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RESUMO

Esta dissertagdo tem como objetivo analisar as solugbes de equacgdes
algébricas. Para tanto apresentam-se os numeros complexos, a natureza das
raizes de uma equacao algébrica, a raiz imaginaria. O desenvolvimento das
féormulas de Cardano e Ferrari sera mostrado neste trabalho. As relagdes entre
o discriminante e as raizes da equagé&o de terceiro grau serdo discutidas neste

artigo.

Palavras-Chave: Equacdes Algébricas, Numeros Complexos, Formula
de Cardano.



ABSTRACT

The aim of this article is to analyse the solutions of algebraic
equations. It's to display: the complex numbers, the nature of root of
algebraic equations, the imaginary root. The developments arising
Cardano’s formula anda Ferrari’s formula are show in this papper. The
relaitionship between the discriminant and the roots of general cubic
equation will be discuss in this article.

Key words: Algebraic Equations, Complex numbers, Cardano’s
formula.
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INTRODUGAO

Equagbes algébricas surgem naturalmente em situagdes do cotidiano. Por
exemplo, para modelar o fendmeno de filtragao das células vermelhas do sangue no bago
humano, Rossetto (pag. 22) [16], apresenta uma equagao relevante. Esta relaciona o
comprimento (L) e o raio (r) de um poro cilindrico na qual a célula é capaz de transpor o

poro numa situacao limite, uma vez apresentados sua area de superficie de membrana

(A) e seu volume (V): L =r( A —1_(3\/3(13_
Vi

A >
+2+1)7).
2’ 2 2) )

Vi

A resolucao de equacgodes algébricas consiste em um dos topicos mais fascinantes
da algebra. Varios matematicos contribuiram, ao longo da histéria, para o
desenvolvimento deste tema como: Cardano (1501-1576), Ferrari (1522-1565), Lagrange
(1736-1813), Ruffini (1765-1822), Abel (1802-1829), Galois (1811-1833). As equacdes do
segundo grau ja eram conhecidas dos babilénios (1700 a. C). Estes utilizavam problemas
envolvendo soma (s) e produto (p) de dois niumeros para encontrar solugbes da equagao:
x2—sx+p=0.

Uma pergunta intrigante é: por que mais de trés mil anos se passaram desde o
conhecimento dos babilénios sobre a equacédo do segundo grau até que Scipioni Ferro
resolvesse a equacdo do terceiro grau e Ludovico Ferrari desenvolvesse a formula de
resolugao da equacao de quarto grau?

Embora haja divergéncia sobre a autoria da formula de resolugdo de uma
equagao cubica, foi Cardano quem primeiro publicou a demonstragdo de que a equacgao
cubica é soluvel por radicais e apresentou a formula de resolugéo deste tipo de equacao
na sua obra Ars Magna de 1445.

Os trabalhos de Cardano e Ferrari com relacdo as féormulas das equagdes
algébricas de graus 3 e 4 respectivamente eram conhecidos por Bombelli (1525-1572).
Um aspecto importante que Bombelli argumentou foi que os numeros reais eram
insuficientes para a resolucao de equacgdes algébricas, pois havia a necessidade de lidar
com raizes quadradas de numeros reais negativos. Cabe ressaltar que foi Euler (1707-
1783) quem compreendeu os numeros complexos evitando alguns sofismas da época
como concluir que 1 = —1 através da incorreta utilizacdo da raiz imaginaria. A teoria
sobre equacbes algébricas contribuiu para o renascimento da algebra, pois foi através
dela que Galois desenvolveu a teoria de grupos.

Além da relevancia histérica estes conteudos, equacgdes algébricas e numeros
complexos apresentam problemas em suas abordagens nos livros didaticos. Para Lima et

all (pag. 136) [11] ao analisarem o livro Matematica volume 3 de lezzi et all argumentam:



“ A motivacao deste capitulo é falsa (...). Certamente, os complexos nao teriam sido
criados se o motivo fosse o citado, fazer com que as equacgdes do segundo grau tivessem
solucado”. Ainda sobre numeros complexos, Lima et all (pag. 215) [11] analisando o livro
de Giovanni e Bonjorno Colecdo Matematica 2° Grau volume 3 concluiram: “ A
apresentagdo dos numeros complexos nos livros didaticos tem sido insatisfatéria. A
abordagem tem sido meramente algébrica e o numero i cai do céu”. Com relagao as
equagdes polinomiais, Lima et all (2001, pag. 136) [11] estudando a obra ja citada de
Giovanni e Bonjorno: “ Este capitulo € mal redigido, deixando entrever a falta de boa
conceituagdo matematica”. Citamos duas obras consideradas como exemplo para
evidenciar a dificuldade destes temas.

O objetivo geral do presente trabalho € analisar as solugdes de equacgbes
algébricas de coeficientes reais, pois a relevancia histérica e as dificuldades de expor
estes conteludos aos alunos de ensino médio motivam uma abordagem diferenciada
sobre os temas propostos.

Os objetivos especificos sdo apresentar de forma sistematica os numeros
complexos e estudar, de forma detalhada, as equacgbes de graus 3 e 4. Com relagao ao
primeiro deles, pretende-se apresentar de forma adequada uma revisdo da literatura
sobre numeros complexos, enfocando: as formas de representacbes, as operacoes
elementares (adigdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo), potenciagdo, radiciagéo,
logaritmo natural. O segundo objetivo especifico visa abordar a natureza das raizes, o
discriminante de equacdes de grau 3 e as implicagcdes na natureza das raizes.

As secgdes desta dissertacdo pretende estruturar uma sequéncia didatica
apropriada dos conteudos. Inicialmente, serdo abordados os numeros complexos,
enfocando: a raiz imaginaria e o seu surgimento como motivagao para resolver equagdes
do terceiro grau.

A segunda sec¢ao analisara aspectos relevantes das equacdes algébricas, como a
existéncia de raizes: racionais complexas conjugadas e multiplas. Também serado
apresentado o Teorema de Girard e o Teorema Fundamental da Algebra.

As equacdes de terceiro e quarto graus constituem-se no cerne da terceira secao.
Com relacédo as equacdes de terceiro grau, analisar-se-ao: a formula de resolugéo, o
discriminante e a natureza das raizes. Esta deducéao sera feita de modo diferente daquele
estudado na literatura deste trabalho. A férmula de resolu¢ao de equagdes de quarto grau
desenvolvida por Ferrari sera estudada nessa secdo. Destacam-se semelhancgas
significativas entre as estratégias de deducéo da formula de Cardano e da formula de

Ferrari.



1 - NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos surgiram na resolucado de equacgdes do terceiro grau e
nao como varios livros didaticos afirmam que foi na resolugao de equagdes do segundo
grau, em que o discriminante & negativo com em o x? + 1 = 0. Garbi [6] menciona que
Rafael Bombelli em 1572 no seu livro L’Algebra Parte Maggiore Dell’Arithmetica mostrou
a insuficiéncia dos numeros reais na resolugao de equagdes do terceiro grau.

Bombelli ja conhecia os trabalhos de Cardano e Ferrari sobre resolucado de
equacgdes de graus 3 e 4 respectivamente, bem como a formula de Cardano, conteudos
que serao estudados a posteriori. Ele propds a resolucédo da equacao:

x3—-15x—4=0 (1-1)
A formula de Cardano da resolugdo desta equagdo de grau 3 apresenta a

solucgao:

x:jz—J?ﬁT+jz+J?ﬁI

Assim, pela férmula acima, observa-se que, na sequéncia, basta investigar as
raizes quadradas de numeros negativos. Por verificacdo, 4 é raiz da equacgao (1-1). As
outras raizes sdo: —2 ++/3; —2 —+/3. Se por um lado, quando uma equacg&o do segundo
grau tem discriminante negativo, dizia-se que a equagao nao tem solugéo, por outro, na
equacgao (1-1), proposta por Bombelli, as 3 raizes sdo reais e na sua resolucdo pela
férmula de Cardano aparecem raizes quadradas de numeros negativos. Ele concluiu
desta forma, que os numeros reais eram insuficientes para encontrar as raizes de

equacgdes de grau 3. Garbi (pag.51) [6] ressalta: “... seu método (se referindo a Bombelli)

baseou-se no pensamento rude de que v2—+v—121 ev2++v—121 deveriam ser
numeros na forma a + bv/—1 e a — bv/—1 .

Faz sentido, pois as 3 raizes sao reais. Sendo assim, as raizes de numeros
negativos precisariam ser canceladas (o que ocorre somando-as, ja que ainda assim sera
raiz). Bombelli deduziu que a = 2,b = 1 e obteve x = 4.

A manipulacédo algébrica para tratar de operacbes de raizes quadradas de
nimeros negativos exigia que v—1.v/—-1= —1. No conjunto dos numeros reais o
quadrado de um numero é sempre positivo, ou nulo. Agora surge um numero que
multiplicado por ele mesmo resulta —1.

Conforme Hefez e Villela (2012, pag.4) [8], Leonard Euler em 1777, denotou o

“namero” v—1 por i e determinou varias propriedades dos numeros introduzidos por
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Bombelli”. Euler compreendeu os numeros complexos. Na época de Euler, ja existia o

tradicional sofisma:

“1=vV=1.V=1=/D.(-D=Vi=1

Utilizar a propriedade dos numeros reais ndo negativos: va.vb =+Va.b se
mostrou insatisfatério. Lima et all (pag. 452) [11] afirmam: “um numero complexo z é
definido como z = a + bi, a,b € R". Onde a significa a parte real e bi significa a parte
imaginaria do numero complexo. A representacdo a+bi, a,b €ER também ¢
denominada de representacao algébrica de um numero complexo. No caso em que a =
0, o numero complexo € chamado imaginario puro. O zero pode ser considerado
imaginario puro.

Para adicionarmos dois ou mais numeros complexos, adicionamos as
respectivas partes reais e as partes imaginarias da seguinte forma, Sejam os numeros
complexos, a+ biec+dicoma,b,c,d € R. A adicdo é dada por: (a + bi) + (¢ + di) =
a+c+ (b+d)ie, deste modo, a adicdo de numeros complexos fica bem definida.

Uma analise mais detalhada se faz necessaria sobre a adicdo de numeros
complexos. Hefez e Villela (2012, pag.13) [8] argumentam que a associacido entre o
conjunto dos numeros complexos e o R? é perfeital Se considerarmos o conjunto dos
numeros complexos e o R? como espagos vetoriais sobre R, ha um isomorfismo ¢ que
leva a base canonica do R? a = {(1,0); (0,1)} na base g = {1;i} dos niUmeros complexos,

onde:
@:R? > C,com ¢((1,0)) =1e ¢((0,1)) =

E Imediato que o par ordenado (a,b) tem como imagem o nimero complexo
a + bi. Quando foi dito que a adicao esta bem definida nos nimeros complexos € porque
esta se adicionando vetores em um espaco vetorial.

Nesta situagdo C € um espacgo isomorfo ao R?. Em espacgos vetoriais ndo ha, a
priori, a operacao multiplicacdo de vetores, assim o produto de nimeros complexos nao
esta definido.

Euler entendia que i? = —1, assim pode-se definir o produto de dois numeros
complexos. Sejam os numeros complexos, a + bie ¢ + di coma,b,c,d € R. O produto:

(a + bi)(c + di) = ac + bdi? + adi + bci.

Como i? = —1, tem-se:

(a+ bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i
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Um aspecto relevante € que o conjunto dos niumeros complexos tem a estrutura
algébrica de corpo em relagio as operacoes usuais de adigdo e multiplicagdo. O conjunto
dos complexos pode ser entendido como uma extens&o do corpo dos reais: C = R[i].

Abordados os conceitos de adicdo e multiplicacdo, sera necessario definir o
modulo, as operagdes: de potenciagdo, de radiciacdo, logaritmos e as representacoes

trigonométrica e exponencial de um numero complexo.

Definigao (1-1): O mddulo de um numero complexo z = a + bi € o0 nimero nao negativo:
r = vVaZ + bZ.

Geometricamente, o modulo de um numero complexo equivale a distancia do
vetor (a,b) € R? a origem. Explorando ainda mais a associagdo entre o conjunto dos
numeros complexos e o R?, o vetor (a,b) € R? pode ser expresso em coordenadas
polares com o angulo 6 entre o vetor e o eixo X positivo (eixo das abscissas) e 0 modulo
do vetor (a,b) que é r = Va2 + b2. O vetor (a,b) em coordenadas polares é igual a (r, 8).
Desta forma: a =rcos(6), b =rsin(0). Diante do exposto pode-se definir a forma
trigonométrica de um numero complexo. Dados,

z=a+ bi, como: a =rcos(f), b =rsin(@), entdo

z = rcos(0) + risin(0), ou, equivalentemente,

z =1[cos(0) + isin(0)].

Definigao (2-1): A representagdo trigonométrica de um numero complexo z =a+ bi &
z= r(cos(G) + isin(G)), 6 €[0,2n], r =0 com: a =rcos(f), b =rsin(f) etand = g. @)

angulo 6 ¢é chamado de argumento do numero complexo na representagdo

trigonométrica.

Definicdo (3-1): O conjugado de um numero complexo z = a+ bi € a sua imagem na
funcdo Y:C - C, Y(a+bi) =a—bi,coma,b,e R. O conjugado de z=a-+ bisera
denotado porz’ = a — bi.

A funcgéo Y apresenta as seguintes propriedades:

| — ¢ é bijetiva. Sejam z; =a+biez, =p+qi com z, # z,, elementos do
dominio de Y. ¥(z;) =a—bi e P(z;) =p—qi, P(z1) # P(22). 21 # 7, > P(21) # P(22),
assim 1y é injetiva. Para cada elemento do contradominio de i, w = m + ni; existe um
elemento do dominio de ¥, s = m — ni tal que ¥(s) = w, logo Y é sobrejetiva. Como ) é
injetiva e sobrejetiva, tem-se que ¥ ¢ bijetiva.

Il - Ainversa de i é a propria fungéo , pois, P(Y(2)) = z.
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- (z1 + z2)=P(21) + P(22).

IV - (21 25)= ¥(21).- P (22)-

A propriedade IV merece uma atengao especial. Se considerarmos z; = z, = z.
Tem-se:

Y(z.2) =Y(2).9(2) .

W(z%) = Y(2))* .

Para um produto de n fatores, ¥(z") = (¥(2))". A prova é feita por indugéo
sobre n. Para n = 2 foi demonstrado anteriormente. Supondo verdadeiro paran =k — 1,
ou seja, P(z*71) = (Y(2))** ; prova-se paran = k.

lp(zk_l.z) = 1/1(2"_1).1,[)(2)

P(2*) = @ @) .Y(2)

Y(2*) = W)k .

Cabe mencionar que o conjugado de um numero complexo na forma
trigonométrica z = r(cos(9) + isin(6)), 6 € [0,2n] € z' = r(cos(—0) + isin(—0)).

Estas s&o as principais propriedades do conjugado de um nimero complexo. E
imediato que se z =a + bi e 0 seu conjugado z' =a —bi, entdo: z+z' =2a e z—z' =
2b. Pode-se relacionar um numero complexo, seu conjugado e seu modulo, na

expressao:

z.z' = (a + bi).(a — bi).

z.7' =a?—i*bh?,como i? = —1.
z.7z' =a®+b?,sendor = VaZ + b2,
z.z' =r% (2-1)

No isomorfismo entre o R? e os numeros complexos, a abscissa a do par
ordenado (a,b) significa a parte real do numero complexo z = a + bi; enquanto a
ordenada b, corresponde a parte imaginaria de z. O plano de Argand—Gauss corresponde
ao plano cartesiano em que o eixo das abscissas e 0 eixo das ordenadas sao as partes
real e imaginaria, respectivamente, dos numeros complexos. Este plano € denominado
plano Argand—Gauss em homenagem a Jean-Robert Argand (1768-1822) e Carl Friedrich
Gauss (1777-1855).

Com o conceito de conjugado e a equacao (2-1), apresenta-se o inverso de um

numero complexo z n&o nulo., como:

| =

A4

z z.z!
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1z

z  r?
No caso especial em que o mddulo do numero complexo z for igual a 1, o
inverso sera o seu conjugado :

1 z! z! '

z 21 ¢

Logo:

z.z' =1.

O resultado anterior motiva a demonstracao da relagcdo trigonométrica

fundamental como segue. Sejam z = cos 6 + i sin 6 e seu conjugado z' = cosf — isiné.

z.z'=1

(cosfB +isinf).(cos® —isinf) =1,

cos?0 —i%sin*0 =1.

Como —i? =1, logo:

cos?6 + sin?0 =1

Com o conceito de elemento inverso de um nimero complexo z e a operagao de
multiplicacéo, poder-se-a definir a divisdo entre dois numeros complexos z; e z, como o
produto entre o dividendo z; € o inverso de z,. Desta forma a divisdo entre z; e z, é

expressa como:

—=7Z ou

z, 1 z, ] )

Z1 __ 217/
—=—= . (3-1)
Zy TZ

Abordou-se o surgimento da raiz imaginaria através da resolucdo de equacgdes
de terceiro grau, as quatro operagdes elementares envolvendo numeros complexos, bem
como os conceitos de modulo e conjugado. Antes de prosseguir apresentaremos
exemplos numeéricos envolvendo as quatro operacdes elementares envolvendo numeros

complexos.

Exemplos 1-1:

Sejam os numeros complexos: z =1+ i; w = 3 + 4i.
A adicdoz+w =445 .
zw=0A+10).3+4)=—-1+7i

z—w=-2-—3i
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z _ 140 (1+D.(3-4) _ 7 1,

w 3+4i 25 25 25

Como esperado, os resultados das operacdes acima sdo numeros complexos da
forma a + bi; a,b € R.

O produto de dois numeros complexos merece uma atengdo maior. O mesmo
pode ser feito utilizando-se a representagao trigonométrica destes.

Sejam os numeros complexos: z = r(cos(6,) + isin(6,)); w = ry(cos(6,) +
isin(6,)). O produto z. w fica:

Z.W = rlrz((cos(Ql) + isin(Bl)). (cos(8,) + isin(6,)) . Ou,

Z.W =
1175 (cos(0,)cos(8,) + i? sin(6,) sin(6,) + i(sin(el)cos(ez) +
sin(0;)cos(#y)). Substituindo: i? = —1 , tem-se:

z.w = nry(cos(61)cos(6;) — sin(6;) sin(6,) + i(sin(8;)cos(6,) + sin(8,)cos(6,))
ou, finalmente,

ZwW = rlrz(cos(ﬁl + 0,) + isin(6, + 92)) . (4-1

Aplicando a equagdo (4-1) para z; =z, =z, onde z =r(cos(6) + isin(h)),
obtém-se o quadrado do niumero complexo z:

z.z=2z%=1.1((cos(0 + 0) + isin(6 + 6)) .

z? =12 (cos(20) + isin(26)) .

Definido o quadrado do numero complexo z, serdo deduzidas as férmulas da
potenciag&o e da radiciagdo de expoente n € N do nimero z = r(cos () + isin(6)). Estas
férmulas de potenciacdo e radiciagdo de numeros complexos foram desenvolvidas por
Abraham De Moivre (1667-1754). Cabe mencionar que a primeira vez que surgiu a
expressao (sinf + cos )™ = cosnb + sinnf foi em 1733 em um trabalho de Euler como
cita Struik (1998, pag.167) [20].

Teorema (1-1): (12 Férmula de De Moivre): dado um numero complexo z = r(cos(e) +
isin(6)) e um nimero natural n tem-se: z" = r"(cos(n®) + isin(no)).

A demonstracdo sera feita por indugdo sobre n. Para n =2 a expressado é
verdadeira, pois foi provada anteriormente. Pela hipétese de inducdo, assume-se que a
expressao é valida para n = k — 1. Dai, prova-se a seguir que a férmula é valida para
n = k. De fato,

zF = 72871z = r*"1(cos((k — 1)8) + isin((k — 1)8)).r(cos(0) + isin(H)).

zF = r* 1 (cos((k — 1 + 1)0) + isin((k — 1 + 1)6)) ).
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z% = r*(cos(k@) + isin(k0)). (5—1)
Portanto, a 12 formula de De Moivre é valida para todo niumero natural. Esta

féormula sera expandida para os numeros inteiros.

Corolario (1-1): A 12 formula de De Moivre é valida para potencias de numeros
complexos com expoentes inteiros.

A férmula é valida para todos os numeros naturais, demonstraremos que a

mesma também é valida para todon < 0,n € Z. Existe m € N, talque m = —n..

. . L1 . 1 -
O inverso de um numero complexo z é - Considerando -=z 1 tem-se que o

. . _ ;- . . 1 .
produto de n fatores iguais a z~! € igual ao produto de n fatores iguais a —, assim

N
N
N
N
1
N IR
N IR
N IR

l —1n_ln —n_ﬁ n _—
Z,Iogo (z7™h) —(Z) , OU z _(zn)' Como 1" =1,

A férmula (5-1) demonstrada anteriormente pode ser aplicada para z™, pois m é

um numero natural. Assim,

n _ 1
Z° = rMm(cos(m@)+isin(m0)) Ou,

n_ .-m (cos(m@)—isin(mo)) . .
z (cos(m@)+isin(m@))(cos(mO)—sin(mh)) * Slmp“cando’
R Dl (cos(mB)—isin(m0))

cos(m)2—i2 sin(mo)?2

Como i? = —1, tem-se:

n _ ..—m cos(m@)—isin(mb) __ _—m cos(mB)—isin(m8)
zZ-=r cos(mB)2—(-1)sin(m6)2 cos(m@)2+sin(mo)?2

Utilizando os fatos de que a fungdo cosseno € par e a fungao seno € impar, bem

como o denominador ser a relagao fundamental trigonométrica, deduz-se que:

n_ p-m cos(—m@)+isin(—mo)
1

Z

Finalmente, de n = —m, obtém-se:
z" =r"(cos(nd) + isen(nd)).
A radiciacdo de numeros complexos é extremamente importante, pois um

numero complexo apresenta n raizes enésimas.
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Teorema (2-1): (22 Férmula de De Moivre): dado um numero complexo z = r(cos(@) +

isen(@)) e um numero natural n, entdo existem n raizes enésimas de z da forma:
6 2k .. 6 2k
7{/5=T{/7(cos(;+7n)+lsm(z+7n), kezZ 0<k<n-1, YreR.

A demonstragdo parte de que, Vz = z;, e assim z! = z. Aplicando-se a primeira
formula de De Moivre em z;} e considerando a representacao trigonométrica chega-se a
7z = p(cosw + isinw), onde w € o0 argumento de z, na representagao trigonométrica.
Dai, substituindo-se em z}} = z, deduz-se que

p™(cos(nw) + isin(nw)) = r(cos(@) + isen(@))

Escrevendo ambos os lados acima como numeros da forma z = a+ bi,
igualando as partes real e imaginaria e lembrando que dois niumeros complexos sao
iguais se e somente se seus moédulos sao iguais e seus argumentos congruentes,
conclui-se que,

pt=r,

cos(nw) = cos(0) e

sin( nw) = sen(6).

Da primeira equagao, tira-se: p = Vr com Vr € R. Das duas Ultimas igualdades,
tem-se:

nw = 0+ 2km

2km

6
w=-+=.
n n

Deste modo,
Vz = ’W(cos (Q + @) + isin(g + Zk—n)).
n n n n
Basta agora, explicitar os valores de k. Precisam-se analisar os valores de k
para que 0 < 8 < 2w, com o objetivo de nao considerar uma mesma raiz mais de uma
vez. O valor de k deve assumir os possiveis restos da divisdo de um numero inteiro por
n, ou seja, k variara de 0 até n — 1. O fulcro desta ideia é que k deve assumir o valor de

cada uma das diferentes classes de congruéncia médulo n. Assim, k ira variar de

0 an — 1. Desta forma:
n n 0 2km P 0 2km n
Nz = ﬁ(cos(;+T)+lsm(;+T), keZ 0<k<n-—1e VreRr.
Percebe-se que as raizes enésimas de um numero complexo no plano Argand-
Gaus sao pontos de uma mesma circunferéncia, pois todas as raizes enésimas tém o

mesmo modulo. Naturalmente, o modédulo das raizes enésimas.€¢ o raio desta

circunferéncia e os argumentos destas raizes formam uma progressao aritmética de

. . 0 ~ 2T
primeiro termo n € razao P
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A seguir apresentam-se trés calculos do que foi discutido acima.

Exemplo 2-1:
a) Calcular as raizes cubicas da unidade.

1=cos0+isin0
3 2km . . 2km
\/T = cosT+ LsmT

k=03Y1=cosO+isin0=1+0=1

2 .. 2 1 . V3
k=1,§/I=cos—n+lsm—n= ——+l£
3 3 2 2
4 . . 4 1 . V3
k=2,3{/T=cos—n+151n—”=———l‘/——
3 3 2 2
, e ~ 1 V3 1 . V3 . 1
As raizes de cubicas de 1 séo: 1,—5+ zg e —-— l% . Considerando w = --+
. V3 1 . V3 . , Sy e . ~
z% tem-se w? = - lg; ou seja, as raizes cubicas da unidade s&o: 1, w, w?.

b) Calcular as raizes cubicas de 8.

Como 8 =8 (cos0+isin0), ou seja, 8 tem o mesmo argumento que 1. Desta
forma, o tridngulo tendo como vértices as raizes cubicas de 8 é semelhante ao tridngulo
que tem vértices as raizes cubicas de 1. Como foi feito as raizes cubicas de 1, as raizes
cubica de 8 séo:

8 = 8(cos0 +isin0)

V8 = Z(COSZan-l- isinZan)

k=0,V8 = 2(cos0 +isin0) = 2(1 + 0) = 2

k=1,V8= 2(cosz?n+ isin%”) = -1+iV3

k=2,Y8=2(cosT +isinT) = —1-iV3

Um exemplo mais interessante no qual o médulo do numero complexo em que
as partes real e imaginaria sejam nao nulas e o modulo seja diferente de 1 é dado a
seqguir.

c) raizes quartas de z= -9+ i9v/3. O mddulo e o argumento do numero

21

complexo sao dados por: r =18, 6 = <

Aplicando a segunda férmula de De Moivre:
21 2
Z = W[cos(% + #) +isin(-+ 2’an)]
z, = V18 [cos(g - kz—n) + isin(g + kz—n)] k =0,1,2,3.

k=0,z,= VTS[COS%+ isin%] = ‘{/1_8(\/2—E+ i%)
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k=12 =318 _cosz?n+ isinz?ﬂ_ = 4\/18(—%+ i‘/;)

k=2,2,=1318 _cos%n+ isin%f = 4\/18(—\/2—§— i%)

k =3,z; = V18 _coss?n+ isins?n_ = 4\/18(%— i\/z—g).

Agora, apresenta-se um Teorema sobre as raizes enésimas de numeros
complexos conjugados, resultado que utilizar-se-a, posteriormente, na analise do

discriminante da equacéo do terceiro grau.

Teorema (3-1): as raizes enésimas de um numero complexo z = a + bi e as
raizes enésimas do seu conjugado z' = a — bi sdo conjugadas.

Para a demonstragcao considere as representacdes trigonométricas de z = a + bi
e de z' =a-—bi, quais sejam z=r(cosf +isind) e z' =r(cos(—0)+isin (—0))
respectivamente. Nota-se que os moddulos destes numeros complexos sao iguais a
r =Va? + b2. Aplicando-se a segunda formula de De Moivre, obtém-se as raizes
enésimas:

0 2km 0 2km
'{/Zz%(cos(£+7>+isin(a+7)), k€Z, 0<k<n-1; YreRr

n -0 2tm —0 2tm

\/?=’W(cos(—+—>+isin(—+—)),tEZ,OStSn—l; YreRr
n n n n

Parak =0, t =0, tem-se:

Vz = ’V?(cos (g) + i sin(— %)) . Como a fungdo seno impar , tem-se que:

Nz = ’V?(cos (_79) - isin(%))

Desta forma, as raizes enésimas quando os pardmetros sdo k=0,t =0
resultam em numeros complexos conjugados. Seria um erro atribuir valores iguais para k
e t quando estes sao diferentes de zero. A ideia bastante sutil consiste em encontrar
solugdes estritamente positivas para a equagao Diofantina: t + k = n.

Parak =1, t =n — 1, as raizes procuradas sao:

Nz = '{/F(cos (% + 27”) +i sin(% + 27”))

Nz = W(cos (_76 + @) +1i sin(_Tg + @))

N7 = W(cos (—%—%ﬂ+ 27‘[) + isin(—%—%ﬂ+ 27r))

Como as fungdes seno e cosseno sao funcdes periddicas de periodo 2w, vem:

sin(—g—z—n+2n) = sin(—g—z—n) e cos(—g—z—n+2n) = cos(—g—z—”)
n n n n n n n

n
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Substituindo-se, obtém-se:
7 = W cos (= =)  sin(= - 20)
VZ = (cos (= +20) + isin(— (3 + 7))

n

Portanto, o0s numeros complexos Nr (cos (% + 27") +i sin(% + 27”)) e
Vr (cos (—(% + 27”)) + isin(—(% + Z7”))) sdo conjugados. Aplicando-se o0 raciocinio
analogo para k=2, t=n—2;k =3, t =n — 3 e assim sucessivamente, obter-se-do as
outras raizes enésimas de z e z' conjugadas duas a duas. Este procedimento de célculo
nao é usualmente encontrado nos livros didaticos.

Outra forma bastante interessante para demonstrar este teorema consiste na
utilizagao da fungao ¢ da definicdo (3-1). Como o conjunto dos numeros complexos € um
corpo, consequentemente tem a estrutura algébrica de anel também. Se um numero
complexo z for raiz enésima de a + bi, entdo z’' conjugado de z sera raiz enésima de
a — bi.

A funcdo ¥:C— C que leva um numero complexo no seu conjugado é
homomorfismo sobrejetor de anéis. Da hipétese, temos z" = a + bi. Aplicando a vy, tem-
se Y(z") =yY(a+ bi), e com a propriedade de homomorfismo, (Y (z))" = yP(a + bi).
Como y(z) = z', vem, (z)" = a — bi, ou na forma de raiz z’ = Va — bi.

Para a representagao os resultados seguintes n&o serdo demonstrados, pois os
mesmos nao fazem parte do escopo deste trabalho. As expansdes em série de Taylor
das fungdes: sinx, cos x, e* sao:

e*=1+x+ ’;—2+’;—3+’;—4+

2

x x x
COSX—l—E-l‘Z—a-F“'
3 5 7
. x x X
smx—x—§+§—;+---

Substituindo x = i8 na expansao de e*:

0 _ . i | (63 | i0H)*
e =1+ (0) + -+t
Como i*" = 1,i4"*1 =, j4"*2 = —1,{*"*3 = i n € N, a express&o anterior fica:
e = cosf +isiné.

Para 6 =t , tem-se: e = —1, ou, equivalentemente, e + 1 = 0. Uma relacdo em que

estdo presentes: e, m,i,1 € 0, que sdo numeros notaveis da Matematica.
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A forma exponencial de um numero complexo é obtida substituindo a relagao
e = cos6 + isinf na representagdo trigonométrica, ou seja, z = r(cos(6) + isin(6)) =
reie.

Antes de avancar, a relagdo e'® = cos 6 + i sin 6 precisa ser analisada com mais
detalhes. Um resultado interessante ocorre quando substituimos 6 por 6 + 2km, k € Z.
Como as fungbes seno e cosseno tém periodo 2w, tem-se: e!(®+2kM = cos(0 + 2km) +
isin(@ + 2km) . Ou, da trigonometria, e!®*2k™ = cosh +isind . E, finalmente,
el(0+2km) — 010 Fazendo x = if, vem; eXt2™ = ¥

Portanto, a funcao e* € periddica e tem periodo 2wi. Uma funcao f periddica é
caracterizada por f(x +t) = f(x), para todo x em seu dominio e t representa o periodo
e é 0 menor numero real positivo. Naturalmente, que 2mi ndo € um numero real, mas a
ideia de funcdo periddica € bem pertinente para fungéo f(x) =e*. O periodo desta
funcdo é bastante interessante, pois 2mi corresponde ao comprimento de uma
circunferéncia de raio i.

Considerando —7 < 0 <, e as relagbes e = cosf +isinf e e =cosh —

isinf, podem-se determinar as relagbes entre fungdes trigonométricas e funcdes
.. . . elfy b . elf_-if
exponenciais, quais sejam: cos 8 = — € sinf = —
Algumas consideracdes sao pertinentes. Como cos @ e sin # sdo numeros reais,
entdo e + e~ é um numero real, pois e + e~ = 2 cosH; enquanto que e? — e~ ¢
um numero imaginario puro, pois € igual a 2isin6 .

Assim, a tangente também sera real como mostra o calculo a seguir:

olf_ o—i6

sinf _ — 5

cosf  elf+e=ib T l(ei9+ e—ie)
2

. el _ o—if

tan@ =

Tendo a representacdo exponencial de um numero complexo, sera definido o
logaritmo natural deste nimero. Como 6 é um numero real, utilizaremos z = re'(¢+2km,
Assim, o logaritmo natural de um numero complexo é definido como:
In(z) = In(re!®+2km)  Ou, motivando-se pelas propriedades de logaritmo e da

representagédo exponencial: In(z) = In(r) + In(e‘®*+2k™) = In(r) + i + 2kni, k € Z .

2 - EQUACOES ALGEBRICAS

Algumas perguntas sobre equacgdes algébricas surgem naturalmente. Uma
equacgao admite raizes racionais? Ha relacdo entre estas raizes e os coeficientes da

equacgao? Existem raizes multiplas em uma determinada equagao? Alguns dos objetivos
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desta secao sao responder a estas indagacoes. Verificar-se-a as relagbes entre raizes e
coeficientes de equacdes algébricas, a existéncia de raizes racionais, raizes reais e
raizes complexas. Resolver equacgbes algébricas significa encontrar raizes de funcoes
polinomiais da forma: p(x)=ax™+ ap_1x* 1+ +a;x+ay a, #0, onde os
coeficientes sdao numeros reais.

Na secao anterior foi demonstrado que a equagédo x™ = ¢, onde ¢ € um ndmero
complexo admite n raizes enésimas e assim podem-se encontrar todas as raizes das
equagdes que sao reduzidas a forma x™ = c. Uma substituicdo de variavel que sera
necessaria nas demonstracées da férmula de Cardano e da formula de Ferrari é aquela
em que transforma o polinémio p(x) = a,x™ + ap_1x" 1+ +a;x +ay, a, #0 no
polindbmio  p(y) = byy™ + by_1y" 1 + -+ byy + by, b, # 0, com b,_; =0, conforme

apresenta-se na préoxima Proposigao.

Proposigao (1-2): existe uma substituicdo de variavel x = y + u que transforma
o polinémio p(x) = a,x™ + ap_1x" 1 + -+ a;x + a,, a, # 0 no polinémio p(y) = b,y" +
bp_1y®* 1+ -+ by + by b, #0;comb,_, =0.

Demonstragdo: fazendo a substituicdo x =y +u em p(x) = a,x™ + ap_x™ 1 +

-+ a;x + ay tem-se:

p(V) =a,(y+uw)+a,_(y+uw)*1+-+a,(y+u)+a, que se transforma
em:

p(y) = apy™ + (na,u +a,_,)y"" 1 + -+ e dai para que o coeficiente de y"~! seja

igual a zero, basta atender a equacédo na,u + a,_; = 0 . Donde, isolando-se u chega-se

an-1

em u=-— .
na,

Antes de partir para as formulas de Cardano e Ferrari, aplicar-se-a a Proposi¢ao
acima na resolugao da equacao geral do segundo grau com o objetivo de exemplificar o
procedimento. Considere a equagdo do segundo grau com coeficientes reais: ax? + bx +

¢ =0, a # 0. Visando eliminar o termo de primeiro grau, pela proposigao (1-2) sera feita

uma mudanga de variavel, x =y — %. Desta forma, a(y — %)2 +b (y - %) +c=0.
2 2
Desenvolvendo o quadrado chega-se a: ay?—by+ Z—a + by — :—a +c=0. Agora

2
multiplicando por 4a, tem-se: ay? — Z—a +c¢=0, logo, 4a’?y? — b%? + 4ac = 0. Isolando y?,

b%-4ac Vb2-4ac

assim, y? = - Destaforma, y = +

2a
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Vb2-4ac Vb2-4ac b%-4ac .
Tanto + . COMo — ———— elevados ao quadrado resultam Tz POr issO
L ~ Vb2—-4 . s -
foi utilizada a expresséo y = + ”» %, Tendo a variavel auxiliar y, obter os valores de x
.o . b Vb2-4
é imediato: x = — — + —"" Desta forma:
2a 2a
-b+vVbZ—4ac
x = —Tac (1_2)

A equagéao (1-2) é a férmula de resolugdo de uma equagao de segundo grau. A
mesma também poderia ser obtida através do procedimento de completamento de
quadrados, procedimento este, que também sera adotado nas formulas de Ferrari. Seja,
ax?> +bx +c =0, a# 0. Multiplicando ambos os termos por 4a, tem-se, 4a’x? + 4abx +
4ac = 0 . Adicionando-se b? — 4ac em ambos os lados, tem-se: 4a’x? + 4abx + 4ac +
b? — 4ac = b? — 4ac e assim, 4a’x? + 4abx + b? = b? — 4ac. Ha um trinémio quadrado
perfeito no primeiro membro da equagdo. Logo, (2ax + b)? = b? — 4ac. Extraindo a raiz
quadrada dos dois membros da equagdo anterior, chega-se a: 2ax + b = +Vb? — 4ac.

Donde, 2ax = —b + Vb2 — 4ac . Finalmente, isolando a variavel x, tem-se:

__ —btVb?—4ac
o 2a

As duas formas de obter a resolucdo da equacdo do segundo grau sao

X (1-2).

equivalentes, pois como x =y — %, entdo 2ax — b = 2ay. Substituindo-se em (2ax +

b)? = b? — 4ac , tem-se (2ay)? = b? — 4ac. Logo, 4a’y? = b?> — 4ac e a demonstragio
segue como feito anteriormente.

Na equagdo do segundo grau, a expressdo b? — 4ac é chamado de discriminante
e sera denotado pela letra grega delta (A). Assim, A = b? — 4ac. Caso o discriminante
seja positivo a equacao tera duas raizes reais e distintas. Se o discriminante for nulo,
havera duas raizes reais idénticas na equacéo. O discriminante negativo implica raizes
complexas conjugadas, este € um ponto importante. Este resultado precisa ser

generalizado no seguinte Teorema.

Teorema (1-2): seja p(x) um polinbmio de grau n com coeficientes reais e raizes
pertencentes ao conjunto dos complexos. Se z = m + ni for raiz de p(x) entdo o seu
conjugado z' = m — ni também sera raiz de p(x)

Demonstragéo: p(x) = a,x" + a,_x" 1+ a,_,x" 2+ --4+a;x+ay a, #0

Como z € raiz de p(x), temos:

Az + ap_1z" P+ ay_ 2"+t a;z+ay =0
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Aplicando o conjugado dos dois membros da equacdo e lembrando que o
conjugado de um numero real é ele mesmo e que o conjugado da soma é a soma dos
conjugados, tem-se:

anZ™+ an_ 12"t ay_ 2"+ o+ a1z +ag =0

Assim, p(z") = 0. Portanto, z’' sera raiz de p(x), se o somente se, z for raiz de
p(x).

O resultado foi provado para uma equacao de grau n. Naturalmente, também é
valido para equacdes do segundo grau. Uma equacéao algébrica de coeficientes reais de
grau impar admite pelo menos uma raiz real. A demonstracao deste resultado exige o

Teorema do Valor Intermediario que € enunciado de Guidorizzi (pag. 122) [7].

Lema (1-2): Teorema do Valor Intermediario: se f for uma fungédo continua no
intervalo [a, b] e se y for um niumero compreendido entre f(a) e f(b), entao existira pelo

menos um c em [a, b] tal que f(c) =y.

Teorema (2-2): todo polinbmio de coeficientes reais de grau impar tem pelo

menos uma raiz real.
Demonstragéo: considere a fungao polinomial p: R - R definida p(x) = a,x" +
ap_1x"1+a, ,x"%2+.-+a;x+ag a, #0, onde n €& um numero natural impar. A
funcdo p é polinomial e como toda funcao polinomial é continua, logo p € uma funcao

continua. Supondo a, > 0, entdo limﬁfgo = 400. Como p é uma fungdo continua e

lim,’?g?o = 400, logo existe a € R, tal que p(a) > 0. Por outro lado, ao analisar o limite

zim,‘?S“)_ « = —oo e o fato, ja mencionado de que p é uma fungao continua, ha b € R, tal
que p(b) < 0. Como p é uma funcado continua no intervalo [a,b] e 0 € [p(b),p(a)], entdo
pelo Lema (1-2), existe x, € [a, b] tal que p(x,) = 0. Agora assumindo a, < 0, tem-se
limf;g?o =—-we limfj@_ » = +0oo. A demonstracao segue de modo analogo a feita no caso
anterior em que a,, > 0.

Sabendo resolver as equagdes: ax?+bx+c =0, a# 0 e x" =c, c € R, podem-
se resolver equagdes da forma: ax?™ + bx™"+c =0, a# 0 . O método para encontrar
solugbes para equacdes da forma ax?"+bx™+c =0, a# 0 consiste em fazer uma
substituicdo de variavel x™ = y e resolver a equag&o de segundo grau em y, ay? + by +
c =0, a # 0. Encontrados os valores de y, basta substituir em x™ =y para obter as
raizes da equagao inicial ax?™ + bx™ + ¢ = 0.

Bezout (1730-1783) propds um meétodo para resolver equagbes algébricas de

qualquer grau. Este método utiliza fortemente as raizes da unidade e se baseia em duas
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equagdes para encontrar as raizes de um polindmio de grau n. Ele considerava como
hipotese que as raizes de uma equagéo algébrica eram da formax = a, + a;w + a,w? +
-+ a,_w" 1. Seu método é baseado na seguinte ideia. Deseja-se encontrar as raizes
de p(x) =0, onde p(x) € um polindmio de grau n. As duas equagdes fundamentais de
Bezout sdo: x =ay +a;y + a,y? + -+ a,_,y*! e y*=1 . E como y pode assumir
qualquer uma das enésimas raizes da unidade, P(x) também tera n raizes. As raizes de
p(x) sdo dadas por x = ag + a;w + a,w? + -+ a,_,w" ! , onde w representa uma das
raizes enésimas da unidade.

Considerando o polindbmio R,, (x) de grau n que tenha as raizes de p(x).
Ry, (x) = n(x —(ag + ayw + a;w? + -+ ap_w™ 1)), 2-2)
w

onde II indica o produtorio.

A resolugdo de uma equacdo algébrica de grau n se reduz a encontrar os
coeficientes ay, a4, ..., a,—; que tornam p(x) = R,,(x). O problema deste método é que, se
o0 grau do polinbmio for maior que quatro, para determinar estes coeficientes sao
necessarias equagdes de grau superior a quatro.

Niels Henrik Abel (1802-1829) provou que equacgdes algébricas de grau superior a
4 nao sao soluveis por radicais, assim o método de Bezout é incapaz de resolver
equacgdes algébricas de grau n. Entdo qual a relevancia do método de Bezout? A
principal contribuicdo de Bezout foi suspeitar fortemente que uma equacgao algébrica de
grau n possui n raizes.

Neste trabalho sera adotado o conceito de ser solluvel por radicais baseado em
Maxfield e Maxfield (capitulo 10) [13].

Definicao (1-2): Seja F um corpo de caracteristica zero e f(x) um polindbmio
contido em F[x]. A equacgdo polinomial f(x) = 0 & soluvel por radicais, se todas as suas
raizes podem ser calculadas em fungéo de seus coeficientes através de um numero finito
de passos utilizando as operagdes de adicdo e multiplicacdo do corpo, extragao das
raizes enésimas de um elemento k € F, tal que k™ =r, onde r pertenga a uma extensao
(de corpos) de F. Um corpo de caracteristica zero € aquele que possui um subcorpo
isomorfo ao corpo dos numeros racionais.

Sabe-se que equacgbes algébricas de coeficientes reais, quando admitem raizes
complexas, ha um numero par destas raizes. Se o grau de uma equacao algébrica for
impar, entdo ela tem pelo menos uma raiz real. A existéncia ou ndo de raizes racionais

também é uma informacgéo relevante.
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Teorema (3-2): Se um polindmio p(x) = a,x" + a,_x" 1 +a,_,x""2+--+a;x+
ag, ap*0 de coeficientes inteiros admitir uma raiz racional

g; p,.q €EZ,q # 0;mdc(p,q) = 1, entédo p divide a, e q divide a,,.

n
Demonstragdo: como § é raiz de P(x), entdo: P(Z—’)zo. Logo, a, (S) +

n—-1 n—-2
ap-1 (g) +ap_, (g) +tay (S) +a, = 0. Multiplicando os termos da equac&o por

q™, tem-se: a,(P)"+tap_1.q@)* 1+a,_,.q% P+ +a.q" L (p) +ay.q" =0.
Reorganizando a equacao anterior, obtém-se:
an (@) +a,_1.q@)" T +a,-5.q%.(P)*" 2+ -+ a;.q" L (p) = —ay.q™. Colocando
p em evidéncia, chega-se a: p(a,(P)" '+ap_1.q@)" % +ap_2.q% P+ +
a;.q" 1) = —a,.q" . Como os nimeros dos dois termos da equagdo s&o inteiros e
mdc(p,q) = 1, entdo p divide a,. Como: a,(p)" +ap_1.q(P)" 1 +a,_5.q%. P2+ -+
a;.q" N (p) +ap.q" =0, tem-se, a,_1.qP)"'+a,.¢>.P)"F++a.qg" N (p)+
ag.q" = —a,(p)". Colocando g em evidéncia, obtém-se: q(ap_1(P)* 1 +ap_5.q.(p)* 2 +
vt a;.q" 2. (p) +a5.q" 1) = —a,(p)*. Aplicando o argumento analogo ao anterior e
sabendo-se que os numeros dos dois termos da equagao sao inteiros e mdc(p,q) =1,
entdo q divide a,, .
Uma aplicacao relevante do Teorema anterior € provar que raizes

quadradas de numeros primos sao numeros irracionais.

Proposicao (2-2): raizes quadradas de numeros primos sdo numeros
irracionais.
Demonstrag&o: seja p um numero primo. Pelo teorema (3-2), a equagdo x? —p =
0 admite como candidatas as raizes racionais apenas p e — p. Naturalmente \/eq D,
Jp # —p e |/p é solugéo da equagéo x* — p = 0. Logo, \/p € um nimero irracional.

Outra aplicagao interessante é demonstrar que o cos 20° € um nuamero irracional.

Proposigao (3-2):

Demonstragao: considere cos3x = cos(x + 2x). Pela férmula de adicdo de
cossenos de angulos, tem-se: cos 3x = cos 2x cos x — sin 2x sin x. Substituindo-se o seno
e cosseno de arcos duplos, tem-se: cos3x = (cos?x — sinx) cosx — 2 sinx cos x sin x.
Assim, cos3x = (cos?x — sin?x) cosx — 2sin’xcosx. Como sinx?=1-cosx® e

reagrupando os termos do segundo membro da equacgao, conclui-se que:

cos3x = 4cos3x —3cosx. (3—2)
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Substituindo x = 20° e como cos 60° = % resulta em: % = 4c0s320° — 3 cos 20°-.

Multiplicando por 2 e reorganizando os termos da equacgao anterior, chega-se a:
8c0s320° — 6c0s20° —1=0. (4-2)
Esta é uma equagao do terceiro grau na variavel cos 20°, como 20° é um angulo

do 1° quadrante, entdo cos20° > 0 e pelo Teorema (3-2), as possiveis raizes racionais

~ 11 , . ~ ~ , .
s80: -, 5 Nenhum destes valores € raiz da equacgao, logo cos20° ndo é um numero

@ | =

racional. A equagao (4-2) é de grau impar, assim pelo Teorema (2-2) admite pelo menos
uma raiz real. Desta forma, cos 20° € um numero real que nao € racional. Logo, cos 20° é
um numero irracional.

Nesta Proposicéo, a ideia de se supor que cos 20° € um numero racional e obter

uma contradicdo nao prosperaria, da maneira tradicional pondo cos 20° = % e b.cos20° =

a. Desta forma, considerar uma equacao algébrica de grau impar e os teoremas (2-2) e
(2-3) foi bastante eficiente para provar que cos 20° € um numero irracional.

Quando se conhece uma raiz de uma equagéao algébrica, pode-se diminuir o grau
da mesma, obtendo outra equacdo que contém as demais raizes da equacao algébrica

inicial.

Teorema (4-2): se a for raiz do polinbmio p(x) de grau n e de coeficientes reais,
entao p(x) é divisivel por x — a.
Demonstragdo: considerando o algoritmo da divisdo de Euclides, p(x) =
(x —a)q(x) + r(x). Como x — a € um polinbmio de grau 1, entdo q(x) temgraun—1e o
resto da divisdo r(x) € uma constante. Calculando p(a), obtém-se: p(a) = (a — a).q(a) +
r(a), portanto, p(a) = r(a). Como a é raiz de p(x), entdo p(a) = 0. Desta forma r(a) =
0. A divisdo de p(x) por x — a tem resto igual a zero, assim p(x) é divisivel por x — a.
Lima et all [10] amplia esta discusséo e deduz o dispositivo pratico de Briot-Ruffini,
iniciando a demonstracao pelo algoritmo da divisdo de Euclides como segue: toma-se
p(x) = (x —a)q(x) + r(x), onde, p(x) = ax" +a,_x" 1 +a, ,x"" 2+ +a;x+
ag, A, #0 e q(x) =bp_1x" 1 +by_,x" 2+ --+b;x+bg, by #0. Tem-se: r(x) =
r(a) = r,. Pela igualdade de polindmios, a,x" + a,_;x" 1+ +ay = (x — a). (by_ x" 1 +
b,_,x""% + .-+ by) + 1, obtém-se que: b,_; =a,, b,_, —ab,_; =a,_; >b,_, =a,_; +
ab,_q; by_z3—aby,_, =a,_, = b,_3=a,_, +ab,_, e assim sucessivamente. Seguindo-
se até o ultimo coeficiente de q(x), chega-se a: ry — ab, = a, = by = ay + aby.

Este calculo recursivo pode ser expresso através de tabela abaixo:
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ap dpn—1 ap—2 ai dp

O dispositivo fornece o polindmio q(x) = b,_x" 1 +b,_,x"" 2+ -+ b;x+

by, b,,—1 # 0 € o valor de p(a) que é igual a r,.

Exemplos 1-2: Obter as raizes da equagdo x> —5x + 6 = 0

1 -5 6

2 1 21-5=-3 2.(-3)+6=0 qix) =x-3

E imediato que a raiz de q(x) é 3 e as raizes de x> —5x + 6 = 0 sdo 2 e 3.

Uma equagdo de quarto grau apareceu No Exame Nacional de Qualificagdo do
PROFMAT 2015-1. Foi solicitado aos candidatos que encontrassem as raizes do

polinémio: p(x) = 2x* + x3 — 7x?2 —3x + 3. Pelo teorema (3-2), as possiveis raizes

. . ~ 1 1 3 3 s g . .
racionais sao: 1,—1,3,-3, 2173 35 Verifica-se que p(1) = —4, pois € a soma dos

coeficientes. A aplicagcao do dispositivo de Briot-Ruffini fornece a tabela abaixo:

2 1 -7 -3 3
-1 2 -1 —6 3 0
1 2 0 —6 0
2

As outras raizes serdo obtidas resolvendo a equagdo 2x2 — 6 = 0, reconstituida
da ultima linha da tabela acima, e, equivale a x? — 3 = 0. Esta Ultima equag&o tem raizes
V3 e —/3. As raizes do polindmio p(x) = 2x* + x3 — 7x? — 3x + 3 sdo, portanto, —1,12,
V3 e —/3.

As informag¢des do dispositivo de Briot-Ruffini podem ser interpretadas da
seguinte forma: 2x*+x3—7x2-3x+3=(x+1).(2x3—x?2—-6x+3). O polindémio
2x3 — x? — 6x + 3 sera fatorado em um produto de dois polinémios, um de primeiro grau

e outro de segundo grau, assim, 2x* + x3 — 7x? —3x + 3 = (x + 1). (x — %) .(2x2-6).0

fator 2 sera colocado em evidéncia, 2x* + x3 — 7x2 —3x + 3 = 2. (x + 1). (x — %) .(x%=3)
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. Finalmente, a fatoragdo do polindmio x? — 3 nos fornece, 2x* +x3 —7x2 —3x+3 =
2.(x+ 1).(x —%).(x ++/3).(x —/3) . Assim, o polinémio p(x) apresenta-se na forma
fatorada.

Explorando ainda o exemplo anterior, pode-se obter o valor de p(3) pelo

dispositivo de Briott-Ruffini representado abaixo:

2 1 -7 -3 3

3 2 7 14 39 120

Desta forma, tem-se que p(3) =120. Os calculos anteriores mostram a
praticidade do dispositivo de Briot-Ruffini.

Conhecendo as raizes x4,X5,...,X, de um polindmio p(x), o mesmo pode ser
expresso em sua forma fatorada: p(x) = (x — x1)(x — x3) ... (x — x;,). Cabe ressaltar que
se um polinbmio de grau n possuir todas as n raizes no conjunto dos numeros

complexos, entdo seus coeficientes serao niumeros reais.

Teorema (5-2): Se um polinbmio de grau n tiver raizes reais ou raizes complexas
conjugadas x4,X,,..,X, No conjunto dos complexos, entdo os coeficientes deste
polinbmio serdo numeros reais.

Demonstragédo:  p(x) = (x —x1)(x — x3) ... (x — x,) =[[[=;(x —x;) x; EC.  Com
relacéo as raizes reais de p(x), o produto de polindmios (x — x;) com x; real, resulta em
um polinémio real. Se a + bi for raiz de p(x), entao, pelo Teorema (1-2), a — bi também
sera raiz de p(x). O produto (x — (a + bi))(x — (a — bi)) é um polindmio de coeficientes
reais, a saber x? — 2ax + a* + b%. Desta forma o produtério [T-;(x — x;), x; € C sera um
polinbmio de grau n com coeficientes reais.

A forma fatorada de um polinbmio de coeficientes reais em fatores lineares
precisa ser estudada de forma mais detalhada. O teorema de Albert Girard (1590-1623)
demonstra que é possivel realizar a fatoragao, em termos lineares, de um polinbmio que

tenha seus coeficientes pertencentes a um corpo.

Teorema de Girard (6-2): Para qualquer polindmio ndo constante p € F[x] existe
um corpo K que contém F, em que P pode ser decomposto em fatores lineares na forma:
p(x) = alx —x)(x — x2) ... (x = xp,) € K[x]

Naturalmente, x, ...x,, s&o raizes de p em K. Precisa-se demonstrar o lema a

seguir. Considere (p) o ideal gerado pelo polindbmio p.
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Lema (2-2): Se P € F[x], onde F[x] € um corpo for um polinémio irredutivel, entdo
F[x]/(P) € um corpo que contém F e pelo menos uma raiz de P.

Demonstracdo: a ideia consiste em provar que todos os elementos, ndo nulos, de
F[x]/(P) admitem inverso. Seja Q + (p) um elemento ndo nulo de F[x]/(P), onde Q é um
polinbmio que pertence ao corpo F. Logo, Q+(p) #0=Q ¢ (p) . Como p é um
polindbmio irredutivel, Q e p sado primos relativos, logo 3 p;, Q; € F[x] tais que:

pp1 + Q0 =1. 3-2)

Logo, pp; + QQ, — 1 = 0. Esta relagdo mostra que QQ, — 1 € divisivel por p, logo
pertence ao ideal (p) gerado por p, assim, QQ; + () =1+ (p) e (Q + @))(Q1 + () =
1+ (p) . Conclui-se que todo elemento de F[x]/ (P) tem inverso, assim F[x]/(P) é
corpo. Precisa-se ainda provar que F contem uma raiz de p. Considerando que o corpo
F[x]/ (P) é formado por classes e que os polindmios multiplos de p pertencem a classe
do elemento neutro deste corpo tem-se: p(x+ (p)) =p(x) + (p) = p(x + (p)) =0,
portanto, ha uma raiz de p, x + (p) em F[x]/ (P).

Algumas consideragdes sao necessarias. O ideal gerado por um polindbmio
irredutivel € um ideal maximal. Como o quociente de um anel por um ideal € um corpo, se
e somente se, o ideal for maximal, entdo o quociente de um anel por um ideal gerado por
um polindmio irredutivel sera um corpo. Ha uma hipotese implicita bastante importante
na argumentacao anterior: que o quociente de um anel por um ideal € um corpo, se e
somente se, o ideal for maximal e o anel for comutativo com unidade.

Pode-se, agora, provar o teorema de Girard (6-2):

Demonstracdo: a decomposi¢cdo do polinbmio p em produto de polinbmios
irredutiveis em F[x], p = P,P,..B.. Se houver raizes de p em F, entdo existirdo
polinbmios de grau 1 na fatoragdo de P em polindmios irredutiveis em F[x]. Como P; é
polindmio irredutivel em F[x], entdo pelo lema (2-3), F;[x] = F[x]/(P,) sera corpo. O
polinbmio P; pode ser decomposto em produto de polindmios irredutiveis em F;[x],
Py = Py Py, ... Pk]_. Assim p = P Py, ...Pk].P2 ... B.. Prossegue-se com quocientes de corpos
por ideais de polinbmios irredutiveis até que o polinbmio p esteja fatorado em termos
lineares, entdo existira um corpo K[x] que contenha as raizes de p, concluindo a
demonstragao do Teorema.

Agora, estudar-se-a o Teorema Fundamental da Algebra. Salienta-se que ndo se

fara a demonstracdo do mesmo, pois nao faz parte do escopo deste trabalho.
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Teorema Fundamental da Algebra (7-2): O ndmero de raizes de um polinémio
nao constante com coeficientes sobre o corpo dos numeros complexos € igual ao grau
deste polinbmio.

Cabe mencionar que se uma raiz tiver multiplicidade k, entdo essa raiz sera
contada k vezes.

Tignol [21] enfatiza a ideia de Leonard Euler (1707-1783): provar que as
sentengas a seguir sao equivalentes e depois demonstrar o teorema fundamental da

algebra.

Lema (3-2): sdo equivalentes as seguintes trés sentengas (a), (b) e (c): (a)
Teorema Fundamental da Algebra; (b) todo polinémio ndo constante sobre o corpo dos
reais tem pelo menos uma raiz complexa; (c) todo polindbmio, ndo constante, de
coeficientes reais pode ser decomposto em produtos de polindmios de coeficientes reais
de grau 1 ou 2.

Demonstracao: de imediato (a) implica (b). Assumindo-se (b) como hipdtese,
provar-se-a (c). Seja p(x) um polindmio nao constante sobre R e a € C uma raiz de p(x).
Se a € R, entdo p(x) sera divisivel por x — a e pelo algoritmo da divisao de Euclides, tem-
se: P(x) =(x—a)P;(x) . Se a ¢ R, entdo a # a’(a’ & o conjugado de a). Foi provado
anteriormente que se a for raiz entdo a’ também sera raiz de p(x). Desta forma, p(x) sera
divisivel por (x —a)(x —a') =x?>—(a+a)x+aa’. Como a soma de dois numeros
complexos conjugados resulta em um numero real e 0 mesmo acontece com o produto,
entdo o polindbmio x2 + (a + a’)x + aa’ tera coeficientes reais. Pelo algoritmo da divisdo:
p(x) = (x?2 — (a + a’)x + aa’)P;(x) . Agora, aplica-se 0 mesmo raciocinio para P, (x). Seja
b € C, uma raiz de P;(x). As raizes de P, (x) sao raizes de p(x) também, tem-se: P;(x) =
(x —b)P,(x)seb €R ou P;(x) = (x> —(b+b)x+bb)P,(x)seb &R, onde b ¢é o
conjugado de b. Repete-se o processo até o polindbmio p(x) estar na forma de produtos
de polinbmios com coeficientes reais de grau 1 ou 2.

Demonstrar-se-a que (c) implica (a). Um polindbmio de grau dois em R[x] pode ser
decomposto em produto de dois polindmios de grau 1 em C[x]. Define-se um
homomorfismo (H) em que um polindbmio p é levado ao seu conjugado p'. H:C - C ,
p=ap X"+ an_x" 1+ t+axtag—p =ax"+a x4+ -+ a'ix+ady,onde
a'; € o conjugado de a;. O produto PP’ € R[x]. Utilizando como hipétese a sentenga (c):
todo polinbmio sobre R pode ser decomposto em polinbmios de coeficientes reais de

grau 1 ou 2 e o fato de que todo polindmio de grau dois em R[x] pode ser expresso como
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produto de dois polinbmios lineares em C[x], tem-se: PP’ = P;P, ..P,, onde cada P; é
um polindbmio de grau 1 em C[x], o que completa a demonstracao.

Tignol [21] cita a ideia de Euler de utilizar as equivaléncias desenvolvidas
anteriormente para demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra, porque visa provar a
sentenga (b): todo polindmio, ndo constante sobre o corpo dos reais tem pelo menos uma
raiz complexa. Desta forma, por equivaléncia, o Teorema Fundamental da Algebra estaria
demonstrado.

Com o Teorema de Girard (6-2) e o Teorema Fundamental da Algebra (7-2)
podem-se estabelecer relagbes entre os coeficientes reais de um polinbmio de grau n,
p(x) =ax" +a,_x" 1 4+a, ,x""2+--+a;x+ay a, #0 e as suas raizes x,Xy, ..., X.
Sabe-se, pelo teorema fundamental da algebra que p(x) tem n raizes. Pelo teorema (6-
2), pode-se fatorar p(x) em termos lineares no conjunto dos numeros complexos como
segue: p(x) = (x — x1)(x — x3) ... (x — x,,). Efetuando-se a multiplicagéo, tem-se:

p(x) = x™ — s, x4+ 5,x" 2 —s3x" 3 4 - (=1)s, ,onde: s; = Y x; = x, +xp +
Xzt X 5 Sy = Nieja XiXj = XX + X1X3 + 0 XX + XpXg + 0+ X1 X, . Segue-se 0
raciocinio recursivo até s,, = x;x,x3 ... Xp,.

Pela igualdade dos polindmios p(x) = a,x" +a,_x" 1 +a, ,x"" 2+ +a;x+
ag, ap =0 ep(x) = x™ —s;x™ 1 + 5,x"2 — 53x"3 + --- (—1)"s,, . Portanto,

An—
51:__,52:+n2
an

ey Sp = (—1)"2—:’1 . De forma geral, s; = (—1)"'1;—: .

Estas relagcbes entre coeficientes de uma equacao algébrica e suas raizes séo
conhecidas como relagcbes de Girard.

Caso existam raizes multiplas, estas aparecerao tantas vezes quantas forem as
suas respectivas multiplicidades. Ha relagdes entre a multiplicidade de uma raiz e as
suas derivadas.

A derivada de uma fungdo polinomial p(x) = apx™ +a,_x* 1 +a,_,x"2 + -+

. o d _ _
a;x+ag, a, #0 & um polindmio de grau n—1 : ﬁz n.a,x" '+ (n—1).a,_,;x""2 4

(n—2).ap_,x"3+--4+a;, a, #0. Seja y = f(x).g(x). A derivada desta fungdo produto

dy
dx

objetivo deste trabalho, mas para mais detalhes ver Guidorizzi [7].

=%§C’C).g(x)+f(x).di—§:‘) . A demonstracdo destas derivadas nao faz parte do

Teorema (8-2): Se a for raiz de multiplicidade k de um polinbmio p(x) de
coeficientes reais e raizes pertencentes aos complexos de grau n, entdo a sera raiz das
derivadas de ordem k deste polinbmio.

Demonstragao: como a € raiz de ordem k, podemos escrever p(x) como:
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p(x) = (x —x1)(x —x3) ... (x —x,) . Por hipétese, a é raiz de multiplicidade k,
entdo: p(x) = (x — a)*q(x). Derivando p(x) obtém-se, =2 = k(x — )*1q(x) + (x — @)* 2L,
Assim, 5 = (x — a)*"'[kq(x) + (x — @) 22]. Portanto, £ (a) = 0 . Foi provado que a é raiz
da derivada primeira. Como todas as derivadas sucessivas de p(x) até a ordem k sao o

produto de (x —a)elevado a alguma poténcia entre 1 e k —1 multiplicado por um

polindmio, conclui-se que a sera raiz de todas as derivadas até a derivada de ordem k.
3 - EQUACOES CUBICAS, QUADRICAS

Nesta secao serao abordadas as equagdes cubicas e quadricas. O termo quadrica
se refere a equacdes de quarto grau, embora, atualmente, este termo seja utilizado de
outra forma. As equacgobes algébricas de grau maior do que quatro também serao foco de
analise. A sec¢do sera iniciada com a abordagem das equacdes de terceiro graus e a
férmula de Cardano.

As formulas de resolucdo de equacdes cubicas e quadricas foram publicadas em
1445 por Girolamo Cardano (1501-1576) em sua obra Ars Magna. Cardano admitiu que
para a resolucao das cubicas, ele teve auxilio de Nicolo Fontana “Tartaglia” (1500-1557).
Tartaglia mostrou o método da resolugao da cubica para Cardano acreditando que este o
manteria em segredo, o que ndo aconteceu.

Embora a férmula de resolucdo da equacéao cubica seja conhecida como formula
de Cardano, sabe-se que Scipione Del Ferro ja conhecia por volta de 1515 a resolugao
de equagdes cubicas da forma x3 + px = q, mas decidiu ndo publicar seus resultados.
Depois da sua morte em 1526, seus discipulos se apropriaram do seu método.

A intengdo de resolver uma equagao cubica surgiu muito antes de Cardano e
Tartaglia discutirem a autoria da férmula de resolugéo deste tipo de equacado, neste
sentido, a algebra de Omar Kayyam (cerca de 1050-1122 d.C.) merece atencgao.

Enquanto os gregos utilizavam segmentos de retas para representar os
coeficientes de uma equacgdo algébrica, ele utilizava numeros para este fim; uma
significativa evolugao para a época. O termo raizes de uma equacao ja era utilizado,
mesmo considerando apenas como raizes 0s numeros positivos. Kayyam tinha
conhecimento do discriminante da equagao quadratica e avangou na algebra ao procurar
raizes da equacéo cubica.

A equagdo cubica de Omar Kayyam era: x3 + ax? + b%x + ¢3 = 0, fazendo a
substituicdo x? = 2py, que é uma equagédo de uma parabola; a equagéo cubica sera:

2pxy + 2apy + b?x + ¢ = 0. Boyer (pag. 175) [2] argumenta que: “2pxy + 2apy + b%x +
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c3 =0 é uma equacdo de hipérbole e que os pontos onde esta hipérbole cruza a
parabola x? = 2py terdo como abscissas raizes da equacgdo cubica original”. Outras
cbnicas também poderiam ter sido usadas para determinar as raizes da cubica original
como as abscissas dos pontos de intersecgdo com a parabola citada anteriormente.

Uma conclusdo foi que a parabola x? = 2py sempre intersectava a hipérbole
2pxy + 2apy + b?x + ¢ = 0 em pelo menos um ponto, ou seja, toda equagdo cubica
tinha pelo menos uma raiz real.

A partir da histéria da matematica, nota-se que o fascinio por resolver equacodes
algébricas persiste ha séculos, agora sera analisada a chamada férmula de Cardano de
resolucdo da equacgédo cubica. Como, sem perda de generalidade, o coeficiente do termo
lider € sempre ndo nulo, sera considerado como sendo 1. Deseja-se encontrar as raizes
da equagéo:

x3+ax*+bx+c=0. (1-13)

Aqui a, b, c s&0 numeros reais.

Pela proposicao (1-2) a substituicdo de variavel que elimina o termo de grau dois

na equacdo (1-3) é x=y-%. Entdo, (y- +ay—-D?+b(y-35)+c=0.

2
Desenvolvendo as potencias, desta forma, y3 — 3y?2 g + :%y(g)2 — (g)3 +ay? — Zya? +

2 3 3
a(§)2+by—?+c=0 . Logo, y3—ayz+%—§—7+ay2—§a2y+%+by—a3—b+c=o.

2
Simplificando e reagrupando em termos de poténcias de y, chega-se a: y> + (b - a?)y +
ab = 2a® _ o — a_z — ¢ — ﬂ E -se:
c—5+t-= 0. Fazendo:p =b s eq=c——+ 27,tem se:
y*+py+q=0. (2-3)
Agora se procede a resolugdo da equacgao (2-3). Uma nova substituicdo sera

necessaria:
y=3t+Vu. B3-3)
. A ideia fundamental do método desenvolvido por Cardano consiste em obter
duas equacgdes nas variaveis t e u. Obtendo-se t e u, consegue-se resolver a cubica.

Efetuando-se a seguir a substituicao de (3-3) em (2-3) tem-se,

Ve+Yw)d +p(Vt+u)+q=0 e daii t+3Ve2u+3VeVuZ +t+p(Vt +
Vu) + u + g = 0. Reorganizando a equagdo: t + u + q + (3Vtu + p) (V¢ + Yu) = 0. Logo:
t+u+q=0 e (BVtu+p)(Ve+Vu)=0. Para (BVtu+p)(Vt+3Vu)=0, tem-se
(3¥tu+p) =0, ou (¥t + Vu) = 0. Considerando (¢t + Vu) = 0, obtém-se Vt = —Yu e
a equacao (3-3) seria reduzida a y = 0. Assim, a variavel auxiliar y teria valor nulo e a

substituicdo x =y — % seria desprovida de sentido. Logo é preciso que 3/t # —Yu-. Desta
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forma, o produto (3%tu+p)(3t+3u) serda nulo, quando (33tu+p)=0. Assim,

3

(3¥tu+p) =0, logo, tu = —;’—7.

Algumas consideragdes sao pertinentes. Quando foram igualadas partes da

equacao anterior a zero, foram evidenciadas as equagbes de umaretat+u+q =0 e de
3
uma hipérbole tu = —%- A reta citada nos fornece a soma de dois numeros, enquanto a

hipérbole, o produto destes mesmos numeros. Esse sistema pode n&o ter solugao real.

Desta forma, buscam-se dois nimeros t e u em que se sabe a sua soma e o seu produto,
3
assim estes numeros sio raizes da equagdo quadratica k? + gk — 2—7 = 0. Os valores de t

€ U sdo as raizes desta equacao.

p3
27

N

q2
bu=-—zk |+ (4-3)

Os valores de t e u, substituidos na equacao (3-3), da origem a Férmula de

Cardano:

3

y= |-

3 3

q |q*
+ > 4+

3

=
=

q2
+ Tt (5-3)

N

2

~

2

~

Para encontrar os valores de x, basta substituiryem x =y — %

Lima [9] cita exemplos do livro de Algebra de Leonard Euller (1707-1783)

publicado em 1770. Serao analisados alguns destes exemplos.

Exemplo 1-3:
Resolver a equagédo com a formula de Cardano: x3 — 6x — 9 = 0. Esta equagao
nao apresenta o termo quadrado, pode-se aplicar a formula de Cardano diretamente, com

p=6eq=-9, tem-se:

3 3 3
_ |_(=9 (=92 | (-6)3 G I G N GO . 49
x—\/ 2 +\/ 4 + 27 +\/ 2 \I 4 + 27 < x = ’2+\l4+

2 \/4;9, obtém-se x = V8 + /1.

2

3

Apresentar-se-a a discussao de Lima [9]. O referido autor prossegue: x =2 +1 =
3 . Para se obter as outras raizes da equacdo cubica deste exemplo, basta dividir
x3 — 6x — 9 por x — 3. O resultado dessa divisdo sera um polindmio de grau dois, assim

encontrar as outras raizes sera tarefa facil. A divisdo dos polindmios citados é x? + 3x +
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’ ~ -3 . -3 . V3 . ~ . ~
3. As raizes de x? + 3x + 3 s3o: -t l?; - = lg e as raizes da equacao pedida s&o: 3;
3,45 23 _.V3
> + 15 > Tl

Uma forma, incorreta de resolver esta equacéao seria:

x =38+ Y1 =231+ V1 =331 . Desta forma, as outras raizes da equagdo

x3—6x—9=0 seriam: 3,—§+3i‘/?§ e —%— 31“/2—§ . Apenas a raiz 3 esta correta. As

’ ~ ~ -3 . -3 . V3 ~ 3 . V3 3 . V3
raizes da equaga0x3—6x—9:0sao7+z§e7—l‘§enao —E+3l§€—5—3l§

como foi obtido fazendo x = /8 + Y1 = 231 + V1 = 33/1.
A equagdo x = /8 + /1 admite trés raizes, sendo pelo menos uma raiz real, ou
seja, tem-se que combinar cada raiz cubica de 8 com a sua respectiva raiz cubica da

. , S . ~ -1 . V3 -1 . V3 ,
unidade. As raizes cubicas da unidade sdo: 1, w = - = l\/?— e w? = 7+ l‘/?—; as raizes

cubicas de 8 sdo: 2, 2w, 2w?.
Como fazer a associacdo correta das raizes cubicas? Sabemos que 3 é raiz.

Devem-se analisar as relagcdes entre raizes e coeficientes da equacgao. O produto das

3

. . ~ ~ ~ -3 . -
raizes vale 9 (termo independente da equacéo), entdo as mesmas sao: 3, -t ﬂz—g e =

.V3 ~ ~ L , ~ .
l\/?— . Se na resolucdo de equacdes cubicas a formula de Cardano nao se fez muito

necessaria, uma indagagao natural é qual é a relevancia desta férmula? Quando foi
descoberta a férmula de Cardano n&o se sabia se as equacgodes cubicas tinham solugao e
nem qual a natureza das raizes desta equagao. Com a utilizagao desta féormula, mostrou-
se que todas as equacdes cubicas admitem trés raizes e possibilitou examinar a natureza
destas raizes, além de ter sido a partir da sua aplicagdo que Bombelli pode ter percebido
a insuficiéncia dos numeros reais para resolver equacdes do terceiro grau e a
necessidade de compreender a raiz imaginaria.

Antes de prosseguir com outros exemplos, a analise do discriminante da equacao

de terceiro grau se faz necessaria. Neste trabalho sera utilizada a definicdo de Lima [9]:

Definicdao (1-3): dada a equacdo de terceiro grau com coeficientes reais:

2 3
y* +py +q = 0, o discriminante D desta equagéo é D = =-+*.
Ha relacbes entre o discriminante e a natureza das raizes de uma equacéao de

terceiro grau.

Teorema (1-3): se uma equagado cubica tem discriminante negativo, entéo

admitira trés raizes reais e distintas. Caso o discriminante for nulo, entdo havera trés
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raizes reais sendo pelo menos duas iguais. Se o discriminante for positivo, entao existira
uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Demonstragéo: sejam as raizes da equagdo cubica y3 +py+q=0 y,¥,, V3.
Sendo y=3t+ 3ue como u tem trés raizes cubicas e t também tem trés raizes
cubicas, a priori ha nove solugdes para a equacgao (3-3) . Pelo teorema fundamental da
algebra (7-2), uma equacao algébrica de coeficientes reais de grau 3 tem 3 raizes no
conjunto dos numeros complexos. Para determinar a correta associagdo das raizes

cubicas de u e t precisa-se satisfazer duas condigbes i - a soma de u e t € um numero
3
real, pois t + u = —q; ii — o produto de u e t também é um numero real, tu = —’27—7. Feitas

estas consideragoes, serao analisados os trés casos possiveis para o discriminante D.
Para D <0, u e t sdo numeros complexos conjugados como pode ser visto na
equacgao (4-3). Sejam as raizes cubicas de u: k +ji; n+mi; r +si; k,j,n,m,r,s € R.
Como u e t sdo numeros complexos conjugados, as suas raizes cubicas pelo teorema (3-
1) também sado conjugadas Assim, as raizes cubicas de t sao: k — ji; n —mi; r — si.
Desta forma, a associacao das raizes cubicas de u e t que satisfaz as condicoes i e ii é:
vi=k+ji+k—ji=2k, y,=n4+mi+n—mi=2n, y=r+si+r—si=2r. As trés

raizes sao reais e distintas.

4
2

~ 3 3 3 3 ~ ’ sy
—%sao: ’—%, /—gwe f—%wz;com I—%e]R{onde 1,w,w? s8o as raizes clbicas da

unidade, como foi mostrado o exemplo (2-1). Estas raizes do numero real —Zipodem ser

Para D = 0, neste caso u e t sado iguais ao numero real —--. As raizes cubicas de

obtidas pelo teorema (2-1). Assim, as raizes da equacao cubica sado: y; = 3/—§+ 3/—% =

23/—%, y2= |—2w+ Sf—%wz,yg = |-gw’+ 3/—% w. Como y, =y3, a equagéo tem

duas raizes iguais.

Para D > 0, u e t s&0 numeros reais como mostra a equacgao (4-3). Pelo teorema
(2-1), as raizes cubicas de u e t sdo: Yu, Yuw e Yu w?; com YueReit, YVt we
Vtw?; com ¥t € R, respectivamente. Para satisfazer as condigdes i e ii, tem-se: y; =
Ve+Yu,y, = Vtw+ Yuw?, y; =Vtw? + Yuw.

Nota-se que y, e y; sdo numeros complexos conjugados e y; € um numero real.

Desta forma, foram obtidas relacdes entre o discriminante e a natureza das raizes da
equacéo de terceiro grau.

Leonard Dickson (1874-1954) prop6s uma forma de determinar a correta

associagao entre as raizes cubicas das variaveis auxiliares visando encontrar as raizes
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da equagédo y3 + py + q = 0. Dickson (pag. 3) [4], assim como Bizout utiliza as raizes

. . -1 . V3 -1 . V3
cubicas da unidade: 1, w=7—1£ e w2=7+1§

5 . Com a formula de Cardano,

equacao (5-3), da seguinte forma:

Exemplo (2-3): resolver a equagéo x3 —3x —2 = 0.

Nesta equacdo tem-se D = 0. Derivando-se o polindmio obtém-se, 3x? —3 = 0.
Logo x = —1, ou x = 1. Verifica-se que 1 nao é raiz da equacao cubica que se deseja
resolver. Como —1 é raiz da equag3o cubica x3 — 3x — 2 = 0, ent&o, pelo teorema (8-2),
—1 é raiz dupla desta equagdo. A ultima raiz, que € um numero real pode ser obtida de
varias formas. Dividir x3 — 3x — 2 = 0 por x + 1 duas vezes, o que é facil, pois se utiliza o
dispositivo pratico de Briot-Ruffini. Desta forma encontra-se x = 2. A férmula de Cardano
fornece: x = V1 + /1. Pelo teorema (1-3), com D = 0, tem-se que a raiz real de /1 sera
associada com a raiz real de V1, assim x = 1 + 1 = 2. Observa-se que na equagao (3-3)
tem-se u =t.

A resolucédo de uma equagao quadrica sera o proximo tépico a ser desenvolvido.
Ludovico Ferrari (1522-1565), discipulo de Cardano publicou na Ars Magna (1545) de seu
mestre.

Ferrari concebeu um método muito interessante para resolver a equacgao
quadrica. Iniciou a resolugdo com uma substituicdo de variaveis semelhante a realizada
na férmula de Cardano. Analisando-se, a seguir, o referido método. Seja a equacéo:
x*+ax®+bx?+cx+d=0. A mudanga de variavel ¢ semelhante a realizada na

féormula de Cardano. Pela proposi¢ao (1-1), fazendo x =y —% , tem-se (y — %)4 +
ey =P +by—D2+c(y=5)+d=0 , logo, y*—4y3S+6y2(5)? -4y’ + ('t +

ay? — 3ay? % + 3ay(%)2 + a(%)?’ + by? — 2by% + b(%)2 +cy— c% +d =0 . Desenvolvendo
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as poténcias, chega-se a: y*—ay?+3y?% —y L+ L 4 ayd —3y2 L 43y 4Ly

P ’ 9 - Y ay Y8 Y16 T 256 T W Y3 Y16 T 6a
2

by? — by + b=+ cy — c5+d = 0. Simplificando e reagrupando em termos de poténcias

dey.

ba? a*
— —3— =0 . Podem-se nomear
16 256

4 a?\ o ab | a3 ac
y i+ (b-3%5)y 4 (c-S+5)y+d -5+
os coeficientes das poténcias de y como: p,q,r, assim, y*+py*+qy+r=0.
Reorganizando os termos da equag&o anterior, tem-se, y* + py? = —qy — r. Adicionando

2 2 2
E- aos dois membros da equagdo, logo, y*+py?+% = —qy —r+%- assim ha um

trindbmio quadrado perfeito no primeiro membro da equagéo, (y? + g)z =—qy—-r+ p4—2 )

Uma vez completado o quadrado, sera utilizada uma nova variavel auxiliar u com
o objetivo de obter um quadrado perfeito no segundo membro da equacgao anterior. Desta
forma, (y? +§+u)2 = —qy—r+p72+ 2uy? + pu +u?.

Assumindo que o segundo termo da equacao seja um quadrado perfeito tem-se:
—qy—r+li—2+2uy2 +putu?= (\/Z_u —%)2.

Os termos independentes, em relagdo a variavel y, dos dois lados da equacgao

2 2
acima devem ser iguais, isto é, —r+%+pu+u2 =Z—u . Considerando u ndo nulo,

2 2
multiplicar-se-ao os termos da equacao anterior por u, assim, —ru + pTu +pu?+ud = % ,

chega-se a:

3 2 _ p_z _ ﬁ — —
u® +pu +( r+4)u 8—0. (6 —-3)
Desta forma, o valor da variavel auxiliar u sera determinado através da equagéao
cubica (6-3), que é uma equagao cubica completa.

Na equagdo a seguir, os dois termos sdo quadrados perfeitos: (y? +§+ u)? =
(V2u —%)2 . Extraindo a raiz quadrada dos dois membros chega-se a formula de

Ferrari:

y? + 2w =t (vVauy - (7-3)

)
2vV2u

A férmula de Ferrari transforma a equacao de quarto grau em duas equacgoes de
segundo grau, o que é facil de resolver. O problema da féormula consiste em encontrar o

valor da variavel auxiliar u.
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Estudando-se um pouco mais a formula de Ferrari, analisar-se-ao as duas

equagdes de segundo grau obtidas a partir da equacéo (7-3). Primeiro, sera considerado
1

o sinal positivo do segundo membro da equagéo (7-3): y? + g +u=+2uy-— Nerh logo,
q p
Z—\2uy + +-+u=0. 8-3
g YT 2 =%

Agora considerando o sinal negativo do segundo membro da equacao (7-3), tem-

se também, y2 +§+u = (\/Zu —ﬁz_u) isto &,

q | p
Z4++2uy - +=+u=0. 9-3
Y Yoz 2 G =3)

Essas sao as duas equagbes de segundo grau que fornecem as solugdes da

equacao de quarto grau de Ferrari. Naturalmente, para encontrar as raizes da equagao

de quarto grau original basta substituir cada valor de y na equagédo: x =y — %.

Algumas consideracbes sao pertinentes. Para que as equacbdes (8-3) e (9-3)
tenham coeficientes reais, a variavel auxiliar u precisara assumir um valor real. Desta
forma, sera preciso analisar a natureza das raizes da equacgao (6-3). Se esta equacao
tiver apenas uma raiz real, entdo o valor de u estara determinado. Caso esta equacao
admita trés raizes reais, significa que a variavel auxiliar u podera, a priori, admitir
qualquer uma das raizes encontradas. Para obter o valor de u, ha a necessidade de
testar cada uma das trés raizes encontradas na equacao (6-3) nas equacdes (8-3) e (9-3)

que fornecem as solug¢des da equacao de quarto grau na variavel auxiliar y. Tem-se que
. , . e . .~ a . e
obter os valores da incognita x, através da substituicdo x =y - € depois verificar se

estes satisfazem a equagéo de quarto grau original.

Com relagéo a natureza das raizes da equagéo de quarto grau, elas podem ser
todas reais, se as equacdes de segundo grau (8-3) e (9-3) admitirem raizes reais. Assim
a equagdo y* + py? + qy +r = O terd 4 raizes reais. Outra possibilidade é de que uma
das duas equacdes de segundo grau mencionadas anteriormente tenha raizes reais e a
outra equacao de segundo grau admita raizes complexas conjugadas, assim a equacgao
y* +py? + qy +r = 0 terd duas raizes reais e duas raizes complexas conjugadas. . Ha
ainda outra possibilidade, as equacdes (8-3) e (9-3) tenham raizes conjugadas
complexas, assim a equacgao de quarto grau nao tera raizes reais, mas sim dois pares de
raizes complexas conjugadas.

Tignol (pag. 131-136) [21] salienta que Lagrange observou que para resolver uma
equacgao de quinto grau era preciso resolver uma equagao auxiliar de sexto grau. Outro

aspecto evidenciado por Tignol (pag. 131-136) [21] é de que Lagrange nao demonstrou
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que equagdes com grau superior a quatro nao sao soluveis por radicais. Sabe-se que foi
Abel quem demonstrou que equagbes com grau superior a quatro nao sao soluveis por
radicais.

Ha tipos de equacbes de grau 5 que podem ser resolvidas. As raizes das

equacdes da forma x>

=, ¢ € R sao faciimente encontradas pela 22 férmula de De
Moivre.

Para as equagbes de quinto grau de coeficientes inteiros que possuem pelo
menos uma raiz racional podem-se encontradas suas raizes sem a utilizacdo de métodos
numeéricos, pois a raiz racional sera encontrada através do teorema (3-2) e através do
dispositivo de Briott-Ruffini, encontrar-se-ao as outras raizes.

Se a equacao de quinto grau possuir raizes multiplas, entdo sera possivel
encontrar todas as raizes da mesma. Pelo teorema (8-2), uma raiz da derivada da fungao
polinomial de quinto grau também sera raiz da equagao de quinto grau que se deseja
resolver. As raizes da derivada sao raizes de uma equacao de grau 4, as quais pela
formula de Ferrari podem ser obtidas. Caso nao existam raizes racionais nem raizes
multiplas a equacgao de quinto grau nao podera ser resolvida analiticamente.

As raizes de equagdes de grau superior a quatro serdo obtidas por aproximagao
através de métodos numéricos. Neste trabalho serdo abordados dois métodos para
encontrar raizes reais de equacbes algébricas por aproximacdo. O primeiro método
consiste em obter uma raiz a partir do Teorema de Bolzano ou Teorema do Anulamento
que é um corolario do lema (1-2) (Teorema do Valor Intermediario), o enunciado deste

teorema segue-se de Guidorizzi (pag. 121) [7]:

Teorema (2-3) Teorema do Anulamento ou de Bolzano: Se f for uma fungéo
continua no intervalo fechado [a,b] e se f(a) e f(b) tiverem sinais contrarios, entdo
existira pelo menos um c € [a, b] tal que f(c) = 0.

Demonstragdo: a fungao polinomial € continua. Seja p(x) um polindmio e um
intervalo fechado [a,b] , tal que p(a) <0 e p(b) > 0. As hipéteses do teorema (2-3)
estardo satisfeitas. Para obter uma raiz aproximada de p(x), tome d € [a,b]. Caso
p(d) > 0 considerar-se-a o intervalo [a,d]. As hipoteses do teorema (2-3) foram
satisfeitas, entdo tome d; € [a, d]. Naturalmente se p(d) < 0, o intervalo a ser utilizado
sera [d, b] . De forma analoga, tome d; € [d, b]. O processo é recursivo e a cada nova
etapa o tamanho do intervalo diminui até que, com a aproximagao desejada, uma raiz de
p(x) seja encontrada. Cabe mencionar que satisfazer as hip6teses do teorema (2-3) pode

ser uma tarefa ndo muito facil e por isso a busca computacional faria sentido.
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O segundo método a ser abordado para obter raizes de uma funcado € o método
de Newton. Este método consiste em aproximar a fungcéo através do seu polindmio de
Taylor. Seja a fungdo y = f(x) continua e de classe C! e a derivada desta fungéo f'(x).
O polindmio de Taylor de y em x; é:

y = f(xq) = f'le) (x — x9). (10-3)
Considere que o intercepto sobre o eixo das abscissas da equagao (10-3) seja x,,

_ f(xq)
flxq)

O objetivo do método de Newton é encontrar uma raiz de f(x), x, representa a

aSSIm y = 0’ ou SeJa1 0-— f(xl) = f’(xl)(xz _xl) ) Iog01 X2 =X

primeira aproximacgao da raiz e x,, a segunda aproximagao da raiz. O processo pode ser
repetido até obter a raiz da fungdo com a aproximagao desejada. A enésima aproximagao
da raiz fornece a aproximagao:

f(xn)

xn+1 = le _f[(x )
n

Este trabalho visa a resolugéo de equacgdes algébricas, assim pode-se considerar

a funcao f(x) como uma funcgéo polinomial polindbmio, pois estas fungdes sao continuas e
de classe C! e aplicar o método de Newton.

Uma critica ao método de Newton é que este nao informa se o polinbmio tem
raiz real. Caso um polinbmio tenha apenas raizes complexas conjugadas, as
aproximacgdes serao inuteis para identifica-las.

O estudo de métodos numéricos para obtencao de raizes aproximadas de fungdes
nao é o foco deste trabalho, apenas foi mostrado que para se obter raizes de equacgdes
de graus superiores a quatro, as quais nao sao soluveis por radicais pode-se utilizar

métodos numéricos para encontrar, por aproximacao, raizes das equagodes.

CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho procurou-se analisar as solugdes de equagdes algébricas de
coeficientes reais com a necessaria e correta teoria dos nimeros complexos e teoremas
correlacionados. Merece destaque alguns resultados obtidos, como o fato de raizes
enésimas de numeros complexos conjugados também serem conjugadas, que um
numero complexo tem n raizes enésimas. Explorou-se também a periodicidade das
funcdes seno e cosseno e as representacdes trigonométrica e exponencial de um numero
complexo para deduzir a periodicidade da funcdo exponencial.

A férmula de Cardano foi de extrema relevancia, pois foi a partir da resolugao de

equagdes de grau 3 que se mostrou a insuficiéncia dos nimeros reais e o surgimento dos
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numeros complexos. A demonstracdo da férmula de Cardano foi apresentada neste
trabalho de forma diferente aquela exposta em Lima [9] e Hefez e Villela [8]. O
entendimento correto das associagcdes das raizes cubicas das variaveis auxiliares se
mostrou fundamental na resolucdo de equacdes de grau 3. Como o discriminante da
equacgao de terceiro grau fornece informagdes precisas sobre a natureza das raizes da
mesma, recomenda-se que, quando se abordar equacdes de grau 3, também se analise
o discriminante deste tipo de equacao, fato que nao é explorado no Ensino Médio.

A formula de Ferrari de resolugdo da equagéo de quarto grau foi analisada e
apresentada suas solugdes por radicais. Sugere-se que a féormula de Ferrari seja pelo
menos mencionada no Ensino Médio e também que seja informado que equacbes de
grau superior a quatro ndo sao soluveis por radicais.

E importante que o Teorema Fundamental da Algebra seja apresentado em
correlagdo com a teoria de niumeros complexos e polindmios. Ja o Teorema de Girard é
enunciado de forma equivocada em livros didaticos. Nestes cita-se que o teorema vale
apenas para equacoes algébricas de coeficientes reais, mas na verdade vale também
para equacgdes algébricas com coeficientes em um corpo qualquer. No caso de
polinbmios com coeficientes reais, o corpo em que estes polinbmios serdao decompostos
em fatores lineares é o corpo dos complexos.

Espera-se que este trabalho contribua para o ensino de numeros complexos e
equacgdes algébricas, possibilitando uma melhor compreensao destes topicos para

professores da educacao basica.
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