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RESUMO

Neste trabalho estudamos a influéncia de termos de ordem zero (perturbagoes) sobre a
hipoeliticidade G* global de operadores da forma 9; — ¢(t)9,, supondo que ¢(t) é uma
fungao Gevrey de varidvel real. Mostramos que quando Im(c(f)) nao muda de sinal
e nao é identicamente nula, o operador perturbado continua sendo globalmente G* hi-
poelitico; e quando Im(c(t)) é identicamente nula, a hipoeliticidade G* global do operador
perturbado é equivalente a hipoeliticidade G® global de um operador a coeficientes cons-
tantes conjugado. Também analisamos perturbagoes em espacos de dimensao maior que
2 obtendo uma interessante relacao entre a hipoeliticidade G*® global de do operador

perturbado e a injetividade de um operador conjugado.

Palavras-chave: Funcgoes Gevrey Periédicas, Hipoeliticidade, Resolubilidade, Per-

turbagoes, Numeros de Liouville



ABSTRACT

In this work we study the influence of zero order terms (perturbations) on the global
G* hypoelipticity of operators in the form 9; — ¢(t)0,, assuming that ¢(t) is a Gevrey
function of real variable. We show that when Im(c(t)) does not change sign and is
not identically null, the perturbed operator remains globally G* hypoeliptic, and when
Im(e(t)) is null, the global G* hypoelipticity of the perturbed operator is equivalent to the
global G?® hypoelipticity of a constant coeflicient operator conjugated. We also analyze
perturbations in spaces of dimension greater than two obtaining an interesting relation
between the global G* hypoelipticity of the perturbed operator and the injectivity of a

conjugated operator.

Keywords: Periodic Gevrey Functions, Hypoelipticity, Solvability, Perturbations, Liou-

ville Numbers
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo dessa dissertacao é abordar o seguinte problema: sabendo que o opera-
dor diferencial 9; — ¢(t)d, ¢é globalmente G* hipoelitico, para quais fungdes A € G5, (R?) o operador
perturbado 0y — ¢(t)0, — A(f, z) ainda é globalmente G* hipoelitico?

Recordamos que o operador P é dito globalmente G* hipoelitico em R? se as condicdes

u € D), (R?) e Pue G5 (R?)

S

implicam que
u € G (R?).

Para responder essa pergunta, o primeiro passo € caracterizar a hipoeliticidade G* global para
os operadores diferenciais da forma P = 0; — ¢(t)0,.

Na dissertacao de mestrado de L. Coelho [5], o autor estuda a hipoeliticidade G* global desta
mesma classe de operadores, porém com a condi¢ao mais forte do coeficiente ¢(t) ser analitico-real. Essa
exigéncia de analiticidade permite o uso da férmula integral de Cauchy para estimar as derivadas do
candidato a solucao, o que simplifica substancialmente algumas demonstracoes.

Neste trabalho estendemos o resultado de L. Coelho, exigindo que a fungao c(t) seja de classe

5 (R). Para isso foi necessdrio modificar algumas técnicas de demonstracao, principalmente na cons-
trugao da solucao singular no caso em que Im(c) muda de sinal. A caracterizacdo que obtivemos foi a

seguinte:
Teorema 3.5. Considere o operador P = 0; — c(t)0,, com c(t) = a(t) + ib(t) de classe G5, (R).
1. Ses>1eb#0, entao P € globalmente G* hipoelitico se, e somente se, b nao muda de sinal.

2. Ses>1eb=0, entao P ¢é globalmente G*° hipoelitico se, e somente se,

1 2

ag a(r)dr

:E .

nao € racional nem exponencial Liouville de ordem s.

Quando ja haviamos terminado a demonstragao deste resultado, tomamos conhecimento do
artigo [4], de A. Bergamasco, P. Dattori e R. Gonzalez, no qual os autores estudaram a hipoeliticidade e
resolubilidade G* global para uma classe mais ampla de operadores diferenciais parciais lineares, a qual
inclui nosso operador P.

No capitulo 4, seguindo um roteiro proposto por L. Takahashi [9], fazemos um breve estudo
acerca da resolubilidade G® global do operador P. Este estudo foi feito em dimensao 2 e n 4+ 2. O

objetivo desse capitulo é servir de suporte para o estudo de perturbacoes feito no capitulo seguinte.



Finalmente, no capitulo 5, fornecemos algumas respostas para nossa pergunta inicial.

Teorema 5.3. Se Im(c) nio muda de sinal e ndo é identicamente nula, e A € G5._(R?), entdo o operador

perturbado L = 0y — ¢(t)0, — A(t,x) € globalmente G* hipoelitico.

Teorema 5.4. Sejam a = a(t) € G5, (R) uma funcio a valores reais, A = \(t,z) € G (R?) e considere

0s sequintes operadores perturbados
L=08 —a(t)d, — A(t,z), L=0;—a(t)ds— N e L =0 —agds — oo

1 27 21 271
com ag = 2—/ a(r)dr e Agp = (27r)_2/ / A(t, z)dtdx.
T Jo 0o Jo

Se ag nao € racional nem exponencial Liouwville de ordem s, entao as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. L € globalmente G* hipoelitico.

2. L ¢ globalmente G* hipoelitico.

3. L € globalmente G* hipoelitico.

4. Para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

|k1 — apka — Aoo| > 6_8‘(1”””)'1/75 para |(ki,k2)| > C-.

Aumentando a dimensao, escreveremos (¢, z,y) € R"*2, com n > 1, significando que ¢,z € R e
y € R™. Neste caso, o operador P = d; — ¢(t)0, nao é globalmente G* hipoelitico em R"*2. Entretanto
faz sentido perguntar se alguma perturbagao por fungdo Gevrey serd globalmente GG° hipoelitica.

Neste caso obtivemos um resultado muito interessante, o qual evidencia a relacao entre a

hipoeliticidade G* global de L em G§_(R""2) e a injetividade de um operador associado.
Teorema 5.7. Dadas ¢ € G5 (R) e X € G5, (R""2), considere os sequintes operadores

L=0;—¢c(t)0, — ANt,z,y) € L,y = Ot — c(t)0x — Moo,

I 1
com ¢y = %/0 c(r)dr e Moo = e /[0 — A, x, y)dtdzdy.



Se Im(c) nao € identicamente nula e nao muda de sinal, entdo as segquintes afirmacgoes sao

equivalentes:
1. Ly, € injetivo em G5 (R"2).
2. Xoo ¢ U(Z + coZ).
3. Ly,, € globalmente G* hipoelitico.

4. Ly € globalmente G* hipoelitico.

10



2 PRE-REQUISITOS

2.1 Notacoes

Utilizamos as seguintes notagoes: N para o conjunto dos niimeros naturais (inteiros positivos),
Ny ={0,1,2,---} para o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos, Z para o conjunto dos nimeros
inteiros, ¢ N para o conjunto dos multi-indices, ou seja, n-uplas o = (a1, ..., a,) com coordenadas
aj € Ng, para j=1,...,n.

Para o e § multi-indices e ¢t € R™ também adotamos as seguintes notagoes:

o |a] =|ag|+ - + || (comprimento do multi-indice);
e al=oq! ... apl;

e f<a = B;<a;,j=1,...,n
esef<a,entaioa—pB=(a;—P1,...,0, —Bn) e

(3) = Ao

o 1Y =151 o,
a .
3,

J

(0% 1 —
e 0% =0"...05" ,com 0; =

1
e D*= D' ... D%, com Dj = -0;.
i

Para t e x em R™ adotamos o produto interno usual t-x = t1x1 + - -+ + tpTn.

Duas férmulas de grande utilidade neste trabalho sao:
e (Regra de Leibniz) Se ¢ e 1 sdo de classe C* e |a| < k, entdo

D=3 (;) DBy DAy,

B«

e (Férmula de Faa di Bruno) Se f e g sdo fungoes de classe C* entdo

ko /g (2)\ %
(o9 = X S0 [T (55)

i
Ak) j=1 J:

para todo = € R, sendo A(k) = {a = (a1, ,a;) € N§ : 2?21 joj =k}

11



Observamos que quando f é uma fungao real a valores complexos (ainda de classe C*) a

férmula de Faa di Bruno continua valida. De fato, basta notar que

(f o 9)® (2) = Re(f 0 9) ™ (z) +ilm(f 0 )™ (2)

e aplicar a Férmula de Faa di Bruno para fungoes reais.

2.2 Funcoes Gevrey e Ultradistribuicoes

Nesta secao apresentamos os principais espacos funcionais abordados neste trabalho, a saber:
os espagos das funcgoes Gevrey e Ultradistribuicoes 27-periddicas em R™.

Um estudo mais detalhado de tais espagos, assim como as definigoes e provas dos resultados
desta segdo podem ser encontrados em [8].

Denotaremos por C52(R™) o espago da fungdes f : R™ — C, 2r—periddicas infinitamente
diferenciaiveis .

Dizemos que uma fungao f € C$2(R™) é Gevrey periddica de ordem s > 1 e amplitude h > 0,

quando existir C' > 0 tal que
|DYf(t)] < Chlel(a))®, o € NB, t € R™.

O conjunto das fungbes Gevrey periddicas de ordem s > 1 e amplitude h > 0 é um espago
vetorial, denotado G5'(R™). Da defini¢io acima podemos concluir que G5 (R™) ¢ G52 (R"), se
hy < h,Q, e G;;’h(Rn) C G;i’h(Rn), se 1 < s1 < so.

Para cada f € G5'(R™), definimos
[£llsn =sup{[Dof (A1 (@)™ s 0 € NG, t € R}, f € GEI(R™),

Mostra-se que || f]|s,5, define uma norma em G35 (R™), segundo a qual este espago é de Banach.
Além disso, G5 (R™) é um espago vetorial fechado em rela¢ao a multiplicacao de fungoes e em relagao

a diferenciacao.

Definigao 2.1. Dizemos que f € CS2(R™) € uma fun¢do Gevrey 2mw-periddica, de ordem s > 1, quando
existir alguma amplitude h > 0 tal que f € G5 (R™). Denotamos por G5, (R™) o conjunto das funcées
Gevrey 2m-periodicas de ordem s, isto €,
5-(R™) = |J G (R™).
h>0

Observagao 2.2. Se f:R" — C é uma func¢do analitica-real 2m-periddica, entdo f € G%’ﬂh(R”) para
alguma amplitude h > 0.

Além disso, quando s > 1 o espaco da fungoes analiticas-reais C3(R™) é um subconjunto

proprio de G5_(R™), que por sua vez é um subconjunto proprio de CS2(R™).

12



Observacao 2.3. Fizada uma sequéncia (hj)jen estritamente crescente de nimeros reais positivos tal
que hj — oo obtém-se
s,k
s(R") = [ Gor7 (R™).
JEN
Definicao 2.4. Seja (fi)ren uma sequéncia em G5 (R™) e f € G5 (R™). Dizemos que fi, converge

para f no sentido de G5 .(R™), quando existir h; > 0 tal que f; € G;:’ (R™) para todo k, | € G;;Thj (R™)
el fu—f

s,h,— 0. Denotamos isso por fr — f em G5 (R™).

Observagao 2.5. Eziste uma topologia em G35, (R™) tal que a convergéncia de sequéncias nessa topologia
coincide com a definicao 2.4.

!/
s,21

Vamos denotar o dual topolégico de G5 (R™) por D’ , (R™), isto ¢, o espaco dos funcionais

lineares u : G5,(R™) — C continuos. Chamamos os elementos de D, (R™) de ultradistribuicoes
Gevrey periddicas, ou apenas ultradistribuigoes periddicas.

Proposicao 2.6. As sequintes afirmagoes a respeito do funcional linear u : G5_(R™) — C sao equi-

valentes:
(i) u é continuo;
(i) para todo € > 0, existe uma constante Ce > 0 tal que

[(u, f)] < Cesup{| D f(1)|e*I(al) ™ : t € R",a € Ng}, [ € G5, (R");

(iii) se (fr)ren € uma sequéncia em G5 _(R™) que converge para zero no sentido de G5, (R™), entdo a

sequéncia de nimeros complexos ({u, fi))ken converge para zero.

Dada uma distribui¢ao u € D5_(R™) (dual topolégico de CS2(R™)), verifica-se que a restri¢ao

de u a G5, (R") resulta em um elemento de Dy 5 (R™). Além disso, como G5 (R") é denso em C35(R"),

/

podemos identificar D5, (R™) com um subespaco de DY, 5,

(R™) de forma injetiva. Desta forma podemos
escrever

3r(R?) C C32(R™) C Do (R™) € D 5, (R™).

S

Definigao 2.7. Sejam (u)ren uma sequéncia em DY 5 (R") eu € Dy 5 (R™). Diremos que uy, converge

s,2m

/
8,27

(R™), e escrevemos u — u em D’ o (R™), se para toda [ € G35, _(R")

para u no sentido de D .21

tivermos

(ug — u, fy — 0.

Definicao 2.8. Dados u € D, (R"), f € G5.(R") e @ € N} a a—ésima derivada de u, denotada

8,27

D%u, e o produto de u por f, denotado uf, sao as ultradistribuicoes periddicas definidas por

(D%u,g) = (u,(-1)I*'D) e (uf.g) = (u, fg),

para toda g € G5 (R™).

13



2.2.1 Séries de Fourier

Dado & € Z™, o &-6simo coeficiente de Fourier de uma fungao f € G§_(R™) é definido por

J?£>::(2w)*”J/ f(z)e

[0,27]™

e o {-ésimo coeficiente de Fourier de uma ultradistribuicao u € DY ,, (R™) por
) = (2m)" <u,e” >
Considere agora os seguintes espacos de sequéncias de nimeros complexos:
Ss = {(ag)¢eczn : IC > 0,3e > 0 tal que |ag| < Ce_s‘g‘%,V§ €EZL"}; e
SL={(ag)eezn : Ve > 0,3C: > 0 tal que |ag| < C’Eealgl‘%,V§ €zZ"}.

Teorema 2.9. Dada uma sequéncia (a¢)e¢czn € Ss, a funcdo
flt)= Z age®®t t € R",
cezn
estd bem definida e a convergéncia desta série é no sentido G5, (R™). Além disso,

~

f(§) =ag, €7

~

Reciprocamente, dada f € G5 (R™) a sequéncia (f(§))¢czn € Ss e
Ft)y=">" Je*t, term,
gezn

sendo a convergéncia da série no sentido de G5 (R™).

Teorema 2.10. Dada uma sequéncia (ay)rezn € Sh, o elemento
u = Z akeig't,
gezn

pertence a DY 5, (R"™) e a convergéncia da série € no sentido de D 5, (R™). Além disso,

u(l) = ae, £ €™

Reciprocamente, dada u € D} 5 (R") a sequéncia (u(§))e¢ezn € S5 e vale que

u= Y aE)ee,

cezn

sendo a convergéncia em D’ o (R™).
;

14



2.2.2 Séries Parciais de Fourier

Dados p, ¢, n € N tais que n = p + g, escrevemos (¢, ) € R™ para indicar que t € RP e z € RY.
Assim, para cada £ € Z1, definimos o &-ésimo coeficiente parcial de Fourier de uma fungao f € G35 (R"),
em relacao a variavel x, por

f(t,&) = (2m)~1 /[0 - f(t,x)e " %dz, (t,z) € RP x RY,

De modo anélogo, o £-ésimo coeficiente parcial de Fourier de uma ultradistribuicao u € D;,zﬂ (R™), em

relagao a variavel x, por

((t,€),9(t)) = (2m)"Uu, g(t)e™*7), g € G3,(RP).

~

Teorema 2.11. Se f € G5.(R™) entao f(-,§) € G5.(RP) e
flt,) =" F(t, e ™, (t,x) € RP x RY,
feza

sendo a convergéncia desta série no sentido de G5 (R™). Além disso, existem C,e,hy > 0 tais que
IDf(-, )| < Ch';‘(a!)se*dﬂ%, teRP, a € 7P, £ €71,

Reciprocamente, dada uma sequéncia (f¢)ecza em G5 (RP) para a qual existem C,e,hy > 0 tais que
D fe(t)] < RNl e® | ¢ e RP, a € 77, ¢ € 7.

entdo a fun¢ao

f(t,z) = Z fe(t)e® ™, (t,z) € RP x RY,

£c€Za

estd bem definida e a convergéncia é no sentido de G35, (R?). Além disso, f(o,f) = fe, para todo § € Z9.

Definigao 2.12. Dados u € D., (R?) e £ € Z4, definimos a ultradistribuicdo periddica

8,27

ue*® € D!, (R")

8,27

como sendo
(we'®, f(t,2)) = (2m)%u, f(£.€)), f € G3,(R?).

Teorema 2.13. Se u € Dy, (R") entdo u(-, &) € Dy 5, (RP) e

s,2m
u(t,z) =Y At &),
geza
sendo a convergéncia desta série no sentido de Dy, (R™). Além disso, para todo € >0 e hy > 0 existe

C =C.p, >0 tal que

|(@(€):9)] < Cllgllsn e, g € Gag*(R), € € Z7.

15



!
8,27

Reciprocamente, dada uma sequéncia (ug)ecza em D’ o (RP) para a qual, dados € > 0 e hy > 0 existe

C = C.n, > 0 satisfazendo
1
s he
|<u5ag>‘ < CHgHS,hzeew , g€ G;w[(RP)a 5 S an

entao

u = Z ugeig‘m

£cZa
estd bem definida e a convergéncia desta série é no sentido de D!,

son(R™). Além disso, u(-, &) = ug, para
todo € € 79.

2.3 Produto Tensorial de Ultradistribuigoes Periédicas

Como nao encontramos referéncias para o topico desta secao, decidimos descrevé-la com mais
detalhes.
Dadas u € D, 5 (RY) e v € D’ ,_(RZ), definimos

8,27 8,2
u®uv:G5 (RY xRY) — C

[t x) — (u(t), (v(z), f(t, ).

Para verificar que u®v estd bem definida basta mostrar que a aplicacao g(t) = (v(x), f(t,x)),

t € R, pertence a G5 (RY), qualquer que seja f(t,z) € G5_(RY x RY) dada.

Lema 2.14. Considere g(t) como definida acima. Entio g € G5 (RY) e
9%g(t) = (v(x),d' >V f(t,x)), a € Nb.

Demonstracao.
Vamos inicialmente provar que g é continua, para isso sejam (tx)reny uma sequéncia em R? e

t € R? tais que t, — t. Veja que

9(tr) — g(t) = (v(x), f(tr, x) — f(E,2)).
Logo, basta mostrarmos que f(ty,-)— f(t,-) converge para zero em G5 (R%), pois assim da continuidade
da v seguird que g(tx) — g(t).
Como f(t,z) € G5, (R} x R%) segue que existe hyl > 0 tal que f(t,z), O, f(t, ) e Oy, f(t, )

S,hgl

pertencem a Gg’:ﬂ(Rf xR%), parai=1,...,q,j=1...,pe f(t,-) € G52 (R2) para qualquer ¢ € R7.

Dado 3 € N¢ e v(0) = (1 — 0)(tx, x) — 0(t, x), segue pela desigualdade do valor médio que

0D f (b, x) = 0D f(t,2)| < |(tr,2) — (La)] sup (9D ) (0 (8))]

0€[0,1]

16



= |ty — 7| sup [(VOOP) f(vy,(6)),-)]
0€[0,1]

=ty —t| sup sup [(VOOD) f(u(0)), (¢,2))|
0€[0,1] | (t,2)| =1

<|tx—t| sup sup [VOD f(u(0))]|(t,2)|
0€(0,1] [(t,z)|=1

= [t — | sup [VOD) f(vy(0))|
0€[0,1]

<|tx — ] sup |V3(0’5)f(t,x)|.
(t,x)

Note que
P P
VOO f(t,2)| <D (0,00 f(t, )+ 10,007 f(t, )|
j=1 k=1
g P
=>_100D0, f(t,x)| +> 1000, f(t,2)]
j=1 k=1
s 18
<cEnn,
e portanto

0B f(ty, ) — 00D f(E,2)| < |t — E|C(B)*H, 2 € RI, BeNE, keN.
Observe agora que
I $(ts) = ) o = 5up |00 f b, 2) = 00D 5 E )] (597
< |ty —t|C —0,

0 que implica na continuidade de g.
Para mostrar que g é de classe C*, seja (ay)reny uma sequéncia em R — {0} tal que a, — 0.

Pelo teorema do valor médio temos
a; (gt + are;) — g(t) = (v(@),a, ' (f(t+ arej, ) — f(t,2))) = (v(x),0y, f(t + axe;, ),

sendo 0 < |ax| < |ak|, para todo k € N.

Analogamente ao que foi feito na prova da continuidade de g, prova-se que
8t_7-f(t + a‘keja ) — at_jf(ta ')a €mn G;T{(Rg)

Utilizando a continuidade da v segue que 0y, g(t) = (u(z), 0, f(t,z)). De forma andloga a
prova da continuidade de g conclui-se a continuidade de 9;,g, logo g é Cl.
Finalmente, por indu¢ao no comprimento do multi-indice v € N5, mostra-se que 9%g é continua

e que



Para provar que g é uma funcao Gevrey, como f € Gg’:‘* (RY x R%) segue que

supsup [0 f(t,2)] <|| £ o, (@) (B)*RIR).

ta z,8
Seja e = h,'. Como v € Dy 5. (RY) segue que existe C. > 0 satisfazendo
[{v, h(x))| < Ce sup [0°h(x)[e”1(81) 7, h € G3,(RY).
Dai temos que |
19g()] = |{u(2), 0O f(t,2))]
< C. sug 0B f(t, )|l (B1)~*

= C.sup |0P) f(t,2)|h, " by 1Pl (@)= (B) R (a1)®
z,B

< C.hN(a)® supsup [0©P) £(t,2) |k, ' by 1P al) 7o (81

z,B t,«

= Co || £ llspet ()*hl,

para t € RY e o € N§, e portanto g € G5 (R?).

A periodicidade de g é clara. Isso completa a demonstragao. O

O lema anterior garante que u ® v estd bem definida, sendo obviamente u ® v ¢ linear. Vamos
provar que u ® v é continua. Seja € > 0 dado. Da continuidade de u e v segue que existe C. > 0

satisfazendo

(v, k()] < Cesup |0%h(1)[e* (al)™*, h € G5 (RY),
t,o

(v, h(@))| < Cesup |97 h(x)[e1?/(B) %, h € G, (RY).
Dada f(t,z) € G5, (R} x R%), tzﬁos
(u @, f(t,2)) = [(u(t), (v(@), f(t,2)))]
< G sup | (v(x), Ft,z))[el! (at)
= Cesup (v(2), 00 (¢, 2)) el () ~*
< Cesup Cesup 0B f(t, )| Pl(B1) el (al) 7

— C2 supsup 9@ f(t,2) /P ((, B)1) .

t,a z,8

Disso segue que u ®@ v € Dj_(RY x RY).

Definicao 2.15. Sejam u € D), (RY) ev € D, (R%). Definimos o produto tensorial de u porv como

8,27

sendo u @ v € D} (RY x R%).
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Observagao 2.16. Dadas g € G5 (RY) e h € G5.(RY) facilmente vé-se que (g @ h)(t,x) = g(t)h(x)
pertence a G5 (RY x R1) e que

(uRv,g®h) = (u,g){v,h).

Proposigao 2.17. Sejam u € D, (RY) e v € D, (R%). Euziste uma tnica w € D/, (R} x RZ)

s,2m s,2m s,21

satisfazendo a segquinte propriedade: se g € G5 (RY) e h € G5 (R), entdo

(w,g®h) = (u,9)(u,h).

Demonstracao.
A existéncia é garantida pelo produto tensorial u® v. Considere w satisfazendo a propriedade

do enunciado e seja & = (£1,&) € ZP x Z9. Note que e~ (h%) = ¢=i1te=i€2@  Entao
@(&) = (2m) P (w, e D) = (27) 7P (u, e ) (2m) T (v, €)= U(€1)T().
Portanto da unicidade dos coeficientes de Fourier segue a unicidade de w. O

De forma inteiramente analoga poderiamos ter definido o produto tensorial © ® v da seguinte

maneira
(W@ v, f(t,2)) = (o), (u(t), f(L2)), | € G5, (RY x RY).
Aplicando a proposi¢ao anterior obtemos uma versao do teorema de Fubini para nosso contexto:
(u(t), (v(x), f(t,2))) = (u@wv, f(t,z)) = (v(x), (ut), f(t,x))).

Proposigao 2.18. Sejam u € D, , (RY), v € D, (R%), w € D, , (R, A€ C, « € Nj e € N{.

8,27 8,27 8,27

Entao:
(1) U@ (V+w) =uv+uRw;
(1) Mu®v) =I®@v=u® \v;
(iii) 0P (u @ v) = 0%u @ OPv.

A demonstracao das propriedades acima segue diretamente da definicao de produto tensorial.

2.4 Comportamento Assintético de Certas Integrais

Nesta se¢ao faremos um breve estudo quanto ao comportamento de sequéncias de integrais do
tipo
@ 2k
J() = / e ¢ dr, £ €N,

—a

quando £ — 0o, com a > 0 e k € N fixos.
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Mostraremos que J(§) — 0, quando £ — oo, e estimaremos a velocidade de tal decaimento.
Esse comportamento no infinito sera usado na demonstracao do Teorema 3.5 para estimar o decaimento
de alguns coeficientes de Fourier e construir uma solucao singular.

Em primeiro lugar, notemos que

0<J()=J()] < /a le=¢"" |dr < 2a < oo,

—a
ou seja, os termos dessa sequéncia estdo todos bem definidos e, claramente, J(¢') < J(&), sempre que
& <& Logo a sequéncia {J(&)}een é convergente.
Mostremos agora que J(§) — 0 quando £ — oo. Para ver isto, fagamos em J(§) a seguinte

mudanca de varidveis , 7 = X/Er, entdo

2k,
1 eVE 1
1O =5z | eI = Oz
com ¢(§) > 0 uma constante que depende de £ € N.
Como
o 2k
c(é) < / e T dr =1 =C,,

—o0

temos que

Coo
0<J(€) < Ve — 0, quando £ — oo,
¢ portanto segue que

lim J(£) = 0.

E—o0
Observando que a < a ¥/€ para todo £ € N, segue que

e

e desta forma, para todo £ € N temos

2k ]_ > 2k
e T dr S J g S T/ e " d’r,
=57 )
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3 HIPOELITICIDADE GEVREY GLOBAL

Iniciamos este capitulo apresentando condigoes necessdrias e suficientes para hipoeliticidade
Gevrey global de operadores diferenciais parciais com coeficientes constantes. Tais condigbes sao dadas
no Teorema 3.2, o qual é uma extensao natural do resultado cldssico de S. Greenfield e N. Wallach [6]
para a hipoeliticidade global no sentido C'*°.

Também obtemos uma caracterizagdo completa da hipoeliticidade global Gevrey da classe de
operadores P = 9; — ¢(t)0, em R?. Este é um dos resultados mais importantes deste trabalho e seu
enunciado pode ser encontrado no Teorema 3.5.

Neste trabalho todo usaremos a seguinte defini¢do de hipoeliticidade G* global:

Definicao 3.1. Dizemos que operador diferencial parcial P é globalmente G° hipoelitico em R™, para

s> 1, se as condigoes u € D', 5 (R™) e Pu= f € G5,.(R™) implicarem que u € G5 (R™).

s,2m

3.1 Operadores com coeficientes constantes

Considere o operador diferencial parcial linear de ordem k € Z,
P = Z aaDa7 (31)
la|<k
com coeficientes constantes a,, € C e denote por
P(§) = Z a.”, €L,
o <k

seu simbolo.

Teorema 3.2. O operador P definido em (3.1) € globalmente G* hipoelitico se, e somente se, para todo

e >0, existe Cz > 0 tal que
[P(€)] = exp(—elé]'/*), (3.2)

para |£] > C..

Demonstracao.
Necessidade: Suponha que a condi¢ao (3.2) nao seja verdadeira. Entao existem €9 > 0 tal que para
qualquer C' > 0, existe £ € Z™ tal que para || > C vale |P(§)| < e—eolél'",

Assim, existe uma sequéncia {(&;)}jen C Z" com |¢;| > j e |P(§;)] < exp(—¢ol&;|'/*) para
todo j € N. Definindo

u = E et

jEN
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temos
1, ¢=¢&; paraalgum j € N;
0, caso contrério.

Assim u € D, (R™) mas u ¢ G5_(R™). Observemos que

s,2m

Pult) = 3 oD () = 3Pl = 1l

loo| <k jEN jeN

Assim, temos que os coeficientes de Fourier de f sao dados por

- P(&), €=¢; paraalgum j € N;

0, caso contrario.

Como existe g9 > 0 tal que |f(§)\ < 6_50‘5‘1/5, segue que f € G5 _(R™), logo P nao é G°H.

Suficiéncia: Seja u € D} 5 (R") tal que
Pu=feG;5 (R").
Pela unicidade de representacao em série de Fourier, da igualdade acima obtemos
f(&) = P(&)u(§), para todo & € Z™.
Como f € G5, (R™), existem € > 0 e C. > 0 tal que para todo £ € Z"
FOI = 1POIaE)] < Ceee".
Tomando e1 = 5, segue da hipdtese, que existe Cc, > 0 tal que
P()] > e 541" parae] > C.,.

Segue de (3.4) e (3.5) que

a()] < Coe=/2E7 Je] > .
Escrevendo
ut) = > A = D A + D ae)e™ = uy(t) + ua(t),
Eezm [E]<Cey [£]>Cc,

falta apenas mostrar que u; e us sao fungoes Gevrey para concluir a demonstragao.

(3.7)

Como, para cada £ € Z", a funcio t € R® — ¢ analitica real e u; é uma combinacdo linear

(finita) de tais fungoes, entao u; € C4 (R™) C G5, (R").

Para finalizar, por (3.6), existem £ > 0 e C. > 0 tais que |u(¢)| < C.e=s/2€1"" para €| > C.,,

e entao podemos concluir que uy € G§_(R™).

Segue portanto que uq(t) + uz(t) = u(t) € G5, (R™).
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Uma das aplicagoes mais belas do Teorema 3.2 ocorre no caso n = 2, quando tentamos

caracterizar a hipoeliticidade global Gevrey do operador de coeficiente real
P, =0, — ad,, a € R.
Para enunciéd-la com precisao, fazemos uso da seguinte definicao:

Definigao 3.3. Dizemos que o € R\ Q nao é um nimero Liouville exponencial com expoente s > 1, se

para qualquer € > 0 existe Ce > 0 tal que
Ip — aq| > Cee™14"" para todo (p,q) € Z x (Z\ {0}). (3.8)
Denotamos o conjunto dos ntimeros Liouville exponencial com expoente s > 1 por E®.

Teorema 3.4. O operador P, = 0; — ad,, com a € R, € globalmente G*® hipoelitico se, e somente se,

a ¢ (QUE®).

Demonstragao.
m

Necessidade: Suponha que @« = — € Q, com m,n € Z e n # 0. Neste caso, tomando p = Im e ¢ = In,
n

com | € Z, temos

ﬁa(p, q) = ﬁa(lm,ln) =lIm— %Zn = 0, para todo! € Z,

o que viola a condicdo (3.2) do Teorema 3.2, logo P, nao é globalmente G* hipoelitico em R2.
Suponhamos agora que a € E*; ou seja, existe g9 > 0 tal que para qualquer constante C' > 0
existe (p,q) € Z x (Z \ {0}) tal que

p— ag| < Cesolal"
1
Em particular, tomando C' = 7 obtemos uma sequeéncia (p;,q;) € Z x (Z \ {0}) que satisfaz

1/s

1 1/s
pj — agj| < zemll < :
J

—¢olq|

Além disso, podemos supor |g;| > 2 e |g;| = co. Logo
_ 1/s
Ip;| = lallgs| < Ip; — ag;| < el <1 < gy

¢ portanto
Ipil < (1 + lal®)lg;l-

Assim temos que

P+ < [+ 1+ al)?g. (3.9)

Segue de (3.1) e de (3.9) que

1
~ s —c0 =7 y.a)1M°
‘Pa(pjvq])‘:“j]_aqj‘ <e—£0‘qj|1/ §e EOCl/S o ) .7:]-’27
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com C = {[1 4+ (1 +a)?]}/? e |¢j| — oo. Logo, P, nao é globalmente G* hipoelitico em R2.

Suficiéncia: Suponhamos agora que a seja um irracional nao Liouville exponencial com expoente s,

isto é, para qualquer € > 0, existe C. > 0 tal que
Ip — aq| > el para todo (p,q) €EZ x (Z\ {0}). (3.10)
Segue de (3.10) que
Pa(p, )| = |p — ag > eI > @O para todo (p.q) € Zx (Z\{0}).  (3.11)
Notemos que
|]3O¢(p7 0)=Ip|>1> e—s‘(p,0)|1/s7 para todop € Z \ {0}. (3.12)

Assim, segue de (3.11) e (3.12) e do Teorema 3.2 que o operador P, é globalmente G* hi-

poelitico em R2. O

3.2 Operador da forma P = 0; — ¢(t)0,

O préximo passo é caracterizar a hipoeliticidade G* global para os operadores diferenciais da
forma

P = 0; — ¢(t)0y, com c(t) = a(t) + ib(t) € G5, (R). (3.13)

A abordagem usada nesta secao foi inspirada na dissertagdo de mestrado de L. S. Coelho [5],
na qual o autor estuda esta mesma classe de operadores, porém com a condi¢ao mais forte do coeficiente
¢(t) ser analitico-real, o que permite usar a férmula integral de Cauchy para estimar as derivadas do
candidato a solucao e, assim, simplificar substancialmente algumas estimativas.

A novidade no resultado abaixo é permitir que a funcao c(t) = a(t)+ib(t) seja de classe G5, (R).
Neste caso, as técnicas de demonstracao tiveram que ser modificadas especificamente na construcao de
uma solucao singular para o caso em que b muda de sinal.

Como salientamos na introdugao, durante o preparo desta dissertacao tomamos conhecimento
do artigo [4] no qual este resultado é demonstrado para uma classe de operadores diferenciais que inclui

nosso operador.

Teorema 3.5. Considere o operador P definido em 3.13.

1. Se s > 1 e b ndo ¢ identicamente nula, entdo P € globalmente G* hipoelitico se, e somente se, b

nao muda de sinal.
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2. Ses>1 eb éidenticamente nula, entao P € globalmente G° hipoelitico se, e somente se,

1 2w

a(r)dr ¢ (QUE?).

ag = —
2T 0

Essa é a versao mais geral do resultado e sua demonstragao é bastante extensa. Por este
motivo optamos por enunciar e provar trés resultados nas subsegoes abaixo (Proposigoes 3.6, 3.11 e

3.12) que juntas sao equivalentes ao Teorema 3.5.

3.2.1 Ocasob=0

Considere o operador diferencial parcial
P =0, —a(t)0, (3.14)

com a = a(t) sendo uma fungao de classe G5_(R) a valores reais, e defina

1 27

t
Alt) :/ a(r)dr — apt, com ag = a(r)dr.
0

2m Jo
O principal resultado dessa subsecao é o seguinte.

Proposigao 3.6. O operador (3.14) € globalmente G* hipoelitico, para s > 1 se, e sd se, ag ¢ (QUE®).

Para demonstrar esta Proposicao precisamos antes provar alguns resultados auxiliares, os quais

passamos a enunciar e demonstrar.

Proposicao 3.7. A aplicacao

S: D;,Qﬂ'(Rz) — D/S,QW(RQ)
u(t,r) = S AL s S(ult,x) = 3 alt, €A i,
§EL EET

!

L 2x(R?) com automorfismo inverso dado por

define um automorfismo em D

Sil : D;,QW(RQ) - D;,QW(RZ)
u(t,x) =Y At e — S(ult,z)) = a(t, e AN,
§EL I3/

Demonstragao. Inicialmente, mostramos que S estd bem definida, ou seja, mostramos que se u €

D!, (R?), entdo Su € D, (R?).

8,27 8,27

Sejam € > 0 e hy > 0 dados. Queremos mostrar que existe C. 5, = C > 0 tal que
(@t )M, )] < Cllollanec™”, €€ Z, o€ G5 (®?).
Considere ¢ € G5 (R2). Pelo Lema 6.8 existe C. > 0 tal que

|9%eitAM 318" < clel(al)s) aeNy,teR E€Z.
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Entao

9% iAo~ 5161S

( >35 iEA() %\E\%gafﬁw(m

( )|a/3 i€A() |~ 5161

(g) CIPBY* || 0 lloms (= BB~

| N

=12
Z o ()

IN

Bl
< (@) 2ol | o o,
= L%, @) 1 Nl
sendo 66,;12 = 2hyc.. Utilizando o Lema (6.8) obtemos C.>0
€|Fe 51615 < GE(R®, € € 7,k € No.
Defina p = (max{ésyh[, C.})~!. Da continuidade de u segue que existe C,, > 0 tal que

|(u, )| < Cpusupsup [P (e, )| u D (o, )™, ¥ € G5.(R?).

t,a xz,k
Dai
(@(t, €)M, o(1))] = |(@(t, &), 4D p(1)) |
1 . .
_ 1EA(t) —ilx
Gt ), 4O (1))
C i —ifx [ —s —s
< 5 supsup 07 O A (t)e I |l i () 7 (8
T ta xk
Note que

|8f‘ei£A(t)<p(t)e—%\E\1/5| e i€re 5| ,Ltla‘uk(a!)_s(k!)—sef\ﬁ\l/s
= |op e A ()56 fefFems pulolpt (al) 7 (k) ~erle”
< O () [ @ [lsn, CE (RN ol () =5 (k1) —sesl€l”?

- max{éthwc_’s}laHk plol I lls,he eclel'”

/
=1l ¢ lsne €1,

para todo £ € Z, a € Ny, k € Ny, t € R e x € R. Portanto

EI&\I/S’

|(@(t, €)e AW, o(t))] <

She

e S estda bem definida.
Analogamente mostra-se que a aplicacdo S~! estd bem definida e a verificacdo que So S~! =

I =5"108 édireta. O
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Proposigao 3.8. O operador S definido na Proposicio anterior, restrito so espago G5, (R?), define um

automorfismo em G35 (R?).

Demonstra¢do. Para mostrar que S Gy, (r2) também define um automorfismo, basta provar que G§,. (R?)

¢ S—invariante e S~!—invariante. Mostramos que G35, (R?) é S—invariante. Seja u € G§_(R?). Para

verificar que Su € G§,(R?) basta provar que existem C' > 0, hy > 0 e € > 0 tais que
o [ﬂ(t,f)e’f“‘(t)} | < CR(l)*e € ¢ e Z,ae Nyt R
Como u € G5, (R?) segue que existem C' > 0, hy > 0 e € > 0 tais que
0°a(,€)] < ORI (al)*e~* | € € Z,a € No,t € R.

Entao

=

0%t A0 < T (“)mf’ats 608 €A

<g) Ch‘m (B)e™ slels |9 B iAW) |~ slels

IN

B<a
<2
> (3 ) cnfl(pyse 1 ool - o))y
B<a
< O(2heC.) " (al)7e 5181
e portanto G5 (R?) é S—invariante. De forma anéloga, mostra-se que G35_(R?) é S~!—invariante. [
Proposicao 3.9. Se P = 9;—c(t)d,, com c(t) = a(t)+ib(t) € G5.(R), entdo vale a sequinte conjugacao
S7IPS =P =8, — (ag + ib(t))Ds.
Demonstragio. De fato, se u € D), 5, (R?), entao

P(u) = S™'PSu=S'PS(D a(t,&)e ")

€L
= S7'P(Y At )tV e
EEL
= Sfl(z [0,(t, &) + (L, €)[i€D0A(t)] — c(t) (i€)a(t, €)] e AP ee™)
€L
= > [04(t, €) + Ult, O)[i6D A(t)] — c(t) (i€)a(t, &) | e

1/
= (0, — (ap +ib(t))0s) (u).
]

Proposicao 3.10. O operador P é globalmente G*° hipoelitico se, e somente se, o operador P=5"1ps

€ globalmente G* hipoelitico.
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Demonstragio. Seja u € D., (R?) tal que Pu = S™'PSu = f € G5.(R?). Como S e S~! sio

8,2
(R?), existe v € D, 5, (R?) tal que S~ v =u e Pv=Sf € G5 (R?). Como P

automorfismos em D’ ' om
© k)

S,27
¢ globalmente G* hipoelitico segue que v € G5 (R?), pois S também é um automorfismo em G35 (R?).
Daqui segue que u = Sv € G5 (R?) e Pé globalmente G* hipoelitico. A implicacao contraria é

analoga. O

Prova da Proposicao 3.6.

Pela Proposigao 3.9, os operadores P = 9; — a(t)0, e P =0, — ayd, sdo conjugados, e pela Proposicao
3.10, P é globalmente G* hipoelitico se, e somente se, o operador Pé globalmente G* hipoelitico. Por
fim, segue do Teorema 3.4, que Pé globalmente G* hipoelitico se, e somente se, ag ¢ (Q UE®), o que

conclui a demonstragao. O

3.2.2 Ocasob#0

Agora considere o operador diferencial parcial
P =0 — (a(t) + ib(t)) 0, (3.15)

com ¢(t) = a(t) + ib(t) sendo uma fungao de classe G5.(R), com s > 1, e b sendo uma fungao nao

identicamente nula.
Proposicao 3.11. Se P é globalmente G*° hipoelitico entao b nao muda de sinal.

Demonstra¢ao. Suponha que a func¢ao b muda de sinal, vamos mostrar que o operador P = 0; — ¢(t)0,
nao ¢ globalmente G* hipoelitico, e para isso vamos encontrar uma solugao singular para o operador
P = 0; — ¢(t)8,, ou seja, uma ultradistribuicao u € D/ 5, (R?) \ G5, (R?) tal que Pu = f € G5, (R?).

Pelas Proposigoes 3.9 e 3.10, basta mostrar que o operador conjugado P=9,— (ap +ib(t)) 0,
nao ¢é globalmente G* hipoelitico. Logo faremos a construgao da solucao singular considerando sepa-
radamente os seguintes casos: (i) by > 0; (i) bg < 0; (4i2) bp = 0 e ap € R\ Q; e (iv) bp = 0 e
ag € Q.

No primeiro caso abaixo fazemos todos os detalhes. Os casos (ii) e (iii) seguem as mesmas

ideias do caso (7). Na pagina 32 fazemos um breve comentério sobre a prova. Finalmente o caso (iv) é

0 mais simples e sua prova inicia na pagina 33

(i) Caso by > 0.

Considere a funcao

t t
H(tr) = / (ao + ib(y))dy = agr + / b(y)dy, t,r € (0,27,
t—r t—

T
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e defina

to
B= Ogrtgugl% Im(H(t,r)) = Im(H (tg,70)) = /taro b(r)dr.

Como b muda de sinal entdao B < 0. Note também que Im(H (t,0)) = 0 > B e que Im(H (to,27)) =
27bg > 0 > B, logo 1o € (0,27). Aplicando uma translacao na varidvel ¢ (caso seja necessario),
podemos supor que ty € (0,27) e que b(0) # 0. Afirmamos que b(tyg — r9) = 0. De fato, se
b(tog — o) > 0, entdo existira § > 0 tal que ro — d e ro + ¢ pertencem a (0, 27) e b(y) > 0 para todo
y € (to —ro — d,tg — 19 + d). Entéo

to to to—ro+4 to
Im(H(to, 0 — 8)) = / b(y)dy = / b(y)dy - / b(y)dy < / b(y)dy = B,

to—7ro+9 0—To 0—T0 to—ro
o que seria uma contradigdo. Analogamente mostra-se que b(ty — ro) nao pode ser negativo, logo

b(tg — o) = 0 e portanto to — rg € (0,27), j4 que estamos supondo b(0) # 0.

Seja ¢ € G5,.((0,27)) uma fungao de corte com supp(p) C [tg — 19 — d,t0 — 10 + 0] C (0,tp), tal
que p(t)=1parat € [to—ro—0/2,t0 —10+0/2] e 0 < p(t) <1 para t € (0,27).

Definimos

R 1— eifc027r)e§B<p t)eifao(t—tg), g > 0;
f(t,6) = ( ( (3.16)
0’ 5 S O’

o~ ~

para t € [0,27] e f(t + 2m, &) = f(t,€) para t € R.

Resta mostrar que

flt,x) =" F(t,6)e’" € G5, (R?) (3.17)

13/

¢ que existe u € D/, (R2) \ G5, (R?) tal que Pu = f.

S,27
~

Inicialmente note que f(¢,£) € G35.(R), para todo & inteiro. De fato, para & < 0, temos a

funcao nula e para £ > 0 temos um produto de funcoes Gevrey, logo para todo £ € Z temos

~

f(t,€) € G5(R).
Agora verifiquemos que as derivadas de ]?(t, §) satisfazem as estimativas do Teorema 2.11, e assim
concluiremos que f € G5, (R?). Sejam C,h > 0 tais que [07¢(t)| < Ch*(a!)®, para todo t € [0, 27]

e a € Ny. Segue que:

o7 Fa. ) = | =) (32 () @t @ 7ot)ene )

BLla
< |1 o ei§c027r| Z (Ot) (3fei5“°t) ’(af‘%(t)) eBg
Lo B
<27y (g) a0 PCR) (o - B)1)°

B<a
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< Cllalnyel®/2¢ 3 () e =224 ((a - oy |

< Caglnyet <[ 3 (“)sfﬁe*-B/m((a - ﬁ)!)ﬂ

_ C(|a0|h)ae(B/2)f [ Z (ﬂ!)s((((z!)_sﬂ)!)sfﬂe—(—B/Q)f((a _ 6)')9]

<

[ Be—(=B/2)¢
= Cllale2/2| 3y |

<

e Be—(—B/2)e"/*
< C(lag|h)*e®/?E" [Z(aw“]

hw GOy
a /s s
< C(lag|h)*eP/?* [Z(O‘!) 053/2)}
B<a

= C(Jaolh)* (at) P12 { > CfB/zj

BLa
< O(1+ Cpy2)(laolA(L + Cpy2)))° (ad) e B/
= Cho(al)seB""

E pelo Teorema 2.11, segue que f € G5, (R?).
O préximo passo é encontrar u € D, (R?) tal que Pu = f, mas com u ¢ G5, (R?). Suponha que

s,27

exista u = ) ¢y u(t, £)es® € D, (R?) solucio da equacio Pu = f, sendo f a funcdo definida

s,2m

em (3.17). Pelo Lema 6.1, o operador P é continuo em D’ , (R?), logo

s,2m

Pu(t,z) =Y <jt - i@(t))ﬁ(t,g)eiﬁm =Y F(t.)e.

EEZ

Segue da unicidade de representacao em séries parciais de Fourier que,
= d . ~
i) = (5 - et )ate.o), ve ez

Pelo Lema 6.3, a equagao acima é equivalente a

(C(lit — i§CO) (e*iﬁC(t)ﬂ(t,g)) — efiEC(t)f(t’ 6)7 ¢ez, (3.18)

1 27 t
com ¢y = 2—/ c(r)dr e C(t) = / c(r)dr — cot.
T Jo 0

Como by > 0, entao ifcy € iZ < £ = 0. Pelo Lema 6.6, as solugoes para £ # 0 sao dadas por por

o~

N 1 2m ; ;
Ut8) = 1z | €O r )i
0

_ eifco 27
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Substituindo a expressao (3.16) na expressao acima obtemos a seguinte solugao para (3.18):

2m
¢i€ao(i—to) / (EB=ImH ) (4 — p)dr, € > 0;
0

a(t, &) = (3.19)

0, £<0.

O proximo passo é, mostrar que u = ZEEZ u(t, £)es® é de fato uma ultradistribuicdo periédica.
Claramente, para cada &, o coeficiente u(t,£) é uma fungao continua e 2r—periédica, portanto

u(-,§) € D) 5, (R), para todo & € Z. Além disso, para cada ¢ € G5, 4(R,) temos

ol

271' 2w

eﬁ(BfIm(H(tw)))(p(t _ r)eiﬁao(tfto)qg(t)drdt

2w p2m
< / / |6£(B_Im(H(t7T)))||QD(t _ 7‘)||6i£a0(t_r_t0)||¢(t)|drdt

2 27
/ / (t)|drdt

< 2m)? (19, -

Daqui concluimos que u € D, 5 (R?).

Por fim, vejamos que u ¢ G§_(R?). Faremos isso analisando o comportamento de |i(tg, £)| quando

& — o0.

Considere a funcao
to

¢(r) = B = Im(H(to, 7)) = B — b(y)dy,

to—'r"

com 7 € [0,27]. Note que:
[i(to, §)| =

ro+46/2
> / V) g
7"0—5/2

27 ro+0
Sty — r)dr| = / S op(tg — r)dr
0 T

0—0

(3.20)

nas desigualdades acima usamos os fatos que: supp(p) C [to — 1o — 0,t0 — 70 + 0], que @(t) =1

para t € [to — 19 — /2,190 —ro + /2] e que 0 < ¢(t) < 1 para t € (0,27).

Para concluir a prova, analisemos o comportamento assintotico da sequéncia

ro+46/2
J(€) = / SV dy
7'0—6/2

quando & — oc.

Primeiramente, note que ¢ (rg) = ¢’ (ro) = 0. De fato,
’(/J(To) =B- Im(H(to,To)) =B-B=0.
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Além disso,

to /
)= |5 [ ban] =t ).
to—r
Pela férmula de Taylor de ¢ (r), com resto de Lagrange de segunda ordem, em torno de rg, temos

Ylroh® | ¢'(ro)hl | ¢"(ro +6(R))A* _ 1

Y(rg+ h) = o 0 o 5w”(ro +0(h))h?, (3.21)

para h € (rg — /2,79 +0/2) e O(h) € [ro — /2,10 + §/2].

Neste ponto, ha duas possibilidades para o niimero

M = sup

ro—6/2<y<ro+5/2| 2!

v

Temos: M =0 ou M > 0.

No primeiro caso, da expressao (3.21), segue que 9 (r) =0 em [rg — /2,79 + §/2], e portanto:

T0+5/2 T0+5/2 6{1
J(&) :/ eV dy :/ ldr=06>—,
T0—5/2 7‘0—5/2 \/E

para todo &£ > 0.

No segundo caso, novamente por (3.21), temos que

Mh? = M'h?,

N =

~Yro+ h) = —59" (ro + O(R)A? <

logo
EP(ro +h) > —EMA?, € > 0.

Assim,

0—38/2 —5/2
5 SVM'/2

>/ e—&M’h2d _/ €£U)2dw> 027

)5y —6VM7 /2 VE

para todo & > 0.

Tomando €' = min{Cy, C5}, segue dos dois casos acima e de (3.20) que

[Ato, €)] > -2, para todo € > 0,

Ve
o que nos garante que u ¢ G5_(R?) e conclui a prova neste caso.
Caso by < 0.

Este caso é analogo ao anterior, bastando apenas mudar algumas escolhas. Aqui tomamos

to+ro
B = max Im(H(tJ)):/ b(y)dy

0<t,r<2m ¢
- - 0
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e como b muda de sinal, temos que B > 0. Usamos a forma equivalente de @(t,€) dada em (6.7).

Entao definimos

. e’géga(t)eigaf’(tﬂ’t), £>0;
[t €)=
0, £<0,

~ o~

para t € [0,27] e f(t + 2m,&) = f(t,€) para t € R, com ¢ igual ao caso anterior. E de forma
semelhante mostra-se que f € G§_(R?) mas u € D’ ,_(R?)\ G5, (R?).

8,27
Caso bg =0eap € R\ Q.

Este caso é praticamente igual ao primeiro caso e por este motivo omitiremos sua prova.

Casobo:()caozgEQcom(p,q)zlcqu.

Por fim, neste tiltimo caso, buscamos uma u € D/, 5 (R?) \ G5, (R?) tal que Pu = 0.

t
Comegamos observando que a fungao C(t) = / c(r)dr — apt é continua e 2m-periddica, pois
0

27
/ c(r)dr — 2mag = 0. Daqui segue que a parte imagindria de C(¢) assume minimo. Seja tg € R
0
tal que

Im(C(tg)) = Igéiﬂlg Im(C(t)).

Agora defina
u(t,z) = Z e£aIm(C(to)) yi€a(C(t)+aot) yilqw
£eN

Neste caso, para todo & € N, temos

[a(t, &q)| = |eiq{lm(c(to))—fm(c(t))}eiiq{Re(C(t)Haot} <1,

o que implica em u € D/, 5, (R?), pois

27
e car. o) = | [ a(t,sq>¢><t>dt\<2w sup 6(8)].

te[0,27]

Por outro lado, note que [t(tg,£q)| = 1 para todo £ € N e portanto u ¢ G5_(R?). Um célculo

simples mostra que Pu = 0, o que conclui a demonstragao do Teorema.

O

Proposicao 3.12. Considere o operador P = 0; — ¢(t)0,, com c(t) = a(t) + ib(t) € G5,.(R). Suponha

que s > 1 e b nao € identicamente nula. Se b nao muda de sinal, entao P é globalmente G° hipoelitico.

No proximo capitulo enunciamos e provamos um resultado que engloba esta Proposi¢gao como

um caso particular. Para nao repetir aqui a mesma prova, remetemos o leitor a demonstracao do

Teorema 5.1, bastando considerar A = 0.
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4 RESOLUBILIDADE GEVREY GLOBAL

Neste capitulo o objetivo é caracterizar a resolubilidade G* global do operador P = 9; — ¢(t)0,,
no espaco Ry x R, = R? e também em R; x R, x RZ = R"*2, com n > 1. Nosso interesse pela dimensao

n+ 2 ficara mais clara no proximo capitulo, no qual estudamos perturbagoes de operadores neste espaco.

4.1 O caso R?

Para comecar, definimos precisamente o que entendemos por resolubilidade G*® global neste

trabalho. Para isso, considere o seguinte resultado:

Lema 4.1. Se f € G5,.(R?) e eziste u € G5_(R?) tal que Pu = f, entdo (v, f) = 0 para toda v €
ker'P C D, (R?).

s,2m
Demonstragdo. Se v € ker ' P, entao (v, f) = (v, Pu) = (! Pv,u) = (0,u) = 0. O
Seja E o seguinte conjunto:

E={fecG; (R : (v, f) =0, para todo v € ker'P }

Definicao 4.2. Dizemos que um operador P é globalmente G° resolivel em R? se, para toda f € E

existir u € G5, (R?) tal que Pu= f.

Observamos que E é um subespaco vetorial de G, (IR?), conhecido como espago das fungoes
admissiveis para resolubilidade G*® global do operador P.

Agora, com o objetivo descrever melhor o espaco E da fungoes admissiveis, caracterizaremos
o ntcleo do operador transposto ker?P através dos coeficientes parciais de Fourier de seus elementos.

Considere

t,z) =Y B(t,£)e” € ker'P C D, (R?).
£ez

Como 'Pv = 0, segue da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier que

d
<dt — ifc(t))i)\(t,f) =0, £€Z e teR. (4.1)
Pelo Lema 6.3, a equagao (4.1) tem solugao se, e somente se, a seguinte equagao tem solucao
d ,
(dt - igc()) (e—lﬁc@a(t,g)) =0, £€Z e tER, (4.2)

2m t
com ¢y = QL/ c(r)dre C(t) = / c(r)dr — cot.
™ Jo 0
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Pelo Lema 6.5, as solugdes Gevrey 2m-periddicas de (4.2) sdo ndo-triviais se, e somente se,
—i€cy € 1Z; neste caso, tais solugoes sao da forma Cgeigcf’t. Logo as solugoes Gevrey 2m-periddicas de

(4.1) sao da forma:
o 6(t7§) = 07 se SCO ¢ Za
o U(t, &) = CeeibeoteitCt) — Ceei€ Jo eMdr s ¢y € 7,

Vamos mostrar que a série dez U(t,€)e’™ com os coeficientes parciais de Fourier acima, é
de fato uma ultradistribuicao Gevrey.
1
Clecléls
= f% =& [y b(r)dr gy’

Dados ¢, hy > 0, escolhemos C¢ tal que |C¢| < e teremos

2m
(0.0 = | [ Cet i oty
2T .
<l [ el
0
2m
<Nl fl [ [e5 050y (43)
0
2m .
< ||‘P||s7h£ ‘C§|/ o€ [o b(r)dr gy
0 .
< Clellyp, e, v € G (R).
Concluimos portanto, pelo Teorema 2.13, que v(t,z) = Z O(t,€£)e™ € D 5. (R?).
jEL
Logo,
ker ‘P = {U € D, 5 (R?); 5(t,£) =0, se Eco ¢ Z, e U(t,€) = Cee'® Joeidr e ¢cq ¢ Z,

Ceslél® (4.4)

- fzﬂ' ffot b(r)drdt’

e|Ce| < para E,C’>O}.

~

Lema 4.3. Se f € E, entio (0(-, =€), f(-,€)) =0, para todo £ € Z e v € ker'P

Demonstragio. Sejam f € E e v € D/, (R?)
ww%wa@Z%Mﬂ SN ke, fit,o)e)
ez o€z €€z el
_ Z Z <’1/L\(t,f), f(t,0)> zf:v ufﬂc Z Z < )>/ eiléta)T 1.
¢€Z o€el £€T o€ 0
=27 Z < (t,—o) t J)>
oc€EZ

Sejam v € ker P e & € Z fixados.
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e Se —&ocg ¢ Z, de (4.4) temos u(t, —&) = 0 e portanto
(at, &), f(t.60)) = (0. F(t.80)) = 0.

e Se —&ycg € Z, de (4.4) temos

Clesl—6ol
< f27f ebo Jo b(r)dr gy
0

(t, ~€o) = Cgye ™0 0 e com |,

Agora, considere

w=> w(tE)e"",

Eez

com w(t,€&) = 0 para todo § # —&y e W(t, —&) = u(t, —&o).

Entdo w € ker' P e, para f € E, temos

0= <Z @t e, > ft, U)ei‘m> = <w(t, —0), f(t, 0)>

£EZ o€Z €L

— <{D(t, —0o), A(t,a)> = <a(t, fo),f(t,o))

Assim, concluimos a demonstracao.

Pelo Lema acima, temos

~

E={fecG;5 (RY); (0(-,—€), f(-,€)) = 0, para todo £ € Z e v € ker ' P},
Em relagao ao operador P = 0; — ¢(t)0, temos

2m
E= {f € Giw(RQ); se {co € Z entao / et o C(r)drf(t,f)dt = 0}-
0

Em particular, temos os seguintes casos:

e Se b nao muda de sinal e ndo é identicamente nula, entdo by # 0 e i€cy = iag — Eby € iZ se, e

somente se, £ = 0, e portanto:

27 R
E= {f € G5, (R?); (t,0)dt = o}. (4.5)

0

e Se b=0 e ag é irracional, entdo ifcy = i€ag € iZ se, e somente se, £ = 0, e novamente:

27
E= {f € G5, (R?); F(t,0)dt = o}.

0

Podemos agora enunciar um resultado sobre a resolubilidade G* global de P em R2.
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Teorema 4.4. Considere o operador P = 0; — ¢(t)0,, com ¢ € G5_(R), c(t) = a(t) +ib(t). Se b ndio
muda de sinal e nao é identicamente nula, ou se b=0 e ag ¢ (QUE®), s > 1, entao P ¢ globalmente

G* resoluvel.

A prova serd dividida em duas Proposicoes cujas demonstragoes usam abordagens suficien-
temente diferentes para justificar essa divisao. Na Proposicao 4.5 consideraremos o caso em que b
nao é identicamente nula e nao muda de sinal; e na Proposicao 4.8 abordaremos o caso em que b é

identicamente nula e ag ¢ (Q UE?).

Proposicao 4.5. Considere o operador P = 0y — c(t)0,, com c(t) = a(t) +ib(t) de classe G5,.(R). Se

b nao muda de sinal e nao € identicamente nula entao P € globalmente G° resolivel.

Antes de passar a demonstragao desta Proposigao, precisamos fazer algumas consideragoes e
provar dois Lemas auxiliares.

Em primeiro lugar, no caso em que b nao muda de sinal e nao é identicamente nula, nao ha
perda de generalidade em supor que b(t) > 0, para todo t € R. De fato, se b(t) < 0, a mudanga de
varidveis t' = t e o’ = —x transforma o operador P em P’ = 9y — (—¢(t'))0, com Im(—c(t')) > 0.
Logo P é globalmente G*® resolivel se e somente se P’ também o é.

A seguir, dada f € E, se u € D’S727r (R?) é solucdo de Pu = f, entdo seus coeficientes parciais

de Fourier sao solugoes das equagoes
d . N ~

com & € Z.

Pelo Lema 6.3, para cada £ € Z, equagao acima é equivalente a

(& - itw) (5e0i0.9)) = O Fir), (4.7

com C(t) = /0 c(r)dr — cot.

Pelo Lema 6.6, a tnica solucao de (4.6) quando —i€cy ¢ iZ é

1 2m . e
” — iEH(rt) £y _
0.6) = g |, 0o (48)
ou equivalentemente )
1 . ~
~ _ WEH(t,—7r)
0.6 = gy |, <O (19)
sendo H(t,r) = C(t —r) — C(t) — cor.
27
Quando —ifcy € iZ e f(r,0)dr = 0, uma solucdo de (4.6) é dada por
0
t . ~
u(t,€) = / T f(r, €)dr. (4.10)
0
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Como b # 0 e nao muda de sinal, entao
—i€co € 1L = €= 0.

Para mostrar que

D At et € Gy (R?),
135/

nossa estratégia serd encontrar estimativas adequadas para as derivadas de u(¢,&), e entao utilizar o
Teorema 2.11, para isso precisamos de dois resultados preliminares, os quais enunciamos e provamos

abaixo.
Lema 4.6. Para todo § € Z, u(t,§) € G5 .(R).

Demonstragcao. Em primeiro lugar, para £ = 0 temos

(L, 0) = /0 . 0)dr € G5 (R),

e consequentemente u(t,0) € G5 (R?).
Vamos analisar agora o caso & > 0.
Considere a funcio eg(t) = €', t € R. Como e é analitica, segue que e¢ € G5, (R) e portanto

existem C¢g > 1 e h > 1 tais que

()] < Cen (0,
para todot € Re j € Np.

Note que H(t,r) é 2m-periddica em t e O, H (t,r) = c(t—r)—c(t). Como c(t) € G5 (R), existem
Cyg >1e hy > 1 tais que

(t,r)| < Cuhi(jh)*,

para (t,7) € R x [0,27]e j € No.
Aplicando a férmula de Faa di Bruno para a composigao e¢ o g(t), com g(t) = H(t,r),t € Re

€ [0, 27] fixo e usando as estimativas acima temos que:

[e% g kj
|07 (eg 0 g)(t)| = Zk ‘k‘ H( J! )

Ala) Jj=1
a k;
<al Z th““‘ (k|1 H ( )
A(a) Jj=1
< alCe(Crhhn)™ Y H(|k|!)SH(a)7
Aa)

com A(a) = {k = (k1,- -, ka) € N§; 225_, jk; = a} e [1(e) = [T5_, ().
Segue, dos Lemas 6.9 e 6.10 que

a a L LN
07 (e 0 9)(8)] < @ICeCtr)® Y W (o=
Aa)
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:Cg(CHhhl)a(oz!)SQO‘*l < Og(?CHhhl)a(Oz!)s,

para todo a € Ny e (t,7) € R x [0, 27].
Como f(t,&) € G5, (R), segue que existem K > 1 e hy > 1 tais que

0°F(£.6)| < Khg (al)®,

parat € R e a € Ny.
Pelo Lema 6.7 existe C' > 0 tal que
1
1 — ei2m€co | —

logo, das estimativas anteriores, temos

1 27

0°a(t, £)| = (O (1 — o €))dr

02
’1 Y m€co 0

< c/% ( ) aﬂ ZﬁH(fT) (6‘t(a_ﬂ)f(tfr,§)> dr
B<a
< c/% 3 ( ) Ce(2CHhhy)? (BY)7) (th*ﬂ((a —5)!)5) dr

B<a

S 27TC£K(4CHhh1h2)a(Oé!)S,

para todo t € R, e todo o € Np.
Concluimos portanto que u(t, &) € G5, (R), para & > 0.
A prova para £ < 0 é completamente andloga. A principal diferenca é que usamos a expressao

equivalente 4.9 nas estimativas acima, o que conclui a prova deste resultado. O

Lema 4.7. Para todo € > 0 dado, existe Cc > 0 tal que

et En | =€ < oo (aly?,

para todo (t,r) € R x [0,27] e o € Ny.
Demonstra¢ao. Como no Lema anterior, ja sabemos que existem Cy > 1 e h > 1 tal que

D1 H ()| < Cub (51",

para a € Ny, (¢,7) € R x [0, 27].
Como estamos supondo b(t) > 0, entao ’eiEH(”)| < 1, para todo (t,7) € R x [0,27] e £ > 0.

Aplicando a férmula de Faa di Bruno para e¢(t) = e* e g(t) = H(t,r), comt € Rer € [0,27]

0y

fixado, obtemos, para cada « € Ny, que

Ftecon] = |3 Sl [ (25

Ala) j
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al eHEr) T Ol H(t,r)\"
= |3 DeyHeeen I <t'>

Aer) J=1 It
al o (CahdGhs\ "™
< Y Sleemen TT (224
Ala) j=1 )

ol eIkl
< (CHh)a k: (||£||) (| |') H(
A(a)

com A(e) = {k = (k.- ko) € N§3 325, jk;j = a} e [[(a) =[5, ((G)*~H)™.
Segue do Lema 6.10 e do fato que k! < |k|!, que

|%|
05 (ec 0 9)(1)] < (Crrh)” Z e
Aa)

Agora multiplicando a desigualdade acima por e o aplicando os Lemas 6.8 e 6.9

que existe K. > 1 tal que

6taeifH(t,r)

1/s ! ‘k‘ 1/s
6—65 / < (OHh)a(a!)s Z ﬂ |§| e—sf /

2 W (kI
|
< (Cuh)® Z \k| Lyl
< (Cuhk) (@ 3 B
= H € . Kl

Aax)
< (CghK.)*(al)*207t
< (20HhK ) (a!)® = Ce(al)®,

para todo o € Ng, £ > 0 e (¢,7) € R x [0, 27].

(4.11)

, segue

O

Prova da Proposicao 4.5. Basicamente, precisamos obter estimativas para as derivadas de u(t,€)

suficientemente boas para podermos aplicar o Teorema 2.11 e provar que Y. u(t, £)e’* € G (
EEL
Comegamos observando que como f € G§_(R?), existem ¢ > 0, Cy > 1 e h > 1 tais que

aF a s, —e€l/®
or 1.6 < Cneatye e’

parat € R, o« € Ny e £ € Z.

Segue dos Lemas 6.7 e 4.7, que existem C' > 1 e C. > 1 tais que

1
1— ei27r§c0

<C e |gpeittin)

et < C.(al)?,

para todo £ > 0, € Ny, e (¢,7) € R x [0, 27].
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Assim, dado a € Ny, temos

|0%u(t, §)| = ’6127@)/ O (D F(t =1, €))dr

<C/2WZ(> ‘aﬁ i€EH (t,r)
2m
<C/ Z() ‘aﬁ iEH (t,r)

<Ccfha _,gl/s/ Z( ) ’atﬁeifH(t,T)

B<a

< CCsh%e —55”5/ Z( ) CL(BY)* ((a = pB)!)*dr

B<a

~

’a“” it = 6)| ar

Crh P ((a — B))se < dr

((a— B)) e3¢ ar

< Ccfhae—%fl“/ 3 Claly

B<a

< C27C(2C.h)*(al)*e 58",

parat € R,a € Npe & > 0.

Conclufmos, pelo Teorema 2.11, que Y. @(t, £)e*” € G5, (R?).
£>0
Com uma andlise andloga para £ < 0, bastando utilizar a forma equivalente para u(t, £), dada

m (4.9), mostra-se que > u(t,£)e’® € G, (R?).

£<0
Como

ult,z) = Y a(t, € + 3 a(t, €)' +a(t, 0),

£<0 £>0

segue que u € G§_(R?). O

Proposicao 4.8. Considere o operador P = 0; — a(t)0,, com a(t) € G5, (R) sendo uma fungao real e

ap ¢ (QUE®), s > 1, entao P € globalmente G* resolivel.

Demonstragdo. Dada f € E, queremos encontrar u € G§_(R?) tal que Pu = f. Pelas Proposigoes 3.7 e
3.10, basta mostrar que o operador P=20,— a0y é globalmente G* resoluvel e usar o automorfismo S
para provar que P também é globalmente GG° resolivel.

De fato, se f € F, entio F = Sf € E = {H € G3.(R?); 027r H(t,0)dz = 0}. Com isso, se
encontrarmos U € G35, (R?) tal que PU =F , estaremos provando que P é globalmente G° resolivel,
pois se u = S7'U, entdo Pu= PSU = S-1pPU = §~1F = STISf = f.

Assim, dada F € E, vamos provar que existe tal U € G35, (R?) tal que PU =F.
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Substituindo as séries formais de Fourier de U(t, z) e F(t, ) na expressao PU = F, usando a

continuidade do operador P e a unicidade de representacao em séries de Fourier concluimos que

F(&mn) =i(§ —aon)U(&,m),

para todo (£,7) € Z2.
Note que £ —agn =0< £ =n =0, pois ag € R\ Q.
Como F € E entdo F(0,0) = 0 e podemos tomar U(0,0) = 0. Para (£,7) # (0,0), tomamos

e = e S

Para finalizar esta prova precisamos mostrar que existem C,e > 0 tais que |U({,n)] <
Ce*E‘(E’”)‘l/S, e usar o Teorema 2.9 para concluir que U € G35 (R?).

Como ag nao é exponencial Liouville de ordem s, entao para todo & > 0, existe Cz > 0 tal que
Ip—aggl > Cee™ ™", (p,q) € Zx (Z\ {0}).
Como F € G3,.(R?), existem Cy,e¢ > 0 tais que
F(e,m)| < Cre==s €M (p q) € 72,

Se n # 0, temos que |£ — agn| > Cee—elal'?, logo

_FEm) Cfefff\fﬁxn))ll/sv
€ —aon] = Cee—ll'?

[U(& )

e escolhendo & = /2, segue que
UEm)] < Cresr/2EMT

Se £ #0en=0, temos

[F(£,0)] _ Cpe—erlEOIM?
[ H

Logo, [U(€,0)| < Ce==/2EMM* | para todo (¢,7)) € Z2.

\U(€,0)] = < CpessIEOIM" < 0pemer/20E01M"

Temos portanto que U € G35 (R?) e entdo concluimos que u € G35, (R?). Assim, temos que P

é globalmente G* resolivel. O

4.2 O caso R"2

A ideia agora é estender a Proposicao 4.5 para dimensoes superiores, ou seja, mostrar que o
operador P = d; — ¢(t)d, continua sendo globalmente G* resoltivel em R™"*2 para n > 1. Para fazer

isso, vamos repetir a analise feita em dimensao 2, omitindo varios detalhes.
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Nesta secdo a notagao (¢, z,y) € R"*2 significa que t,z € R e y € R™.
Comecamos observando que o Lema 4.1 pode ser naturalmente estendido para a dimensao
n + 2, logo podemos considerar o espago F das fun¢des admissiveis para resolubilidade G* global do
operador P
E={f(t,z,y) € G5,.(R""?); (v, f) = 0, para todo v € ker " P}.

Definicao 4.9. Dizemos que um operador P é globalmente G° resoliivel em R™" 2 se, para toda f € E

ezistir u € G5, (R"*?) tal que Pu = f.

Para descrever melhor o espaco E, precisamos novamente caracterizar o nicleo ker f P. Comecamos
escrevendo

vty = Y. (4T e ker'P C D, (R"T?).
(&mELXL™

Como 'Pv = 0, segue da unicidade de representacao em séries parciais de Fourier em relacio
as variaveis x e y que

(c;lt - iic(ﬂ)ﬁ(t,f,n) =0, para {€Zene L (4.12)

Com uma argumentagao analoga a feita na secao anterior, como b nao muda de sinal e nao é
identicamente nula, entao by # 0, logo icy € iZ < £ = 0.

Logo as solugoes Gevrey 2m-periddicas de (4.12) sdo dadas por
e U(t,&,m)=0,8e E#£0,n€EZ"; €
e U(t,0,n) =C,,senecZ".
C el
Dados €, hy > 0, e escolhendo C,, tal que |C,| < 2—65 I teremos
™
~ 1/ S,
(B(,€), 2@ < Cllell, p, ™", para o € G5 (R). (4.13)

Concluimos portanto, pelo Teorema 2.13, que

oitay) = Y HLENEETTY = 3T 0(1,0,0)eY € D)5 (R"?).

(&n)ELXL™ nez™

Daqui segue que:
ker'P = {v € D) 5 (R"?); B(t,6,m) =0, se £ £0,n € Z" e 0(t,0,n) = C,y, sen €L,
C s
com |C| < = el , parae,C > 0},
27
e com uma argumentacao andloga a feita no Lema 4.3, segue que

E{fEG (R™F2); ZC—" ftOn)dxfOparatodonGZ”com
neLr
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|Cy| < %ed(é’")l%, para g, C' > 0}.
Agora considerando a ultradistribuicao vy definida por
o U5(t,&,m) =0, se (&) # (0,—);
e U;5(t,0,—7) =1,

é claro que v € ker P e portanto, para f € G§_(R"*?), tem-se que

27'r/\

27 ~
(vg, ) = Z c_, ; f(t,0,n)dx = ; f(t,0,n)dz.

nezzn

Portanto, concluimos que

27

E= {f € G5, (R"2); f(t,O,n)dx =0, para todon € Z”}.

0

Agora podemos mostrar que o operador P é globalmente G* resolivel em R™+2.

Teorema 4.10. Seja P = 9y — c(t)0,, com c(t) = a(t) +ib(t) de classe G5.(R). Se b nao muda de sinal

e b# 0 entao P € globalmente G° resolivel.

Demonstragdo. Dada f € E, queremos mostrar que existe u € G§_(R"*?) solugao de Pu = f. Mas

resolver Pu = f é equivalente a resolver, para todo £ € Z e n € Z", a equagao

d ) =R ~
(& - ieco)ate.m = Fie. .o, (4.14)
Como i€cy ¢ iZ < £ # 0, entdo as solugdes 2m-periddicas de (4.14), para £ # 0, sdo dadas por
1 T el T
U(’%fﬂ?)zm/o SN f(t — 7, & m)dr,
ou equivalentemente por
N 1 2m H(t e
u(t,&n):m/o SHUET (7 € ),

com H(t,r)=C(t—r)—C(t) — cor.

E, para ¢ = 0, uma solugao é dada por

t
%&W=Afmwwn

27rA

quando / f(r,0,n)dr = 0, o que ocorre pois estamos tomando f € E.

0
Por fim, célculos anlogos aos feitos no Teorema 5.5 mostram que u € G§_(R"*?) e portanto

segue que P é globalmente G* resolivel em R™+2, O
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5 PERTURBACOES GEVREY

Neste capitulo estudamos como termos de ordem zero interagem com a hipoeliticidade G*
global de operadores diferenciais da forma P = 0y — ¢(t)0,.

As duas principais referéncias nesta diregao sao os trabalhos [1] e [2] de A. Bergamasco, nos
quais o autor obtém resultados sobre a perturbacao de operadores globalmente hipoeliticos e globalmente
analiticos-hipoeliticos de primeira ordem e também de ordens superiores.

A forma como organizamos este capitulo é fortemente inspirada nos trabalhos de L. Takahashi
[9] e A. Kirilov [7], em que os autores estudam perturbacoes de operadores globalmente hipoeliticos da
forma P em dimensao 2 e n + 2, respectivamente.

Novamente, o diferencial de nosso trabalho é assumir o coeficiente ¢(t) é uma funcao de classe
G?®, bem como as perturbagoes. Os resultados obtidos sao extensoes naturais dos Teoremas conhecidos

e as técnicas de demonstragao foram adaptadas para o caso Gevrey.

5.1 Perturbagoes em R?

Nesta se¢ao queremos estudar como perturbacdes por fungoes A € G5, (R?) afetam a hipoeli-

ticidade G* global de operadores da forma
P = 8t — C(t)aw,

com ¢(t) = a(t) +ib(t) de classe G5 (R).
Mais precisamente, sabendo que P é globalmente G* hipoelitico, queremos identificar para
quais fungoes A € G5, (R?) o operador L = P — A(t,z) também serd globalmente G* hipoelitico.
Comegaremos pelo caso mais simples, supondo que a perturbacio A € G§_(R?) seja uma

fungao constante.

Teorema 5.1. Seja Ly = 0y — ¢(t)0, — A\, com c(t) = a(t) +ib(t) de classe G5, (R), s >1, e A€ C. Se

b nao € identicamente nula e nao muda de sinal, entao Ly € globalmente G* hipoelitico.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, podemos supor, sem perda de generalidade, que b(t) > 0 para todo
t € R. De fato, se b(t) < 0, basta aplicar a mudanga de varidveis ¢’ =t e 2/ = —z, que transforma o
operador Ly em LY = 9y — (—¢(t'))0p — A, com Im(—c¢(t)) > 0.

Suponha agora que u € D}, (R?) seja uma solugio da equagio Lyu = f € G5, (R?). Substi-

tuindo as representagoes de u em f em séries parciais de Fourier nesta equagao, pela continuidade do
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operador Ly (ver Lema 6.1) temos

Z(dt_lfc() ) (t,€)e't = th§ i€t

§EL 13/

Segue da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier que

F(t,6) = (;t — i&c(t) — A)ﬂ(t,g), Vé € Z.

Pelo Lema 6.3, a equagao (5.1) é equivalente a
d ) . —~
(4 it =2) (0800 ) = €O e, gz (5.2

1 2 t
com ¢p = 2—/ e(r)dre C(t) = / e(r)dr — cot.
T Jo 0

Como f(-,€) € G5, (R), segue do Lema 4.6 que (-, €) € G5, (R). Estudaremos as solugoes de
(5.2) utilizando o Lema (6.6), com v = —(i€co + A).

(5.1)

Como ¢y = ag +iby € A = a1 + iby, entdo

—(i€co + A) = —(a1 — &bo) — (b1 + Eao),
com by # 0 (pois b nao muda de sinal e b # 0). Logo
e Para £ =0,
o ye€IWl & N€iZ & a3 =0eb €Z.
e Para £ # 0,

o Seaj; =0, entdo v ¢ iZ, para todo £ € Z \ {0}.

o Seay #0e 3t ¢Z, entdo v ¢ iZ, para todo § € Z '\ {0}.

o Sear #0e gt €Z, entao existe § € Z \ {0}, com § = &.
o Se & £ &, entao v ¢ iZ.
o Se&=¢& eby +&ag ¢ Z, entao v ¢ iZ.

o Se & =& e by + &ag € Z, entdo v € iZ.
Analisando todas as possibilidades acima, notamos que em apenas dois casos teremos vy € iZ

e {=0,a1=0¢ b1 €Z;¢

og—b—eZ e bl—i—aO%eZ

Em todos os demais casos, nos quais v ¢ iZ, a solucao da equagao (5.1), obtidas pelo Lema
6.6, é dada por

-~ 1 o T T 7
“(tvﬁ)zm/ et f(t —r, )dr,
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ou equivalentemente por

_ 1 N iEH(h—1) T
ut, &) = m/{) e e ft+r&dr
a 1 2
com H(t,r)=C(t—r)—C(t) —cor, Cla) = / c(r)dr — coa, € ¢g = o c(r)dr.
0 s

Mostraremos que a sequéncia {u(-,&)}¢ez satisfaz as estimativas do Teorema 2.11, e portanto
u € G5, (R?).

Para nao sobrecarregar desnecessariamente a notagao nas contas abaixo, suponha que o caso
&= ‘“ €Zeb +a0 € Z nao ocorre. Ao final da prova trataremos esse caso separadamente. Passemos
a anahse dos casos em que £ > 0 e £ < 0.

Utilizando novamente os Lemas 4.6 e 4.7, basta repetir a andlise feita da demonstragao da
Proposicao 4.5, na pagina 40. Sejam a € Ny e £ > 0, entao

1 27

|5aﬂ(t7 £>| = ‘1_612‘”(5604_)\) o 8a(ei£H(t,T’)+/\’r‘f(t _ 7', g))d’f'

27
/(;

< 0/2“ Z (a)s ‘atﬁeigH(t,r)
o fza \P
<C/27rz(> ‘aﬁ 1EH (¢,r)

<Ccfha _551/5/ Z( ) ’atﬁeiEH(t,T)

O (e SHEIN F e — 1, )|

1
- ’ 1 — ei2m(§co+A)

dr

o ft —r,¢)

Crh P ((a — B))se < dr

((a—B))re 2 ar

B<a

< CCih%e —Efl“/ Z( ) CL(BY* (o = B))*dr
B<a

< CCrhe —*fl“/ 3 Chaly
B<a

< C27C(2C.h)*(al)*e 58"

Pelo Teorema 2.11, conclui-se que > (t, €)e™® € G, (R?).

Para £ < 0 a conta é andloga a fei§t>aoacima, bastando utilizar a forma equivalente de u(t, )
dada acima.

Por fim, para os ltimos dois casos , ndo sdo necessarias estimativas, pois pelo Lema 4.6, ja

temos que u(t, &) € G35, (R) em ambos os casos, e portanto u(t, £)e” € G5, (R?).

Concluimos assim que Ly é globalmente G* hipoelitico em R2. O
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Observagao 5.2. A Proposicao 3.12 é um caso caso particular do Teorema acima, com A = 0. Logo

sua demonstracao estd contida na prova acima.

A seguir, analisaremos o efeito de perturbagoes por fungoes Gevrey na hipoeliticidade G*

global de P.

Teorema 5.3. Se b € G5 (R) ndo muda de sinal e ndo € identicamente nula, e X = \(t,z) € G5, (R?),

entdo L = P — X\ € globalmente G* hipoelitico.

Demonstracio. Seja N(t,z) = A(t, ) — Ago, com

1 2 2m
00 = @2 )2/0 /0 A(t, z)dtde.
27 ~ 27 ~ 27 27
/ A(t,0)dt = / Nt,0)e%%dt = / / A(t, z)dtdx
0

2 27
/ / t.’Edtd.’E—(Zﬂ) )\00—0

segue que X € E. Recordando que E é o espaco das funcoes admissiveis para resolubilidade de P,

definido em (4.5).

Como

Segue do Teorema 4.4 que o operador P = 0; — ¢(t)9, é globalmente G* resolivel, logo existe
u € G5 (R?) tal que Pu = X. Esta informacao serd util a seguir, pois usaremos uma conjugacao
para mudar o problema de mostrar a hipoeliticidade G* global do operador L para o operador Ly,, =
Ot — ¢(t)0z — Moo, 0 qual ja sabemos ser globalmente G* hipoelitico pelo Teorema 5.1.

Vamos comegar mostrando que vale a seguinte conjugacao:
e “L(e"v) = Ly,,v,

para toda v € D, (R?). De fato,

s,2m

L u(t,2)) = (9 — (), — Alt,@))(e"v)

(Oru)e"v + e“(0v) — c(t)(Ozu)e v — c(t)e" (Dpv) — Ae' v

e"{(Oyu — c(t)0yu)v + O — c(t)0pv — Av}
= e"{(Pu)v+ 0y — c(t)0,v — Mv}

= e“{XU + 0w — c(t)0yv — Av}

= e"{ D\ — oo + O — c(t)Dpv — Av}

= e“{@tv —c(t)pv — )\OOU}

= euLAODU.
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Portanto, L é globalmente G* hipoelitico se, e somente se, Ly,, 0 é. Mas como b ndo muda
de sinal e nao ¢ identicamente nula, o Teorema 5.1 nos garante que L),, ¢ globalmente G** hipoelitico e

portanto concluimos que L também o é. O

Teorema 5.4. Seja a = a(t) € G5 (R) uma funcio a valores reais, A\ = \(t,z) € G5,.(R?) e considere

0s sequintes operadores perturbados
L=0,—a(t)d, — At,z), L=0—a(t)dy— Ao e L=20; —aody — Ao

27 27
com \gg = (271')72/ At, x)dtdx.
o Jo

Se ag ¢ (QUE®)entdo as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. L € globalmente G* hipoelitico;
2. L ¢ globalmente G*® hipoelitico;
3. Z:L € globalmente G*° hipoelitico;
4. Para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

|k1 — agka — Aoo| > e_eml’b)ll/sv para |(k1, k)| > C-.

Demonstra¢ao. A equivaléncia entre os itens 1 e 2 segue da conjugacao apresentada no Teorema ante-
rior, enquanto que a equivaléncia entre os itens 2 e 8 segue do automorfismo S exibido na Proposi¢ao

3.7. Por fim, a equivaléncia entre os itens & e 4 é apenas um caso particular do Teorema 3.2. O

5.2 Perturbagoes em R"*?
Nesta secao estudamos a hipoeliticidade G* global do operador
Ly =0y — c(t)0, — A(t,z,y), (5.3)

com c(t) = a(t) + ib(t) de classe G5 (R), s > 1, e A = A(t,z,y) de classe G5, (R"*?). Recordando que
a notacdo (t,r,y) € R"*2 significa que t,x € R e y € R™.
Observamos inicialmente que o operador P = 9; — ¢(t)9, nao é globalmente G* hipoelitico em

R™*2 para n > 1. De fato, considerar a ultradistribuicao
U= 175 ® 193 ® 6!} € D;,2W(Rn+2) \ Ggﬂ(Rn+2)7
entao, pela Proposicao 2.18, temos

Pu = (9 —c(t)d,) (1 ®1, ®34,)
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= (01) ®1; @6y —c(t)]; @ (0x1y) ® 6y
0€ Gy, (R*?).

Isso significa que neste capitulo nao faz sentido falar de perturbagao do operador globalmente
G* hipoelitico P, porém faz sentido perguntar se alguma perturbagao deste operador por fungoes Gevrey
resultard em um operador globalmente G* hipoelitico.

A resposta para esta pergunta é positiva e evidencia uma relagao nada intuitiva entre hipoe-

liticidade e injetividade. Comecemos analisando o caso de perturbagoes por constantes.

Teorema 5.5. Seja Ly o operador dado em (5.3), com A € C. Se b nao muda de sinal e nao é

identicamente nula, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. Ly € injetivo em G5, (R"F2);
2. N¢i(Z+ coZ);
3. Ly € globalmente G* hipoelitico.

Demonstragdo. (1. = 2.) Seja u € G§.(R""?) solugao de Lyu = 0. Escrevendo

u(t,z,y) = > A€ ) Y,
(&m)ELXL™

pela continuidade de L)y temos

o=tu=r X atsne ) = S (4 it + 0 Jate & e,

(&mELXL™ (&mezxzr

e da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier, temos

(;’t — (ige(t) + A))a(t,ﬁ, n) =0,

para todo (§,n) € Z x Z".

Pelo Lema 6.3, a equagao acima ¢é equivalente a

(5 - tiseo 420 e te. ) =

t 2m
com C(t) = / e(r)dr — apt e ¢ = i/ e(r)dr.
0 21 Jo

Finalmente, pelo Lema 6.5, a equacao acima possui solucao nao-trivial se, e somente se, o

nimero —(i€co + A) € iZ, o que é equivalente & dizer que A\ € iZ + icoZ = i(Z + coZ).

(2. = 3.) Seja u € D, (R"?) tal que Lyu = f € G5,.(R"?). Mostraremos que u € G (R""?)

8,27

analisando os coeficientes parciais de Fourier de u em relacao as varidveis x e y.
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Escrevendo

ult,z,y) = Y AL ) e,
(6.m)€ZX T

flbay) = > flt,&meEny),

(&,n)EZXL™

segue da continuidade de L)y e da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier que

o~

Fltsn = (5 = (et + ) Jatt.€on). viem) € 2 x 2",

E dos Lemas 6.3 e 6.6, as solucoes da equagao sao da forma

~

=~ 1 o Tt T
u(t,&,m) = W/o N (R L

ou equivalentemente da forma

~

~ 1 o —Ar i —r
u(t,g,n) = m/o e A eEH(t, )f(t+r,§,77)d7"7

1 2

com H(t,r)=C(t—r)—C(t) —cor, Cla) = /Oa e(r)dr — coary € ¢o = e(r)dr.

2m Jo
Como, por hipétese, A ¢ i(Z + coZ) segue que —(i€co + A) ¢ iZ para todo £ € Z, assim as
duas expressoes acima para u(t, &, n) cobrem todas as possibilidades.
Um célculo andlogo ao que fizemos na demonstracgao do Teorema 5.1 nos garante que u €

G5, (R"™2) portanto o operador Ly é globalmente G* hipoelitico.

(3. = 1.) Suponhamos que Ly nao seja injetivo em G§_(R"*2). Afirmamos que a aplicagao

Ly:D., (R?) = D\, (R?)

8,27 8,27

definida por Ly = 0; — ¢(t)d, — A ndo ¢ injetiva em G35, (R2).
Notemos, inicialmente, que se Ly nio ¢ injetivo em G§_(R"*2), entdo existe u(t,z,y) # 0 tal
que Lyu(t,z,y) = 0. Agora seja (to,zo,%0) € R™*? tal que u(to, 7o, y0) # 0 e consideremos a funcio

Uy, (8, 2) = u(t, z,yo). Logo uy,(to,zo) # 0 e temos que fo\uyo (t,x) = Lyu(t, z,y0) = 0, assim Ly ndo é

injetivo.
Assim sendo, existe ¢ Z 0 tal que E,\cp =0.
Por fim, seja u = ¢ ®@ v, com v € Dy, (R}) \ G5, (R}), entdo u # 0 e
Lyu = (ZMP) Qv = 07
e portanto Ly nao é globalmente G* hipoelitico. O
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Teorema 5.6. Dados s > 1, c(t) = a(t) +ib(t) € G5.(R) e A = A(t,z,y) € G5, (R"™2), considere os
operadores

Ly =0;—c(t)0; — A(t,z,y) e Lyy, =0 — c(t)dz — oo
1
com Apg = ——— At, z,y)dtdzdy.
00 (2m)+2 /[o,zw]nﬁ ( Y) Y
Se b nao € identicamente nula e nao muda de sinal, entdo
Ly ¢é globalmente G*® hipoelitico <= Ly, € globalmente G*° hipoelitico.

Demonstragdo. Seja X(t,x,y) = A(t, z,y) — Aoo. Como
/ X(t, x,y)dtdxdy = 0,
[0,27]7+2

segue que X € E, o espago das fungoes admissiveis para resolubilidade G* global do operador P (ver

definigao 4.9)

Como o operador P é globalmente G* resolivel, existe u € G5, (R"*?) tal que Pu = \.
Repetindo os céalculos que fizemos na demonstragao do Teorema 5.3, prova-se a validade da
conjugacao

e “L(e"v) = Ly,,v,

,

para toda v € D;,QW (R"*2). Daqui segue que Ly ¢ globalmente G* hipoelitico se, e somente se, Ly, ¢

globalmente G* hipoelitico. O
O seguinte Teorema sumariza os resultados dessa secao.

Teorema 5.7. Sejam L e Ly,, como acima definidos Se b ndo € identicamente nula e ndo muda de

sinal, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. Ly, € injetivo em G5 _(R"F2);
2. Xoo & i(Z + coZ);
3. Ly, € globalmente G*° hipoelitico.;

4. Ly € globalmente G® hipoelitico.
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6 APENDICE

Reunimos neste capitulo alguns resultados auxiliares utilizados no texto.
Lema 6.1. Considere o operador
L =0 —c(t)0, — A(t,x),

sendo c € G5_(R) e A € G5, (R?). Nestas condicoes, L : D, (R?) — D, _(R?) é continuo.

8,27 s,2m

!

Demonstragio. Seja (Tn)nen C D) o (R?) tal que T,, — 0 no sentido de D/ , (R?). Queremos mostrar

que (LT,)nen também converge para 0 no sentido de D’ , (R?).

s,2m
Para toda ¢(t,z) € G5, (R?) temos

(LT, ¢) = {(0r — c(t)00 = At, 2))Tn, )
= (0T, — c(t)0, Ty, — A(t, )Ty, &)
= (O Th, > — < c(t)0sTh, d) > — < (A(t, )Ty, P)
= — (T, 000 > + < T, c(t)0,0) > — < (T}, N(t, 2) )
= (T, =019 + c(t) 02 — A(t, 7))
= (T, 'L¢)

(R2) e 'L¢p € G5, (R?), temos que

e como T;, — 0 no sentido de Dy 5,

< LTy, ¢ >=<T,, tL(b >— 0.
Portanto L é continuo. O

Lema 6.2. A regra de Leibniz para a derivada do produto de duas funcoes continua vdlida quando o

sequndo termo € uma ultradistribuicao Gevrey.

Demonstragao. Sejam f € G5 .(R), u € D, , (R) e ¢ € G5 (R), temos que:

s,2T

(GU@uo0) = (1o)== {urgo) == (w0 - 41-0)
- <u Z(f¢>> " <u5tf - ¢> - <fjtu7¢> " <jtf-u,¢>
- <fjtu+ Zf-u,¢>> = <jtf-u+fjtu,¢>-

d d d
fu)—ﬁfu—i—f%u O

L —
080: 75
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Lema 6.3. As sequintes equagdes sao equivalentes:

(5 00 )t = st (6.1)
e <5t - bo) <eB<t>u(t)> = e Plg(1), (62)
S

com u € D, (R?), b, g € G5,.(R), by b(r)dr e B(t) =[5 b(r)dr — bot.

:%0

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que B : R — C estd em G35 (R?) e como e* (z € C) é fungio
inteira, segue que e~ 2®) € G5_(R?) e portanto e BMu(t) estd bem definida.

Antes de mostrarmos a equivaléncia, notemos que para ¢ € G3_(R?) arbitraria, vale

() (0w0)-0) = (o) n(er0w0).0)

- <—(b(t) —bo)e BWu(t) + e_B(t)jtu(t),¢> — <b0 (e—B<t>u(t)),¢>

~B(t —B) 4
= <—b(t)e B®uy(t) +e B()dtu(t),¢>,

((a)erman) - femlarod) e

Agora mostremos as equivaléncias.

ou seja, vale que

e Suponhamos u € D}, (R?) que seja solugao de (6.1), entéo:

(G- m) (20u0) o) = {20 (5 =00 Juto).0) = (=2 gt0).0)

ou seja, se u(t) é solugao de (6.1), entdo e~ ZMwy(t) é solugio de (6.2).

(6.2) = (6.1)

Suponhamos agora w € D', , (R?) solucio de (6.2), entdo:

s,2m

<e—B(t)g(t),¢> = <<jt - bo) w7¢> — <e—B(t) (ccllt _ b(t))eB(t)w(t)7¢>

logo (:iit - b(t)) eBWaw(t) = g(t), ou seja, se w é solucdo de (6.2), entdao eZ®w é solucio de (6.1). O

Lema 6.4. 1. Seu € G5 (R) eu =0, entao u = cte.

27 t
2. Sejam u,g € G5..(R) com / g(r)dr =0 tal que u' = g, entdo u = cte +/ g(r)dr.
0 0
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Demonstra¢io. 1. Como u € G5 (R), entao

0= Dun) = L[ Yaee | Yty

£z 13/

logo pela unicidade dos coeficientes de Fourier, segue que i€u(§) = 0, para todo & € Z. Assim,

u(€) =0 se £ # 0. Portanto, temos

u(t) = Z a(&)e = u(0) = cte.

€L

2. Sejam uy e ug € G5 (R) tais que uj = g e u, = g. Temos (u; — u2)’ = (u) —u)) =0 e pelo item

anterior, segue que u; — Ug = ¢, OU seja, u; = ¢ + us, sendo ¢ uma constante.

t
Note que ug(t) = / g(r)dr € G5, (R) é uma solugao de u(t)’ = g(t), assim
0

u(t)y=ug+c=c+ /0 g(r)dr.

Lema 6.5. Se v € C, entdao a equagdo

(jt + 7) u(t) =0 (6.4)

admite tinica solugdo em G35 (R) ndo-trivial se, e somente se, y € iZ. Se € iZ, entdo u(t) = Ce™?,

CeC.
Demonstragao. Por fator integrante, as solugoes de (6.4) sao da forma:
u(t) = Ce ™, C cC.
Para que u seja 2m-periddica, devemos ter que
u(t) = Ce ™ = Ce 2™ — y(t 4 271),

—A\27

e isso ocorrera se, e somente se, e =1, o que ¢é equivalente que Re(A) = 0 e Im(\) € Z. Portanto

h& solugao nao-trivial apenas quando A € iZ. O

Lema 6.6. Sejam v € C, g € G5, (R) e a equacdo

(jt +7>U(t) —g0). (6.5)

Nestas condicoes, temos:
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1. Se v ¢ iZ, entio (6.5) admite inica solugao em G5 (R), a qual pode ser escrita como:

1 27 .
U(t) - m/o e g(t — T')d’l"7 (66)

ou de forma equivalente,

u(t) = ! I /0 ' e g(t + r)dr. (6.7)

e2my —

2m
2. Seye€il e / e "g(r)dr =0, entdo uma solugdo de (6.5) é dada por
0

u(t) = efvt/() e g(r)dr. (6.8)

Demonstragdo. Suponha que «y ¢ iZ. Multiplicando a equagao (6.5) por €7* obtemos

L) = 7 ult) + e ut) = ¢ Sult) + (ertu(n) = (1)

logo, segue do lema 6.4 que

¢
u(t) = Ce™ +/ T g(r)dr.
0

Observe que u é uma funcao Gevrey com u(0) = C e da condigao u(0) = u(27) obtem-se

1 27
C == WA eifyrg(’f‘)dT.

Como e=2™ — 1 # 0, pois v ¢ iZ, entdo
1

2 t
w)= gy [ g+ [0, u(0) = e,

donde
1 27
u(t) = W/o e"g(t — r)dr.
Uma vez que g é 2m-periddica, segue que u também o é.

Verifiquemos que (6.5) admite unica solugdo. Para tanto, supondo uy,us € G5 (R) solugoes
de (6.5), segue que u; —uz € G5 (R) é solugao de (;lt +7> u(t) = 0 e pelo lema 6.5, tem-se u; —us =0
e portanto u; = us.

A equivaléncia entre as equagoes (6.6) e (6.7) é imediata, o que conlui a prova de 1.

d
Considere agora v € iZ. Se u é solucao de (6.5), entao a(e'ytu(t)) = e7g(t) e pelo lema

t

6.4, item 2, segue que u(t) = Ce™ 7 + / e’ tg(r)dr. Temos também que u é funcio Gevrey, com
0

u(0) = C = u(2m).

Para verificar que u é 2w-periédica, note que

t+27
u(t +2m) = u(t) = Ce™ V27 4 / e"’r_(t+2”)g(r)dr
0
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t+27
_ Ce—'yt+27r+e—’y(t+27r)/ e ( )d?"

2 27
706 'yt+27r_|_e 'yt+27r </ / +t> 677" )d’l"
2w
:e'yt{/ e'ys()dS—FC}— u(t).
0

Por fim, tomando C' = 0, obtem-se a solucao

u(t) = 67’%/0 e g(r)dr.

Lema 6.7. Sejam cog = ag +iby e A = ay + iby, com by > 0. Entao existe C > 0 tal que

|1 _ 6271‘()\+i£C())|71 < C (69)

para todo § € Z\ {0};
Demonstracao. Dividiremos a andlise em 3 casos:
e CasoE=0ea; #0oué=0eb ¢Z.
E claro que e2™ # 1, logo |1 — e¥™| = Cy > 0.
e Casoa; <bpe&=1,2,---.
Observemos que &by > by = (ay — £b)2m < (a1 — bg)2m = e(@17800)2™ < p(a1=00)27 T 600
|1 _ 6277()\+i560)| >1— |627r()\+i§co)| —1_ ‘e(a17§b0)2ﬂ'|

>1-— |e(01—b0)2ﬂ'| =1 — ela1—b0)2 =C, >0

e Caso 0<by<a;eé&=1,2---
Seja & = {Zl], sendo &y < ay/bp <&+ 1, & € N.
0

Para £ > &y + 1, temos

bo&2m > bo(&o + 1)2m = [a1 — bo&]2m > [a1 — bo(&o + 1)]27

= eln—bog]2m < plar—bo(So+1)]2m

logo

|1 o 627T()\+’i560)| Z 1— e[a17b0§]2ﬂ' Z 1— [al bg(§0+1 ]27!' C > O

Para £ = &y e § = —, temos que i€co + \ € iZ < by + Eag ¢ Z. Logo

- ezn(A+iECO)| =1 ei(bl+ano)2ﬂ|
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= |1 — COS((bl + 50(10)271') - isin((bl + 50(10)277”

> |1 — cos((by + &pag)2m)| = C5 > 0.

Para € =&y e &y < %, temos que i€co + A ¢ iZ. Logo
0

|1 o 627r()\+i§t:‘0)| Z 1— e(a1+£oa0)2ﬂ' — C4 > 0.

Para £ < & — 1, temos que 1 — e27(AFi€c0) £ () Jogo
|1 — 27 OHico)| > min{|1 — 2 A+l ¢ =12 ... & —1} = C5 > 0.

Logo, tomando C~1 = min{Cy, C1,Ca, C3,Cy, C5}, temos que

|1 _ eQTI’()\-‘r’LfC())|—1 S C.

Lema 6.8. Dado € > 0, existe C > 0 tal que

1
el < Oty geznaczy.

€

1 _
Demonstracio. Considere f(t) = tl*le==*  para t € R. Nao ¢ dificil verificar que # = (22)* maximiza

a funcao f(t). Note que

k
ol =3 lof® o |04|'a'.
= Kl T ol

Utilizando que |a|! < nl*l/(a!), obtemos que

la
% < lal!t < nlol(al).
e

Entao, para todo ¢t € R, vale que

1
s

s|lal
et g0 < g0 < () e
s\ sla |a|la\ s s\ slal o
N 2 s|a 18
(5) ( elal = (s) (o)
= Clol(al)s,
sendo C. = (). Substituindo ¢ por |{| segue o resultado. O

Lema 6.9. Sejam S € Z,,5>1 e R € R. Entdo

|
> (m1 -+ M)} ks _ gy 4 RYF,

| |
A miy:...mga:

sendo A(B) = {(m1,...,mg) € Zi : Z?:l jmj = p}. Em particular, para R =1,

3 (m1+---+mg)! 9B—1.

| |
A(B) my:...mg:
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Demonstracao. Caso R = 0 é imediato, portanto considere R # 0. Defina as seguintes fungoes

1 .
ga)=1—=3"a, i<t

j=0
e
iz — _
f@)=1—%— =) =Y Ri(z-1) |R(z —1)] < 1.
7>0
Nao é dificil ver que g\ (0) = j! e fU)(1) = R’j! para todo & € Z, . Note que
fog(x) 11—z 1 1
) xTr) = = —x
g 1—2(1+4R) 1—-z(1+R) 1—-2(1+R)
=> 21+ RY =) 2’1+ Ry
72>0 720
=1+ /(14 Ry —a?(1+R™!
Jj=1
=1+ a/(1+R'R,
jz1

para |z(R+ 1)| < 1. Entao (f 0 g)?(0) = B!(1 + R)?~!R. Substituindo as respectivas derivadas de f, g
e f o g na férmula de Faa di Bruno segue o resultado. O
Lema 6.10. Sejam 8 € Z+,8 > 1 e (my,...,mg) € A = {(m1,...,mg) € Z’i : Z?lemj = B}.
Definindo [](8) = H L(GYsH™i temos que

((my+ -+ +mg)) T[(B) < (ma+ -+ + mp)l(B)*

~ . . Al I S
Demonstracdo. Primeiramente note que a sequéncia ag = (5!)7-1 ¢é crescente.

De fato, basta observar que

age1 (B 1))7 _ <((5+1)!)ﬁ1>w1—1>

as (87T (Bh?
_(BHDAB+DYPNTT (417 T
(FGroy ) (Gem) =t

s—1

Logo, para 1 < j < n, temos que (! )J T < (B1)P=1 e portanto

Jjg—1

@Gt < (B ThH =,

Disso segue que

mo+2mg+...(B—1)mpg

LI = @) =Hm=(@) =)™ ... (B ~H)™ < ((8Y*) P ;
e que
(mi+..mg)—1

((ma+ 4 mg))* = (a4 ma)l(my + -+ mg) )70 < (ma o b ma)l((BY) T

pois 1 < (my + --- +mg) < (. Finalmente, multiplicando essas duas tultimas desigualdades segue o

resultado. O
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