UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

MATEUS PERES GENARO

TERMODINAMICA QUANTICA DE SISTEMAS SIMPLES

CURITIBA
2019



MATEUS PERES GENARO

TERMODINAMICA QUANTICA DE SISTEMAS SIMPLES

Dissertacdo de mestrado do Programa de Pés-
Graduagao em Fisica do Setor de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal do Parana,
como requisito parcial para a obtencdo do
grau de "Mestre em Fisica".

Orientador: Prof. Dr. Alexandre Dias Ribeiro

CURITIBA - PR
2019



Catalogacao na Fonte: Sistema de Bibliotecas, UFPR
Biblioteca de Ciéncia e Tecnologia

G324t Genaro, Mateus Peres
Termodinamica quéntica de sistemas simples [recurso eletrénico] / Mateus
Peres Genaro. — Curitiba, 2019.

Dissertacéo - Universidade Federal do Parana, Setor de Ciéncias Exatas,
Programa de P6s-Graduagéo em Fisica, 2019.

Orientador: Alexandre Dias Ribeiro .

1. Termodinamica. 2. Teoria quantica. 3. Optica ndo-linear. I. Universidade
Federal do Parana. Il. Ribeiro, Alexandre Dias. Ill. Titulo.

CDD: 536.7

Bibliotecario: Elias Barbosa da Silva CRB-9/1894




MINISTERIO DA EDUCACAO

SETOR SETOR DE CIENCIAS EXATAS

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGAO
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO FiSICA - 40001016020P4

TERMO DE APROVACAO

Os membros da Banca Examinadora designada pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduagdo em FiSICA da Universidade
Federal do Parana foram convocados para realizar a arguicdo da Dissertacdao de Mestrado de MATEUS PERES GENARO
intitulada: "Termodinamica Quantica de Sistemas Simples", apés terem inquirido o aluno e realizado a avaliagao do trabalho,

sa0 de parecer pela sua B‘\ﬂ oV G g no rito de defesa.

A outorga do titulo de mestre esta sujeita 8 homologacao pelo colegiado, ao atendimento de todas as indicacdes e corregoes

solicitadas pela banca e ao pleno atendimento das demandas regimentais do Programa de Pds-Graduacéao.

CURITIBA, 21 de Maio de 2019.

wiwﬂu T\/V\Q/) ﬁ.\l«. W
ALEXANDRE DIAS RIBEIRO
Presidente da Banca Examinadora (UFPR)

PAULO HENRIQUE SOUTO RIBEIRO
Avaliador Externo (UFSC)

Centro Politécnico - Prédio do Setor de Ciéncias Exatas - 1° Andar - CURITIBA - Parana - Brasil
CEP 81531-980 - Tel: (41) 3361-3096 - E-mail: posgrad@fisica.ufpr.br



AGRADECIMENTOS

A minha familia;

» Ao meu orientador Prof. Dr. Alexandre Dias Ribeiro (UFPR) pela motivacao e influéncia
decisiva na minha formacao académica e cientifica;

A minha futura noiva Gabriela Siqueira;
« A companhia de danca JS Company;
* Ao Prof. Dr. Joniel Carlos Francisco Alves dos Santos (UFPR) pela motivagéo;

» Aos colegas e professores da pos-graduagao;

Ao CNPqg e a CAPES pelo apoio financeiro;
* Ao Programa de P6s-Gradugao em Fisica;

« A Universidade Federal do Parana.



"A natureza, ao nos fornecer combustiveis por todos os lados, nos deu o poder de produzir,
a qualquer momento e em todos os lugares, o calor e o poder impelente o qual

é o resultado disso. Desenvolver esse poder, apropriar-se disso

para o nosso uso, é o objeto de motores de calor”.

Nicolas Léonard Sadi Carnot

"A termodinamica, interpretada corretamente,
nao apenas permite a evolugcdo Darwiniana;
a favorece.”

Ludwig Boltzmann



RESUMO

Maquinas térmicas, realizacao de trabalho e irreversibilidade, todos em regime quantico,
sao apenas alguns dos assuntos que tem atraido o interesse de areas cientificas multi-
disciplinares para a recente linha de pesquisa conhecida como termodindmica quéntica.
Esta terminologia designa uma &rea da fisica que tem interesse em estudar aspectos e
conceitos termodinamicos usando o formalismo quantico. Assim como fez a termodinamica
em sua época de primeiras formulagdes, a termodindmica quantica se desenvolve para
entendermos como melhor manipular as energias dos sistemas de interesse, a uma escala
quantica, e, assim, expandir as fronteiras do conhecimento e da tecnologia. Nesta disserta-
cao, faremos um breve resumo dos principais conceitos desenvolvidos neste contexto, e
apresentaremos algumas de suas simples aplicagcoes. Além disso, como parte de nossa
contribuicdo ao tema, revisitaremos o processo de Conversdao Paramétrica Descendente,
abordando-o através desta nova perspectiva.

Palavras-chave: Termodinamica Quantica, Optica Nao-Linear, Conversio Paramétrica
Descendente, Trabalho Quantico.



ABSTRACT

Thermal machines, work performance and irreversibility, all in quantum regime, are just
some of the subjects that have attracted the interest of multidisciplinary scientific areas to
the recent line of research known as quantum thermodynamics. This terminology designates
an area of physics that is interested in studying thermodynamic aspects and concepts using
the quantum formalism. Just as thermodynamics did in its earliest formulation, quantum
thermodynamics develops to better understand how to manipulate the energies of systems
of interest in a quantum scale, and thus to expand the frontiers of knowledge and technology.
In this dissertation, we will briefly summarize the main concepts developed in this context,
and present some of its simple applications. In addition, as part of our contribution to the
theme, we will revisit the parametric down conversion process, approaching it through this
new perspective.

Keywords: Quantum Thermodynamics, Nonlinear Optics, Parametric Down Conver-
sion, Quantum Work.



2.1
2.2
2.3
2.4
2.4.1
2.4.2
2.4.3

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3
4.4

Conteudo

1 INTRODUGAOD . . . ..ttt ittt ettt e e et 8
2 TERMODINAMICA NO AMBIENTE QUANTICO . . . ........ 18
Calor, Trabalhoe Entropia . . . . . . .. .. .. ... ... ....... 18
Caracteristicas de Comportamento Termodinamico . . . . . . . . . . 23
Processos de uma Maquina de Carnot sob Descricao Quantica . . . 29
Maquina Térmica Quantica . . . . . . ... ... ... ......... 33
Calor e Trabalho em um Sistema Tripartido . . . . . . ... ... .... 33
O Motorde Quatro Tempos . . . . . . . . . . . . 36
A Equagdodelindblad . . . .. ... ... ... ... 39
3 OPTICAQUANTICA . . . .. ittt e M
Abordagem quantica na interacao atomo-campo . . . . ... .. .. a1
Trabalho quéantico de um unicoféton . . . . . .. ... ... ... .. 43
4 CONVERSAO PARAMETRICA DESCENDENTE . ......... 47
Conversao Paramétrica Descendente Espontédnea . . . . . . . . . .. 47
Conversao Paramétrica Descendente Estimulada . . . . . . . . . .. 50
Dindmicaquantica . . . . . . ... ... ... ... 51
Trabalho e Calor Quanticos . . . . . . .. ... ... .......... 60
5 CONCLUSAO. . . . . . ittt ittt e e e e e e s 64

A EVOLUGCAO TEMPORAL EM SISTEMAS QUANTICOS ABERTOS 66

B AREPRESENTACAODEINTERACAO ............... 69
C CALCULODE [pM(£)) v vttt e e e e e et e e e 71
D CALCULODE [ (1)) © v v v ittt e e e e e e e n 73
E CALCULODE [ (1)) v v v v et e e e e e e e e e 77

BIBLIOGRAFIA . . . . . . . e e 81



CAPiTULO 1

Introducao

A termodinamica foi desenvolvida inicialmente para lidar com sistemas macroscépicos [1],
durante a revolucao industrial, como uma teoria fenomenologica e pratica para avaliar o
desempenho de um motor a vapor. Essa teoria mostra, por exemplo, que nunca se pode
converter calor em trabalho, em um processo ciclico, com uma eficiéncia que ultrapasse o
parametro dado pela eficiéncia de Carnot [2]. Dado o0 enorme sucesso alcancado, a teoria
vem sendo utilizada em inimeros sistemas e aplicacdes, desde entao, superando inclusive
seu apelo tecnolégico original. Com o passar do tempo, a termodinamica se tornou um
dos pilares da fisica teorica, desenvolvendo leis fundamentais que relacionam observaveis
macroscopicas como temperatura, pressao, volume, etc. Relagdes estas que podem ser
formalmente expressas através das fung¢des de estado, como, por exemplo, a sua energia
interna U ou entropia S.

Primeiramente, antes de detalhar os conceitos principais da termodinamica, é importante
entender genericamente o que caracteriza um sistema termodindmico. Este deve apresentar
caracteristicas macroscopicas, de homogeneidade, isotropia, € livre de cargas elétricas,
quimicamente inerte e suficientemente “grande” [3]. Ainda, o (macro) estado desse sistema
pode ser descrito por um conjunto completo e independente de macro variaveis, mais
conhecidas como variaveis de estado F;,emquei = 1,2,...,n. Adimensao n &, geralmente,
considerada muito menor que o numero de variaveis microscopicas do mesmo sistema, ou
seja, as variaveis macroscopicas nao definem exatamente o seu comportamento completo,
mas, sim, um comportamento “médio” do mundo microscépico.

As variaveis de estado macroscopicas F; sao divididas em duas categorias: extensivas
ou intensivas. As variaveis extensivas A; (como volume V e energia U) sao variaveis de
funcdes de estado homogéneas de primeiro grau. Tomando a energia interna U como
exemplo, isto significa que

U(AS,AV,AN) = AU(S,V,N), VA € RY, (1.1)
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onde N o numero de particulas do sistema. Para o caso particular em que A = 2, veja
que, dobrando a entropia, o volume e o numero de particulas, a energia interna também
deve dobrar. Ja as variaveis intensivas a; (como presséo p e temperatura T) sdo constantes
sob as mesmas operacgoes [4]. Para cada variavel extensiva A;, ha uma variavel intensiva
conjugada a;, emquei =1,2,...,n. Suponha que tenhamos em maos um macro estado
particular descrito exclusivamente por variaveis extensivas. Neste caso, geralmente, escolhe-
se a energia interna U ou entropia S como a fungcao de estado apropriada para descrigcao
do sistema. Para a obtencao de novas fungdes de estado, caso seja mais apropriado, é
possivel realizar uma transformacao de Legendre de modo a substituir a dependéncia com
relacédo a variavel extensiva A; pela sua conjugada intensiva a;.

Para a descricao de um sistema termodinamico como um todo, é preciso se ter infor-
macodes tanto sobre 0s seus subsistemas quanto sobre a interacdo entre eles. Nao ha
um sistema macroscépico verdadeiramente isolado na abordagem classica, pois, sistema
de interesse e ambiente constituem a particgdo mais fundamental do mundo fisico, o que
esta implicito a qualquer descricao fisica. Quando se trata de um sistema que € chamado
de ambiente, na descricdao termodinamica, isto quer dizer ele possui um numero muito
maior de graus de liberdade microscopicos, quando comparado ao sistema de interesse.
Na interagdo mencionada, o ambiente é dito capaz de alterar certas variaveis de estado
do proprio sistema de interesse, como volume V, temperatura T, presséo p, etc. Assim, é
possivel classificar o sistema composto (mais de um subsistema, e/ou sistema de interesse
mais ambiente) de acordo com os tipos de interacdo que apresenta. A partir do sistema
de interesse, as classificacoes sao: “Completamente fechado”, ou mais conhecido como
“isolado”, significa que nao ha qualquer troca de matéria ou energia; “fechado” significa
possibilidade de troca de energia sem troca de matéria; e “aberto” indica que ambas as
trocas (de energia e matéria) sdo possiveis. Essas formas de se inibir as interagdes entre
os sistemas podem ser feitas envolvendo o subsistema em um recipiente fechado, devida-
mente separando-o por paredes adiabaticas, fixas e impermeaveis, dependendo do tipo de
interacdo que se deseja manter.

A possibilidade de acessar e aferir quantidades fisicas de um sistema vem com o
postulado da existéncia de estados de equilibrio, assumido como um fato experimental fun-
damental. Considere um macro sistema isolado em um dado estado inicial. Apés um tempo
suficientemente longo, nomeado tempo de relaxagao, tal macro sistema isolado aproxima-se
de um estado que € definido como estado de equilibrio, também conhecido como estado
estacionario, em que o sistema nao deixara mais esse estado espontaneamente, de acordo
com a hipétese ergddica [5]. Fora do equilibrio, a complexidade da descricdo aumenta
consideravelmente, pois € possivel ter as multiplas variaveis de estado se alterando no
tempo simultaneamente. Em equilibrio, 0 nUmero de variaveis de estado independentes
torna-se minimo, e € dado por n. Ainda, em equilibrio, existem n equagdes de estado, ou
seja, relacdes entre macro variaveis extensivas e intensivas, que ajudam a especificar as



Capitulo 1. Introdugéo 10

1
P B
Al
P IB/
7
A \
2
P B
V
2
A
|4

Figura 1.1 — Diagrama que ilustra a quantidade trabalho total, realizada sobre o sistema, como uma diferencial
ndo-exata, através de graficos de pressdo p em fungdo do volume V. Os dois processos diferentes
(1 e 2) séo realizados partindo de um estado inicial A até um estado final B. As variagbes da
pressado e volume ao longo dos processos (grafico a esquerda) geram caminhos diferentes
na figura e, consequentemente, tem-se valores diferentes para a fungéo trabalho W = f pdV
(gréficos a direita).

propriedades experimentalmente verificaveis do sistema.

Considera-se uma sequéncia de mudancas de estado, através de um protocolo, defini-
das no espaco de estados das macro variaveis do sistema e seu ambiente, um processo
termodinamico. Ao se tratar de processos, estd sempre associado a caracteristica de rever-
sibilidade ou ireversibilidade. Um processo reversivel é aquele em que ha a possibilidade
de se inverter o seu sentido, ou seja, se for possivel conduzir o sistema de um estado A
para um estado B, é também possivel inverter o procedimento, levando o sistema de B para
A. Deve-se enfatizar que estes processos ocorrem apenas entre estados de equilibrio. Por
definicdo, um processo de relaxacdo de um estado fora do equilibrio para um estado de
equilibrio é dito como irreversivel. Essas nocdes ficardo mais claras apds a apresentacao
da segunda lei da termodinamica, adiante.

A descricao dos fendbmenos termodinamicos em detalhe frequentemente requer, além
das macro variaveis e da fungao de estado, algumas quantidades adicionais que sao fung¢des
das macro variaveis independentes F;. Por exemplo, nos procedimentos termodinamicos, a
realizacao de trabalho total W, em um processo ciclico fechado, ndo € independente do
caminho, ou seja,

7( SW £ 0. (1.2)
Tal quantidade nao é integravel e, portanto, é dita que ndo possui uma diferencial exata,
0 que caracteriza o aspecto de dependéncia no caminho, isto é, depende da forma de
como o processo € realizado, como ilustra a Fig. 1.1. Assim, pode-se definir uma variagao
infinitesimal como ;
SW=)_ %dﬂ-, (1.3)
i=1 91
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no entanto, tem-se que

0 W 0 IW

E possivel, em alguns casos (por exemplo, na primeira lei da termodinamica), a intro-
ducao de um fator integrante para a quantidade W, tal que a ultima relacéo seja satisfeita
para esta nova quantidade, passando a ser integravel. Fungdes de estado sao sempre
integraveis. As notagdes usuais para variacdes de uma quantidade f (ndo necessariamente
uma macro variavel) sdo colocadas da seguinte forma: df denota uma diferencial exata,
Jf uma mudanga infinitesimal (ndo necessariamente uma diferencial exata) e Af uma
mudanga finita de f.

Com esse conhecimento sobre alguns dos conceitos da teoria termodinémica até o
momento, para avangar e ser capaz de descrever com melhor precisdo um sistema fisico,
tomando como base a referéncia [4], discute-se as famigeradas leis da termodinamica:

* Lei Zero

Dado um sistema termodinamico isolado composto, existe um parametro empirico,
a temperatura T, tal que os n subsistemas interagentes estdo em um dito equilibrio
térmico se, e somente se, T, = T, = ... = Ts,, onde T, € a temperatura do
subsistema s;. Qualquer fungdo monotdnica g(T) também pode ser usada como uma
temperatura empirica [6].

* Primeira Lei

Para todo sistema termodinamico existe uma fungcédo de estado extensiva a qual é a
energia interna total U. Em um sistema isolado, U é invariante temporal,

sU = 0. (1.5)

E possivel alterar U apenas devido a transferéncia de energia externa: U = dU,y;.
Por exemplo, podemos exercer externamente uma variagao de volume V', implicando
em éU.yy = —pdV, onde p é a presséo do sistema. A varia¢cdo de energia, neste
caso, pode ser identificada, portanto, como a realizagao de trabalho sobre o sistema
OW = —pdV.

Agora, para sistemas termodinamicos fechados, a alteracdo da energia interna pode
acontecer através de uma contribuigdo adicional denominada calor Q. Sendo assim,
a primeira lei da termodinamica apresenta-se como

dU = 6Q + 5W. (1.6)

Tal expressao afirma que a mudanga na energia interna éU de um sistema fechado
é igual a quantidade de calor 6Q fornecida para o sistema, mais a quantidade de
trabalho total W realizado sobre o sistema, pelo seu entorno [7]. Note que 6Q, assim
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como éW, nao constitui uma diferencial exata por si s6, mas sim a soma dessas
quantidades. Conclui-se que, para qualquer caminho fechado no espag¢o de macro
estados,

7{ du =0, (1.7)
a qual constitui uma forma de conservacgao de energia. Portanto, pode-se afirmar que
nao existe um moto-perpétuo de primeiro tipo, ou seja, nao ha processo periddico em
que seja possivel extrair trabalho de um sistema sem a transferéncia de energia U ou
calor Q. Neste caso, periodico significa que a maquina esta exatamente no mesmo
estado apos cada ciclo, 0 que nao € necessariamente verdade para o ambiente [4].

« Segunda Lei

A segunda lei da termodinamica fala sobre a irreversibilidade dos processos naturais
e, em muitos casos, a tendéncia para uma homogeneidade espacial da matéria e
energia, e especialmente da temperatura. Uma das maneiras de se formular esta lei,
é feita por Clausius:

“Calor nunca pode ser transferido de um corpo mais frio para um corpo
mais quente sem alguma outra mudancga, conectada com o corpo, simulta-
neamente” [8, 9].

Como se é frequente a utilizacdo de maquinas térmicas para fins praticos ou teéricos,
uma alternativa importante da formulacdo da segunda lei faz uso do conceito de
moto-perpétuo de segunda espécie. De acordo com a formulacao de Thomson,

“E impossivel construir uma maquina operando periodicamente, que nada
faz além de transformar o calor de um unico banho em trabalho” [10],

onde, por “banho”, entende-se um sistema ambiente (por exemplo, um reservatorio tér-
mico) acoplado ao sistema de interesse. Nota-se que, neste processo, a conservagao
de energia do sistema composto é satisfeita, de acordo com a primeira lei.

A segunda lei é aplicavel a uma ampla variedade de processos, reversiveis e irre-
versiveis. Todos 0s processos naturais sdo considerados irreversiveis — dado que
ocorrem em um tempo muito menor que o tempo de recorréncia de Poincaré [11]—,
para um sistema composto. Classicamente, processos reversiveis sdo exercicios
tedricos uteis e convenientes para a demonstracdo da validade da teoria e melhor
entendimento da fisica, mas nao séo observados na natureza, de maneira geral. Por
exemplo, processos sem atrito de expansao e compressao adiabatica de um fluido.

Dado este cenario, uma outra fungéo de estado, além de U, se faz necesséria para
formalizar a segunda lei. Para qualquer sistema termodinamico simples fechado sob
um processo reversivel, encontramos que

_9Q
ds = ==, (1.8)
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onde, S é a entropia do sistema, Q € a quantidade de calor trocada no processo
e T a temperatura. A entropia, como fungdo dos parametros extensivos, constitui
uma equacao fundamental de um dado sistema, contendo todo o conhecimento
termodin&mico sobre ele [3]. Adicionalmente, como haviamos comentado sobre a
quantidade de calor Q nao ter diferencial exata, para este caso da Eq. (1.8), o termo
1/T é um fator de integracao para 6Q. Ja para o caso de processos irreversiveis, a
quantidade ndo é mais integravel.

De forma geral, para processos arbitrarios, tanto reversiveis como irreversiveis, tem-se

0Q
ds > ==, (1.9)

onde a igualdade é satisfeita somente para um processo reversivel. Durante o pro-
cesso irreversivel, a entropia € aumentada até que o sistema atinja o equilibrio. E
postulado que, em equilibrio, os parametros extensivos assumem valores que maximi-
zam a entropia S, restrita por leis de conservagao. Assim, de maneira geral, enuncia-se
a segunda lei, para um processo finito, como

Asz/%Q. (1.10)

Note que, caso o sistema esteja isolado, entdo 6Q = 0, implicando em AS > 0. Além
disso, enfatizamos que a aplicagdo da segunda lei, neste contexto, pressupde que
estados inicial e final sejam de equilibrio.

No caso de um processo reversivel, é postulado que a entropia de um sistema com-
posto € aditiva sobre cada um dos seus componentes, sendo esta uma funcao conti-
nua, diferenciavel e monotonicamente crescente da energia [3]. Assim, considerando
um sistema composto constituido, por exemplo, por dois sistemas termodinamicos
simples, A e B, devemos ter que

Sap(Ua + Up, Vg + Vp,Ng+ Np) = Sa(Ua,Va,Na)+ Sp(Up, Vg, Np), (1.11)

onde S4p e S, (Sg) sdo as entropias do sistema composto AB e do sistema A (B),
respectivamente. Suponha agora que A € 0 nosso sistema de interesse e B o sistema
ambiente. Dada uma variacao infinitesimal em S 4p = dS g = dSs + dSg = 0, para
um processo reversivel. Se, e somente se, essa condigao for satisfeita, um processo
pode levar o estado de entropia final do sistema para o estado inicial novamente,
sem violar a segunda lei. Ou seja, apds o0 processo reversao total, o sistema, bem
como o ambiente, estdo exatamente no mesmo estado inicial. Além disso, dado
S =S(U,V,N), o postulado de aditividade garante-nos que (9S/oU) > 0.

E importante notar que as mudancgas na entropia sdo mensuraveis. Para isso, acopla-
se o sistema de interesse a um sistema ambiente controlado (que pode ser um
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banho/reservatério) e realiza-se um processo reversivel com AS 45 = AS4 + ASg = 0.
Para um processo isotérmico a temperatura T, pode-se identificar
0Q

T

AS 4 pode entao ser aferido por meio de troca de calor.

AS, = (1.12)

Em geral, através de experiéncias, garante-se que as formulacdes da segunda lei da
termodinamica sao satisfeitas. No entanto, n&o é possivel provar essa lei dentro da
teoria fenomenoldgica da termodinamica. Paralelamente, a area da fisica estatistica
tem feito numerosas tentativas de mostrar exatamente isso.

 Terceira Lei
De acordo com o teorema de calor de Nernst, para todo sistema termodinamico sob
um processo isotérmico reversivel, temos que

lim AS — 0, (1.13)
T—0

independentemente dos parametros extensivos ou intensivos [12]. Os calores espe-
cificos vao a zero, para T — 0, consequentemente. Posteriormente, a partir deste
teorema, foi dada a origem da terceira lei por Max Planck, que afirma que a entro-
pia é nula para um sistema de material puro, perfeitamente cristalino e homogéneo,
para o qual seu estado fundamental assume somente uma Unica configuragéo na
temperatura zero absoluto [6].

A termodinamica usual ocasionalmente também & chamada de termodindmica de
equilibrio (ou termostatica), pois, de maneira geral, as variacoes de estado estudadas nao
tem uma dependéncia explicita do tempo, o0 que aumentaria a complexidade na descri¢cao de
um sistema. Como uma teoria fenomenolégica, a termodinédmica nao pode definir seu proprio
intervalo de validade [4]. Assim, a teoria ndo apresenta nenhum conjunto de regras formais
que se possa usar para determinar a emergéncia de um comportamento termodinamico de
um sistema qualquer.

O panorama macroscopico da termodinamica de equilibrio esta, até entao, bem for-
mulado. Contudo, quando usamos uma lupa para investigar um sistema do ponto de vista
microscoépico, a termodinamica padrao perde o seu significado. Porém, ha de se esperar que
uma descricao microscopica, fundamentada em fisica estatistica, concorde com os resulta-
dos da termodinamica. Formalmente, este regime de concordancia ocorre no conhecido
limite termodindmico, em que N — oo e V — oo, mas N/V = cte.

Para abordar essa situacao, Boltzmann postulou a conexao entre a entropia termodina-
mica e a descrigdo de micro estados de um sistema isolado em equilibrio termodinamico,
com as variaveis U, V e N fixas, através da equacgao

S=kglnQ(U,V,N), (1.14)
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onde kg é a chamada constante de Boltzmann e () é o niUmero de micro estados acessiveis
do sistema sob as restrigdes atreladas ao macro estado em questao [5]. Tal expressdo mate-
matica é conhecida como principio de Boltzmann. O nimero de micro estados acessiveis
() é frequentemente chamado de peso estatistico ou, ocasionalmente, peso termodinamico.
De forma consistente ao postulado de aditividade na Eq.(1.11), a entropia na Eq.(1.14)
€ uma quantidade extensiva, no sentido de que, por exemplo, dois sistemas com pesos
estatisticos ()(1) e (3(2) tém o peso conjunto (}(1) - (A(2) e a entropia total de ambos os
sistemas S = kp(In (1) + In Q(2)).

O quantidade () é representada pelo conjunto de pontos no espaco de fase para cada
micro estado acessivel (ou, por exemplo, o conjunto de autoestados de um modelo quantico),
constituindo o chamado conjunto estatistico [3]. Nesta ideia ja se insere o postulado de
iguais probabilidades a priori, que diz: “Para um sistema estatistico fechado, com energia
fixa, todos os micro estados acessiveis sdo equiprovaveis” [3]. Este conceito é, por sua vez,
sustentado pela afirmacao de que o sistema termodinamico deve ser quase-ergddico, isto
€, a trajetdria descrita pelo sistema no espaco de fase passaria infinitesimalmente proxima
a cada possivel micro estado durante a sua evolugcéao temporal, permanecendo 0 mesmo
tempo em torno de cada ponto. Deste modo, também seria permitido substituir a média
temporal pela média no ensemble.

Essa suposicdo de probabilidades iguais, a priori, representa, de certa forma, um
reconhecimento sobre a nossa ignorancia sobre o estado microscépico do sistema. No
espagco de fase classico, a densidade p(q, p, t) contém a probabilidade de encontrar um
ponto no espago de fase na posigdo (q, p) no instante de tempo ¢, que deve ser constante na
regido acessivel ao sistema (dentro da respectiva superficie energética) e nulo fora dele, em
concordancia com o teorema de Liouville. Nesse caso, pode-se construir adequadamente
uma densidade normalizada usando a definigao

1
— = cte, E<H((q,p) < E-+JE,
o@p =4 a 77 "= (lap)<E+ (1.15)
0, caso contrario,

onde o conjunto estatistico definido por essa densidade especial p € chamado de ensemble
microcanénico [4]. No caso de sistemas quanticos ou modelos discretos, a probabilidade
€ dada simplesmente pelo inverso do numero () de micro estados acessiveis do sistema.
Definida a distribuicao de probabilidade associada ao conjunto estatistico, pode-se aplicar
os métodos usuais de teoria da probabilidade.

Além do ensemble microcanénico, lembramos que também é possivel definir novas
formas de se categorizar os tipos de interacdo em um sistema composto (sistema-sistema ou
sistema-ambiente), em equilibrio estatistico. Nota-se que diferentes vinculos macroscépicos
levam a diferentes tipos de conjuntos, com caracteristicas estatisticas particulares. Esses
tipos de conjuntos sdo: ensemble microcanénico, no qual, conforme ja apresentamos, a
energia e a quantidade de matéria do subsistema de interesse sdo mantidas fixas (anéalogo
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de um sistema isolado); ensemble candnico, no qual a temperatura e a quantidade de
matéria do subsistema de interesse sao mantidas fixas (analogo de um sistema fechado); e
ensemble grande candnico, no qual ambos os parametros de energia e temperatura sao
livres (analogo de um sistema aberto).

Com Boltzmann, cujo trabalho estabeleceu a conexao entre as leis deterministicas de
movimento de Newton e as idéias termodinamicas, uma teoria estatistica foi desenvolvida de
forma a conectar comportamento microscdpico com as variaveis macroscopicas emergentes.
Dentro do alcance da mecanica estatistica de equilibrio, esta é considerada uma teoria
bem estabelecida e bem sucedida. Entretanto, pouco se sabe sobre os processos fora do
equilibrio.

O advento da teoria quantica mudou a abordagem usada na descricdo em um nivel mi-
croscopico e introduziu novas questdes sobre como as propriedades de algumas particulas
se manifestam em uma teoria estatistica, a partir da qual, novas interpretacdes das leis
termodinamicas emergem. Na verdade, em sistemas quanticos, geralmente, a dinamica €
mais facil de lidar devido ao costumaz reduzido nimero de particulas. No entanto, neste
contexto as flutuagdes tornam-se primordiais e devem, portanto, ser incluidas na descrigao.
Essas flutuagbes aleatérias, presentes tanto por causa das reduzidas dimensdes dos siste-
mas, quanto pela prépria natureza quéantica da descricao, também afetam as quantidades
termodinamicas, como trabalho e calor. Um belo exemplo, que envolve conhecimentos
interdisciplinares, é o uso de pingas épticas para dobrar e desdobrar moléculas individuais
do RNA[13].

A terminologia Termodinamica Quéntica pode ser vista como uma area da fisica com
interesse em descrever aspectos e conceitos termodinamicos, usando uma abordagem
microscopica baseada em mecéanica quantica. Por exemplo, estudar as quantidades termodi-
namicas (como temperatura, calor, trabalho e entropia), as leis da termodinamica, maquinas
de calor, entre outros assuntos. Este novo campo abre espacgo para o envolvimento de
muitas areas de pesquisa, incluindo a fisica estatistica [14], teoria de muitos corpos [15],
fisica mesoscopica [16], fundamentos da fisica teorica [17, 18] e outras.

Nesta dissertagdo, pretendemos inicialmente revisitar conceitos basicos da termodina-
mica — como calor, trabalho, entropia, etc —, assim como suas leis fundamentais, através
de uma descricado microscopica quantica. Como estas duas abordagens, em principio,
parecem ndo conversar entre si, consideramos pertinente mostrar, mesmo que brevemente,
algumas dire¢des tomadas para se conectar algumas propriedades da descricao quantica
com comportamentos termodinamicos que dela podem emergir. Estes dois topicos sao
tratados no proximo capitulo (Cap. 2), que se encerra com outras duas sec¢des. A primeira
traz uma ilustracao da discussao sobre termodinamica quéantica para um sistema simples;
uma particula confinada em uma caixa unidimensional intransponivel. A segunda se¢ao
introduz o tema no contexto de maquinas térmicas simples.

Em seguida, no Cap. 3, dedicamos nosso estudo a tdpicos pertencentes a area de
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Optica quantica, de onde reunimos as ideias para desenvolver nossa contribuicdo original
ao tema dessa dissertacao. Em uma primeira segao, apresentamos a teoria basica para se
descrever a interacao entre luz e matéria. Depois, apresentaremos os resultados publicados
na Ref. [19], mostrando que a termodinamica quéntica oferece uma definicdo consistente
para o trabalho realizado por um pulso de um Unico féton sobre um atomo de dois niveis. O
calor envolvido no processo também é estudado sob 0 mesmo formalismo.

Uma de nossas principais motivagdes para os resultados originais derivados no Cap. 4
encontra-se no artigo [19]. Com efeito, revisitamos outro fenémeno éptico bem conhecido,
a conversao paramétrica descendente, descrevendo-a de acordo com algumas diretrizes
da termodinamica quantica. Entende-de que tal fenémeno se manifesta quando um féton
(de bombeamento) incide em um cristal ndo-linear, sendo absorvido e gerando outros dois
fétons (sinal e secundario) de energias menores. Em particular, calcularemos o calor e 0
trabalho realizado pelo féton incidente sobre o cristal durante este processo, utilizando uma
estratégia bastante semelhante aquela da Ref. [19]. Finalmente, no Cap. 4.4, apresentamos
nossos comentarios finais.
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CAPITULO 2

Termodinamica no Ambiente Quantico

Considerada uma area de pesquisa recente e em desenvolvimento, a termodinamica
quantica, no presente momento, sofre de alguns equivocos e confusdo, como por exemplo,
com relagéo a conhecida auséncia de definicdes formais de calor e trabalho que possam se
aplicar inequivocamente a qualquer descrigdo de um dado sistema, assunto a ser estudado
a seguir, na secao 2.1. Sendo assim, ha a necessidade de explicacbes e esclarecimentos
na relagcao entre a teoria emergente e uma possivel, se redutivel, teoria subjacente. Caso
propriedades emergentes fossem o resultado inexoravel da teoria subjacente, poderia-se
abandonar esta, uma vez que torna-se redundante. Nessa dissertacao, considera-se que
a teoria subjacente trata-se da mecéanica quantica, enquanto que a termodinamica tem
o papel de teoria emergente. Contudo, é claro que nem todos os sistemas regidos pela
mecanica quantica podem ser descritos completamente somente pelas suas caracteristicas
termodinamicas. Assim, na secao 2.2, discutem-se critérios presentes nos sistemas em que
se espera um comportamento termodinamico. Para encerrar o capitulo, exemplos simples
de estudos no presente contexto sdo apresentados nas secdes 2.3 € 2.4.

2.1 Calor, Trabalho e Entropia

Nossa primeira tarefa é abordar, através de uma descricao de mecanica quantica, um
dos conceitos mais bem estruturados e frequentemente abordados dentro da termodinamica;
a conservagao de energia, expressa através da primeira lei (1.6).

Considere um sistema quantico no estado p, sujeito a um Hamiltoniano H. Usando o
formalismo matematico de fisica estatistica quantica [20, 21], temos que o valor médio do
observavel A para o estado definido por sua matriz densidade p vale

(A) = Tr[pAl. (2.1)
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Sendo assim, para a energia interna U do sistema, ou energia média, identificamos
U = Tr[pH]. (2.2)

Claramente, uma defini¢ao realista para este Hamiltoniano €, em geral, uma tarefa possivel-
mente complicada, dada a elevada complexidade dos sistemas tratados. Ainda, se estiverem
acoplados a um ambiente, o fato de se tratar de um sistema aberto torna a definicao do
Hamiltoniano do sistema ambigua [22], tanto mateméatica quanto experimentalmente. Em
ultima analise, a escolha do Hamiltoniano atribuido ao sistema deve contar com o conjunto
de operacdes e observaveis que se pode acessar experimentalmente. Em muitas situagdes
de interesse fisico, H pode ser identificado como o Hamiltoniano do préprio sistema ou um
Hamiltoniano efetivo, que incorpora o efeito do ambiente [23].

Para os nossos propdésitos, avaliaremos quando ha variagcdo de energia interna do
sistema, usando a Eq. (2.2), ou seja, quando o par (p(t); H(t)) varia no tempo, desde tg
até ty. A variag@o de energia interna média € dada por

AU = Tr[o(t;)H(tf)] — Tr[o(to) H(to)]- (2.3)
Consideramos, agora, uma mudanca infinitesimal da energia interna,
dU = dTr[p(t)H(t)] = Tr[dpe(t)H(t)] + Tr[p(t)dH(t)], (2.4)

associada a uma evolucao temporal genérica do sistema, que leva sua matriz densidade
de p — p + dp, enquanto que o Hamiltoniano varia de H — H + dH. Uma interpretacéo
possivel para a expressdo na Eq. (2.4) é que a origem para a mudanga de energia do
estado p pode, neste caso, ser devida tanto a variacado dH do Hamiltoniano, induzida pelo
experimentador (como, por exemplo, controlando a frequéncia dos fétons incidentes [19]),
quanto pela alteragdo dindmica dp do estado, devido, inclusive, a um possivel acoplamento
do sistema com o ambiente [23]. Em busca de tentar conectar nogdes classicas com esta
descricao quantica, podemos associar a possibilidade de controlar externamente H com a
variagdo dH, identificando o segundo termo do lado direito da equacéo (LDE) como sendo
a quantidade de trabalho realizada pelo experimentador durante a evolugao do sistema. O
primeiro termo do LDE descreve a mudanca interna de energia devido a uma reconfiguragao
do sistema, ou seja, uma variagao da sua matriz densidade. Esta € identificada como uma
contribuicdo de energia sobre a qual o experimentador nao tem controle direto, e, por isso,
associa-se com a ideia de calor. Nesse sentido, preserva-se a ideia classica de trabalho e
calor ao trata-los como dois tipos distintos de recursos de energia: o primeiro é totalmente
controlavel e util, e o outro ndo-controlavel e desperdicado. Sendo assim, em um processo
infinitesimal, o calor absorvido pelo sistema e o trabalho realizado no sistema [24, 25, 26]
sao, portanto, definidos como

SQ=Tr[p(t)H(t)]dt e  OW =Tr[p(t)H(t)]dt, (2.5)
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respectivamente. O simbolo ¢ indica que o calor e o trabalho ndo sdo, em geral, diferenciais
exatas, assim como mostra a Eq. (1.6), garantindo a no¢cdo de que essas quantidades
nao correspondem a observaveis [27]. Ainda, podemos obter o valor esperado dessas
expressdes durante um processo continuo e finito, integrando no intervalo ¢ € [t, t f] (onde
to € o tempo inicial e ¢ € o tempo final), obtendo

(AQ) = /tf Telp(DH(H]dE e (AW) = /tf Trlp(#)E(1)]dt. (2.6)

to to

A partir da Eq. (1.6), lembramos que a primeira lei da termodinamica afirma que a soma
do calor médio e do trabalho feito no sistema compde sua mudanca na média de energia.
Assim, com as novas definicdes que fizemos acima utilizando uma abordagem quantica,
recuperamos a primeira lei:

(6Q) + (oW = [ STlp(e)H(1))at = Telo(t) H(ty)] ~ Telp(to)H (1)) = AU @27)

o dt

E importante notar que, embora a mudanca de energia interna dependa apenas dos es-
tados inicial e final e do Hamiltoniano da evolugao, calor e trabalho dependem do processo,
como comentado anteriormente. Isto €, importa como o sistema evoluiu a partir do estado
inicial (o(to), H(to)) para o estado final (o(ts), H(ts)), reafirmando e reforgando, portanto,
que calor e trabalho, para um processo infinitesimal, em geral, ndo sao diferenciais exatas e
nao correspondem a observaveis, em contraste com a energia média dU [28]. Enfatizamos
que existe um grande interesse no assunto, impulsionando pesquisas a fornecer uma carac-
terizacao matematica consistente dessas nogdes, dentro de uma descricdo de mecéanica
quantica [19, 18, 22].

Optar por “separar” a mudancga de energia desta maneira € concludente também para
permitir uma nova formulagdo da segunda lei da termodinamica fundamentada em uma
teoria quéntica. Tal lei fundamental da fisica estabelece limites na extracao de trabalho de
motores térmicos assim como a no¢ao de irreversibilidade na fisica. Clausius observou, em
1865, que uma nova funcao de estado, a entropia termodinamica S;;, (na qual o sub-indice
th é usado para diferenciar das outras formulagdes de entropia que veremos a seguir), é Util
para estudar o fluxo de calor para o sistema quando ele interage com banhos a temperatura
T [29]. A partir da Eq. (1.8), podemos definir esta entropia através de sua mudanga em um
processo reversivel termodinamicamente,

ASy, = / Q) (2.8)
rev T
onde (5Q) é o calor absorvido pelo sistema ao longo do processo reversivel (indicado por
rev). Observando ainda que qualquer processo ciclico obedece

220

T } (2.9)
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sendo que a igualdade resulta de processos reversiveis, Clausius formulou uma versao da
segunda lei da termodinamica, conhecida como a desigualdade de Clausius:

/<5TQ> < ASy <= (Q) < TASy,. (2.10)

Esta expressao afirma que, em processos irreversiveis, a mudanga na entropia de um
sistema deve ser maior que a média do calor absorvido pelo sistema durante um processo,
dividido pela temperatura [28]. Nesta forma, a desigualdade de Clausius estabelece a
existéncia de um limite superior ao calor absorvido pelo sistema, e a sua validade é
estendida, em geral, também para um regime quéantico [4, 23, 30, 31].

De maneira equivalente, a ultima desigualdade também pode se tornar uma declaragéao
do limite superior do trabalho que pode ser extraido em um processo termodinamico. Para
iss0, € conveniente retornar a primeira lei, que, para um processo isotérmico, implica em

W = AU — (Q) = AU — TASy, = AF, (2.11)

em que se define uma nova funcéo de estado F = U — TSy, a energia livre, e a quantidade
de trabalho W é o trabalho realizado sobre o sistema. Interpreta-se, dada a sua forma, como
sendo a energia disponivel para a realizagéo de trabalho. Aplicando a desigualdade (2.10),
obtemos

<W€xtmido> < AF, (2-12)

onde, agora, é a quantidade de trabalho W,4i4, € 0 trabalho extraido, ou seja, o trabalho
realizado pelo o sistema. Dado que o calor absorvido e o trabalho dependerao das espe-
cificidades do processo, existem processos 6timos, termodinamicamente reversiveis, que
satisfazem a igualdade [32], como mostrado na Eq. (2.8). Entretanto, surgem alteragdes da
segunda lei e, consequentemente, no trabalho 6timo que pode ser extraido de um sistema,
quando restrigcdes adicionais sao impostas ao controle do sistema que realiza trabalho [33].

Enquanto a primeira lei da termodinamica é fundamental para qualquer processo, a
segunda lei foi originalmente declarada para processos que comegam e terminam em
equilibrio. Esta lacuna é preenchida a partir da equacao de Jarzynski, uma relagdo de
trabalho para processos fora do equilibrio que pode ser expressa na forma

(e Py = e PAL, (2.13)

onde B = 1/kgT, AF = F(T,A;) — F(T, A¢) é avariagéo da energia livre, F(T, A;) (F(T, Af))
é a energia livre do estado inicial (final) de equilibrio e A(f) trata-se de uma fungao perten-
cente ao Hamiltoniano do sistema responsavel por descrever o processo em questdo. Note
que, F(T, Af) nao é a energia livre do estado final, a menos que este também seja de equi-
librio, como ilustra a Fig.2.1. Trata-se da energia livre do estado de equilibrio para o qual
o estado final (ndo necessariamente em equilibrio) tenderia, caso o deixassemos relaxar
até este. Essa expressao tem sido usada para argumentar que a segunda lei também deve
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Fora do eq.Af

F(T.A/)

Figura 2.1 — llustragdo de um processo que leva um estado inicial de equilibrio da energia livre F(T,A;) a
um estado fora do equilibrio sob o protocolo A(t). A linha tracejada indica que o estado fora
do equilibrio ird alcangar, dado um tempo de relaxagao suficientemente longo, um novo estado
de equilibrio F(T, Af). A linha pontilhada se refere a um possivel processo reversivel entre os
estados de equilibrio inicial e final.

ser valida para qualquer processo a partir do equilibrio, a temperatura T, mas terminando
em um estado arbitrario fora do equilibrio [14, 34]. Tendo em vista a operagao média, que
aparece no lado esquerdo da ultima equacao, enfatiza-se que, neste novo contexto, trabalho
passa a ser considerado uma variavel aleatoria.

Assume-se que, geralmente, os conceitos de calor e trabalho sdo definidos para pro-
cessos continuos, conectando estados diferentes [14, 35], implicando que suas flutuacdes
estatisticas ndo podem ser descritas em termos de Unico sistema observavel, isto é,
necessita-se de um ensemble de sistemas para uma descricao apropriada. Em principio,
uma medida inicial e outra final caracterizaria o processo, fazendo-se necessario o uso de
funcdes de correlagcéo entre dois pontos. Este € um territério problematico para a mecanica
quantica, uma vez que rastrear diretamente um estado € uma tarefa experimentalmente
impossivel. Resolver estas questdes tem sido o tema de varias publicacdes, que formularam
uma abordagem baseada em trajetérias quanticas [36, 37]. Em contraste, adiantamos que,
na nossa contribuicao original para o tema, presente nesta dissertacao (Cap. 4), nés nos
concentramos nos valores médios de calor e trabalho onde a analise é simplificada, mas
ainda requer um pensamento cauteloso.

Para encerrar esta secao, apresentamos uma possivel formulagao para estados de
equilibrio baseada em mecanica estatistica quantica. Trata-se do estado de Gibbs, que

segue a relacao

Além disso, assume-se que a entropia termodindmica Sy, € igual a entropia de informacao

(2.14)

S, devida a Shanon [38], multiplicada pela constante de Boltzmann kg. Isto &, Sy, (o) =
kS (psn), que satisfaz o principio de Boltzmann, mostrado na Eqg. (1.14). O estado de Gibbs
é frequentemente usado como ponto de partida para estudos de estados de equilibrio, pois,
€ 0 estado que tem a caracteristica de maximizar a entropia sob a condi¢ao de uma energia
média fixa (energia interna) ou minimizar a energia para uma entropia fixa. Também, neste
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caso, a entropia de von Neumann S, [21] se iguala a entropia de Shanon, S,, = S. Muitos
pesquisadores na area de termodinamica quantica assumem que a entropia termodinamica
é naturalmente estendida para estados fora do equilibrio através da entropia da informagao
tedrica. Por exemplo, esta suposicao é feita quando se utiliza a entropia de von Neumann
em conexao com a segunda lei da termodinamica a analise de processos térmicos para
realizar o calculo de eficiéncias de maquinas térmicas quanticas [32]. A evidéncia de que
esta extensao € apropriada, para certos casos, foi confirmada de varias maneiras, incluindo
o trabalho original de Landauer [39]. A validade geral desta extensao, e suas limitagoes,
todavia, permanecem como questdes em discusséo [40, 41].

2.2 Caracteristicas de Comportamento Termodinamico

Apesar de conseguirmos construir expressées quanticas que se associam a primeira
e a segunda lei da termodindmica, o que ja é satisfatorio, dado que ambas as teorias
tém formulacdes fundamentalmente diferentes, essas nao sdo condigcdes suficientes por
si sO para determinar se um sistema abordado pode ser considerado ter comportamento
termodinédmico ou nao.

A termodinamica é frequentemente introduzida, em primeira instancia, a partir de uma
estrutura axiomatica, com a explicacdo de como se espera que quantidades termodinamicas
se comportem. Assim, faz-se necessaria a formulagcao de um conjunto de caracteristicas,
as quais devem ser satisfeitas, pelo qual o comportamento termodinamico pode ser com-
pletamente definido. Espera-se que, para tais caracteristicas termodinamicas, possam ser
encontradas quantidades quanticas analogas dentro de uma descricado microscépica, o
que poderia reproduzir resultados conhecidos no limite termodinamico, como mostram
as Egs. (2.7) e (2.8), por exemplo. Tal conjunto de propriedades, mostrado a seguir, n&o
deve ser considerado unico nem irredutivel. A escolha dessas caracterisicas tem por base
guantidades termodinamicas usualmente observadas em sistemas macroscopicos, as quais
espera-se que sejam completas e adequadas para se iniciar uma descricdo usando a teoria
quantica.

Um conjunto possivel de caracteristicas termodinamicas que um sistema pode aprensen-
tar, do ponto de vista classico, e que ja foram introduzidos no capitulo 1 desta dissertacao,
séo [4]:

Quantidades Termodinamicas (entropia, temperatura, energia, pressao, etc.);

Classes de Variaveis Termodinamicas (variaveis extensivas e intensivas);
» Equagdes Fundamentais (relagdo fundamental, fungdes de estado);

» Condicdes micro canbnicas (energia fixa) ou condicdes candnicas (temperatura fixa);
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» Potenciais/Campos Termodinamicos (parametros como variaveis conjugadas das
funcdes de estado);

Dado tal conjunto, iremos entdo para o ambiente microscépico, onde usaremos ferramentas
das teorias estatistica e quantica, para encontrar condi¢des analogas que possam recons-
truir caracteristicas termodinamicas. A motivagcao para se fazer isso é que, se os sistemas
quanticos estudados apresentarem aspectos de uma teoria termodinamica, isso, a priori,
pode ser um indicativo para a aplicagdo das definigcdes através do formalismo construido,
podendo-se obter resultados interessantes na abordagem do sistema de interesse.

O comportamento termodinamico é considerado, na estrutura a seguir, emergir gradual-
mente, conforme o sistema satisfaca as condi¢coes propostas. Os sistemas néo precisam ser
totalmente termodinamicos ou nao-termodinamicos. Como definimos a termodindmica como
um conjunto de varias propriedades, pode ser que sistemas mostrem apenas alguns dos
aspectos da termodinamica, enquanto faltam com outros. Adicionalmente, ndo é a intengéao
desta dissertagao entrar em grande detalhes de calculos de derivacbes dos itens que
serdo apontados, mas, sim, mostrar quais sao essas caracteristicas, dando uma explicacao
essencial de cada uma. Ergo, acompanhando a referéncia [4], apresentamos as condi¢cdes
suficientes para um comportamento termodindmico em regime quantico:
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1.

Limite de Acoplamento Fraco

Dado um sistema conjunto isolado, 0 acoplamento entre os subsistemas que o compde
deve ser tal que o valor esperado da energia de interagdo entre esses deve ser muito
menor que o valor esperado da energia de um subsistema local. Ou seja, para o caso
de um sistema conjunto composto de sistema de interesse mais ambiente, temos que

(H}) < (Hs), (Ha), (2.15)

onde H; e H, sdo os Hamiltonianos locais do sistema de interesse e do ambiente,
respectivamente, e H; é a energia de interagdo entre os sistemas. Essa relagdo é uma
das principais caracteristicas para que um sistema exiba qualquer comportamento
termodinamico, dentro dessa descrigao. Acoplamento “fraco”, neste contexto, se refere
justamente ao valor esperado da energia de interagdo ser exigido como muito menor
que o valor esperado da energia de um subsistema local. A Eq. (2.15) deve ser valida
para qualquer estado no qual o sistema conjunto possa evoluir. Sendo assim, nesse
caso, 0 espectro do sistema conjunto tem que estar préximo da convolugao dos espec-
tros individuais dos dois subsistemas, isto €, a interacao pode ser considerada como
apenas uma perturbagéo que tem um efeito diminuto no espectro de energia [42];

Equilibrio Microcanénico

Dado um sistema isolado, um estado de equilibrio de maxima entropia (um estado
qgue é diagonal nas autobases de energia local) sera alcangado se

O ED? (@ ()P

’ 2.16
N (Eg) NE(ES) (19

B A

onde E%, (Ef) é a energia do nivel A (B) do sistema de interesse s (ambiente a), Q(E%, )
e Q)(E%) séo as probabilidades de ocupagédo do sistema de interesse e ambiente,
respectivamente, e N°(E%;) e N*(Ef) os correspondentes graus de degenerescéncia.
Isto significa que um equilibrio sera alcangado, eventualmente, se o sistema ambiente
ou ocupar os niveis de energia com graus de degenerescéncia muito mais elevados
do que o sistema de interesse N?(E%) > N°(E%), ou se a sua distribuicdo de
probabilidade de energia for muito mais ampla, ou seja, contiver mais niveis de
energia Q)(E%,) > Q(E}). O estado de equilibrio n&o ¢ totalmente independente do
estado inicial, pois depende da distribuicdo de probabilidade de energia inicial do
sistema considerado, o que € esperado, sob condigées microcandnicas [43];

Equilibrio de Troca de Energia

Se um sistema esta em contato, ou seja, tem interagdo, com um ambiente onde a troca
de energia é permitida, uma distribuicao de probabilidade de energia de equilibrio,
Qd(E;) (onde Q¢ é a distribuicdo dominante de probabilidade de energia), sera
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alcangada, se

N°(E5)N“(E — E%) < (ZNS(EZ)N‘Z(E—ESA)) (2.17)
A

Isto significa que ha duas possibilidades para a condi¢gdo da expressao acima ser
satisfeta: ou a densidade de estado do sistema de interesse, ou a densidade do
estado do ambiente, deve ser alta. Um estado de entropia maxima, consistente com a
distribuicao de probabilidade de energia de equilibrio (um estado que é diagonal nas
autobases da energia local), sé é atingido, no entanto, se ainda
y (VB _ o ()P

N4(E}) —  N°5(E5) '

B

(2.18)

Note que essa expressao €, essencialmente, a mesma condigdo que temos para um
equilibrio microcanénico na Eq. (2.16), exceto que considera-se as probabilidades
de equilibrio ao invés das probabilidades iniciais do sistema. Um equilibrio completo
que dependa apenas da distribuicao de probabilidade de energia inicial do sistema
adjunto (sistema e ambiente juntos), Q)(E), sé é entdo alcangado se, e somente se, 0
ambiente tiver muito mais graus de liberdade do que o sistema de interesse;

4. Equilibrio Candnico

Um estado inteiramente em equilibrio candnico com total independéncia do estado ini-
cial do sistema de interesse e entropia maxima consistente com a energia média (isto
é, distribuicdo padrao de Boltzmann como na Eq. (2.14)) é alcancado, se, além dos
requisitos do Equilibrio de Troca de Energia, o sistema ambiente tem uma densidade
de estado do tipo

N®(E%) o< e*Fb (2.19)

na regido onde a fungdo Q)(E)/N(E) assume valores ndo despreziveis. E muito
provavel que isso aconteca se o sistema ambiente consistir de muitos subsistemas
que sao idénticos e que interagem fracamente. Quanto mais subsistemas houver
neste ambiente modular, ou seja, quanto maior os seus graus de liberdade, maior
sera o intervalo no qual a densidade de estado pode ser bem descrita por uma
funcédo exponencial. Sendo assim, neste caso, um comportamento como descrito
pelas condi¢cdes canbnicas (sistemas com troca de energia sem troca de matéria) se
resulta [43];

5. Temperatura Espectral

Temperatura em um nivel microscépico é um tdpico delicado para se tratar, ja que
a nocao classica de temperatura se da como um parametro intensivo do sistema
(por exemplo, associar a temperatura com a energia cinética média, pelo teorema de
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equiparticao de energia). Com isso, vamos tratar a temperatura usual como sendo
uma temperatura espectral. O inverso da temperatura espectral é definida como

(e h

kgT 2
% (Ql + Qi—l) In Qi —In Qi—l - (11’1 Ni —In Ni—l) (2.20)
= 2 E;—E;_4 ’

onde (); é a probabilidade de encontrar o sistema quantico na energia E;, M € o
numero do maior nivel de energia E;, enquanto o numero do menor nivel de energia é
escrito como Ey. Vemos que a temperatura espectral é definida em termos do espectro
e da distribuicao de probabilidade de energia do sistema naquele instante, tendo as
seguintes propriedades: dois sistemas que interagem fracamente tendo atingido uma
distribuicdo de equilibrio Q4(E5,) e Q4(E%) tém a mesma temperatura espectral
se qualquer um dos sistemas tiver uma densidade de estado tipica para sistemas
modulares grandes (agindo como uma espécie de ambiente) e um outro sistema
(em geral, muito menor do que o sistema modular) tiver um espectro discreto, ou se
ambos os sistemas forem grandes (muitos graus de liberdade) e tiverem espectros que
podem ser descritos por densidades de estado continuas [4]. Em busca de sempre
fazer conexdes entre as descri¢cdes usadas, podemos dizer que esta definicao é um
analogo quantico para a lei zero da termodinamica, descrita anteriormente.

Essa igualdade de temperaturas espectrais é totalmente independente do fato das
entropias dos sistemas descritos serem quantidades extensivas (aditivas). Este princi-
pio se aplica para o caso no qual o sistema adjunto esta em um estado puro, logo,
apresenta entropia nula. Quando as entropias locais dos sistemas em equilibrio forem
maiores que zero, as entropias definitivamente nao serdo mais aditivas.

Além disso, a temperatura espectral tem ainda outra caracteristica. Primeiro, considere
um pequeno sistema acoplado a um grande ambiente modular com um parametro es-
pecifico « em equilibrio, nas mesmas condicdes estabelecidas de Equilibrio Canénico.
Entdo, acopla-se algum outro ambiente modular grande com um parametro especifico
«’ infinitesimalmente menor (i.e., “infinitesimalmente mais quente”). O sistema comeca
a decair para um novo estado de equilibrio. A variagao de energia dividida pela varia-
cao de entropia neste processo dE/dS é, entdo, dada exatamente pela temperatura
espectral. Ainda, considere um sistema modular grande, cuja distribuicdo de energia
assume valores nao despreziveis apenas em uma regiao onde sua densidade de
estado é descrita por uma funcao exponencial. Entao, permite-se que energia seja
transferida para dentro do sistema (“aquecimento”) de tal forma que o maximo global
da distribuicao de probabilidade de energia mude para outra regido, descrita por uma
outra funcao exponencial. Novamente, a quantidade dE /dS sera aproximadamente a
temperatura espectral. A aproximacao sera tdo melhor quanto maior for a densidade
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de estado em todas as regides. Estas propriedades sdo o que constitui a temperatura
como uma variavel conjugada;

6. Pressao Paramétrica

Se o Hamiltoniano H;(V) para o sistema de interesse s depender de um parametro
continuo V, uma pressao paramétrica pode ser definida nas bases deste Hamiltoniano
e da sua distribuicao de energia instantanea:

ou 0 ~ JE;

— = —Tr[o.Hs| =Y Q=2 = —p, 2.21
onde U é a energia interna do sistema, ps é a densidade de estados do sistema
de interesse, E; é a energia de cada estado do sistema, (); é a distribuicao de

probabilidade de energia naquele instante, e p é a pressdo paramétrica.

Dentro da formulagao proposta, a pressao paramétrica tem certas caracteristicas.
Para entender melhor como séo estas, exemplificamos: considere que um paréame-
tro externo V sofra uma variacao infinitesimal de tal maneira que essa mudanca
possa ser executada lentamente em comparagdo com a taxa na qual coeréncias
da matriz densidade desaparecem (processo de decoerérencia quantica), devido ao
acoplamento fraco do sistema de interesse a um ambiente. Com isso, a razao entre
a mudanca de energia interna U e a mudanca do parametro V' é definida como a
pressao paramétrica instantanea do sistema. Esta é a propriedade da pressao como
uma variavel conjugada do sistema.

Além do mais, considere dois sistemas A e B em contato de tal forma que o parametro
V4 do Hamiltoniano do sistema A s6 possa aumentar se o respectivo parametro
Vg no sistema B diminuir. Considere tais sistemas serem acoplados fracamente e
microcanonicamente a algum ambiente C. Entéo, o sistema composto (sistemas A, B
e ambiente C) sé pode ser considerado estar em repouso (estado total de equilibro)
somente se ambas as pressdes parametricas p dos dois sistemas iniciais forem iguais
pa = pp. Esta é a propriedade da pressdo como varivel intensiva;

7. Extensividade da Entropia

Se um sistema interage, em condi¢des candnicas, com um ambiente maior, o qual
pode ser dividido em dois subsistemas de interacao fraca, suas respectivas entropias
serao aditivas quando estiverem em equilibrio. Se, contudo, um sistema estiver em
contato microcanénico com algum ambiente maior, de modo que os requisitos da
Eq. (2.16) sejam satisfeitos, as entropias dos subsistemas ndo serdo necessariamente
aditivas. Em geral, esse s0 sera o caso, se ambos 0s sistemas apresentarem uma
densidade de estado tipica de grandes sistemas modulares. Assim, neste caso, a
entropia pode ser considerada uma quantidade extensiva.
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Figura 2.2 — Gréfico do potencial V(x) em fungdo da posicédo x, que representa uma particula de massa m
confinada a um poco de potencial quadrado infinito, unidimensional, de largura L.

Portanto, se todos os sistemas com os quais se lida forem grandes, no sentido de
serem constituidas de muitas subunidades idénticas, e se todos esses sistemas
estiverem, pelo menos, acoplados microcanonicamente a algum ambiente ainda
maior, a situagao resultante mostrard todas as propriedades e caracteristicas de uma
teoria termodinamica de equilibrio padrao.

2.3 Processos de uma Maquina de Carnot sob Descricao Quan-
tica

Para ilustrar os principios que foram introduzidos até o momento, apresentaremos um
exemplo baseado em um sistema simples [44], 0 qual € um exercicio padrdao na introdu-
cao de mecanica quantica. Neste modelo, se pretende analisar dois tipos de processos
quanticos — os quais, classicamente, sdo fundamentais para a constru¢ao de uma maquina
térmica — aplicados a um sistema de uma particula confinada em um pogo de potencial
infinito, e explicar como realizar expansbées e compressdes quanticas reversiveis. Desta
forma, esperamos recuperar nogdes tipicas da termodinadmica, mesmo para este modelo
extremamente simples.

» Processos adiabatico e isotérmico quanticos

Considere uma particula de massa m confinada a um poco de potencial quadrado infi-
nito, unidimensional, de largura L, como mostra a Fig. 2.2. A equacao de Schrddinger
independente do tempo para este sistema é
hz 1!
—5 9" (x) — Ep(x) =0, (2.22)

2m
onde (x) é a funcéo de onda da particula projetada no espago das posicdes, /1 é a

constante de plank reduzida, e E a energia da particula. E imposto que P(x) satisfaca
as condigdes de contorno ¢(0) = 0 e (L) = 0. A solugéo geral para a Eq. (2.22) é
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expressa como uma combinagéo linear de autofungdes ¢, (x):

(o]

P(x) =Y anpu(x), (2.23)

n=1

onde os coeficientes a,, satisfazem a condicdo de normalizagao
oo
Y la)* =1 (2.24)
n=1

Os autoestados normalizados ¢, (x) do sistema sdo

Pn(x) = \E sin (%x) (2.25)

e seus autovalores E,, correspondentes sao

2322

En:% (n=1,2,3,--). (2.26)
Suponha, agora, que nesse sistema uma das paredes intransponiveis do poco de
potencial, digamos a parede em x = L, possa se mover, como acontece com um
pistdo em um cilindro unidimensional para um sistema termodin&mico classico. Se
esta parede tiver a possibilidade de se mover por uma quantidade infinitesimal dL, de
maneira infitesimalmente lenta, entédo a fungdo de onda i (x), o autoestado ¢, (x),
e 0s niveis de energia E, variam infinitesimalmente como fungdes de L. Como
consequéncia, o valor esperado do Hamiltoniano, que é E(L) = (y|H|¢), também
pode mudar infinitesimalmente. E possivel, assim, definir a forca exercida na parede
do pogo de potencial como a derivada negativa da energia,

~dE(L)

Dada a configuracéo desse sistema, podemos interpreta-lo como um sistema isolado
de uma particula, e assim descrever a particula como tendo as propriedades de
acoplamento fraco do sistema (nulo, neste caso), de equilibrio microcanonico e
de pressao paramétrica. Sendo assim, é possivel dizer que esse sistema exibe
caracteristica de um sistema quantico termodinamico, podendo ser sujeito a aplicacoes
do formalismo de termodinamica quantica. Com base nisso, define-se dois tipos de
processos que sdo analogos quénticos de processos termodinamicos classicos [44]:

— Processo Adiabatico

Voltando ao terreno classico, um processo adiabatico é um processo em que
nao ha fluxo de calor ou de matéria entre o sistema de interesse e o0 ambiente
interagente. Por exemplo, considere um sistema de um gas em um cilindro com
uma das paredes sendo deslocada. Na realizacdo do processo adiabatico a
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parede se move de tal maneira que o sistema permanece em um estado de
equilibrio em todos os instantes de tempo. Ainda, neste movimento da parede,
0 gas no cilindro realiza trabalho. Assim, parte da energia interna do gas é
convertida em energia mecanica (ou o inverso). Por simplicidade, suponha que
0 gas no cilindro seja um gas monatdémico ideal e unidimensional. A equagao
de estado para esse sistema é dada pela lei dos gases ideais PV = NkgT
e a energia interna U do gas é U = 1/2NkgT. O trabalho mecanico dW
realizado pelo gas por uma expansao infinitesimal dV é dado por dW = PdV.
Por definicdo, em uma expanséao adiabatica dU + dW = 0. A solucao desta
equacao diferencial fornece o resultado padréo que caracteriza um processo
adiabatico:

PV3 =, (2.28)

onde C é uma constante.

Retornando ao problema quéntico, assume-se que o estado quantico inicial (x)
de uma particula em um poco de potencial quadrado infinito de largura de L é
uma combinacao linear de auto-estados, como na Eq. (2.23). Interessados em
estabelecer uma conexao entre o gas no cilindro e a particula no pogo, conforme
a descricao apresentada para um processo adiabatico, nesse caso, a forma
do potencial muda conforme a parede se move. Como o sistema permanece
em equilibrio o tempo todo, os valores absolutos dos coeficientes de expansao
la,| devem permanecer constantes [45]. Ou seja, ndo espera-se que quaisquer
transicOes entre estados ocorram durante um processo adiabatico. No entanto,
fica claro a partir das Egs. (2.26) e (2.25) que, como L muda, os autoestados
¢n(x) e os autovalores de energia correspondentes E,, variam suavemente como
funcbes de L.

Cada um dos autovalores de energia diminui 0 seu valor a medida que a parede
se move para a direita, ou seja, a medida que L aumenta, o valor esperado do
Hamiltoniano sera

E(L) = i ‘anlen(L)- (2.29)
n=1

Com isso, a energia gasta pelo sistema para mover a parede do pog¢o de potencial
é dada pelo trabalho mecanico realizado pela forgca F, que € expressa por [44]
00 232 .2
S TR N
F(L) =) |ax| — (2.30)
n=1

Mesmo que se possa estar interessado em somente observar os resultados dos
valores esperados associados a esse sistema, vale lembrar que, durante um
processo adiabatico, a fase da fungdo de onda da particula ¢ (x) muda, ainda
que a particula permaneca fixa em um determinado autoestado 4>n:j(x), pois,
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os autoestados ¢, (x), assim como os autovalores E,;, também sdo dependentes
de L.

— Processo isotérmico

Um processo isotérmico consiste em realizar um processo em que haja varia-
cao dos parametros do sistema, contudo, o sistema permanece em equilibrio
termodinamico, com temperatura constante a cada instante de tempo, durante
todo o processo. Nessas condi¢des, considerando o exemplo anterior de um
gas no cilindro, o sistema estd em contato com uma fonte de calor, de modo
que a temperatura T do gas no cilindro permaneca fixa durante todo o processo.
Conforme a parede se move, que é considerado um dos parametros de variacao,
o sistema realiza trabalho. Note que, como a temperatura do gas permanece
constante, a energia interna do gas também permanece constante. Assim, se
a equacao de estado do gas é dada por PV = NkgT, entdo a equacao que
caracteriza um processo isotérmico é

PV =C/, (2.31)

onde C’ é uma constante.

Usando uma descricao apropriada de mecanica quantica, caracteriza-se uma
expansdo isotérmica de tal maneira que, supondo o estado inicial ¢(x), para o
mesmo sistema da Eqg. (2.23), na mudanc¢a do tamanho do pog¢o de potencial,
o valor esperado do Hamiltoniano permanece constante em cada instante de
tempo conforme o parametro, nesse caso a parede, sofra variacao. Isto € analogo
ao caso da energia interna U(E,) do sistema permanecer fixa enquanto as
quantidades de calor e trabalho variam afim de satisfazer a primeira lei. O valor
esperado do Hamiltoniano é obtido a partir de uma média do ensemble, a qual
€ tomada nas varias copias do sistema. Um exemplo pratico para se alcancar
constancia do valor esperado do Hamiltoniano é o bombeamento de energia para
o sistema, que pode ser realizado usando lasers (o0 qual também é um sistema
de interesse dessa dissertacédo). Enfim, novamente olhando somente para o
valor esperado do sistema e desprezando as fases entre os estados, tem-se que
os coeficientes da expansao a,, devem ser alterados de modo a manter

[ee]

E(L) = 2 ’an‘ZEn/ (2.32)

n=1
fixos, enquanto o valor de L aumenta. A forca instantdnea na parede em funcao
de L é dada pela Eqg. (2.30). No entanto, ao contrario do caso adiabatico, os
coeficientes ]an|2 na Eqg. (2.30) agora nado sdao mais constantes, mas variam
como fungdes de L sujeitos a restricao

[ee]

Y |an* = 1. (2.33)

n=1
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Os processos adiabaticos e isotérmicos tedricos que acabamos de mostrar sdo uma
versao quantica simples (no sentido de que ha apenas uma Unica particula e uma dimensao)
dos processos classicos, que, macroscopicamente, sdo os ingredientes basicos necessarios
para se realizar um ciclo de Carnot e, assim, construir uma maquina de Carnot [2]. Tais
processos servirdo como auxilio para o desenvolvimento da ideia que veremos na préxima
secao deste capitulo: uma maquina térmica quantica.

2.4 Maquina Térmica Quantica

O estudo da conversao eficiente de varias formas de energia em energia mecéanica
tem sido um tépico de interesse ha mais de um século. Uma maquina pode ser definida
como um sistema fisico capaz de suportar processos sem sofrer alteragcdes permanentes
(estruturais) [4]. Considera-se uma maquina térmica, também chamada de maquina termo-
dindmica ou motor térmico, uma maquina que suporte processos envolvendo quantidades
termodindmicas, como mudancgas de entropia ou temperatura, realizagdo de trabalho e
calor, entre outras grandezas. Para que se possa realizar certos tipos de processos termodi-
namicos, usualmente se necessita que a velocidade do processo seja baixa o suficiente
para manter o sistema de interesse préximo do equilibrio em todos os momentos, como
ja abordado nessa dissertacdo. Embora utopica — devido a parametros nao-acessiveis do
sistema — classicamente esta condicao de proximidade do equilibrio é fundamental para a
nogao de estabilidade e universalidade das maquinas térmicas. O estado de equilibrio real
depende dos parametros de controle incorporados no Hamiltoniano do sistema. O conceito
de reversibilidade, para tal estado de equilibrio, implica que este permaneca inalterado, se
os parametros de controle permanecerem constantes, e, a qualquer instante de tempo, o
processo pode ser executado para frente (tempos positivos t > 0) ou para tras (tempos
negativos t < 0), pois 0 estado ainda permanecera em equilibrio.

Os motores térmicos quéanticos sao definidos como maquinas, operando em regime
qguantico, que convertem calor em formas Uteis de trabalho e tém sido uma linha de estudo
atraente, recentemente. Motores térmicos quéanticos podem ser classificados de vérias
maneiras. Dinamicamente, os motores térmicos podem ser classificados como aqueles que
operam em processos discretos (0s motores de dois e quatro tempos) e aqueles que operam
como dispositivos continuos (por exemplo, uma turbina). Esses tipos de motores aparecem
tanto no mundo macroscopico, quanto no reino microscopico (quantico). Além disso, motores
quanticos continuos podem ser classificados como aqueles que empregam técnicas de
resposta linear [46] e aqueles que empregam técnicas de equacao dinamica [47].

2.4.1 Calor e Trabalho em um Sistema Tripartido

Um motor térmico é um dispositivo que utiliza pelo menos dois banhos em diferentes
temperaturas para realizar trabalho [48]. Com essa motivacao, construimos o seguinte
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Figura 2.3 — Diagrama de um sistema tripartido, o qual consiste de um sistema de interesse s, a substancia
de trabalho, acoplado a dois subsistemas ambiente mutuamente desacoplados a; e a,. Os
parametros de acoplamento com o sistema s sdo dados por z; para o sistema ambiente a1, e z;
para o sistema ambiente a,. Ambos os sistemas ambiente interagem simultaneamente com o
sistema de interesse s [4].

formalismo.

Considere um sistema de interesse s, a substancia de trabalho, acoplado a dois sub-
sistemas ambiente mutuamente desacoplados entre si a1 € a;, constituindo um sistema
tripartido. Os parametros de acoplamento com o sistema s sdo dados por z; para o sistema
ambiente a1, e zp para o sistema ambiente a,. Esta configuracgao, ilustrada na Fig. 2.3, pode
dar origem a varios cenarios fisicos, como, por exemplo, o transporte de calor. Impde-se
que o acoplamento entre esses sistemas é dependente apenas de uma variavel temporal,
de tal maneira que apenas um dos dois sistemas ambiente a; seja acoplado a s em um dado
instante de tempo, através do parametro z;. O sistema total é isolado e sujeito a dinamica
de Schrddinger, uma evolucao unitaria. A mudanca de acoplamento entre os sistemas
pode ser controlada de forma que se realize o processo em intervalos de tempo periddicos,
conforme ilustracdo da Fig. 2.4. Se o tempo de interagédo entre o sistema s e o parametro de
acoplamento z; for grande comparado a um tempo de relaxagéao (intervalo de tempo que o
sistema leva para atingir um estado estacionario), e se apés 0s processos o estado final for
independente do estado inicial, o sistema s poderia alternar entre dois estados de equilibrio
canbnicos. Estes estados (estacionarios) se manteriam mesmo apos 0s sistemas serem
desacoplados [4], com a condi¢ao de permanecerem isolados. Em contrapartida, mudangas
subitas de acoplamento entre z; € z», i.e., intervalos curtos de tempo de interagédo entre os
sistemas, comparado com o tempo de relaxag¢ao natural, induzirdo processos de relaxacao
durante os quais a entropia local do sistema s nao é mais constante.

Dada essa configuragao, supondo agora que os sistemas ambientes sejam banhos
térmicos, poderiamos interpretar essas mudancgas na entropia local do sistema s, durante os
processos de acoplamento, como sendo a definicdo quéantica para calor através da Eq. (2.5).
Para tal, considera-se que este processo de acoplamento seja tao rapido que altera-se
somente a matriz densidade, sem que haja variagdo no Hamiltoniano do sistema s. No limite
de acoplamento fraco (como mostrado na se¢ao 2.2) entre o sistema e o banho, calor esta
relacionado a entropia através da Eq. (2.10), que pode ser reescrita como dQ = TdS, onde
dS é a mudanca de entropia, podendo essa ser mensurada através da mudancga de entropia
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Figura 2.4 — Gréfico do parametro de acoplamento z; em fungéao do tempo t, dado o arranjo da Fig. 2.3, onde
cada At; representa um possivel intervalo de tempo em que o sistema de interesse s interage
com o ambiente a;, através de um parametro de acoplamento z; [4].

do banho. Enquanto isso, trabalho esta relacionado com processos de acoplamento onde a
interag@o permite troca de energia com o banho, sem alterar a entropia do mesmo, como
mostra a Eq. (2.5). Nesse caso especifico, temos a configuragdo de um motor térmico,
que pode ser exemplificado como: 0 aumento do niumero de excitagdo de um oscilador
harménico quantico; ou aumento do niumero de fétons para um modo 6ptico especifico.

Pela complexidade matematica de se descrever as mdltiplas interagcdes em um sistema
de muitas particulas usando uma abordagem de mecanica quantica, em motores de calor
quanticos elementares a substancia de trabalho é composta de apenas uma Unica parti-
cula, ou algumas, no maximo. Logo, o sistema de interesse, a substancia de trabalho, ndo
pode alcancar um equilibrio térmico por si s6, ou seja, sem um ambiente [49]. Além disso,
desconsiderando casos especificos, ndo € possivel atribuir uma equacao de estado que
estabeleca uma relagao entre as quantidades termodinamicas classicas, na descricao quan-
tica. No entanto, os motores de calor quéanticos satisfazem a segunda lei da termodinamica
e, portanto, também sao limitados pelo limite de eficiéncia de Carnot, que é aquela de um
motor reversivel, dada pela expressao usual:

T,
NCarnot = 1— T;/ (2-34)

onde 1carnor € O coeficiente de eficiéncia, T, (1) é a temperatura fria (quente) do banho
térmico [24].

Neste caso, os tempos de trabalho do motor térmico (classicamente, é o tempo de um
ciclo caracteristico que um motor de calor leva para que o pistdo complete um deslocamento
total longo do cilindro, em qualquer diregdo) sao caracterizados pelo contato zero com os
banhos térmicos e um Hamiltoniano intrinsecamente dependente do tempo. A evolugao
unitaria gerada por este Hamiltoniano pode mudar a energia do sistema. Por outro lado,
a entropia de von Neumann e a pureza permanecem fixas (na evolugédo unitaria), como
mostrado na Eq. (2.5). Sendo assim, a variagao de energia do sistema, neste caso, constitui
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somente de trabalho.

Quando o sistema de interesse, finito, € acoplado a um banho térmico e o Hamiltoniano
H é fixado no tempo, o banho pode alterar as populagdes dos niveis de energia. Ao evoluir
0 estado p, por meio de um operador de evolugéo unitaria U, para um estado estacionario,
o sistema atinge um estado passivo (ou seja, Tr[oH] < Tr[UpU" H]) o qual se considera,
por convencao, o estado de Gibbs, pela caracateristica Unica de passividade completa [20].
No estado de Gibbs, a matriz densidade ndo possui coeréncia na base das autoenergias
e a populacao dos niveis € dada pela Eq. (2.14). Em modelos fisicos classicos, em que o
sistema é termalizado por colisées com particulas de banho, uma termalizagdo completa
pode ser alcangada em tempo finito [50]. No entanto, € uma condicéo suficiente, porém
nao-necessaria, que 0s banhos aproximem o sistema de interesse a um estado de Gibbs
para o bom funcionamento do motor. Em particular, a eficiéncia maxima (por exemplo, em
motores Otto) pode ser alcangada sem termalizacdo completa [32]. A poténcia maxima
(trabalho por tempo de ciclo) também esta associada a termalizagéo parcial [51]. Lembrando
da Eqg. (2.5), note que a evolucdo nesta etapa de termalizagdo ndo conserva os autovalores
da matriz de densidade do sistema e, portanto, ndo apenas a energia, mas também a
entropia, s&o trocadas com o banho. Por esse motivo que se relaciona a troca de energia,
nesse estagio, com calor.

2.4.2 O Motor de Quatro Tempos

De maneira geral, motores que operam num sistema acoplado com dois banhos térmicos
categorizam-se em trés tipos principais: o motor de dois tempos; o motor de quatro tempos;
e o motor continuo. Nesta dissertagcao, vamos nos concentrar no estudo apenas do motor
de quatro tempos, pois 0 nosso modelo principal usa uma estrutura semelhante a esta (ver
secao 4.3). Além disso, na Ref. [48], mostra-se como estabelecer equivaléncia entre estes
trés tipos de motores.

Na denominagao de "motor de x tempos" (onde x pode ser dois ou quatro), a palavra
"tempo" (na lingua inglesa, stroke) designa um segmento de tempo em que uma determi-
nada operagao ocorre, por exemplo, termalizacdo ou extragao de trabalho [48]. Por definigao,
tempos adjacentes em motores térmicos ndo agem de maneira independente entre si, ou
seja, nao comutam entre si. Caso eles comutem, estes podem ser combinados em um Unico
tempo, uma vez que o efeito total gerado por dois tempos pode ser originado aplicando as
duas operacdes simultaneamente.

Cada tempo é um mapa completamente positivo [52] e, portanto, o operador de evolugao
unitaria para um ciclo do motor também é um mapa completamente positivo. A condigéao de
um mapa completamente positivo se faz necessaria pois assim garante-se a obtencao de
autovalores reais positivos para o operador densidade. Ainda, para que haja extracao de
trabalho, é crucial que pelo menos dois propagadores temporais do motor ndo comutem [53].
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Como exemplos de motores de quatro tempos, os principais exemplos sdo os motores
de Carnot e de Otto.

* Maquina de Carnot

Na descricao de mecanica classica, a maquina de Carnot é estruturada basicamente
em dois conjuntos de tempos que se alternam entre processos adiabaticos e isotérmi-
cos, constituindo o chamado ciclo de Carnot [54]. Temos alguns exemplos do analogo
quantico do motor de Carnot, em que uma substancia de trabalho pode ser: uma
particula em uma caixa [44]; qubits [55]; atomos de multiplos niveis [56]; e osciladores
harménicos [57]. E importante notar que, independentemente da descricdo usada,
para todos os motores desse tipo, a eficiéncia é estritamente limitada pela eficiéncia
de Carnot [24]. O ciclo de Carnot ideal consiste em alternar processos isotérmicos e
adiabaticos, como mostrado na sec¢éo 2.3, controlados por uma Hamiltoniana depen-
dente de tempo H(t), e mudangas subitas nos acoplamentos do ambiente z; e zp,
para o caso de um sistema de dois niveis.

Durante o processo isotérmico, € possivel alterar os niveis de ocupacao da densidade
de estados do sistema de interesse, variando lentamente o espectro do sistema
[Eq. (2.5)], enquanto este encontra-se acoplado com uma das partes do ambiente [4].
A baixa velocidade, que € obtida através de sucessivas intera¢oes infinitesimais
no acoplamento, garante que o sistema esteja sempre em um estado candnico
a temperatura constante. A aplicagao do processo adiabatico pode ser realizada
alterando-se lentamente H(t), sem acoplé-lo ao ambiente quéantico [Eq. (2.5)], ou seja,
em condi¢cdes microcandnicas. Isso permite manter todos os numeros de ocupagao
do sistema constantes, garantindo que nao haja variacao de entropia.

E importante notar que a ordem que 0s processos sdo realizados, ou seja, a sequéncia
de controle, ndo possui simetria de inversao temporal. De maneira andloga, serao
obtidos resultados diferentes na alteracao de ordem de operagdes da maquina.

+ Maquina de Otto

» Ciclo de Otto

O motor quantico de quatro tempos mais simples possivel é o motor de Otto para um
sistema de dois niveis, 0 qual tem seus processos ilustrados na Fig. 2.5. Seguindo
uma estrutura de um modelo de motor de quatro tempos [48], temos 0s ambientes
quanticos atuando como banhos térmicos. No primeiro tempo, apenas o banho frio
€ acoplado ao sistema de interesse. Efetivamente, nesta etapa, a ocupacao do
nivel mais alto de energia diminui, enquanto que o nivel mais baixo aumenta a sua
ocupacao. Dessa maneira, por construcao, temos que as variagdes na energia interna
estdo associadas exclusivamente a troca de calor com o banho frio. No segundo
tempo, sistema e banho sao desacoplados e expande-se o intervalo entre 0s niveis
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Tempo I Tempo II Tempo IIT Tempo IV Tempo I

Figura 2.5 — Esquema de um sistema de dois niveis como um motor de quatro tempos. Os tempos | e Il
representam os processos isocoricos onde o sistema se acopla a banhos térmicos frio (I) e quente
(1), e os tempos Il e IV representam os processos adiabaticos, onde o sistema se desacopla aos
banhos, gerando quantidades de trabalho [48].
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Figura 2.6 — Esquema do sistema de dois niveis como um motor de quatro tempos, como mostrado acima na
Fig. 2.5, representado em um grafico de presséo p por volume V, como um ciclo de Otto.

através de um Hamiltoniano dependente do tempo. Aqui, trabalho € consumindo por
causa da expansao do espectro de energia. Em seguida, no terceiro tempo, o banho
quente é acoplado ao sistema, para inverter o efeito do primeiro passo: ocupacao &
transferida do nivel mais baixo para o mais alto. No quarto tempo, trabalho é produzido,
comprimindo os niveis de energia para seus valores iniciais. Existe uma extragdo
liquida de trabalho, uma vez que as populacdes da matriz densidade nos estagios Il e
IV séo diferentes.

Em motores de diferentes tipos, outras formas mais gerais de evolug¢ao unitaria podem
ser usadas para extrair trabalho. No entanto, esta sequéncia de protocolos especificos
se assemelha a classica expansao e compressao de motores classicos. Pela definicao
de trabalho como sendo a variagdo de energia durante os estagios de evolugao
unitaria, Eq. (2.6), onde sistema e banho sdo desacoplados, pode se obter a seguinte
relacdo: W = Wy + Wiy, onde W é o trabalho total extraido, e Wy e Wiy séo as
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quantidades de trabalho geradas nos tempos Il e 1V, respectivamente. Aqui, dado que
os passos Il e IV séo adiabaticos, a quantidade de trabalho de cada tempo é dada
pela diferenga entre os valores esperados de energia inicial e final: Wy = (E3) — (E»)
e Wiy = (Es) — (E4).

Nesta abordagem, considera-se apenas os valores esperados de energia para ca-
racterizar trabalho realizado. A quantidade medida é o trabalho acumulado ao longo
das operacoes, aferida somente ao final dos processos. Isso pode ser vantajoso
quando comparado ao protocolo de duas medi¢gdes usado em teoremas de flutuacao
quantica [58], pois, neste caso, a medida inicial eliminaria possiveis coeréncias da
matriz densidade. E essas coeréncias podem ter um papel decisivo nos fenémenos
estudados [48]. As quantidades médias, por sua vez, sdo obtidas através da média do
ensemble, ou seja, repetindo a experiéncia completa diversas vezes. Ainda, o estado
interno do motor ndo é medido.

Em um ciclo, analogomente ao trabalho realizado, o calor transferido do sistema
para o banho frio Q. é dado pela diferenca da energia interna do sistema, entre o
inicio e o final do processo: Q. = (E,) — (E1). O mesmo raciocinio vale para o calor
transferido do banho quente para o sistema Q;, = (E4) — (E3). O sistema evolui para
um estado de equilibrio ao final de um ciclo e a energia média do sistema retorna
ao seu valor inicial, satisfazendo (Es) = (E;). Com isso, temos que a primeira lei
é satisfeita, uma vez que a energia total desses processos € conservada, dada por
Q¢+ Qy + W = 0. Ou seja, ndo ha conservacao instantdnea de energia interna do
sistema, pois a energia pode ser armazenada temporariamente no campo de interagao
ou no reservatério de trabalho (um sistema ambiente que consome ou produz trabalho
sobre o sistema) [48].

2.4.3 A Equagao de Lindblad

Na abordagem tratada aqui, considera-se que o subsistema s, selecionado para investi-
gacao, esta sujeito a interacdo com algum ambiente com alto niumero de graus de liberdade,
comparado ao subsistema, e experimentalmente incontrolavel. Na verdade, esta trata-se
de uma modelagem mais realista, ja que modelos isolados devem ser tomados como uma
idealizacao de validade limitada para sistemas classicos e quanticos.

Os ingredientes necessarios para prosseguir a presente formulacao, que descreve a
dinamica exclusiva de nosso subsistema s, se baseia na suposicao de Markovianidade [59]
do sistema. Esta é justificada ao se considerar que a interagao entre o sistema quantico
aberto s e 0 ambiente seja fraca o suficiente, condicao ja discutida na se¢édo 2.2 (uma
breve introducao sobre evolugao temporal de sistemas quanticos abertos é feita no apén-
dice A). Dessa maneira, pode-se aproximar a dinamica do subsistema a dinamica exata
de semigrupo dinamico completamente positivo [60]. Essa dinamica preserva o traco e
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a positividade da matriz densidade do sistema ps, enquanto permite que a matriz den-
sidade varie de outras formas. Com essas condigdes, pode-se deduzir a equagao de
Gorini-Kossakowski-Lindblad-Sudarshan, ou também chamada, abreviadamente, de equa-
cao de Lindblad [52, 61]. Tais equagOes podem ser derivadas de varias maneiras [20] e tém
a forma geral

%ps(t) = —i[H, ps] + ; Agps Af — %A;Akps - %psAkA,t , (2.35)
onde [+, -] denota a operagdo de comutacédo, H é o Hamiltoniano do sistema, e Ay séo
operadores de Lindblad que descrevem o efeito da interagdo entre o sistema e o banho
(ambiente) no estado do sistema ps. Os operadores Ay dependem da temperatura, tempo
de relaxacdo do banho, acoplamento entre banho e sistema, e também da forma do
Hamiltoniano do sistema. Observe que, se um estado inicial ps(f = 0) do sistema de
interesse sofrer uma evolugéo unitaria para um estado final ps;(f = 7), a transformagao
resultante podera ser capturada por um traco completamente positivo preservando o mapa,
que é a condicdo mostrada na subsecao 2.4.2 para o motor de quatro tempos, onde, em
um estado estacionario, a energia média do sistema (E) retorna ao seu valor inicial ap6s
um ciclo.

A partir desse ponto da dissertacao, depois deste rapido passeio sobre as bases que
estruturam a descricdo quantica pra um sistema termodinamico, passaremos a perseguir
nossa contribuicao original. Como se trata de uma releitura de um fenémeno de éptica
quantica, através deste viés de termodinamica quantica, no préximo capitulo, estudaremos
elementos voltado a descrigdo da interacdes entre fétons e atomos.
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CAPITULO 3

Optica Quantica

A éptica quantica € um campo de pesquisa que surgiu da necessidade de uma descri¢cao
fisica precisa da natureza da luz. Fazendo uso da teoria quantica, juntamente com a eletro-
magnética, ela se dedica a investigar os fendbmenos envolvendo luz, tratada como um campo
quantizado, e sua interacao com a matéria. O assunto evoluiu desde os primeiros estudos
sobre as propriedades de coeréncia da radiacao como, por exemplo, as teorias estatisticas
quanticas do laser [62], nos anos 60, para areas modernas de estudo envolvendo, por
exemplo, a demonstracao de emaranhamento quantico, teletransporte quantico, pulsos de
laser ultracurtos, conversao paramétrica descendente e assim por diante.

Neste capitulo introduziremos brevemente alguns conceitos bem conhecidos em 6ptica
guantica sobre a interagao atomo-campo, para uma melhor compreensao do nosso estudo
original, que envolve o fendmeno de conversao paramétrica descendente, apresentado no
capitulo 4.

3.1 Abordagem quantica na interacdo atomo-campo

Um dos interesses mais primordiais da fisica € entender e descrever como se da
exatamente a interacdo da luz com a matéria. Uma das maneiras mais simples de se
abordar essa situagao é usando conhecimentos bem estruturados do eletromagnetismo e
de fisica atbmica para descrever as interagdes atomo-campo. Como ponto de partida, por
simplicidade, abordaremos o acoplamento de um &4tomo de dois niveis com um unico modo
do campo eletromagnético. A validade de uma descri¢cao de atomos de dois niveis é razoavel
se os dois niveis atdbmicos envolvidos séo ressonantes ou quase ressonantes com o campo
atuante, enquanto todos 0s outros niveis sao altamente dessintonizados [63]. Desta maneira,
e utilizando certas aproximagodes realista, é possivel reduzir o problema a uma forma que
pode ser resolvida exatamente, resultando na identificacdo de caracteristicas essenciais da
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interacao atomo-campo. Usando uma descri¢cdo quantizada do campo de radiagéo, a partir
da teoria quantica, é possivel explicar fendmenos observados experimentalmente, como a
emissao espontanea (decaimento padrao entre niveis reais de energia), considerando a
interacado do atomo com os modos de vacuo do universo.

Portanto, dada essa aproximagao, a interacdo de um campo de radiagdo E com um
atomo de um unico elétron pode ser descrita pelo Hamiltoniano seguinte, na aproximacao
de dipolo:

H=Hj4+ Hp—er-E, (3.1)

onde H4 € o Hamiltoniano do atomo de um unico elétron, Hr é o Hamiltoniano do campo
de radiacéo e r é o vetor de posicao do elétron em relacao a sua posicdao quando ndo ha
campo externo. Na aproximacéao de dipolo, o campo € considerado uniforme sobre todo o
atomo.

O Hamiltoniano Hr € dado em termos dos operadores de criagao ai e aniquilagao ay
de cada modo k, como

1
HF = Zhwk (ail;ﬁlk + E) , (32)
k

enquanto o Hamiltoniano H4 é expresso em termos dos operadores de transi¢cao
aij = i) {jl. (3.3)

O conjunto completo de autoestados de energia atémica constitui uma base {|i) }, ou seja,
Y. [i)(i] = 1. Logo, da equagéo de autovalor H,|i) = €;|i), temos que

Hy =) eili)(i| = ) e (3.4)
i i
Ainda, o termo e r é reescrito como

er = Y eli) (ilx]j) jl = Zg;jo—,-]-, (3.5)
1] L]

onde @]- = e(i|r|j) € um elemento da matriz de transicéo de dipolo elétrico [63]. O campo
elétrico E é avaliado, na aproximacao de dipolo, na posi¢ao atbmica ry. Sua forma quantizada
em termos dos operadores de criagao e destruicdo é escrita como

E(I‘(), t) = Zékgkllke_iwkt_kik'ro + H.C., (36)
k

onde € € o versor que indica a polarizagdo no modo k, wy € a sua frequéncia angular de
oscilagédo e & é a amplitude do campo,

Ex = (hwi/2e0V)?, (3.7)

que tem dimensao do campo elétrico e esta relacionada com a expansdo dos modos do
campo em uma cavidade ressonante de volume V [63]. As bases de polarizagéo linear e os
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vetores unitarios de polarizagdo sao adotados como reais, por simplicidade. Dessa forma,
segue que, adotando a posicdo do atomo na origem do sistema de coordenadas e voltando
para a representacao de Schrédinger,

E=) éc(ax+ap). (3.8)
k

Assim, combinando as Egs. (3.2), (3.4), (3.5) e (3.8) no Hamiltoniano total (3.1), e
desprezando o termo de energia de ponto zero de Hp, temos

H =Y hwwafac+ Y e +1Y Y gloii(ax +af), (3.9)
k i ij k
onde, assumindo que {;; seja real, por simplicidade,

i Gijrékéx

S

Para o caso de um atomo de dois niveis a e b, é possivel reescrever a Eq.(3.9) usando a
notacado de matrizes de Pauli [63], obtendo

(3.10)

1
H = Zhwkaﬂak + Ehwabaz +h ng(a+ak +afo), (3.11)
k Kk
onde assume-se que g = gib = 81» € Wy = wy, — wy € afrequéncia associada a energia
de transicao fiw,;, de um estado a para um estado b, e

00 01 1 0
- = , oy = , 0, = . (3.12)
00 0 —1

Na Eq. (3.11), o termo aﬂa_ descreve 0 processo no qual o atomo é levado de um estado
superior para um estado inferior de energia dando origem a criagao de fé6ton no modo k.
Ja o termo o,.ay se trata do processo oposto, aniquilando um féton para a excitagao do
elétron. Note que ambos os processos obedecem o principio de conservagao de energia; 0s
termos que ndo conservam energia foram desprezados, o que corresponde a aproximagao
de onda girante [64]. O Hamiltoniano total do sistema nessa forma, descrevendo a interacao
de um unico atomo de dois niveis com um campo multimodo, € o ponto de partida de
muitos céalculos no campo da éptica quéantica e também para o nosso modelo principal neste
trabalho.

3.2 Trabalho quantico de um unico foton

Para relacionar os conceitos da Optica quantica com os fundamentos da termodinamica,
analisaremos um exemplo, baseado no artigo [19], que conecta bem as duas areas da fisica.
Um de seus objetivos € calcular o calor envolvido no processo, € o trabalho realizado por
um unico féton em um atomo de dois niveis.
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Primeiro, assume-se um estado global do sistema atomo-campo de uma Unica excitagao
como

E(t)) = 9(t)|e,0) + ) pu(t)al]g,0), (3.13)

onde |e,0) = |e) ® |0) (|g,0) = |¢) ® |0)) é o produto tensorial entre o estado excitado
(fundamental) do atomo e o estado de vacuo do campo. No lado direito da equacéao, temos o
primeiro termo associado ao estado excitado do sistema de dois niveis e a auséncia de um
féton, enquanto, no segundo termo, temos o estado fundamental do sistema de dois niveis
e a presenga de um Unico féton. No primeiro termo, 1 (t) é a amplitude de probabilidade
de encontrar o sistema de dois niveis em um estado excitado |e), com o campo do féton
nulo. No segundo termo, ¢, () é a amplitude de probabilidade para a ocupagéo de cada
modo, a qual esta inicialmente normalizada tal que Y, |¢(0)]> = 1. Ainda, |0) representa
o produto tensorial dos estados de vacuo do campo em cada um dos modos de frequéncia

0) = [1, 0w, € a;, é o operador de criagédo de um féton no modo de frequéncia

w, isto é,
w. Admite-se que

Za;awﬂ) = Zalaw Z/‘Pw’(t)azﬂ|0> = 1[1),

implicando que a superposigéo Y, ¢, (t)al |0) = |1) representa um pulso eletromagnético
contendo exatamente uma Unica excitagao.

A motivacao para usar uma abordagem termodinamica em um modelo como esse é que,
usando apenas conceitos do eletromagnetismo e mecéanica quantica, o valor esperado do
momento de dipolo quantico, para um atomo interagente com um pulso de um Unico féton,
€ igual a zero, ou seja,

(1)) = (&(®dg(1) =0, (3.14)
onde d = deq(|e) (g| + |g) (e]), implicando que o campo néo realiza trabalho algum sobre o
dipolo, o que entra em conflito com o que se espera do sistema. Para entender este resultado,
note que a teoria eletromagnética prevé que o campo elétrico classico dependente do tempo
E(t) realiza trabalho W em um momento de dipolo classico d a uma taxa

We = E(t)d(t). (3.15)

Quando esse campo elétrico classico é assumido como aquele de um laser realizando
trabalho em um atomo, utilizando uma descrigao quéantica do sistema, temos que

Wq = E(t)(a:d(t)). (3.16)

Desta forma, como (d(t)) = 0, conforme mostrado na Eq.(3.14), W = 0.

Afim de contornar este problema e resgatar a dinamica dessa descrigdo, é sugerida,
entdo, uma outra definicdo mais adequada para a quantidade de trabalho realizada pelo
foton sobre o sistema. Para isso, utiliza-se a relagdao de trabalho quéntico mostrado na
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Eq.(2.6), que, combinada com uma abordagem de sistemas quanticos abertos fora de
equilibrio, se mostra capaz de uma descricao completa da situacao, usando um modelo
totalmente quantico.

Lembramos que o estado quantico presente na Eq. (2.6) é o estado reduzido do sistema
de dois niveis

os(t) = TrcampO[ o= Trcampo [1E()) ()], (3.17)

cuja dinamica é bem definida. Ou seja, ¥(t) e ¢, (t) podem ser calculados a partir do
conhecimento das condigbes iniciais ¢(0) e ¢,(0), uma vez que |&(t)) evolui segundo a
equacao de Schrddinger, para o Hamiltoniano total

H = hwooro- + Y _hwal,a, —ihg Y (awos —aj,o-) (3.18)
w w

discutido na sec¢ao anterior [veja a Eqg. (3.11)]. Isto significa que o estado global perma-
nece puro ao longo de toda a evolugao unitaria temporal, conservando o numero total de
excitagoes no sistema. Por outro lado, note que a forma do Hamiltoniano a ser inserido na
Eq. (2.6) ndo é conhecida de maneira direta. Ou seja, é importante notar que o Hamiltoniano
a ser inserido nessa equacao para o trabalho quantico ndo € o mesmo Hamiltoniano dado
pela Eq. (3.18), mas, sim, € um Hamiltoniano efetivo sentido pelo sistema de dois niveis.
Sendo assim, no artigo [19], € sugerido o uso da equagao mestra, também conhecida
como equacao de Lindblad [65],
9ps(t) = — 2 [Hs(t), ps ()] + L [ps(1)], (3.19)
para encontrar o Hamiltoniano apropriado que descreva a dinamica do sistema, uma vez que
o lado esquerdo da equacao acima esta totalmente resolvido, dada a solugdo da equagéao
de Schrédinger para |&(t)). Com isso, identifica-se que o Hamiltoniano do sistema de dois
niveis Hs(t) tem a forma
H(t) = hws(t)ogo—, (3.20)

onde ws(t) é a frequéncia dependente do tempo induzida pelo campo incidente e o =
.l.
o

= |e)(g|. Ainda, a parte ndo-unitaria de (3.19) é dada pela atuagéo do operador Lindblad
na matriz densidade reduzida,

£rlps(0] = T0) (o-pu(0)os = 3o, pu(9) ). 321)

onde {-, -} é o anti-comutador, e I'(#) é a taxa de decaimento dependente do tempo induzida
pelo pulso quantizado. Uma taxa de decaimento negativa I'(f) < 0 é uma expresséo
da nao-Markovianidade da dinamica do sistema de dois niveis, induzida pelo pacote de
um unico foton [66]. Enfim, ao se inserir as duas ultimas equagdes em (3.19), conclui-
se que H;(t) é resolvido quando ws(t) = —Im[y(t)/p(t)]. Além disso, encontra-se

() = —Re[p(t) /p(1)].



Capitulo 3. Optica Quéntica 46

Segundo a Eq. (2.6), agora podemos identificar o trabalho quantico realizado pelo pulso
de féton Unico, sobre o dipolo, como

w;;/”ﬁm@&mmmt

fo ; (3.22)
= 1 [ IO @uos(t)
0
enquanto que o calor envolvido no processo é dado por
tf
sz/n@mmumm
f (3.23)

:hgﬂwwmﬁ%mﬁ

Este resultado deixa claro que a origem fisica do trabalho esta na dependéncia temporal de
ws(t), ou seja, no deslocamento da separacéo das linhas espectrais devido a presencga de

um campo elétrico externo (efeito Stark) [67]. O calor generalizado, nessa forma, depende
2

essencialmente da variagdo da probabilidade de excitagdo do sistema de dois niveis |i(t)
por meio da absorcao e emissao de fétons. Estas formas gerais de trabalho quéntico e calor
quantico, nas Egs. (3.22) e (3.23), mostram que é possivel estabelecer uma relacao entre
ws(t) e o valor esperado da energia de interagdo do atomo-campo através da amplitude do
estado excitado 1(t), sendo esta a principal grandeza a ser avaliada.

Para uma melhor compreensao do estudo realizado no capitulo seguinte, gostariamos
de enfatizar a estratégia apresentada aqui para avaliar trabalho e calor envolvidos neste
exemplo simples de dptica quantica. A partir do ansatz (3.13) e da definicdo de um Hamilto-
niano total, a dindmica do (vetor de) estado total |Z(#)) é formalmente resolvida, conhecidas
as condigoes iniciais. Porém, para fazer uso da Eq. (2.6), embora o estado reduzido ps possa
ser obtido de maneira simples, o Hamiltoniano do sistema Hs ndo tem uma forma bem
estabelecida. Para resolvé-lo, apela-se para equagao mestra que descreve a dindmica do
estado reduzido, que, através de hipoteses simples, nos informa sobre qual H; é consistente
com o problema. Finalmente, conhecidas as formas para ps e Hs, a Eq. (2.6) pode ser
usada para calcular trabalho e calor.
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CAPIiTULO 4

Conversao Paramétrica Descendente

Neste capitulo finalmente apresentamos nossa contribuigao original para o tema desta
dissertacao: descreveremos aqui aspectos da conversdo paramétrica descendente sob
o ponto de vista da termodindmica quéntica. A seguir, primeiro explicamos o fenébmeno
tanto na sua versao espontanea quanto na estimulada. Entdo, definimos quais aspectos
serdo tratados através da nova abordagem, e, enfim, desenvolvemos o modelo usado para
o célculo.

4.1 Conversao Paramétrica Descendente Espontanea

Optica nao-linear é a area de fisica que se dedica em estudar e descrever fenémenos
que acontecem devido a modificacao das propriedades épticas de um sistema material
interagindo com a luz em altas intensidades. Em geral, considera-se que o inicio do campo
da éptica nao-linear foi através da descoberta do processo de geragao de segundos harmoé-
nicos realizado por Franken [68], processo no qual dois fotons com a mesma frequéncia
w interagem com um sistema material ndo-linear, e sdo combinados de modo a gerar um
novo féton com o dobro da energia 2fiw dos fétons iniciais. A terminologia usada para
designar “nao-linearidade” se da pela “resposta” (efeito decorrente apos a interacao) de
um sistema material a um campo 6ptico aplicado, a qual depende dos termos de ordem
superior associados a intensidade do campo éptico. Um exemplo deste fendmeno € a proé-
pria geracao de segundo harménico, que pode ser entendida como a resposta da interacdo
de um campo intenso com a matéria, que escala quadraticamente com a intensidade do
campo 6ptico aplicado. Sendo assim, a intensidade da luz gerada, a partir segundo harmé-
nico, tem magnitudes que tendem a aumentar com o quadrado do campo eletromagnético
aplicado [69].

O fendmeno oOptico de fétons incidentes sobre um cristal ndo-linear decaindo espontanea-
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mente em um par de fétons é chamado de Converséao Parameétrica Descendente Espontanea
(abreviado aqui por SPDC, do inglés Spontaneous Parametric Down-Conversion). Este € um
efeito éptico ndo-linear que usualmente é compreendido teoricamente quando modela-se a
polarizagao do cristal por meio de uma susceptibilidade de segunda ordem X(2>, ou seja,
guando assume-se que ela depende do quadrado do campo elétrico presente. O fendémeno
tem sido altamente utilizado para investigar experimentalmente os aspectos fundamentais da
mecanica quantica, especialmente para a producao de pares de fétons emaranhados [70],
assim como analisar a validagao dos resultados teéricos da termodinamica quéntica [71]. Na
SPDC, o foton incidente é frequentemente chamado de “féton de bombeamento” (em inglés,
pump), enquanto os fotons de saida sdo chamados de “sinal”’ e “intermediario” (em inglés,
signal e idler, respectivamente). O fenébmeno é chamado espontaneo pois ndo hg um canal
auxiliar ou campo intermediario para estimular o processo — 0 que veremos mais adiante —,
os fétons sdo gerados espontaneamente dentro do sistema material. A palavra “paramétrica”
quer dizer que ha dependéncia dos campos elétricos (e nao apenas de suas intensidades),
implicando que existe uma relacao de fase entre os campos de entrada e saida. E a palavra
“descendente” refere-se ao fato de que os campos do sinal e intermediério sempre possuem
uma frequéncia menor que a do bombeamento [72]. A divisdo dos fétons de bombeamento
em pares de fétons ocorre de acordo com as leis de conservacao, ou seja, com energias e
momentos combinados iguais a energia e ao momento do foton original (veja a Fig. 4.2).
Estas leis de conservacao sdo dadas por

Wy = ws + wj,
kp - ks"“ki/

(4.1)

onde wy, ky, ws, ks, w; € k; séo as frequéncias e vetores de onda dos fétons de bombea-
mento, sinal e intermediario, respectivamente. A segunda expressao também é conhecida
como ajuste de fase.

Para que o fendmeno seja observado, como o indice de refracao depende da frequéncia,
apenas certos tripletos de frequéncias serdao combinados de maneira que as conservacoes
de energia e momento sejam alcangadas simultaneamente. A intensidade dos campos
convertidos € determinada pelas condigdes de correspondéncia de fase, que € usualmente
obtida usando materiais nao-lineares birrefringentes, os quais tem indice de refracao
que variam com a polarizagao, e dependem da espessura do cristal e da diregcao de
propagacgao. Como resultado disto, diferentes tipos de SPDC séo categorizados pelas
polarizacdes do féton de entrada e dos dois fétons de saida dentro de um cristal uniaxial. Se
os fétons sinal e intermediario compartilharem a mesma polariza¢ao entre si, assim como
o féton de bombeamento, ele sera considerado Tipo-0; Se os fétons sinal e intermediario
compartilharem a mesma polarizagao entre si, mas forem ortogonais a polarizacao do
bombeamento, ele serd SPDC do Tipo-I; E, se os fétons sinal e intermediario tiverem
polarizagdes perpendiculares entre si, ele é considerado uma SPDC do Tipo-Il [69]. Os
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Figura 4.1 — Montagem tipica para observagao da conversao paramétrica descendente espontanea: Um
féton de um feixe de laser excita um meio nao-linear (geralmente um cristal) a um nivel virtual,
que decai espontaneamente através de inimeras maneiras: retornando diretamente ao nivel
original, um foton idéntico ao do laser € criado; retornando indiretamente, passando por um nivel
intermediario, um par de fétons é gerado. No segundo caso, a energia resultante destes fétons
se iguala a energia do féton de bombeamento, fiw, = hiws + hw;. Foétons das mais variadas
cores (comprimentos de onda) podem ser obtidos, a depender do nivel intermediario utilizado.
Os pares de fotons gerados tém diregdes de propagagao dadas pela conservagdo do momento
linear, ik, = fiks + Tik;. F designa um filtro de interferéncia Optica, que tem o papel de selecionar
determinadas polarizagdes [73]. A posicao dos detetores seleciona quais pares produzidos sao

observados.
Nivel virtual
Nivel virtual
hwp %
FAVAVAVAV 4
Decaimento
espontaneo
At — 0
|
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Figura 4.2 — Conversao paramétrica descendente espontanea: Um f6ton de um feixe de laser excita um
meio nao-linear (geralmente um cristal) a um nivel virtual que decai espontaneamente. Dois
processos possiveis sao ilustrados: um féton idéntico ao do laser é criado e um par de fétons
é criado (SPDC). A energia do par de fétons somada € a mesma energia do féton de laser
(hw, = hws + hw; — conservagédo de energia). Fétons de varias cores (comprimentos de onda)
podem ser obtidos dependendo da localizagao do nivel virtual.
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possiveis caminhos dos fétons de saida, ilustrados na Fig. 4.1, sédo determinados pelas leis
de conservacgao e restritos pela polarizagao.

A correlagao entre estados de polarizagao de fétons convertidos descendentemente
torna possivel a producao de fétons emaranhados por polarizagdo. O emaranhamento é
o fendmeno quantico em que o estado de um sistema de duas, ou mais, particulas nao
€ determinado apenas pelos estados das particulas individuais. Isto s6 ocorre quando as
particulas do sistema estdo em uma superposicao quantica de estados e compartilham
uma correlagao. Se dois fétons estao correlacionados em suas polarizagdes, medir o estado
de polarizagdo de um determina o estado do outro, sem ter que medi-lo. O efeito de SPDC
se mostra adequado para produzir fotons correlacionados e em superposigao [74].

De certa forma, estaremos interessados em investigar os efeitos resultantes de uma
suscetibilidade 6ptica ndo-linear em segunda ordem X(z)_ Entretanto, ndo avangaremos
com este formalismo aqui porque uma outra abordagem serd verdadeiramente util, ao
contrario desta. Explicamos. Conforme apresentamos logo acima, note que toda a influéncia
da matéria sobre a conversao paramétrica descendente esta exclusivamente contida no
conceito fenomenolégico de susceptibilidade. Como pretendemos descrever o estado do
material na observacao deste fendmeno, néo é possivel nos contentar com a presente
descricao. Como veremos a seguir, variaveis associadas a matéria serdo levadas em
consideracao e aparecerao explicitamente na teoria.

4.2 Conversao Paramétrica Descendente Estimulada

No processo de conversdo paramétrica descendente estimulada, um laser auxiliar com
mesmas propriedades Opticas dos fétons intermediarios também incide no cristal, alinhado
com a diregao de detecgao destes fotons (veja a Fig. 4.3). Como resultado desta modificagao
na montagem experimental, produz-se um aumento substancial no nimero de pares de
fotons criados. Tipicamente, um laser auxiliar de alguns miliwatts aumentaria a taxa de
emissao destes fétons em 100 vezes, comparado com a emissao espontanea [75]. Mais
adiante, mostraremos nos nossos calculos como entender o aparecimento de tal efeito.

A partir de agora, pretendemos reinterpretar a conversao paramétrica descendente
estimulada via termodinamica quantica. Assim como o trabalho discutido na segao 3.2,
interpretaremos o grau de liberdade interno do cristal como uma substancia termodinamica
que pode realizar trabalho a partir da interagdo com o campo externo aplicado. Em particular,
a seqguinte interpretacao de maquina térmica poderia funcionar neste caso. O efeito de um
féton de bombeamento na sua funcao de excitar o cristal poderia ser interpretado como
sendo causado pelo acoplamento do cristal com um reservatorio quente. Em seguida, o
decaimento do cristal para o nivel de energia intermediario e a concomitante emissdo do
foton sinal poderiam se associar com a realizagdo de trabalho pelo sistema. Finalmente, o
papel do laser auxiliar seria equivalente ao de um reservatorio frio, ajudando a direcionar a
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Figura 4.3 — Uma configuragao tipica usada para um experimento de conversao paramétrica descendente
estimulada. Além do laser de bombeamento (azul) incidindo sobre o cristal ndo-linear (NLC), um
laser auxiliar (vermelho) também incide no material, os quais passam por um modulador espacial
de luz (SLM). Este possui propriedades Opticas idénticas as dos fétons intermediarios, sendo
inclusive alinhado na mesma diregcao de seus detectores. A presenga deste laser auxiliar aumenta
a taxa de criagao de pares de fétons sinal e intermediario, em comparagado com a conversao
espontanea [75]. Ainda, M é o aparato refletor, L é o filtro de polarizacdo e CCD sao as cameras
de dispositivo de carga acoplada como detectores.

emissao do foton sinal, mas representando um descarte de energia através da emissao do
féton intermediario.

Aqui, ndo demonstraremos que esta nova abordagem pode ser de fato aplicada, porque
nao alcangamos resultados suficientes para isso. Entretanto, daremos um primeiro passo
nesta direcao. Avaliaremos, no processo de conversao paramétrica descendente estimu-
lada, o trabalho realizado pela luz sobre o cristal e o calor envolvido. A estratégia, como ja
comentamos, é parecida com aquela discutida na se¢éo 3.2. Primeiro mostraremos como
obter a dinamica do estado total (campo e cristal), para um modelo simples de interagao e
condicdes iniciais consistentes com a realizacdo experimental do fenébmeno. Em seguida,
o estado reduzido que descreve o grau de liberdade do cristal pode ser diretamente al-
cangado e, amparados por uma equacao mestra para este estado reduzido, definiremos
o Hamiltoniano efetivo sentido pelo cristal. A partir disto, as relacées de trabalho e calor
podem ser formalmente apresentadas.

4.3 Dinamica quantica

Com todos os conceitos e definicdes quanticos, termodinamicos e dpticos necessarios
para modelar o sistema proposto, nosso ponto de partida é o proprio experimento de
conversao paramétrica descendente, o qual voltamos a ilustrar com uma configuragao
simplificada na Fig. 4.4. Primeiramente, usaremos o processo de conversao parametrica
descendente estimulada, e ndo sua versao espontanea, para a descricdo do modelo, pois
sera claro, mais adiante neste capitulo, que esta desempenha um papel importante para
destacar o efeito ndo-linear em si. Além disso, sabe-se que, como tem sido feito ha anos,
os estudos deste fenébmeno tém, geralmente, a descricdo do féton como elemento principal
deste efeito, afinal é a parte diretamente acessivel em um experimento. Nosso objetivo
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Figura 4.4 — Um arranjo experimental basico que gera o efeito de conversdo paramétrica descendente estimu-
lada, o qual € nosso fenbmeno investigado. O campo do laser auxiliar (vermelho), devidamente
preparado usando um modulador espacial de luz (SLM), aumenta consideravelmente a geragao
de pares de fétons quando o laser de bombeamento (azul) também incide no cristal ndo-linear
(NLC). Os fotons sinal e intermediario criados neste processo sao medidos pelos detectores [75].

neste trabalho ndo é descrever apenas o campo, mas investigar o cristal ndo-linear como o
sistema de interesse.

- Hamiltoniana classica

A partir deste ponto, o formalismo apresentado esta em consonancia com a teoria
apresentada na secao 3.1. Partindo do ponto de vista classico, considere inicialmente um
unico elétron confinado pelo potencial atdmico interagindo com um campo elétrico externo,
e uniforme sobre a regido do elétron. Esta configuracao pode ser descrita pela Hamiltoniana
de acoplamento minimo na aproximagao de dipolo

Hy = Ha + Hf + Hipy,, (4.2)
com
p? =
HA = % + VO(?) e Hintl = —er - E(?Ol t)/ (43)

onde: H,4 é a Hamiltoniana do atomo, e m o momento e a massa do elétron, respectiva-
mente, e V;(¥) representa o potencial atdbmico; Hr é a Hamiltoniana do campo, dado pela
Eq. (3.2); H;,;, € o Hamiltoniana de interagao, em que e é a carga do elétron, 7 é a sua
posicao em relagdo ao seu ponto de equilibrio, Eéo campo elétrico externo, 7 é a posicao
do atomo e t o tempo.

Por simplicidade, em um cristal, consideramos que cada um dos N elétrons estdo
confinados pelo mesmo potencial atobmico. Além disso, cada posi¢céo atébmica é tomada
como um parametro fixo. Estende-se, portanto, a Hamiltoniana H;, de modo que, para esta
nova situacao, temos

H = Hc + Hr + Hint, (4.4)
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com
N ﬁj? N .
H. = 21 - +Vo(7)| e Hu=—e 21 7 E(7, t). (4.5)
= =

Aqui, ?j é a posigéo do j-ésimo elétron com relacdo ao seu ponto de equilibrio e ?Oj éa
posi¢cdo do 4tomo onde o j-ésimo elétron esta confinado.

Expandindo E (?Oj, t) em ondas planas, descritas pelos vetores de onda ke polarizagao
o, produz-se

em que a; , refere-se a amplitude do campo elétrico do modo k, com polarizagéo determi-

nada por o, e ’7%0 carrega a direcao de polarizacédo e outras normalizagcbes necessarias,
para um dado par (l?, o) [veja a Eq. (3.6)]. Também destacamos que w = w(E, o).

+ Hamiltoniano quantico

Agora, simplesmente usamos o procedimento usual de quantizagdo para as variaveis

candnicas 7j —fje ;3]- — P, assim como para amplitude do campo a; = — ;. Lembrando

ainda que o campo elétrico quantizado, obtido a partir desse procedimento,

(k7 —wt) | oy

0] —i(k~?0/.—wt)

bd A A'l'
_Z: ﬂfc,aak,ae aE e ’
k,o
refere-se a representacao de Heisenberg, entdo, o Hamiltoniano quéantico na representacao
de Schrédinger se torna

H = H:+ Hf+ Hjp, (4.7)
com
N (j +ik-7 + ik
A ) o ~ id . _)_‘ A_‘ . 0 D% A — . 0
Hmt - Z Amn mn Z k{gak’ge + 17%,0'(1%,06 aw (4-8)
]:1 m,n E,U’

em que definimos o elemento transigdo dipolar como J,f{,l = (m|(—et;j)|n) e o operador de
transigdo como A, = |m)(n|, onde Hy|m) = eﬁnA) |m). Observe que, como na presente
abordagem cada elétron é confinado por um potencial atémico idéntico, os termos da soma
em j da Eq. (4.8) diferem apenas por causa da dependéncia do campo elétrico na posi¢ao

do atomo ?0].. Entao, é possivel substituir Jn({,)l simplesmente por Ayin.

- Dinamica na representacao de interacao
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Para avancar na abordagem, precisamos descrever a dinamica do sistema. Pois bem,
levando o nosso estado global |¢(t)) para representagéo de interagéo, o vetor de estado é
dado por | (t)) = e*ﬁ(HﬁHF)t]z/J(t)), onde usamos com o subindice “I” para designar a
representacdo de interacdo. Sua evolucao unitaria temporal segue

9i(6)) = W(0)li(0)), onde 1 a,L1x(t) = Fr()U (1) 49

com
0 T - IR VUV DT,
H[(t) — e“rﬁ(HC-i-Hp)tHinte h(Hc-‘er)t'

Para a evolucao do tempo na representacao de Scrodinger temos entao (detalhes deste
calculo estdo no apéndice B)

[p(1) = [p(t)) = [p O (1) + 1M (1) + [p@ (1) + ..., (4.10)

onde
/ i/ a t 177 & ! A
W(nﬂ)(t» _ (%) e—h(HC+Hp)t/0 df et H A+ AR |¢(n)(t/)>. (4.11)
» Estado inicial

Definida a maneira como calcularemos a evolugédo temporal, agora precisamos discutir
o estado inicial do sistema. A ideia é descrever a montagem experimental da conversao
paramétrica descendente estimulada, em que, anteriormente a interagao, temos apenas
fotons do feixe de bombeamento e do feixe auxiliar, e o cristal no estado fundamental. A
escolha mais simples que pudemos fazer €

[¥(0)) = |0)c ® |”p>p ® [1a)a @ |Wcl>r (4.12)
com
jvac’) = X 10)z (4.13)
(ko)

onde |0). é o estado fundamental do cristal, |1,), (|11) ) indica que existem inicialmente 7,
(np) fétons no modo 4 (p) auxiliar (de bombeamento). Ainda, o produtdrio sobre o conjunto
(k, o)’ significa varrer todos os modos (k, o), exceto pelos modos de bombeamento (%p, 0p)
e auxiliar (Eu,aa). Entao,

HC|1/J(0)> = e(()c)|’~/’<0)> e I:IF|1P(0)> = (nahws + nyhwy + €vac)|1(0)). (4.14)
Definindo ¢y = eéc) + nghw, + nphwy + €vae, @ evolugéo do estado néo-perturbado €

O (1)) = e i 1(0)).

* Primeira ordem
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Finalmente, para obter |¢(t)), calculamos os termos de | (t)) até terceira ordem,
usando a Eq. (4.10). Este célculo é longo, porém nao apresenta grandes dificuldades. A
motivacao para usarmos uma teoria de perturbacao até a terceira ordem é que este é o
menor termo para o qual o fendbmeno de conversdo paramétrica descendente acontece,
conforme ficard mais claro no decorrer do célculo de |¢(t)). Sendo assim, comegando
com |1 (t)), e utilizando a Eq. (4.8), podemos escrever a expresséo para |1 (t)) como
sendo (veja os detalhes no Apéndice C)

- N
i i
lpD (1)) = (ﬁ) e 1N Y m) @ [+t +ts +ta +t5], (4.15)
j=1'm
com
" {;T — +1Ep'?o' 1- e*i(wmopr)t 1 !
= ] / _
R R 1—e i(wm() wg)t
; — ¥ = +ik, roj 1 / )
’ (dmo - Tz, . )e r—— [1p)p @ \/Na|ng — 1), @ |vac’)
N o 1— efi(meerp)t
b= (it e ey Sy 1, +1 ,
3 (dmo qkp/%)e o T @) ny+1iny +1), ® |na)a ® |vac’)
5 T 1—e i(wm0+wa)t
ty = (dyo-7t Ka Ty Vi, +1 1),, /
4 (dmo - 77 e com T 00) 1)y @ /11g+1|ng + 1)4, ®|vac’)
N _ Tz 1— e_i(a)mO"‘w)t
ts = Do - 775 Ye o) Al )
s = Tl ) T | Inply @ Ina)e @ 8, foac)

em que fiwy,,) = efrf) — e(()c). Ainda que todos estes estados em superposicao sejam pos-
siveis, a priori, 0s termos t, e t3 serdo descartados, pois, considerando que manteremos
apenas termos de terceira ordem, € possivel verificar (através das sucessivas interacoes
do Hj,;) que esses ndo podem dar origem aos estados observados no experimento de
conversdo parameétrica descendente. Este serdo nomeados aqui de estados PDC, e se
associam a aniquilacdo de um féton de bombeamento e a criagao de um féton interme-
diario (no mesmo modo do feixe auxiliar) e outro féton sinal: |1, — 1), ® |ng + 1), ® [1)s.
Esta simplificacao pode ser justificada pela chamada “p6s-sele¢ao”, que é um protocolo
frequentemente usado em fisica experimental, no qual se faz uma selecao dos processos
especificos que se desejam investigar, configurando um arranjo experimental para o sistema.
Além disso, segundo este mesmo argumento, para s, podemos eliminar a soma sobre
(k, o)’ e substituir

k — ks, w — Wws, e o — 0,

de modo que t5 torna-se

R _itr (11— e_i(me‘H’JS)t
ok )6 ik Toi (

s = (77, Teom ¥ @) )'”p>p®|na>a®|1>s,
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onde definimos |1)s = 4!  |vac’).
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+ Segunda ordem

Procedendo com a iteragao, agora calculamos |((2)(¢)). Nés primeiro lidamos com a
integral

[ttt B g0 1),

e lembramos que manteremos apenas os termos capazes de gerar estados PDC, consi-
derando a expanséao (4.10) até terceira ordem. Assim, temos a expressao para o estado
perturbado de segunda ordem |(?) (t)) (detalhes do calculo no apéndice D)

|¢(2)(t>> = (_> _7€0tzz |m t6+t7+t8—|—t9+t10+t11],

il
onde

b = e+i(k’p.70]._ﬁﬂ.70]~) (Ao - ﬁ%p,ap)( T - ﬁfa ’%) o1 (t) e~ i@notwa—wp)t
X /p|p — 1)p ®@ \/1g + 1|ng + 1), @ |vac’),

t7 = oty ro])(dmo U ap)(d:m ' ﬁi,frs) vy(t) e~ o twsmp)t
X\/Mply —1)p ® 1), @ |1)s,

by = e—i(%a.?0j+%p.70]~)(jm0 : ﬁ; - ) (i - E ) 5(t) e~ i(@notwa—awp)t
X\/Mplny — 1), )y @ /Mg + 1|1, + 1), ® |vac’),

te = ¢ O g ) (77, ) 0a() et
><|np>p®\/na7|na+1 )a ®[1)s,

to = e_i(%s.?oj_Ep.?Oj)(ij ’ ’7%:,05)(‘;~ ' _)Epra'p) vs(t) g (@notws—wp)t
><\/_|”1ﬂ —1)p ® |12)a ®[1)s

o= I ) ) vl ettt

X|np>p ® \/ ng + 1|na + 1>u ® |1>S/
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sendo que definimos

1 [ [ etilwmo—wptwa)t _ 1
v(t) = i(Wmo — wp) i i(wmo — wp + wy) ) —

1 e+i(wm0—w,,+w5)t -1
v(t) = i(Wmo — wp) I i(wmo — wp + ws) ) —

1 e-i—i(wmo—wp—i—wa)t -1
v3(t) = i(wWmo + wy) i(wmo — wp + wy) ) —

1 i eTilwmnotwstwa)t _ 1
oa(t) = i(wWmo + wa) (w0 + ws + wa) |

1 i etilwmotws—wp)t _ 1
vs(t) = i(Wmo + ws) i(wpo +ws —awp) |

1 i etilwmotwstwa)t _ q
o) = mr @) |\ Hemo T s a0

* Terceira ordem

<e+i(w,;1m+wa)t 1

e—l—i(wmm—l—wg)t -1
i(wlﬂm + C(]a) !

e—l—i(wmm—i—ws)t -1

e—f—i(wmm—wp)t _ 1

e—l—i(wmm—&—ws)t -1
( i(Wiiim + ws )

7

(e—i—i(wmm—wp)t 1

i(wn”ﬂn + (Ua)

Finalmente, usando o mesmo procedimento e lembrando que estamos interessados em
estados PDC, obtemos (detalhes do célculo no apéndice E).

3
) eféeot 2

’

J v

Z eii(wrﬁopr+wa+ws)t (tlz + ...+ t17)

X 1) @ ,/_np|np — 1>p Qg+ 1n, +1), @ |1)s|,

(1) =
onde
ty = +i(ky 7
ty = +i(ky 7
e = —i(Kq 7
tis = itk
e = e_i(E '
ty = eii(Es
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com
fit) = /O erilamrat | /0 " eritem—ont'y, 11y ar' ar
() = / ettt | / " ettt (1) gy gy,
0 /0
g(t) = / et | / " gttty (1) gy gy
0 L/0
() = /Ote+i(wmmwp)t’ _/Of' e+i(wm0+wﬂ+ws)t”x2<t/,> dt”- ar'
gs(t) = /O et | /0 " ettt iy apt
g(t) = /O etitam—ent | /O " et o) i) ar,
e

—i(wmo— t
xi(t) = e (Wmo—wp)t /te+i(wnzo—wp)t/dtl = (1 — e @momey) ) )
0

i(wWmo — wp)

1— e_i(me‘HUu)t
i(wmo + wa) ’

. t . ,
Xz(t) — e—l(wm0+CUu)f/ e+1(wm0+wu)t dtl —
0

—i(Wm s )t
x3(t) = g~ im0 tews)t /t ptilwmotws)t gy _ 1 - e~ i(wWmotws) -
0 l(me + ws)

+ Forma final de |¢(¢))

Algumas Ultimas operacdes sdo necessdarias antes de exibir o estado final |¢(¢)). Em
primeiro lugar, note que os termos |0 (¢)), [y (¢)) e [ (t)) nao envolvem estados
PDC, por isso, quando estado final for projetado nestes, serdo descartados. Isto implica
que |(t)) — |¥®(t)). No entanto, ainda podemos eliminar o somatério sobre j,7 e 7.
Considerando que sao indices mudos, é possivel verificar que, em cada termo de [ (¢)),

temos a mesma forma:
Ze+i(k,,~70j—kﬂ~?0j—ks-?0]_) _ Ze+i(kp—ka—ks)~?0j
j/j/j ]
£ Y T TRy Ry
JFAT T#F T
Note que o primeiro termo € igual a N, o nimero de atomos do cristal, j& que, por conserva-
¢ao de momento, k, = k, + ks. Por outro lado, o segundo termo se anula porque trata-se

de uma soma de um numero enorme de termos que oscilam incoerentemente.
Implementando as ideias acima, e eliminando a fase global, encontramos

[p(t)) = \/np(ng +1) Zcme‘i“’mot M) @ |1y — 1), @ |12+ 1)a @ [1)s, (4.16)
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onde

m,im
+ g2(t) (dmo ﬁgp,gp)(qmm qi,as)(qw T, )
+ 83(8) (o7 )T o ) (o 77 )
+ ga(t) @0 77 ) (-7 ) (- )
+ 85() (dmo 7, ) (o Ty o ) (T )

= 8o(t) (dno 7 ) (-7, ) (- k>}

Vemos agora, a partir da Eq. (4.16), o nascimento do fendmeno de conversao para-
métrica descendente, nesta abordagem tedrica, por meio dos estados gerados em uma
expressao analitica. Olhando apenas para esses estados gerados, uma maneira possivel
de ser ler a expressao € que um féton do laser de bombeamento é absorvido pelo &tomo
([np —1)p), criando dois fétons, um féton na diregdo do campo auxiliar (|1, + 1), foton
intermedidrio) e o outro féton sinal (|1)s). A dindmica do grau de liberdade atdmico esta
incluida nos coeficientes Cye @m0t O resultado obtido é exatamente o mesmo do efeito
que é medido experimentalmente. Por dltimo, note que a presenca do laser auxiliar amplifica
o fenémeno por um fator \/n, + 1, justificando plenamente a sua implementacéo.

4.4 Trabalho e Calor Quanticos

Com o estado evoluido no tempo |¢(t)) em mdaos, agora podemos construir
p(t) = |Y(t))(y(t)| e, portanto, o estado do sistema de interesse p.(t), para o qual
compararemos a dinamica obtida na secao anterior com aquela governada pela equacgao
mestra (2.35). Ou seja, da mesma maneira como foi apresentada na se¢ao 3.2, uma vez
que temos o estado do sistema em maos, é possivel conhecer como se da a sua dindmica,
e, assim, conseguimos identificar o Hamiltoniano efetivo que governa o sistema de interesse,
podendo entdo usar a definigdo de trabalho quantico Eq. (2.5).

Portanto, o préximo passo é montar a matriz densidade p(t) = |¢(¢))(y(t)|. Por
simplicidade, consideramos que o subsistema do cristal apresenta trés niveis de energia,

ou seja,
|¢’(t)> = w(t)[1)c® |”p - 1>p ®@ |1+ 1)s @ [1)s
+ a(t)[2)e @[y —1)p ® |1+ 1)a @ [1)s (4.17)
+ a3(t)[3)c ® |”p - 1>p ® |1, +1), @ (1)s,
onde

aj(t) = Cj(t)\/np(ng +1) e i, (4.18)
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Com a Eq. (4.17), entdo construimos o estado p(t) e tomamos o trago sobre as variaveis
do campo para se obter g.(t). Encontramos

e (> ar(t)as(t) ar(t)as(t)
pet) = Trflpl = | w(ai(t)  laa(OP  wa(Da() |- (419)
as(H)ai(t) as(Has(t)  |as(t)?
Nosso proximo passo € encontrar a equagao mestra, semelhante a Eq. (2.35), que
concorde com a dinamica tal estado. Sua forma é dada por
0 i 1

sibe =~ (B, ) + 1 | ApeAL - S AT Aipe — SpeAfA | (4.20)
k

onde, conhecendo totalmente o resultado do lado esquerdo da equagao acima, como
primeira tentativa de identificar os operadores que descrevem esta dindmica, definimos os
operadores de dindmica nao-unitaria como

Ar=z1)2, Ay =2|2)(1], Ac=z[1)(3],

Ag=zl3)(1l, Ao=zl2)@3] A =z3)2].
Complementarmente, o Hamiltoniano efetivo do sistema que ira gerar a dinamica unitaria é
assumido como

wi 0 0
A = heon |1 (1] + hawa|2) 2] + heos|3YB =1 | 0 w, 0 |- (4.21)
0 0 w3
Ent&o, seu comutador com o estado p. do sistema vale
0 way(wy —wa) aaz(w; — ws)
[Hiff, Pl =N | azat(wy — wn) 0 wph(wy — ws) | - (4.22)
a3 (w3 —wq) azeg (w3 — ws) 0

Adicionalmente,

gy~ BB DA o iy iy - 2202
Aupe] - BAPT P [y oy - R AN,
Acpel - AT OALRe 2 [y i) o) - PO ARG,
g BB gy - DT,
Aot - AAP AR 2 (1) aja3) 21 - 119 0l — 3 31,
Aot - AP erpdA}Af - by [l o - 2]
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de modo que a parte ndo-unitaria da equacao mestra é dada por

i — 3 |Zapas Poras =31 zpcae|Pa1as
_%|Zabdf‘2‘x2“T 122 _%|Zacef|2“20‘§ ’
— 5 |Zbcde| Pz —5|zacer|*as 133
onde
= |zt + |zeas]” — [zpaes %,
mn = |zpa|’ + |zews]® — |zgp0]%,
33 = |Zd0‘l|2 + |Zf“2|2 - |Zce043|2,
com |z;a,|? = 2, parai=a,b,...en=1,2,3. Ainda,

ziil* = |zil* + 21> e |zl = |zil* + |zj]* + |z)* + |z~ (4.23)

Agora precisamos encontrar condigdes para os parametros livres w123 and z, ¢ 4., para

YLy

0S quais a equacao mestra (4.20) seja satisfeita. Desta equagao matricial, temos nove
igualdades. Comegamos a apresentar os termos da diagonal,

otlar|? = |zaaal?® + |zc|?|as|* — |zpa|*|a1]?,
olaal = |zp|?ar? + |ze|?|az]? — |zqf [z, (4.24)
olasl* = |zl |ar]? + |zf a2 |* — |zcel*|as|?,

enquanto que, para aqueles fora da diagonal, temos

. 1 |
d(wres) = wmay |—i(wy —wy) — E’Zabdf‘z ,
N (4.25)
Or(woay) = moaj |—i(wy —wi) — §|Zabdf|2 ,
* * [ . 1 2_
dr(wia3) = waz |—i(w; —ws) — §|Zbcde| ,
i : ] (4.26)
dr(azay) = wasaj |—i(ws —wi) — §|Zbcde|2 ,
* * : 1 2
I(aan3) = w3 | —i(wr = ws) = S|Zaces” |,
I : (4.27)
dr(azns) = azay |—i(ws —wy) — §|Zacef|2
As Ultimas seis equacodes, Eqgs. (4.25)-(4.27), implicam que
Zapaf|> = —2Re [atal + ataz] , wi—wy = —Im [a% + a% ,
|Zbede|* = —2Re [a”"l +% , wi—w3 = —Im [%Jr% , (4.28)

2 _ aaz at“; o drx atlx*
|Zacef| = —2Re [;2 +W , wy—w3 = —Im|[Z=2+ §3 )
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Finalmente, usando as definicées de calor e trabalho quanticos das Egs. (2.6), temos
que

(6Q) = /t:fTr[atpcu)HEff(tﬂdt e (W)= /t:fTr[pca)atHiff(tth. (4.2

Logo, usando as Eqgs. (4.19) e (4.21),

by 3 2 te 3 )
(6Q) = h/ Y (wio|a;[P)dt, e (OW) = h/ Y (i ?0rw;)dt. (4.30)
L — o j=1

Escolhendo w3 = 0 como referéncia, podemos escrever, de acordo com a Eq. (4.28),
expressdes para o calor e trabalho que dependem apenas dos coeficientes «;(t), obtidos
formalmente na secao anterior:

tf
<§Q> = h/t <w18t|a1|2+w28t|zx2|2> dt
0

= [’ <Im {% + tof} ot|aq > 4 Im [% + toi?’} 8t|a2|2> dt
to 1 ) [1%) Qg

by
(OW) = h/t (|o¢1|28tw1 + |D€2|28th) dt.
0

4.32
— o [ (P [0 25 ¢ g [ 22 2] ) . 4
to N1 ) %) L2

Estes resultados podem ser considerados como uma extensao da teoria apresentada na
Secao 3.2, e uma série de agdes decorrentes destes merecem serem efetuadas. Infeliz-
mente, ndo conseguimos implementa-las durante esta dissertagdo, mas certamente havera
interesse em suas realizagdes. Inicialmente, é imperativo entender a dependéncia temporal
dos coeficientes a1 5 3(t) para buscarmos uma interpretagéo satisfatéria das duas ultimas
expressoes. Um outro passo importante, que iria na direcao de aproximar o formalismo a
realizacdo experimental, seria representar os campos de bombeamento e auxiliar no estado
inicial do sistema como estados coerentes. Ainda neste sentido, seria interessante avaliar
quais quantidades poderiam ser medidas em um experimento, para uma possivel valida¢ao
do modelo proposto, eventualmente, inclusive, em uma estrutura tedrica que interprete a
conversao parameétrica descendente como uma maquina térmica.
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CAPITULO 5

Conclusao

Introduzimos os principais conceitos e definicdes da termodinamica, como suas leis e
expressodes para trabalho e calor, partindo do pressuposto que a dinAmica microscépica
do sistema de interesse € governada pela mecanica quantica. Através de exemplos relati-
vamente simples, apresentados e discutidos, observamos que essa abordagem se prova
atil na medida em que estabelece correspondéncia consistente entre conceitos das duas
teorias. Ainda, apresentamos brevemente uma sugestao de um possivel conjunto de carac-
teristicas que implicaria na emergéncia de comportamento termodindmico na descri¢cdo de
um sistema qualquer, o que pode ser usado para determinar a validade de aplicabilidade e
utilidade das definigdes de termodinédmica quantica.

Dentre os sistemas estudados nesta dissertacdo, a descricdo da interacao luz-matéria
sob o ponto de vista da termodinamica [19] teve particular influéncia no nosso trabalho.
Motivados pela abordagem desenvolvida pelos autores, buscamos descrever o efeito de
conversao parameétrica descendente sob o0 mesmo ponto de vista. Especificamente, na
realizacdo experimental do fenémeno, forcamos a interpretagédo do campo de bombeamento
como um agente que realiza trabalho sobre (e fornece calor para) a estrutura interna
do cristal ndo-linear. Nesse sentido, a formalizagdo dos conceitos de calor e trabalho é
prontamente obtida na teoria termodindmica quantica.

Lembramos, porém, que neste estudo uma outra dificuldade aparece. O grau de liber-
dade do cristal, em descri¢des tedricas da conversdao paramétrica descendente, nao é
explicito. Seu papel no fenémeno esta inteiramente encapsulado na susceptibilidade dptica
nao-linear X(z)_ Para contornar o problema, propomos um modelo em que a dinamica do
cristal também ¢é incluida na descri¢cao, procedimento que nos possibilitou fazer uso direto
de expressdes de calor e trabalho bem conhecidas em termodinamica quantica. A definicao
do Hamiltoniado que governa a dinamica unitaria do sistema de interesse, quantidade
importante no nosso célculo, foi possivel através de imposi¢des obtidas da teoria quantica
de sistemas abertos.
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Assim, partindo de um estado inicial, através do operador de evolugéo e de aproximagoes
necessarias, foi possivel se obter um estado evoluido no tempo que caracteriza-se por
expressar o efeito de conversao paramétrica descendente, sendo esse um dos resultados
dessa dissertagdao. Com isso, conseguimos encontrar a matriz densidade reduzida para
o sistema do cristal e usa-la em uma equagédo mestra para se descrever a dindmica do
sistema (aberto). P6de-se identificar, nesta expressao, o Hamiltoniano efetivo do sistema
para, enfim, encontrarmos as expressdes das quantidades de trabalho e calor quanticos em
termos dos estados previamente evoluidos, que mostra ser o principal resultado original
desse trabalho.

Embora os resultados encontrados sejam considerados satisfatorios, enfatizamos que
ainda nao exploramos suficientemente as expressoes derivadas nas Secoes 4.3 e 4.4. A
dependéncia temporal do estado | (t)) ainda precisa ser melhor entendida para interpretar-
se a modelagem realizada; a extensao dos resultados para uma descricao mais realistas
do laser (como estados coerentes, por exemplo) é desejada; uma possivel estrutura de
maquina térmica quantica poderia ser desenvolvida em termos do presente formalismo;
uma adequacéao da teoria para uma realizacao experimental deve ser pensada; etc. Todos
esses pontos sao possiveis desdobramentos do estudo apresentado nesta dissertagao, que
ainda pretendemos perseguir.
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APENDICE A

Evolucao temporal em sistemas quanticos abertos

Considere o0 caso em que o espaco total de Hilbert é decomposto em duas partes,
na forma ‘H = H ® Hp cada subespaco correspondente a um certo sistema quantico.
Quando cada subsistema sofre uma evolugao temporal, propriedades caracteristicas emer-
gem [76].

Primeiramente, estabelecendo a relagao entre a matriz densidade total p € H e a matriz
densidade de um subsistema A, esta € dada pelo trago parcial sobre o outro subsistema B,
ou seja:

pa = Trplp]. (A1)

Agora, vamos olhar somente para a descricdo de uma medicao do sistema visto a partir do
sistema completo. Para o sistema A, uma medicdo é dada por um conjunto de operadores
positivos auto-adjuntos My, onde cada um deles associado a um resultado possivel k.
Suponha que somos insensiveis ao sistema B, e percebemos o estado do sistema A
somente como algum p 4. Sendo assim, a probabilidade de obter o resultado k quando nés
fazemos a medicdo M, sera dada por

pa(k) = Tr[Mgp]. (A-2)

Com isso, argumenta-se que, se estamos vendo apenas a parte A através da medigcao My,
somos de fato observadores de um sistema estendido H através de alguma medicdo M
tal que, para consisténcia fisica, para qualquer estado do sistema composto p compativel
com p4 visto de A, sustenta-se que

palk) = Tr[Myp]. (A.3)

Se assumirmos que isso seja verdade para todo estado p4, assumimos que M é um
genuino operador de medi¢cao em H, o qual, implicitamente, implica que é independente
do estado p do sistema completo no qual estamos realizando a medig¢éo. Agora, considere
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© jA@@—Q

O—'\;G B M,

My

Figura A.1 — Esquema que ilustra a realizagdo de uma medida M, sobre o sistema combinado A e B, no
lado esquerdo, mas a informagao fornecida por B é "desconectada". Supondo que esta situagao
€ equivalente a uma medida M, apenas sobre o sistema A, ilustrada no lado direito, entéo
My = M; ®1[76].

0 caso especial em que o estado de todo o sistema tem o forma p = ps ® pp, logo, a
equagao acima é claramente satisfeita com a escolha de M, = M; ® 1,

pA(k> = TI'[MkpA] = TI‘[(Mk X ]l)pA & .OB] = Tr[MkpA]Tr[pB] = Tr[MkpA]. (A.4)

Note que, esta é a Gnica escolha possivel, tal que M é independente do estados particulares
pA € pp €, logo, de p. Pois, suponha que exista outra solugéo, M, independente de p, tal
que também é uma medida original sobre H, entao, da propriedade de linearidade do traco,
nds obteriamos

pa(k) = Te[Mypa] = Te[(My @ 1)p] = Te[Myp] = Tr[(My — My ®@1)p] =0, (A.5)
Voa == Vp. Sendo assim, para qualquer operador auto-adjunto ¢
Tr[(My — My @ 1)o] = 0. (A.6)

Destarte, como o conjunto de operadores auto-adjuntos forma um espaco de
Banach (espago completo com norma || - ||) isso implica que My — My @1 = 0 e, logo,
M = M ®1.

Tendo esta relagéo estabelecida entdo, pode-se indagar sobre a conexdo entre p4 e p.
Se {|y/)|¢/')} é uma base de #, portanto,

palk) = Tr[(My@1)p] = Zl<¢;“|<thBI<Mk®1l>p|¢;“>|¢lB>
1
= _Zl<w;“|Mk<wF|p|¢F>|¢f> (A7)
Ir
= TI'[MkpA].

Logo, pa4 € dado univocamente pelo trago parcial

oa = (Wlply’) = Trp[p]. (A.8)

Uma propriedade importante da operagao do trago parcial € que, mesmo se a matriz
densidade total p = |¢) (| fosse pura, a matriz densidade reduzida rho, pode ser uma
mistura, o que acontece caso |¢) for um estado emaranhado.
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Dada que uma evolugdo temporal sobre a matriz densidade total p(t(), para estados

puros, é expressa por
p(t) = U(t to)p(to) U (t, ty), (A.9)

entéo, tomando o trago parcial sobre esta expresséo, o estado de A no tempo t1, pa(f1), €

dado por
pa(t) = Tep[U(t to)p(to) U (t, to)]. (A.10)

Desde que a evolugéo total ndo seja fatoravel na forma U(tq, tg) = Ua(ty,to) @ Up(t1, to),
ambos os subsistemas quanticos A e B tem informagdes permutaveis entre si (ou seja,
esses sao interagentes), e, assim, eles sao definidos como sistemas quanticos abertos.
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APENDICE B

A representacao de interacao

Na representagao de interagao, seguindo a notacao da Sec¢ao 4.3, o vetor de estado é
dado por |y (t)) = et (HatHE)t (1)) (onde o subindice “I” refere-se a representagao de
interacdo), e sua evolugao temporal segue

9i(6)) = Cr()[91(0)), onde Tal(t) = Ar(H0 (1) B.1)

com
A LB )t LA D)
H[(t) — e"‘rﬁ(HC—FHF)tHinte—ﬁ(Hc-‘er)t.

O operador de evolugao temporal ﬁll(t) pode ser calculado de acordo com a série de Dyson
i t . i\Z ft t R .

UI(t) = 1+ (-) / dtlH[(tl) + (—) / dtq dt, H[(tl)HI(tz)
h) Jo h 0 0

N3 ot t t
1 1 2 A A A
—+ (E) / dtl/ dtz/ dts H[(tl)HI(tz)HI(t3) + ...
0 0 0
Ey(t) + Bi(t) + B(t) + B(t) + ...,

onde
A / t A A
Brn(t) = (E) [, ©2)

paran =0,1,... e ﬁo(t) = 1. A evolugao temporal a representacado de Schrédinger é,
entdo, dada por
HH g (1))

(HtBR)t [F 4 By + By + B3 +...] [9(0))

O) + 19O () + 9@ (1) + ...,

() = e

I
x
S~ =

—

[y
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onde

() =

o
-
:

l

HOME, 1 (1)](0))
LA+ Ap)t /dt A () Bl ()9 (0))

 (He
)e zHC+Hp /dt HCJer) H e h(Hc+Hp ( )‘1’0( )>

e

S o= IH o~ IF | o~

e %HC+HF /dt HCJer)t’ Aznt |1[J ( )>

(0)(£)) = e~ #(HHHR4(0)) & 0 estado nao-perturbado (sem interagéo) da

evolucao temporal do estado inicial.
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APENDICE C

Calculo de [V (t))

Para calcular |¢(1)(t)) da Eq. (4.10), lembramos que

/dt

O B g O0) = [ b e H Y B g 0))

Usando as Eqgs. (4.8) e (4.12) obtemos

Hint ’¢(O)> =

Entao o termo

M=

Ao 4iREL a7 b —ikE
Z [Amndmn' koo o + Apndmn - Uﬁ*ga% e 70]} |¢(0)>
MNE & o

i
N

M=

7 b d A 'E'_‘ . — A - k'_’ .
Y dmolm) - { %,a”l?,aeﬂ o +17 it e fo]} 1p)p @ |1a)a ® |vac’)
m 7

1 K,

~.
Il
S

M=
=[]

> - +ik, 7.
mo|m) - { {nhl%e PR rpn, — 1)) ® |14)a

—.
Il
[y

Ko 7, _ —iky 7,
ﬂ,gae+l Y 1p) p @ /ta| g = 1) +77§*p,gpe 1 pro]\/”P+1|”P+1>P® |1a)a
E* Ka- OJ]np ®\/ng + 1|ng) ] ® |vac’)

ok —ik?

e i)y @ na)a @, \ch},

W‘ll

3|

e—%eot’ +h(HC—|—HF mtl'nb( )>
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se torna
N d—’ o +i[Ep-?0.+(wmo—wp)t’]
Y- ) { [ et il = 1)y © )
j=1m

— k,; -|— m a l’

- ifky 7. — (wmo+w /
+ Wk*ptfp o v nP+1|”P+1 ®|Tla>

n 17** e—z[ka~roj— W0 +wWa t]|7’1p>p ® /1, + 1|na>a} X |vac’>

Ly —ikT X
+ ) i e 7y~ ot @)t ) ®,na>a®a£0‘mc/>}/

onde fiwyo = €' — e((f). Finalmente,

t i 2% ST 2 SR YTADN
) = [ e e g )

N T o7 +i(wmo—wp)t _
7 — ik, 7. [ € 2
— Z de0|m> . { [7]%‘”,0’]64— p r()] < ) ) \/—|1’1p >p ® |ng>a

j=1m i(wWmo —

T (wWmo — wa)

n ewmm S ) Vg Ty 10,
n n n

e+1 wm0+wg -1
|np>p ® \V na + 1|na>a

_) +1ka <e+1 Wo—wWa )t __ 1

> np)p @ \/Nalna —1)a

® |vac’)

Tiou? i(Wmo + wa)

-1 .
l(wm0+w) ) |nP>P® |nﬂ>ﬂl®a%,0_ |'UaC,>}_

A segunda e a terceira linhas da ultima igualdade serao descartadas porque estes termos

+ ) 77
(o)

_i}’,?oj <e+1(wm0+w)

nao sdo capazes de produzir estados observados no experimento de conversao paramétrica
descendente, conforme discutimos no texto principal.



73

APENDICE D

Calculo de [ (t))

Ao calcular

(\
"‘\
E
+
=
s
S
)
(%9
5
=1
I
A~
—_
S~
<
®
=
pnY
~
_
®
o
hN)
q\

&
/M|y —1)p @ |1a)s ® |vac’)
_Ze+ Leot'+i(wimp—2wp)t! dN i e*’kv‘?Oj ‘m>

i

@/np(1y = Dlp =2}, @ |na)a @ foac’)

+Ze+%eot/+i(w1ﬂ0—wp_“’”)t/jmm"7* e+ﬂﬂ(ﬂ.?0j )
m,j :
Tyl = 1)p & \ulta = 1)a © 00’

+ forheot Henol 7o e ey 1) @ np|np)p @ [1a)a @ |vac’)

oy p9p
7 ~ A
B L A e
ar'
m,J

R/Mplny —1)p @ /1y + 1ng 4+ 1), ®|vac)
P

+Y Y erret ey, g
"

— A:l: /
Ry/Mply —1)p @ [1a)a @ a}}/&|vac ),

;
ol

* Tor |1
Tc,&e Pl

percebemos que os trés primeiros termos da ultima igualdade devem ser desconsiderados,
seguindo 0 mesmo argumento, mencionado no apendlce anterior. Além disso, segundo esta
argumentacao, para a ultima linha, a soma sobre (k o)’ é eliminada, assim como k — K,
O — wse T — os.
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De modo similar, podemos simplesmente escrever

et H AR ) ® |np)p @ /g + |na+1 ® |vac’)

®R|1p)p ®\/T|na vac’>
=Y et feot' +i(wimo+wa— wp) Ao - T +iEp~?0j 72)
m,j
R\ Tp|np — 1)p @ Vg + 1|ng + 1), @ |vac’)
+ Z€+h€0t +i(wWmo+watws)t d
/]

m
®R|np)p @ Vg +1ng, + 1), ® [1)s

—iks
a7 e i)

®|np>p & |1’la>a ® |1>s
_ Ze+%eot’+i(wmo+w—wp)t’* . etk Ty |171)
1]
®Ry/Tplnp —1)p ® [1a)a @ [1)s
+Ze+%Eot/+i(wmo+wg+w)t/jmm pr o ke |17
m,j

ka,oa
®|np>p X \/ g + 1’1’la + ].>g X ’1>S
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Entao,

onde

—ie AR [y ()
:Ze+‘(kp'r0j_k“ of)Z(j ."E )(_Z .ﬁktaa)ul(tlﬂﬁﬂ
Ji7

R\/Mp|ny — 1) @ \/1g + 1ng + 1), ® |vac’)

e e G S G ) 7 Jua(E)1)

m,m

K4/ ’”p - 1> ® |1a)a @ [1)s
ku K- -
D (R I

®,/np|np — 1), ® Vg +1|n, + 1), @ |vac’)
*']_éa'_’- Es'_'~ 7 — 7 — ~
+Ze i( 7’0]+ ?’0]) Z(dm() . U%‘ﬂ/gﬂ)( - ”Etlgs)u4(tl)‘m>

i m i

®|7’1p>p ® /Ny + 1|na + 1>u & |1>s

—i %S.“ '_E T 7 — 4 7
e T N (g ) (i g s (F)]10)

, m,m
®\/np|np - 1>p X |na>a ® |1>s
_'Es'_‘~ Eﬂ._‘N - —x = -
+ e T (g 7 ) (T e () 1)

7 i

Rnp)p @ Vg +1n, + 1), @ 1),

1
S—
=

&
VS
AR
SN—
N
S~

1— i(wmo— Wp )

me - wP)

) e+i(wm0—w,,+wu)t”

1— i(wmo— wp)t

me )

(1 meJruhz)t e+i(wm0—wp+wﬂ)t/’

) e+i(w,;,0—w,,+ws)t”

me + wa

1— meJFwa)

pTilwnotws+w,)t!
7

WmO + (Ua

—1 wpotw
1- mo )t +i(wpo+ws—wp)t’
7

e
me + ws

w +w.
1 m0 s) +i(wm0+ws+wu)t’

e

me + ws
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Realizando a integral temporal,

o1 (t) = /0 " (F)dE, o(t) = /0 Cia(F)dE, o(t) = /0 Cus(t)dt,
os(t) = [ ua(t)ar, os(t) = [ us()at, og(t) = [ ueltat,

. . (G &
finalmente aplicamos e~ i (HetHr)t

, encontrando a expressao mostrada na Eq. (4.16).
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APENDICE E

Calculo de | (1))

Seguindo a abordagem dos dois apéndices anteriores, e usando o0s seguintes resultados

preliminares

€+7(HC+HF znt|m> ® \/_|nP P ® \ Mg + |n“ + 1>a ® |Z)lZC/>
Z eot +i(wmo+wa—wptws)t dﬁqrﬁ ;7_,* —iks- ’ >
ks, 0
1]

fp|ny —1)p @ /g + 1ng + 1), ® [1)s,

e HETR By t) 20yl — 1)p @ [na)a 1)

- - —iky-
Leot "+i(wmo— wp+wa+ws) dﬁ/lﬁ/l . ;7{ e ° 0] |m>
[Z/

I
]
x
+

SH~

Viplnp — 1)y @ Vg + 1ng + 1), ® [1)s,

FREAERL ) ® |1,)p @ v/ 1a + L 1a + 10 @ [1)s

Z + €Of_‘ +1(wm0—|—wa wp+ws) (I oz e—|—ikp-?0]_|n_1>

—= mm ;7]( o
m,] pp

Vil —1)p ® Vg + 1{na + 1)a @ [1)s,
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entao,

.\ 2
[R2 2 S~ SR YTAPN 1 _
ettt gy = (1YL 5 )
ol

X
S
=1

=
<

|

—_
<

®

S

+

-

S

+

=

X

=

/—czh«

e T T ) (g T ) 7 ) @ 77 Jor (1) m )

e TR T) (G e Y ) - T o (1))t
prp 5 aYa

—i(kg 7. +ky T Aks ), T N 7 o o (o '

e Tt o ) ( e o) (dim - ) (dimm - Ui’%)vg(t’)e’”(‘“’”’”*“’s)t

e BRI R (T Y (i) - Joa(t e om )
5 prep

,'E.“_,k."_ E-d, - N - - rid — ; _
e T (G T T g ) (- T o5 (8 e man)t

—i(ks Ty AKa Ty —KpT) ) (7 = 7o s (W —wy)t
4o ks Ty Hka To —kp ro’)(dmo ¥ as)(d’ﬂm i %)( - Ep,ap)v6(t/)e+l(w wp)t
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N3 ’
_ (%) ef%eotefz(wmofwfrwﬁws)t2 Z ’I’Ti)

7 v
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+i(ky Ty Ko Ty —ksTy) 7 77 T i - 17

b T G D00
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ity R Ty 4 ET) 7 e T e T o
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onde podemos escrever

gi(t) =

gs5(t) =

t/

t , .
/ e+z(wmm+ws)t’ [/ e+z(wm0—wp+wg)t”
0 0

tN
% (ei(wmowp)t”/ e+i(wmowp)t”’dt///) dt"] dar'
0

t/

t . .
/ e—i—z(wmm—i—wa)t’ [/ e+1(wm0—wp+w5)t”
0 0

t”
% <ei(wm0wp)f”/ e+i(wn10wp)f///dt///) dt//] dt/,
0

/

t . .
/ e+1(“’mrﬁ+wsw[/ e+l(wm0—wp+wa)t”
0 0
t//
X (e_l(wmoera)f”/
0
t /
/eJri(wmmwp)t’ / o Hi(wiotwatws)t”
0 0
t//
X e_z(wm0+wu)t///
0
t : / t/ . 1
/eJrz(w,,,erwa)t / e+z(wn~107wp+ws)t
0 0
t//
X (e_i(WMO‘HUs)tN/
0
/

t . t .
/ e+1(wmm —wp)t! [/ e—i—z(wmo—i—wa—i—ws)t”
0 0

« (ei(wmoers)t” /iL e+i(wmo+w5)t”’dtm> dt”] ar'.
0

e+i(wn10+wu)t///dt///> dt//] dt/,
e+i(wn10+wa)t///dt///> dt"] dtl,

e+i(wmo+ws)t”’dt///> dt”] dtl,

Um breve comentario sobre g]-(t), paraj=1,...,6:todos eles podem se escritos como

st) = [
-/
-/

r t/ t//
Ly 141! s gl s g1
e+zct / e—l—zbt <e—mt / e—l—mt dt///) dt//] dt/
L/0 0
[ 1— —iat”
s gl 1l e
e+zct / e—l—zbt ( ; dt// dt/
0 a

[ +ibt' +i(b—a)t'
o le 1 e 1
e+zct dt/
a

ibia  i(b—a)i

etile+b)t _q etilctb—a)t _q etict _q

ilctb)ibia ilctb—a)i(b—a)ia icibi(b—a)
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Caso pudermos supor que
ct~(c+b)t~(c+b—a)t—0,

e expandir todos os termos exponenciais, concluimos que o termo principal € dado por
1,3
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