Eduardo Xavier Miqueles

Modelamento Sismico em Meilos
Analiticos

Curitiba
2006



Eduardo Xavier Miqueles

Modelamento Sismico em Meios
Analiticos

Dissertacao apresentada ao Departamento de
Matematica da Universidade Federal do Pa-
rand como parte dos requisitos parciais a ob-
tencao do titulo de Mestre em Matematica
Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Ricardo Biloti.

Curitiba
2006



TERMO DE APROVACAO

Eduardo Xavier Miqueles

Modelamento Sismico em Meios
Analiticos

Dissertacao aprovada como requisito parcial a obtencao do titulo
de Mestre em Matematica Aplicada, Departamento de Matema-
tica, Setor de Ciéncias Exatas, Universidade Federal do Parana,
pela seguinte banca examinadora:

Prof. Dr. Augustinho Rigoti
Departamento de Geologia, UFPR

Prof. Dr. Luiz Matioli
Departamento de Matemética, UFPR

Prof. Dr. Marcelo Muniz
Departamento de Matemética, UFPR

Orientador:

Prof. Dr. Ricardo Biloti
Departamento de Matematica Aplicada, IMECC/Unicamp

Curitiba, 23 de Fevereiro de 2006






Agradecimentos

(i) A minha mae Maria Cristina, minha irma Maria Esther e meu irmao
Maximo pelo apoio e incentivo durante os varios degraus (e obstéaculos)
que apareceram (e teimam em aparecer!) nesta longa jornada.

(ii) Ao professor Ricardo Biloti por sua orientacao precisa, pela paciéncia a
mim dedicada e por sempre me mostrar novos caminhos.

(iii) Aos professores do Departamento de Matematica da Universidade Fede-
ral do Parané e a Coordenagao do curso de Pos-Graduagao em Mateméa-
tica Aplicada pela colaboracao direta ou indireta neste trabalho.



Algunos quieren y no pueden.
Otros pueden y no quieren.
Nosotros que queremos y podemos,
damos gracias al Senor.

In memoriam
Hipolito Antolin Miqueles



Sumario

Introducao

Ondas elasticas

2.1 Aproximacao de ordem zero . . . . . . .. ...
2.2 Aequagaoiconal . . . .. ... ..o
2.3 A equacao do transporte . . . . . . ... ...

Teoria de Raios
3.1 Sistema de tracamento cinemético . . . . . ... ... L.
3.1.1 Equagoes caracteristicas: raios . . . . . . . . ... ...
3.1.2  Solugoes analiticas . . . . . . .. ...
A. Velocidade constante
B. Velocidade afim
C. Quadrado da vagarosidade afim
D. Quadrado da vagarosidade quadratico
E. Velocidade com logaritmo afim
3.1.3 Regiao de viabilidade para dire¢oes iniciais . . . . . . .
3.2 Sistema de tracamento dinamico . . . . . . . .. ... ... ..
3.2.1 Sistema de coordenadas centrado no raio . . . . . . ..
3.2.2 Sistema de tragamento centrado no raio . . . .. ...
3.2.3 Sistemas in-plane e out-of-plane . . . . . . . . ... ..
A. Velocidade constante
B. Velocidade afim
C. Quadrado da vagarosidade afim/quadratico
D. Velocidade com logaritmo afim
3.3 Transmissao em uma interface . . . . . . . ... .. ... ...
3.3.1 Direcao: vetor vagarosidade . . . . . . ... ... ...
3.3.2 Amplitude . . . . ..o
3.3.3 Quantidades dinamicas Qe P . . . . .. ...

11

15
15
17
19



SUMARIO

4 Implementando Raios

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Meio multi-camadas . . .
Tracamento ponto-interface

Tracamento entre dois pontos . . . . . . . . . ... ... ...

Tracando um raio . . . . .

Avaliando dados sobreumraio . . . . . . . . ... ...

5 Modelamento Sismico

5.1
5.2

Sintese de tracos . . . . .
Modelando refletores . . .

5.2.1 A integral de Kirchhoff . . . . . . ... ... ... ...
5.2.2 Estratégia para implementacao . . . . ... .. .. ..

6 Resultados Numéricos

6.1

6.2

Tracamento de raios . . .

6.1.1 Tragamento entre dois pontos . . . . .. .. ... ...

6.1.2 ART X Seis88 . . .
Modelamento . . . . . ..

7 Conclusoes

A Fundamentacao

Al
A2
A3
A4
Ab

B ART

A Transformada de Hilbert
Sistema de raios . . . . . .
Solugoes fundamentais . .
Desacoplamento do sistema
Tempo de transito paraxial

dindmico . . . . ... .. ... ..

44
44
46
52
54
56

60
60
62
62
64

68
68
71
73
73

84

87
87
88
90
91
92

94



Resumo

Modelamento sismico é um problema direto, utilizado para resolver va-
rios problemas inversos. Por problema direto entendemos a modelagem da
propagacao de ondas em meios previamente estabelecidos e por problema
inverso, por exemplo, as estimativas dos tempos de propagacao que, ao ajus-
tarem os tempos observados, permitem estimar o meio. Tais técnicas depen-
dem da construcao de sismogramas sintéticos que representam o registro da
simulacao de um abalo sismico. Tendo em maos o registro de campo, uma
comparagao é feita entre o registro simulado e o real de forma que se os re-
sultados sao aceitaveis, entao o modelo de velocidades adotado e a geometria
do perfil escolhido representam bem a subsuperficie de investigacao. Quando
esta comparacao nao ¢ adequada, o modelo sintético é alterado e o processo
se repete até que se obtenha o ajuste desejado. Este processo é conhecido
como ajuste tomografico.

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre a resolucao do sistema de
tracamento de raios em meios analiticos, ou seja, quando escolhemos mode-
los de velocidade que permitem solugao analitica para a equagcao iconal, que
governa a propagacao de ondas. Ao escolher cinco tipos de velocidades ana-
liticas, sao descritos os aspectos matematicos da trajetoria onde se concentra
a alta freqiiéncia de ondas numa dada dire¢do, o chamado raio, [3].

Grande parte do esforco para construir secoes simuladas depende do
tracamento eficiente e rapido de raios. Ao considerar meios analiticos, a
implementacao de raios torna-se peculiar e diferente das estratégias que uti-
lizam métodos numeéricos, como integracao numérica ou diferencas finitas
por exemplo. Este trabalho aborda teoria de raios como necessidade para
modelamento. Logo, algoritmos para tracamento de raios sao discutidos em
aspectos tedricos e computacionais, visando a implementacao de uma bibli-
oteca denominada ART, cuja sigla denota Analytical Ray Tracing.

Ao final, considerando meios multi-camadas separados por interfaces que
nao se cruzam, sao ilustrados os resultados obtidos por duas técnicas classicas
de modelamento: teoria de raios e integral de Kirchhoff.

Palavras-chave: Teoria de raios, Modelamento sismico.



Abstract

Seismic modelling is a fundamental tool to solve inverse problems. Mo-
delling aims to construct synthetic seismograms. By requiring that the si-
mulated seismograms fit the ones acquired experimentally, it is possible to
estimate velocity models for the subsurface.

The seismic section (or seismogram) depends on the velocity model. In
this work we consider only few special velocity field distributions for which the
eikonal equation (a high-frequency approximation for the wave kinematics)
has analytical solution. The models we are considering are built by stacking
layers of those special velocity fields. As a consequence, reliable ray tracing
algorithms are discussed. They were implemented in C, and released as a
computational library called ART, which states for Analytical Ray Tracing.

Finally, we compare ray-theory and Kirchhoff modelling for that layered
models.

Keywords: Ray theory, Seismic modeling.



Notacoes

e Seja x:R — R™ entdo x = (dx;/du) e x = (d*x;/du?), onde u é a
variavel independente, desde que nao haja ambigiiidade no contexto.

e Para f:R™ — R" denotamos J¢x) (y) a matrix Jacobiana de f com
respeito a x avaliada em y, isto ¢ Jigx)(y) = (VEi(y),..., VE.(y))".
Quando a variavel x estiver subentendida, denotaremos a matriz Jaco-
biana simplesmente por J;.

e O par de transformadas de Fourier direta e inversa de uma funcao f de
decaimento exponencial é definido como

f) =2y = [ s 50 = 74 = 5 [ Foeas

e A operacio Z:R3, R3*3 — R? R?*2 age eliminando elementos que pos-
suam indice 2 sobre vetores/matrizes tridimensionais, i.e

Az Asg ag

@(A>_{AH AB]

o= 2| ()

para A € R¥3 e a € R®. Quando A € R*3 e a € R? sdo tais que
A12:A21:A32:A23:A22:O, a2:06P6R3X3éuma
permutagao de linhas (e P? = I) entdo é imediato verificar que

PAP:[L@O(TA) 8], a:P{’@éa)]. (2)

P(aAx +a) = aP(A)P(x)+ P(a), VxcR} VacR. (3)

e Dado p € R? nao nulo, a reta gerada pelo vetor p denotamos r(p).

e Dados v,w € R?® ndo nulos, o cone positivo gerado pelos vetores é
denotado por C(v,w), i.e C(v,w) = {av + bw:a,b € R, }.



Capitulo 1

Introducao

Atualmente, a idéia de exploracao esta relacionada a varios ramos da cién-
cia. Em particular, na 4rea de Sismica, este termo recebe grande atencao da
comunidade cientifica h4 muitos anos. De fato, um melhor conhecimento da
estrutura e do meio em que vivemos fornece hoje dados que sao considerados
parte importante da demanda de informacao de grandes empresas.

Assim, a informacao que essencialmente se quer é a que auxilia a com-
preender a estrutura da Terra. Este tipo de conhecimento apoia a tarefa de
exploracao, por exemplo, de hidrocarbonetos ou outras reservas minerais, no
caso da sismica.

Os métodos sismicos mais utilizados para estudo da estrutura da terra,
sao os de reflexao e refracao. Nos métodos de reflexao, procura-se somente
observar o comportamento de ondas sismicas refletidas em estruturas defini-
das por descontinuidades do meio, que sao as camadas. Ja os métodos de
refracao observam as ondas sismicas que se propagam em grandes distancias.
Neste caso, as informacoes sao em geral de grande escala e trazem poucas
informacoes da sub-superficie.

As técnicas para exploracao dependem do meio. Por exemplo, em méto-
dos de reflexdo aplicados a terra, costuma-se usar a técnica GPR, (Ground
Penetrating Radar). Este método consiste basicamente na emissao de ondas
eletromagnéticas no solo que sao refletidas nas estruturas do meio e pos-
teriormente recebidas em uma antena na superféie. Este método é menos
custoso que aqueles que usam cargas explosivas, pois nao é necessario a per-
furacao do solo para a realizagao do experimento. O GPR emite sinais de
alta freqiiéncia, na faixa de 2500MHz. Veremos no Capitulo 2 que ondas de
alta freqiiéncia permitem o desenvolvimento da teoria de raios.

Quando o meio de investigagao apresenta dgua na superficie (como é o
caso do mar), as ondas artificiais produzidas sao geradas por ar comprimido
ou vibradores e apos um certo sao recedibas em hidrofones (detectores de

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

pressao) posicionados em uma linha de aquisi¢do sobre o mar, ao longo de
um cabo que pode chegar a 16km. A energia da onda refletida é captada
e convertida em um sinal elétrico que é enviado para o sistema de registro
a bordo do navio. O barco de prospeccao sismica segue trajetos em linha
percorrendo a area de estudo, disparando regularmente o canhao de ar com-
primido. Ao final, percorre em média 180km por dia.

Anterior a fase de exploracao ha a coleta de dados, que em sismica é
denominada de levantamento. Para tanto, realiza-se um abalo sismico, com
uma carga explosiva por exemplo (ao qual nos referimos por fonte), e a
deteccao deste evento em um sensor (ao qual nos referimos por receptor).
Sabemos que ao movimentar a superficie da terra, as particulas do meio se
excitam e transmitem a energia provocada pelo abalo que se propaga na forma
de onda: a onda sismica. O meio que esta onda percorre é constituido por
materiais da terra (solo, rochas, estruturas, etc) e o caminho a ser tracado,
desde a fonte até o receptor, leva um certo tempo. Apos este tempo, a onda
é registrada com uma dada intensidade.

Este tipo simples de experimento, feito em grande escala, ou seja com
muitas fontes e receptores determinam medidas, que representam a vibracao
de particulas em funcao do tempo, que plotada em um grafico constituem
tracos sismicos. A uma colecao de tracos sismicos damos o nome de sismo-
grama e objetiva-se dele extrair o maior volume possivel de informacao sobre
o meio (terra estratificada e estruturada).

A maior parte da energia registrada num receptor, propaga-se da fonte
até ele através de uma determinada trajetoria que é denominada de raio. A
geometria deste trajeto depende da velocidade inerente ao meio, por exemplo,
o trajeto pode ser desde linhas retas até arcos de circulos. Como veremos, a
propagacao da onda é descrita matematicamente através da equacgao iconal.
Esta equacao diferencial pode ter solugao analitica dependendo da velocidade
do meio. No Capitulo 2 esta equacao e suas implicacoes recebem destaque.

A aquisicao de dados é feita com uma colecao de fontes e receptores dis-
postos em algum arranjo. Dentre varios destes arranjos, destacam-se aqueles
de tiro comum e de afastamento comum (ver [17] por exemplo). Cada par
fonte-receptor pertence a um dominio dito abertura sismica e esta na super-
ficie m como na Figura 1.1.

Ao longo de todo este trabalho, assumiremos que os meios considerados
sao representados geometricamente por planos, como o plano 7 da Figura
1.1). As propriedades do meio nao variam na sua dire¢ao ortogonal ao plano
considerado. No entanto, consideraremos sempre a propagacao de ondas em
meios tridimensionais e neste sentido, constuma-se dizer que o modelamento
é 2.5D. Veremos que esta hipdtese permite obter algumas equagoes para o
tragamento de raios cuja solucao é mais facil, e quando possivel, analitica.
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D
.

Figura 1.1: Estrutura do problema. Deseja-se explorar a regiao abaixo do
conjunto A contido no plano superficial m;. No perfil do plano m um ex-
perimento é feito, com fonte (aterisco ) e receptor (V), para descobrir a
geometria dos refletores. Cada camada tem sua velocidade especificada, vy e
vo. A distancia 2h entre fonte e receptor é dita afastamento.

—
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A Figura 1.2 apresenta de forma sistemética o plano geral deste trabalho,
que comnsiste em obter sequencialmente trés informagoes: raios, tracos e por-
tanto sismogramas. Para cinco tipos diferentes de modelos de velocidades,
serao obtidos raios, resultantes de solugao analitica da equacao iconal. Esta
abordagem ¢é feita no Capitulo 3.

Fixada uma fonte, e uma configuracao de tiro comum, como na Figura
1.2.c, obtém-se a colecao de tragos da Figura 1.2.b; quanto maior o niimero de
receptores (e/ou de fontes) melhor o registro do experimento. No entanto,
para construir secoes sismicas, é necessario construir raios e o Capitulo 4
preenche esta necessidade proporcionando um enfoque mais computacional.

Cada técnica de implementacao proposta nao é tinica e determina, em pa-
ralelo a este trabalho, uma colecao de algoritmos para tracamento de raios,
denominada ART (sigla para Analytical Ray Tracing). A maioria das bibliote-
cas ou programas de modelamento usam métodos numéricos como diferencas
finitas. O ganho principal ao se implementar raios em meios analiticos é a
rapidez e a precisao do tracamento.

O Capitulo 5 é dedicado ao modelamento Kirchhoff e sua implementacao,
visando o esfor¢co computacional inerente ao modelamento, que requer a cons-
trucao de muitos raios. Por fim, o Capitulo 6 mostra os resultados obtidos
considerando os cinco modelos de velocidade adotados, como por exemplo o
da Figura 1.2.a. Para um tipo de velocidade particular, a velocidade cons-
tante, é possivel comparar os resultados com o pacote disponivel Seis88.
Demais resultados, com experimento de afastamento comum também sao
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apresentados.

16 18 20 22
Distancia (km) 0
0 1 3
0 1
l,
€
=3
2 27
g g === L
3 £ |Smmmm=——: s Ll
£ ® o] RERE
S
a

— “

15 2.0 25 3.0 35
(@ km/s (b)

(©

(=)

o
3]

Profundidade (km)
PR

z i
O 3
Distancia (km)

Figura 1.2: (a) Modelo de velocidades para um meio composto por seis ca-
madas. (b) Colegao de tragos para um exemplo simples com nove receptores
e uma fonte; a abcissa representa o ponto médio entre fonte e receptor. (c)
Geometria do experimento (tiro comum) e familia de raios construida.



Capitulo 2

Ondas elasticas

Apresentaremos neste capitulo a equacao que descreve o movimento de
particulas em um meio continuo sélido sob a acao de forcas externas, dita
equacao elastodindmica. Sob determinadas hipoteses a solucao desta equacao
serd aproximada pela solucao de duas equacoes: a equacao iconal e do trans-
porte. Concentraremo-nos em descrever tal aproximagao somente para meios
isotropicos, isto €, meios que apresentam uma mesma propriedade fisica em
todas as diregoes, apresentando portanto uma certa simetria [18].

2.1 Aproximacao de ordem zero

Um corpo elastico submetido a um conjunto de forcas externas sofre de-
formagoes. Considere um ponto x deste corpo, que inicialmente em repouso,
é deslocado a um novo ponto x + u, com u dependendo de x. Em meios
isotropicos, quando consideramos que este deslocamento depende do tempo,
u = u(x,t) satisfaz a sequinte relacao [3], dita equagao elastodindmica da
onda,

2
pa—tl; = A+ p)VO+ V2 +0VA+ Vi x Q+2(Vu-Viu+f,  (2.1)
onde # = V-u (dilatagdo ctbica), Q@ = Vxu, V2u = (V*u;), p a densidade
do meio, f um vetor de forca e A\ e u constantes elésticas do meio, ditos
parametros de Lamé [18, 17].

Os parametros A e p podem variar com o vetor posicdo X, no entanto
quando sao fungoes constantes dizemos que o meio é homogéneo. Neste caso,
a equagao (2.1) torna-se

0*u

rom = A+ 1)V + uVia + f. (2.2)

16
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No caso de fluidos (ou meios actsticos), p = 0, ou seja sao meios onde a
solugdo de (2.1) é predominantemente uma onda de pressdo. Neste ultimo
caso a equacao elastodinamica é dita simplesmente equacao da onda.

Para meios homogéneos é possivel desacoplar a equagio (2.1) em duas
outras equacoes mais simples. De fato, ao aplicar o operador divergente
e rotacional na equagao (2.1) obtemos respectivamente as equagoes p 6 =
V-(pit) = (A +2) V20 e p Q = Vx (pit) = V3, que sdo duas equacoes de
onda, uma escalar e outra vetorial. Vamos representa-las na seguinte forma

V20 = %9 Vi = %Q (2.3)
onde o = (A + 2u)/p e 3> = u/p. Mostra-se em [14, 13| que nesta situagao
o vetor deslocamento u podera ser obtido através de u = V6 + V x ().

A onda 6 é dita onda de compressao, longitudinal, de dilatacao ou, sim-
plesmente, onda P. A onda €2 é denominada rotacional, transversal, de cisa-
lhamento ou onda S. Nota-se facilmente que a > (3 o que significa que a onda
P se propaga mais rapidamente que a onda S, razao pela qual é muitas vezes
dita onda primaria, pois é registrada experimentalmente primeiro. E tam-
bém facil perceber que em fluidos, 8 = 0 (pois = 0) e portanto ndo existe
onda S. Nestes casos, a onda que procuramos é dita acustica, caso contrario,
elastica.

No caso nao homogéneo a separacao da onda u em duas ondas inde-
pendentes ja nao é mais possivel, o que impossibilita o desacoplamento da
equagao (2.1) em duas equagoes mais simples. No entanto, mostra-se expe-
rimentalmente que, para ondas de alta freqiiéncia!, o desacoplamento acon-
tece de forma aproximada.

Assim, procuraremos uma solucao aproximada no dominio de freqiiéncia
da forma

a(x,w) = w’ e Tx) Z

J=0

) (2.4)

com u(-,w) = Fu(-t), onde b, A; e T sdo fung¢des a serem determinadas.
Numa aproximagao para o campo de onda em alta freqiiéncia considera-
remos apenas

u(x,w) 2 Ux)G(x,w) (2.5)

! Estamos assumindo que a variacdo de propriedades fisicas do meio é pequena no espaco
de um comprimento de onda, ou seja, a freqiiéncia é alta. Na sismica de exploracdo, as
reflexdes de interesse estdo na faixa de até 60Hz. Na sismica rasa, dita de alta resolugéo,
a freqiiéncia pode chegar até 300Hz e na sismica de refracao até 100Hz. Na técnica GPR,
as freqliéncias tem a ordem de grandeza de MHz a GigaHz.
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com U(x) = Ay(x) e G(x,w) = w’ e T®) Segue de (2.5) que

U ) )
u(x,t) 2 7 ax,w) & g / Wb e T e=tqr — U(x)F(t — T(x)),
T Jr
(2.6)
1 .
com F(§) = By / W’ e”“Cdw. Generalizacoes a respeito da funcio F podem
T JRr

ser feitas. Vamos assumir entao que a aproximacao de ordem zero de u é da

seguinte forma
u(x,t) = UX)F(t —T(x)). (2.7)

A funcao escalar T' é dita tempo de transito e a frente de ondas eléasticas é
dada pelo conjunto de pontos que verificam T'(x) = ¢, com ¢ constante. A
funcao F' é dita um sinal de alta freqiiéncia, como em |3, 19].

Logo, o vetor deslocamento u é totalmente determinado uma vez conheci-
dos o tempo de transito 7' e o vetor U. Estas quantidades sao até o momento
indeterminadas. Veremos como determina-las nas proximas duas segoes.

2.2 A equacao iconal

Imporemos que o ansatz (2.7) seja uma solucdo aproximada (de alta
freqiiéncia) da equacao elastodinamica (2.1). Ao impor esta condigdo mostra-
remos que o tempo de transito 1" satisfaz a equacao iconal.

Aplicando a transformada de Fourier no tempo? em (2.1) (desprezando a
fonte) obtemos

—wplt = (A + p)VO + p V2 + 0V + Vi x Q4 2(Vp - V)i, (2.8)

com f = V-i(x,w) e Q = V x 0(x,w). Inserindo a equacio (2.5) em (2.8)
obtemos

—wG(x,w)DP(U) +iwG(x,w) DY (U) 4+ G(x,w)DP(U) = 0 (2.9)

ou
(iw)2DP(U) + (iw) DY (U)F + (iw)’ DO (U)F = 0, (2.10)
com cada vetor DY) dado por

DP(U) = (A + p)(VT - U)VT + u||VT|*U — pU, (2.11)

DO(U) = (A + ) [(VU)VT + V(VT-U)] + p[2Ju VT + (V2T) U]
+(VT - U)VA+Vux (VT xU) +2(Vu-VT)U
(2.12)

2Lembrando que Z{u} = iw.Z {u}.
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DO(U) = A+ p)V(VU)+pV2U+(VU) VAV x (WU)+2J5 V. (2.13)

Para solugoes de alta freqiiéncia consideramos em (2.10) somente as maio-
res poténcias de w, isto ¢ D® = DU = 0 desprezando o termo D, Se
impusermos D® = 0 e denotarmos p = VT entio

A
<%) (p.U)p+%\|p\|2U—U:0:»r U=0 (2.14)

onde \
+
r_ (T“) po” + bl 11, (2.15)

com I a matrix identidade®. Para que a equagdo matricial em (2.14) seja
satisfeita, com U # 0, devemos ter I' singular, i.e, seu espectro deve conter
o autovalor nulo.

Ora, se A(T") denota o autovalor de I' entao

A+ p p
A(T) = (—) Alpp") +=p'p -1,
P P
e sabendo que os autovalores da matrix pp? sido da forma {p’p,0} entdo o
espectro de I' consiste em

A+2
{(—M> p’p—1, Ep’p-— 1}-
p p

Denotando respectivamente os autovalores acima de A; e Ay (este com multi-
plicidade 2) entdo, para qualquer vetor h ortogonal a p é vilido I'h = Ash e
I'p = Ayp. Desta forma, (2.14) sera verdadeiro se e somente se A; ou Ay for
nulo. Em ambos casos é imediato verificar que p deve satisfazer a chamada
equacao iconal
T 1

com ¢ = « no primeiro caso e ¢ = 3 no segundo, onde « e 3 sao as velocidades
de onda P e S, respectivamente. Isto significa que impor A; = 0 implica em
p ser um vetor paralelo a diregao de propagagao da onda (ou perpendicular
a frente de onda) e, impor Ay = 0 implica h ser um vetor perpendicular &
dire¢do de propagacao (ou paralelo a frente de onda). Como o autoespago
associado ao autovalor As tem dimensao dois, existem dois vetores linear-

mente independentes, digamos e, e ey (ditos vetores de polarizagdo) que sao

3A matrix T' + I é dita matrix de Christoffel [3].
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paralelos a frente de onda (Figura 2.1). Por outro lado, o autoespago de
dimensao um associado a Ay é gerado pelo vetor p que é sempre ortogonal
a frente de onda, determinando portanto uma colecao de pontos no espaco
que formam uma trajetoria preferencial de alta freqiiéncia. A esta trajetoria
particular denominamos rato e damos um tratamento especial no capitulo
seguinte.

Figura 2.1: (a) Um raio Q ortogonal & frente de onda II (b) Em um dado
ponto da frente de ondas II a diregao de propagacao da onda S é determinada
por uma combinagao linear dos vetores e, ortogonais, unitarios e paralelos
a frente de onda.

2.3 A equacao do transporte

Para determinar totalmente a solu¢ao (2.7) da equagao elastodinamica
da onda, falta somente determinar o vetor U, uma vez resolvida a equacao

iconal para o tempo de transito.
De DM =0, em (2.10), obtemos

A+ [(VU)p+V(p-U)+ul2Ju p+ (VT)U]

+(p-U)VA+ Vi x (px U)+2(Vu-p)U =0, (2.17)
ou, se Hy denota a matriz Hessiana da funcao 7' entao
(A + ) [(VU)p + HyU + J§ p| + p[2Ju p+ (V?T)U] (2.18)

+(p-U)VA+ (Vi-Up+ (Vi p)U=0.

Afirmamos que para ondas P, o vetor U é da forma U(x) = A(x)a(x)VT
ou U = aAp. De fato, basta observar que no caso de ondas primérias o
vetor deslocamento é perpendicular a frente de onda, isto é U é um multiplo
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de p. A escolha acima é feita somente para garantir que ao longo do cami-
nho preferencial da onda (o raio) o vetor U tenha norma euclideana A, que
denominamos de amplitude da onda. Desta forma, temos

or orT < orT )

VUj=aVA —+AVa —+a AV
an

an @Xj

Ju=(VU]) =a pVA" + ApVa' + A a Hy.

Logo, como U = o AP temos

(A + 1) {(V-U)p + 2(Aa)Hrp + a||p|*VA + AVa|pl|*}
+u{2(p"VATD) (o + A) + 2(Aa)Hyp + (V2T)(Aa)p} (2.19)

+(p"p)(Aa)VA + (Aa)(Vu"p)p + (Vi p)(Aa)p = 0.

Como ||p||? = 1/a? e V-U = (Aa)V?*T + A(Va®lp) + a(VATp), a equagao
(2.19) resulta ser

A+ 1) {p [(A)V?T + A(Va™p) + a(VATP)| + 2(Aa)Hrp + 2VA + 4Va}
+u{2(p"VATDP) (e + A) + 2(Aa)Hrp + (VT)(Aa)p }

+4VA +2(Aap)(Vu'p) = 0.

(2.20)
Portanto, tomando o produto interno de (2.20) com p obteremos
A 2A 2 A
(A + ) {—VQT +=—Va'p+-VATp + 2Aa5} + =p' V(A +2u) =0,
a o o a
(2.21)
com § = p’Hyp = —a3Valp. De fato, pela equacio iconal

Yp= 1V(OFQ)Tp = —a3Va'lp.

1
§=p'Hrp=p’ Vpp= 3 V(ip'p >

Segue entao de (2.21) que

A 2 A
(A + ) {(VQT)E + EVATp} + EpTV()\ +2u) = 0, (2.22)
e como o = (A +2u)/p, (2.22) resulta finalmente em

(a®p) {(v%)é + %VATp} - g p'V(a®p) =0 (2.23)
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ou
A
paA VT 4 2pa(VATp) + - p’ V(a?p) = 0. (2.24)

Multiplicando (2.24) por a/+/pa? obtemos

2p’'V (\/poﬂA) + 4/ pa2AV*T = 0. (2.25)

A equagao (2.25) é dita equagao do transporte. Esta equacao permite de-
terminar a funcao amplitude A uma vez conhecido o tempo de transito 7" e
portanto p. Assim, tendo as fungoes T' e A, conhecemos a solugao (2.7).

Para ondas S, afirmamos que o vetor U é da forma U(x) = B(x)e;(x) +
C(x)ey(x) com ey vetores ortogonais unitarios e ortogonais a frente de onda
e B, C fungoes escalares. Com efeito, existem dois vetores ortogonais a frente
de onda e o vetor deslocamento u é uma combinacao deles, ou seja U o é.
Cada coeficiente desta combinacao representa a amplitude na direcao de ey
com a norma de U dada por* /B2 + C2.

A insercao deste U no produto e{D(l) = 0 para k = 1,2 gera o seguinte
par de equacoes

2up" VB + B [uV°T + p" V] + 2uC (Je,p) €1 = 0,
(2.26)
2up’VC + C [pV2T + p"'Vu| + 2uB(Je,p) €2 = 0,

com Je, a matriz jacobiana de e;. Ou ainda, se ej sao escolhidos de maneira
a cancelar o termo que contém a matriz jacobiana (como comentado em [3])

entao obtemos
2pT'V\/pB2B + /pB:BV*T = 0,

2p"V\/pB2C + \/pFCV*T =0,
que sao duas equacoes do transporte desacopladas para B e C.

No capitulo seguinte mostraremos que equacao iconal descreve a trajetoria
de um raio, através de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias em um
meio arbitrario e que sobre este trajeto a equacao do transporte permite
avaliar a amplitude de forma analitica.

(2.27)

4Para quaisquer v, w € R" e escalares a,b € R temos ||av+bw|? = a?||v|]* +b2||w|? &
v.iw.



Capitulo 3

Teoria de Railos

Vimos no capitulo anterior que, para encontrar a solucao da equacgao
elastodinamica da onda (2.1), é necessario determinar a amplitude e o tempo
de transito da onda.

Através da aproximacao de alta freqiiéncia a propagacao da onda é feita
através de caminhos (curvas) que obedecem a duas importantes condigbes
fisicas: neles se concentram a parte da onda com alta freqiiéncia e ele é
considerado o caminho onde o tempo de transito é estacionario (principio de
Fermat). Este caminho é dito raio e foi introduzido no Capitulo 2 de forma
intuitiva.

Obter raios para diferentes tipos de meio é o objetivo deste capitulo. Isto
significa que queremos extrair o maximo de informagao possivel deste cami-
nho; nisto se enquadra amplitude e tempo de transito. Veremos que obter
um raio é matematicamente equivalente a resolver um sistema de equagoes
diferenciais e que para determinados tipos de meios é possivel obter expres-
soes analiticas para um raio. A solucao do sistema de raios pode ser analitica
e isso dependende fortemente do tipo de velocidade adotado para o meio de
propagacao da onda.

3.1 Sistema de tracamento cinematico

Nesta secao vamos obter um sistema de equagoes diferenciais ordinérias
que governa a propagacao da onda em alta freqiiéncia através da equacao
iconal. Tal sistema é obtido fazendo uso de uma ferramenta matematica
para resolucao de equacoes diferenciais parciais, ele permite determinar o
tempo de transito uma vez que se tenha em maos o vetor posicao e a direcao
sobre o raio. Obter estes trés dados em conjunto constitui a parte cinematica
de obter um raio.

23
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3.1.1 Equacoes caracteristicas: raios

Queremos determinar a funcao 7: D C R?® — R tempo de transito, so-
lugdo de (2.7). Vimos que se p = VT entdo obtemos a equagio iconal
p’p = 1/v% Esta é uma equacdo diferencial parcial nio linear de primeira
ordem. Vamos representa-la por

1

T \n/2 _  —
(p'p) ST

H(x,p,T) =

S|

(3.1)

com n € R. A solugdo da equagao (3.1) pode ser encontrada pelo método
das caracteristicas. Este método ¢ discutido extensivamente em |2, 7| por
exemplo. Ele permite mostrar que o problema acima é equivalente a resolver
um sistema de equacgoes diferenciais da forma

dx 9M dp OH OH_ 4T . OH

W o A ox ar® aw Pap B

com u um paramétro arbitrario. A demonstracao desta equivaléncia pode
ser encontrada no Apéndice A.2.

O operador ‘H ¢ dito Hamiltoniano e neste trabalho vamos assumir que
n assume valores no conjunto {—1,0, 1,2} denominando-o de indice do Ha-
miltoniano. O operador H estd bem definido para n = 0. Com efeito, pela
regra de L’Hopital

lim H = 71111% nt [(pr)”/2 —v(x)"] = %hl(UQ(X)pr). (3.3)

n—~0

Para n # 0, o sistema (3.2) com o Hamiltoniano (3.1) resulta em:

dx 9 m dp 1 1 ar 1
du )P, du nv (v(x)”) Todu w(x)n (3:4)

Sen = 0, entdo 7' = u (a menos de uma constante) e de (3.3) obtemos as
seguinte equagoes

dx

ax _ dp _ 1
dT

dT v(x)

v(x)?p, Vou(x) = —=V(In v(x)). (3.5)

Dado um conjunto de condigoes iniciais Xg, po € 1y para cada uma das
equagoes acima, a solugao de (3.4) é uma curva caracteristica em R® da forma
(x,p). A projecao, no dominio da fungao 7', de uma curva caracteristica em
R3 é dita curva base caracteristica. Sao funcoes vetoriais da forma x: R — R3?
cujo vetor tangente é paralelo a p, o vetor vagarosidade. O raio é matema-
ticamente representado por uma curva base caracteristica, razao pela qual



CAPITULO 3. TEORIA DE RAIOS 25

referimo-nos também ao sistema (3.2) como sistema de raios. A defini¢ao de
uma curva caracteristica pode ser encontrada no Apéndice A.2.

O indice do Hamiltoniano desempenha neste trabalho o papel de deter-
minar qual o tipo de parametro uw que varia ao longo do raio e que torna o
sistema de raios mais simples.

3.1.2 Solucgoes analiticas

Os sistemas (3.4) e (3.5) podem ser resolvidos numericamente pelo método
de Runge-Kutta, por exemplo. No entanto, para determinadas escolhas do
campo de velocidades v este sistema admite solucao analitica.

A importancia de solugdes analiticas para o sistema de raios vem junto
com a vantagem (e a necessidade) de se tragar raios de forma facil e rapida.
Visando isto, apresentaremos cinco tipos de solucoes analiticas para o sistema
de raios. Em cada uma das solucoes queremos exibir formulas analiticas
fechadas para as fungoes x, p e T' em funcao do parametro v que varia ao
longo do raio.

Vamos assumir que a velocidade v: L C R® — R admite derivadas conti-
nuas até a segunda ordem e que verifica a seguinte propriedade,

d(v(x)) = xT Ax + a’x + ag, (3.6)

onde ® pode ser v, 1/v? ou Inv e A € R3*3 uma matriz com algumas
restricoes, como veremos adiante.

Impomos a condi¢ao de ®(v) ser um fungao estritamente positiva, ou seja
d(v(x)) > 0, Vx € L; isto sempre pode ser feito através de uma escolha
adequada dos coeficientes A, a e ag.

Nesta se¢ao, consideramos meios onde a distribuicao de velocidade nao
apresenta nenhum tipo de descontinuidade. Isto é feito para estabelecer ex-
pressoes analiticas para o raio que se propaga em meios onde nao ha interfa-
ces. A consideracao de velocidades descontinuas no meio é feita nas proximas
segoes e/ou capitulos.

Mudanca de variaveis

Os raios que nos interessam em meios 2.5D sao aqueles confinados a um
plano vertical e por isso trata-se geometricamente de uma curva no espago
cujos pontos tem segunda componente constante. Isto significa que em (3.6)
consideramos X = (z1, g, x3) um vetor com x, constante, que sem perda de
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generalidade assume-se nulo. Logo, os coeficientes A e a sao da forma

A 0 Agg a;
A=| 0 0 0 |, a=]|0 (3.7)
Az 0 Asg a;

Apenas para auxiliar o procedimento analitico ao longo do trabalho, con-
sideraremos a operagao & dada em (1). Assim, quando for conveniente,
olharemos para a o modelo geral de velocidades (3.6) com Z(A) e &(a)
no lugar dos coeficientes A e a, transformando a equacao em apenas duas
dimensdes nas variaveis 2(x) = (xq,z3)7.

A. Velocidade constante

Tomando A e a nulos em (3.6), obtemos velocidade constante, v(x) =
vg > 0. Neste caso escolhemos por conveniéncia o indice do Hamiltoniano
n = 1 e do sistema (3.4) obtemos dimensao de distancia para o parametro
u. Logo, u = s identifica o comprimento de arco. Portanto, dT'/ds = 1/v
implica T'(s) = Ty + (s — so)/vo e dp/ds = 0 implica em p(s) = py. O vetor
posicao sobre o raio é dado por

dx

== vop(s) = x(s) = x¢ + voPo(s — So)- (3.8)

Da equagao (3.8) ¢ imediato verificar que a curva base caracteristica deter-
minada pelo vetor posigio x = x(s) é uma semi-reta partindo de xq. Neste
caso as frentes de onda sao circulos concéntricos a Xg, com centro em Xj.
Com efeito, a frente de onda é o lugar geométrico dos pontos x de R? que
estao a um tempo constante ¢ da posicao inicial, isto é, da equacao iconal

|[x — Xo|| = [JvoPo(s — s0)|| = [s — s0| = vo|t — T,

ou seja X pertence ao circulo centrado em xg e de raio vg|t — Tp.
A geometria de raios em meios de velocidade constante é esbocada na
Figura 3.1.

B. Velocidade afim

Considerando ®(v) = v em (3.6) com A = 0 obtemos v(x) = ao + a’x.
Neste caso escolhemos o indice do Hamiltoniano como n = —1. Logo, de
dT'/du = v(x) o parametro u possui dimensao de aceleragao e o denotamos

por u = £.
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Como ||p|]| = 1/v, o sistema (3.4) fica da seguinte forma,

dx p dp ar
d_f = W, d_g = VU(X), df = U(X). (39)

Como Vu(x) = a, podemos resolver primeiro para o vetor vagorosidade,

Ccll_If) = —a = p() =po —a(§ — &) (3.10)

Vamos resolver agora para o vetor posi¢ao. Do calculo elementar (ver [1] por
exemplo) sabemos que se o > 0 entao

/L sin arctan —= / gdg___ 1 (3.11)
(Vo + ) \/_ Vo + ) o+q¢

Entdo, de x = p/||p||® obtemos

§—&o _
x(§) = %o + /0 Hdw = xo + V(£ — &), (3.12)

onde s6 precisamos determinar quem é a fungao vetorial v. Ora, se a = ||po||?,
B =plaed=]al? entio o — 20w + dw? = § [(w — k)* + o] com Kk = /0,
o =a/d —k?e o> 0. De fato, pela desigualdade de Schwarz,

2 T 2 2 2 2
_ ol (@7po)” _ lpoll® _ flal*llpoll® _ (3.13)

~alr o Jallt T al? lafl*

(o caso 0 = 0 é discutido na proxima se¢ao). Portanto, de (3.11) temos

_ T (po —aw) _ K (Po — aw)
O e (\/oz—Qﬁw+5w2)3dw

_ 1 ! (po — aw)

- (Vo)

n
— a JR—
= M sin arctan e

a]l? Vo

Uma vez que Vo + k% = ||pol|/||al|, segue que

a 1

al®* /o + (w — k)2

0

v(n) = (Po — ax) sinarctan - + sin arctan ——
lal[®

Vo Vo

a 1 ]l
all? o+ (mn—r)?2 lpoll

(3.14)

_|_
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Falta agora determinar o tempo de transito ao longo do raio. De T = v(x)
temos, T = ag + a’ [xg + v(§ — &)] = v(x) +aTv(§ — &) e como a’py —
k|lal]* = 0, vem de (3.14) que

roy Ll
i) ||a||{ P ||po||}'

T(&) = To +v(x0)(§ — &o) + I7(€ — &o), (3.15)

Portanto

com

K W\ — (" dw 1
) = [ et = o ot Tool”

w—r w—r)|T 1
= In { secarctan

NN
Finalmente, como v(xq) = 1/||po|| temos,

sec arctan 5_\5/05_” 4 ok }

—_—— n'
0 [[pol|

NG
sec arctan \_/—g + \_/—g

T(E) =Ty + ln{ (3.16)

A geometria de raios em meios de velocidade afim é esbogada na Figura 3.1.

C. Quadrado da vagarosidade afim

Neste caso, consideramos ®(v) = 1/v? em (3.6) com A = 0 obtendo
1/v(x)? = ap +a’x > 0, V x € L. Escolhendo n = 2 como o indice do
Hamiltoniano temos dT'/du = v—2 donde o parametro u possui dimensio de
espaco multiplicado por velocidade, denotando-o por u = o. O sistema de
raios (3.4) fica

b 1g( 1\ T
o P 4o 2 v(x)? do  v(x)?

(3.17)

Como V(1/v?) = a, a equagdo para o vetor vagarosidade apresenta fécil
solucao. De fato,

dp a a
%—§$p<0>—po+(0—00)§. (318)

Logo, de dx/do = p(o) obtemos

7 1
X(0) = xq + / [po + §aw] dw =xg + (0 — 09)po + (0 — 00)22. (3.19)
a0
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E portanto imediato que

o—oo 1 7 2, L 3
- — — — . 3.20
7 + 52 po(o — 00)” + Th a(o — o0p) (3.20)

T(O’) = T0+

Cada raio esta contido em um arco de circunferéncia. Para verificar isto,
basta observar que a curvatura do raio é constante, K(o) = Hdi (d—X)H =
o \do
g1 = 1151l
dU 2 ) . . . . .
A geometria de raios em meios cujo quadrado da vagarosidade é afim é
esbocada na Figura 3.1.

D. Quadrado da vagarosidade quadratico

Em (3.6) assumiremos ®(v) = 1/v? com A uma matriz simétrica, a e ag
quaisquer. Entdo, de 1/v(x)? = x’ Ax+alx+ag obtemos V(1/v?) = 2Ax+a
e o sistema de raios como em (3.17), com parametro v = o e indice do
Hamiltoniano n = 2, tal como no modelo de vagarosidade afim.

Assumiremos dimensao dois para as matrizes envolvidas acima'. Sem
perda de generalidade assumiremos que oy = 0. Entao, resolvendo para o
vetor vagarosidade, sabendo que x = p obtemos

dp 1 1 1 d*p dx
— = =Ax+ - — =A— = Ap.
do QV (v(x)2> X+ 227 Jo? do p

As solugoes fundamentais de p = Ap sao p(o) = e*oVAp . Cada uma destas

solugoes existe desde que exista a matriz B = v A, que verifica B = A, [11].
Isto é garantido se a matriz A é positiva definida [12].

Como A é simétrica, seus autovalores sao reais e existe sempre uma de-
composicao espectral para A, isto & A = SAS™!. Neste caso, & facil verificar
que

_ A0 _
B=SVAS'=8 S 21
VEs sVt s .21
sendo esta matriz real ou complexa dependendo do sinal de cada autovalor.
A exponencial da matriz ov/A ¢ definida através de (3.21) por e?VA =

S diag(e“\/’\_f) S~1. Esta nao é a tinica forma de se obter a exponencial de
uma matriz, mas resulta ser a mais conveniente para o caso simétrico; mais
sobre este processo pode ser encontrado em [22]|. As solugoes reais do sistema
de equacoes p = Ap sao dadas no Lema A.3.1, no Apéndice A. Este lema

!Tendo em vista o tratamento de raios em meios 2.5D, o que significa que estamos
considerando Z(A) e #(a) com & a operagao (1).
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Velocidade com logaritmo afim Velocidade afim

0 55

Figura 3.1: Geometria de raios para os cinco tipos de modelos estudados.
Cada grafico representa uma colecao de raios que emana de uma fonte pontual
e atinge um determinado tempo; a colecao deste pontos finais representa a
frente de onda para o tempo dado. No caso de velocidade constante a frente
de onda é um arco de circulo e os raios sao retas.
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fornece a solucao para o vetor vagarosidade em termos dos autovalores da
matriz A. A solucao geral é da forma

p(0) = &pi(a) +npa(0), (3.22)

com & e n escalares e py solugoes fundamentais do lema acima. De p(0) = po
obtemos £ + 17 = 1 e de p(0) = pg com py = £p1(0) + np=2(0), obtemos,
multiplicando pelo transposto de pg,

Py Po = £y P1(0) + npg P2(0). (3.23)
Resolvendo o sistema para (£,7) vem

Do - pi(0)
b1 (B2(0) — P (0))’

onde, no caso do sistema de tracamento de raios po = Axg + %a. Assim, o
vetor posicao é determinado por x = p ou

£=1-n, (3.24)

x(0) =x9+¢& /U p1(w)dw +n /(7 p2(w)dw, (3.25)

g0

e o trabalho analitico em se obter x consiste apenas em integrar cada item
do Lema A.3.1 anterior considerando (£,7) como em (3.24).
Denotando f = fp1 eg= fpg o vetor posicao é escrito por

x(0) = xo + &£ (o) + 1g(0), (3.26)

e o tempo de transito segue de (3.26):

dTl’
o 1/v3 + 26(Af) % + 2nAglxg + 26nAg’f (3.27)
+al (¢f +ng) + E(Af)Tf +17°(Ag)'g
com vy = v(Xg), ou, integrando em rela¢ao ao parametro o,
T(o) =Ty+ =+ 26(AF) %o + 2n(AG) %o
+2€n / [Ag(w)] f(w)dw + a” (€F + nG) (3.28)
0 ) ‘

e / [Af ()] E(w)dw + o / " [Ag(w) g (w)duw
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Lema A.3.1

Fungoes f e F

32

Fungdes g e G

)

f =B !lexpoVvA — I|pg

F =B '[f(c) — opo]

g =B} —exp(—oVA)lpo

G =-B '[g(0) — opo]

(i)

f=SA"1/2 sin(cvVA)S 1pg

F = SA’I[I — cos(d\/X)]Sflpo

g = SAfl/z[I — cos(evVN)]S ™ Ipo

G = SA ' [oVA — sin(evV/A)]S " pg

. VA1 _1 sinoy/—X 1 . 1—coso/—Ag—1 1
it f = Sdiag{ © ROV 2 1S = Sdiag 0, —>7V_"27° g
(iii) g{ VoY v Po g g 0, V>3 Po
e VA _1_5 cosoy/—Ag—1 1 e sin oy/=Xg 1
F = Sdlag{ N s 2 S™ "po G = Sdiag 0, \/STQ -y S™ 'po
; OV 1 1—e— VA%
(v) f:{ﬁDJr" a7 A}Po g:{ﬁD+7"A3/z A Po
k k

2 exp(oy/Ag)—1
— O — g
FfQAkDp(H—{ 3z X2/2 Apg

_ 2 exp(—o/Ap)—1
Gfﬁijo+{T+A{/2 Apo

)

{ sin(o/=Xg)
By

2
f— (e — a
F = 35, Ppo /\k\/Tk.}ApO

a= = sin o/= AL
AV Ak

o {Hosfﬁm } .
k

Apo

Tabela 3.1: Funcoes f, g, F e G para diferentes solu¢des fundamentais, como
no Lema A.3.1. Considera-se D = XAX ! ¢ B = VA.

com F(o)

= [ f(w)dw e G = [] g(w)dw. O tempo de transito ¢ semi-
analitico, pois ndo hd uma primitiva para cada uma das integrais em (3.28).
As funcoes f, g, F e G estao apresentadas na Tabela 3.1.

A geometria de raios em meios cujo quadrado da vagarosidade é quadra-

tico é esbocada na Figura 3.1.

Ezemplo (de [3]): Em um meio lateralmente heterogéneo cujo quadrado da
vagarosidade varia com com o quadrado da profundidade z temos 1/v(2)? =
cz® + bz + d. Este caso se enquadra em (3.6) com

00 0
A—[O c}’ a—{b], ayg = d.

Os autovalores de A sao 0 e ¢ e a matriz de autovetores é S = I. Segue que
X =S(SP)! =P e D = XAX ! = PTAP = diag{c,0}. Este é um dos
casos (iv) e (v) do Lema A.3.1, dependendo do sinal de ¢. Para ¢ positivo

temos
ove_q 0
+ €
|+es2| o ]

c 0
X(U):XO+§%[0 0:||:52;
a c 0 Po1
wit 5 o] [pw ]+

o (3.29)

3/2
c3/ CPo2
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com £ e n como em (3.24). Se fazemos referéncia aos eixos coordenados por
T e 2z entao,
z(0) = 2o + (£ + 1)Poz0 = o + Pos,
(3.30)
(o) = 20+ (EB)e”™ — (nB)e™"V + B,

com B = po./+/c.

E. Velocidade com logaritmo afim

Consideramos ®(v) = Inv em (3.6) com A = 0, ou seja Inv(x) = ap+a’x.
O parametro conveniente que varia ao longo do raio é o proprio tempo de
transito, © = 7', e o indice do Hamiltoniano escolhido é n = 0. Do sistema
(3.5) obtemos

dx dp

- = — _a_7

p —
d pl'p’ dT
donde p(T) =pg—Tae
T-Ty
Po — wa
T) = _Pomwa
x(T) X0+/0 aw? —bwtec

com a = ||a]|?, b= 2aTpg e ¢ = ||po||?. Logo, pela desigualdade de Schwarz

b2 ano 2
U:C——a:||l30||2—( )

>0, (3.31)

laf* —
(o caso 0 = 0 é apresentado na proxima se¢ao) k = b/2a e

AT mewa
Sy M e

Xo + %arctan\/g(w—m) 0_ - %m [(w_H)Q_E 0
ou
x(T') = %o + %ﬂﬂj —Ty) — %fz(T —Ty), (3.32)
onde

) = ot [ sarctan [ ) = [ (o]

A geometria de raios em meios de logaritmo da velocidade afim é esbocada
na Figura 3.1.
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3.1.3 Regiao de viabilidade para direcoes iniciais

Os modelos de velocidade afim (n = —1) e velocidade com logaritmo afim
(n = 2) apresentados na se¢do anterior admitem solugao analitica fechada
desde que as constantes o em (3.31) e (3.13) sejam nao nulas. Em ambos
casos, se 0 = 0 entao

(a"po)” = [[all*[[poll*. (3.33)
isto é, a e pg sao linearmente dependentes. Mostraremos que se este é o caso

entao o sistema que define a posicao do raio nao tem solucao. Tais sistemas
sao da forma

dx po — aT

d _
d—T—m g(T), X_Mzh(f)-

d¢ |lpo — agP?

Para verificar que o problema nao é bem posto quando pg é escolhido como
em (3.33), basta mostrar que as fun¢des g e h nao satisfazem a condicao de
Lipschitz. Mas isto é imediato uma vez que

(po — ag)/|all’ __(po—aT)/|a]l
5 3/2° g(T) = o2 7
Jemyee () e

donde, se 01 = 09 = 0 entao g e h nao possuem derivada limitada na
vizinhanca de alpy/||al|?, ou seja ndo satisfazem a condicdo de Lipschitz.

h(¢) = (3.34)

3.2 Sistema de tracamento dinamico

Obter valores de amplitudes ao longo do raio consiste na parte dinamica
de um tracamento. Um sistema de tracamento dindmico de raios permite
construir quantidades dinamicas, em um sistema de coordenadas centrado
no raio, que torna mais facil a tarefa de avaliar amplitudes. Tal como na
secao anterior, mostraremos que este sistema adquire forma peculiar quando
consideramos o modelo de velocidade (3.6).

Cada raio no espaco é identificado através de um vetor ¢ € R3. Sua
terceira coordenada identifica qual o parametro que esta variando ao longo
do raio, isto é g5 = u e denotamos g = (g7, u)T. Ao fazer g variar sobre
algum conjunto pré-determinado obtemos uma familia de raios partindo de
um certo ponto inicial. Em particular, se x denota o vetor posi¢ao de um
raio e u representa tempo, entdao a colegdo de pontos y € x(g,u) para u
fixo, determina a sugerficie frente de onda cuja parametrizacao é dada por

X

g. Logo, os vetores Do k = 1,2 determinam um plano tangente sobre cada

ponto desta superficie.
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A parametrizacao x = x(g) deve sempre estar bem definida [2], ou seja
det Jix,g)(9) # 0 Vg, e em particular sobre cada ponto do raio, isto é para
todo u, usaremos a notacdo J™ = det Jix,9)(8:1). E facil perceber que a
tltima coluna da matriz Jixq) representa o vetor dx/du pois gs = u. Dai, se
s denota o parametro comprimento de arco entao

dx dx1 dx1 N 1

du  ds®  dsg,  ga
com g, = du/ds e N o vetor normal a frente de onda (paralelo ao vetor

vagarosidade). Portanto o jacobiano do raio pode ser escrito em termos de
um produto misto

1 [0ox 0Ox
JW = — <— x —) -N. 3.35
Gu \ O 995 ” ( )
Definiremos J(u) = J® /g, o jacobiano ao longo do raio. Para obter a

solucao da equacgao do transporte costuma-se considerar um volume que de-

termina uma vizinhanga paraxial do raio 2, limitado por superficies de x(g, )

de u constante. Em seguida, aplica-se o Teorema da divergéncia e a formula

da média para integrais e obtem-se a amplitude ao longo do raio da seguinte
forma

Alu) = {P(UO)C(UO)J(UO

p(u)c(u)J (u)

com c a velocidade e p a densidade do meio. A demonstracao de (3.36) pode
ser encontrada em [2, 3].

A tnica funcdo ainda indeterminada, para fins de avaliagdo em (3.36) ¢é
0 jacobiano J. No entanto, em vista de (3.35), basta somente determinar os
vetores y, = 0x/0gy para k = 1,2 para construir J. Uma idéia para obter
tais vetores sugerida em |[2|, consiste apenas em usar a regra da cadeia. De
fato, se h = v*™" e z;, = Ip/dgi entdo, pelo sistema de raios:
d Ox 0 dx OJ(hp) Oh

= = —p+hz=(Vh' h
D 8gkp+ z, = (VA" yir) p+h 2

1/2
)] A(uy), (3.36)

dye 4 0x
du dudg,  Ogi du

e, para f =v"/n:

dz, _ d0p _ 9 dp _9(V)
du — dudg, Ogpdu  Og

=V (V" yi) = Hy ys.

com H; a matriz Hessiana de f. Logo, se Y = (y1,y2) ¢ Z = (21, 23) entao
podemos agrupar as duas equagoes anteriores no sistema,

Y =p VA'Y + hZ dlTY] [pVh' RI|[Y
{2 hy v 0)l%] e
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O sistema (3.37) pode ser resolvido analiticamente para alguns dos casos de
velocidade apresentados neste trabalho, por exemplo velocidade constante.
No entanto, sua solucao fornece apenas informacao necessaria a obtencao do
jacobiano. Veremos que através da introducao de um sistema de coordenadas
dinamico, ou seja, que varia ao longo do raio, podemos obter outras infor-
macoes além do jacobiano como, por exemplo, o espalhamento geométrico.

3.2.1 Sistema de coordenadas centrado no raio

Seja um raio € especificado por um par g € R?. Como estamos tratando
de meio 2.5D, €2 € m com m um plano de x5 constante. Para cada ponto
x(u) € € introduzimos um sistema ortonormal de coordenadas {eq, ez, e3}
denotado por &,, onde cada vetor e; depende de u e ez coincide com o vetor
tangente ao raio, N = v(u)p(u).

A Figura 3.2 ilustra o sistema centrado no raio. As coordenadas em
relacao a base &, sdo denotadas por ¢ = (q1,q2,¢3)7 = (a’,¢3)" com q
coordenadas em relacdo ao plano 7? (veja Figura 3.2). A terceira coordenada
denota o parametro que varia ao longo do raio, isto ¢ g3 = u.

Como o raio ) é planar, o vetor e, permanece sempre constante? de modo

que podemos considerar e;(u) = es(u) X e3(u) = v(u)(es X p(u)).

Figura 3.2: Sistema centrado em um raio planar {2 € 7. O vetor ey da base
ortonormal &, permanece constante ao longo do raio.

Introduzindo este novo sistema teremos sempre x = x(q) e ¢ = q(g).
Assim, o objetivo inicial de obter J(x ) ¢ reduzido ao objetivo de encontrar

2Em [3] mostra-se que os vetores ex, kK = 1,2 que determinam o plano 7 devem
satisfazer dey, /du = v'~"p(u)Vv(u)Te;. Estes vetores ndo sio necessariamente os vetores
normal, tangente e binormal ao raio 2.
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J(q,9)- Com efeito, pela regra da cadeia x = x(q(g9)) = Jixg) = Jix,q)J(g,9) COM
Jix,q conhecido. Assim, se J = {ji,j2,js} representa uma base cartesiana
fixa (canonica por exemplo) entdo x escrito na base J e ¢ escrito na base &,
sao relacionados pela mudanca de varidveis X = Jix ¢)¢, com [Jix.g)lki = Ji - €;.

Nota-se que Jixq ¢ uma matriz ortogonal e que ao longo do raio {2, a
terceira coluna de Ji, 4 (u) € (0,0,1)" pois g5 = u e @ = 0. Segue entdo da
ortogonalidade® de Jix 4 que

|J(u)| = | det J(x’g)| = | det J(x,q)| | det J(q7g)|

3.38
= |det Jig9)| = | det Jiqg)l, (3:38)

onde Jiqg) é 0 jacobiano da mudanga de variaveis q = q(g). Dessa forma,
determinar o jacobiano do raio é equivalente a obter o jacobiano de uma
transformacao bidimensional.

Pelo fato de e, ser constante ao longo do plano 7 sobre o raio €2, a matriz
jacobiana J(x 4 resulta ser

es3 0 ez ps 0 p;
J(xg) = 0 1 0 = v(u) 0 1 0 . (3.39)
—e3; 0 es3 —p1 0 p3

3.2.2 Sistema de tracamento centrado no raio

Queremos obter a matriz de derivadas Jqg). Veremos que para este fim
é suficiente construir um sistema de equacoes diferenciais ordinéarias cuja
solucao resulta na matriz desejada.

Seja 2 um raio na vizinhanca parazial de 2, ou seja, um raio cujas
coordenadas no sistema &, (cortando o plano 77 da Figura 3.2) sdo proximas
de zero, para cada u, isto é q ~ 0. Dizemos que o raio €)' nestas condig¢oes é
um raio paraxial a €.

No ponto x(q, u) sobre o raio, )’ possui vetor vagarosidade no sistema &,
dado por p9 = V,(T). Este vetor pode ser visto como o vetor vagarosidade

p do raio € no sistema &,, ou seja pl@ = J(;?g) p. Aqui, pl@ = (p(Q),pgq))T.

Mostra-se em [19] que os vetores q e p'? satisfazem ao seguinte sistema,
dito sistema dindmico centrado no raio,
d_q — UQ*np(q) dp@ - v q
du ’ du it
comV = Hq(,q)|q:0 a matriz Hessiana de v (na variavel q). Note que a matriz
Hessiana V pode ser obtida através da mudanca de variaveis,

V = J@q)HvJ(x,q), c R?x? (3.41)

(3.40)

3Uma matriz ortogonal tem sempre determinante unitario em moédulo.
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com H, a matriz Hessiana (em R?®) em coordenadas cartesianas de v = v(x)
e J(x,q) @ matriz formada pelas duas primeiras colunas de Jix ).

Derivando dq/du e dp? /du em (3.40) com relacio a g = (g1, g2) e utili-
zando o fato que em €2 (ou no raio paraxial '), p(@ e q sdo nulos, obtemos

99 99
d | 9% _[ 0 v”(un} 9 5.02)
du op@ _m}il 0 op'? '
Ogx G

Seguindo a notagao classica de [3], sejam Q = Jiqg) € P = Jip ), entdo
podemos reescrever o sistema (3.42) por

@ — p2—7n P

o= v () i7qQ] 0 2wt ] g
PV (@@{P]_ —witg O {P]’
du _Un+1(u) Q

(3.43)
ou dW/du = S(u)W com W = (Q,P)" € R*™? ¢ S a matriz de coefi-
cientes. O sistema (3.43) é dito sistema dinamico de tragamento de raios.
Em particular, sua solu¢ao nos permite determinar o jacobiano J(u) através
de J(u) = det Q(u). Veremos na proxima se¢ao que outras quantidades,
também importantes a determinacao de um raio, sao obtidas deste sistema.

Matriz de propagagao

O sistema nao linear de equagoes diferenciais dW /du = S(u)W é deno-
minado sistema dinamico. Sua solugao é dada por

W (u) = II(u, ug) Wo (3.44)

onde II é dita matriz de propagagao. Esta matriz satisfaz as seguintes pro-
priedades: (i) TI(u,u) = I, (i) TT7'(u,ug) = M(ug,u) e (iii) T(u,ug) =
II(u, a)II(a, uy) para quaisquer escalares u, ug e a. Mostra-se, derivando em
relacao ao parametro u, que IT verifica dIT(u, up)/du = S(u)II(u, uy) com a
condigao inicial TI(ug, ug) = I. Como conseqiiéncia, representamos a solugao
(3.43) por

W (u) = [T (u, ug), Ia(u, ug)] W (ug) (3.45)

com II; e II, da forma

IL (u, up) = { %(“7“0) ] . =12 (3.46)
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solugoes do sistema dinamico e com IT(ug,up) = (I,0)T e TIy(ug, up) =
(0,I)" como condigao inicial.

3.2.3 Sistemas in-plane e out-of-plane

Como no tracamento cinematico, queremos obter solucoes analiticas para
o sistema (3.43). Para isto, iremos explorar o tracamento 2.5D para obter
uma estrutura facil para a matriz de segundas derivadas (3.41) e portanto
um sistema mais facil.

Em meios 2.5D o sistema de tragamento dinamico (3.43) é desacoplado
em dois sistemas. Com efeito, se considerarmos como condigao inicial Q(uo)
e P(up) matrizes diagonais entao é facil obter de (3.43) a propriedade que
Q(u) e P(u) ainda sao matrizes diagonais. Logo, serd necesséario armazenar
apenas a diagonal de cada uma destas matrizes.

Assim, denotando W@ = (Q1, Pi;)T e W) = (Qg, Py)?, o sistema
(3.43) é desacoplado nos dois seguintes sistemas

dW @) _ g dW ©) <)

du ()W (u), du S (u) W (uq), (3.47)
S(l)(u) — |: p(ou) U28<U) :| ’ S(O)(U) _ |: 8 UQS(U) :| (348)
plu) = =2(p)" I Z(H,)IZ(p)/v" " (u), (3.49)

onde J é uma matriz simplética de ordem dois. A demonstracao de (3.49)
pode ser encontrada no Apéndice A.4. O sistema de tracamento dinamico
(3.47) para W & dito in-plane e para W out-of-plane. Tanto um quanto
outro admitem solu¢ao de acordo com (3.44), isto é

W(*)(u) = H(*)(u.uo)W(*)(uo), « = {i,0},

com IT™) a respectiva matriz de propagacao em R?*2. De (3.48) observa-se
que o sistema out-of-plane tém sempre solucao analitica. De fato,

WO (1) = [(1) y”i“)}vv(o)(uo), (1) = / L w)dw. (3.50)

donde segue que a matriz de propagacao out-of-plane é dada por

1) (u, ug) = [ L ) } |
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com n denotando o indice do Hamiltoniano do modelo adotado. O sistema
in-plane possui solu¢do analitica (neste trabalho) se e somente se n = 1
(velocidade constante) ou n = —1 (velocidade afim), pois p(u) = 0 V u (isto
¢ explicado a seguir). Nestes casos temos W@ (u) = W) ().

O tracamento dinamico desacoplado permite obter o jacobiano ao longo
do raio de maneira elementar. Basta observar que de (3.38)

J(u) = det Jig) = det Q(u) = Q1 (1) Qaa(u) = W (u) W (u).  (3.51)

Apresentamos a seguir as diferentes formas que a funcgao ¥, assume, con-
siderando sempre ug = 0 e a matriz Hessiana H para fins de avaliacao da
fungdo p em (3.49). Simplificaremos a notac¢ao assumindo D no lugar de
Z (D) para qualquer dado tridimensional D em questao.

A. Velocidade constante

e Tomando n =1 e u = s o parametro comprimento de arco ao longo do
raio €) temos

yi(s) = /Osv(w)dw = vo(s — sp). (3.52)

e Neste caso, a matriz Hessiana da velocidade ¢ a matriz nula. Logo,
p(u) = 0 para todo u e o sistema in-plane é igual ao sistema out-of-
plane.

B. Velocidade afim

e Tomando n = —1 e u = £ o parametro ao longo do raio €2 temos

y-—1(&) = /§ v(w)dw = 1 {sin arctan {—r + sin arctan B
-1 B \/530_ \/E \/E )
(3.53)

com a = ||po||?, 3=pla, d =|al|*, k=08/deoc=a/i— K.

e Neste caso, a matriz Hessiana da velocidade ¢ a matriz nula. Logo,
p(u) = 0 para todo u e o sistema in-plane é igual ao sistema out-of-
plane.

C. Quadrado da vagarosidade afim/quadratico

e Tomando n = 2 e u = ¢ o parametro natural ao longo do raio €2 temos

y2(0) = /OU dw = o. (3.54)
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o Aqui ®(v) =072 &' (v) = =203, ¥ (v) = 6v* e pela equagao (A.18)

Vou(x) = —Eavg’(x), H,(x) = i (x)aa”
para quadrado da vagarosidade afim e
1 3
Vo) = —5 ' (x)g(x), Hu(x) = —0 (A + [0 ()g(0g(0)”

com g(x) = 2Ax+a para quadrado da vagarosidade quadratico. Logo,

3 4

P = =70 (wp(w)" (T'a) (I a)p(u) (3.55)

e

() s = 0 (0) ()" 3T AT ()~ o () () (37 () (3 () p(u).
(3.56)

D. Velocidade com logaritmo afim

e Tomando n =0 e u =T o parametro tempo ao longo do raio €2 temos

yo(T) = /OT v*(w)dw = \/2_0 {arctan [(T - n)\/g} + arctan m\/g}

(3.57)

com a = ||a||?, b= 2aTpy, c = ||po|, 0 = ¢ — b*/4a e k = b/2a.

e Aqui, ®(v) =Inv, ®(v) = v~ ! e &' (v) = —v~? resultando, pela equa-
cao (A.18), em Vu(x) = v(x)a e H,(x) = v(x)aa’. Logo,

plu) = —0* (u)p(u)" T aa" Ip(u) = —v?(w)p(w)” (3"a)(3"a)" p(u)
(3.58)

3.3 Transmissao em uma interface

Um meio separado por uma interface ¥ determina dois semi-espagos L
e L_. Logo, uma onda elastica que se propaga através de um raio {2 em L,
incidente sobre um ponto x € ¥, com quantidades cinematicas ou dinamicas
D;(x) produz uma onda refletida e transmitida com quantidades Dg(x) e
Dr(x) respectivamente.

Por “quantidades” entendemos: vetor vagarosidade, amplitude, matriz de
propagacao, espalhamento geométrico, dentre outros. O objetivo desta sec¢ao
é obter Di e Dr a partir de Dy no ponto x € ..
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Se uy, ug e ur denotam as ondas de alta freqiiéncia (de tal maneira que
a teoria de raios se aplica) incidente, refletida e transmitida respectivamente,
no ponto x € X entao no dominio de freqiiéncia cada uma delas tem a forma

i 22 WU (x)eTr) (3.59)

para k = {[,R,T}, como em (2.5). Exigindo que o campo de ondas seja
continuo sobre a interface > obtemos, para todo x € X

T[(X) = TR(X) = TT(X)

Us(x) + Un(x) = Up(x)  360)

3. + ) = tn(x.) = {

A demonstracao detalhada das equacoes acima podem ser encontradas em

2]

3.3.1 Direcao: vetor vagarosidade

No sistema formado pelos vetores tangente t e normal N a x € X o vetor
vagarosidade pj, ¢ dado pela combinagdo linear pj, = t+n7;,N com 1, = pI N,
i.e t = pr — N para k = {I, R,T}. Mostra-se em [3| que para j # k

1 1
n = i\/— - —— +(pjN)% (3.61)

vi(z)  vi(x)

Portanto, dado o vetor vagarosidade p; basta fazer j =1 e k=T em (3.61)
para obter o vetor vagarosidade da onda transmitida,

Pr = t+ T]TN = (p] — 77]N) + 77TN = Pr — (p{N)N + 7]TN. (362)

com nr como em (3.61) satisfazendo sign(nr) = sign(n;) = sign(p7 N). Para
determinar o vetor vagarosidade da onda refletida basta fazer j =T e k=R
em (3.61) para obter ng = +|pFN| = pI'N donde, pr = p; — 2(p7 N)N.

Tipos de reflexao

Para determinar o vetor vagarosidade da onda transmitida precisamos
essencialmente determinar o escalar ny em (3.61). Isto sera possivel se a raiz
quadrada que o define estiver definida em R, o que equivale a validade da
Lei de Snell no ponto x € ¥, i.e |sinay| < vp(x)/v;(x). Quando isto nao
acontece, nao existe a onda transmitida* e somente a refletida é considerada.
Nestes casos, dizemos que reflexao é pds-critica. Quando ocorre a desigual-
dade estrita diz-se que a reflexao é sub-critica quando se tem a igualdade a
reflexao é dita critica.

4Fisicamente ela existe mas ndo a consideramos aqui.
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3.3.2 Amplitude

Para determinar as amplitudes Ugr e Ur no ponto x € ¥ usamos a
condigao (3.60). Nao apresentaremos os calculos, pois podem ser encontrados
em [2, 3]. Apenas afirmamos que tanto Ugr quanto Ur sao vetores cujas
coordenadas representam as amplitudes no sistema de coordenadas centrado
no raio, isto &, Up(x) = A(x)e; (x)+B(x)ez(x)+C(x)es(x) com e; os vetores
de polarizacao da base &, centrada no raio.

Entao,

Uk(x) = Ck(X)UI(X)a k= {Ta R}> (3'63)

com Cr o coeficiente de transmissio e Cgr o coeficiente de reflexao® dados por

p;N _ p;N—-pIN

Cp—o2—Pr¥__ _ PrX 7 PriY
PPN+ pINT F T pIN 4 pIN

(3.64)
Quando a reflexao é pos-critica, os coeficientes de reflexao e transmissao
sao numeros complexos. De fato, se denotamos nr = /y como em (3.61)

ey < 0 entdo nr = iy/—y donde pr = v +iw, com v = p; — (p!N)N e
w = /—yN. Segue entao,

b w b+ tw
_ T ; _ T

Crb+w? bw—rw (b —iw)(r +iw)
TErE " Braer b+iw| (3.66)

com b=vIN+pIN, w=wNer=p/N-vN.

Cr

3.3.3 Quantidades dinamicas Q e P

Em meios 2.5D as quantidades dinamicas que tratamos sao representadas
pelos vetores W e W) solucdes de (3.47). Assim como nas duas segdes
anteriores, queremos determinar Wg) e ng ) em x € ¥ conhecendo Wg*),
para x = {i,0}.

A interface X pertence ao plano de existéncia do raio (plano 7 da Figura
3.2), portanto usaremos a notagao x tendo em mente que ela representa & (x)

com & a operagao (1).

>Generalizagoes a respeito destes coeficientes podem ser encontradas em [3], aqui con-
sideramos somente o caso de ondas planas.
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Proposigao 3.3.1 No ponto x € ¥ temos W,(:)(x) = H](C*)(X)Wg*) (x) onde

COS (v, / COS (v 0

) =+
k [Er — E, — uD]/(cos ai cosay) cosay/ cos ay

com

{ Er(x) = —%PI(X)TAJ Vur(x) u(x) = ¢ { cosSQy  COS &k}

E(x) = =32 pr(x) T A, V() vr(x)  oR(x)
(3.68)
D(x) sendo a curvatura da interface no ponto X,
_ sino;  —2ecosarg _ sin oy, F2€ cos ay,

Ar = [ 2€ CoS O sin oy } A= { +2€ cos ay, sin } . (3.69)
e = sign(pTN), com o sinal nas equacgoes (3.67), (3.68) e (3.69) positivo
para transmissao e negativo para reflexao e k = R para reflexao e k =T para
transmissao.

A matriz HS) é dita matriz de transmissao/reflexdo in-plane para k =
T, R respectivamente. A demonstracao da proposicao acima é longa e cons-
trutiva; consiste em introduzir um sistema ortonormal de coordenadas cen-
trado no ponto X € X e considerar um raio paraxial. Apos devidas mudancas
de variaveis é possivel chegar as equagcoes (3.67)-(3.69). A dedugao detalhada
pode ser vista em [3].

Como conseqiiéncia da proposi¢ao acima temos que o jacobiano do raio é
descontinuo através de uma interface. Com efeito, se J;(x) denota o jacobi-

ano incidente entdo de (3.51) Ji(x) = WW'? e da Proposicdo 3.3.1,

7 o COS (g i o
o) = WW Sy i O

SO 7 (x) (3.70)

com + para transmissao e — para reflexao, donde segue a descontinuidade.
Também como conseqiiéncia da Proposicao 3.3.1 temos que o espalha-
mento geométrico ao longo de um raio €2 definido por

L(x)=+/|J(x)], x€Q (3.71)

também é descontinuo através de uma interface quando ha transmissao, uma
vez que o jacobiano J o é. Sobre uma interface onde ha reflexao isto nao
acontece pois de (3.70) temos cosag = cos aj.



Capitulo 4

Implementando Raios

Este capitulo é dedicado a implementacao do sistema de tracamento de
raios. Além disto, questoes praticas como o tracamento ponto-interface,
ponto-a-ponto e avaliagao de quantidades ao longo do raio serao discutidas.
Todos os algoritmos apresentados aqui estao implementados numa biblioteca
denominada ART. Esta biblioteca foi implementada em linguagem de progra-
magao C e consiste numa colec¢ao de rotinas para tracamento de raios. Uma
breve descricao de ART é feita no Apéndice B.

Até agora consideramos que o raio é determinado pela resolucao do sis-
tema (3.4), ou seja, fixada uma condigdo inicial, o raio é uma curva, que
parte de um ponto com uma dada direcao e se propaga em um meio sem
barreiras. Na situacao real de uma onda sismica se propagando na terra,
tem-se ainda maior complexidade dada pela descontinuidade da velocidade
sobre cada refletor (ou interface) Assim, o raio (ou a onda) emana de um
ponto (fonte pontual) e encontra barreiras nas quais, dependendo do meio,
pode refletir ou transmitir conforme a Lei de Snell. No caso de um modelo
que represente o perfil da secao transversal da terra, por exemplo, entao com
maior razao o raio ird viajar ao longo de camadas e ira incidir sobre inter-
faces. Esta incidéncia deve estar matematicamente bem definida como na
Secao 3.3 do capitulo anterior.

Neste capitulo vamos analisar diferentes tipos de questoes praticas que
surgem naturalmente em tracamento de raios em meios nao homogéneos ou
homogéneos.

4.1 Meio multi-camadas

O tipo de meio que trataremos é composto por varias camadas limitadas
por interfaces suaves, definidas para x € [a, b]. A velocidade em cada camada

45
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é uma para a qual o sistema de raios possui solu¢ao analitica, ou seja como no
modelo geral de velocidades (3.6). A Figura 4.1.a ilustra o meio da maneira
geral que trataremos. O modelo consiste de uma regido limitada [a, b] x [0, d]
particionada em camadas da forma,

Li={(z,2) e R:%(z) < 2 < Bj1(z), x € [a,b]}. (4.1)

Cada camada possui um modelo de velocidades para ondas P e S, como na
equagao (3.6). A interface superior e inferior de cada camada nao intersecta
qualquer outra interface; a este tipo de modelo denominamos simples'. Cada
interface é representada por uma spline ciibica e é portanto uma funcao suave;
exige-se que o primeiro e o ultimo ponto de controle de cada spline nao sejam
pontos interiores ao modelo de camadas.

@ (b)

Figura 4.1: (a) Exemplo de um modelo composto por quatro camadas e cinco
interfaces; em cada camada estd adotado um modelo de velocidades v; tal
que o sistema, de raios possua solucao analitica. Cada interface é uma spline
cubica e cada ponto esbocado sobre a mesma representa um de seus pontos de
controle. (b) Exemplos de codigo de raio em um modelo simples. Para o raio
Q que parte de Ry o codigo de raio é {(0,0),(1,0),(2,0),(2,0),(1,0),(0,0)}
e para o raio €9 & {(0,0),(1,0),(1,0),(1,0),(2,0),(2,0),(1,0),(0,0)}, ambos
para onda P.

Codigo de raio

Um raio que se propaga em um meio como o da Figura 4.1.a obviamente
ird encontrar interfaces ao longo de seu caminho, dependendo de sua direcao

'Modelos que nao satisfazem a estas hipoteses sdo de tratamento mais dificil e estdo
fora do escopo deste trabalho.
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inicial. A seqiiéncia de camadas que o raio percorre ¢ informada em um
conjunto finito de pares {(jo, wo), (j1,w1), ..., (JN-1,WN-1)}, Jk € Zy e wy €
{0,1} para todo k. Cada jj indica a camada pela qual o raio deve passar e
wi = 0 indica que nesta camada a onda que se propaga ¢é primaria e wy, = 1
indica onda cisalhante. Este trajeto pode nao ser possivel, dependendo da
posicao da fonte e da direcao inicial de propagacao. Logo, nao é necessario
que o raio passe por todas as camadas. A Figura 4.1.b ilustra dois exemplos
de codigo de raio. Denotaremos o codigo referente a um raio 2 por r.(2).

Direcao inicial

Um raio €2 com codigo .(£2) especificado é determinado inicialmente por
um ponto X e uma dire¢ao py, que constituem as condigoes iniciais do sis-
tema de tracamento cinemaético de raios. A direcao inicial py deve satisfa-
zer a equacao iconal e portanto escolhemos o vetor vagarosidade da forma
pPo = (1/vo)(sin 6, cos0)” com 0 € [—m, 7] medido em relagao ao eixo z posi-
tivo e vy a velocidade no ponto xg.

Raio como uma seqiiéncia de pontos

Em um meio composto por camadas, como o da Figura 4.1.a, um raio €2
que se propaga de acordo com o codigo de raio r.(€2) é tratado como uma
seqiiéncia de pontos de reflexao ou transmissao. De fato, em cada camada
o sistema de tragcamento cinematico possui solucao analitica, de modo que
basta armazenar os pontos extremos dos segmentos que compoem o raio.

Assim, se um raio €2 parte de um ponto Ry e atinge um ponto Ry entao
é identificado pela seqiiéncia { Ry, Ry, ..., Ry} onde Ry é o ponto de reflexao
ou transmissao sobre a interface determinada pelo cédigo de raio. A Figura
4.1.b ilustra a seqiiéncia de pontos de um raio.

De (4.1) vemos que cada camada, por defini¢do, ndo contém a interface
inferior. Por esta razao, quando o co6digo de raio indicar transmissao, cada
ponto Ry pertencerd a camada seguinte; usaremos esta convencao neste tra-

balho.

4.2 Tracamento ponto-interface

Dado 7.(€2) um codigo de raio e 6 uma diregao, fixos porém arbitrarios,
o seguinte problema pratico surge ao construir o raio €2: qual € o ponto de
incidéncia sobre uma dada interface?

Vamos denotar o meio da Figura 4.1.a por M. Seja uma camada Ly C M
limitada acima pela interface ¥; e abaixo por ;1. Dado S € L; um ponto
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inicial, queremos encontrar R € ¥J;, j = k ou j = k + 1, tal que o raio {2 que
conecta S e R esteja inteiramente contido em L. Fica subentendido que o
raio {2 é obtido a partir de uma direcao inicial 6 € [—m, 7.

Vamos supor também que o raio de curvatura de um raio €2 é grande o
suficiente, para que nao haja turning rays? dentro de uma camada.

@ i (b) Q

R,
2 o

Figura 4.2: (a) Camada L; C M; o raio §; parte de S € L; encontrando
uma interface no ponto R;, para j = 1,2. (b) Funcao distancia n a ser
minimizada, quando isto acontece o raio encontra a interface.

A spline ciibica que representa cada interface é denotada por s; e é gerada
pelos pontos de controle {Wy, Wy, ..., Wy, ...}, W, € R% A idéia para obter o
ponto R é usar o método de Newton para encontrar um zero da funcao

n(w) = w3(u) = s5(z1(w)), (4.2)

onde x = (x1(u), z3(u)) é o vetor posigao sobre o raio 2. A derivada de n é
obtida a partir do sistema de raios x = v*~"(u)p,

0 (u) = v* 7" () {ps(u) — (@1 (u))pr(u) } -
Assim, a i-ésima iteragao de Newton é da forma

n—2 T3 — 8j(x1) -y — v”_Q(ui)M (4.3)

Ui = U — V"7 ———————
ps — s5(x1)pr ], PNy,

com n o indice do Hamiltoniano referente ao modelo de velocidade adotado
para a camada Ly e N, = (—(s} o x1)(u), 1) o vetor normal & interface 3;.
Observe que

n'(u) =0« pTst| =0,

u;
isto é, sobre um ponto do raio 2, o vetor vagarosidade (ou o tangente) é
ortogonal ao respectivo ponto (projetado) sobre a interface. Isto somente

2G40 raios tais que a terceira componente do vetor vagarosidade, ps3, troca de sinal
dentro de uma mesma camada.
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pode acontecer se considerarmos turning rays, o que nao é o caso. Sendo
assim, o algoritmo de Newton estd sempre bem definido. Se houver um tal
raio, entao o algoritmo falha e consideramos que o raio é infactivel.

O parametro inicial ug para o método de Newton deve ser escolhido de
maneira adequada para garantir convergéncia quadratica de (4.3). A idéia
intuitiva e que funciona bem na pratica consiste em encontrar um par de
pontos de controle da spline tais que a reta gerada pelo vetor vagarosidade
encontra a reta suporte que contém estes pontos de controle.

Podemos formalizar isto, usando as notacoes no comeco do trabalho, da
seguinte maneira: queremos encontrar um indice [ € Z tal que p(S) (o vetor
vagarosidade no ponto inicial S) pertenca ao conjunto C(W; — S, Wi — ).
As Figuras 4.3.a e 4.3.b ilustram o caso onde existe e nao existe um indice [
respectivamente.

Quando nao existe um par de pontos de controle que satisfaz a condicao
acima, como na Figura 4.3.c, escolhemos uy de outra forma. Neste caso
procuramos novamente um par de pontos de controle tal que a média das
distancias de cada um deles a reta gerada pelo vetor p(S) seja minima. Isto
é, se d; é a distancia ortogonal de W, a reta r (p(S)) entao procuramos [ € Z
tal que (d; +d;41)/2 seja minimo. Em ambos casos, caso (i): de cone positivo
e caso (ii): de projecao ortogonal, o indice | pode variar ao longo de todo seu
dominio (quantos pontos de controle existirem).

Parametrizando a reta gerada pelo vetor p(S) por X(7) = S + 7p(S5) e
fazendo M; = (W, + W;11)/2 entao,

(i) Na estratégia de cone positivo (Figura 4.3.d), a intersec¢ao da curva X
com a reta suporte de W; a W;; é obtida com

T:Asl_AVVll‘i‘VVlS_S:S (44)
p3(S) — Api(9) '

e A= (VVl+1,3 - VVl,B)/(I/VH-l,l - VVM);

(ii) Na estratégia de projecao ortogonal (Figura 4.3.e), tomamos 7 tal que
X(1) — M; L p(S), dado por

p(S)T(M;— S)
TS TBOFE (45)

Através de uma reparametrizacao por comprimento de arco para a reta X
percebe-se que T = sv(.S), com s o parametro comprimento de arco. Também
do sistema de raios, d1'/du = 1/v™, obtemos ds/v = du/v". Logo, o parame-
tro u referente ao ponto X(7) é aproximadamente dado por u ~ v"~!(7)s.
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(@ .

Wi !

Figura 4.3: Determinagao do ponto inicial para o método de Newton. Existe,
situagdo (a), e ndo existe, situagdo (b), um indice [ tal que o vetor vagarosi-
dade p(S) pertence ao cone positivo gerado pelos vetores W, — S e Wi —S.
(c) Existe um indice | € Z tal que a distancia média do par {W;, W}
a reta 7 (p(S)) é minima. (d) e (e) Parametro inicial 7 sobre a curva que
parametriza a reta r (p(5)).

Finalmente, o parametro inicial para o método de Newton é escolhido como,

T

v(S)’

ug =~ v (1)s = 0" (1) (4.6)

com 7 como em (4.4) ou (4.5), onde entende-se v(7) por v(X(7)). O proce-
dimento para obter o ponto de incidéncia sobre a interface >; é da seguinte
forma:

Algoritmo 4.2.1 (Obtengao do parametro u* em uma camada)

Dado S = (5,,5.) € Ly C M e 6§ € [—m, 7.
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1. Descubra qual a interface XJ; que o raio ird intersectar a partir do codigo
de raio;

2. Obtenha m tal que Wy, < S, < W,,111 el tal que p(S) € C(W; —
S, W11 —5), onde I > m se o vetor p(S) se dirige a direita e [ < m se
o vetor p(S) se dirige a esquerda;

2.1 Se existe [ no passo 2 entao considere o ponto inicial (4.6) com 7
como em (4.4).

2.2 Caso contrério obtenha | que minimiza (d; + d;11)/2 com d; a dis-
tancia de W, a reta gerada pelo vetor vagarosidade p(S); neste
caso considere (4.6) com 7 como em (4.5);

3. Aplique as iteracoes de Newton (4.3) obtendo um parametro u*;

Para o modelo M composto por mais de uma camada o algoritmo acima
é aplicado tantas vezes quantas o cddigo de raio estipular. Ao incidir sobre
uma interface, uma nova direcao 6 é calculada, através da Lei de Snell, tal
como na Secao 3.3.

Ressalta-se que o primeiro passo do algoritmo acima pode ser um pro-
blema maior do que o presente pois nao sabemos quao curvado o raio pode
ser. Uma estratégia consiste em ignorar este passo e aplicar o algoritmo
acima duas vezes, uma para cada interface que limita a camada, comparando
resultados ao final. A vantagem disto é que sempre podemos garantir que
um ponto de incidéncia serd encontrado, a desvantagem imediata é que se o
modelo de velocidades apresenta baixo contraste entao o algoritmo de Newton
aplicado a uma das interface é em vao. Em ART, o primeiro passo do algoritmo
acima é ignorado e as duas interfaces sao consideradas; isto garante que em
interfaces com geometria anticlinal (como na Figura 4.3.b) o ponto correto
de incidéncia seja encontrado.

A Figura 4.4 ilustra resultados obtidos com o Algoritmo 4.2.1 em um
modelo composto por duas camadas limitadas por uma interface com geo-
metria sinclinal. Dado um conjunto de angulos {6y, 6;,...,0x} com 6y =0 e
O = 60°, uma familia de raios, cada um com diregao inicial 8;, é construida.
Para cada um destes angulos e para cada modelo de velocidades deste tra-
balho, é esbocado o parametro u obtido pelo método de Newton e o niimero
de iteracoes deste. Lembramos que cada modelo é especificado pelo indice
do Hamiltoniano n e portanto u = u(f;n).
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(b)

4,5~ [4=2an=-1
*—*n=0

B—a n =2 (afim)
n =2 (quad

Profundidade
tro u(n)

parame

0 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
(c) (d)
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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Figura 4.4: (a) Geometria do meio e uma familia de raios com velocidade
constante (n = 1). Cada raio é obtido com diregao inicial #; = jAf com Af =
607 /180N, N = 40 e segundo o codigo de raio {(0,0)}. (b) Parametro u =
u(6j;n) obtido pelo método de Newton que faz cada raio atingir a interface,
para cada modelo de velocidades determinado pelo indice do Hamiltoniano
n. (c) e (d) Namero de iteragdes obtidas com o método de Newton usando
a estratégia de cone positivo e de proje¢ao ortogonal respectivamente (ver
texto para mais detalhes).
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4.3 Tracamento entre dois pontos

Seja 1.(€2) um codigo de raio e dois pontos S e R situados dentro do
modelo M, com R situado sobre uma interface . Vimos na se¢ao anterior
como obter um raio que conecta o ponto inicial S a interface . O objetivo
aqui é encontrar um ou mais raios que partem de S e chegam ao ponto final®
R.

Seja f uma func¢ao escalar que associa a cada angulo 6, um escalar z ()
onde R(#) denota o ponto que um raio com direc¢ao inicial # atinge em uma
interface > e x sua abcissa. O método que procuramos busca um 6* tal
que f(0*) = xp e para isso, usaremos uma variagao do método da bissegao
seguindo a abordagem classica do método shooting.

Para comegar, vamos procurar dois raios €21(01) e €5(02) que verificam a
condi¢ao f(#1) < xg < f(62) como na Figura 4.5.b. Estes raios sdo escolhi-
dos em uma cole¢ao de raios que partem de S e seguem um codigo de raio
especifico, como mostra a Figura 4.5.a.

f(el)l f(62)
@ R R
%o R )
L() LU
L, S Ly
L2 L2

Figura 4.5: (a) Leque de raios que emana do ponto inicial S e chega na
interface X através do codigo de raio r. = {1,2,2,1,0}. (b) Raios ©; e Qs
que englobam o ponto final R.

A seguir, basta considerar um raio que tenha angulo inicial 6 entre os
angulos 67 e 05. Se considerarmos 6 como sendo a média teremos exatamente
o método da bisseccao. Em vez disto, aproximamos f linearmente, digamos
f(0) = a+ bl com f(8;) = zp,) e tomamos 1) tal que f(1)) = xp, isto &

(1) _ *rR—0Q _92f(91)—91f(92) _f(92)—f(91)
e = L e A R

(4.7)

3A este tipo de tracamento di-se o nome de two-point ray tracing. O método de
tragamento entre dois pontos apresentado neste trabalho ndo é tnico. Em [3] sao citados
pelo menos mais trés métodos.
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Finalmente, basta considerar o raio ¢ (9(1)) e observar a qual intervalo, seja
[£(01), £F(OM)] ou [£(0W), f(02)], a coordenada x; pertence, repetindo a cons-
trucao de um novo angulo da mesma maneira.

O algoritmo acima é aplicado para cada par de raios cujos pontos extremos
englobam o ponto R. Isto acontece quando hé regiao de caustica na interface
onde acontece a reflexdo (veja Figura 4.6.a). Logo, para cada um destes pares
de raios, a seqiiéncia de angulos {#®)} converge para um angulo 6timo 6*; e
como conseqiiéncia temos o raio €2 (6*) que conecta o ponto S ao ponto R.

Figura 4.6: (a) Par de raios que engloba o receptor; para cada um destes
pares, aplica-se um algoritmo para obter o angulo do raio que conecta S a
R. (b) Correcao do angulo para tragamento entre dois pontos, como em [10].

Uma outra estratégia para implementar o tracamento entre dois pontos,
proposta em [10], consiste em corrigir o angulo de tracamento %) através de
aproximagcao paraxial. A idéia nesta estratégia é ilustrada na Figura 4.6.b.

Comecando no ponto S, basta tracar um raio que parte com angulo inicial
0© e atinja um ponto R(®) proximo o sufiente a R (e na mesma interface).
Tendo este raio, podemos aproximar o tempo de transito na vizinhanca de
RO através da expansio de Taylor

1
T(x)=T(yro) + pﬂo(x — ¥ro) + §(X —¥ro) Mgo(X —yro), (4.8)

com ypro 0 vetor posicao de RO Mp o a matriz hessiana de T (no sistema de
coordenadas centrado no raio), pro 0 vetor vagarosidade incidente no ponto
YR, € X um ponto na vizinhanca esférica de yro. Portanto, da equagao acima
podemos obter o vetor vagarosidade aproximado no ponto xg (posicao de R)
por

Pvo = Pro + MR o(Xr — Yro)- (4.9)
Em seguida, tragamos um raio com direcao inicial —pj o atingindo um ponto

S proximo a S. Finalmente, usando a mesma notacdo, podemos tratar de
maneira analoga o par {S © s } e obter como acima uma diregao aproximada
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para o vetor vagarosidade em S da forma

Pro = Pso+ Mso(xXs — ¥so)- (4.10)

Logo, considerando 8 o angulo que —Pyo forma com o eixo z positivo,
tracamos um novo raio com esta direcao inicial. O processo se repete até
obtermos uma precisao desejada.

Desta forma, temos que o angulo %1 ¢ obtido pela contrucao dos vetores
Pvi (backward) e pyy (forward); esta construgao consiste em uma iteracao
do algoritmo. A demonstragao da equacao (4.8), assim como a estrutura da
matriz Mp, é apresentada no Apéndice A.5.

A atualizacao do angulo %) através de aproximacdo paraxial funciona
bem desde que ||yro— Xr|| < € com € bastante pequeno. Uma terceira forma
de atualizar o angulo consiste em combinar os dois procedimentos acima da
seguinte forma:

1. Construa um raio que parte de xXg e atinge yro com vetor vagarosidade
PR,

2. Defina 8 e a angulos com o eixo z positivo dos vetores —pro € —Pso
(como em (4.9));

3. Construa raios com direcoes iniciais a e § e comecando em Xg, atingindo
0s pontos Xg, € Xg 3 Proximos a Xg;

4. Use interpolacao linear e encontre um angulo 6 que atinge um ponto ygsp
proximo de xg;

5. Repita os passos [1-4] para o ponto yg, encontrando um angulo = 6
que faz um raio partir de xg e atingir um ponto yr .

O processo acima continua até que se atinja uma precisao desejada entre
Yri € Xg. Observe que uma iteracao deste algoritmo é mais cara que os
demais algoritmos, pois envolve mais tracamentos de raios, quatro no total;
apresentaremos no Capitulo 6 os resultados obtidos para tracamento entre
dois pontos.

4.4 Tracando um raio

Para tracar um raio precisamos apenas definir um algoritmo que trabalhe
sobre uma tunica camada, pois se o raio fizer um trajeto ao longo de vérias
camadas, o mesmo algoritmo sera aplicado repetidas vezes. Por “tracar” um
raio entendemos obter a sequéncia de pontos que o define, como na Figura
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4.1.b. Sobre cada um destes pontos de reflexao ou transmissao procuraremos
definir quantidades cinematicas e dinamicas.

Denotaremos por D; ao conjunto de quantidades incidentes sobre um
ponto extremo que compoe um raio e Dy ao conjunto de quantidades transmi-
tidas (ou refletidas) sobre uma interface, como na Se¢ao 3.3. Cada conjunto
D; e Dr é obtido através de um algoritmo adequado.

Por exemplo, em D;, | = {I, T}, temos as seguintes quantidades: vetor
vagarosidade, posi¢ao sobre o raio, tempo de transito, vetores in-plane e out-
of-plane solucoes do sistema dindmico, espalhamento geométrico, jacobiano
ao longo do raio, amplitude, angulo de incidéncia/transmissao, matrizes de
propagagao e coeficientes de reflexao/transmissao.

Primeiro, precisamos definir uma fonte pontual onde o raio ird comecar
sua trajetoria. Representaremos a fonte pelo ponto S = Ry € R? e associa-
remos a ela as seguintes quantidades iniciais:

DT(R()) = {R(), P, T, W(Z), W(O), ﬁ, AP, As, CR, CT, ce }7 D[(Ro) = @
(4.11)

(ndo ha incidéncia sobre a fonte), com p(Ry) = (sinf, cosf) uma dire¢ao
inicial (dado algum 6), W®(Ry) = (0,1)7 e W = (1,0) vetores in-
plane e out-of-plane, condigbes de fonte pontual (como em [3]|), Ap e Ag
valores iniciais de amplitude para onda P e S respectivamente e Cr(Ry) = 1,
Cr(Ry) = 1 os coeficientes de reflexdo e transmissao respectivamente.

Considere 277 um algoritmo de incidéncia e o/ um algoritmo de trans-
missao. Ambos sao encarados como funcoes que, a cada conjunto de en-
trada, atribui um conjunto de saida. Assim, o algoritmo 27, age da seguinte
maneira: dado um ponto R, € R? em uma ji-ésima camada, associado a
quantidades Dr(Ry), e um parametro u* como no Algoritmo 4.2.1, entdo
temos que <7 (Dr(Ry), ji, u*) determina o conjunto de quantidades de um
raio que incide sobre um ponto da interface. O algoritmo de transmissao é
elementar e nao é discutido pois consiste em considerar os elementos de Dy e
usar os resultados apresentados na Se¢ao 3.3, ou seja, age da seguinte forma:
DT = MT(D[)

Cada um destes algoritmos permite construir o raio como uma cadeia de

pontos (ver Figura 4.1.b), como nos seguintes algoritmos®.

Algoritmo 4.4.1 (Seqiiéncia de pontos que formam o raio)

Dados 7. = {(jo, wk), (J1, Wk), - - -, (Jm—1,wr)} 0 codigo de raio e um ponto
inicial Ry

4ART considera «/;: DxNxR, — D e a/r: D — D algoritmos de incidéncia e transmissao
respectivamente.
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1. Defina D;(Ry) e Dr(Ry) como em (4.11) de acordo com o tipo de veloci-
dade wy;

2. Parak=0,1,2,..., m—1:

2.1 Defina u*) como o pardmetro que permite partir de R e obter
Ry através do Algoritmo 4.2.1;

2.2 Dyp(Ry) = Dr(Ry) U {u®}

2.3 Defina D;(Rit1) = o (Dr(Rk), ji, u™) pelo Algoritmo 4.4.2 de
acordo com o tipo de velocidade wy;

2.4 Defina Dy (Ry11) = <1 (D;(Ry41)) com o tipo de velocidade wy.y1;

3. Defina o raio, em forma de algoritmo, através da seqiiéncia de conjuntos

Q g {DT(Ro), DT<R1), e ,DT<Rm)} (412)

Algoritmo 4.4.2 (Algoritmo de incidéncia 7)

Dados u®, ji. e Dr(Ry) sobre o ponto Ry do raio;

1. Obtenha, conforme o modelo de velocidades adotado para a camada j,
as quantidades cinematicas Ry = x(u(k)) p(u®), T(u®), v(u®),
Cr(Ryi1) e Cr(Ryy1) e as dinamicas WO (u®)), WO (4®)) - £(*)),

J(u®), Ap(u®) e Ag(u®), usando Dr(Ry) como dados iniciais;

2. Defina, para todas as quantidades computadas no passo anterior,

Dr(Ry41) —{Rk+1,p( ®), ( M), v(u®), CR(Rk+1) CT(Rk+1)}U
{WO(u®), W (u®), L(u®)), J(u®), Ap(u®), Ag(u®))}

4.5 Avaliando dados sobre um raio

O Algoritmo 4.4.1 constroi o raio como a cadeia da Figura 4.1.b que, na
biblioteca ART equivale & seqiiéncia (4.12). Logo, cada elemento da seqiién-
cia (4.12) é armazenado em uma estrutura de dados adequada. Esta secao
mostra como ART avalia quantidades do raio fora dos pontos extremos que o
compoem.

Seja o raio €2 definido como em (4.12). Partindo de cada ponto Ry de-
vemos obter, conforme o Algoritmo 4.2.1, um parametro 6timo u'® tal que
x(0) = Ry e x(u®) = Rj11 onde x é o vetor posicdo do raio no ramo per-
tencente a ji-ésima camada, solugao analitica do sistema de raios (de acordo
com o modelo de velocidades adotado).
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A Figura 4.7 ilustra um raio sobre um meio multi-camadas e sua repre-
sentacao em ART; o parametro u sobre cada ramo do raio varia no intervalo
[0,u®]. Este acontecimento ocorre devido & possivel escolha de diferentes
tipos de velocidades para cada camada. E natural entido que se construa um
parametro continuo ao longo do raio: o tempo. Como o tempo de transito va-

Ro Rg

Figura 4.7: Raio €2 como uma seqiiéncia de pontos onde o parametro tempo
varia de forma continua e em cada ramo o parametro u varia entre 0 e u®)
de acordo com o modelo de velocidade adotado na camada.

ria ao longo do raio entdo para cada 7 € [0, 74] onde 7, = T(uN ') € Dr(Ry)
em um raio de N ramos, queremos avaliar quantidades D do raio, no tempo
7 (usa-se a notagao da se¢do anterior).

O problema que se propoe é resolvido considerando um outro problema
mais simples. Seja Q) um raio que parte de um ponto Ry, e chega em Rjy1;
dado T' = T(u) a funcio tempo de transito sobre Q e 7 > T(0) um tempo
referéncia, entdo qual é o u € [0, u**Y] tal que T'(u) = 77

A solucao ao problema acima sempre existe, pelo Teorema do Valor In-
termediario, uma vez que a funcao tempo 1" é sempre crescente e continua
ao longo do raio Q, como ilustra Figura 4.8. Obviamente, se 7 = T/(0) entdo
u = 0, caso contrério a solucao é obtida pelo método de Newton.

O método de Newton é aplicado a func¢ao T'(u) — 7, que pelo sistema de
raios (3.4), resulta no esquema iterativo w; 11 = u; — v"(u;) (T'(w;) — 7) com
n o indice do Hamiltoniano. A seqiiéncia {u;} convergird quadraticamente ao
ponto 6timo desde que o ponto inicial esteja na vizinhanca do ponto 6timo.
Para fazer uma boa escolha deste ponto, ajustamos uma paréabola nos pontos
(0, Ty), (UTU)) e (u**1) Ty, 1) com U qualquer no intervalo considerado
(U = u**1) /2 por exemplo). Logo, se existir um u que verifica T'(u) = 7
entao o mesmo acontecera com a parabola
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T

Tt1
Ry +

Ry T(u)=T

0 L U
Figura 4.8: Grafico do tempo do transito em uma j-ésima camada. Dado 7
queremos encontrar u tal que T'(u) = 7, com T}, = T(0) e T = T(uF+Y).

Finalmente, para obter D(7) ao longo do raio usamos o algoritmo apre-
sentado a seguir.

Algoritmo 4.5.1 (Avaliando dados sobre um raio)

Dados um raio como em (4.12) e um tempo 7 € [0, 7¢];
1. Encontre um indice k tal que T < 7 < Tyy1;

2. Interpole T', no k-ésimo ramo do raio, por um polinomio p de grau dois e
resolva p(u) = 7, encontrando uo;

3. Determine pelo método de Newton um u tal que T(u) = 7, com T a
funcao tempo de transito referente a jp-ésima camada, considerando ug
do passo anterior, como ponto inicial;

4. Defina D(71) = < (Dr(Ry), jk, u) através do Algoritmo 4.4.2 de acordo
com o tipo de velocidade, i.e P ou S.

A Figura 4.9 ilustra a forma como uma raio ¢ tratado em ART, considerando-
o como uma cadeia de informacoes, cada uma referente a um ponto extremo.
Na Figura 4.10.a esta ilustrada a geometria do raio e do modelo de duas ca-
madas escolhido; a primeira com velocidade afim e a segunda com velocidade
constante. A Figura 4.10.b apresenta o nimero de iteragoes pelo método de
Newton para avaliar quantidades arbitrarias ao longo do raio construido, pelo
Algoritmo 4.5.1.
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Dr(Ry)

poscao: (1.0,0.0)
tempo: 0

angulo-z: 0.436332
coeficiente reflexao: 0
codficiente transmissao: 0

Q: (1,0)

P: (0,1)

espadhamento geometrico: 0.00
amplitudeondaP: 0.120927
amplitudeondaS: 0.477290

vetor vagarosdade (0.3222440.776835)

veloddade 1.66667u(?) = 1.075720

D(m1)

60

Dr(Rs)

poscao: (3.8403100.00000)

vetor vagarosdade (0.539612;0.502647)
tempo: 3.297390

angulo-z: 2.320743

veloddade 1.356021u(3) = 0o
codficientereflexao: 1

coeficiente transmissao: 1

Q: (4.69067225.152631)

P: (0.25599,1.000000)

espadhamento geometrico: 10.861986
amplitudeondaP: 0.017281
amplitudeonda$S: 15.702404

Dr(Ry)

poscao: (1.7060831.568694)

vetor vagarosdade (0.633982;0.361093)

tempo: 1.358895
angulo-z: 2.088535
veloddade 1.370608u(") = 1.415543

cosdficiente reflexao: -1.400245+ 0.916480
cosdficiente tranamissao: -1.800490+ 1.932817

Q: (-1.0000,2.923327)

P: (0.25599,1.000000)
espdhamento geometrico: 1.709774

amplitudeondaP: 0.073810
amplitudeondasS: 0.291322

D(rs)

Figura 4.9: Tlustragao do Algoritmo 4.4.1 para o raio da Figura 4.10.a. A cada
ponto extremo do raio ¢ associado um conjunto de dados. Logo, a avaliacao
de quantidades arbitrarias sobre o raio em tempos 71 e T, é feita de forma
analitica (ou semi-analitica), usando o sistema de raios, as informagées sobre
o ponto extremo anterior e o Algoritmo 4.5.1.

Profundidade

ndmero de iteragdes

G—© segundo ramo
G—& primeiro ramg |

Distancia

|
0,5 1 1,5 2 2,5 3
tempo de transito ao longo do raio

Figura 4.10: (a) Raio em um meio com velocidade afim, partindo do ponto
(1,0) com diregao inicial 25°. (b) Numero de iteragoes do método de Newton
para avaliar quantidades ao longo de cada segmento do raio.



Capitulo 5

Modelamento Sismico

Vimos que a solugao da equacao elastodinamica da onda (2.1) é obtida
aproximadamente ao longo de um raio. Para isto, obtivemos o tempo de
transito mediante a equacao iconal e a amplitude através da equacao do
transporte; cada uma destas com solugao analitica ao longo do raio. Portanto,
temos todos os ingredientes necessirios para avaliar o campo u através da
aproximacao (2.7). Isto sera particularmente feito ao longo do raio, onde
temos mais informacoes sobre o comportamento do campo de ondas.

Neste capitulo, veremos como se comporta o vetor deslocamento u em
um ponto R que é atingido pelo campo de ondas proveniente de uma fonte
pontual S.

5.1 Sintese de tracos

Seja {2 um raio que conecta um ponto inicial S a um ponto R. Assumire-
mos que R estd situado sobre alguma interface, portanto €2 pode ser obtido
por tracamento de raios entre dois pontos, como apresentado na Secao 4.3.
Por um trago sismico entendemos o registro do campo de pressao ou deslo-
camento feito por um receptor, ao longo do tempo. A aproximagao de alta
freqiiéncia, através da teoria de raios, deste traco é dada por

u(R,t) = Re{U(R)F(t — T(R))}, (5.1)

onde F' é um sinal de alta freqiiéncia, U(R) é vetor deslocamento e T'(R) é
o tempo de transito no ponto R.

O sinal F' é dado por F(t) = z(t) 4+ ig(t) com z,g:R — R fungdes tais
que g = J€(z) onde # denota a transformada de Hilbert. Dentre as vérias
formas que = pode assumir, destacamos o sinal de Gabor; logo, conforme [4]

61
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o par (x,g) é dado por,

_(M)Q _(M)Q .
xz(t)=e \ 7/ cos(2mft), g(t)~—e \7 /) sin(2wft), (5.2)
com f,v € R parametros arbitrarios.

Como estamos tratando da solucao ao longo do raio, o vetor deslocamento
U da equagao (5.1) assume as formas

U(R) = A(R)es, U(R)= B(R)e; + C(R)e,

para ondas P e S respectivamente, onde A, B e C sao solugoes da equagao
do transporte (2.25) e (2.27) e e; os vetores de polarizagdo ao longo do
raio. Cada funcao amplitude A, B ou C, que denotaremos genericamente
por A, pode ser obtida ao longo do raio através da equagao (3.36), que aqui
rescrevemos da forma

_ [p9)e(S)I(S) 1 e [PS)e(S) ]2 £(S) ixnns
A(R)‘[MR)(:(R)J(R)] A(S“{p(R)c(R)] A

(5.3)
com c a velocidade do meio, £ o espalhamento geométrico (como na equagao
(3.71)) e k o indice de KMAH dado pelo numero de pontos de caustica sobre
o raio' desde o ponto inicial até o ponto R.

A equagao (5.3) nao é valida para fonte pontual, uma vez que £L(S) =0e
A(R) permaneceria nulo ao longo do raio (o que nao é o caso). Neste caso, é
possivel derivar uma expressao fechada para A(R) (como em [19]) dada por

[ pe() 17 gy _ [29)e) ] GS) isuns)
AlR) = L(R)a(R)J(R)] 95 = L(R)a(R)] w6
com G dito constante de radiagdo dado por
N - e; B f-e _ f-es
O e O s )

com f um vetor de forca, o e § velocidade para onda priméaria e secundaria
respectivamente.

Da equagao (5.3), a fungdo A pode assumir valores complexos somente se
o raio () passa por algum ponto de caustica ou se existe reflexdo pos-critica
devido a equagoes (3.65) e (3.66).

No caso de existir mais de um raio que conecta o ponto inicial .S ao ponto
final R, o traco resultante em R é a soma de cada traco individual. A Figura
5.1 ilustra esta situacao.

"Note que k(R, S) = k(R) — k(9), pois /J(R) = /|J(R)][e 3% (ver [19, 3|).
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@ (b)
02 ‘ —

Profundidade
Amplitude

. | . | , R | . ! . | . | . | .
0 25 5 02 3 32 34 36 38 4

Distancia Tempo

Figura 5.1: (a) Conjunto de raios conectando a fonte na posi¢ao (1.5,0) ao
receptor (5,0). (b) Trago sismico correspondente ao par fonte-receptor dado.

5.2 Modelando refletores

O objetivo do modelamento sismico é obter no dominio de tempo, uma
imagem de um dado refletor através de uma familia de raios que conecta
uma fonte a um receptor, ambos fixos porém arbitrarios sobre a superficie de
medicao.

Se X é um refletor que queremos modelar, entao cada ponto deste é atin-
gido pela onda incidente e, pelo principio de Huygens, agem como pontos
difratores, contribuindo em energia para o campo de ondas refletido (Ver
Figura 5.2).

Veremos que para modelar uma interface, devemos basicamente tracar
raios que incidem e partem sobre cada ponto da interface X, extraindo infor-
macoes cineméticas e dinamicas destes. Apenas para ilustrar o modelamento,
consideraremos o exemplo da Figura 5.3 onde a contribui¢cao do campo de
ondas sobre o refletor vem somente do ponto da interface onde o raio tem
reflexdio especular?. Neste exemplo, a fonte permanece fixa e os receptores
variam em sua vizinhanca sob uma configuracao de tiro comum. O registro
de amplitudes em cada receptor para este experimento é esbogcado na Figura
5.3 (direita), que denominamos de sismograma; sendo nada mais que uma
colecao lateral de tragos sismicos.

5.2.1 A integral de Kirchhoff

O exemplo da segao anterior ilustra o modelamento por teoria de raios de
ordem zero gerando um sismograma que depende do experimento realizado.

2Que obedece 3 Lei de Snell.
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o s R

Figura 5.2: Geometria do modelamento. Para cada par fonte-receptor deno-
tados por S e R existe um ponto M* de reflexao cujo raio contribui prefe-
rencialmente a resposta obtida em R. Outros pontos M no refletor > agem
como pontos difratores, também contribuindo & resposta.

Aproximacao por raios nao é capaz de descrever todos os fenomenos que
sao efetivamente observados em secoes reais. Por exemplo, nao é possivel
simular difragoes com a teoria de raios apresentada. A aproximacao de Kir-
chhoff do campo refletido, por outro lado, é capaz de representd-lo mais
fielmente.

Para obter a integral de Kirchhoff fazemos uso do fato que o campo de
ondas espalhado sobre a interface é o campo incidente vezes o coeficiente de
reflexao. Em seguida, impondo condicoes de fronteira mista sobre o refletor e
usando as identidades de Green, obtemos o campo de ondas espalhado sobre
a superficie de medicao. Este procedimento matematico pode ser encontrado
com mais detalhes em |2, 19].

Considere a parametrizacao das posi¢oes de fonte e receptor S(§) e R().
A contribuicao de todos os pontos difratores da superficie > parametrizada
por 7, ¢ dada (como em |21, 20|) por

K= [ Wen eatn G lt—r&n] St G0

onde W é um peso adequado inerente a cada ponto sobre X e Cr(n) o co-
eficiente de reflexao no ponto de coordenadas 7 sobre o refletor, dado pela
equacao (3.64).

As quantidades necessérias ao calculo da integral (5.6) sao computadas
tragando-se raios de difragao SM(n)R. Para algum valor n* nao necessaria-
mente nico, o raio SM(n*)R sera na verdade um raio de reflexao.

A funcdo 7 representa o tempo de transito do raio difrator SM (n)R, i.e

7(§,n) = T[5(5), M(n)] + T[M(n), R(€)] (5.7)
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Figura 5.3: Familia de raios para um modelo sintético com fonte situada
na posi¢ao (3,0) e receptores distribiiidos em configuragao de tiro comum;
a inclinacao de cada brago que compoe a interface é de 11,30°. A direita o

sismograma obtido com o experimento.

com T o tempo de transito, solucao da equacao iconal. O peso W da integral
(5.6) é dado por

W(&,n) = Asu[M ()] Amr[R(£)]O(n),

(

5.8)

onde Agys e Ayrg representam a amplitude no ponto M e R respectivamente,
obtidas por tracamento dinamico sobre os raios SM(n) e M(n)R. O fator O

é dito fator de obliquidade e é dado por

On) =

cos 01(n) + cosOg(n)

2 v[M(n)]

)

(

5.9)

onde 6; e 0 sao angulos do vetor vagarosidade incidente e emergente, no
ponto M, com o vetor normal & interface, para os raios SM(n) e M(n)R
respectivamente; v(M) é a velocidade no ponto M, na camada acima do

refletor.

5.2.2 Estratégia para implementacao

A implementacao da integral (5.6) consiste, essencialmente, no traga-
mento de muitos raios. Isto pode ser um trabalho lento se nao feito com

cautela.

De fato, para um experimento com 100 pares de fontes e receptores, tra-
carfamos ingenuamente 20000 raios com o método de tragamento entre dois
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pontos como apresentado na Secao 4.3, seria custoso. Ilustraremos uma es-
tratégia diferente com um modelo simples, deixando os demais resultados
para o proximo capitulo. Considere (S, R) um par fonte-receptor fixo e M
o primeiro ponto sobre a interface (da esquerda para direita) com abscissa
xo. Para encontrar os raios SM, e MyR usa-se o algoritmo de tracamento
entre dois pontos da Se¢ao 4.3 (com permissdo para criar um leque inicial
de y raios), como na Figura 5.4.a. Temos assim dois angulos: 05 e 0go. O
primeiro é a dire¢ao inicial do raio SMj e o segundo a dire¢ao inicial do raio
RM,.

A seguir, para encontrar o raio SM7, onde M; possui abscissa z1 = zo+A,
cria-se um raio auxiliar €y com dire¢ao inicial fso + 9, onde 6 = |05 — 1],
com n o angulo do vetor MBS com a profundidade. Logo, usamos o par de
raios SMy e €2; como condi¢oes iniciais para determinar o raio SM; usando
um dos algoritmos apresentados na Secao 4.3, isto gera um angulo inicial 0,
para tal raio.

Analogamente, cria-se um raio auxiliar 2, com dire¢ao inicial 0g o + 9,
que juntamente com o raio RM, fornecem condi¢oes iniciais para encontrar
o raio RM; com direcao inicial 6z 1. Logo, tendo este raio, basta traga-lo na
direcao oposta, construindo o raio M;R. Este processo continua da mesma
forma para o ponto M, com abscissa xo = xg + 2A e todos os demais. A
Figura 5.4.b ilustra a primeira iteracao deste procedimento.

@ .- (b)

Figura 5.4: Construgdo de uma familia de raios para a integral (5.6). (a)
Primeiro tracamento de raios, usando o tragcamento de dois pontos conven-
cional, entre os pontos S,My e My,R. (b) Condigoes iniciais para o proximo
raio procurado, usando a informagao daquele que o precede.

A variagdo no angulo, J, é na verdade escolhida como sendo 6 = n/I,
onde I > 0 é o numero da interface a ser modelada. De fato, quanto mais
profunda a interface, menor deve ser a variagao no angulo devido a mudanca
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de dire¢ao do raio ao longo de interfaces, através da lei de Snell.

O ntmero médio de raios tracados para o par fonte-receptor, nesta estra-
tégia, é dado por [2+n(S, M)+n(M, R)|(J—1)+2[y+n(S, My) +n(My, R)],
com n(-,-) o nimero médio de iteragoes para obter o angulo 6timo. Se esti-
mamos, como antes, que o nimero de iteracoes é 4 e y = 60 entao ao total
teremos tragado 128 + 6(JJ — 1) raios. Por exemplo, se J = 100 entdao com
a estratégia “ingénua’”, teriamos um total de 25600 raios, enquanto com esta
apenas 1118. A familia de raios para um experimento com fonte-receptor
fixos é apresentada na Figura 5.5.b.

Quando a interface possui geometria anticlinal ou outro tipo de geometria
acentuada, leves modificacoes no algoritmo acima devem ser feitas. Para
comecar, fixando o primeiro ponto My, deve-se tracar raios, ao ponto Mj,
usando o algoritmo da Secao 4.3 até que ambos raios SM; e M;R sejam
viaveis®; a partir dai, a estratégia segue como apresentada acima, como ilustra
a Figura 5.6. Tal acontecimento é esbocado no exemplo da Figura 5.5.a, onde
aparece uma regiao da interface que nao é coberta por raios.

(b)

Profundidade
Profundidade

3 3

Distancia Distancia
Figura 5.5: Familia de raios para a integral de Kirchhoff em um modelo
composto por duas camadas com interface (a) anticlinal e (b) sinclinal. A

primeira camada possui velocidade afim e a segunda constante; a fonte é
situada em (1,0) e o receptor em (3.5,0).

3Isto &, que possamos tracé-los dentro do modelo.
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Figura 5.6: Atualizacdo do passo d no angulo de tracamento. Em linha
tracejada estao os primeiros raios wvidveis partindo do ponto My. O dltimo
par de raios vidveis antes de atingir a regiao acentuada da interface é SM; R,
o proximo somente no ponto M. Logo, deve-se escolher o como o angulo
entre os vetores M; — S e My — 5.



Capitulo 6

Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos com a implementacao
de raios, tal como apresentado no Capitulo 4. Todos os resultados foram
obtidos através da implementacao, em linguagem de programacao C, de uma
biblioteca de raios denominada ART. Mais sobre o uso de ART pode ser en-
contrado no Apéndice B.

Concentraremo-nos em esbocar resultados sobre modelamento, tal como
apresentado no Capitulo 5 para modelos 2.5D particulares. Antes de atingir
este objetivo, mostraremos o comportamento de ART ao tracar raios sobre
os cinco tipos de velocidades estudados e como construir um diagrama de
raios resultante de um experimento sobre a superficie de medicao. ART é
comparado ao pacote Seis88 desenvolvido por éerveny e Psencik em 1988,
[4] e para isso, uma pequena secao é dedicada adiante.

6.1 Tracamento de raios

Para construir a parte cineméatica de um raio precisamos asumir, obvia-
mente um modelo de velocidades, uma direcao inicial, um ponto inicial que
representa a fonte pontual e um codigo de raio que indica a trajetoria ao
longo das camadas.

Para verificar a validade da implementacao e a qualidade de um traga-
mento cinemético, foi criado um modelo simples composto por duas camadas
separadas por um refletor plano inclinado, determinado pela funcao z = cx+d
¢ =—1/3 e d= 3. Sobre cada camada considera-se velocidade constante ou
quadrado da vagarosidade afim 1/v%(x) = a’x + ay. Mostraremos que para
estes modelos é possivel obter quantidades cineméticas de forma analitica,
sem uso de ART. As comparagoes entre cada valor exato e obtido por ART serao
apresentadas em forma de tabela a seguir. O maior interesse neste exemplo

69



CAPITULO 6. RESULTADOS NUMERICOS 70

Profundidade (km)
T

3 — n=1 (constantg)—{
-~ n=2(q.v. afim)
O pontoM
O pontoW

L | L | L | L | L | L
4 1 2 3 4 5 6

Distancia (km)

Figura 6.1: Raios para velocidade constante (linha continua) e quadrado da
vagarosidade afim (linha tracejada) na primeira camada. O primeiro atinge
a interface no ponto M sobre o refletor e o segundo em W.

¢ mostrar que ART consegue obter de forma satisfatoria o parametro u que
varia ao longo do raio e que o faz sair de um ponto e atingir uma interface.
Se este valor for aceitavel entao poderemos afirmar que ART possui um bom
desempenho, pois todas as expressoes cinematicas (e algumas dinamicas) sao
avaliadas analitica ou semi-analiticamente por esse valor.

Seja uma fonte pontual S = (1,0) e considere que o raio parte com dire¢ao
de 6 = 30° reflete e volta na superficie. Se x = x(u) é o vetor posi¢ao sobre
o raio entdo queremos encontrar o parametro u tal que x(u) € X, i.e que
faz o raio partir de S e incidir em M (para velocidade constante) ou em
W (para quadrado da vagarosidade afim) sobre o refletor (veja Figura 6.1).
Lembramos que para velocidade constante u = s (comprimento de arco) e
para quadrado da vagarosidade afim v = o (dito parametro natural). A
situacao proposta é resolvida com as equagoes (3.8) e (3.19) através de

2
S = U(ZZ) (CpCOSll_ pc(i)z) , O—Z(aQ —cal) +O'(p02 — Cp()l) —f—Sg —081 —d = O (61)
onde py = (sin @, cos#) /v(S) é a dire¢ao inicial no ponto inicial. A velocidade
constante na primeira camada é unitaria e para o segundo modelo escolhe-se
a=(1,¢)7 e ag = 1 de maneira que a segunda equagdo em (6.1) fique facil.
A Tabela 6.1 mostra os resultados obtidos para este experimento.

Outro ponto relevante para se abordar aqui é que estratégia de obtencao
de pontos de reflexao/transmissao, como na Secao 4.2, via cone gerado por
pontos da spline pode falhar em alguns casos. A Figura 6.2 ilustra um exem-
plo desta situacao com modelo de velocidade constante. O raio que se deve
obter é aquele que parte da superficie e atinge a terceira interface.
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Quantidade Exato ART Erro relativo

s(S, W) a5 2582248 1375768 1077

M, %g 2.291124  7.752908 108

R e

1433 ) )

prm(M) RS 0119615 2.025416 10~°

Pra(M) =23 (.092820 3.253635 107
Quantidade Exato ART Erro relativo
(S, W) ; «61-? = 1.825925  9.841564 1078
W, % 3.124624  5.911705 108
W, % 1.958459  2.016413 107
T(W)  RUCEEVONE 4713717 8.279654 107
pri(W) AT 0.743801  1.179556 1077
Pr2(W) AISVE 1708381 1.350936 1077

Tabela 6.1: Comparacao entre valores exato e obtido por ART, para quantida-
des cineméticas sobre os raios da Figura 6.1. Considera-se que pg é o vetor
vagarosidade refletido, M e W pontos sobre a interface, o(S, W) e s(S, W)
parametros sobre o raio para atingir o refletor e 7' o tempo de transito.

Neste exemplo, o vetor vagarosidade originado pela lei de Snell na segunda
interface satisfaz a condicao exigida sobre um ponto da interface. Neste caso,
o candidato a ponto inicial para o método de Newton é o proprio ponto da
spline (a solu¢ao procurada), como ilustra a Figura 6.2 (direita), ou seja, o
algoritmo nao converge.

O contra-exemplo para esta estratégia falha pois o cone ‘otimo’ é pro-
curado sem critério de parada, ou seja, varre todos os pontos da spline e
procura o par que atende a geometria da Figura 4.3; sendo que no exemplo
este par é o ultimo, quando deveria ser o anterior.

Colocar um break, quando encontra o par de pontos da spline, no algo-
ritmo de busca, também nao é a solucao para o problema pois, se a mesma
situagao apresentada acima acontece em um ponto central da spline, gostari-
amos que o cone fosse o posterior e nao o anterior. Tampouco é garantia
de funcionalidade colocar muitos pontos de controle na spline que define a
interface.

Assim, a geometria da interface é o fator mais importante para a escolha
do método usado. Via de regra, em interfaces acentuadas (e com caracte-
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Profundidade
T

Profundidade
T

3 3
Afastamento Afastamento

Figura 6.2: A esquerda, raio correto obtido com a estratégia de distancia
minima para incidéncia na terceira interface; a direita raio errado obtido
com a estratégia de cone.

ristica anticlinal) como na do exemplo apresentado, a estratégia para obter
pontos de reflexdo/transmissao deve ser a de distancia minima. Como ART
nao tem controle sobre a interface, o método padrao implementado é o de
estratagia de cone, embora isso possa ser alterado.

6.1.1 Tragamento entre dois pontos

Considere um modelo constituido por quatro camadas, sendo as trés
tltimas com velocidade afim v(x) = a’x + ap e a primeira com veloci-
dade constante 2.4km/s. Os coeficientes a e ay sdo dados respectivamente
em cada camada pelos seguintes vetores: {a = (2.1,2.5),a9 = 2.6km/s},
{a = (24,2.6),a0 = 2.7km/s} e {a = (2.4,2.7),a0 = 3.0kmm/s}. A Figura
6.3.c ilustra o modelo de velocidades.

Para determinar o conjunto de raios que parte de uma fonte pontual S =
(1,0) e incide em uma cole¢ao de pontos {R;, Ry, R3, R4} sobre o primeiro
refletor, usamos o tracamento entre dois pontos apresentado na Secao 4.3
usando a estratégia de interpolagao linear e mista. Tomaremos (R,), = 3km,
(Rg), = 3.5km, (R3), = 4km e (Ry), = 4.5km.

Para o caso particular de raios entre S e Ry, a Figura 6.3.b apresenta os
raios iniciais cujos pontos extremos englobam o ponto R4. A maneira como
ART encontra raios é construir um leque com codigo de raio {0,1,2,2,1} (para
onda P por exemplo), a seguir (veja a Figura 6.3.b) encontrar respectivamente
os pares de raios {SA,SB}, {SC,SD} e {SE,SF}, cujos pontos extremos
englobam o ponto Ry; logo aplica o algoritmo de determinacao do angulo
6timo para cada um destes pares.

Por exemplo, a convergéncia do algoritmo de interpolacao linear acontece
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Figura 6.3: (a) Conjunto de raios tracados entre cada par fonte-receptor S
e R;. (b) Raios iniciais para o algoritmo que determina o conjunto de raios
entre S e Ry: os raios que incidem em {A,B} {C,D} e {E,F} geram os
raios, da esquerda para a direita, que incidem sobre a terceira interface. (c)
Modelo de velocidade adotado para o experimento.

(SuRl) (S7R2) (S7R3) (S,R4)
Leque (1) 10 10 10 20
Leque (i) 10 10 10 27
Iteragoes (i) 3,6 11,3 9,3,13 | 7,7,3,7
Iteragoes (ii) 1,1 5,1 22,1 | 23,23

Tabela 6.2: Numero de raios no leque inicial do shooting para o algoritmo
de tragamento entre dois pontos e o nimero de iteragdes nos métodos (i)
interpolagao linear e (ii) misto (interpolagdo e aproximacao paraxial) para
cada par fonte-receptor do experimento a Figura 6.3.a.
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em 7, 3 e 7 iteracoes para cada um dos raios acima respectivamente. O
algoritmo misto converge em 3, 2 e 3 iteragoes. Situacao similar acontece
com o par de raios (em linha tracejada na Figura 6.3.b) que se propaga pelas
camadas {0,1,1}. A convergéncia acontece com 7 itera¢oes por interpolac¢ao
linear e com 2 pelo algoritmo misto. Estes valores sao apresentados na Tabela
6.2.

6.1.2 ART X Seis88

Para os modelos de velocidade constante podemos comparar os resulta-
dos obtidos por ART com os resultados obtidos pelo pacote Seis88. Nesta
comparacao, preocuparemo-nos em verificar se a trajetoria de um conjunto
de raios ¢ semelhante, se o nimero de raios tracados é o mesmo e gerando
quantidades dinamicas aceitaveis dentro de uma tolerancia.

Consideraremos um modelo formado por duas camadas homogéneas sepa-
radas por um refletor mergulhante com 45° de inclinacao. A Figura 6.4 ilustra
o experimento de tiro comum realizado com fonte situada no ponto (1,0); na
mesma figura estao apresentadas as comparagoes entre tempo de transito e
quantidades dinamicas em cada ponto de um raio. ART encontra para este
exemplo quatro raios a mais que Seis88 conforme ilustra a superposicao de
raios na subfigura (a). As demais subfiguras ilustram, para este experimento,
o erro global dentro da tolerancia 10%.

6.2 Modelamento

Assim como na secao anterior, antes de ilustrarmos os resultados sobre
modelamento, mostraremos que com o tracamento de raios obtido por ART, o
traco obtido para um par fonte-receptor através da integral de Kirchhoff (5.6)
é aceitavel. Considere um meio homogéneo composto por duas camadas,
a primeira com velocidade 1km/s e densidade 1.5g/cm3 e a segunda com
velocidade 1.5km /s e densidade 2.5g/cm3, separadas por um refletor inclinado
como o da Figura 6.1, descrito pela fungao z = cx+d, onde c = —1/3 e d = 3.

Se (S,R) é um par fonte e receptor entdao para cada M fixo sobre a
interface, s(S,M) = |[M — S| e s(M,R) = ||R — M]|| sdo os parametros
que fazem um raio partir de S e incidir em M e de M incidir em R res-
pectivamente (pois representam comprimento de arco). Como o meio é de
velocidade constante, as solucoes W@ = W) dos sistemas (3.47) sdo dadas
por WO(M) = (|M - S|,1)T e WOR) = (|R — M||,1)T; isto decorre
das equagoes (3.52) e (3.50). Dai, pela equagao (3.51), resultam os seguintes
valores de espalhamento geométrico: L(M) = |[M — S| e L(R) = |R—M]||.
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Profundidade (km)

Figura 6.4: Comparacao entre ART e Seis88: (a) Geometria de raios obtidos
para experimento de tiro comum em ambos programas. (b), (c) e (d) Erro
absoluto para valores de tempo de transito, Hf2 (Q in-plane) e Hg‘;) (Q
out-of-plane) respectivamente, no primeiro e segundo ponto de cada raio
(seguindo a convengao de que a fonte é o ponto de nimero zero e IT a matriz

de propagacao).
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Portanto, considerando onda primaria nao convertida, os valores de ampli-
tude em cada um dos pontos M e R sdo dados, através das equagoes (5.4) e
(5.5), por

2 (M -8) TR -M)

O fator de obliquidade no ponto M, como na equagao (5.9), é dado por

O(M) =

1 { (M -S)"N|  |R-M)'N } | (6.3)

2 IM-s] IR — M|

com N o vetor normal & interface no ponto M. Finalmente, aproximando
pelo método do trapézio a integral (5.6), o pulso aproximado é comparado
ao pulso obtido por tracamento de raios, mediante a estratégia apresentada
no capitulo anterior. A Figura 6.5.a ilustra esta situacao, onde consideramos
f = (1,1)T e parametros do sinal f = 10 e v = 6. A Figura 6.5.b ilustra a
familia de raios para a aproximagc¢ao numérica da integral de Kirchhoff entre
afonte S = (1,0)7 e o receptor R = ((342 4 25v/3) /(78 4+ 65v/3), 0)7 (este &
o raio da secao anterior, que parte da fonte com 30°, apresentado na Figura
6.1).

A Figura 6.6 ilustra a comparagao entre raios obtidos por ART e Seis88
para um modelo homogéneo composto por quatro camadas. Uma vez que
os diagramas de raios apresentam geometrias parecidas entre si, podemos
comparar o tracamento dinamico em cada um dos raios e obter secoes para
diversos tipos de experimentos. Os resultados obtidos sao apresentados nas
Figuras 6.7 a 6.13.
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Figura 6.6: Comparacao entre diagramas de raios, obtidos por ART e Seis88,
para um experimento de tiro comum sobre o modelo de quatro camadas a
velocidades 1.5km /s, 1.9km/s, 2.5km/s e 3.0km/s de cima para baixo.
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Figura 6.7: Modelamento para um refletor plano inclinado de 18°. Secao de
tiro comum obtida com (a) ART e (b) Seis88. Se¢ao obtida por modelamento
Kirchhoff com experimento de afastamento comum para (c) velocidade cons-
tante (d) velocidade afim (e) quadrado da vagarosidade afim e (f) velocidade

com logaritmo

afim.
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Figura 6.8: Modelamento para um refletor plano horizontal. Secao de tiro
comum obtida com (a) ART e (b) Seis88. Secdo obtida por modelamento
Kirchhoff com experimento de afastamento comum para (c) velocidade cons-
tante (d) velocidade afim (e) quadrado da vagarosidade afim e (f) velocidade
com logaritmo afim.
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Figura 6.9: Modelamento para um refletor anticlinal. Secao de tiro comum
obtida com (a) ART e (b) Seis88. Se¢do obtida por modelamento Kirchhoff
com experimento de afastamento comum para (c) velocidade constante (d)
velocidade afim (e) quadrado da vagarosidade afim e (f) velocidade com lo-
garitmo afim.
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Figura 6.10: Modelamento para um refletor sinclinal. Se¢ao de tiro comum
obtida com (a) ART e (b) Seis88. Se¢do obtida por modelamento Kirchhoff
com experimento de afastamento comum para (c) velocidade constante (d)
velocidade afim (e) quadrado da vagarosidade afim e (f) velocidade com lo-

garitmo afim.
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Capitulo 7

Conclusoes

Algoritmos para tracamento de raios desempenham papel fundamental
em grande parte dos estudos relacionados a propagacao de ondas em meios
multi-camadas. Este trabalho representa apenas uma parte da enorme quan-
tidade de teoria existente por tras de estudos relacionados ao modelamento
por tracamento de raios. Concentramo-nos em meios para os quais ha solucao
analitica (ou semi-analitica) para o sistema de raios.

A iniciativa de se obter solu¢oes analiticas para a equacao iconal vem junto
com a expectativa de que camadas da subsuperficie possam ter um modelo
de velocidades aproximado por um daqueles apresentados no Capitulo 3. O
ganho que se espera obter com solugoes analiticas é obviamente a rapidez e
a precisao do tracamento de raios.

Como se observou no Capitulo 6, através de um exemplo simples (Tabela
6.1), a precisao dos resultados obtidos com a implementagao dos algoritmos
do Capitulo 4, é satisfatoria. Mesmo que este exemplo sirva apenas para ca-
librar os métodos, acredita-se no bom desempenho ji que ele estd vinculado
somente a determinacao de um parametro que varia sobre o raio. A rapidez
da construcao de um tnico raio é alcancada e atende as expectativas de uma
implementacao inicial. Tais tempos nao sao apresentados pois nao contri-
buem de forma significante para o trabalho; apenas para citar, o tragamento
de um raio nao excede meio segundo de tempo de CPU, independente do
modelo de velocidade adotado.

A implementacao da biblioteca analitica de raios ART confirma as expecta-
tivas a respeito do tracamento, pelo menos na parte cinemética, como mostra
a comparacao com o pacote Seis88. A respeito da parte dinamica, os valores
obtidos também sao aceitaveis na comparacao com o pacote conhecido. A
dependéncia de certos parametros e métodos para o tracamento de raios pode
tornar alguns resultados infactiveis, como mostra o exemplo da Figura 6.2,
mas a experiéncia de testes mostra que os melhores parametros e métodos
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sao aqueles apresentados a seguir:

a. Das estratégias apresentadas na secao 4.2 para tracamento entre ponto e
interface, a de cone positivo apresenta melhor resultado em interfaces
menos acentuadas ou com geometria sinclinal; ja a estratégia de distan-
cia minima alcanca resultados mais desejaveis principalmente quando
a interface é acentuada anticlinalmente. Independente dos resultados,
ambas funcionam e adota-se preferencialmente a primeira estratégia.

b. A respeito do item (a), o método de Newton converge, na maioria dos
casos, em menos iteracoes quando a estratégia de distancia minima é
escolhida. A Figura 4.4 mostra isto com um exemplo simples. No en-
tanto, é mais sucetivel a falhas devido a geometria da interface. Testes
sugerem os seguintes valores para niimero maximo de iteracoes:

Velocidade | n=1 | n=—1|n=2 (afim) | n =2 (quad) | n =0
no. iter. 10 10 15 20 15

c. A tolerancia do erro para o tracamento entre dois pontos foi definida
como 107%; e o ntimero méaximo de atualizacés do angulo 6timo, tanto
no método de interpolacao linear quanto no paraxial, nao excede 60
(em casos excepcionais, como quadrado da vagarosidade quadratico);
logo definiu-se o valor maximo 50.

Os valores de parametros e métodos listados acima serviram aos propositos
do trabalho mas nao sao fixos. ART pode ser ajustada conforme a necessidade.

Por conta de variacoes nos parametros do modelamento, como o sinal
analitico Gabor (5.2) com f = 25 e v = 6, os tragos obtidos por ART nao
sdo dinamicamente iguais aos de Seis88 (que usa Ricker), mas sim cinema-
ticamente. O sinal de Ricker nao foi usado devido a dificuldade da obtengao
da transformada de Hilbert do sinal para parametros f,~ arbitrarios, propri-
edade esta que é contornada pelo sinal de Gabor, mediante a aproximacao
(5.2). Os resultados sobre modelamento por raios para experimentos de tiro
comum e afastamento comum sao bons, pois as curvas de tempo de transito
obtidas em relacao a um refletor especifico apresentam geometria condizente
com cada modelo de velocidade adotado.

Os tempos de execucao para modelamento Kirchhoff ficam, no pior caso,
na ordem de 6 minutos quando sao exigidos 200 pares fonte-receptor e 300
pontos sobre o refletor. Por piores casos, entendem-se os modelos quadrado
da vagarosidade afim e velocidade com logaritmo afim que dependem da re-
solugdo numérica de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias (sistema
out-of-plane). Os modelos de velocidade constante e afim sao os mais rapidos
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pois nao dependem de solu¢ao numérica. A técnica de aceleracao do modela-
mento Kirchhoff funciona bem, uma vez que se nao implementada, o tempo
médio de execucao fica na ordem de 15 minutos (conforme discutido na Se-
¢ao 5.2.2). O modelamento por raios nao foi implementado com técnica de
aceleracao pois nao depende da construgao de tantos raios quanto Kirchhoff.

Outras aplicacoes imediatas de ART, além de modelamento poderiam ser:
o uso de tracamento de raios em sismica de refracao e para em obter campos
de velocidade RMS (como em [10]). No apéndice B sdo ilustrados exemplos
desta ultima aplicacao usando a biblioteca. Ainda hé espaco para melhoras;
apenas para citar algumas:

i. adaptar o tracamento entre dois pontos para que o receptor nao esteja ne-
cessariamente sobre uma interface; isto permitiria realizar experimentos
VSP (vertical seismic profiling), como em |8, 18];

ii. incluir técnicas de aceleracao para a construcao de diagramas de raios
resultantes de experimentos como afastamento comum e tiro comuin;

iii. permitir tracamento de raios em modelos separados por interfaces que se
cruzam, o que ja aumenta bastante a complexidade dos algoritmos.



Apéndice A

Fundamentacao

A.1 A Transformada de Hilbert

A transformada de Hilbert de uma funcao f é dada por

A0 = 2w [ L (A1)

rE—1
onde v.p. denota o valor principal da integral. Neste trabalho, interessa-
nos basicamente uma das propriedade mais importante da transformada de
Hilbert, que consiste em sua relacao com a transformada de Fourier.
Da equagao (A.1) nota-se que a transformada pode ser obtida como uma
integral de convolucao, isto é, se h(t) = —1/wt entdo

H{f}=hxf. (A.2)
Logo, aplicando a transformada de Fourier na equagao (A.2) e sabendo que

a transformada de Fourier de uma convolucao é igual ao produto das respec-
tivas transformadas entao temos

FH ()} = Flh [} = F{}F{f} (A.3)
donde
H{fy = FHF T} (A.4)

A equagao (A.4) mostra que a transformada de Hilbert de uma fun¢ao f pode
ser obtida explicitamente pelo calculo das transformadas direta e inversa de
Fourier. Mostra-se ainda que a transformada de Fourier da fungao h é dada
por h(w) = —isign(w) donde segue

A{fH) = F {—isign(w) f (W) }(2). (A.5)

A equagao (A.4) permite que a transformada de Hilbert seja avaliada com o
uso da transformada rapida de Fourier, direta e inversa.
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A.2 Sistema de raios

O objetivo desta secdo é verificar a equivaléncia do problema (3.1) com o
sistema de equagoes (3.2), o qual denominamos de sistema de raios. Deno-
taremos por gr(T) o grafico de uma fungao T:R? — R.

Mostraremos primeiro que (3.1) implica em (3.2). Se xo € D com
(x0,7Tp) € gr(T) entao o vetor normal é dado por (p,—1) com p atendendo
a equagao H(xg, Ty, p) = 0.

A colecao de todos os planos tangentes a gr(7") no ponto (xg,7y) e que
tem vetor normal (p, —1) gera um cone com vértice em (Xg,7y) (dito cone
de Monge). Ao variar o ponto xg obtemos um campo de cones sobre gr(7T).
Assim, a solucao T' que procuramos deveré ser encarada como o envelope da
familia de cones.

O gerador de cada cone' corta a superficie gr(7) em uma dire¢do que
define uma curva, dita curva caracteristica. Mostraremos que sobre cada
curva caracteristica é possivel construir a solucao.

Assim, se a cada cone associamos um parametro A = A\(x) entao T é o
envelope da seguinte familia de cones ®(x,T, A\) = 0 onde, variando A temos
definido pelo teorema da fung¢ao implicita uma funcao 7' = G(x, ). Mas do
fato de ser T o envelope de @, é solugao do sistema

oG
T=G(x,\), 0= a(x, A). (A.6)
Da primeira equacao de (A.6) temos

oG oG
dT—a—X-dx—i—ad)\—VG-dx (A.7)

e da segunda, denotando G’ = % temos

oG' oG’ ,

0= o ~dx + a)\d)\—V(G)~dx. (A.8)

Para qualquer xq € D fixo e p tal que H(xo, 7y, p) = 0 devemos ter p = VG
pois G é o envelope de ®. Dai, para quaisquer 1, j

(G,)Xi _ ag;;\‘z _ dGXz o dpi (A 9)
(Gx, %% dGy,  dp; '

!Por gerador entendemos a reta obtida da intersecdo do cone com um plano particular
da colecao que o gera.
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e de (A.7) resulta dT" = p - dx. De (A.8) e de (A.9) obtemos

™
0=dx;+ Y dp’“ dx;, (A.10)
oy | &

e derivando ‘H em p resulta

OH
—dp=0=0="H,, + E H All
ap P = Pi oy Pk de ( )

De (A.10) e (A.11) temos

dp; d
0 = dx; +dx; b; Dk Hpﬂ—HpJ d P (A.12)
k#i,j p k#i,5
para algum i # j. A primeira equacao de (A.12) resulta em
dpj o Z dpk ka dXZ'
dp; dp; dxj dxj
que substituindo na segunda implica
= —H, — — —Hy — ). Al
¥ (le T, dxj> * Z dp; (Hpk T, dx; (A-13)
k#i,j
Logo, de (A.13) teremos
ka ka de .
Hp, — Hp, x; 0< Hy Yk, j,

o que significa que a razao acima deve ser constante. Se introduzirmos um
parametro u entao teremos para todo k

dx;, dxp, dx OH

=d — = — = A.14
Hp, YT Mo, = du  Op ( )
Depois, de dT' = p - dx e de (A.14) obtemos
dT’ dx drT OH
du P du = du P’ p’ (A.15)

O par de equagoes (A.14) e (A.15) é indeterminado pois falta uma equagao
para p. Ora, de p = VT obtemos

dp v( '67{) opToH 0 (aH)T _opTom

) " ox 70 ox \ap ax op  (A16)
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e como a derivada em x de ‘H = 0 resulta ser

OH 0 9T OpToH
— et = —— =0,
ox J0I'ox 0x Op

temos em (A.16)

dp  OH OM

A solugao do sistema de equagoes (A.14), (A.15) e (A.17) gera uma curva
inteiramente contida em gr(7") cujo vetor posi¢ao é dado por x = x(u) e vetor
tangente p = p(u). Esta curva caracteristica esta associada a uma diregao
caracteristica (proveniente do gerador do cone) e portanto, a familia destas
curvas gerara por completo o conjunto gr(7').

Resta mostrar que (3.2) implica (3.1). Para isso basta verificar que a
solucao do sistema de equagoes (3.2) satisfaz H(x(u),T'(u), p(u)) = 0 para
todo u. De fato, é imediato verificar que através das equagoes (3.2) tem-
se dH/du = 0 implicando em H constante. Mas se a curva determinada
pela solugao do sistema passa por um ponto (xg,7p) € gr(T) que satisfaga
H(xo,To, po) = 0 entao H permanece constante e igual a zero para todo u.
Isto conclui a demonstracao. m

A.3 Solucgoes fundamentais

Para determinar o vetor vagarosidade no modelo com quadrado da vagaro-
sidade quadrético precisamos determinar as solucoes do sistema de equagoes
d*p/do? = Ap com A € R?*? uma matriz simétrica nao nula.

Partindo do principio que a solu¢ao fundamental de tal sistema ¢ dada
por p(o) = ei"‘/Kpo e A admite uma decomposicao espectral, o seguinte
lema mostra como sao as solu¢oes do sistema proposto segundo o sinal dos
autovalores da matriz A.

Consideramos a seguinte notagio f(ov/A) = diag{ f(c\/A;)}, para uma
fungao f definida no espectro de A. O caso de A com dois autovalores nulos
nao é considerado uma vez que A é nao nula e simétrica®

Lema A.3.1 Seja A € R**? uma matriz simétrica cujos autovalores sio A\
e Xo. As solugdes fundamentais (reais) do sistema de equagoes diferenciais
p = Ap sao dadas por

(i) seX; >0, j=1,2: pi(o)=S etoVAg-lp, -

2A tnica matriz simétrica em R%*2? que tem dois autovalores nulos é a matriz nula.
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(ii) se); <0,j=1,2: pi(c) =S cos(cv/A)S'py e pa(c0) = S sin(av/A)S™py;
111) se Ay > o < U: pilo) = (O)D "Pg com
(iif) se A >0, Ay < 0: p;(0) = SA;(0)S™'p
A (0) = diag{e”¥, cos(on/=X3)}  Ag(0) = diag{0, sin(o/—X2)}
(iv) se A; =0, Ay, > 0: po(o) = iXAX*1p0 + iei“mApg
(v) seXj =0, A <0: pi(0) = - XAX 'pot5-cos(ov/=Ar)Ayg e p2(0) =
i sin(ov/—A,) Ayo;

onde S e A sdo matrizes tais que A = SAS™! ¢ X = SP~!S~! com P uma
permutacao de linhas.

Prova: A demonstracao de (i) a (iii) ¢ imediata, basta usar o fato (3.21).
Para verificar (iv), considere o sinal positivo de ¢ (o caso negativo segue
analogamente). Se N = diag{1,0} e P é uma matriz de permutagao de

linhas temos
g )‘k
B eV 1 101
p+(0)—S{N—I— " A}S , P—{l 0}

e como SNS™! = - SP'APS™" = [SP~'S7'JA[SP~'S7']"! segue o resul-
tado com X = SP~'S™! = S(SP)~!. A parte (v) ¢ uma conseqiiéncia de
(iv). m

A.4 Desacoplamento do sistema dinamico

O objetivo desta se¢ao é mostrar como obter a func¢do p em (3.49), impor-
tante para o sistema de tracamento dinamico in-plane de raios neste trabalho.

Comegamos observando que o modelo geral de velocidades (3.6) adotado
neste trabalho satisfaz as seguintes propriedades,

H, = 2A &'(v) — gg’ &"(v)/(®'(v))?, Vv=g/P(v) (A.18)

com g = 2Ax+a. Este resultado é apenas uma conseqiiéncia do uso repetido
da regra da cadeia em (3.6) com A e a como em (3.7). Logo, usando (2) e a
notagao acima temos Pg = (Z(g)*,0)" e por (3), 2(g) = 2P (A) P (x) +
Z(a). Portanto, como A = PZ(A)P temos

_— P{% { 29{;%) 8} _ (;I;’;g { @(g)b@(g):ﬁ }}P

Cp[ 7 0]y




APENDICE A. FUNDAMENTACAO 93

Assim, denotando h = v(u)(p3, —p1)? e usando (3.39) a matriz hessiana V
em (3.41) resulta em

Z(H,) 0 " 0][ 2®H,) 0][h 0

Vo= ch,oop{ 07 O}P‘](XH):{OT 1“ o ollo 1
_ [w"2(H)n 0o
- 0 0

e como ¢ facil perceber, h(u) = v(u)JZ(p)(u) com J uma matriz simplética
de ordem dois, donde

V(o) = ol [ ZETT NI 0]
(A.19)
P = $P4) - 5P @2

Finalmente, inserindo (A.19) no sistema dinamico (3.43) resulta o desacopla-
mento (3.48) com a funcdo p como em (3.49).

A.5 Tempo de transito paraxial

Seja R um ponto sobre um raio {2 e W um ponto na vizinhanca de R.
Nesta segao discutiremos a respeito da equacao (4.8). A demonstragao desta
equagao pode ser encontrada essencialmente em [3]. A diferenca aqui é que o
parametro que varia ao longo do raio nao é somente o comprimento de arco.
Isso resulta em pequenas modificacacoes na estrutura da matriz Hessiana.

Ao fazer duas expansoes de Taylor, uma sobre o raio e outra sobre o plano
ortogonal ao raio Q2 (plano 7?7 da Figura 3.2) obtemos a seguinte expansao
para tempo de transito no ponto W

1
T(xw) =T(xr) +p,a+ ;4 Ha, (A.20)

com q = (q1,q2,q3)" e

E —Od(XR) aT

oo O ] me T | [
I v(xR) ’ _a(XR) n—3 dv ’ oT ’
1 ————~ —" T (XR) g |xn o
v(xg)v(xw) ®

E a matrix Hessiana de T' com relagao a (g1, g2) e n o indice do Hamiltoniano
referente ao modelo de velocidade adotado. Logo, através da mudanca de
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variaveis q = J(j;c gX com X o vetor de coordenadas cartesianas, a expressao
do tempo de transito paraxial (A.20) fica

1
T(xw) =2 T(xg) +x'p+ §XTBX, (A.21)
onde p = J&’q)pq e B = J(x,q)HJ&q). Usando a matriz de permutacao de
linhas L (segunda e terceira linhas), a expressao acima reduz-se a

1
T(xw) = T(xg) + (Lx)" (Lp) + §(LX)TLBL(LX). (A.22)
Mas, para meios 2.5D, a matriz Jix q) é como na equacao (3.39), donde

R O D R” 0
LBL = (LJ(x,q)L)LHL(LJ&,q)L) = [ ol 1 } {5T Eﬁm } { ol 1 }

(A123)

com

H;;, Hi; t3  t; H,
[ H; Hass } [ —t; t3 } b [ Hs, }

et =vp. Ainda, Vv = J&’q)Vv e para meios 2.5D, 5 =0e

T
Vv =L(LJ  L)LVv =L [ RE2 (V) } ,

0

donde z = 2(V,v) = R 2(Vv). Mostra-se em |[3] que a matriz E pode
ser obtida por E = PQ™!; dai, para o caso 2.5D que tratamos, temos E =
diag{M®, M©} onde M® = W /W A = W /Wi ¢ fiw® W)}
solucoes do sistema de tracamento dinamico in-plane e out-of-plane.

Segue que
MO _Th
LBL — { R]S;RT MO(O) ] D= _Zl U(XlR)U(XV?)
—_— —Nnv (X VU
i) P

(A.24)
e como z2 = 0, substituimos a equacao (A.24) em (A.22) obtendo finalmente

T(xw) = T(xr) + P(x) P (p) + %@(X)TMQ(X). (A.25)

com M = RDRT.



Apéndice B

ART

A biblioteca ART, cuja sigla denota Analytical Ray Tracing®, foi imple-
mentada como projeto paralelo a este trabalho e serve como ferramenta préa-
tica para tracamento de raios em alguns meios onde a equacao iconal possui
solucao analitica.

Uma das principais vantagens de ART é que permite manipular o raio como
uma estrutura de dados, facilitando o acesso a informagoes cinematicas ou
dinamicas em cada ponto do mesmo. Como conseqiiéncia, conjuntos de raios
ou mesmo familias de raios podem ser tratadas, permitindo a construcao
de dados que dependem de raios, como por exemplo a secao sismica ou a
construcao de um modelo de velocidade RMS.

Detalhes a respeito da notagao e da funcionalidade de rotinas, assim como
a construcao de um arquivo de configuracao para o modelo, sao descritos na
documentacao da biblioteca.

Do que depende e o que faz?: ART depende de outras bibliotecas, lista-
das a seguir; cada uma delas é distribuida sob licenca GPL, o que torna livre
a presente biblioteca.

(a) Gnu Scientific Library (GSL) (http://www.gnu.org/software/gsl/):
biblioteca de computacao cientifica. Foi usada para a solucao do sis-
tema de tracamento dinamico in-plane e para o uso do método de
Newton sobre fungoes unidimensionais.

(b) GLib (http://www.gtk.org): biblioteca que fornece suporte em estru-
tura de dados para programacao em C. Para este trabalho, permite
criar listas encadeadas que representam o raio.

'Ou também Asymptotic Ray Technique, uma vez que se trata da aproximacdo de
ordem zero da solucdo da equacao elastodindmica, que d4 inicio & teoria de raios.
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(c) libConfuse (http://www.nongnu.org/confuse/): biblioteca para parse
de arquivos. Neste trabalho, permite definir o formato de arquivos de
configuragao.

As principais fun¢oes de ART sao: tracamento ponto-interface, ponto a ponto,
construcao de um leque de raios e constru¢ao de um diagrama de raios. Tra-
camento cinematico e dinamico sao fungoes separadas e o segundo depende
do primeiro. Por diagrama de raios, entende-se uma familia de raios para
construcao de experimentos de tiro comum, receptor comum e afastamento
comum.

Como gera resultados?: ART constroi raios que permitem a extragao de in-
formacgoes cinematicas ou dinamicas, como apresentado na Secao 4.5. Torna-
se responsabilidade do usuério gerar tais informacgoes e armazena-las de forma
conveniente, usando seu software preferido para obter graficos, imagens ou
secoes sismicas. Por exemplo, para gerar os resultados obtidos neste trabalho
foram usados: Grace (http://www.plasma-gate.weizmann.ac.il/Grace/)
para graficos de raios e SU (http://www.cwp.mines.edu) para constru¢ao
de imagens e secoes.

Exemplo 1 - construindo um raio: Suponha um modelo composto por
duas camadas. Para construir um raio que parte do ponto (1,0) na superficie
com 25° reflete na primeira interface e volta a superfi¢ie, usamos o codigo
fonte apresentado abaixo. Admite-se que o modelo esta descrito no arquivo
modelo.cfg.

int main(void)

{

FILE *fpmodel;

int rc[2][2] = {{0,0},{0,0}};
int status;

art_model_t *model;
art_params_t *params;
art_ray_t *ray;

art_source_t source;
art_raycode_t *raycode;

fpmodel = fopen('"modelo.cfg","r");
status art_build_model_cfg(fpmodel, &model);
fclose(fpmodel) ;

if (status!=ART_SUCCESS)
return 1;

params = art_alloc_params();
art_default_parameters(params, model);

source.x = 1.0;

source.z = 0.0;
source.interface = 0;
source.angle = 25*%M_PI/180;

raycode = art_alloc_raycode(rc[0], rc[1]l, 2);

status = art_ray(params, &source, raycode, &ray);

if (status!=ART_SUCCESS)
status = 1;

else
status = 0;

art_free_raycode(raycode);
art_free_ray(ray);
art_free_model(model);
art_free_params(params) ;

return status;

Exemplo 2 - tragcamento entre dois pontos: Suponha um modelo com-
posto por duas camadas. Para construir raios que conectam o ponto (1,0)
ao ponto (3,0) na superficie, usamos o codigo fonte apresentado abaixo.
Admite-se que o modelo esta descrito no arquivo modelo.cfg.
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int main(void)

FILE *fpmodel;
int status, rc[2]1[2] = {{0,0}, {0,0}};

art_model_t *model;
art_params_t *params;
art_2prtacc_t *acc;
art_rays_t *srays;
art_SR_t *pair;
art_raycode_t *raycode;

fpmodel = fopen('modelo.cfg","r");
status = art_build_model_cfg(fpmodel, &model);
fclose(fpmodel) ;

if (status!=ART_SUCCESS)
return 1;

params = art_alloc_params();
art_default_parameters(params, model);
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pair = art_alloc_SR(m, 1.0, 0.0, 0, 3.0, 0.0, 0);

raycode = art_alloc_raycode(rc[0], rc[1], 2);

acc = art_alloc_2prtacc();

status = art_2pointRT(params, pair, raycode, acc, &srays);

if (status != ART_SUCCESS)
status = 1;

else
status = 0;

art_free_raycode(raycode);
art_free_rays(srays);
art_free_SR(pair);
art_free_2prtacc(acc);
art_free_model(model);
art_free_params(params) ;

return status;

Exemplo 3 - velocidade RMS: Para construir um modelo de velocidades
RMS (root mean square, ver [8, 10]) é necessario contruir raios que partem
da superficie com angulo nulo (raio imagem). O seguinte codigo fonte ilustra
como ART constroi tais raios. Admite-se a existéncia de arquivos modelo.cfg:
para velocidade constante e quadrado da vagarosidade afim/quadratico. Os
resultados sao obtidos com ./main > vrms.dat, gerando através de SU os

resultados apresentados na Figura B.1.

int main(void)

{
FILE *fpmodel;
size_t i, j, k, npt=400, npx=400;
int status, rc[2]1[4] = {{0,1,2,3},{0,0,0,0}};
double weights[NQUAD] {0.888888, 0.55555, 0.555551};
double gpoints[NQUAD] {0.0, 0.77459667, -0.77459667};
double maxtime, step, t[400], V[400], w, velocity, sum;
double a=1, b=4;

art_model_t *model;
art_params_t *params;
art_ray_t *ray;
art_rays_t *rays;
art_raycode_t *raycode;

fpmodel = fopen('modelo.cfg","r");
status = art_build_model_cfg(fpmodel, &model) ;
fclose(fpmodel) ;

if (status!=ART_SUCCESS)
return 1;

params = art_alloc_params();
art_default_parameters(params, m);

/* Construg8o do modelo */

raycode = art_alloc_raycode(rc[0], rc[1]l, 4);

status = art_image_rays(params, a, b, npx, raycode, &rays);

if (status!=ART_SUCCESS)
return 1;
else
{
npx = art_length_rays(rays);

for(i=0; i<mpx; i++)

{
ray = art_get_jth_ray(rays, i);
maxtime = art_ray_get_last_traveltime(ray);
step = maxtime/(double) npt;
+[0] = 0;

art_ray_eval_velocity(0, params, ray, &V[0]);

for(j=1; j<=npt; j++)
{
+L03]

sum

j * stept;
0.0;

for(k=0; k<NQUAD; k++)
{

w = 0.5 * (£[j] - t[j-1]1) * points[k]
+0.5 * (t¢[31 + s[3-11);

art_ray_eval_velocity(w, params, ray,
&velocity);

sum += velocity * velocity * weights[k];
¥

sum *= 0.5 * step;

VILj1 = sqre((t[j-11 * VL[j-11#V[j-11 + sum)/t[j1);

fprintf (stdout,"%f ",V[jl);

fprintf (stdout,"\n");

art_free_rays(rays);
art_free_raycode(raycode);
art_free_model(model);
art_free_params(params) ;

return 0;
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Figura B.1: Campo de velocidade RMS (a direita) para (a) modelo de ve-
locidade constante (b) quadrado da vagarosidade afim e (c¢) quadrado da
vagarosidade quadratico.
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