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RESUMO

Este trabalho resolve numericamente a equacdo de vigas sobre base elastica, para carrega-
mentos estaticos e dindmicos. A equac3o é originada da teoria de vigas de Euler-Bernoulli.
Duas formulagdes do Método dos Elementos de Contorno sdo desenvolvidas para a solugdo
do problema: uma para o caso estatico, outra para o dindmico. Nelas, emprega-se a solucéo
fundamental do problema estatico. Seus resultados sdo comparados com a solucdo analitica,
para o caso estatico, e com o Método das Diferencas Finitas, para o caso estatico e o dindmico.
As formulacdes numéricas sdo desenvolvidas para quatro tipos comuns de vigas: biapoiada,
biengastada, engastada-apoiada, engastada-livre. As propriedades de geometria e de material
sdo mantidas constantes para todas as formulacées. S3o calculados deslocamentos, rotacdes,
momentos fletores e esforcos cortantes para vigas sujeitas a cargas concentradas e distribuidas.

Palavras-chave: Euler-Bernoulli. Vigas em base elastica. Método dos Elementos de
Contorno. Método das Diferencas Finitas.



ABSTRACT

This work is concerned with the numerical solution of beams on elastic foundation, for statics
and dynamics loads. The equation is based on the Euler-Bernoulli beam theory. Boundary
Element Method formulations, which employs the static fundamental solution, are developed
for the solution of the problem: one for statics loads and other for dynamics ones. Their
results are compared with the analytical solution, for the static case, and the Finite Difference
Method, for the static and dynamic cases. Numerical formulations are developed for the four
common types of beams: pinned-pinned, fixed-fixed, fixed-pinned, fixed-free. Geometric and
material properties are assumed as constants. Displacements, rotations, bending moments
and shear forces are computed for beams under concentrated and distributed loads.

Keywords: Euler-Bernoulli. Beams on Elastic Foundation. Boundary Element Method. Finite
Difference Method.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERAGOES INICIAIS

As vigas sdo elementos estruturais presentes em varias areas da engenharia. Na
Engenharia Civil, sdo partes integrantes da estrutura de pontes, edificios e residéncias, por
exemplo. Quando a viga é suportada de forma continua, é possivel modelar seu comportamento
como viga sobre base elastica.

Equacgdes diferencias sdo utilizadas para descrever muitos fendémenos da engenharia,
sendo vigas sobre base elastica um deles. Porém, solucdes analiticas para equag¢des diferencias
podem ser trabalhosas, dificeis de serem obtidas ou desconhecidas/inexistentes. Felizmente,
existem métodos numéricos capazes de resolver, de forma aproximada, estas equa¢des. Resul-
tados satisfatérios dependem do tipo do método escolhido, do nivel de discretizacdo empregada
e da precisdo pretendida. Dentre os métodos mais conhecidos, é possivel citar o Método das
Diferencas Finitas, o Método dos Elementos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno e
o Método dos Volumes Finitos.

Este trabalho resolve numericamente a equacdo da teoria de Euler-Bernoulli para vigas
sobre base elastica. S3o desenvolvidas as formulac@es estatica e dindmica para vigas sobre

base elastica, para carregamentos concentrados e distribuidos.

1.2 REVISAO DA LITERATURA

A teoria de vigas de Euler-Bernoulli, também conhecida como teoria classica de vigas,

apresenta equacdes para deslocamentos, rotacées, momentos fletores e esforcos cortantes para
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pontos quaisquer de uma viga sujeita a um carregamento qualquer. A formulaco estatica desta
teoria pode ser encontrada em Beer et al. [1] e Hibbeler [2]. Ja a formulagdo dindmica pode
ser encontrada em Rao [3] e Graff [4].

As vigas de Euler-Bernoulli podem estar apoiadas sobre base elastica, originando assim
a formulacdo de vigas sobre base elastica. A equacido diferencial para vigas sobre base elastica
pode ser encontrada em Hetényi [5] e em Brebbia, Telles e Wrobel [6], para o caso estatico,
e em Graff [4], para o caso dindmico. Esta formulagdo é mostrada com mais detalhes no
capitulo seguinte.

O Método das Diferencas Finitas, MDF, é um dos métodos numéricos mais simples
para a solucdo de equacdes diferencias. Assim como em outros métodos numéricos, o MDF
discretiza o dominio e calcula o valor da fun¢do incégnita somente em pontos especificos.
A base do MDF é trocar derivadas (totais ou parciais) por quocientes aproximados, que s3o
obtidos a partir de expansdes de séries de Taylor truncadas. Detalhes da obtencdo dessa
formulagdo podem ser encontrados, por exemplo, em Cunha [7] e Fornberg [8], para equagdes
diferenciais ordinarias, e em Smith [9], para equacdes diferenciais parciais. A qualidade dos
resultados depende diretamente de qudo bem discretizado foi o dominio. Uma aplicacdo
do MDF para vigas sem base elastica, com cargas estaticas e dindmicas, pode ser vista em
Mello [10], onde também podem ser encontrados mais detalhes sobre o MDF.

O Método dos Elementos de Contorno é um método que, a principio, requer somente
discretizacdo do contorno do problema. As incégnitas do contorno sio calculadas e, depois, os
resultados para qualquer ponto do dominio s3o calculados como pés-processamento. Esse tipo
de abordagem diminui o custo computacional e acelera a obtenc¢do dos resultados (Brebbia e
Dominguez [11]).

A solucio de equacdes diferenciais com o Método dos Elementos de Contorno para
problemas estaticos, MEC, de uma maneira geral, pode ser encontrada em Brebbia, Telles
e Wrobel [6] e Brebbia e Dominguez [11]. Para casos dindmicos, o tempo também é uma
variavel independente e existem algumas formulacdes propostas, como: a do MEC-DT, que
é a do Método dos Elementos de Contorno que utiliza solucdo fundamental dependente do

tempo; e a do MEC-D, que é a Método dos Elementos de Contorno que, ao utilizar solucio
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fundamental do problema estatico, contém as integrais de dominio envolvendo as derivadas
temporais.

A formulacdo MEC-DT é a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno que
utiliza solucdes fundamentais dependentes do tempo, o que resulta num procedimento que
requer a integracdo no tempo e no espaco, mas sempre no contorno do problema. Conforme
Carrer, Mansur e Vanzuit [12], do ponto de vista matematico, a formulagdo MEC-DT é
elegante e possui boa representacdo da causalidade. Porém, as integrais de convolucdo que
aparecem na formulagdo exigem um alto custo computacional para seu célculo. Scuciato [13]
utilizou esta formulacdo para a analise dindmica de vigas de Euler-Bernoulli.

A formulacdo MEC-D, por utilizar a solucdo fundamental do caso estatico, ndo elimina
as integrais de dominio envolvendo as derivadas temporais. Essas integrais sdo calculadas
aproximadamente e exigem uma discretizacdo de dominio. As derivadas temporais também
precisam de uma aproximacdo, que pode ser feita com o Método de Houbolt (Houbolt [14]).
O trabalho de Carrer et al. [15], que trata de vigas de Timoshenko, é um exemplo de utilizagdo

da formulacdo MEC-D com a aceleracdo aproximada pelo Método de Houbolt.

1.3 OBJETIVOS

Este trabalho busca desenvolver uma formulacdo do Método dos Elementos de Con-
torno para vigas sobre base elastica, tanto para carregamentos estaticos quanto para carrega-
mentos dindmicos. Para carregamentos estaticos, a formulacdo desenvolvida é a tradicional,
sendo denominada simplesmente de MEC. Para carregamentos dindmicos, a formulag3o esco-
lhida é a MEC-D.

Estas formulacdes fornecem o deslocamento, a rotacdo, momento fletor e esforco
cortante ao longo da viga. Estas quatro grandezas, e em especial as duas dltimas, sdo de
interesse para o dimensionamento estrutural de vigas.

Para a obtencdo destas quatro grandezas, é necessaria uma implementa¢do computa-

cional que, neste trabalho, é desenvolvida na linguagem Fortran. Como consequéncia natural,
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a validacdo da formulacdo, e da implementacdo em si, vem para completar os objetivos do
trabalho.

Para carregamentos estaticos, ha solucdo analitica para validar os resultados, mas
para carregamentos dindmicos, ndo. Assim, outro método numérico, o Método das Diferencas
Finitas, MDF, aparece para comparar os resultados obtidos com o Método dos Elementos
de Contorno. Para o MDF, s3o desenvolvidas as mesmas etapas do MEC e do MEC-D, ou
seja: desenvolver uma formulacdo, implementar computacionalmente e validar as duas etapas
anteriores.

Pretende-se analisar quatro tipos comuns de vigas: a biapoiada, ou apoiada-apoiada;
a biengastada, ou engastada-engastada; a engastada-apoiada; e a engastada-livre. Para todas
as formulagdes, as condi¢cdes de contorno prescritas (deslocamento, a rotagdo, momento fletor
ou esfor¢o cortante) sdo sempre nulas. Para o caso dindmico, as formulagdes sdo desenvolvidas
com a viga sempre partindo do repouso, ou seja, deslocamento e velocidade iniciais sempre

nulos.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O fim desta introducdo busca explicar como o trabalho foi estruturado.

Na literatura existem soluc@es analiticas para alguns casos estudados neste trabalho.
O Capitulo 2 apresenta uma maneira genérica de como elas sdo obtidas, enquanto a particu-
larizacdo para cada condicdo de contorno estudada foi feita no primeiro dos Apéndices. Por
ser decorrente de uma carga peculiar e ser de grande importancia para o trabalho, a solugdo
fundamental para o caso estatico é apresentada no final do segundo Capitulo.

O Capitulo 3 é o que apresenta as etapas para o desenvolvimento das formulacdes
numéricas. Como n&o se conhece uma solucdo analitica para o caso dindmico, outro método
numérico foi implementado, para servir de comparacdo com a solucdo obtida com o Método
dos Elementos de Contorno. O método escolhido foi o Método das Diferencas Finitas, MDF,

que aborda a equagdo de uma maneira mais simples, sendo, por isso, apresentado no comeco
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do Capitulo. S&o obtidas as formula¢&es para o caso dindmico e também para o caso estatico.
O desenvolvimento das formulacdes do Método dos Elementos de Contorno, MEC e MEC-D, é
apresentado na sequéncia. As condicdes de contorno e condicdes iniciais sempre nulas, citadas
anteriormente, sdo consideradas para o desenvolvimento das formulacdes.

A aplicagcdo das formulages numéricas obtidas se da no Capitulo 4. Primeiramente
sdo apresentados os pardmetros usados para cada analise, seguidos dos graficos com os resul-
tados. Os resultados obtidos sdo analisados no final do Capitulo.

O desfecho do trabalho acontece no altimo Capitulo, o quinto. Nele sdo retomados
os assuntos percorridos por este trabalho e apresentadas as conclusdes e contribuicdes gera-
das. Com o que foi desenvolvido, outros trabalhos podem ser subsidiados e, para suscitar a
inspiracdo, algumas ideias sdo apresentadas. A altima secdo do Capitulo traz as consideracdes
finais.

No decorrer do texto foram citados trabalhos que basearam o estudo desenvolvido.
Assim, eles sdo apresentados na Bibliografia.

Os Apéndices contém itens importantes para o trabalho, mas que poderiam dificultar
a leitura se estivessem dentro dos Capitulos anteriores. Como citado, o primeiro Apéndice
traz as solucdes analiticas particularizadas para os casos estudados. Os quatro seguintes estdo
relacionados com o Método dos Elementos de Contorno: o segundo apresenta as derivadas da
solucdo fundamental, enquanto os restantes apresentam solucdes de integrais que envolvem a

solucdo fundamental. O altimo Apéndice trata dos cédigos computacionais implementados.
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2 VIGAS DE EULER-BERNOULLI

2.1 EQUACAO GOVERNANTE

E de interesse calcular as deflexdes de uma viga causadas por um carregamento
externo. A teoria classica para este calculo é a de Euler-Bernoulli, cuja hipétese basica é a de
que as secdes transversais inicialmente planas e perpendiculares ao eixo da viga, continuam
planas e perpendiculares ao eixo da viga ap6s a deformacgao, como pode ser visto em Graff [4],
junto com as demais hipéteses.

A hipétese basica da teoria é também uma de suas limitacdes. Dizer que as secdes
continuam planas apés a deformac3o significa dizer que a viga é infinitamente rigida a de-
formac3o por esforcos cisalhantes ou, de maneira equivalente, que a deformacdo decorrente
destes esforcos é negligenciada (Graff [4]). Assim, o responsavel principal pelas deformagdes
é o momento fletor gerado pelo carregamento.

A equacdo de Euler-Bernoulli para vigas uniformes em base elastica é dada por

d*u  ku  q(x) 1

&t "Bl EL @
onde: z & a coordenada espacial, em metro, m; u = u(x) é o deslocamento transversal,
em 1m,; q = q(:p) é o carregamento externo, em Newton por metro, N/m; Kk é a constante
de mola associada a base elastica, em Newton por metro quadrado, N/m?; E é o médulo
de elasticidade longitudinal, em N/m?; e I & a inércia da secdo transversal da viga, em
m*. Outras unidades podem ser utilizadas, desde que sejam compativeis. Afirmar que a
equagdo (1) é para vigas uniformes significa dizer que o médulo de elasticidade e a inércia da
secdo transversal s3o sempre constantes. Neste trabalho, a coordenada espacial varia sempre

de x = 0, na extremidade esquerda, até x = L, na extremidade direita, o que significa dizer

que o comprimento total da viga é sempre L.
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Uma viga em base elastica pode ser representada, esquematicamente, como apresen-
tado na Figura 1. Nela, estdo representados: os vinculos, localizados nas extremidades; a
carga, representada de cima para baixo, em toda a extensdo da viga; a base elastica, repre-

sentada pelas molas na parte inferior; e a prépria viga.

FIGURA 1 - FIGURA ESQUEMATICA DA VIGA
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FONTE: O autor (2017).

A rotagdo e os esforcos internos, para vigas uniformes, podem ser escritos como

du d?u d3u
0= — M=—-—FE]I— =-—F[— 2
dz’ da? eQ da3’ (2)

onde § = 0(x) é a rotacdo da secdo transversal, M = M (z) é o momento fletor e Q) = Q(x)
é o esforco cortante.

Para os casos dindmicos, a equacdo da teoria de Euler-Bernoulli para vigas uniformes
em base elastica é dada por

Mu  ku  pAdP*u g, t)
0wt T EI T EToR T B G

onde p &€ a massa especifica que compde a viga, em quilograma por metro ctbico, kg/m?;

A & a area da secdo transversal da viga, em m?;

e t é o tempo, medido em segundos, s.
Na equacgdo (3), a derivada temporal de ordem dois representa o efeito da aceleracdo. O
deslocamento e a carga, antes dependentes sé da coordenada x, passam a ser funcdo também
do tempo, t.

As hipéteses admitidas para a obtencdo da equagdo (1) sdo também admitidas para

a obtencdo de (3). Além delas, o efeito da inércia rotacional é negligenciado na equagdo para
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o caso dindmico (Graff [4]).

Para o caso dindmico, a rotacdo e os esforcos internos podem ser calculados como
apresentado nas relacdes de (2). Mas, agora, os valores passam a ser dependentes também
do tempo, ou seja, 0 = 0(x,t); M = M(z,t); e Q = Q(z,1).

Dependendo do carregamento aplicado, parte da viga tende a se separar da fundacdo.
A teoria apresentada n3o fornece meios simples de retirar o efeito da base elastica nestes
trechos (Bowles [16]). Ou seja, esforcos de tragdo surgem na base elastica na parte da viga
que tende a se separar.

Como considera somente a deflexdo dos pontos imediatamente abaixo da viga, esta
formulacdo também implica numa falta de continuidade da fundacdo. Deslocamentos ou
tensdes em outros pontos da fundacéo, préximos mas ndo abaixo da viga, ndo sdo levados em
consideragdo (Hetényi [5]).

Apesar disso, essa teoria pode ser aplicada para varios problemas de engenharia. Por
exemplo, em fundacdes ou trilhos de trem, onde é facil identificar a viga e a base elastica.
Se aplica, também, para casos em que o conceito de viga e fundacdo é mais abstrato, como
tubos de paredes delgadas, cascas e domos, nos quais a base elastica esta adjacente a estes

elementos (Hetényi [5]).

2.2 SOLUCOES ANALITICAS

Hetényi [5] apresenta algumas maneiras para se obter a solugdo analitica para o caso
estatico. Uma delas considera que sdo conhecidos u(0), #(0), M(0) e Q(0) e a viga esta
sujeita a: um momento concentrado, M,, em x = x,;; um carregamento concentrado, P, em
x = xp; e um carregamento distribuido, ¢, aplicado de z = z,; até x = z, ;.

Para os pontos com x # 0, pode-se calcular: o deslocamento, u, mostrado em (4); a

rotacdo, 6, em (5); o momento fletor, M, em (6); e o esforco cortante, (), mostrado em (7).
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u(r) = u(O) F(\) + 100) () — 1 MO)Fy (M) — 1372 Q(0) Fy(Aw)
- Z(u,xM)ﬁMaFg()\x —ew) + Z(u,xp)ﬁPE;()\x ) (4)
+ Z(u,v)ﬁ /v qFy(Az — \v) dv.

Tq,i

0(x) = 0(0)Fi(\z) — ﬁM(O)Fﬂ)\x) - )\QIE]Q(())F?)(/\-T) — 4 (0) Fy(Ar)
— Z(u,xM)ﬁMaFg(/\x —Ary) + Z(u,xp)ﬁPFg()\x — \zp) (5)

/

1 v
+ Z(u,v)m / qF3(Ax — A\v) dv.

M(z) = M(0)F,(\x) + %Q(O)FZ()\:E) + %U(O)Fz),()\x) + L 90)Fy(a)

\3
1
+ Z(u,$M)MaF1(>\$ — )\ZL’M> — Z(u,l’p)prQ()\[E — )\ZL'P) (6)
I
- Z(U’U)X/ qFy(Ax — ) do.

q,

0(0) Fs(\z) + ~—— M (0) Fy(\z)

Flz) = QO A=) + %MO)FAM) - )\21EI )\31E[
= Zwes)AMFy (e = Near) = Z(wep) PE (A = Aee) ™

/

— Z(u,v) / qFy(Ax — A\v) dv.

q,?

O parametro A, em (4), (5), (6) e (7), é definido como A = {/x/(EI). Estas

mesmas equacdes também contém funcdes com a finalidade de simplificar a escrita. Estas

fungBes estdo apresentadas em (8) e (9).

Fi(z) = cosh(z) cos(z),
Fy(z) = % [ cosh(z) sen(z) + senh(z) cos(z)],
F3(z) = = senh(z) sen(z),

[ cosh(z) sen(z) — senh(z) cos(z)].
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0, sex < xpy 0, sex <xp
Z(u,xpr) = : Z(uxp) = e
1, sex>axy 1, sex > uxp
) (9)
0, sex<w
Z(uw) =
1, sex>wv

A dltima integral das equagdes (4) até (7) é obtida interpretando o carregamento
distribuido como sendo formado por infinitas cargas concentradas, cada uma delas aplicadas
na respectiva coordenada v (o eixo das coordenadas v tem mesma origem, direcdo e sentido
do eixo x). Assim, considerando a superposicdo de efeitos, o resultado é uma integral. Como
mostrado em (9), as integrais s6 afetam o resultado para > v. O limite superior das integrais
nas equagdes (4) até (7), v/, € o minimo entre v e z ;.

A solucdo particular para cada viga analisada depende das condicdes de contorno
que, na formulacdo unidimensional, se reduzem aos pontos extremos da viga. Neste trabalho,
os extremos sempre estdo sujeitos a um dos trés seguintes vinculos: apoio simples (A), que
prescreve deslocamento e momento; engaste (E) que prescreve deslocamento e rotacdo; e
extremidade livre (L), prescrevendo momento e esfor¢o cortante.

Quatro combinagdes de vinculos para os extremos das vigas sdo analisadas. A identi-
ficacdo se da de acordo com os vinculos. A viga AA é a apoiada-apoiada, com apoio simples
nos dois extremos, a viga EE é a engastada-engastada, com engaste nos dois extremos, a viga
EA é a engastada-apoiada, com engaste no extremo esquerdo e apoio simples no direito, e
a viga EL é a engastada-livre, com engaste no extremo esquerdo e extremidade livre no lado
direito.

As solucdes particulares do caso estatico, para os quatro tipos de vigas, podem ser
encontradas no Apéndice 1. Nele estdo contidas as solu¢des analiticas para vigas sujeitas a:
carga concentrada aplicada em um ponto qualquer ou carga uniformemente distribuida ao

longo de todo o comprimento da viga.
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2.3 SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solucdo fundamental é um tipo especifico de solucdo analitica. Devido a sua

importancia neste trabalho, um destaque maior é dado. Ela é a solucdo da equacdo

4

d*u
EI@ + rku=6(¢, z), (10)

onde 5(§,x) é o delta de Dirac, que é diferente de zero para x = £ e nulo para os demais
pontos (Brebbia, Telles e Wrobel [6]).
Podendo ser encontrada em Debnath e Bhatta [17] e também em Hetényi [5], a

solugdo de (10) é

u=u"= u*(§7x) = %exp <_Ta2r> sen <% + %), (11)

onde a* = x/ (E]) er = ‘5 — x‘ Segundo a nomenclatura usual do Método dos Elementos
de Contorno, £ é o ponto fonte e x é o ponto campo. Na equagdo (11) e ao longo de todo o
trabalho, a notag¢do exp(«) é igual ao nimero de Euler, e, elevado ao expoente «, ou e®.

E interessante notar que, como em todos os outros problemas unidimensionais, ndo ha
singularidade na solugdo fundamental, apresentada em (11). Problemas bi ou tridimensionais,
como os encontrados em Brebbia, Telles e Wrobel [6] e Brebbia e Dominguez [11], apresentam
solucdes fundamentais com algum tipo de singularidade, exigindo um tratamento adicional.

As variaveis definidas em (2), para um carregamento genérico, podem também ser
definidas para a solucdo fundamental. Assim,

ou* 0%u* Pu*

O asterisco, *, em (11) é a notagdo comumente adotada para a solugdo fundamental.
Para as relacdes em (12), o asterisco foi mantido, indicando que 6*, M* e Q* est3o relacionados

com a solugdo fundamental. O calculo das derivadas em (12) esta apresentado no Apéndice 2.
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3 METODOS NUMERICOS

3.1 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O Método das Diferencas Finitas, MDF, requer uma discretizacdo do dominio. Neste
trabalho, o dominio espacial da viga estd compreendido entre x = 0 e x = L e é discretizado
em n intervalos iguais de comprimento Ax = L/n, originando n + 1 pontos. Para o caso
estatico, a fungdo dependente, u(z), sera avaliada nestes pontos e a notagdo adotada é
uw(z;) = u(iAz) = u;, onde i = 0,1,2,...,n. As mudancas para a formula¢do dindmica
estdo explicadas na subsecdo correspondente.

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam as aproximacdes das derivadas até as ordens neces-
sarias para este trabalho e aplicadas no ponto © = x;. Nas trés tabelas, as aproximacdes
apresentadas sdo de ordem dois, o que significa dizer que o erro envolvido na substituicdo das
derivadas por estes quocientes é da ordem de (Az)?.

A Tabela 1 apresenta as aproximacdes centrais para as derivadas de até quarta ordem.
Essas aproximac&es utilizam valores da funcdo nos pontos anteriores e posteriores do ponto em
que esta sendo calculada a derivada, além do valor da funcio no préprio ponto. Ja a Tabela 2
apresenta, para as derivadas de até terceira ordem, as aproximacdes progressivas, que utilizam
valores da funcdo nos pontos posteriores ao qual estd sendo calculada a derivada, além do
valor da func3o no préprio ponto. Por fim, a Tabela 3 apresenta as aproximacdes regressivas,
que utilizam valores da funcdo nos pontos anteriores e o valor da fun¢do no préprio ponto em
que esta sendo calculada a derivada de até terceira ordem.

Com as aproximac¢des do MDF para as derivadas, é possivel desenvolver as formula¢des

para o caso estatico e dindmico.
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TABELA 1 — APROXIMACOES CENTRAIS DO MDF PARA DERIVADAS DE PRIMEIRA ATE QUARTA

ORDEM
Derivada Aproximacao pelo MDF
du Uit1 — Ui—1
x 2Ax
r=x;

Uit1 — 2u; + Ui
(Az)?

T=T;

2(Ax)?

Ui — Ay + 6u; — 41 + Uiz
(Az)

d3U> Uipo — U1+ 2U;1 — Uj_2

FONTE: Adaptada de Fornberg [8].

TABELA 2 — APROXIMACOES PROGRESSIVAS DO MDF PARA DERIVADAS DE PRIMEIRA ATE
TERCEIRA ORDEM

Derivada Aproximacao pelo MDF

—3u; + 4uip1 — Uigo
2Ax

2’114 - 5’U,i+1 + 4ui+2 — Ui4+3

- (Ax)?
@ —5u; + 18u;q1 — 24uiyo + 14wy 3 — 3uiqq
da3 2(Ax)3

FONTE: Adaptada de Fornberg [8].

TABELA 3 — APROXIMACOES REGRESSIVAS DO MDF PARA DERIVADAS DE PRIMEIRA ATE
TERCEIRA ORDEM

Derivada Aproximacdo pelo MDF

% Uj—9 — 4ui_1 + 3“1

dx o 2Ax

@ —Uj—3 + 4u;_o — du;_1 + 2u,

de? J| (Ax)?

dsl 3Ui_4 - 14Ui_3 + 2411,1‘_2 — 18“1'_1 + 5ul
de® J| 2(Ax)?

FONTE: Adaptada de Fornberg [8].
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3.1.1 Formulag3o para o caso estatico

Aplicando a equagdo (1) para um ponto qualquer i do dominio da viga, e substituindo

a derivada pela sua aproximacdo mostrada na Tabela 1, chega-se a

Uiyo — 4Ujpq + 6wy — 4w + Ui KU

_ 4 13
(Ax)? El  EI (13)
que pode ser reescrita como
Azx)? Azx)?
Uiro — duipr + |6+ li( E]) i — du; 1+ uio = %%, (14)

onde ¢; = q(x;) = q(iAz).

A expressdo (14) relaciona o valor da fun¢do u no ponto ¢ com os valores da fun¢éo
u nos pontos vizinhos da discretizagdo (i — 2, i — 1, i+ 1 e i + 2). Como, a priori, todos os
deslocamentos sdo desconhecidos, a solucdo para eles é obtida de maneira simultanea, através
de um sistema de equagdes. Este sistema é obtido aplicando a equagdo (14) para todos os
pontos do dominio.

Porém, ao aplicar a expressdo (14) para i = 0, aparecem valores da fungdo para pontos
fora do dominio da viga, ou seja, u_5 e u_;. O mesmo acontece ao aplicar a expressdo (14)
para ¢ = 1, que resulta no aparecimento de u_;. O outro extremo do dominio apresenta
problemas semelhantes: i = n — 1 resulta no aparecimento de u,,,1, € i = n, no aparecimento
de u, 41 € u,, 2. O tratamento para estes valores se da analisando as condicdes de contorno
prescritas para ¢ = 0 e i = n, que dependem do tipo de vinculo existente para cada uma
dessas extremidades.

Como citado no trecho final da secdo 2.2, sdo prescritos, para vinculos do tipo apoio
simples (A), u e M; para engaste (E), u e 0; e para extremidade livre (L), M e ). Como tam-
bém mencionado anteriormente, este trabalho desenvolve formulacdes para valores prescritos
sempre nulos.

Com as igualdades em (2) e as aproximac¢des centrais para o MDF da Tabela 1, é

possivel escrever os valores prescritos, u, #, M ou (), envolvendo somente valores da funcdo .
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Assim, para o apoio simples em i = 0, o deslocamento é uy = 0 e 0 momento fletor

d? . o .
é My=—FI (—u) = 0, o que implica, apés a substituicdo da derivada segunda pela

2
dx T=XT(Q

aproximacdo central do MDF, em u_; = —uy. Analogamente, para o apoio simples em i = n,

tem-se u, =0 € Upy 1 = —Up_1.

‘ du
Para o engaste em i = 0, o deslocamento é ug = 0 e a rotacdo 6 = (—) =0,

dz J|,._,,
resultando, apds a substituicio da derivada primeira pela aproximacdo central do MDF, em

u_1 = uy. Ja para engasteem i =n, u, =0 € U1 = Upy_1.

) ) . d%u
Para a extremidade livre em i = 0, o momento fletor &€ My, = —ET (F
x

Tr=x0

o = (0. Trabalhando primeiro com a equagdo
x

do momento, chega-se a relacdo u_; = 2ug — u;. Depois, com a equacdo para o esforco

) d3u
e o esforco cortante é Qg = —FEI| —;

T=x0

cortante e a equivaléncia para u_q, chega-se a u_s = 4ug — 4u; + us. Analogamente, para a
extremidade livre em i = n, U, 1 = 2Uy — Up_1 € Upyo = 4ty — Uy 1 + Upy_o.

Mais detalhes sobre as consideracées do MDF, conforme os tipos de vinculo da viga,
podem ser encontrados em Mello [10].

Com o tratamento apresentado, é possivel entdo escrever (14) para os pontos da
discretizacdo com deslocamentos desconhecidos (ndo prescritos como condigdo de contorno).
As equacdes podem ser arranjadas na forma de um sistema do tipo At = B, onde B é o vetor
carregamento, T é o vetor dos deslocamentos desconhecidos e A é a matriz que multiplica
estes deslocamentos. Os elementos destes vetores e matrizes sdo mostrados a seguir. Eles
foram montados de uma maneira genérica, sendo que o primeiro ponto desconhecido é i = i,
e o Gltimo ponto desconhecido é i = 4, (para as vigas analisadas neste trabalho i, = 1 e
iy =n—1o0ui, =n).

O vetor B pode ser escrito como

_ T
B = Qi) 4o+ p+2) " Gu—2) G(iu—1) Q(iu)] ' (15)

onde seus elementos ¢; dependem do tipo de carregamento aplicado na viga. Para o carrega-
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mento uniformemente distribuido ao longo da viga, ¢,

(Az)*
El

¢ = q. (16)

Para um carregamento concentrado, P, aplicado no ponto i, da discretizac3o,

0, i i,
%=\ (Az)* P o (17)
EI Az '

O vetor u contém os deslocamentos dos pontos desconhecidos. Assim,

T
u= [%’p) Uipr1) Uipr2) 0 U—2) U(i,—1) wm] : (18)

Ja a matriz dos coeficientes, A, é um matriz quadrada de dimensdo i, — i, e pode

ser escrita como

@ a a3 0 0O 0O 0 -~ 0 0 0 0 0 0 O
as a3 C4 Cs 0 0 0O -~ 0 0 0O O 0O 0 O
¢, C, C3 C, C5 0 0 -~ 0 0 0 0 0 0 0
0C, Cy, C3 C, Cs 0 -+ 0 0 0 0 0 0 0
0 0C Cy C3 C4 Cs -~ 0 0 0 0 0 0 0
A= (19)
000 0 0 0 0 0 -+ C C Cy Cyp C3 0 0
000 0 0 0 0 0 -+ 0C C C; C C5 0
00 0 0 0 0 0 0 0 Cy C C3 Cf Cs
00 0 0 0 0 0 -+ 0 0 0C, Cy ag az
0 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 as ag ayp |

onde C; =1, Cy = —4, C3 = 6 + (Ax)!/EI, C;, = —4 e C5 = 1. Os coeficientes a;
da matriz em (19) sdo determinados pelas condicdes de contorno. A Tabela 4 apresenta os
valores destes coeficientes conforme o tipo de vinculo na extremidade esquerda (i = 0) e a

Tabela 5, conforme o tipo de vinculo na extremidade direita (i = n).



TABELA 4 — COEFICIENTES DE A PARA A EXTREMIDADE ESQUERDA

Coeficiente A E L
ay 5+ (Az)/EI 7+ (Az)t/EI 2+ (Az)*/EI
as —4 —4 —4
as +1 +1 +2
aq —4 —4 -2
as 6+ (Ax)*/EI 6+ (Ax)*/EI 5+ (Ax)*/EI

FONTE: O autor (2017).

TABELA 5 — COEFICIENTES DE A PARA A EXTREMIDADE DIREITA

Coeficiente A E L
ag 6+ (Ax)*/EI 6+ (Ax)*/EI 5+ (Ax)*/EI
ar —4 —4 -2
as +1 +1 +2
agy —4 —4 —4
a1 5+ (Ax)*/EI 7+ (Az)*/EI 2+ (Ax)*/EI

FONTE: O autor (2017).
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Apés a solucio do sistema Au = B, todos os deslocamentos da viga sdo conhecidos

e é possivel calcular a rotagdo e os esfor¢os internos. Para isso, as relagdes em (2) foram

reescritas com as aproximacdes das Tabelas 1, 2 e 3. As equacdes para o calculo das rotacdes

estdo na Tabela 6, as para o calculo dos momentos estdo na Tabela 7 e para os esforcos

cortantes estio na Tabela 8.

TABELA 6 — CALCULO DAS ROTACOES COM O MDF

Posicdo Aproximacio pelo MDF
. —3’LLO + 4’LL1 — Uy
=0 On —
! 0 2Ax
. —Ui—1 + Uit1
<< 0, = ———
e ! 2Ax
—Up—2 + 4un—1 - 3Un
i=n 0, =

2Ax

FONTE: O autor (2017).
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TABELA 7 — CALCULO DOS MOMENTOS FLETORES COM O MDF

Posicdo Aproximacgdo pelo MDF
. 2ug — duq + 4us — 4us
! 0 Ax?
i-1— 2ui +uy
0<i<n M, = —priizt = 2w i

Az

—Up—3 + 4un—2 — 5un—1 + 2un

| = M, = —EI
2 n Ax2

FONTE: O autor (2017).

TABELA 8 — CALCULO DOS ESFORGOS CORTANTES COM O MDF

Posicdo Aproximacdo pelo MDF
i=0 Qp = 7EI—5u0 — 18uy —|—22A4;;2 — 14dus — 3uy
i— Q1:—EI_5U1_18u2+2?;3_14u4_3u5
1<i<n-1 Q= -BIU2" 2“1"22;““ — i
i—n_1 On_y = _EI?)un,g) — 14w, g + 24Uy, 3 — 18Uy _o + Dy 1

2Ax3

ISu”_4 — 14w, _3 + 24u,_o — 18u,—1 + duy,

= n=-FE
Len @n 2Ax3

FONTE: O autor (2017).

3.1.2 Formulagdo para o caso dindmico

No caso dindmico, o tempo também é uma variavel independente da funcio deslo-
camento, ou seja, u = u(z,t). Como foi feito para o caso estatico, a solugdo sera obtida de
forma discreta, mas agora haverd, além da discretizagdo espacial, a discretizacdo temporal.
Para o espaco, a viga sera discretizada como no caso estatico, ou seja, em n+ 1 pontos distan-
tes igualmente de Az = L/n, onde L é o comprimento total da viga. Para o tempo, a analise
sera efetuada em m + 1 pontos temporais discretos, distantes igualmente de At = 7'/m, onde
T & o tempo total da analise. A notagdo adotada & u(w;,t;) = u(iAz,jAt) = ul, onde

i=0,1,2,....,nej=0,1,2,....m.
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Escrevendo a equagdo (3) para um ponto qualquer da malha = = iAz = z; e
t=(j+1)At =t;41, tem-se

0t L[ B N pA O*u [ alx.t)
oxt | |, EI ) |o—u, EIO )|,—,, \ EI

As aproximacdes para o primeiro e segundo elemento do lado esquerdo e o elemento

(20)
:f::tiil

do lado direto do sinal de igualdade da relagdo (20) s&o muito similares as do caso estatico.

A excecdo é a aproximacdo para a derivada temporal, tomada como

0%
ot?

que é a aproximacio regressiva de primeira ordem do MDF para derivada segunda, com erro

Jj+1 J Jj—1

R V| J

_ (I w; + u; ' (21)
(At)?

=tj+1

t
envolvido de ordem um, At, como encontrado em Fornberg [8]. Deve-se notar que nas Tabelas
1, 2 e 3 as aproximagdes sdo de ordem dois. Coincidentemente, a aproximagdo empregada ao
obter (21) é igual a aproximagdo para a derivada segunda apresentada na Tabela 1. Como a
derivada parcial é em relagdo ao tempo, (21) relaciona o deslocamento do ponto x = z; nos
tempos t;1, t; e tj_q.

Na equagdo (20), apés realizada a substituicdo da derivada espacial pela aproximagdo
central do MDF, apresentada na Tabela 1, e da derivada temporal, como apresentado em (21),

chega-se em

Jj+1 Jj+1 Jj+1 Jj+1 Jj+1 J+1 j+1 J j—1 Jj+1
wyyy — 4wy + 6uy du; T 4wy kU pAuw, " — 2ui + g

— — i (2
(Az) BEI Bl (At)? Fr (2
que pode ser reorganizada como
- ~ (Ax)t| - ~ (Ax)t pA .
wlfy —4ulll + |6+ Kopr W — 4l 4wl 4 (A1) ﬁugﬂ -

(Az)' 1y (Az)tpA j_ -1
B 4 T EI (2 >

% i

O fato da equagdo estar escrita em fungdo de t = t;;; origina a formulagdo implicita

do MDF, que é estavel independentemente da relagdo entre Ax e At (Smith [9]).
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No caso dindmico, os deslocamentos dos pontos ao longo da viga para o préximo
passo de tempo, ¢t = t;.1 sdo calculados baseados nos deslocamentos dos passos de tempo
atual, t = t; e anterior, t =t;_;.

As condi¢des iniciais sdo

u(z,0) =0eu(x,0) = % =0, (24)
que expressam, respectivamente, o deslocamento e a velocidade iniciais, admitidas sempre
nulas neste trabalho. Como ja se conhece o deslocamento no instante inicial, a analise inicia
calculando os deslocamentos da viga no instante t = t; = 1A¢. Assim, a equagdo (23) é
escrita para todos os pontos x = x; da viga no tempo t =t; (j = 0).

Porém, ao aplicar j = 0 aparecem deslocamentos no instante de tempo t = t_4, fora
do dominio da analise. Este problema pode ser resolvido utilizando as condicées iniciais do
problema, mostradas em (24).

Substituindo a derivada que aparece em (24), que representa matematicamente a viga

partindo do repouso, pela sua correspondente no MDF na Tabela 1, é possivel escrever que

ou uj+l — u].'_l 1 —1
] 0 = — = L L = L L = 0 "' _1 = .1’v., 25
i,0) = 2AL AL ti T (25)

que resolve o problema do passo de tempo fora do dominio da anélise.

Mas ao escrever a equagdo (23) para os pontos i =0,i=1,i=n—1oui = n,
para qualquer passo de tempo, também surgem problemas. Aparecem pontos fora do dominio
da viga, como aconteceu no caso estatico. O tratamento dado para estes pontos é analogo
ao do caso estatico.

Portanto, com o tratamento apresentado para os pontos que fogem do dominio do
tempo ou do espago da viga, é possivel escrever a relagdo (23) para qualquer ponto da viga
em qualquer instante de tempo da discretizacio.

O deslocamento de cada ponto da discretizacdo é dependente do deslocamento dos
pontos vizinhos no instante atual e do préprio ponto em instantes de tempo anteriores. Assim,

a solucdo dos deslocamentos para todos os pontos num dado instante de tempo acontece de
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maneira simultanea, através de um sistema de equacdes, que pode ser representado na forma

j+1 ) - ) > . j+1
Aul™ = B. Nele, B é o vetor independente, que contém os valores ja conhecidos, u}™ é
o vetor dos deslocamentos em ¢ = ¢;,4, desconhecidos, e A & a matriz que multiplica estes

deslocamentos. Gragas a similaridade que a equagdo (23) apresenta com a equagdo (14), dos

deslocamentos para o caso estatico, a matriz A e o vetor B podem ser escritos como

A=A+ |(1+7) ((if))Q % I, (26)
B-B (@f)é %} oul + (1—7)ul ], (27)

onde A é a matriz dos coeficientes para o caso estatico, apresentada em (19), I & a matriz
identidade de mesma ordem que A, B & o vetor carregamento do caso estatico, mostrado
em (15) e 7 é definido na sequéncia. Os vetores ul e ul™*, na relacio (27), representam os
deslocamentos conhecidos nos instantes de tempo ¢ = jAt e t = (j — 1)At, respectivamente.

Como apresentado na equagdo (25), o calculo dos deslocamentos no primeiro passo
de tempo é diferente do calculo para os passos seguintes. Este fato é representado, em (26)
e (27), pela constante 7, que pode assumir dois valores. Para o primeiro passo de tempo,
j =0, a constante vale 7 = 1. Para os passos de tempo seguintes, 7 = 0.

Ent3o, para o primeiro passo de tempo, j = 0, montam-se as matrizes com 7 =1
e resolve-se o sistema. Para os préximos passos de tempo, j = 1,2,3,...,m, montam-
se as matrizes com 7 = 0 e resolve-se o sistema. E necessario que sejam conhecidos os
deslocamentos nos passos de tempo anterior e atual para calcular os deslocamentos no passo
de tempo seguinte, caracterizando a marcha no tempo.

Com os deslocamentos calculados, é possivel calcular os esforcos internos. Eles sdo

calculados de maneira analoga a apresentada para o caso estatico nas Tabelas 6, 7 e 8.
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3.2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO - ESTATICO

3.2.1 Residuos ponderados

A técnica de residuos ponderados vai ser aplicada a equacdo da estatica. Assim,
introduzindo uma solu¢do aproximada, u, para a deflexdo em (1), sdo gerados residuos no
dominio,

da  rku q(x)

A 6 2
Bo =2t 51~ Bl (28)

residuos nas condi¢@es de contorno em x = 0,

(7)), e (7)] (29)
e residuos nas condicdes de contorno em = = L,
<R3) a=L € <R4) a=L (30)

Os residuos apresentados em (29) e (30) dependem das condigGes de contorno de cada
viga, ou seja, de quais valores sdo prescritos. Para as vigas analisadas, citadas anteriormente,
a Tabela 9 mostra os tipos de residuos no contorno. Nela, as variaveis 1, é M e Q se referem
a valores prescritos, conhecidos, enquanto 1, 0, M e Q se referem a valores aproximados,

calculados.

TABELA 9 — RESIDUOS DE CONTORNO

o ()

Tipo de viga <R1>

- ()

o ()

v=1
AA @(0) —a(0)  M(0)— M) a(L)—a(L) M(L)— M(L)
EE a(0) —a(0)  6(0)—0(0)  a(L)—a(L) O(L) — 6(L)

EA @(0) —a(0)  6(0)—6(0)  a(L)—a(L) M(L)— M(L)
EL a(0) = a(0)  6(0)—6(0)  M(L)-M(L) QL) -Q(L)

FONTE: O autor (2017).
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A sentenca de residuos ponderados pode ser escrita como

+ (Ryws)

r= r= xr= x=L

/0 Rpwnde + (lel) S+ <R2w2> . (ngg)

onde as funcdes w sdo as funcdes de ponderacdo para os residuos R.
Com a igualdade dada em (28) e apés aplicar integra¢do por partes quatro vezes, a

integral em (31) pode ser reescrita como

L Lord*a wa La(x
/0RDwax:/OwD(@+E>dx—/o%wax

B (@ Padwp | diad*wp ~d3wD)

d:v3wD da? dz dz da? b da3

=t (32)

dx3wD Cda? do dr dz? Y da3
L 4 L
_(d*wp kwp q(z)
— | dz — ——wp dux.
+/o“(dx4 i EI) g / pr et

O Método dos Elementos de Contorno é obtido com a escolha apropriada das fun¢des

- <d3a Cadwp | dad*wp ~df”wD>

=0

de ponderacdo. Assim, a funcdo de ponderacdo do dominio, wp, deve ser igual & solucdo
fundamental, u*, apresentada na equagdo (11). Logo, com as equa¢des em (2) e em (12), o

residuo ponderado para o dominio é

L ) M ~M* *
/RDwa$:<—QU*+—9*—9 +’L~LQ>
o Bl

EI BI " "EI)|
Q . M, M _Q (33)
( Er* T EID TR TVEL .

" Palr) |
—I-/Oud(f,x)dx—/o T dz.

A escolha de wp = u* faz com que a primeira integral do lado direito da equagdo (33)
L

possa ser simplificada com as propriedades do delta de Dirac, resultando em / wd(& z)dr =
0

L
/ (z)0(&, x) de = u(€). Assim, aplicando esta simplificagdo em (33), é possivel reescrever
0



(31) como
L

q(x) ,
—u*dx.
—|—/0 EIU X
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(34)

Em (34), aparecem as variaveis , 6, M e Q~ nos dois pontos que constituem o con-

torno. Porém, quatro destes valores sdo sempre fornecidos pelas condicdes de contorno, n3o

havendo necessidade de calcula-los de maneira aproximada. A escolha apropriada das fun-

¢des de ponderacdo dos residuos de contorno, wy, wsy, w3 € wy, é capaz de eliminar o calculo

aproximado destes valores ja conhecidos. Para cada tipo de viga analisada, tais funcdes de

ponderacdo estdo na Tabela 10.

TABELA 10 - FUNCOES DE PONDERACAO DOS RESIDUOS DE CONTORNO

Tipo de viga w1 wWa w3 Wy
8 & Cm ‘R tm
e & e YR m
e & ‘e ‘et m
e &% e tm m

FONTE: O autor (2017).

Com os residuos da Tabela 9 e as fun¢des de ponderacado da Tabela 10, a equagao (34)

pode ser escrita para as vigas analisadas.



Assim, para a viga apoiada-apoiada

Percebe-se que (35), (36), (37)

37

e=L (35)

bq
_*d'
—l—/OE[u x

e=L (37)

Lq
_*d'
—l—/OE[u x

/ —u* dz.

e (38) diferem somente em quais valores s3o prescritos

e em quais s3o aproximados. Ao se desprezar a notacdo que as diferencia, as equacdes citadas

se tornam iguais entre si e também iguais a

0 M. M
u(§) = (Elu zrl t0Er -

Q M . M
(EI” w2l TUEr

Q*
“BI

e=L (39)
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3.2.2 Formulagdo integral estatica

A equagdo (39) foi a obtida aplicando o Método dos Elementos de Contorno para
o problema estatico de vigas sobre base elastica. A integral do dominio que aparece do lado
direito da igualdade contém a solugdo fundamental, u*, que depende do médulo |z —¢&|. Assim,
para x < &, a integral é calculada de uma maneira e, para x > &, de outra maneira. Ent3o, a

equacdo (39) pode ser reescrita como

g TR T e

=N

o

I
—
E|©

=L

(40)

13
—l—/EIu d:z:+/ —u* dz.

A equagdo (40) calcula a deflexdo da viga em um ponto . Conforme mostrado
em (2), é possivel calcular a rotagdo, 6, derivando a expressdo do deslocamento, u. Na
equacdo (40), a variavel que representa a posicdo do ponto na viga é £ e, por isso, a rotagdo

é obtida derivando u em relagdo a £. Assim

olfe . M, w
O8) = 3¢ <_“ “mrt TUEr EI) :L]
0 Q ., M M Q*

()4 fe)

E importante notar que, em (41), as integrais que envolvem o carregamento possuem
limites de integracdo que sdo funcdes de &, que é a mesma variavel da derivada. Portanto, a

derivada das integrais que envolvem a carga s3o calculadas pela regra de Leibniz!, resultando

1Como pode ser encontrado em Kaplan [18], a regra de Leibniz afirma que

;f[ /a:jf(s,z)dx]f(g,b@))fg[b(s)}f(f,a@))ci[a(s)h /::)885 fen)]de (@)
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em

8_§</0ﬁu dx>+3_§</§ﬁu dx)—

13 * L *
q Ou q q Ou q
— de + —u" +/ — de — ==u” = (43)
/O ET 0¢ EI"|,_ ") EI o EI'|,_,
13 * L *
qg Ou q Ou
/OEI o€ da:jt/E Bl 0¢ dex.
Assim, a equagdo (41) pode ser reescrita como
e Q . M . M Q"
©) =2 (E]u 5i’ T E ”EJ) _J
ol(fo . M., M @ 1

f * L *
qg Ou qg Ou

+ | = d:v—l—/ — dx.
/OE[ o0& ¢ B1 0§

Partindo das relagdes em (2) e aplicando o mesmo processo utilizado para a rotag3o,

|

] (45)

0, é possivel chegar, para M, em

M(g) = — L (Qu* — MO* + OM* — uQ*)

32
+ — (Qu* — MO* +0M* —uQ*)

£ 82u* L a2u*

——dx — —dz,
oq &2 ¢ g 0&?

e para (), em

& |
L x=L
83 i * * * *
78 _(Qu — M6* + OM* — uQ )FJ (46)
B 13 a3u* L a3u* .

Z  dr — el
oqafg ! gqaf?’

O calculo das integrais em (40), (44), (45) e (46), para carregamento concentrado e
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uniformemente distribuido sobre toda a viga, esta apresentado no Apéndice 3.

Do lado direito da igualdade nas equa¢des (40), (44), (45) e (46) aparecem os valores
de u, 8, M e @ no contorno (em x = 0 e x = L). Destes oito valores, quatro sdo conhecidos
devido as condigdes de contorno (naturais e essenciais). Os valores das outras quatro incégnitas
sdo obtidos com um sistema de equa¢des, montado com (40), (44), (45) e/ou (46) aplicadas
no contorno ({ = 0 e { = L), bastando somente quatro das oito equa¢des possiveis. A escolha
do ponto de aplicacdo é proposital, ja que, assim, o lado esquerdo das igualdades também vai
ser um dos oito valores, ndo acrescentando mais variaveis ao problema. Neste trabalho, foram
escolhidas a equagdo (40) e a equagdo (44) aplicadas no contorno.

A sistema de equacdes pode ser escrito como

Hu = Gq + B, (47)
onde
x=0 x=L =0 =L
£=0 £=0 £=0 €=0
1 =) =t = =
H- — , (48)
== % lezg =
oQ 00" OM* ,_om
| 98 gz 08 2=t 0¢ |e= 08 lz=L |
—u* u* o* — f*
=0 z=L =0 z=L
£=0 £=0 £=0 £=0
—u* u* o* —0*
o &= =f =P =f
G=— , (49)
EI o ou* Pl oy
Oy Ky Rl Kl
B ou* ou* 00* B 00*
| O08lz=p 00 le=p 0K |z=g 08 le=t |
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T
u= |:u‘:c:0 u|:r::L 9‘90:0 H‘x:L:| ' (50)

T
q= [Q|$0 Q}J:L M‘xzo M|$L] -

L our

L our
q dz
CIS

q
¢e=L 0 35

— 1
B= —

Foli dx

L L T
/ qu” dx / qu” dx . (52)
0 =0 Jo =L

As matrizes H e G possuem quatro linhas e quatro colunas, ou 4 x 4 e @, q e B sdo

£=0

matrizes coluna de quatro elementos, ou matrizes 4 x 1.

A primeira linha das matrizes H, G e B foi obtida com a equacdo (40) aplicada em
¢ = 0. A segunda, com a equagdo (40) aplicada em £ = L. A terceira, com a equagdo (44)
aplicada em £ = 0. A quarta, e dltima, linha destas matrizes, foi obtida com a equacdo (44)
aplicada em £ = L.

Definido o tipo de viga a ser analisada, as condicées de contorno ficam definidas e é
possivel reescrever o sistema da equacdo (47) como Ax = B.y + B = B, onde x é a matriz
4 x 1 que contém todas as incégnitas, A é a matriz 4 x 4 dos coeficientes destas incégnitas,
y € a matriz 4 x 1 das condi¢des de contorno prescritas e B, é a matriz 4 x 4 dos coeficientes
das condicdes de contorno.

Apés a solucdo do sistema Ax = B, o deslocamento, u, a rotacdo, #, o momento
fletor, M e o esforco cortante, (), sdo conhecidos no contorno. Em seguida, qualquer uma
dessas grandezas pode ser calculada para qualquer ponto interno, utilizando as equa¢des (40),

(44), (45) e (46).
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3.3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO - DINAMICO

3.3.1 Residuos ponderados

Para o caso dindmico, a equagdo governante é a (3). A variavel u passa a depender
também do tempo, ou seja, u = u(z,t). A formulagdo empregada neste trabalho sera a
MEC-D, cujo desenvolvimento é muito similar a do MEC, para o caso estatico. Como citado
na revisdo bibliografica, a formulagdo MEC-D n3o elimina todas as integrais de dominio.

A técnica de residuos ponderados também é o principio desta formulacdo. Ent3o,
adotando uma solugdo aproximada @ = u(z,t) sdo gerados residuos de contorno e de dominio.
Os residuos do contorno sido analogos ao do caso estatico, como apresentado na Tabela 9.
Os residuos R; até R4 apresentados naquela Tabela valem, no caso dindmico, para qualquer
instante de tempo. Porém, o residuo de dominio passa a ser

Mu  wku  pAd*u  q(z,t)

Rp=+—+—=+—=55 —

ox*  FEI EI 0t? ET (53)

A sentenca de residuos ponderados para o caso dindmico pode ser escrita como

[ oot (mn)|_ + ()| + (Rows)]|_, + (o)

que é equivalente ao caso estatico, mostrado na expressdo (31). As fungdes w, a principio

—0,  (54)

r=

arbitrarias, sdo as fungdes de ponderagdo para os residuos R. A integral em (54), relativa ao

residuo de dominio, pode ser escrita como

L L 4 ~ ~ 2 ~
o*u K LpA 0%a
/ORDwax‘/owD(@+ﬁ)dx— i pdrt | proe

B <33ﬂ Pudwp Ou d2wD ~d3wD>

@wl} 022 dx Or dx? Y da3

e=L (55)

8373wD 022 dx + Or da? Y da3 »

L (d*wp  kwp La(x,t) pA d%*u
U dr — ——Zwpd — —wpdx.
+/0“<dx4+E1> ‘ /0 Bl P x+/0E]8t2wD$

. (8371 8212 de (911 dzwD ~d3wD>
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Como para o caso estatico, foi aplicado integracdo por partes quatro vezes na primeira
integral & direita do primeiro sinal de igualdade em (55).

Uma caracteristica do MEC-D é a escolha da solucdo fundamental do problema es-
tatico como fungdo de ponderagdo, isto é, wp = u* = u*(§,x), com u* definida em (11).
Agregando esta escolha com as relagdes de (2) e (12), é possivel escrever os residuos ponde-

rados no dominio como

. ) _
Q M ;M Q)
do=| -+ 2g 4
/0 Rpwp de ( B T E BT TUET
o0 (56)

L L L 2~
+/ ﬂ5(§,x)dx—/ Q(I’t)u*dx+/ %%u*dx
0 0 0

Utilizando novamente a propriedade do delta de Dirac, §(&, x), que simplifica a integral
que o contém, a primeira integral de dominio a esquerda da igualdade em (56) resulta em
L L
/ wd(& x)de = / a(x,t)6(¢, x)de = u(&,t). Entdo, simplificando (56) e substituindo a
0 0

expressdo resultante em (54), chega-se em

u(é,t) = (316* _ Mg g2 aQ*>

- (1)

Bl T EI Bl "BI)| oL
0. i, o e o)
(EJ“ e’ e e )| (Rawr)| _, = (Rawe)|_,
L L 22~
q(z,t) | pA [F0%u
de - 22 | Ty da
+/0 el YT EL), ot !

A escolha das funcdes de ponderacdo para o contorno, w; até wy, sdo feitas de

maneira especifica e seus valores sdo iguais ao caso estatico, mostrados na Tabela 10. A
0
W’
a maior diferenca. Ap6s substituir os residuos e as funcdes de ponderacdo do contorno para

equacgdo (57) é muito parecida com a (34), sendo a integral que envolve a acelerag3o,

cada caso, vigas apoiada-apoiada, engastada-engastada, engastada-apoiada e engastada-livre,
a similaridade se mantém. Como foi mostrado para o caso estatico nas equa¢des (35), (36),
(37) e (38), a diferenca reside em valores calculados e valores fornecidos pelas condi¢cdes

de contorno. Ent3o, desprezando a notacdo que diferencia valores aproximados e valores
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prescritos, é possivel escrever a equacdo para o deslocamento como

(L, A O
UeH =\ g "B 57’ BT T e B
Q e, oM QT (58)
Br" EIQ 0BT T e .
L 2
q(@,t) . /)A FoPu o
i /0 Bl YT ) e 4

sendo que, do lado direito da igualdade, u = u(z,t), 0 = 0(x,t), M = M(z,t), Q = Q(x,1),
ut = (€ 2), 0 = 0°(,2), M* = M*(£,2) e Q" = Q*(€,2).

Em (58) existem duas integrais de dominio: uma envolvendo o carregamento, que é
resolvida de forma analitica como no caso estatico, e outra que envolve a aceleracio, que é
funcdo do deslocamento. Apesar de ser possivel remover esta altima integral da formulaco,
a solugdo apresentada neste trabalho a manteve, exigindo uma discretizagdo do dominio para
seu calculo. O dominio espacial da viga é definido de x = 0 até = = L e vai ser discretizado
em n células com tamanhos constantes e iguais Ax = L/n. Os pontos extremos de cada
célula sdo denominados nés, numerados de i = 0,1,2,...,n.

Porém, nem todos os elementos a direita da igualdade (58) sdo conhecidos. Boa parte
deles vai ser calculada como feito no caso estatico e esta apresentado na subsecdo 3.2.2. A
aceleracdo é uma caracteristica somente do caso dindmico e o tratamento dela é apresentado

nas duas subsec¢des seguintes.

3.3.2 Aproximacdo temporal da celeracdo

A aceleragdo é aproximada no tempo com o Método de Houbolt (Houbolt [14]), que
relaciona a aceleracdo de um ponto, em um dado instante de tempo, com os deslocamentos
deste mesmo ponto, neste instante de tempo e em anteriores. Neste trabalho, a aceleracdo é
calculada para os nés de cada célula.

Ao utilizar instantes de tempo, estd implicito que o tempo é discretizado. O dominio

temporal vai desde o instante inicial, t = 0, até o final da analise, t = T', e vai ser discretizado
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em m passos de tempo constantes e iguais a At = T/m. Os passos de tempo sdo numerados
de j=0,1,2,....m.
A expressdo do Método de Houbolt para a aceleracio é obtida derivando duas vezes,
em relagdo ao tempo, a interpolagdo cubica de Lagrange do deslocamento u(z,t), desde o
tempo t;_o = (j — 2)At até ¢4 = (j + 1)At. Algebricamente, a aceleragdo para um ponto
i, no passo de tempo j + 1, é
Ou _ P (2wl = 50l + 4wl ™t — ul7?), (59)

|, ~ e = apl

t=tj+1

onde u! = u(iAz, jAt) e it = i(iAz, jAL).

Ou seja, para calcular a derivada para o préximo intervalo de tempo, sdo necessarias
informacées do deslocamento do préximo, do atual e de dois passos de tempo anteriores.
Porém, para o primeiro passo de tempo, 7 = 0, aparecem deflexdes em passos de tempo
negativos, u; ' e u; 2. Recorrendo as condicdes iniciais e as aproximacdes de diferencas finitas

1 0

progressivas e regressivas, chega-se que u; ' = u? — At e u;? = 2u; ' — u? (sendo que

w) = u(iAz,0At) & a velocidade do ponto i no instante inicial, ¢ = 0). Para as condices
iniciais nulas, tem-se u;' = 0 e u; > = 0. Um desenvolvimento e detalhes desta formulacio
podem ser encontrados em Fleischfresser [19].

A integral de dominio que contém a aceleracio, na equacdo (58), é avaliada ao longo
de toda a viga, de maneira continua. A Figura 2 mostra uma representacdo dos resultados

que podem ser obtidos com a aproximagdo com o Método de Houbolt para a aceleracio.

FIGURA 2 — GRAFICO GENERICO DA ACELERACAO EM UM DADO INSTANTE DE TEMPO t = jAt
PARA PONTOS PERTENCENTES A DISCRETIZACAO DA VIGA

Ti2 Ti—1 X Tit1 Tit2

} } } } }
J\/ T T T T T a:

FONTE: O autor (2017).
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Ao analisar a Figura 2, percebe-se que ndo ha uma funcdo continua que possibilite o
calculo da integral diretamente. Assim, para que o calculo seja possivel, o comportamento da
acelerac3o entre os nés de cada célula da discretizac3o precisa ser conhecido. Neste trabalho,

ele vai ser aproximado e a subsecdo seguinte apresenta os detalhes envolvidos.

3.3.3 Aproximacio espacial da aceleracio

Para cada instante de tempo, o comportamento da aceleracdo dentro de cada célula
é admitido linear. Isso permite descrever o comportamento da aceleracdo com a equacdo de
uma reta, contendo a aceleracdo dos nds extremos de cada célula. Assim, com o apresen-
tado na subse¢do anterior, 3.3.2, é possivel calcular a integral em (58). Visualmente, este

comportamento pode ser representado na Figura 2, resultando na Figura 3.

FIGURA 3 — GRAFICO GENERICO DA ACELERAGCAO EM UM DADO INSTANTE DE TEMPO t = jAt
COM APROXIMAGAO LINEAR ENTRE OS PONTOS PERTENCENTES A DISCRETIZAGCAO
DA VIGA

Ti—2 Ti—1 Z; Tit1 Tit2

FONTE: O autor (2017).

P

Tomando uma célula qualquer da Figura 3, limitada pelos nés © = x; e x = x;,1, €

possivel escrever a aceleracdo como
iz, jAL) = ufgbz(x) + u{H@H(a:), para z; < x < 1,41 e V7, (60)

onde

gi(r) = L <o < i, (61)
Lit1 — Lg
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xr — T;
Gir1(w) = M—_Zx Tp ST < Ty, (62)
K 3

ii] é a aceleragdo do né inicial da célula, 7 , e ugH é a aceleracio do n¢ final da célula, 7 + 1,
ambas em um instante de tempo qualquer t = t; = jAt. Uma representacdo grafica de (60)

pode ser vista na Figura 4.

FIGURA 4 — ESQUEMA CONSIDERADO PARA A APROXIMACAO LINEAR DA ACELERACAO PARA
CADA CELULA

xz‘ l’i—H in Ii-i—l in Ii-i—l
i1 A
uj u;

..7; ..7;

U u;

FONTE: O autor (2017).

Substituindo (61) e (62) em (60), resulta em

iz, JAL) = p— Ui — Wa + i o — 2|, o, <o < @iy e V5 (63)
7 (2

Vale ressaltar que, na equagdo (63), a variavel continua é somente 2. Os elementos
com indices sdo valores pontuais da variavel. Ou seja, x; = iAx é a coordenada espacial do
i-ésimo ponto da viga e i} € o valor da aceleragdo no ponto z; no tempo ¢t = jAt.

Com a continuidade da aceleracdo gerada pela aproximacio (60), é possivel calcular

Tit1
a integral / tu* dr dentro de cada célula. Assim, a integral de dominio que contém a
Ty

aceleragdo em (58) pode ser escrita como

L a2~ L n—1 T
a 1+1
i a—tgu* dor = /0 i dr = Z/ i de. (64)
i=0 i

Ou seja, a integral de x = 0 até x = L é calculada como um somatério de integrais limitadas
pelas coordenadas de cada célula. Cada integral que envolve u* depende do valor de &, que é
considerado nos nés das células, sendo representado como &, = kAx, com k£ =10,1,2,...,n.

Com a iguladade em (63), cada elemento do somatério da equagdo (64) pode, entdo,
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ser escrito como

Tig1 1 ) Tit1 [Tt
/ tu*der = ———— ]z / u* do — i / zu* dr
T Tiv1 — T4 z; T
) Tit1 ) Tit1
] * Y *
+ui+1/ Tu dx—uiHa:i/ u"dx

1 ) Tit1 Tit1
= {uz (:)siﬂ / w dxr — / xu” dx)
Ax 2 o
. Ti41 Ti+1
+ib§+1(/ xu*dx—xi/ u*dm)}
x; Zq

O denominador x;; — x; em (63) foi substituido pelo tamanho da célula Az, ja que neste

(65)

trabalho é sempre constante.
Com a igualdade em (65), é possivel expandir o somatério da equacdo (64), que

resulta em

L n—1 Ti41 1 . T Tl
/ it dr = / tu de = —< | i) (xl / u* dx — / zu’ dx)
0 i=0 Y i Az Zo zo

) 1 1 . xr2 xr2
+iif (/ xu® dr — xg / u* dx) + | (xg / u*dx — / xu’ dx>
xo o x1 T

) T2 T2
—I—ug(/ xu*dx—xl/ u*dx) 4+
x1 x1
Tp—1 Tn—1
| Uy_o | Tp—1 u dr — TU dT
Tn—2 Tn—2

i Tn—1 Tn—1 . Tn Tn
+ii? / ou* dr — l’n_g/ wde || + @), mn/ u* dx —/ ou”* dx
Tn—2 Tn—2 | Tn—1 Tn—1
Tn Tn
il *d *d
+uy, TU AT — Tp_q u dz
Tn—1 Tn—1

(66)

Depois da igualdade, cada linha da equagdo (66) envolve o valor de aceleracdo, ii,

em somente um ponto da viga. Assim, agrupando os termos semelhantes, é possivel escrever

L n
/ wu* dr = Z (I (67)
0 i=0

onde o coeficiente m depende do indice ¢, relacionado com z, e do indice &, relacionado com &.
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Os coeficientes de (67) sdo, para 1 <i<n—1

1 x; T4
My =—— (/ zu de — x4 / u* dx)
AI Ti—1 Ti—1
1 Ti+1 Ti41
+—— (il?H_l / uw dax — / xu” daz) ,
Az x; z;

mOk:A—$<x1/xou dx—/womu d:z:), (69)
S - T (70)
Mk, = 1 xn_lxu T — Tp_1 In_lu x|.

Apesar de, nas equagdes (68), (69) e (70) ndo aparecer explicitamente o indice & &

(68)
parat =0

eparat=n

direita da igualdade, ele afeta o calculo das integrais, ja que u* = u*(z,£). Quando k < i,
significa que ¢ = & = kAx < iAx = x; = = e a integral é calculada de uma maneira.
Ja quando k& > i, ela é calculada de outra maneira. As solucBes destas integrais estdo nos
Apéndices 4 e 5.

Como no caso estatico, para calcular a rotac3o e os esforcos, vdo ser aplicadas de-
rivadas em relagdo a £ na equagdo (58). Um dos termos originados é a derivada da integral
da dominio que contém a aceleragdo. Utilizando as regra de Leibniz mais uma vez, a primeira

derivada em relacdo a £ da integral citada resulta em

o (" ..\ of [, N
§</Ouu dx)—a—€</0uu dx)+a—€</£uu d!E)—

¢ ou* o0& L ou o0&
ii—dz 4+ —iu*|  + | i dr — i (71)
/0 85 aé— r=£ £ a§ aé— r=¢£
£ ou* L ou*
i de + | 4 dz.
o 0§ ¢ 0&

O principio utilizado na equagdo (71) pode ser estendido para qualquer grau de deri-
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vada, resultando em

ot N [ AN R
8_§77</0uu dx) _3577(/0uu dx>+8§"</£uu dx) = -

§ oMy o"u* Loy
U dx+/ U da::/il dzx,
/0 &N ¢ O0gn o Og"

onde 7 é o grau da derivada.

Assim, é possivel derivar a equagdo (67) em relagdo a &, obtendo

" L omyr Titl Qi " OMmyy,
(/uu dx)- 0u8§77 dz = Z/ 85" dzr = ;ui aen (73)

agn

ko~ .
sdo calculados como, para 1 <i<n—1

m
.. i
onde os coeficientes

oEn

Mmy, 1 (/I 0’7u Ti Oy )
= — T dz

acn Az d agn
3 T gn i1 08 (78)
A (a / RRCA / A
A Tit1 . 8577 xr N xZ 8577 x|,
para it =0
d"mor 1 Loyt gy
pen Am( e | d“”) (75)
eparat=n
MMy 1 o JMy* oyt
oer M(/ T o6 dr — 2,1 e dx). (76)

O calculo das integrais de (74), (75) e (76) esta apresentado nos Apéndices 4 e 5.

Vale ressaltar que (68), (69) e (70) sdo, respectivamente, (74), (75) e (76) para n = 0.

Com o apresentado nesta subsecdo e na anterior, é possivel finalizar a formulagcdo do

MEC-D para o caso dindmico das vigas.

3.3.4 Formulagdo integral dindmica

Na subse¢do 3.3.1, foi apresentada, em (58), a equagdo para o calculo dos desloca-

mentos ao longo do tempo e ao longo de vigas sob base elastica. Nesta equacdo, aparece
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a integral da aceleracdo, que acrescenta outra incégnita ao problema. Nas duas subsecdes
seguintes, 3.3.2 e 3.3.3, foi apresentada a maneira como a acelerac3o é tratada neste trabalho,
sendo aproximada temporalmente com o Método de Houbolt e variando de forma linear dentro
de cada célula. Foi comentado também que a solucdo numérica serd obtida somente para a
malha formada pelos nés das células e pela discretizacdo temporal. Com a discretizacdo, as
coordenadas espaciais sdo iguais a © = x; = iAx e £ = & = kAx com i e k variando de zero
até o numero de células, n, e a variavel temporal é igual a t = t; = jAt, com j variando de
zero até m, que estd associado ao tempo final da analise.

Portanto, com a aproximacdo da aceleracio mostrada nas subsecbes anteriores e
sabendo que as equa¢des sdo escritas para alguns pontos do dominio, a equacdo (58) pode

ser escrita como

=tj+1
Jj+1 _ Q * M * M* Q*
- tig) = | =Su — =0 +0— —
we = (8 ti) (EI“ gr” B "EL)|
t=t;
Q- My M QT
EIY T EI EI - VEI ) -
a= 77
t=t;
&k L EA
q(x,1) / q(x,1)
d d
+ (/0 o v x+ . EI u dx
At . ‘ . .
_ 'O_I @(2%“ — 5ul + 4wl — ul 7 my.

Do lado direito da igualdade u, 6, M, (Q e o carregamento, ¢, sdo funcdes de x e t. Ja a
solucdo fundamental, u*, e as variaveis oriundas dela, 0*, M* e QQ*, sdo funcdes de £ e z.

Derivando a equagdo (77), chega-se na equagdo da rotagdo

t=tjt17
| o[(q M M Q
J+1 ) - Y A L _
O =08 tin) = 5 (EJ“ g1’ U ”EI) B
o[(@Q e =
T o (E o T _“E1>
laso (78)




Analogamente, partindo do mostrado em (2), a equagdo para o momento fletor é

- 92 [ t=t; 1]
M = MG tin) = = 35 (Qu* — MO" + M — u@*)
=L
52 B t=tj 17
+6_52 <Qu*—M9*+«9M*—uQ*)
L =0 a

t=tjt1

& 92 L 2u*
— d d
( 0 ! 8§2 o &cq 652 x)

— j+1 ] i—1 i—2 8277”%
+ pA ; (20" =50 +4u] ™" —ul7?) 50
e para o esforco cortante
, 9 [ t=tjt1]
Qi = Q& tj) =— 268 (Qu* — MO* +0M" — UQ*> .
- - t:_th:
+ o6 (Qu* — MO* +0M* — uQ*) .
;k Bu L 93,* =t
_( i q8£3 dz + gkqa53 dx)
— j+1 j i—1 j—2 a3mik
—i—pA;(Quf —bul +4ul —ul ) 96

52

(80)

As quatro equacdes anteriores calculam os esforcos para qualquer ponto da discreti-

zagdo da viga no instante de tempo ¢ = t;;, desde que sejam conhecidos: os valores de u ao

longo da viga, desde o instante de tempo t =¢;_5 até t =t,.4; e os valores de , M e () no

contorno (em = = 0 e x = L) no instante de tempo t = ¢,4.

A solugdo geral se da através de um sistema que tem como variaveis os quatro valores

desconhecidos no contorno e os deslocamentos dos nés internos, todos avaliados em ¢ = ¢, 4.

Neste trabalho as equagdes utilizadas para montar o sistema sdo a do deslocamento, (77), e

a da rotagdo, (78). As quatro primeiras equacdes do sistema sdo a (77) para £ = 0, (77) para

&=L, (78) para & =0e (78) para & = L. As outras n — 1 equag¢des sdo as do deslocamento,

aplicadas para £ = kAx, com k variando de 1 até n — 1.
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Assim, o sistema de equacdes formado pode ser escrito como
Hu = Gq + B + Mii (81)

onde os elementos de cada matriz serdo descritos na sequéncia.

A matriz H pode ser escrita em submatrizes como

H= , (82)

- Hpc 1

onde Hoe = H, que é a matriz 4 x 4 do caso estatico, definida em (48), 0 é a matriz nula

de dimensdo 4 x (n — 1),

=0 =L =0 z=L
£=61 §=&1 £=61 §=&1
=0 =L =0 z=L
§=&2 §=&2 §=&2 =62
=0 z=L =0 z=L
£=¢3 £=¢3 £=¢3 §=¢3
1 . . . .
Hor = — : : : : 83
bo = 27 (53)
Q =0 Q x=L =0 =L
E=E(n-3) E=€(n-3) E=E(n-3) §=€(n-3)
Q =0 Q x=L =0 =L
§=€(n—2) §=E(n-2) §=€(n—2) §=€(n-2)
Q =0 Q x=L =0 =L
| E=€(n-1) E=€(n-1) E=€(n-1) §&=¢(m-1) |
e I é a matriz identidade de dimensdo n — 1.
Ja o vetor u pode ser dividido em dois subvetores como
Uc
u = : (84)
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onde uc é o vetor U, mostrado em (50), avaliado no tempo ¢ =t;,1, e

t=tj+1 t=tjt1 t=tj+1 t=tjt1 t=tj+1 =t 7T
up = | u U U U U u . (85)
r=x1 T=x9 r=x3 T=Xp_3 T=Tp_2 T=Xp_1
A matriz G pode ser escrita como
Gce
G= (86)
Gpc
onde Gcc = G, definida em (49) e
u* —u* —0* 0*
=0 z=L =0 z=L
§&=41 §&=&1 §=61 1S3
u* —u* —0* 0*
=0 =L =0 =L
§=&2 §=62 §=¢&2 §=&2
u* —u* —0* 0*
=0 z=L =0 z=L
§=¢3 §=¢&3 §=¢3 §=¢&3
G = — : : : : 87
DC = 77 (87)
u* —u* —0* 0*
=0 z=L =0 z=L
E=E(n—3) §=€(n-3) E=€(n—3) E=E(n-3)
u* —u* —0* 0*
=0 =L =0 =L
§=8(n-2) §=8(n-2) §=E(n-2) E=E(n-2)
u* —u* —0* 0*
=0 z=L =0 z=L
L E=€(n-1) §=¢(n-1) §=€(n-1) E=(m-1) |

Por sua vez, o vetor q apresenta s os valores de contorno e é o vetor do caso estatico,
mostrado em (51), avaliado em t =¢,4.
O vetor relacionado com o carregamento, B, pode também ser definido como dois

subvetores. Assim,
B

B=| | (88)
Bp
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onde B¢ é o vetor B, mostrado em (52), avaliado no tempo ¢t =t;.4, e

1 L t=tjy1 L t=tj+1 L t=tjy1 L t=tjt1 T
Bp = — / qu” dx / qu* dz e / qu” dx / qu” dx
EI 0 6:51 0 5:52 0 §:£n72 0 5:57171
(89)
A matriz M também pode ser escrita em duas submatrizes como
Mcc
M = , (90)
1\/IDC
onde
m(0)(0) m(1)(0) m(s)(0) M(n—2)(0) M(n—1)(0) M(n)(0)
mM(0)(n) m(1)(n) m(3)(n) M(n—2)(n) M(n—1)(n) M(n)(n)
MCC = ’
Imeyo) Imaye)  Ime) ) OMmup-2©0) IMuEp-10) IMw)0)
¢ ¢ ¢ o 3 ¢
OImoym) Imum Imem IMup-2;n) OMup-1ym)  IMw)w)
¢ ¢ o€ ¢ ¢ ¢
(91)
e
m(0)(1) m)(1) m(2)(1) M(n-2)(1) M(n-1)(1) M(n)(1)
m(0)(2) m)(2) m(2)(2) Mn-2)(2) Mn-1)(2) Mn)(2)
m(0)(3) m(1)(3) m(2)(3) M(n—2)(3) M(n—1)(3) M(n)(3)
Mpc =
M©)(n—3) M@)(n-3) M(2)(n-3) Mn-2)(n—3) M(n-1)(n—3) M(n)(n—3)
moy(n—2) M@A)(n-2) "(2)(n—2) Mn-2)(n—2) M(n-1)(n-2) M(n)(n—2)
mo)(n—1) M@A)(n—1) "(2)(n-1) Mn-2)(n—-1) M(n-1)(n-1) M(n)(n-1) ]
(92)

Os elementos de (91) e (92) s&o calculados como apresentado em (74), (75) e (76).

O altimo elemento da equagdo (81) a ser definido é o vetor 1i, composto da aceleragdo



de cada ponto, ou seja,

il ]
Uy

Jj+1
2uy

Jj+1
2uy

j+1
2uy,

Jj+1
2“7172
2uj+1

n—1

J+1
2u),

Jj+1
2uy

Jj+1
2w

j+1
2uy

j+1
2w,y
9/t

n—1

J+1
2u;

J Jj=1 Jj=2
J Jj—=1 Jj—=2

J J—1 J
— duy +4uy T — uy

— 5l =1 _ 32
dSud + 4u, ul

At?

Jj—1 Jj—2
+ 4un 2 — Up o
Jj—1 Jj—2
+ 4un 1 Up

-2

J J—1 s
—dup +4dup T —

J J—1 =2
—ouy +4u; T —

J J—1 s
—duy +4uy T — uy

— 57 J=1 _ 432
Sud + 4u), )
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(93)

Os elementos a direita da dltima igualdade da equagdo (93) estdo na forma mais

conveniente para a construcdo do sistema de equagdes.

O primeiro elemento contém os

deslocamentos desconhecidos, que sdo incégnitas do problema. O segundo elemento apresenta

valores de deslocamentos para passos de tempo anteriores, que sdo conhecidos.

Dadas as condigdes de contorno e as condi¢Bes iniciais, a equacdo (81) pode ser

rearranjada num sistema do tipo AX = B, onde X contém as incégnitas em ¢ = t;.,

a matriz A contém os coeficientes que multiplicam estas incégnitas e o vetor B contém

os valores conhecidos.

Apds a solucdo do sistema, sdo conhecidos no instante de tempo
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t =t;+1, o deslocamento, u, para todos os pontos do dominio, juntamente com a rotacdo, 0,
o momento fletor, M, e o esforco cortante, (), no contorno. Com esses valores, qualquer uma
dessas grandezas pode ser calculada para qualquer ponto interno, utilizando as equa¢des (78),
(79) e (80), para o instante de tempo t = ;.

Os valores sdo calculados com o avango no tempo, ou seja, o sistema é resolvido para
t = t, depois para t = t5 e assim sucessivamente até t = ¢,,, que é o ultimo passo de tempo
da andlise. Parat =1t et =1y (j =0 e j =1, respectivamente), surgem deslocamentos em

''e u; 2. Seu tratamento foi apresentado na subsegdo 3.3.2 e, como o

tempos negativos, u,
deslocamento e a velocidade inicial sdo sempre nulas neste trabalho, estes deslocamentos sao

sempre nulos, ou seja, u;l =0e u;2 = 0, para todas as analises.
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4 EXEMPLOS NUMERICOS

4.1 ORGANIZACAO E APRESENTACAO DOS RESULTADOS

A formulacdo de Método Elementos de Contorno desenvolvida no Capitulo 3 é aplicada
para os quatro tipos de vigas: AA - que tem como vinculos apoios simples nos dois extremos;
EE - que tem como vinculos engaste nos dois extremos; EA - que possui engaste na extremidade
esquerda e apoio simples na direita; EL - que possui a extremidade da esquerda com engaste
e a direita é livre. Para o caso estatico, sdo apresentados os resultados dessa formulacio
juntamente com a solugdo analitica, citadas no Capitulo 2 e contidas no Apéndice 1, e as
solucdes numéricas com o Método das Diferencas Finitas, MDF. Ja para o caso dindmico n3o
ha solucio analitica conhecida e, por isso, os resultados foram mostrados juntamente com a
solucdo do MDF, que serviu como comparativo. A formulacdo para o MDF foi apresentada
na primeira parte do Capitulo 3.

Para todas as vigas foram adotadas caracteristicas de material e da geometria cons-
tantes, indicadas na Tabela 11. O comprimento de cada viga analisada estd indicado na
Tabela 12. Os carregamentos aplicados sdo o concentrado ou o distribuido. Os valores uti-
lizados estdo apresentados na Tabela 13. O valor de coeficiente de mola que representa a
base elastica é constante e igual a kK = 4,0E+6 N/m2 para todas as analises. Para a no-
tacdo das poténcias de base 10, foi adotada a letra E seguida do expoente, por exemplo:
1,0E—1 =1,0 x 10°1,

Todas as formulacdes foram implementadas computacionalmente na linguagem For-
tran e os codigos escritos estdo no Apéndice 6. Apesar das respostas serem obtidas de forma
numeérica, o resultado obtido foi apresentado em forma de grafico. Trés configuracées de carre-
gamento foram avaliadas: estatico, gradual e instantaneo. As subsecdes seguintes apresentam

os respectivos detalhes.
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TABELA 11 — PROPRIEDADES DO MATERIAL E DA GEOMETRIA DAS VIGAS ANALISADAS

Propriedade Simbolo Valor Unidade
Area da secdo transversal A 0,09 m?
Inércia da secdo transversal I 1,251875E—3 m?
Médulo de elasticidade E 3,0E+10 N/m”
Densidade do material p 2.400 kg/m®

Fonte: O autor (2017).

TABELA 12 — COMPRIMENTO DAS VIGAS ANALISADAS

Tipo de viga L Unidade
AA 4,0 m
EE 4,0 m
EA 4,0 m
EL 2,0 m

Fonte: O autor (2017).

TABELA 13 — VALOR FINAL DA CARGA E LOCAL DE APLICAGAO NAS VIGAS ANALISADAS

Tipo de viga Carga Valor Unidade Local de aplicagéo

AA Concentrada 1,0E+5 N r=3L/4

EE Concentrada 1,0E+5 N r=3L/4

EA Concentrada 1,0E+5 N r=3L/4

EL Concentrada 1,0E+5 N r=1L

AA Distribuida 5,0E+4 N/m Ao longo de toda a viga
EE Distribuida 5,0E+4 N/m Ao longo de toda a viga
EA Distribuida 5,0E+4 N/m Ao longo de toda a viga
EL Distribuida 5,0E+4 N/m Ao longo de toda a viga

Fonte: O autor (2017).

4.1.1 Resultados para carregamento estatico

Utilizando a formulac3o desenvolvida no Capitulo 3 para o caso estatico, foram calcu-

lados os deslocamentos, rotacées, momentos fletores e esforcos cortantes para os dois pontos

do contorno e para alguns pontos dentro do dominio da viga.
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Para a formulacio estatica do Método dos Elementos de Contorno, MEC, sdo somente
quatro incoégnitas do problema, que sdo os valores desconhecidos no contorno. O sistema a
ser resolvido, para cada tipo de viga e carregamento, & o apresentado em (47). Apds resolver
o problema para estes quatro valores, é possivel calcular, para um ponto interno qualquer:
o deslocamento, com a equacgdo (40); a rota¢do, com (44); o momento fletor, com (45); e
o esforgco cortante, com a equagdo (46). Para o MEC, sdo apresentados resultados para 19
pontos internos.

Para o Método dos Diferencas Finitas, & necessaria a discretizacdo do dominio. A
discretizac3o para o caso estatico foi feita dividindo a viga em 161 nés para as vigas AA, EE, EA
e 81 nos para a viga EL, resultando assim em pontos distantes de 0,025m. Os deslocamentos
para os nds da discretizacdo precisam ser calculados de maneira simultanea, resultando em
matrizes de dimensdo praticamente igual ao nimero de nés da discretizagdo (n3o é igual
porque os apoios com deslocamentos conhecidos ndo entram no calculo). O sistema a ser
resolvido é o apresentado na subsecdo 3.1.1. Tendo os deslocamentos calculados, basta fazer
substituicdes simples nas equacdes apresentadas nas Tabelas 6, 7 e 8 para calcular a rotacio,
o momento fletor e o esforco cortante para qualquer ponto interno. Apesar do grande nimero
de nés, foram apresentados os resultados para os mesmos pontos calculados com o MEC.

A solucdo apresentada pelos dois métodos numéricos foi comparada com a solucdo
analitica, comentada no Capitulo 2 e detalhada nos Apéndice 1. Como ela é continua, foi
representada com a linha cheia nas Figuras com os resultados. As Figuras 7, 9, 11 e 13
apresentam as solucGes para a carga concentrada. Ja as Figuras 8, 10, 12 e 14 apresentam as

solucdes para a carga distribuida.

4.1.2 Resultados para carregamento gradual

O Capitulo 3 desenvolveu além de formulacdes para o caso estatico, a formulacio
MEC-D e a MDF para o caso dindmico de vigas sobre base elastica. No desenvolvimento das
formulacdes, o carregamento n3o sofreu nenhuma restricdo, podendo ser variavel no tempo e

no espaco. Assim, o carregamento considerado aqui variou no tempo. De 0 até 50 milisegun-
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dos, ele variou linearmente, partindo de um carregamento nulo até atingir o valor indicado na
Tabela 13, que foi mantido até o fim da analise. O tempo total de analise foi de 300 milise-

gundos. A Figura 5 mostra a representacio grafica deste carregamento.

FIGURA 5 — REPRESENTACAO DO CARREGAMENTO GRADUAL

Carga

Carga final ¢

! : Tempo
50 300
milisegundos milisegundos

FONTE: O autor (2017).

Para o MEC-D, é necessaria uma discretizacdo de dominio e, como o Método de
Houbolt & utilizado para calcular a aceleracdo, uma discretizacdo temporal também. A dis-
cretizacdo do dominio é feita por células de tamanho constantes e a discretizacdo temporal,
por intervalos de tempo constantes. Para cada passo de tempo, é preciso calcular os valores
incognitos do contorno e o deslocamento dos pontos internos, coincidentes com os extremos
das células da discretizacdo. A solucdo apresentada neste trabalho foi obtida com 80 células
para as vigas AA, EE e EA e 40 células para as vigas EL, o que resulta em células de tamanho
igual a 0,05m. O passo de tempo escolhido foi At = 1,0E—5s, resultando em 30.000 passos
de tempo. Apds a solucdo de cada passo de tempo, ja é possivel calcular as demais variaveis
incégnitas para o dominio da viga, ou seja: a rotagdo, com a equagdo (78); o momento fletor,
com (79); e o esforco cortante, com (80).

Para o MDF, a discretizacdo é inerente ao método. Foram utilizados 161 nés para as
vigas AA, EE e EA e 81 nés para as vigas EL, com a distancia entre os nés igual a 0,025m.
O passo de tempo escolhido foi igual a At = 1,0E—7s, resultando em 3.000.000 passos de
tempo. Apés o calculo dos deslocamentos de um passo de tempo, ja é possivel calcular, para

0 mesmo passo de tempo, a rotacdo, o momento fletor e o esforco cortante para qualquer
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ponto interno com as equacdes apresentadas nas Tabelas 6, 7 e 8.

As Figuras 15, 16, 17 e 18 apresentam as solucBes para a carga concentrada. Ja as
Figuras 19, 20, 21 e 22 apresentam as solucdes para a carga distribuida. Cada uma destas
oito figuras contém oito graficos, onde os quatro primeiros contém o valor calculado das
variadveis de contorno ndo prescritas pelos vinculos e os quatro aGltimos apresentam o valor
do deslocamento, rotacdo, momento fletor e esforco cortante para um ponto interno. Apesar
de ser utilizado 30.000 passos de tempo na solucdo do MEC-D, foram impressas somente 51
respostas em cada grafico, igualmente espacadas no tempo. Os resultados com o MDF est&o
tracados com linha continua, mas é importante frisar que as solucdes sdo obtidas somente

para um conjunto discreto de pontos.

4.1.3 Resultados para carregamento instantaneo

A subsec3o anterior mostrou o caso de um carregamento que cresce até estabilizar
num valor final. Nesta subsecdo, o carregamento é instantaneo, ou seja, no instante inicial do
problema ele ja estd com o valor final indicado na Tabela 13. O tempo total utilizado para
estas solucdes é 30 milisegundos. Uma representacdo grafica deste carregamento pode ser

vista na Figura 6.

FIGURA 6 — REPRESENTACAO DO CARREGAMENTO INSTANTANEO

Carga

Carga final

Tempo
30
milisegundos

FONTE: O autor (2017).



63

Para o MEC-D, foi usado o mesmo nimero de células indicados na subsecdo anterior,
ou seja, 80 para as vigas AA, EE e EA e 40 para as vigas EL. Porém, o intervalo de tempo
utilizado foi de At = 1,0E—G6s, resultando em 30.000 passos de tempo .

Para o MDF também foi mantido o namero de nés citados na subsecdo anterior, isto
é, 161 nos para as vigas AA, EE e EA e 81 nés para as vigas EL. Analogamente, foi mantido
o mesmo intervalo de tempo, At = 1,0E—7s, mas resultado em 300.000 passos de tempo.

Como nos resultados da subsecdo anterior, os resultados obtidos com o MDF estdo
tracados com linha continua, mas as respostas sdo obtidas somente para um conjunto discreto
de pontos. Ja para o MEC-D, foram selecionadas somente 51 respostas igualmente espacadas
no tempo.

As Figuras 23, 24, 25 e 26 apresentam as solucdes para a carga concentrada. Ja
as Figuras 27, 28, 29 e 30 apresentam as solu¢des para a carga distribuida. Os graficos
contidos nessas Figuras foram organizados como os da resposta para carregamento aplicado
gradualmente, ou seja, os quatro primeiros contém o valor calculado das variaveis de contorno
n3o prescritas pelos vinculos e os quatro altimos apresentam o valor do deslocamento, rotacio,

momento fletor e esforco cortante para um ponto interno.



FIGURA 7 — RESULTADOS PARA VIGA AA COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
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FONTE: O autor (2017).
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FIGURA 8 — RESULTADOS PARA VIGA AA COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO ESTATICO
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FONTE: O autor (2017).



FIGURA 9 — RESULTADOS PARA VIGA EE COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO

ESTATICO
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FONTE: O autor (2017).

FIGURA 10 — RESULTADOS PARA VIGA

ESTATICO

EE COM

CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
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FONTE: O autor (2017).
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FIGURA 11 — RESULTADOS PARA VIGA EA COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
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FONTE: O autor (2017).

FIGURA 12 — RESULTADOS PARA VIGA

ESTATICO

EA COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
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FIGURA 13 - RESULTADOS PARA VIGA EL COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
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FIGURA 14 — RESULTADOS PARA VIGA EL COM

ESTATICO

CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
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FIGURA 15 — RESULTADOS PARA VIGA AA COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
TOTAL EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 16 — RESULTADOS PARA VIGA EE COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
TOTAL EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 17 — RESULTADOS PARA VIGA EA COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO

TOTAL EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 18 — RESULTADOS PARA VIGA EL COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
TOTAL EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 19 - RESULTADOS PARA VIGA AA COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO TOTAL

EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 20 — RESULTADOS PARA VIGA EE COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO TOTAL

EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 21 — RESULTADOS PARA VIGA EA COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO TOTAL
EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 22 — RESULTADOS PARA VIGA EL COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO TOTAL

EM 50 MILISEGUNDOS
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FIGURA 23 — RESULTADOS PARA VIGA AA COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO

INSTANTANEO
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FIGURA 24 — RESULTADOS PARA VIGA EE COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO
INSTANTANEO
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FIGURA 25 — RESULTADOS PARA VIGA EA COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO

INSTANTANEO
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FIGURA 26 — RESULTADOS PARA VIGA EL COM CARGA CONCENTRADA - CARREGAMENTO

INSTANTANEO
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FIGURA 27 — RESULTADOS PARA VIGA AA COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
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FIGURA 28 — RESULTADOS PARA VIGA EE COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
INSTANTANEO
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FIGURA 29 — RESULTADOS PARA VIGA EA COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
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FIGURA 30 — RESULTADOS PARA VIGA EL COM CARGA DISTRIBUIDA - CARREGAMENTO
INSTANTANEO

Posigao: 0,0m Posigao: 2,0m
-5,0E4+1 -3,EE4-2
g 53EM E,EE4+E
E -5,2E4+1 3,EE4-2
~  -5,7E4+1 E 5,7E4-8
o ~
O -5,EE4+1 5,0E4-8
U o
©  _0,EE4+2 = 7,2E4-8
~ ©
o  -3.EE4+2 < 8,EE4-8
UT ©
O -2,EEAR a 8,3E4-8
B -7,EE4+2 2,7E4-8
o
E,EE4+E 2,0E4-8
7,EE4+2 1,2€4-8
E,E 6,1 51,E 77,1 8E,E E,E
patso )tMm
Posigao: 0,0m Posicao:
-7,EE442 -2,EE4-2
< E,EE4+E ¢ E,EE4+E
2 7,ean2 2,EE4-2
o 2,EE4+2 g 0,EE4-2
f=
o
= 3,EE4+2 =3 5,7E4-8
B 0,EE4+2 ° 5,3E4-8
w
° 5,EE4+1 ‘£ 7,EE4-8
UT
q‘é 5,7E4+1 g 7,2E4-8
E‘ 5,2E4+1 7,0E4-8
5,3E4+1 i 8,7E4-8
5,0E4+1 8,3E4-8
E,E 6,1 51,E 77,1 8E,E E,E 6,1 51,E 77,1 8E,E
patso )tMm patso )tMm
Posigao: 1,0m Posigao: 1,0m
-7,EE4-2 T T : -3,EE44+2 T T :
E,EE4+E : < -1,714+2 3
7,EE4-2 B -2,1E4+2
=
E 2,EE4-2 ~  -8,614+2
~ o
3,EE4-2 O  -8,EE4+2
o uT
=2 ©,EE4-2 S 7,71442
T A
< 5,EE4-8 o  -5)1E4+2
© U
a 5,7E4-8 U -6,1EM8
5,2£4-8 E E,EE4+E
5,3E4-8 6,1E4+8
5,0E4-8 ! L 5,1E4+2
E,E 6,1 51,E 77,1 8E,E E,E 6,1 51,E 77,1 8E,E
patso )tMm patso )tMm
Posigao: 1,0m Posigao: 1,0m
-8,1E4-2 T T T -5,7E4+2
E,EE4+E ; : c E,EE4+E
8,1E4-2 = 5,7E4+2
£ 6,EE4-2 © 7,2E442
=y
o
=3 5,E14-8 < 8,3E4+2
i
9 5,2E4-8 3 2,0E4+2
w
E 5,614-8 ° 3,EE4+2
UT
i
2 7,5E4-8 3 6,7E4+2
7,214-8 = 0,2E4+2
w
7,0E4-8 9,3E4+2
8,514-8 5,E04+1
E,E 6,1 77,1 8E,E E,E 6,1 51,E 77,1 8E,E
patso )tMm patso )tMm

FONTE: O autor (2017).



84

4.2 ANALISE DOS RESULTADOS

De uma maneira geral e sucinta, percebe-se que os resultados numéricos para o
caso estatico apresentam elevada acuracia com a solucdo analitica. Para o caso dindmico,
para o qual n3o se conhece a solug¢do analitica, os dois resultados numéricos apresentam boa
concordancia. Tal fato é um forte indicativo que as solucdes numéricas propostas apresentam
boa qualidade, ja que os métodos apresentam poucas semelhancas entre si.

De maneira mais detalhada, é conveniente fazer a analise pelos trés grupos apresen-
tados: vigas com carregamento estatico; vigas com carregamento crescente no tempo, até

chegar no maximo; e vigas com carregamento aplicado de forma instantanea.

4.2.1 Resultados para carregamento estatico

Para o carregamento estatico, cujos resultados sdo mostrados nas Figuras 7 até 14,
é possivel notar que as duas solucdes numéricas praticamente coincidem com as solucdes
analiticas. Para o MEC, o valor numérico obtido é exatamente igual a solugdo analitica.
Importante ressaltar que até o esforco cortante, que envolve a derivada de terceira ordem
do deslocamento e, portanto, estd muito mais sujeito as instabilidades numéricas, também
apresentou bons resultados. O tempo computacional? gasto para as solucdes numéricas é
praticamente instantaneo para o MEC, bem como para o MDF.

Sobre o esforco cortante, um fato curioso pode ser visto nos resultados com o car-
regamento estatico concentrado, mostrado nas Figuras 7, 9, 11 e 13. O salto que existe nos
graficos representa a carga concentrada aplicada. A solucdo com o MDF apresentou, para o
ponto de aplicacdo da carga, um valor intermediario, enquanto que a solugcdo do MEC, resultou
num dos extremos, coincidindo com a solucdo analitica. De fato, a solucdo analitica contém

uma descontinuidade no ponto de aplicacdo da carga concentrada, que foi melhor representada

pelo MEC.

2Todos os exemplos foram simulados no mesmo computador. Os tempos computacionais mencionados
nesta subsecdo e nas duas seguintes sdo os medidos no computador utilizado.
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A influéncia da base elastica pode ser visualizada principalmente nos graficos do mo-
mento fletor e esforco cortante dos exemplos com carga concentrada. Os graficos de momentos
fletores com vigas sem base elastica e sujeitas a uma carga concentrada sdo compostos por
dois segmentos de reta. Por consequéncia, o resultado para o esforco cortante é composto
por dois trechos com valores constantes. Ao carregar uma viga apoiada em base elastica,
o deslocamento gerado faz com que surja, como rea¢do, um carregamento distribuido n3o
uniforme na viga, devido a deformac3o da base elastica. Ora, essa alteracdo pode ser vista
nos resultados apresentados, sendo os mais evidentes os para a viga AA e para a viga EL, nas
Figuras 7 e 13, respectivamente.

Ja para os resultados com carga distribuida, o grafico do momento fletor para vigas
sem base elastica € uma parabola e, por consequéncia, o esforco cortante é uma reta inclinada.
Mas o carregamento ndo uniforme, gerado pela base elastica, altera esses graficos. Como o
grafico do momento é uma curva, mesmo sem base elastica, a influéncia da base elastica é
mais dificil de ser percebida. Ja o esforco cortante deixa de ser uma reta, porém, devido aos
valores das propriedades elasticas escolhidas, a curvatura do esforco cortante ndo ficou tdo

acentuada.

4.2.2 Resultados para carregamento gradual

As Figuras 15 a 22 apresentam as respostas obtidas ao aplicar um carregamento
crescente na viga, até atingir o valor final constante. O tempo computacional gasto para estas
solucdes numeéricas foi maior do que o para as solucdes do caso estatico. Ele esta associado
com a discretizagdo adotada e o nimero de passos de tempo. Para as vigas AA, EE e EA,
com o MEC-D, o tempo de cada analise foi aproximadamente um minuto enquanto para as
vigas EL foi gasto menos de um minuto. J4 com o MDF, para as vigas AA, EE e EA, o tempo
de cada anélise foi aproximadamente de 55 minutos e para as vigas EL, aproximadamente 17
minutos.

Para todos os resultados, & notavel o crescimento dos esforcos até o tempo de 50

milisegundos e depois uma oscilagdo em torno de um valor constante. O crescimento do
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esforco estd de acordo com o crescimento da carga, ou seja, conforme a carga cresce, os
esforcos crescem. Apés a carga atingir seu valor final constante, os esforcos oscilam em torno
de um valor também constante.

As propriedades do material e da geometria da viga foram mantidas as mesmas da
analise estatica, sendo acrescentadas somente a densidade e a area da secdo transversal, devido
a parcela da aceleracdo. Ja que as propriedades comuns possuem o mesmo valor, é possivel
comparar os resultados do carregamento dindmico gradual com os do estatico. De anteméo,
de acordo com Hibbeler [2], sabe-se que se o carregamento for suficientemente lento, os
resultados finais serdo os resultados obtidos com a formulacio estatica.

Tomando as respostas dindmicas apresentadas, percebe-se que, apds atingir a carga
final em 50 milisegundos, todos os resultados obtidos, tanto para o contorno como para o ponto
interno, oscilam em torno da solucdo estatica, apresentada nas Figuras 7 até 14. As solucdes
numéricas obtidas se comportaram como esperado, mesmo para um carregamento total em
50 milisegundos. Assim, é possivel dizer que as formulacdes dindmicas apresentam bons
resultados. Visualmente, chamam atenc3o os resultados para as vigas EE e EL sujeitas a carga
concentrada e para as vigas EE e EL sujeitas ao carregamento distribuido, respectivamente
nas Figuras 16, 18, 20 e 22, ja que sdo as que apresentam a menor oscilacdo depois de atingir
a carga final. Esta menor oscilagdo pode ser atribuida as condi¢cdes de contorno impostas pelo
vinculo do tipo engaste (E) e, para as vigas EL, também ao comprimento adotado.

Um fato curioso acontece com o deslocamento do ponto interno apresentado para
os quatro tipos de vigas analisadas sujeitas a carga concentrada (Figuras 15, 16, 17 e 18).
Nos primeiros instantes de tempo, os deslocamentos calculados sdo negativos, opostos ao
sentido do carregamento®. Estes resultados ainda precisam ser melhores investigados, mas

duas hipéteses podem ser consideradas:

a) Os deslocamentos ocorrem por instabilidades numéricas.

Ja que o carregamento é pequeno quando estes valores ocorrem, instabilidades

e erros de truncamento podem distorcer o calculo destes valores. As respostas

30bservando os arquivos de respostas de cada um dos métodos numéricos, é possivel verificar que existem
deslocamentos negativos em todos eles, em ambos os métodos. Para a viga AA, ocorre até o tempo ¢t = 3,4ms;
para a EE, até ¢t = 2,7ms; para a EA, até t = 3,0ms; para a EL, até t = 1,6ms.
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para os primeiros passos de tempo das oito vigas analisadas apresentam altera-
cbes de sinal. O valor absoluto destes resultados para os primeiros passos de
tempo, quando comparado com o valor final calculado, & praticamente zero e

estas instabilidades ndo afetaram o resultado final esperado.

b) Estes deslocamentos negativos sdo inerentes a teoria considerada.

Para o caso estatico, Hetényi [5] apresenta solugdo para vigas infinitas, apoiadas
somente pela base elastica, sujeitas a cargas concentradas. Nesta solucdo, é pos-
sivel ver que ocorrem deslocamentos negativos, opostos ao sentido de aplicagdo
da carga, a uma certa distancia do ponto de aplicacdo dela, que se anulam a uma
distancia ainda maior. Nos resultados numéricos obtidos para as vigas AA, EE e
EA, para carga concentrada, algo semelhante pode estar acontecendo. Enquanto
a carga esta pequena, o vinculo da direita (mais préximo do ponto de aplicagio)
e parte da base elastica seriam suficientes para suportar a carga. Ou seja, para
a esquerda do ponto de aplicacdo da carga, a viga se comporta como viga infi-
nita e deslocamentos negativos podem ocorrer. Além disso, as quatro incégnitas
(deslocamento, rotacdo, momento fletor e esfor¢o cortante) nas proximidades do
vinculo esquerdo sdo praticamente zero, que é igual ao resultado estatico para
vigas infinitas em pontos distantes do ponto de aplicacdo. Com o passar do
tempo, a carga aumenta, fazendo com que o deslocamento também aumente e
os valores das quatro incégnitas nas proximidades do vinculo esquerdo passam a
ser diferentes de zero. Assim, a partir deste momento, o tipo de vinculo comeca

a afetar os resultados.

Para o MEC-D, bastaria que fossem apresentados os resultados para as incognitas
do contorno (os quatro primeiros) e o do deslocamento do ponto interno, ou seja, os cinco
primeiros graficos de cada analise. Os outros trés resultados, rotacdo, momento fletor e esforco
cortante para um ponto interno, sdo obtidos como pds-processamento e refletem a qualidade
dos cinco primeiros resultados calculados.

Ja para o MDF, somente os deslocamentos s3o calculados e utilizados diretamente

pelo método. O calculo dos demais esforcos, no dominio ou no contorno, é feito depois de
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ja se conhecer os deslocamentos ao longo da viga. Assim, a qualidade do resultado para os
deslocamentos afeta diretamente o resultado para as outras incégnitas.

Quando ha simetria dos vinculos e da carga, os valores do deslocamento e do momento
fletor no vinculo esquerdo devem ser iguais aos do vinculo direito. Ja os valores para a rotacio
e o esforco cortante devem ser iguais em médulo. Esta simetria pode ser encontrada nas
vigas AA e EE que possuem carregamento distribuido, servindo como balizador da qualidade
da solucdo numeérica. Analisando o resultado apresentado nas Figuras 19 e 20, referente as
duas vigas citadas, é visivel que a solugdo numérica representou bem esta relacdo esperada.

Assim, conclui-se que os resultados para os dois métodos numéricos possuem boa

qualidade.

4.2.3 Resultados para carregamento instantaneo

Os bons resultados obtidos com vigas sujeitas a carregamentos graduais foram fa-
tores que proporcionaram seguranca para aplicar as formula¢ées numéricas a outros tipos de
carregamento, isto porque a formulagdo empregada é a mesma. Foi escolhido, assim, aplicar
carregamentos instantaneos nas vigas analisadas. Os resultados estdo nas Figuras 23 até 30.

O tempo computacional gasto para as solucdes do MEC-D foi praticamente o mesmo
dos resultados com carregamento gradual, apresentado na subsec3o anterior. Essa igualdade
se deu por que o nimero de células e o nimero de passos de tempo sdo os mesmos. Ja com o
MDF, o tempo computacional, para as vigas AA, EE e EA, foi de aproximadamente 6 minutos,
enquanto para as vigas EL, menor do que 2 minutos.

A diferenca que chama atengdo, comparativamente aos resultados para carregamento
aplicado gradualmente, é o comportamento do esforco cortante para as vigas com carrega-
mento concentrado. O trabalho de Scuciato [13] apresentou resultados de esforgo cortante
para vigas com carregamento instantdneo, mas sem base elastica. Nele, também é possivel
visualizar grande variacdo do esforco cortante, para passos de tempo préximos. Assim, os
resultados obtidos neste trabalho sdo aceitaveis.

Como pode ser visto em Mello [10], vigas sujeitas a carregamentos dindmicos distribui-
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dos tendem a apresentar resultados que se repetem ao longo do tempo. Este comportamento
se encontra visivel nas analises anteriormente apresentadas, nas Figuras 27 até 30, e fortalece
a qualidade dos resultados obtidos. Ja para carregamentos concentrados, o comportamento é
bem mais irregular, desde o cortante, como ja citado, até o deslocamento.

Como para carregamento aplicado gradualmente, o deslocamento do ponto interno
apresentado, nas vigas sujeitas a carregamentos concentrados, Figuras 23 até 26, é negativo
nos primeiros passos de tempo. Porém, apés algum tempo de analise, o deslocamento volta a
ser negativo para cargas concentradas instantineas. Explicacdes mais detalhadas dependem
de mais estudos. Contudo, a repeticdo de deslocamentos negativos ao longo do tempo, sem
gerar instabilidade numérica, fortalece a hipétese de que estes deslocamentos sdo inerentes a
formulacdo empregada, e ndo associados a alguma instabilidade.

Como na subsecdo anterior, a simetria de vinculos e carregamento das vigas AA e EE
fornecem outro indicativo da boa qualidade dos resultados. Visualmente, as Figuras 27 e 28
mostram que o resultado para o vinculo da esquerda é igual ao do vinculo da direita, para o
momento fletor, e iguais em médulo para a rotacdo e o esforco cortante.

Como citado anteriormente, a qualidade dos resultados do MEC-D nos cinco primeiros
graficos de cada analise é o que norteia a qualidade para os outros trés (rotacdo, momento
e esforco cortante para um ponto interno), ja que eles sdo obtidos como pés-processamento.
Para o MDF, a qualidade do resultado para os deslocamentos afeta diretamente o resultado
para as outras incégnitas, tanto no dominio como no contorno.

Ja que a formulacdo apresentou bons resultados para carregamentos graduais, era
esperado que o mesmo se repetisse para qualquer tipo de carregamento. Dados os pontos
citados nesta subsec3o, percebe-se que isso de fato ocorreu, reforcando que os dois métodos

numéricos apresentaram resultados de boa qualidade.
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5 CONCLUSAO

5.1 REVISAO DOS ASSUNTOS ABORDADOS

Este trabalho se propds a apresentar a aplicacido do Método dos Elementos de Con-
torno para vigas sobre base elastica sujeitas a carregamentos estaticos e dindmicos, concen-
trados ou distribuidos. As vigas para as quais a solucdo numérica foi apresentada foram a
biapoiada (AA), biengastada (EE), engastada-apoiada (EA) e a engastada-livre (EL). Em vir-
tude da falta de solucdo analitica para o caso dindmico, outra solucdo numérica, obtida com o
Método das Diferencas Finitas, foi apresentada para a comparacio dos resultados numéricos.

O Capitulo 1 introduziu o assunto tratado e apresentou algumas referéncias biblio-
graficas dos assuntos relacionados a este trabalho.

Ja o Capitulo 2 trouxe a formulacio da teoria de vigas sobre base elastica. A secio 2.2
apresentou uma maneira genérica de obter a solucdo analitica para carregamentos estaticos.
Apesar de também ser uma solucio analitica, a solucdo fundamental do problema tem um
aspecto importante neste trabalho e, por isso, foi apresentada na secdo 2.3.

O nucleo do trabalho se encontra no Capitulo 3, onde sdo apresentadas as formu-
lacdes numéricas. Primeiramente foi apresentada a formulacio do Método de Diferencas
Finitas (MDF) para o caso estatico, ja que a para o caso dindmico, apresentada logo depois,
é uma evolucdo do primeiro caso. Na sequéncia, foi apresentado o desenvolvimento da for-
mulagdo do caso estatico e a do caso dindmico do Método dos Elementos de Contorno (MEC
e MEC-D, respectivamente), sempre partindo da técnica de residuos ponderados, sendo que
ambas utilizaram a solucdo fundamental do caso estatico.

A aplicacdo das formulagdes desenvolvidas se deu por exemplos, mostrados no Capi-
tulo 4. Nele, os resultados para vigas do tipo AA, EE, EA e EL, sujeitas a cargas concentradas

ou dindmicas, foram apresentados. A anélise da qualidade dos resultados finalizou o Capitulo.
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5.2 CONCLUSOES E CONTRIBUICOES DO PRESENTE TRABALHO

Saber que é possivel obter resultados numéricos com qualidade, como exposto no ca-
pitulo anterior, é gratificante. Para isso, foram necessarias algumas etapas, das quais se pode
elencar duas principais e que exigiram consideravel esforco: o desenvolvimento das formula-
¢bes numéricas e a implementa¢do computacional. O desenvolvimento das formulagdes exige
conhecimento de cada método e dominio de ferramentas matematicas apropriadas, enquanto
a implementacdo computacional exige certa habilidade em alguma linguagem de programacéo.

A qualidade da resposta esta relacionada com o método e a discretizacdo escolhidos.
Para o caso estatico, a solucdo do MEC, que ndo necessita de discretizacdo, é exatamente a
solucio analitica, enquanto a solucdo obtida com o MDF é aproximada. Para os casos dina-
micos, a discretizacdo utilizada com o MEC-D variou, mas foi sempre menos refinada do que
a utilizada pelo MDF. Essa diferente discretizagdo também impacta o tempo computacional
necessario para o calculo. Se utilizada a mesma discretizacdo, o tempo computacional para
o MDF é levemente menor do que o MEC-D, porém a qualidade da resposta do altimo é
melhor. Isso pode ser melhor visualizado utilizando uma discretizacdo mais grosseira, quando
o MDF apresenta amortecimento crescente ao longo do tempo enquanto o MEC-D mantém
uma melhor precisdo, até mesmo para o esforco cortante de cargas concentradas instantaneas.

A sensibilidade a discretizacdo pode ser explicada pela abordagem de cada método
numeérico. Enquanto o MDF é mais simples, substituindo as derivadas da equacdo diferencial
por quocientes finitos, o Método dos Elementos de Contorno (para o caso estatico ou para o
caso dindmico), depende, por exemplo: da solugdo fundamental, particular para cada equagdo
diferencial; integracdo por partes; e solucdo das incégnitas do contorno de maneira simultanea.
Ou seja, mais ferramentas matematicas s3o necessarias para o Método dos Elementos de
Contorno do que para o Método das Diferencas Finitas, o que aumenta sua complexidade,
mas melhora os resultados.

Deve-se ressaltar que a escolha do MDF implicito, para os casos dindmicos, faz com
que ele seja sempre estavel, independentemente do nimero de nés e da distancia entre os

passos de tempo. Usar a opcdo explicita do método ndo requer a solucdo do sistema para
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cada passo de tempo, mas precisa de uma relacdo entre os incrementos espacial e temporal
para garantir sua estabilidade.

Os bons resultados obtidos justificam a principal contribuicdo deste trabalho: o de-
senvolvimento da formulacdo MEC-D para vigas sobre base elastica. Também s3o notaveis
os resultados de momento fletor e esforco cortante que, apesar de serem importantes para
dimensionamento estrutural, ndo sdo apresentados diretamente em outros trabalhos.

Como contribuicdo secundaria, é possivel citar: as solucdes analiticas para as qua-
tro vigas apresentadas para cargas concentradas e para a viga EA para carga distribuida; a
formulacdo do MDF para os casos estaticos e dindmicos; a formulacio do MEC para o caso

estatico.

5.3 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Na mesma linha deste trabalho, outras analises sdo possiveis. Uma delas é a consi-
deracdo de vigas continuas, sujeitas aos mesmos tipos de carregamento considerados aqui.

QOutra das aplicacdes possiveis é a analise de trilhos de ferrovias. Eles sdo suporta-
dos pelos dormentes, que podem ser tratados como apoio continuo, representados por um
coeficiente de mola, e pelo lastro, que pode ser representado por um coeficiente de mola
menor.

Como comentado na analise dos resultados para carregamento aplicado gradualmente,
esforcos de tracdo surgiram nas simulacdes e, neste trabalho, foi admitido que a base elastica
resistiu a tais esforcos. Outra fonte de estudo é quando isto n3o for verdade, exigindo uma
abordagem diferente onde a viga tende a se separar da base elastica.

Uma caso intrigante é o estudo de uma viga suportada somente pela base elastica, ou,
utilizando a nomenclatura deste trabalho, uma viga do tipo LL. Estando a viga sujeita a uma
carga concentrada ou a uma distribuida, aplicada parcialmente, seus extremos tendem a se
levantar da base elastica, que pode n3o resistir ao esforco de tracdo resultante. E necessario,

portanto, determinar os pontos em que estes esforcos surgem e desconsiderar a base elastica



93

onde for pertinente.

No MEC-D, foi a utilizada a solucdo fundamental da viga sobre base elastica. A
integral de dominio envolvendo a aceleracdo foi calculada com a discretizacdo do dominio.
Uma sugestdo é utilizar a solugdo fundamental de viga sem base elastica, que n3o eliminaria a
integral de dominio envolvendo o coeficiente da base elastica. Essa integral de dominio pode
ser resolvida utilizando a mesma discretizacdo feita para a aceleracio.

Tanto para as vigas analisadas neste trabalho quanto para as sugestdes anteriores,
é possivel, também, considerar uma carga mével, concentrada ou distribuida, percorrendo a

viga.

5.4 CONSIDERACOES FINAIS

Apesar da equacio da Teoria de Euler-Bernoulli ser unidimensional, reduzindo o con-
torno do problema aos pontos do contorno, a solucdo numérica mostrou-se trabalhosa. Ao
acrescentar o tempo como variavel, a complexidade da solucdo aumentou. Porém, é recom-
pensador saber que as solu¢des numéricas apresentadas foram capazes de resolver bem os
problemas propostos. Em particular, as solucdes para o caso dindmico, ja que ndo ha solucéo
analitica disponivel.

O sucesso das solucdes numéricas obtidas serve como incentivo para que estudos

futuros, com estas e outras formulacdes, sejam desenvolvidos.
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APENDICE 1 - SOLUCOES ANALITICAS PARA O CASO ESTATICO

Neste apéndice sdo apresentadas as solucdo analiticas do caso estatico, para as vigas
analisadas e as cargas utilizadas neste trabalho. Elas sdo baseadas nas equa¢des (4), (5), (6)
e (7), apresentadas na secdo 2.2 e no apresentado por Hetényi [5]. As vigas analisadas s3o
a biapoiada (AA), biengastada (EE), engastada-apoiada (EA) e a engastada-livre (EL). Ja
as cargas utilizadas s3o: carregamento distribuido uniforme ou uma carga concentrada. Para
as vigas AA, EE e EL para carregamentos uniformemente distribuido, Hetényi [5] apresenta
diretamente a solucdo e elas s6 est3o reapresentadas aqui. Nas solucdes, aparece o parametro

A= {/k/(EI) e avariavel ' = L — z.

Carregamento Uniformemente Distribuido - Viga AA

Para um carregamento constante e uniformemente distribuido ao longo da viga, a
solugdo analitica para a deflexdo (u) é mostrada em (94); para a rotagdo (), em (95); para

o momento fletor (M), em (96); e para o esforco cortante (), mostrada em (97).

q ] cosh Az cos \x” 4 cosh Az’ cos \x (94)
u=-=|1-— )
K cosh AL + cos AL
gA 1 ' /
0 =— senh Az cos Az’ + cosh Az sen \x
Kk cosh AL + cos \L
(95)
— senh \z’ cos \z — cosh Az’ sen /\:v) )
g senh Az sen Az’ + senh \z’ sen A\x
M= — . 96
22 cosh AL + cos \L (96)
Q=— 4 ! senh Az cos A\’ — cosh Az sen \z’
2\ cosh AL + cos \L (97)

+ cosh A\’ sen \x — senh Az’ cos Ax) .



98

Carregamento Uniformemente Distribuido - Viga EE

Para um carregamento constante e uniformemente distribuido ao longo da viga, a
solugdo analitica para a deflexdo (u) é mostrada em (98); para a rotagdo (¢), em (99); para

o momento fletor (M), em (100); e para o esfor¢o cortante ()), mostrada em (101).

q 1 / /
=11 h h

U p Y (sen A cos \x' + sen \x cosh \z

(98)
+ senh Az’ cos A\x + sen Az’ cosh )\x)] .
0 — 2¢ A senh Az sen \x’ — senh Az’ sen A\x (99)
N K senh AL +sen \L
q 1 / /
M=—-—— h A A A h A
2 senh/\L+sen/\L(Sen T COS AT -+ CcOosS Az senn Ax (100)
— cosh Az’ sen Az — sen \x’ cosh )\x) .

0- q cosh \x cos \x’ — cosh \x’ cos )\:1:. (101)

A senh AL +sen AL

Carregamento Uniformemente Distribuido - Viga EA

S&do conhecidos uy = u(0), 6y = 0(0), ur, = u(L) e M, = M(L). Escrevendo o

deslocamento e a rotacdo para x = L chega-se em

w(L)=0—=— A;E SM(0)Fy(AL) - ﬁQ(O)H(AL) + ﬁ /0 WFyO — o) dv (102)

M(L) = 0 = M(0)Fy(\L) + %Q(O)FQ(AL) _ % / BOw - ) de. (103)

Resolvendo o sistema de duas equag¢des formado por (102) e (103), obtém-se o valor
de M(0) e Q(0). Com a solugdo determinada, basta aplicar as equagdes (4), (5), (6) e (7)

para os pontos desejados.
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Carregamento Uniformemente Distribuido - Viga EL

Para um carregamento constante e uniformemente distribuido ao longo da viga, a
solu¢do analitica para a deflexdo (u) é mostrada em (104); para a rotagdo (#), em (105); para

o momento fletor (M), em (106); e para o esfor¢o cortante (), mostrada em (107).

1
U= g 1— 5 cosh \L ( senh A\’ sen A\x + cos Az cosh )\x’)
K cosh® AL + cos?2 \L
(104)
— Cos /\L( senh Az sen \z’ — cos \z’ cosh Am)} } .
0 _ 2g )\ senh Az cos Az’ cos AL — sen Az cosh Az’ cosh AL (105)
N K cosh? A\ + cos2 \L '
q 1 / /
M=—-—— 5 cosh /\L( senh Az’ sen A\x — cos A\x cosh \x )
2X2 cosh® AL + cosZ AL
(106)
+ cos )\L( senh \x sen \x’ + cos Az’ cosh /\ZL‘) .
Q= q senh Az’ cos Az cosh AL + sen Az’ cosh Az cos )\L_ (107)

A cosh? AL + cos2 A\

O sinal negativo imediatamente a direita da igualdade em (106) e (107) estdo omissos

no livro de Hetényi [5].

Carga Concentrada - Viga AA

Sdo conhecidos uy = u(0), My = M(0), up, = u(L) e My, = M(L). Escrevendo o

deslocamento e o0 momento para z = L chega-se em

u(L) =0 = %e(O)FQ(AL) - A% -QO)FA(AL) + ﬁPa(AL ~ Azp) (108)
e
M(L)=0= %Q(O)FQ()\L) + %9(0)F4(>\L) - %PFQ()\L — Azp). (109)

Resolvendo o sistema de duas equa¢des formado por (108) e (109), obtém-se o valor
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de 0(0) e Q(0). Com a solugdo determinada, basta aplicar as equagdes (4), (5), (6) e (7)

para os pontos desejados.

Carga Concentrada - Viga EE

S3o conhecidos uy = u(0), 6y = 0(0), up = u(L) e , = 6(L). Escrevendo o

deslocamento e a rotacdo para = L chega-se em

u(L) =0= _)\QlE']M(O)FB()\L) — /\3E]Q(0)F4(/\L) + )\31E]PF4()\L — /\Ip) (110)
0(L) = 0 — —ﬁM(O)FQ(AL) - ﬁ@(ow(m + ﬁPFg(/\L Coawp). (111)

Resolvendo o sistema de duas equag&es formado por (110) e (111), obtém-se o valor
de M(0) e Q(0). Com a solugdo determinada, basta aplicar as equagdes (4), (5), (6) e (7)

para os pontos desejados.

Carga Concentrada - Viga EA

S&do conhecidos uy = u(0), 6y = 0(0), ur, = u(L) e M, = M(L). Escrevendo o

deslocamento e o momento para x = L chega-se em

1 1
u(L)=0= —)\QEIM(O)Fg()\L) — mQ(O)F4()\L) + mPFL;(AL — A\xp) (112)
M(L) = 0= MO)F(AL) + 1Q(0)F5(\L) —  PR(L — Azg). (113)

Resolvendo o sistema de duas equag¢des formado por (112) e (113), obtém-se o valor
de M(0) e Q(0). Com a solugdo determinada, basta aplicar as equagdes (4), (5), (6) e (7)

para os pontos desejados.
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Carga Concentrada - Viga EL

S&o conhecidos uy = u(0), 6y = 0(0), My, = M(L) e Q. = Q(L). Escrevendo o

momento e o esforco cortante para = L chega-se em

M(L) = 0= M(0)F,(AL) + %Q(O)FQ(AL) = %PFQ()\L — Azp) (114)

Q(L) = 0 = Q(0)Fy(AL) — 4AANM(0)Fy(AL) — PFy(AL — Axp). (115)

Resolvendo o sistema de duas equag¢@es formado por (114) e (115), obtém-se o valor
de M(0) e Q(0). Com a solugdo determinada, basta aplicar as equagdes (4), (5), (6) e (7)

para os pontos desejados.
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APENDICE 2 — DERIVADAS DA SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solugdo fundamental pode ser encontrada na bibliografia em Debnath e Bhatta [17]

e em Hetényi [5], foi apresentada neste trabalho em (11) e é

1 —ar ar ™
o — — 4+ 11
! QQSGXP(\@)SGH<\/§+4>' (116)

onde a* = k/(EIl) er = |¢ — x|,

As derivadas da solucdo fundamental foram determinadas considerando a regra da
cadeia, derivando primeiro u* em relagdo a r e, depois,  em relacdo a = e/ou &.

A derivada primeira de r em relacdo a = ou em relacdo a £ é sempre igual a +1 ou

—1, variando conforme os valores de x e £. Em termos matematicos, é possivel escrever que

dr +1,se{ > dr -1, se{>uw
dx d¢
—1,seé<x +1,seé <
Com o exposto em (117), fica evidente que as derivadas de grau dois ou superior de r em
relacdo a = ou em relacdo a £ sdo sempre nulas. Quando x = &£, ha uma descontinuidade em
r que é tratada considerando o limite pela direita ou pela esquerda.

O curso de Calculo fornece a regra do produto para derivadas. Aplicando ela o nimero

de vezes necessario e considerando (117), é possivel escrever que
v iy (e Y (e I (118)
DxnoEm dr(tm) \ dz d¢

onde n é o grau da derivada em relacido a x e m é o grau da derivada em relacdo a &.

Simplificagdes diretas de (118) sdo

dxm drm \ dx dem drm \ d&

Com as igualdades em (118) e (119), basta saber as derivadas de u* em relagdo a r



para ter as derivadas da solu¢do fundamental. Partindo de (116), é possivel chegar em

du*
dr

d?u*

dr?

d3u*
dr3

d*u*
dr4

dou*

drd

dbu*

e () o (505) o
-t ()57
1o () (5 5) o33
g ) (507)
Sy () (0 (i

dré

0,3

2

exp (

—ar

V2

o

ar

\/§+

4

)
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(121)

(122)

(123)

(124)

(125)
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APENDICE 3 - INTEGRAIS DO CARREGAMENTO

Este apéndice apresenta as solugdes analiticas das integrais do tipo

88; (/ qu dx) (126)

onde ¢ é funcdo de x e n = 0,1,2 ou 3, que é o grau da derivada parcial de u* em relacdo a &.
A equacio de u*, que depende de & e x, foi apresentada em (11) e reapresentada em (116).
Como neste trabalho 0 < ¢ < L, é conveniente aplicar a regra de Leibniz em (126).

Assim, é possivel escrever que

on L . B o 3 i on L . B
2 (frra) - fora) 2 [ora) -

q@gn dz + ¢ qagn d

(127)

Neste trabalho, ¢ representa o carregamento da viga. Para carregamentos distribuidos

uniformes ao longo de toda a viga, ¢ se comporta como uma constante e é possivel escrever

3 8’7u E9ny* Lomg,*
= . 12
) e 9 / Toer =4 gen T ger 4 (128)

Para carregamentos concentrados constantes aplicados no ponto C' da viga, ¢ =
P5(C’, x) onde P representa a intensidade da carga. Com as propriedades do delta de Dirac,

é possivel escrever que

¢ " L " L 877u
/0P6(C,x) = dx—i—/P(S(C,x) w dx:/OP(S(C,x) o

L o"u* o"u*
P | &(C, dz =P
/0 ( x) 387 = agn e—C

(129)

A solugdo da derivada a direita de (129) esta no Apéndice 2 e as integrais a direita

de (128) est&o resolvidas no Apéndice 4.
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APENDICE 4 - INTEGRAIS DAS DERIVADAS DE u*

Este apéndice apresenta as solugdes analiticas das integrais do tipo

ogn

de, (130)

T

onde n = 0,1,2 ou 3, que é o grau da derivada parcial de u* em relagdo a £. A equagdo de
u*, que depende de £ e x, foi apresentada em (11) e reapresentada em (116). A seguir sdo
apresentadas as solu¢des analiticas de (130), para os graus citados.

Paran=0e & <,

R —a(z;—¢) a(zr —¢)
/xi u dr = —ﬁ{exp T] cos [T]
- (131)
exp | 2 ‘5)] [M”
R V2
Paran=0e ¢ > xy,
AP [ —a(¢ — /) a(§ — )
/xi u dr = ﬁ{exp T] cos [T]
- (132)

Paran=1e ¢ < ay,

/xf% Qo — 1 exp —a(xf — f)
u 06 2v2a? V2

—a(a:z — 5)
i V2

1
ex
2v/2a3 P



Paran=1e¢ > xy,

Trou* 1

—dx = — ex
s 06 ! 2v/2a3 p_

1
+ ———eXx
2v/2a3 P I

Paran=2e¢& < xy,

106

_a(i; xf)] {Sen [a(f\;;f) + o a(f\;;f)] }
—a(fsé )] { [a(é;:i) s a(f\;;i)] }
(134)

. _L{ exp | 201 = €>] [( —f)]
Lo T e | T V2 5
ofei-9]_[atr-9)
R V2
Paran =2e & > xy,
mf@ dr = L{ exp _—a(f = :ch)] sen [a({ — mf)]
SR 7E e G V2 50

Paran=3e & <,

T O3u* 1
——dr =+ exp
e 083 2v/2a I
! exp —
2\/§a I

Paran=3e§ > ay,

xfa3u*
/xi —353 dzx

1

— ex
2\/§a P I

1
=+ ——ex
2\/§a p_

_a%_ g)] { [(xfﬂ— &)] e [(xfé 5)] }
y %_ g)] { [% g)] e [Q; a)] }(_ |
137
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o"u*

APENDICE 5 — INTEGRAIS DE z
oEn

Este apéndice apresenta as solucdes analiticas das integrais do tipo

xf 877u*
/xi x o6 dz, (139)

onde n = 0,1,2 ou 3, que é o grau da derivada parcial de u* em relacdo a £. A equacio de
u*, que depende de £ e z, foi apresentada em (11) e reapresentada em (116). A seguir sdo

apresentadas as solu¢des analiticas de (139), para os graus citados.
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(evT)

(zvT)

(1v1)

(ovT)

1
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F S0 (g — *xp F uos Yy m\/
(o) E ) [ m\/w (o3~
F 800 (g — #aw F uos 4o &
A%.&,|wv® AN s W\/VIT Ax&|wv® / W\/W A\.&.|WV6|
} 500 (g + favg ) + } wos .@&@m\/v G Im.&\%val
F S09 T F uos 4 v - &
Awl&&v@ Amn_lﬁ m\/er Awlx&vs f m\/v -Awlx&val
m\/ S0O (*xpy — — F uos - m\/
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%A %A %A
=3 s0o (fxvg — m\/v — j wos g W Q
9 SO0 (*xv — F uos I
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1
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APENDICE 6 — CODIGOS IMPLEMENTADOS

Os cédigos implementados, das formulacdes desenvolvidas para vigas apoiadas sobre

base elastica, estdo no arquivo digital, que acompanha esta dissertacdo. Eles foram imple-

mentados na linguagem Fortran, utilizando: precisdo dupla para as variaveis reais e rotinas do

LAPACK - Linear Algebra PACKage. Os arquivos estdo organizados nas seguintes pastas:

a)

Viga-BaseElastica-Analitica: que contém os cddigos da solugdo analitica (esta-

tica);

Viga-BaseElastica-MDF: que contém os cédigos do Método das Diferencas Fini-

tas para o caso estatico;

Viga-BaseElastica-MDF-Tempo-Implicito: que contém os cédigos do Método das

Diferencas Finitas, com a formulacdo implicita, para o caso dindmico;

Viga-BaseElastica-MEC: que contém os cédigos do Método dos Elementos de

Contorno, MEC, para o caso estatico;

Viga-BaseElastica-MECD: que contém os cédigos do Método dos Elementos de
Contorno com a solucdo fundamental do caso estatico, que origina o MEC-D,

utilizados para o caso dindmico;

Os arquivos contidos nas pastas, com extensdo .90, ndo contém acentos nos nomes

e, por isso, o nome das pastas também n3o contém acentos.



