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RESUMO

O Método dos Elementos Finitos (MEF), embora amplamente utilizado como método de
solugio aproximada, possui algumas limitagdes quando aplicado na analise dindmica. A
medida que as cargas excitam as altas frequéncias e modos, por exemplo, 0 método pode
perder precisdo. Para melhorar a representagdo da resposta ao longo do tempo, o Método
de Elementos Finitos Generalizados (MEFG) ¢ usado para enriquecer o espaco de
aproximacao com fungdes apropriadas de acordo com o problema em estudo. Embora o
MEFG tenha provado ser eficiente na analise dindmica de estruturas, ainda existem
questdes a serem analisadas no ambito da andlise transiente. Neste contexto, o presente
trabalho analisa o comportamento da resposta numérica da estrutura obtida pelo MEFG,
condensando a matriz modal de forma a eliminar os modos de vibragdo com ma
aproximagcio. E avaliada também a influéncia de cada modo de vibragdo na resposta
transiente da estrutura, e também a utilizagdo do MEFG adaptativo. As andlises foram
particularizadas para exemplos de barra e de viga de Euler-Bernoulli, com o intuito de
estudar a eficiéncia e aplicabilidade do MEFG na analise dindmica transiente.

Palavras-chave: analise dinamica, MEF, MEFG.



ABSTRACT

The Finite Element Method (FEM), although widely used as an approximate solution
method, has some limitations when applied in dynamic analysis. As the loads excite the
high frequencies and modes, for example, the method may lose precision. To improve the
representation of the response over the time, the Generalized Finite Element Method
(GFEM) is used to enrich the approximation space with appropriate functions according
to the problem under study. Although the GFEM has proven to be efficient in dynamic
analysis of structures, there are still some issues to be analyzed in the scope of the
transient analysis. In this context, the present work analyzes the behavior of the structural
numerical response obtained by GFEM, condensing the modal matrix in order to
eliminate the modes of vibration with bad approximation. The influence of each mode of
vibration on the transient response of the structure, and the use of the adaptive GFEM are
evaluated. Analyzes were particularized for examples of bars and Euler-Bernoulli beams,
in order to study the efficiency and applicability of GFEM in dynamic transient analysis.

Keywords: dynamic analysis, FEM, GFEM.
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1. INTRODUCAO

A medida que a engenharia evoluiu ao longo dos Gltimos anos, aumentou-se
também a necessidade de analises estruturais mais precisas e confidveis. Assim, para
determinados tipos de estrutura, € necessario levar em consideracdo o efeito dindmico das
acOes. Para a analise e descrigdo do comportamento dinamico, existem na literatura
métodos analiticos que de forma geral sao adequados, porém, para problemas reais com
geometrias complicadas, acabam sendo muito complexos. Apenas estruturas com
geometrias muito simples e condi¢des de contorno especificas possuem solucdo analitica
conhecida para seu problema de vibragao.

Para contornar o problema da dificuldade da solucdo analitica, existe uma forte
tendéncia de se utilizar métodos numéricos aproximados para a solucdo das equacdes
diferenciais que regem os problemas de analise estrutural. Tendéncia essa, facilitada
devido ao advento dos computadores de ultima geracdo e da disseminacdo de rotinas
computacionais para a analise de problemas na engenharia.

Em relag@o aos métodos numéricos, o Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um
dos mais conhecidos e difundidos. Apesar de ser um método robusto, existem problemas
em que a formulagdo convencional ndo consegue descrever de forma satisfatoria o
comportamento analisado. Particularmente na dinamica das estruturas, segundo Arndt
(2009), o MEF perde precisao na analise de vibragao livre quando se refere as frequéncias
mais altas.

Assim, diversas alternativas para se obter melhores resultados com o MEF ja
foram propostas. Em particular, as abordagens baseadas no Método da Particdo da
Unidade (MPU) (BABUSKA; MELENK, 1997; MELENK; BABUSKA, 1996) tém
mostrado bons resultados. Com base na teoria da Parti¢do da Unidade, foi possivel a
inclusdo na formulacdo do MEF de funcgdes capazes de representar comportamentos
determinados, tais como singularidades, oscilagdes de valores no tempo, entre outros.

A 1ideia de se utilizar informacdes particulares do problema analisado para
aprimorar as caracteristicas da resposta ¢ a esséncia dos métodos enriquecidos, em
particular, do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). O MEFG pode ser
entendido como uma extensao do MEF, que utiliza fun¢des enriquecedoras relacionadas
a solucdo da equagdo diferencial governante do problema, visando obter melhores
resultados para problemas com descontinuidades, singularidades ou outras situagdes onde

0 MEF necessita de uma malha mais refinada.
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Nesse contexto, 0 MEFG tem se mostrado eficiente na analise dindmica de
estruturas, em particular na analise modal (ARNDT, 2009; TORII, 2012; SHANG, 2014;
WEINHARDT, 2016). Porém, ainda ha a necessidade de um estudo mais detalhado
referente ao comportamento do método na andlise transiente, isto ¢, analise do
deslocamento, velocidade e aceleracdo no dominio do tempo.

Assim, as principais contribui¢des deste trabalho sdo referentes a aplicagdao do
MEFG com a formulagdo proposta por Arndt (2009), com a possibilidade de analisar a
influéncia de cada modo de vibracao da estrutura, trazendo assim resultados mais precisos
e com menor custo computacional. Ainda, o MEFG adaptativo, que somente havia sido
aplicado na analise modal (ARNDT et al., 2010; ARNDT et al., 2016), foi testado na
dindmica transiente. O método trouxe bons resultados e se mostrou eficiente na resposta

no dominio do tempo.

1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral deste trabalho ¢ estudar a eficiéncia do MEFG quando aplicado

na analise dindmica transiente de estruturas reticuladas.

1.1.2 Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral proposto, pretende-se:

a) Verificar o desempenho do MEFG em elementos de barra e viga de Euler-
Bernoulli através da analise do deslocamento, velocidade e aceleracdo no
dominio do tempo;

b) Testar o emprego do MEFG ao se utilizar técnica da Superposi¢do Modal,
considerando apenas os modos de vibragdo mais precisos € mais
preponderantes na matriz modal.

c) Analisar a resposta transiente do elemento de viga de Euler-Bernoulli quando
utilizado enriquecimento trigonométrico e também enriquecimento com
fungdes baseadas no Método dos Modos Admissiveis (MMA).

d) Aplicar e analisar o desempenho do MEFG adaptativo na anélise dinamica

transiente de elementos de barras e vigas de Euler-Bernoulli.
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1.3  REVISAO DA LITERATURA

A andlise dindmica pode ser vista como uma abordagem mais abrangente da
analise estatica, uma vez que considera a variacao do carregamento ao longo do tempo.
Dependendo da natureza de estudo, a resposta dindmica pode ser obtida no dominio do
tempo, chamada também de “andlise transiente”, ou no dominio da frequéncia.

No dominio do tempo, a resposta da estrutura pode ser obtida através do método
da Superposicdo Modal, onde o sistema de equacdes de movimento ¢ desacoplado a partir
dos parametros modais previamente obtidos da estrutura. De forma alternativa, pode-se
aplicar as equacdes de movimento um método de integragdo direta, que ndo fazem
qualquer transformacao nas equagdes diferenciais do problema dindmico antes de efetuar
a integragdo numérica, como na Superposi¢cao Modal.

A abordagem dos métodos de integracdo se desenvolveu ao longo do tempo nas
mais variadas aplicagdes e com suas caracteristicas discutidas, analisadas ¢ melhoradas
de forma muito ampla. Existe, portanto um vasto e abrangente acervo na literatura
cientifica incluindo o desenvolvimento matematico desses métodos, sua precisao,
estabilidade, convergéncia e implementacao.

Dos textos cientificos classicos sobre analise dinamica transiente, destaca-se o
trabalho de Newmark (1959), que desenvolveu um método de solugdo aproximada com
parametros 0 e ¢ que influenciam na velocidade e no deslocamento ao final de cada
intervalo de tempo 4¢ (HUGHES, 2000; BATHE, 1996). Existem dois casos especiais do
método de Newmark, conhecidas como o método da aceleracao média e o método da
aceleracao linear. A diferenca entre eles ¢, basicamente, a ado¢do dos valores dos
parametros de influéncia J e o .

Uma vez que algum método para as aproximagdes temporais tenha sido adotado,
o problema torna-se em um problema de valores de contorno para cada passo de tempo
discreto. Diferentes métodos de solucao numérica aproximada podem ser aplicados em
problemas da andlise dinamica com esta finalidade. Esses métodos numéricos, dos quais
o M¢étodo dos Elemento Finitos (MEF) ¢ um dos mais difundidos, sio de grande
importancia para defini¢ao e analise de estruturas complexas. Além do MEF, diversos
métodos aproximados t€m sido desenvolvidos para a analise numérica, como o Método
dos Elementos de Contorno (BREBBIA et al., 1991) e os Métodos Sem Malha (MSM)
(LIU, 2010).
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A formulacdo convencional de elementos finitos apresenta limitagdes nas analises
dinamicas, no sentido de aferir as frequéncias mais altas da estrutura estudada. Para
alcancar boa precisdo, ¢ necessario o aumento do nimero de graus de liberdade, e
consequentemente, do custo computacional. Para tanto, duas alternativas sdo conhecidas:
aumento do numero de elementos (refino /) e aumento do grau das funcdes de
interpolacgao (refino p) (BATHE, 1996).

Assim, com o objetivo de se obter solugdes mais precisas, principalmente para as
frequéncias mais altas, e com menor custo computacional, vem se buscando de longa data
o aprimoramento de métodos de analise computacional. Nesse contexto, a utiliza¢do de
informacgdes particulares para aprimorar as caracteristicas de aproximacao ¢ a ideia
central dos métodos enriquecidos, em particular do Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG).

O MEFG foi inspirado, dentre outros, no trabalho de Melenk e Babuska (1996), e
¢ baseado no Método da Partigdo da Unidade (MPU). Melenk e Babuska (1996)
apresentaram a fundamentacdo matematica basica do MPU analisando e definindo os
métodos de escolha das particdes da unidade para enriquecimento do espago de elementos
finitos. Devido ao enriquecimento, 0 MEFG pode ser uma boa alternativa em problemas
onde o comportamento da solu¢do ¢ conhecido a priori, como na analise de trincas e nos
problemas dinamicos em geral. Em Duarte et al. (2001), Duarte e Kim (2008), Malekan
e Barros (2016) o MEFG se mostrou eficiente no problema supracitado de trincas. Barros
(2002) confirmou a eficacia do MEFG em analises nao lineares de estruturas, assim como
Alves e Junior (2016) em materiais compoOsitos.

Arndt (2009), Torii (2012) e Torii et al. (2015) aplicaram o método para,
principalmente, a analise modal de estruturas. Os autores concluirem que o método ¢
capaz de obter resultados melhores que o MEF convencional. Torii e Machado (2012)
aplicaram a formulagdo proposta por Arndt (2009) para a analise transiente de barras e
trelicas. Os resultados indicam que o MEFG ¢ capaz de obter resultados mais precisos do
que o MEF polinomial nos casos onde a participagdo dos modos com frequéncias de
vibragdo elevadas sejam importantes para a analise.

No trabalho de Piedade Neto e Proenga (2016) foram feitas analises dindmicas
transientes lineares ¢ ndo lineares através do MEFG, com enriquecimento polinomial e
com uma proposta de método de integracao implicito. As formulagdes de matriz de massa
consistente e agrupadas foram testadas, e a estabilidade e acuracia do MEFG foram

analisadas. Os resultados indicaram que a formula¢ao da matriz de massa agrupada reduz
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consideravelmente o numero de condi¢dao do sistema de equagdes, e que o método de
integragdo proposto aplicado na formulagao do MEFG em analises dinamicas lineares e
nao lineares apresenta bons resultados.

Em Shang (2016) o MEFG foi aplicado no problema de vibracao livre de vigas de
Timoshenko, onde os resultados apresentados mostraram um bom comportamento do
método. Ainda, em Shang et. al (2017) foi analisada a aplicagdo do MEFG para o estado
plano de tensdes no problema de vibragao livre com malhas distorcidas. Os resultados
mostraram que o0 MEFG mostrou bom comportamento e baixa sensibilidade a distor¢ao
da malha.

Lins et al. (2015) analisaram o MEFGE (Método dos Elementos Finitos
Generalizados Estavel) e Weinhardt (2016) apresentou duas propostas para contornar o
problema de estabilidade do método: uma baseada no MEFGE e uma estratégia de pré-
condicionamento das func¢des de enriquecimento. Exemplos unidimensionais de andlise
modal e transiente foram apresentados, e os resultados mostraram que as implementagdes
propostas captaram melhor as frequéncias mais elevadas, melhorando a
representatividade do espectro.

Em Arndt (2009) e Arndt, Machado e Scremin (2010) foi proposto o MEFG
adaptativo, um processo iterativo adaptativo baseado no MPU para analise de vibra¢des
livres de estruturas, que permite refinar a solu¢do para uma determinada frequéncia, com
rapida convergéncia e precisdao equivalente, em alguns casos até superior, ao refinamento
p do MEF. Em Arndt, Machado e Scremin (2016) o MEFG adaptativo novamente
mostrou bons resultados na andlise de vibragao livre de vigas de Euler — Bernoulli e

porticos.

14  RELEVANCIA DO TRABALHO

A aplicagdo do MEFG na andlise dindmica de estruturas ¢ um tema que vem sendo
estudado nos ultimos anos. Porém, havia-se a necessidade de avaliar a aplicagdo do
método na andlise transiente, ou seja, a analise dos deslocamentos, velocidades e
aceleragdes no dominio do tempo.

A utilizagdo do MEFG com boa precisdo e baixo custo computacional € um dos
principais pontos analisados neste trabalho. Para isso, propde-se problemas com poucos
graus de liberdade, e também a redu¢do da matriz modal, responsavel por desacoplar o

sistema de equagdes. Para que essa reducdo seja possivel, a identificagdo de quantos e,
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principalmente, quais modos de vibragdo devem ser deixados na redugdo da matriz modal
foi um aspecto discutido neste trabalho.

Ainda, os bons resultados do MEFG adaptativo na analise modal incitaram o
presente trabalho a utilizar o método, j& que o mesmo ndo fora utilizado na analise

dinamica transiente até o presente momento.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho esta estruturado em nove capitulos. Neste primeiro tem-se
uma introdu¢do ao assunto abordado, exibindo o contexto no qual o trabalho esta inserido,
bem como os objetivos a serem atingidos e a relevancia do mesmo.

No segundo capitulo ¢ apresentada uma revisdo da teoria acerca da analise
dindmica transiente, englobando textos cldssicos tanto sobre a andlise modal, quanto
sobre métodos de integracao.

O terceiro capitulo diz respeito ao MEFG aplicado na andlise dinamica de
estruturas, trazendo uma revisao tedrica do método, bem como as formulacdes
pertinentes.

O quarto capitulo apresenta as descricdes matematicas do problema de vibracao
de barra, e de viga de Euler-Bernoulli.

O capitulo cinco traz uma breve explanag¢do da metodologia adotada.

O capitulos seis € referente aos estudos preliminares acerca do comportamento do
espectro de frequéncia obtido pelo MEFG.

O capitulo sete diz respeito as aplicagdes numéricas no elemento de barra, e o
capitulo oito € referente as aplicacdes no elemento de Viga de Euler - Bernoulli.

No nono capitulo sdo registradas as conclusdes do trabalho e sugestoes de

continuidade.
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2. ANALISE DINAMICA TRANSIENTE

Este capitulo tem o intuito de expor uma revisao bibliografica a respeito da analise
dindmica transiente. S3o citados alguns conceitos importantes, bem como a formulacao
matematica dos dois métodos de solucdo utilizados no presente trabalho: Superposicdo
Modal e método de Newmark.

Para descrever a movimentagao de uma estrutura ao longo do tempo, ou seja, fazer
uma analise transiente, pode-se fazer uma aproximacao das variagdes temporais através
de um método de integracdo direta como o Método de Newmark e o Método da Diferenca
Central (BATHE, 1996). Além disso, pode ser pertinente que, inicialmente, se faga uma
analise modal, onde determinam-se os parametros modais da estrutura (frequéncias
naturais e modos de vibra¢do). Os métodos supracitados sdo referentes a resposta da
estrutura no dominio do tempo, porém, uma analise dinamica pode ser feita também no
dominio da frequéncia. Para uma melhor compreensdo das diferentes abordagens da

analise dinamica, a figura 1 apresenta as ramificacdes deste tipo de estudo.

= andlise modal ~ superposicdo miodal
no dominio do tempo integrac&o direta
determinagfo de —  Superposicéo modal & dominio da frequéncia
analise dindmica histéricos da resposta

resolucio direta atravas do dominio da frequancia
estimativa de valores
Maximos

FIGURA 1: ANALISES DINAMICAS
FONTE: ADAPTADO DE SORIANO (2009).

Uma vez que este trabalho tem como objetivo central estudar o comportamento
do MEFG na anélise transiente, a presente revisao bibliografica ndo aborda os métodos

de solugdo no dominio da frequéncia.
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2.1  ANALISE MODAL

A analise modal possibilita a constru¢ao de um modelo matematico representativo
do comportamento dindmico do sistema em estudo, a fim de determinar os seus
parametros modais (frequéncias naturais e modos de vibracao). As frequéncias naturais
indicam a taxa de oscilagdo livre da estrutura depois de cessada a forga que provocou o
seu movimento. Em palavras similares, representa o quanto a estrutura vibra quando nao
ha forga aplicada sobre ela (SORIANO, 2009). Os modos de vibragao sdo a forma como
a estrutura vibra, relacionada a cada uma de suas frequéncias naturais. Ou seja, para cada
frequéncia natural existe um modo de vibragao especifico.

De acordo com Chopra (1995) o movimento de um sistema continuo, considerado
linear e ja discretizado em n graus de liberdade, pode ser descrito por um sistema de
equacdes diferencias, chamada “equacdo de movimento” da forma:

Mii(t)+ Cu(t) + Ku(t) = f(2), (2.1
em que M, C e K sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, respectivamente. O

vetor de carga externo ¢ representado por f{z), e ii(t), u(t) € u(t) sdo os vetores das

aceleracdes, velocidades e deslocamentos nodais da estrutura, respectivamente.
Matematicamente a equagao (2.1) representa o equilibrio dindmico de um sistema de
multiplos graus de liberdade, sendo de fato um sistema de n equagdes diferenciais lineares

de segunda ordem.

2.1.1 Vibracao livre

Na vibragdo livre um sistema oscila periodicamente em torno de sua posi¢dao
estatica, invertendo o sentido do movimento a cada vez que alcanga um maximo
deslocamento, também chamado de amplitude (RAO, 1995; CHOPRA, 1995; CLOUGH;
PENZIEN, 1975). E no fendémeno da vibragdo livre que sdo obtidas as varidveis modais
da estrutura (frequéncias naturais e modos de vibragdo). Ao considerar o problema como
uma vibragdo livre ndo amortecida, as parcelas referentes ao amortecimento e ao
carregamento externo sdo removidas da equagdo (2.1), resultando em:

Mii(H)+ Ku(t) =0, (2.2)

cuja solucdo analitica pode ser dada, de forma genérica, por:
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u(t) = p.sen(wt) (2.3)
onde 2 ¢ um vetor de ordem n, ¢ € a variagdo no tempo, ¢ @ ¢ a frequéncia natural de
vibragdo correspondente ao modo 7.

Substituindo (2.3) em (2.2), tem-se um problema de autovalores generalizados, no

qual iz e w podem ser determinados:
Ku= szﬂ» (2.4)
onde w (autovalores) sdo as frequéncias naturais de vibracdo e u (autovetores) os

correspondentes modos de vibragao.

As frequéncias naturais e os modos de vibragdo de uma estrutura permitem
identificar quais tipos de excitacdo dindmica que podem ser nocivas a estrutura. Desta
forma, o estudo do comportamento dindmico das estruturas comega pela analise modal.
Também, os modos e as frequéncias de vibragdo sdo informagdes necessarias para se
aplicar o Método da Superposi¢do Modal, que ¢ uma das técnicas mais utilizadas para a

resposta no tempo de estruturas (TORIIL, 2012).
2.1.2 Meétodo da Superposicdo Modal

Através do Método da Superposi¢ao Modal, ¢ possivel transformar o sistema de »
equacdes simultdneas (equacdo (2.2)) em um numero equivalente de equagdes
diferenciais desacopladas, ou seja, independentes e de fécil integracdo. Os modos de
vibragdo e as frequéncias de vibragao sao previamente obtidos resolvendo-se o problema
de autovalores e autovetores generalizados, ja explicitado na equacdo (2.4) (BATHE,
1996; HUGHES, 2000), cuja solucdo ¢ dada por n pares ( ui,:), onde n ¢ a ordem das
matrizes de massa e de rigidez, que € igual ao numero de graus de liberdade do problema.

Partindo da solu¢do da equagdo (2.4), define-se entdo a matriz @ de autovetores

(), e amatriz diagonal ©? de autovalores (m):

O =[14, ly,.rr [, ], € (2.5)

0> , (2.6)
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Assim, para desacoplar o sistema, efetua-se nos elementos da equagdo (2.2) a pré

multiplicagdo por ®" e a p6s multiplicagdo por @, da forma:

M=0"M0, 2.7)
K=0"Ko, (2.8)
f=o'y. @9)
Resultando em:
MX (1) + KX (1) = f() (2.10)

Os autovetores normalizados em relagdo a massa sao M-ortonormais, (BATHE,

1996), isto é:

=1 i=j (2.11)
MM u ={_ e

=0; 1#],e
0<w <o, <..<® (2.12)

onde £ ¢ o vetor do perfil do i-ésimo modo e @, é a i-ésima frequéncia natural de

vibragao. Partindo dessa propriedade, tem-se as relagoes:

O'KD =0 (2.13)

O MD=1 (2.14)
Como a matriz Q° ¢ diagonal, o sistema de equagdes dado pela equagdo (2.10) se
reduz a n equacdes independentes, da forma:

o'x +i=F, i =12,..,n, (2.15)
que podem ser resolvidas independentemente. A solu¢do da equagdo (2.15) pode ser feita
utilizando o Método de Newmark, que foi utilizado neste trabalho. Torii (2012) afirma
que a Superposicdo Modal resulta em um esfor¢o computacional reduzido, ja que a
equacdo (2.15) ¢ escrita para um grau de liberdade apenas, e portanto ndo hé a necessidade
de se resolver um sistema de equacdes a cada passo de tempo.

Ao passo que as n equagdes da equagdo (2.15) sdo resolvidas para x;, a solugao

do problema original sera: (BATHE, 1996)
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" 2.16
u(t) = Zluixi(t)a ( )

que ¢ uma solugdo escrita em fungdo dos n modos de vibracdo ¢ da estrutura.

Para ilustrar o conceito empregado na analise feita na Superposicdo Modal,
apresenta-se uma viga vertical fixada no solo, conforme esquematizado por Clough e
Penzien (1975). A sua configuracao final pode ser definida pela superposi¢do adequada

dos modos de vibragdo como mostra a figura 2.

Ui a—

U= ux L X

FIGURA 2: DESLOCAMENTOS EM FUNCAO DOS MODOS DE VIBRACAO.
FONTE: ADAPTADO DE CLOUGH E PENZIEN (1975)

A grande vantagem do método decorre do fato de que, na maior parte das
aplicagdes, se tem uma boa aproximacdo resolvendo apenas uma parte das equacdes
(equagdo 2.15) (IBRAHIMBEGOVIC & WILSON, 1989; CHOPRA, 1995). Dessa
forma, ao se excluir os modos de vibragdo mais altos da anélise através da Superposi¢ao
Modal, evita-se que os erros oriundos destes modos sejam considerados na andlise, e

pode-se ter uma solucdo mais precisa do problema.

2.2 ANALISE TRANSIENTE

Analise dinamica transiente ¢ uma ramificacdo da dinamica estrutural, onde se
obtem as respostas no dominio do tempo de uma estrutura sob a ac¢ao de cargas externas.
Este tipo de analise ¢ usado para determinar como se da a variagdo no tempo dos
deslocamentos, velocidades, aceleragdes, tensdes, deformacdes e energia absorvida,

como resposta a qualquer combinacgdo de cargas aplicadas.
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2.2.1 Vibragao forgada

Quando forcas externas agem sobre um sistema com varios graus de liberdade, o
sistema sofre vibragdo forgada. Ao passo que a vibragao livre € obtida através da solucao
homogénea da equacdo diferencial do modelo matematico da estrutura, equacao (2.2), o
estudo da vibragao forgada corresponde a solugao da equagao nao homogénea. A equagao
do movimento dindmico ndo amortecido sujeito a uma forca externa, fica da forma
(CHOPRA, 1995; CLOUGH; PENZIEN, 1975):

Mii(2)+ Ku(t) = F (1) (2.17)
cuja solugdo analitica, como exposto anteriormente, ¢ composta pela solugdo homogénea
(vibragdo livre) e pela solugdo particular. A solu¢gdo homogénea foi dada pela equacao
(2.3), e a solugao particular depende do carregamento externo aplicado.

Para um sistema com n graus de liberdade, as equagdes de movimento governantes
sdo um conjunto de n equagdes, cuja solugdo se torna mais complexa a medida que o
nimero de graus de liberdade aumenta, e/ou quando as forcas atuantes sdo nao periddicas.
Independente da complexidade das fungdes de forga externa, o sistema pode ser resolvido
pelas técnicas de Superposicdo Modal, que desacopla as equagdes de movimento, de
modo a se obter um conjunto de n equagdes diferenciais de segunda ordem (CHOPRA,

1995; CLOUGH; PENZIEN, 1975).

2.3 METODOS DE INTEGRACAO DIRETA

Dentro do contexto da analise dindmica de estruturas, a solu¢ao direta do sistema
de equagoes diferenciais dada pela equacgdo (2.2) constitui-se em um problema de dificil
tratamento (CHOPRA, 1995; CLOUGH; PENZIEN, 1975). Assim, os procedimentos
geralmente utilizados para se obter a solu¢cdo numérica no dominio do tempo da equagao,
sao os métodos de Integracao Direta ou Método da Superposicao Modal, ja apresentado
anteriormente.

Qualquer equagdo do equilibrio dindmico de uma estrutura com n graus de
liberdade pode ser resolvida no dominio do tempo por métodos de integragdo numérica.
Assim, a equagdo diferencial desacoplada (equacdo 2.15) também pode ser resolvida de
forma numeérica, de acordo com Quarteroni, Sacco e Saleri (2007).

O termo “integracdo direta” refere-se aos métodos que ndo fazem qualquer

transformagdo nas equagdes diferenciais do problema dindmico antes de efetuar a



39

integracdo numérica, como na Superposicdo Modal. A aplicacdo destes métodos implica
que o intervalo de tempo ¢ durante o qual se deseja estudar a estrutura em questdo, seja
subdividido em intervalos de tempo Az. Em cada um desses intervalos ¢ feita uma
aproximacao das incognitas do problema, no caso, deslocamentos e aceleragdoes.

Para a aplica¢do dos métodos de integracdo direta, sdo determinadas as matrizes

K e M, sendo inicialmente aplicadas condi¢des iniciais no tempo zero, u,, u, € ti, . Na

solugdo, o tempo total ¢ ¢ subdividido em » intervalos, implicando em At = #/n,

encontrando-se a solu¢do no tempo ¢, =t, +At,..., t, e i=12,...,n (CHOPRA, 1995;
CLOUGH E PENZIEN, 1975).

Existem varios métodos de integragao direta e, de acordo com o instante no passo
de tempo em que o equilibrio dindmico ¢ realizado, eles sdo classificados em métodos
implicitos ou explicitos.

Os métodos explicitos tém a forma:

u,, = fu,u,,i,u,,..), (2.18)
permitindo que a resposta u,,, seja fornecida completamente em fungdo das respostas

obtidas nos passos ¢, e t,_, . De maneira geral os métodos explicitos sdo condicionalmente

estaveis, ou seja, o passo de tempo At deve ser menor que um certo limite de estabilidade.
O M¢étodo da Diferencga Central ¢ um exemplo de método explicito (BATHE, 1996).

Os métodos implicitos tém a forma:
ui+1 =f(uiaai+]a’;[i+]a---), (219)

necessitando das derivadas de u,,, para que a resposta u,, seja obtida. Os métodos

i+1
implicitos podem ser condicionalmente estaveis, como os métodos explicitos, ou
incondicionalmente estaveis, quando a estabilidade numérica do problema independe do
tamanho do passo de tempo 4¢. Dentre as duas abordagens do método de Newmark, o

método da aceleracdo linear e método da aceleracio média constante, o ultimo

caracteriza-se como incondicionalmente estavel.

2.3.1 Meétodo de Newmark

Uma das alternativas para se resolver diretamente a equagdo genérica de

movimento dada pela equacdo (2.2), ou o sistema de equagdes desacopladas dadas pela
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equacdo (2.15) ¢ utilizar o método de Newmark. Para isso, o tempo total ¢ ¢ discretizado
em:

TN SO SR (2.20)

obp1oby
sendo
L=t 1=t 4., 1, =1, +AL, (2.21)
onde A4t ¢ o passo de tempo definido previamente. A solucdo aproximada € entdo avaliada
nos tempos ¢;.
No método de Newmark, as seguintes aproximagdes sdo consideradas (BATHE,
1996):
u . =u,H1-0)i +i, A\t (2.22)

t+At 1+AL

U = A (1 2 - a)id +aii,, JAF (2.23)

onde a e 0 sdo parametros que podem ser determinados para se obter diferentes
propriedades de precisdo e estabilidade. Além disso, considera-se que as condigdes
iniciais u,e u, sdo conhecidas.

Em Bathe (1996) ¢ apresentado um algoritmo da aplicacio do método de
Newmark para analise dindmica, conforme exposto a seguir. O algoritmo ¢ valido para
ae o respeitando os valores conforme a equacdo (2.24). Dessa forma, ¢ garantida a
estabilidade numeérica incondicional:

020,50 e «>0,2500,5+0)> (2.24)

Cdlculos iniciais:

1. Obter as matrizes de rigidez K, de massa M, e se for o caso, de amortecimento

G
2. Inicializar os vetores u,,u,,1,;

3. Selecionar o passo de tempo A4¢, os parametros « € & e calcular as constantes
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1 (2.25)
a,=——-
aAt?
o (2.26)
a =——-
alt
1 (2.27)
a,=—-
oAt
1 (2.28)
a,=—-1
2a
o (2.29)
a,=—-1
a
At ( ) j (2.30)
a,=—| -2
2\«
a, =At(1-9) (2.31)
a, =Atd (2.32)
4. Calcular a matriz de rigidez efetiva:
I%:K+a0M+a1C (2.33)
Para cada passo de tempo:
5. Calcular o vetor de forgas efetivo:
b = Fro + M (age, + i, + i)+ Ca, +agi, + agii (2.34)

6. Obter os deslocamentos no tempo #+4¢ resolvendo o sistema

_F (2.35)

Ku t+At

t+At

7. Calcular as aceleragdes e as velocidades no tempo ¢+A4¢

—u)—a, —aji (2.36)

t

ut+At = aO (u1+Az

i, =, +agi +aj,, (2.37)
No presente trabalho, os valores de e s foram utilizados sendo 0,5 e 0,25
respectivamente, conforme a equagao (2.24), garantindo assim a estabilidade numérica
do método.
Além do método de Newmark, um outro método implicito amplamente difundido

¢ o método de Houbolt (1950). Em relacao aos métodos explicitos, na literatura classica



42

destaca-se o método da Diferenga Central (COLLATZ, 1960; BATHE, 1996). Todos
esses métodos citados sofreram modificagdes e aprimoramentos ao longo dos anos, com
relagdo, principalmente, ao intervalo de tempo At utilizado, visto que o mesmo tem um

forte impacto sobre o custo computacional e precisdo desses métodos.

24  CARREGAMENTO DE TERREMOTO

O carregamento externo das estruturas pode ser classificado conforme a forma de
variagdo no tempo. O carregamento de impulso, por exemplo, caracteriza-se por ser
aplicado em um intervalo de tempo muito pequeno. A forga degrau ¢ um carregamento
que possui o mesmo valor ao longo do tempo. O carregamento periddico pode ser
entendido como aquele que possui uma mesma variagdo no tempo por repetidos niimeros
de ciclos. Estes carregamentos possuem variagdo senoidal ou cossenoidal no tempo,
sendo chamados de carregamentos harmonicos. Em contrapartida, um carregamento nao
periddico ¢ aquele que tem uma duragdo que ndo se repete de maneira ciclica, como nos
casos de terremoto ou de explosdes proximas a estrutura (CLOUGH E PENZIEN, 1975).

Para a andlise de estruturas submetidas aos carregamentos de terremoto, ¢
necessario que seja considerado um modelo matematico que possa descrever de maneira
aproximada o funcionamento da estrutura. Este modelo deve permitir a obten¢do de
relagdes matematicas entre as caracteristicas essenciais da excitagdo e da resposta
estrutural resultante. Assim, segundo Chopra (1995), uma boa forma de representar um
carregamento oriundo de um terremoto ¢ através da acelerag@o de base.

Para um sistema de multiplos graus de liberdade, a inser¢ao da aceleragdo de base
se da na equacdo de movimento do sistema, conforme exposto na equagdo (2.17). A
diferenca consiste em substituir o for¢a excitadora F(z) por uma forga equivalente,

denominada Fey(?). Assim, a equagdo (2.17) fica da forma (CHOPRA, 1995):
Mii(t) + Ku(t) = F,,(?) (2.38)

F,, (t) = —Mii (1), (2.39)

onde M ¢ a matriz de massa, ¢ € um vetor que define a direcdo de aplicacdo da excitacio

de base, ii,(t) € uma fungdo escalar que define as aceleragdes da base.

Esse tipo de carregamento ¢ aplicado em um dos exemplos do presente trabalho,

e os resultados podem ser vistos no capitulo 8.
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3. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS NA
DINAMICA DAS ESTRUTURAS

Este capitulo mostra alguns conceitos importantes para o entendimento do Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). Sao expostos, portanto, principios a
respeito do Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional, do Método da Particao

da Unidade (MPU) e também sobre o MEFG adaptativo.
3.1 PRINCIPIOS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), pode ser entendido
como uma varia¢ao do Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional. Dessa forma,
¢ conveniente elencar algumas caracteristicas do MEF aplicado na dindmica das
estruturas para a perfeita compreensiao do MEFG.

O MEF ¢ um procedimento numérico que analisa estruturas e meios continuos,
formulado através de equagdes diferenciais, e sujeito a condi¢des de contorno. Ou seja, o
MEF ¢ uma ferramenta utilizada em problemas de valor de contorno (PVC)
(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000; HUGHES, 2000; BATHE, 1996).

Para problemas da mecanica dos soélidos, existem diferentes formulagdes, ou
modelos basicos, que pertencem ao enfoque variacional do método. Uma delas, e a mais
difundida atualmente, ¢ a formulacdo baseada na aplicagdo localizada do método de
Galerkin, que possibilitou que o MEF fosse aplicado a problemas que ndo possuem
formulacdo variacional. De maneira geral, qualquer um dos Métodos dos Residuos
Ponderados (MRP) pode ser utilizado pelo MEF (CHIEN, YANG, TANG, 2003).

O MRP ¢ um método de aproximacao que surgiu a partir do Método Variacional,
mas como uma proposta de se libertar da condigdo de extremizagio de um funcional. E

uma classe de métodos que consiste em aproximar a varidvel dependente do problema
por expansdes em séries de fungdes conhecidas, chamadas fungdes de forma ¢ i (CAREY

e ODEN, 1984). A fung¢do aproximadora # pode ser escrita como:
& (3.1
“= Z¢io‘.i’
1

satisfazendo as condig¢des de contorno do problema. Os coeficientes @; sdo determinados

anulando-se a média ponderada do residuo no dominio do problema:
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JwRrd2=0 i=1.n, (3.2)
Q

onde w; sdo as funcdes peso e R a funcao residuo. A escolha dessas fungdes resulta em
diferentes métodos de residuos ponderados.
O método de Galerkin ¢ o mais utilizado entre aqueles baseados em residuos

ponderados. A caracteristica principal deste método € que se escolhe como fungdes peso

w; as proprias fungdes de forma ¢j . Assim,
wW.=0, e (3.3)

Jorda=0 i=1.n, (3.4)
Q

No campo unidimensional R', pode-se estabelecer a aproximagdo para o campo
dos deslocamentos, como ¢ mostrado na equacao 3.1

ul 3.5
uh (X) - Zgb/ (X)Oéj, ( )

no qual u,(x) sdo os deslocamentos aproximados, ¢ ; s8o as fungdes de forma do problema
global, e ; sdo as constantes, as quais tem seus valores coincidentes com os valores

discretos da fungio #,(X)nos nés. A construcio adequada das fungdes ¢j ¢ justamente o

papel do MEF.

No MEF, o dominio € do problema ¢ subdividido em elementos menores, e cada
elemento mapeia uma regido do dominio. E a chamada malha de elementos finitos. Essa
malha possui elementos de geometria simples dotados de nos, onde o MEF propde a
construgdo de aproximagdes para os campos das incognitas de interesse no interior desses
elementos, mediante interpolag¢do dos valores nodais (LIU, 2010).

Pelo uso da malha, as equagdes diferenciais que regem o problema de valor de
contorno podem ser expressas, de forma equivalente, por expressdes integrais sobre o
dominio de interesse. Admitindo que as incognitas sejam combinacdes lineares das
fungdes de forma do dominio elementar, as integrais sobre o dominio passam a ser
representadas pela soma das integrais sobre o dominio de cada elemento, obtendo-se
assim um conjunto de equagdes elementares. Essa estratégia permite a implementacao
computacional de procedimentos padronizados para a obtencdo de cada contribuicdo
elementar, ou seja, as matrizes da equacao de movimento do sistema. O problema global

se processa, portanto, mediante somatorio das contribui¢des de todos os elementos,
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respeitando a indexacdo e conectividade nodal, resultando em um sistema de equacdes
para o dominio completo (SORIANO, 2009, LIU, 2010, TORRES, 2008).

A malha de elementos, e as fungdes de forma interferem diretamente na qualidade
da solug@o do problema. Assim, as solu¢des numéricas obtidas através do MEF podem
ser melhoradas mediante algumas técnicas de refino. Uma delas tem a ideia de manter o
tamanho dos elementos, ¢ consequentemente da malha, mas aumentar a ordem de
aproximacao dentro dos elementos. Essa técnica ¢ conhecida como refino p, onde p
representa a ordem do polindmio interpolador utilizado. A segunda técnica mantem a
ordem polinomial das func¢des de interpolagdo dos elementos, enquanto o tamanho dos
mesmos € modificado, ou seja, a malha ¢ refinada. Esse procedimento ¢ conhecido como
refino 4. Por fim, pode-se unir as duas ideias, aumentando-se a ordem dos polindmios e
reduzindo o tamanho dos elementos. Essa técnica ¢ chamada de refino #hp
(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000; HUGHES, 2000; BATHE, 1996;).

Ainda nesse sentido, o processo de constru¢cdo da malha de elementos finitos pode
requerer um consideravel esfor¢o computacional (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000;
CAREY e ODEN, 1984), tornando a aplicagdo do MEF muito custosa
computacionalmente, sendo ineficiente nesses casos. Torres (2008) afirma que uma das
limita¢cdes do MEF relaciona-se ao fato de o método correntemente gerar aproximagdes
com base em fungdes interpoladoras polinomiais, cuja qualidade ¢ diretamente
proporcional a geometria e ao tipo de elemento. Essa caracteristica pode mostrar-se
particularmente ineficaz na simulacdo de fenomenos que implicam na ocorréncia de
elevados gradientes de deformacdes e, consequentemente, tensdes e daqueles que, de uma
forma geral, implicam em grande distor¢ao da geometria dos elementos.

Assim, diversas alternativas para se obter melhores resultados com o MEF ja
foram propostas. Uma delas, possui a ideia central de se utilizar informagdes particulares
para aprimorar as caracteristicas da resposta. Essa técnica ¢ a esséncia dos métodos
enriquecidos, em particular, do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG).

O M¢étodo dos Elementos Finitos Generalizado (MEFG) ¢ baseado no Método da
Particdo da Unidade (MPU), proposto por Melenk e Babuska (1996). Tem por objetivo
principal o enriquecimento do elemento finito através da constru¢do de um subespago de
fungdes aproximadoras de solucao pré-estabelecida. Este subespago tem por objetivo
melhorar os resultados locais e globais, quando comparado com o MEF convencional. A

seguir serao apresentados alguns aspectos importantes do MEFG.
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32  METODO DA PARTICAO DA UNIDADE (MPU)

O método da Particdo da Unidade, apresentado formalmente por Babuska e
Melenk (1997) surgiu como um método sem malha que introduziu um conceito inovador:
a possibilidade de definir aproximagdes que usam outras fun¢des na base, além de
polindmios, convenientemente escolhidas de acordo com o problema estudado.

O objetivo deste método era ultrapassar uma limitacdo do MEF: a aproximagao
feita unicamente por fungdes polinomiais. Para Babuska e Melenk (1997) os espacos
locais de aproximagao polinomial podem nao ter as propriedades mais adequadas para as
aproximacoes associadas a problemas muito especificos, como por exemplo, problemas
com solugdes oscilatorias.

Conforme a propria terminologia permite entender, particdo da unidade (PU) ¢ um

conjunto de fungdes onde a soma de seus valores ¢ igual a unidade em qualquer ponto do
suporte. Ou seja, as funcdes de forma ¢j definidas por um método de aproximacao

formam uma parti¢do da unidade se:
n (3.6)
z¢j(x) =], xeQ
J=1
Quando a propriedade da equagao (3.6) se verifica, entdo a aproximacao tem, pelo
menos, consisténcia de ordem zero, ou seja, a0 menos o polindmio constante p(x) = 1 ¢

reproduzido de forma exata.

Outra defini¢do classica do MPU é: seja (2 c R” um conjunto aberto, (), uma

1

cobertura aberta de €2 satisfazendo uma condi¢ao de sobreposi¢do em cada ponto:

AM eN VxeQ contagem{ilxeQ} <M (3.7)

A fim de compreender melhor a equagdo (3.7), a figura 3 mostra as subcoberturas

2. de forma que QC[ 0 ]

i
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FIGURA 3: COBERTURA §), DO DOMINIO 2
FONTE: DUARTE, BABUSKA E ODEN (2000).

O parametro M controla o numero de subcoberturas que podem se sobrepor em
um mesmo ponto dentro do dominio €2 .

Outra propriedade importante do método ¢ em relacdo ao suporte das fungoes.
Seja {771.} uma parti¢do da unidade subordinada a cobertura (2, satisfazendo a seguinte
condicao:
sup(n,) © fechamento(Q),) Vi (3.8)
A equagdo (3.8) mostra que as fungdes devem ser ndo nulas apenas dentro da
subcobertura as quais estdo vinculadas.

Com as defini¢des da PU citadas nas equagdes (3.6) a (3.8), € possivel apresentar

a definicao do espaco de aproximacao do MPU (Melenk e Babuska, 1996). O conjunto

de fun¢des da parti¢ao da unidade {77,-} permite obter um conjunto enriquecido de fungdes

de aproximagdo. Pode-se obter um conjunto de fungdes S, C H' (£, N)) sobre cada

subdominio (€2, N€2), de tal forma que os deslocamentos « possam ser bem aproximados

neste subdominio. Seja um conjunto de fungdes que localmente representem bem o

deslocamento u:

s, ={s/}" (3.9)

J=1

Entdo, o espago global S utilizado para aproximar  em €2 ¢ obtido da forma:

3.10
5=Yns = | Zasth es e (@) e

Ou seja, de forma mais simplista, a solu¢cdo aproximada para deslocamentos em

qualquer ponto x do dominio ¢ dada por:
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u, (x) = Z Z 771~Sl-j (x)aij (311)

i s[jeS,
onde a;; sdo os graus de liberdade (LIU, 2010).
As fungdes de forma utilizadas no MEF Lagrangeano sao um exemplo de PU. Isso
torna-se perceptivel ao se analisar a figura 4, onde estdo representadas as fungdes para

polinomios de Lagrange de ordem k£ = 1. A condicdo imposta pela equagdo (3.6) ¢

respeitada, pois a soma de todas as func¢des de forma globais, ¢,~ , resulta na unidade em
todo o dominio (Torii, 2012). Na figura 4 também percebe-se que cada funcio @, ¢é

definida dentro de dois elementos adjacentes, exceto pela fungio @ e ¢,

-
ci, 1 ci. 2 el3
9,
-
Q
1
2
-
Q2
9,
—— —
a :
3
9,
>
Q)

FIGURA 4: PARTICAO DA UNIDADE DADA POR FUNCOES LINEARES DO MEF
LAGRANGEANO
FONTE: TORII (2012)

Segundo Weinhardt (2016), € possivel construir inumeros tipos de PU, utilizando
por exemplo, os Polindmios de Legendre, Polinomios Racionais (fun¢des Shepard),
Polinomios de Lobatto, entre outros. Dentre a gama de alternativas, no presente trabalho

foram escolhidas PU a partir dos polinomios de Lagrange. PU’s Lagrangeanas foram
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utilizadas também nos trabalhos de Arndt (2009) e Torii (2012) como base para o MEFG
trigonomeétrico, devido a sua consagragao nas implementagdes com o MEF e simplicidade
de construgao. Weinhardt (2016) utilizou, além desses, polindmios racionais (fungdes
Shepard), mas a PU lagrangeana apresentou melhor aproximacao das frequéncias naturais

nos exemplos analisados pelo autor.

3.3  FUNCOES DE ENRIQUECIMENTO

As funcdes de enriquecimento do MEFG devem ser escolhidas de forma a
representar um comportamento desejado da solug¢dao. Entre as fungdes especiais que
podem ser utilizadas como enriquecimentos, destacam-se as func¢des continuas
polinomiais, as descontinuas e as singulares, que podem ser utilizadas para se modelar
caracteristicas locais como as trincas, vazios ou microestruturas (BABUgKA et al.,
2004). Ja as fungdes trigonométricas modelam as caracteristicas da resposta dinamica
estrutural (ARNDT, 2009; TORII, 2012).

O MPU permite construir um espago de aproximagdo com a regularidade
desejada, independente dos espacos de aproximacgao locais, preservando as propriedades

destes espagos. A aproximagao da solucdo proposta pelo MEFG no dominio do elemento
mestre {, pode ser escrito como combinagdo das componentes (ARNDT, MACHADO

e SCREMIN, 2010):

U=Uypp TUgygg (3.12)

onde uyer ¢ a componente do MEF baseada nos graus de liberdade nodais e ugnrip € a
componente de enriquecimento gerada pela particdo da unidade e baseada nos graus de
liberdade de campo.

O enriquecimento da aproximagao € realizado seguindo as técnicas e conceitos do
método das nuvens Ap (ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ, 1998), que permite a
ampliacdo no espacgo da aproximagdo para obter uma melhora na sua qualidade, obtido
pela multiplicagdo das fungdes PU por funcdes linearmente independentes, que sdo as
funcdes de enriquecimento (LIU, 2010).

Na figura 5 compreende-se melhor as fungdes enriquecidas, para um dominio
bidimensional. Na parte superior da figura 5 ¢ representada a funcdo PU de uma
determinada nuvem de elementos, que nesse caso sdo as fung¢des de forma do MEF

tradicional e, na parte central encontra-se a funcdo de enriquecimento, nesse caso
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polinomial, para caracteriza¢do do problema local. Na parte inferior, mostra-se a unido

das duas fung¢des, PU e enriquecimento.

FIGURA 5: CONSTRUCAO DAS FUNCOES DE FORMA DO MEFG, PARA ENRIQUECIMENTOS
POLINOMIAIS.
FONTE: ADAPTADO DE EVANGELISTA JR ET AL. (2013).

34  MEFG ADAPTATIVO

O MEFG adaptativo, proposto por Arndt (2009) e Arndt, Machado e Scremin
(2010), € um processo iterativo cujo principal objetivo ¢ aumentar a precisao de uma
frequéncia (autovalor) relacionada a um modo de vibrar escolhido, cuja ordem ¢

denominada de “ordem alvo”. O fluxograma da figura 6 representa o processo adaptativo.
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(A) Escolba do modo de vibracio
alvo
alve = ordem do modo escolhido

.

(B) Solugdo via MEF (MEFG n;=10)
malha com ngl == alvo
Obtém-se e MEF

v

(C) i=1
alvei = Calve MEF
=i+ 1
D) i=i
¥
(E) Solugdo via MEFG
m=1e ;= Oaroil
Obtém-se oy, MerG
i NAO

(F) Owwi= QuveMEFc

'

(G) Teste de Convergéncia
|@alvni - Oalves1| = tolerdncia 7

s

k

(H) Fim do Processo
Apresentacio dos
Resultados

FIGURA 6: FLUXOGRAMA DO PROCESSO ADAPTATIVO
FONTE: ARNDT (2009)

Neste fluxograma, wane corresponde a frequéncia relacionada ao modo alvo. O
primeiro passo do processo adaptativo do MEFG (blocos A a C) consiste na obtengdo de
uma primeira aproximagao da frequéncia alvo pelo MEF. A malha de elementos finitos
usada na analise deve ser refinada o suficiente para capturar uma primeira aproximagao
da frequéncia alvo. Para tanto, basta utilizar uma malha com numero de graus de liberdade

efetivos, apos a introdugdo das condi¢des de contorno, igual ou maior que a ordem da
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frequéncia alvo, e que seja capaz de representar a geometria do problema. Os passos
subsequentes (blocos D a G) consistem na aplicagdo do MEFG com apenas um nivel de
enriquecimento (n = 1) para a mesma malha de elementos finitos, utilizando como
frequéncia u; (j = 1, blocos D e E) das fung¢des enriquecedoras, a frequéncia alvo obtida
no passo anterior. Ao longo do processo iterativo nenhum refinamento da malha ¢
realizado.

Segundo Arndt (2009), devido as caracteristicas de adaptatividade a frequéncia
alvo do MEFG adaptativo, para cada frequéncia a determinar, ¢ necessario executar uma
nova analise diferente tomando-a como frequéncia alvo.

Ainda em relacdo ao método, nos trabalhos de Arndt (2009), Arndt, Machado e
Scremin (2010) e Arndt, Machado e Scremin (2016) o MEFG adaptativo mostrou-se um
processo preciso e de rapida convergéncia, sendo mais preciso que o refinamento / do

MEF convencional.
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4. FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA

Os capitulos 2 e 3 explicitaram a teoria envolvendo o MEF ¢ o MEFG, além de
conceitos importantes a respeito da analise dinamica transiente. Para que as aplica¢des
deste trabalho fiquem expostas de forma clara, ¢ necessario evidenciar a formulacao
matematica do problema de vibragdo livre de barras e vigas de Euler Bernoulli. As
formulacdes iniciam-se pela deducdo da equagdo diferencial que governa o problema.
Entdo, a solugdo aproximada através do MEF ¢ apresentada, para que em seguida o

enriquecimento nas fun¢des de forma através do MEFG possa ser explicitado.
4.1 BARRA RETA (1D)

Considera-se uma barra com deformacdo axial (Figura 7) onde as secdes
transversais planas e normais ao eixo da barra apds a deformagao permanecem planas e
normais. A barra possui area da se¢do transversal A, e o material é eldstico, linear e

homogéneo, tendo modulo de elasticidade £, e massa especifica p.

u(x)

——— - [
plxt)

EA

FIGURA 7: BARRA RETA COM DEFORMACAO AXIAL
FONTE: TORII (2012)

Analisando-se um elemento infinitesimal com comprimento dx tem-se o diagrama
da figura 8. A forca P indicada ¢ oriunda da tensdo no eixo x (0y), e a forca p varia tanto

no comprimento x quanto no tempo ¢ Considera-se essa forca p uniformemente

distribuida.



54

p(x.1)

] .a-l

dx
FIGURA 8: ELEMENTO INFINITESIMAL DA BARRA RETA
FONTE: ARNDT (2009)

Através do somatorio de forgas, tem-se o equilibrio dindmico da forma:

02 4.1
—P+(P+dP)+p(x,t)dx=pAa—L:dx D
t
onde u ¢ o deslocamento na dire¢@o longitudinal.
Entdo, dividindo a equagdo (4.1) por dx, tem-se:
dP o*u (4.2)
— ,1)=pA
o TP =pd—s

Sabendo que a forga P ¢ resultando da tensao oy, € que o material € elastico linear,

através da Lei de Hooke, tem-se a relagdo:

oc=Fs — E—Ea—u — P= EAa—u (4.3)
A ox ox

Admitindo E e 4 constantes, tem-se por fim:

0*u O*u (4.4)

EASY = pa " p(xt
o~ PAGE T PeD

Para se obter a forma integral do problema dinamico, multiplica-se a equagao (4.4)

por uma fung¢ao teste w(x) e integra-se no dominio Q =[a,b] , resultando em:

2 4.5
EAJ—wdQ pA Ia—uwdQ—jpwdQ #)
Q at2 Q
Integrando por partes a primeira parcela da equacao (4.5) obtém-se:
4.6
{wEAau} IEAa—ué—wdQ Aj dQ- [ pwdQ, (*4)
ox |- 5

sendo I' o contorno. Rearranjando, obtém-se a forma fraca do problema:
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ou 4.7)

— | + | pwdQ
ﬁxl ip

J‘ﬁu ow

EA dQ+ pA j —wdQ {wEA

ox Ox

A solugdo aproximada U, (x) pode ser escrita, na forma discreta em uma base N-

dimensional, da seguinte forma:

N 4.8
u, (X) - Z (]5/1{/. (X)’ ( )

onde ¢ ; sdo as fungdes de forma globais, € U;sdo os respectivos graus de

liberdade. Aplicando o Método de Galerkin, tem-se:

EAJ'z(@(ﬁ ji(aa(ﬁ de+pAJ'Z[at2 ngﬁwdQ_

Q Jj=1 Q Jj=1
N . N

EAY | —Lu.
35|12
- r

Como a funcido teste ¢ arbitraria, os valores dos coeficientes w; sdo quaisquer.

(4.9)

Assim a equagdo (4.9) sera satisfeita quando:

N 0p. 0¢. il (4.10)
EAY u, | —L—dQ+pA) ii. | pp.dQ =
Z_:‘"[éx Ox r ;’£¢'¢’
EAZ(—M j ) +Ip¢dQ i=1.,n
Resultando no seguinte sistema de equacdes:
Ku+Mii=F, (4.11)
onde K ¢ a matriz rigidez, dada por:
0p. 9. 4.12
K, :EAfi%dQ, (+12)
/ Ox Ox
M ¢ a matriz massa, dada por:
M, =pA[ 44,dQ, (4.13)
Q
e F' ¢ o vetor de for¢as externas:
(4.14)

F=EA[8M ,} +[ ppd©
X Lo b

Para resolver o sistema de equagdes dado pela equacdo (4.11) € necessario aplicar

um método de integracdo no tempo. As alternativas classicas para se resolver este
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problema de forma numérica sdo o Método de Newmark e o Método da Superposi¢ao
Modal, ja apresentados anteriormente.

Para o caso de vibragao livre de barra reta, onde £, 4 ¢ p sdo constantes e p(x,?)=0,
a equacao (4.10) fica:
il 0p. 0¢ N (4.15)
EAY u |—L—dQ+pA) ii,|pdQ=0 i=1.n
2l G e AT 9

Na forma matricial, a equagao (4.15) remete a equagao de movimento do problema
de vibragao livre, exposto na equacao (2.2). De forma andloga ao exposto no capitulo 2,

o problema de autovalor generalizado fica da forma:
Ku =\ Mu (4.16)
onde K ¢ a matriz de rigidez e M ¢ a matriz de massa definidas nas equacdes (4.12) e

(4.13) respectivamente. Na equacdo (4.16), A, sdo os autovalores relacionados as
frequéncias naturais aproximadas w,, e os vetores u s3o os autovetores correspondentes

aos modos de vibragao da barra. As frequéncias naturais aproximadas W, sdo obtidas
através da relacao:

w0y =Dy (4.17)

Depois de discretizar o dominio do problema ((0,2Z) em subdominios dos
elementos {2,(0,L,), é necessario determinar a contribuicdo de cada elemento através dos

coeficientes da matriz de rigidez elementar K, °, e dos coeficientes da matriz de massa

lj b

elementar M, obtidos por:

(‘)Q/, (4.18)

My = pA [y dQ,, (4.19)
Qe

onde ¥, sdo as fungdes de forma locais .

A solucdo através do método classico de elementos finitos no dominio do

elemento mestre ¢ pode ser expressa matricialmente, de forma generalizada:
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u, (§)=N'qg, (4.20)

onde N ¢ a matriz das fungdes de forma locais, g € o vetor dos deslocamentos. Analisando
o elemento de barra uniforme com dois no6s, e um grau de liberdade por no, os termos da

solugdo aproximada da equacdo (4.20), sdo definidos no dominio do elemento mestre

como:
N = [ ], (4.21)
qT =[u, u,], (4.22)
onde u; e u2 sdo os deslocamentos nodais, ¥, = % eV, = % para €1, (—=1,1).

4.1.1 Enriquecimento das fung¢des de forma através do MEFG

No presente trabalho, as fung¢des enriquecedoras sdo trigonométricas, propostas
por Arndt (2009) e posteriormente adaptadas por Torii (2012), Weinhardt (2016) e
Weinhardt et al. (2015), que representem a solugdo analitica geral do problema. Desta
forma, segundo Torii (2012), € possivel obter resultados bastante precisos para os modos
de vibragao.

A formulagdo pode ser escrita na forma de um método enriquecido, cuja solucao

aproximada no dominio do elemento mestre de dois nos €2, (—1,1) é dada por:

u, (&) =u’ e + ueENRIQ (4.23)

) 2 (4.24)
Uy (§) = Z m; (f)ul

. 2 1 (4.25)
Uinrio(§) = D 11(8)| D 7y(E)ay; +¢, ()b,
i=1 Jj=1
onde ajj e bj; sdo os graus de liberdade de campo e 77; representa a Particdo da Unidade

do MEF.
A PU dada pelas fungdes lineares do MEF Lagrangeano em fun¢do do elemento

mestre sdo dadas por:
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4.26
m (&)= (4:20)

N m

n,(§) =

As fungdes de enriquecimento para o dominio em questao, baseadas em Arndt

(2009) e Torii et al. (2015) sao:

v, = sen(B,(1+&));

Y,; = sen(,(§ —1)); (4.27)
p,; =cos(B,(1+ &) -1

¢, =cos(3,(§—1)—1;

paraj = [,2,...nl, sendo n/ o numero de niveis de enriquecimento, e o parametro 3 ¢ dado
por 3, ==
No trabalho de Weinhardt (2016), a fim de estabilizar o método, foi proposta uma

modificagdo do parametro 3, intitulada “Modificacdo Heuristica”, ficando da forma

.5 : .
5 = [2] —Z]W . Como a modificagdo heuristica apresentou bons resultados no que diz

respeito a estabilidade do método, no presente trabalho esta modificagdo sugerida pelo

autor supracitado foi utilizada.

Na figura 9 ¢é possivel observar as fungdes de enriquecimento da equacao (4.27)

com g3 :%W.

[—an pl2

w1 — y12]

FIGURA 9: FUNCOES ENRIQUECEDORAS, PROPOSTA DE ARNDT (2009)
FONTE: PETROLI (2016)
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4.1.2 MEFG adaptativo

As fungdes de enriquecimento utilizadas no presente trabalho e dadas na equagao
(4.27) sao baseadas na proposta de enriquecimento trigonométrico de Arndt (2009). Torii
(2012) propos uma modificagdo sutil das fungdes de enriquecimento trigonométricas,
onde foi removida a influéncia do comprimento do elemento Le, desvinculando o

pardmetro 3, dos pardmetros do material. Porém, a formulagio adaptativa do MEFG neste
trabalho foi utilizada com as funcdes trigonométricas originais de Arndt (2009), que sao
semelhantes as ja expostas na equagdo (4.27), e no dominio do elemento mestre €2,(0,1)

sdo da forma:

Y., = sen(3,L,&);

Y, = sen(B,L,(€ ~1)); (4.28)
|, =cos(B L1

0, = cos(B L(E-1)~1;

4.29
B, = \/g H *2)

onde Le, E e p sao o comprimento, o0 modulo de elasticidade e a massa especifica do

elemento, respectivamente, e p; ¢ a frequéncia associada ao nivel de enriquecimento ;.

A rotina de solu¢do do MEFG adaptativo ja foi exposta no capitulo 3, e o

organograma de solug@o também ja foi exposto na figura 6.

4.2 VIGA DE EULER - BERNOULLI

Para o caso do elemento de viga de Euler-Bernoulli, sdo considerados os

deslocamentos transversais ao eixo da viga, conforme a figura 10.

A v(xt)

FIGURA 10: VIGA DE EULER BERNOULLI
FONTE: TORII (2012)
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Aplicando o equilibrio dinamico, a equacdo diferencial parcial que rege os
deslocamentos em uma viga de Euler - Bernoulli com se¢do uniforme ¢ da forma

(CLOUGH; PIENZIEN, 1975):
oy o2y (4.30)
E[g_'_'OAE = p(x,t)
onde A=A(x) ¢ a area da secdo transversal, /=/(x) ¢ o momento de inércia em relagdo ao

eixo de flexdo, E=FE(x) ¢ o modulo de elasticidade longitudinal, o ¢ a massa especifica,

p ¢ a forga transversal aplicada por unidade de comprimento, e ¢ ¢ o tempo. A solucao
v=v(x,t) deve satisfazer as condicdes iniciais e de contorno. Por simplicidade, o modulo
de elasticidade, o momento de inércia, a drea e a massa especifica sdo tomadas como
constantes ao longo da viga.

A forma fraca do problema pode ser obtida aplicando o método dos residuos

ponderados, ou seja, multiplicando o residuo pela fungdo teste w(x) e integrando no

dominio:
o'y 0% (4.31)
EI Iﬂ@ wdQ + pA i Q= i P(xX)wdQ
Integrando o termo da esquerda por partes, duas vezes, resulta em:
3 3 4.32
wd = E1] 2 —E[j—va—WdQ e (332)
ox* |, ox
2 2y, A2 4.33
Ezj—va—wdg EI Q% -E CRERLT 439
ox3 Ox ox* Ox |, Q Ox? Ox?
Substituindo as equagdes (4.33) e (4.32) na (4.31) resulta na forma fraca:
2 2 4.34
El ﬂa—dQ pA| Oy = [ p(xywar+ (4:34)
o ox? ox’ ;, O o

2 3
El[a Va—w} —EI{QW}
ox? Ox |uq ox®

Os dois ultimos termos da equacdo (4.34) representam as condigdes de contorno
naturais.

Da resisténcia dos materiais, tem-se:
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i = EI o%v e (4.35)
ox?
O3y (4.36)

ox3

onde Me & sdo, respectivamente, o momento fletor e o esforgo cortante. Assim, a

equagao (4.32) transforma-se em:

_ (4.37)
N - QW|

}4 (4.38)
Q

=0

a0+ Aj —wdQ | p(x)wdQ+MgW

oQ

o*v O*w
E]IQGXZ ox?

Utilizando o Método de Galerkin, de forma similar a barra:

n d2(15 d
o], 3| S 5w ool 5[ 5
LY

Rearranjando:

(& dg 4, o (v, ] (4.39)
P (??dg}f wp] Z[ o ¢fld9

+Qi¢m

o0Q oQ

como a fun¢ao teste ¢ arbitraria, os valores dos coeficientes w; sdo quaisquer. Assim a

equacao (4.39) sera satisfeita quando:
: d’ ¢ ¢] o (d?, (4.40)

Q Jj=1
799
ox

+04],,-0

oQ

- j p(x)¢dQ—

Matricialmente, a equagdo (4.40) fica da forma:
Ku+ Mii = F, (4.41)
que ¢ igual a equagao (4.11) referente ao elemento de barra. No caso de vigas, as matrizes

de rigidez, de massa, e das forgas externas sdo dadas, respectivamente por:
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2 d’d (4.42
Kg=EI [ a9, f—"’i' do )
‘ S\ ox” Ox

M; = pA[ ¢¢,d0x (4.43)
o

— 4.44
_Q¢i|a§z" ( :

oQ°

E= fp(xmdﬂﬂ\?%
o ox

Da equacdo (4.30) nota-se que os deslocamentos transversais em vigas sao
governados por uma equacdo diferencial parcial de quarta ordem. Essa diferenca, de
acordo com Torii (2012) faz com que a abordagem utilizada para construir as
aproximacdes do MEF para este problema seja diferente daquela utilizada para o
problema de barras, onde a equagdo diferencial associada ¢ de segunda ordem. Ou seja,
as func¢oes de forma utilizadas devem ser diferentes. Assim, a formulagao tradicional do
MEF para problemas de vigas de Euler-Bernoulli utiliza os polindmios cubicos de
Hermite como fung¢des de aproximagao (TORII, 2012). Neste caso cada elemento possui
quatro graus de liberdade: deslocamentos transversais e rotacdes nos nos inicial e final.

Para encontrar as varidveis modais da equagdo (4.41), as forg¢as externas p sdo
nulas, e o procedimento ¢ idéntico ao citado no item 4.1 para o elemento de barra.

A solucdo através do método classico de elementos finitos no dominio do

elemento mestre o pode ser expressa matricialmente, de forma generalizada:

v (6)=N"g, (4.45)
ou, explicitando os 4 graus de liberdade do elemento,
v, ()= (E)v, +1, (), + 15 (v, + 4, ()8, (4.46)
c,
N =[4, W o ] (4.47)
g = 6 v, 0] (4.48)

onde v; e v2 sdo os deslocamentos nodais e 0, e 0, sdo as rotagdes nodais.
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4.2.1 Enriquecimento das func¢des de forma através do MEFG

As fungoes de enriquecimento utilizadas no elemento de viga sao trigonométricas,
propostas por Arndt (2009).

A formulagdo pode ser escrita na forma de um método enriquecido, cuja solugao

aproximada no dominio do elemento mestre de dois nos €,(0,1) é dada por:

v; (&) =Vyr + veENRlQ (4.49)
€
2 4.50
e ()= X6, (D), 0
2 il 4.51
veENR[Q &)= Zﬂi |:Z Vi (g)aij :|9 ( )
h =257+ E+] (4.52)
¢, =36-287
¢ =L,(5-¢%)

— 2
¢22 - Le (§ - 5 )
onde a;; s30 os graus de liberdade de campo , n; € o nimero de niveis de enriquecimento,

¢, e 0ysdo as funcdes associadas aos graus de liberdade nodais, 7 ; sdo as fungdes

enriquecedoras, V; os deslocamentos nodais, 0, as rotagdes nodais, e 7, sio as particdes
da unidade do MEF, dadas por:
n=1-¢& (4.53)
{772 =<

Em relagdo as funcdes enriquecedoras, Arndt (2009) propos trés alternativas: as
mesmas fungdes analiticas empregadas no Método Composto, as fungdes de forma dos
modos normais utilizadas no Método dos Modos Admissiveis (MMA) (ENGELS, 1992),
e ainda, fungdes trigonométricas utilizadas também no MMA. No presente trabalho, as
funcdes de enriquecimento utilizadas para o elemento de viga de Euler-Bernoulli sdo as
fungdes trigonométricas e as fungdes baseadas no MMA. As fungdes trigonométricas no

dominio do elemento mestre, sdo da forma:
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v, = cos[(j —D)mé] — cos[(j+1)¢] (4.54)
paraj = 1,2,...nl, sendo n/ o nimero de niveis de enriquecimento.
As fungdes enriquecedoras baseadas no MMA, no dominio do elemento mestre,
sdo da forma:

1+(— l)je_)‘./’ e*A/f _(_I)Aieﬂ/(lff) (4.55)
——————sen(\§)— —
I—(=1)e ™ I—(=1)e”

7, = cos\E) -

onde /\j sdo os autovalores obtidos pela solugdo da equacdo caracteristica:
2~ (4.56)

cos(A, ) — Tt =0

A

4.2.2 MEFG adaptativo

Assim como no elemento de barra, a formulagdo do MEFG adaptativo tem
algumas modificacdes com o exposto nas equagdes (4.50) a (4.56), no que diz respeito as

funcdes da particao da unidade 7 e fungdes de enriquecimento ¢ e y .
De acordo com Arndt (2009), a solugdo aproximada do MEFG adaptativo no

dominio do elemento mestre ,(0,1) pode ser escrita como:

v: &)= veMEF + VeENmQ (4.57)
€
: : (4.58)
VCMEF (5) = Z[Wh +¢191]a
(4.59)

2 "
VeENRJQ &= 2771‘ |:Zl(7/1gjag/ + 7/2i/'bij +753,;C; + 74;‘/‘%,‘)}
Jj=

i=1
onde 7,sd0 as fungdes da particdo da unidade, ¢ sdo as fungdes de forma do MEF
convencional associadas as rotagdes nodais e y,,. sdo as fung¢des enriquecedoras dadas

por:

n, =1-3&2+2&° (4.60)



65

17, =3E2-28° (4.61)

¢ =L (5-25*+S7) (4.62)

¢ =L(S7=S5?) (4.63)

Vi =cos(B,LE)~1 (4.64)
Yij=cos(f,L.(1-8))—1 (4.65)

7oy =sen(f;L.5) = ;LS (4.66)
Vnj=sen(f;L,(1-8)-f,L.(1-2) (4.67)
yaj=e M BLE-] (4.68)
V=€ PO L L (1-&)—1 (4.69)
Yaj=e D —(B,LE+1e (4.70)
Vigy=€ 0 [BL(1-&)+1]e P (4.71)

[12 4.72)
o pA ) (
lBj :4—2;] ] :1,2...}’1[

sendo 1, o nimero de niveis de enriquecimento, L. o comprimento do elemento, E, 4, /
e p omodulo de elasticidade, a area da se¢ao transversal, o momento de inércia e a massa
especifica do elemento, respectivamente, u; ¢ 6. os deslocamentos e rotagdes nodais,

b

respectivamente, a,;, b;, ¢; e d, os graus de liberdade de campo associados as fungdes

i

enriquecedoras y,; , ¢ 4;a frequéncia associada ao nivel de enriquecimento ;.
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5. METODOLOGIA APLICADA

O presente trabalho foi desenvolvido seguindo um roteiro de uma série de passos
metodoldgicos. Assim, a metodologia ¢ desenvolvida da seguinte maneira:

1. Formulacio do problema: o estudo iniciou-se analisando o comportamento
do MEFG na anélise dinamica transiente. Para isso, alguns trabalhos como os de Arndt
(2009), Garcia, Rossi e Linzmaier (2010), Torii (2012), Shang (2014), Weinhardt (2016),
e Shang, Machado e Abdalla Filho (2016) formaram a base para a andlise desse
comportamento. Posteriormente, uma revisdo bibliografica a respeito dos métodos de
solucao no dominio do tempo, bem como a respeito do MEF e do MEFG foi realizada.

Partindo disto, alguns aspectos a respeito do MEFG na formulagdo transiente
tornaram-se objeto de estudo, como por exemplo um nimero razoavel de elementos e,
principalmente de niveis de enriquecimento a ser utilizado. Também, outro objeto de
estudo foi quantos modos de vibragdo, e mais precisamente quais modos sao necessarios
levar em conta na andlise. Ainda, utilizar o MEFG adaptativo (Arndt, 2009) partindo da
identificacao dos modos mais preponderantes na resposta.

2. Implementac¢io: As matrizes dos elementos de barra e viga de Euler-Bernoulli
provenientes do MEFG foram desenvolvidas no programa de manipulagdo simbolica
Maple (MAPLESOFT, 2015). No caso do MEFG adaptativo, as matrizes elementares sao
oriundas do trabalho de Arndt (2015). As demais rotinas computacionais utilizadas foram
implementadas no programa MATLAB (MATHWORKS, 2014).

A rotina computacional utiliza a formulacdo do MEFG para a obtengao das matrizes
de massa e rigidez da estrutura. Nessas matrizes, o enriquecimento trigonométrico
proposto por Arndt (2009) foi testado. Também, no caso das vigas de Euler-Bernoulli foi
analisado o enriquecimento das funcdes baseadas no MMA. Entdo, o Método da
Superposi¢cao Modal ¢ aplicado, a fim de desacoplar o sistema de equagdes do problema.
Depois de desacoplado, o sistema de equagdes ¢ resolvido pelo Método de Newmark com
aceleragcOes constantes, que traz como resultado os deslocamentos, velocidades e
aceleragdes em funcdo do tempo. Essas varidveis sdo comparadas com solucdes de
referéncia, que para alguns poucos casos sao as solugdes analiticas, ¢ também com as
obtidas através do MEF com um teste de convergéncia prévio. A figura 11 mostra um

fluxograma que resume as etapas utilizadas neste trabalho
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(A) Analise modal — vibracio livre
Mii+ Ku=10
obtencio da matriz modal &

(B)

Sistema de equagfes de equilibrio dindmico:

Mii+ Ku= £

l
()

Aplicacio do método da Superposigio Modal
para desacoplar as equagbes de movimento:

M=0"M® K=0"K®  F=a'f

(D)

Resolver o sistema de equacdes desacoplado
através do método de Newmark

h 4

(E) Obtencio dos resultados:

i, omoedl

FIGURA 11: FLUXOGRAMA DA METODOLOGIA

Ap6s uma primeira obtengdo de resultados, conforme mostra a figura 11, as
analises a respeito da matriz modal sdo entdo feitas. A matriz ¢ reduzida a uma certa
porcentagens de modos, proveniente dos resultados preliminares do capitulo 6, e as etapas
C, D e E sdo reprocessadas.

Um coeficiente, denominado fator de influéncia ¢ proposto, e permite a
identificagdo dos modos de vibragdo mais preponderantes da estrutura em analise. Apds
a afericdo desses modos, os mesmos sdo os unicos a serem deixados na matriz modal, e
novamente as etapas C, D e E sdo reprocessadas.

Ainda, apos a identificagdo dos modos de vibracdo mais preponderantes da

estrutura, o MEFG adaptativo ¢ implementado, e os resultados sdo comparados entre si.
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5.1 ANALISE DE ERRO AO LONGO DO TEMPO

O presente trabalho utiliza uma abordagem para avaliagdo de erro presente em
Torii e Machado (2010) e em Torii (2012). A formulagao ¢ baseada na proposta de Bathe

(1996) e foi adaptada para a analise transiente.

A formulagdo trata-se do erro da resposta aproximada u,(X,f) em relagio a
solugdo analitica do problema u(x,?), para uma dada posi¢do X = X, fixa, no intervalo

de tempo [#,,1,], e pode ser definido como:

(5.1)

b

- 0| — M) _, ()
eNZAt|Au |—2At‘u u,
i=1 i=1

)

onde n ¢ o nimero de passos de tempo utilizado, u”éa solugdo analitica do problema

(ou de referéncia) no passo de tempo (i) para X = X, u,(zl) ¢ a solu¢do aproximada no passo

de tempo (i) para X =X,, e At ¢ o passo de tempo utilizado.

O erro da equagdo (5.1) pode ser avaliado eficientemente uma vez que utiliza
apenas valores discretos no tempo e, portanto, o esforco computacional envolvido ¢

pequeno (TORIIL, 2012). A ideia central do erro € apresentada na figura 12.

Mﬁ)
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4:

I;{D I-I/ i+1) !

FIGURA 12: ESTIMATIVA DE ERRO
FONTE: TORII (2012)

O erro calculado de acordo com a equacao (5.1) no caso do deslocamento possui
unidade dada por comprimento x tempo. No caso da velocidade a unidade é comprimento,

e na aceleragdo ¢ comprimento por tempo.



69

6. RESULTADOS PRELIMINARES: ANALISE DO COMPORTAMENTO
DO MEFG ATRAVES DO ESPECTRO DE FREQUENCIA

A fim de analisar a resposta transiente de elementos de barra e viga de Euler-
Bernoulli, inicialmente avalia-se o comportamento do MEFG através de espectros de
frequéncia encontrados na literatura. Desse estudo, parte-se para a analise transiente, onde
efetivamente sao calculados os deslocamentos, velocidades e aceleragoes.

O espectro de frequéncias representa, basicamente, o processo de normalizagao
das frequéncias naturais da estrutura em estudo. De acordo com Weinhardt (2016), ¢ uma
forma de representacdo que permite a comparacdo de diversas abordagens, como
enriquecimentos e refinamentos, sem a necessidade de igualar o nimero de graus de
liberdade.

No espectro de frequéncias. o eixo das abscissas representa os n-€simos graus de
liberdade (), que sdo normalizados em fun¢ao do nimero total de graus de liberdade (N),
ouseja, # = n/ N.Com isso, facilita-se a comparacdo entre espectros de frequéncias com

diferentes nimeros de graus de liberdade. No eixo das ordenadas tem-se a relagdo w, / w

que ¢ a frequéncia natural aproximada w, dividida pela frequéncia natural numérica w.

Quanto mais proxima de 1,0 essa relagdo, melhor ¢ a resposta numérica obtida, conforme
exposto por Hughes (2000).

No trabalho de Shang, Machado e Abdalla Filho (2016), expresso na figura 13,
um exemplo de vibragdo livre de uma viga bi-apoiada, utilizando enriquecimento
trigonométrico foi utilizado para comparar a acuracia do MEFG com 2, 3 e 4 niveis de

enriquecimento, em comparagdo com o MEF linear.
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FIGURA 13: ESPECTRO DE FREQUENCIA COMPARANDO NiVEIS DE ENRIQUECIMENTO DO
MEFG COM MEF LINEAR.
FONTE: SHANG, MACHADO E ABDALLA FILHO (2016)

No trabalho de Weihardt (2016), figura 14, a aplicacdo foi particularizada para um
elemento de barra bi-engastada sujeita a vibragdo livre. O autor, visando a estabilidade
do método, fez a aplicacdo do MEFG com enriquecimento trigonométrico, € comparou
com o0 MEFG com Parti¢ao da Unidade definida a partir das fungdes de Shepard, fungdes

trigonomeétricas, ¢ ainda com o MEF Lagrangiano.

2.0

Lagrange Linear
Shepard 1
Shepard 2
Shepard 3
Shepard 4

Trigonomeétrica

1.8

16
1.4

1.2

1.0 4.¢="-::J

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

N

FIGURA 14: ESPECTRO DE FREQUENCIA COMPARANDO O MEFG
TRIGONOMETRICO, O MEFG COM PARTICAO DA UNIDADE COM FUNCOES DE SHEPARD
EM VARIOS NiVEIS DE ENRIQUECIMENTO, E AINDA MEF LINEAR.

FONTE: WEIHARDT (2015)

S N
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O trabalho de Garcia, Rossi e Linzmaier (2010), figura 15, também foi um
exemplo de barra bi-engastada, e foi aplicado o MEFG com Parti¢ao da Unidade definida
a partir de fungdes racionais e enriquecimento polinomial, com 3 niveis de

enriquecimento, € comparou com o MEF linear.

18 I .
— pu C*=) pol, Racional
1.7H === PUCLT) pol. Racional |
- PU CA{Z] pol. Racional
160 MEF linear
15
= T4- i
=z
=13
1.2F |
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|
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FIGURA 15: ESPECTRO DE FREQUENCIA COMPARANDO O MEFG COM PARTICAO
DA UNIDADE COM FUNCOES RACIONAIS E ENRIQUECIMENTO POLINOMIAL, EM VARIOS
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO, E AINDA MEF LINEAR.
FONTE: GARCIA, ROSSI E LINZMAIER (2010)

Dessa forma, pode-se concluir que dentre as aplicagdes do MEFG supracitadas, a
faixa de modos com boa aproximagdo gira em torno dos 50%. Porém, o trabalho de
Garcia, Rossi e Linzmaier (2010), utiliza enriquecimento polinomial, ¢ foi o que
apresentou pior aproximagao nessa faixa de modos. Analisando a figura 13 e 14, dos quais
os autores utilizam o enriquecimento trigonométrico, a faixa de modos aceitaveis estd em
torno de 60%. Portanto, como o presente trabalho também fara a utilizagdo do MEFG
com enriquecimento trigonométrico, a faixa de modos adotada para as analises inicias, a

qual a matriz modal serd condensada, sera de 60%.
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7. O MEFG APLICADO NA ANALISE TRANSIENTE EM ELEMENTOS DE
BARRA

Os casos analisados a seguir permitem avaliar o desempenho e a precisdo do
elemento generalizado de barra reta, quando aplicado o MEFG na anélise transiente. Sao
apresentados exemplos de barra fixa — livre com 3 tipos diferentes de forga aplicada: forca
tipo degrau, forca de impulso, e forca harmonica. Também, para complementar o estudo,
um exemplo de treli¢a ¢ analisado.

Nestes exemplos foram adotados parametros unitarios, com JE/p =c=1,4 =1

m?el =1m
7.1 BARRA FIXA-LIVRE COM FORCA TIPO DEGRAU

O primeiro exemplo trata-se de uma barra fixa - livre com uma excita¢do externa
do tipo degrau aplicada em sua extremidade livre. Para a discretizagdo temporal, o
intervalo de estudo de 20 segundos foi analisado em passos de 10”2 segundos, mas por
vezes, por questdo de visibilidade das respostas, o intervalo de tempo mostrado nas
figuras ¢ menor. Os graficos das respostas transientes sao relativos aos n6 da extremidade

livre da barra, e a figura 16 mostra a barra do exemplo em questao.

FON)
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e

1.0
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FIGURA 16: BARRA FIXA-LIVRE COM EXCITACAO EXTERNA DO TIPO DEGRAU

Para as analises deste exemplo, a solu¢do obtida com 0 MEFG ¢ comparada com
duas solucgoes de referéncia: a obtida através do refinamento # do MEF convencional, € a
solucdo analitica de Nowacki (1963). Para a solu¢cdo com MEF, foi feito inicialmente um
teste de convergéncia, modificando o numero de elementos da malha do problema. O
exemplo foi analisado com 10, 20, 50, 70 e 100 graus de liberdade, e somente a partir de

70 a resposta mostrou-se convergente. Dessa forma, foram utilizados 100 graus de
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liberdade. A solucdo proposta por Nowacki (1963; apud MONTEIRO, 2009), citada

também no trabalho de Shang (2014) ¢ da forma de uma série infinita:
8f L | (=) — 2n—1 7ct
u(x,t)= Jy Z cD Sen[(Zn l)wx] 1—cos [T]J

T EA4 (2n—1) 2L
onde fy ¢ a intensidade da for¢a aplicada, L o vao da barra, £ o mddulo de elasticidade, 4

(7.1)

n=I

a area da secdo transversal, ¢ =,/E/p . De forma andloga, a velocidade e a aceleragao

sdo dadas por:

0 _ 1\n-! D _ (72)
u(x,r)= 4f0cz - Sen[(2n D x] sen[izn I met ]
TEAS=|(2n—1) 2L 2L
2 % - _ (7.3)
li(x,1) = %; (—1)"'sen [—(2 n2L1)7Tx] cos [—211 21{ r ]

Para obter a solugdo analitica do problema, nas séries das equagdes (7.1) a (7.3)

foram utilizados 500 termos.

7.1.1 Influéncia da malha no refinamento hierarquico do MEFG

Para uma andlise inicial, alterou-se a quantidade de elementos na barra em
questdo, a fim de verificar a eficiéncia do refinamento hierarquico do MEFG. Essa
analise inicial visa obter a solugdo transiente do problema de barra fixa — livre com uma
boa relagdo entre graus de liberdade e precisdo. Assim, para 1, 2, 3, 4 ¢ 16 elementos
foram testados 1, 2, 4, 6, 8 e 10 niveis de enriquecimento. Para algumas analises o
intervalo de tempo mostrado nos graficos foi reduzido, a fim de melhorar a visualizagao.
Nos graficos, a legenda, por exemplo, “MEFG (1+2)” significa que foi utilizado o MEFG
com 1 elemento e 2 niveis de enriquecimento, utilizando a formulacao dada nas equagdes
(4.23) a (4.27). Alguns dos resultados dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes

podem ser vistos nas figuras 17 a 22 a seguir.
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FIGURA 17: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO PARA 1 ELEMENTO
E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 18: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE PARA 1 ELEMENTO E 1
NiVEL DE ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 19: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO PARA 1 ELEMENTOE 1
NiVEL DE ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 20: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO PARA 1 ELEMENTO
E 2 NiVEIS DE ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 21: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE PARA | ELEMENTO E 2
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 22: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO PARA 1 ELEMENTO E 2
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU
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Ao observar as figuras 17 a 22 percebe-se que os deslocamentos do problema
analisado ndo apresentam modificagdes significativas no seu comportamento. Mesmo que
o nivel de enriquecimento aumente, os resultados de deslocamento permaneceram muito
semelhantes entre si. A resposta de deslocamentos em fung¢do do tempo também
permanece similar quando aumenta-se o nimero de elementos. A figura 23 mostra os
resultados de deslocamento para 1 elemento e 2 niveis de enriquecimento, e com 16
elementos e 2 niveis de enriquecimento, a fim de mostrar essa pouca variagao.
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FIGURA 23: COMPARATIVO DE DESLOCAMENTO EM FUNCAO DO TEMPO COM 1
ELEMENTOS E 2 NiVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 16 ELEMENTOS E 2 NIVEIS DE

ENRIQUECIMENTO — BARRA COM FORCA DEGRAU

o
w

Essa similaridade do comportamento permaneceu tanto no refino 4, quanto no
aumento de niveis de enriquecimento desta analise inicial, e portanto, os demais graficos
de deslocamento foram suprimidos. Essa caracteristica dos deslocamentos ja fora
observada em Debella et al. (2017a), que embora tenha analisado elemento de viga de
Euler-Bernoulli, observou-se que a aproximagao da resposta de deslocamento pouco varia
em funcao do refinamento.

Em relagdo as velocidades, percebeu-se que ndo houveram mudangas
significativas em seu comportamento no acréscimo de niveis de enriquecimento quando
o nimero de elementos era baixo. A figura 24 mostra os resultados com 1 elemento e 10
niveis de enriquecimento, e com 2 elementos e 4 niveis de enriquecimento, a fim de

mostrar essa pouca varia¢ao nos resultados.
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FIGURA 24: COMPARATIVO DE VELOCIDADE EM FUNCAO DO TEMPO COM 1 ELEMENTO E
10 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 2 ELEMENTOS E 4 NIVEIS DE ENIQUECIMENTO —

BARRA COM FORCA DEGRAU

Os resultados de velocidade para o exemplo proposto mostraram-se com melhor
aproximacao a partir de 3 elementos, ¢ também, a partir dai continuaram melhorando, ao
passo que aumentava-se o numero de niveis de enriquecimento. As figuras 25 e 26
mostram os resultados quando o problema ¢ analisado com 3 e 4 elementos, variando os

niveis de enriquecimento.
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FIGURA 25: COMPARATIVO DE VELOCIDADE EM FUNCAO DO TEMPO COM 3 ELEMENTOS
E 4 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 3 ELEMENTOS E 10 NiVEIS DE ENIQUECIMENTO —
BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 26: COMPARATIVO DE VELOCIDADE EM FUNCAO DO TEMPO COM 4 ELEMENTOS
E 4 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 4 ELEMENTOS E 8 NIVEIS DE ENIQUECIMENTO —
BARRA COM FORCA DEGRAU

Como dito anteriormente, a resposta das velocidades apresenta melhor
aproximacao a medida que o numero de elementos aumenta. Porém, os resultados obtidos
com 4 elementos ¢ 4 niveis de enriquecimento (68 graus de liberdade) mantém
razoavelmente o mesmo comportamento quando comparado com a resposta obtida com
16 elementos e 2 niveis de enriquecimento (144 graus de liberdade), como mostra a figura

27.
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FIGURA 27: COMPARATIVO DE VELOCIDADE EM FUNCAO DO TEMPO COM 4 ELEMENTOS
E 4 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 16 ELEMENTOS E 2 NiVEIS DE ENIQUECIMENTO
— BARRA COM FORCA DEGRAU

Nas figuras 25 a 27 percebe-se que a resposta da velocidade em fun¢do do tempo
sofre perturbagdes nos trechos de descontinuidade, independentemente do niumero de

elementos utilizado na andlise. Mesmo com 16 elementos, essas perturba¢des ndo sio
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atenuadas, ou seja, a resposta da velocidade ndo possui melhora significativa na sua
aproximacao quando o niumero de elementos aumenta.
A respeito das aceleragdes percebeu-se uma tendéncia ao aumento das

perturbagdes das respostas do MEFG a medida que aumenta-se o nimero de niveis de

enriquecimento, como pode ser observado nas figuras 28 e 29.
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FIGURA 28: COMPARATIVO DE ACELERACAO EM FUNCAO DO TEMPO COM 1 ELEMENTO
E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO E COM 1 ELEMENTO E 4 NiVEIS DE ENIQUECIMENTO —
BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 29: COMPARATIVO DE ACELERACAO EM FUNCAO DO TEMPO COM 2 ELEMENTOS
E 4 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 2 ELEMENTOS E 10 NIVEIS DE ENIQUECIMENTO —
BARRA COM FORCA DEGRAU

Ainda no caso das aceleragdes, a resposta mostrou um comportamento com menos
perturbagdes em alguns pontos a medida que aumetou-se o numero de elementos. A figura
30 mostra a diferenga na analise com 1 elemento e 4 niveis de enriquecimento, e com 4

elementos e 4 niveis de enriquecimento.
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FIGURA 30: COMPARATIVO DE ACELERACAO EM FUNCAO DO TEMPO COM 1 ELEMENTO
E 4 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 4 ELEMENTOS E 4 NIVEIS DE ENIQUECIMENTO —
BARRA COM FORCA DEGRAU

Por fim, de forma andloga as velocidades, a resposta ndo possui melhora
significativa quando o problema ¢ modelado com 4 elementos e 4 niveis de
enriquecimento, em comparacao com 16 elementos e 2 niveis de enriquecimento. A
resposta com 16 elementos e 2 niveis de enriquecimento tem os picos de aceleracdo mais
atenuados quando comparada com a andlise feita com 4 elementos e 4 niveis de
enriquecimento. Ainda assim, ambas as respostas possuem muitas perturbagdes quando
comparadas com a solucdo de Nowacki (1963), e até mesmo quando comparadas com a

solu¢do obtida por MEF. A figura 31 exemplifica essa situagdo.
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FIGURA 31: COMPARATIVO DE ACELERACAO EM FUNCAO DO TEMPO COM 4 ELEMENTOS
E 4 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO E COM 16 ELEMENTOS E 2 NiVEIS DE ENIQUECIMENTO
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De uma forma geral, através desta analise inicial de mudanga de malha pode-se
perceber que as respostas obtidas com poucos elementos, possuem um comportamento
menos preciso quando comparadas com as respostas obtidas com mais elementos. Mesmo
aumentando-se o nimero de niveis de enriquecimento, a resposta transiente de velocidade
e aceleracdo s6 mostrava-se mais semelhante as solucdes de referéncia a medida que
aumentava-se o niamero de elementos.

Entretanto, analisando os resultados com, por exemplo, 4 elementos e 4 niveis de
enriquecimento, e com 16 elementos e 2 niveis de enriquecimento, percebeu-se que o
aumento no nimero de elementos do problema ndo necessariamente melhora de forma
significativa a resposta. Com um numero maior de elementos, a reposta fica com o
comportamento mais similar as respostas de referéncia, mas ainda assim ndao
completamente satisfatoria.

Dessa forma, em virtude das respostas obtidas com essa andlise inicial, nas
proximas andlises ¢ utilizada uma modelagem com 4 elementos e 4 niveis de

enriquecimento.

7.1.2 Condensag¢ao da matriz modal

Partindo dos resultados preliminares de estudo dos espectros de frequéncia, o
presente exemplo ¢ analisado com a presenca dos 60% primeiros modos (41 dos 69) na
matriz modal. O intervalo de tempo mostrado nos graficos € menor, a fim de visualizar
melhor os resultados. As figuras 32 a 34 mostram o deslocamento, a velocidade e a
aceleracdo, com a matriz modal completa em comparacdo com a matriz com 60% dos

modos.
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FIGURA 32: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 60% e 100%
DOS MODOS NA MATRIZ MODAL — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 33: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 60% e 100% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL - BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 34: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 60% e 100% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL — BARRA COM FORCA DEGRAU
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Ao analisar as figuras 32 a 34, percebe-se que as respostas de velocidade e
aceleracdo utilizando 60% dos modos mostraram-se, de forma geral, com menos
perturbagdes quando comparadas com a resposta utilizando 100% dos modos. Ou seja,
ao utilizar na analise transiente apenas os modos com boa aproximacdo, a resposta
mostrou-se mais semelhante as solu¢des de referéncia. As figuras 35 e 36 mostram um
comparativo entre a resposta de velocidade e aceleracao nos primeiros trés segundos da
analise obtida com 100% e 60% dos modos, a fim de reforgar essas diferengas entre as
respostas.

Velocidade x Tempo
2 T T T T

—— MEFG (60%)
MEFG (100%) |

1.5

T

1
e
(%}
T
1

Velocidade (m/s)
o

r

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tempo (s)

FIGURA 35: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 100% E 60% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL — BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 36: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 100% E 60% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL - BARRA COM FORCA DEGRAU

7.1.3 Fator de influéncia

Partindo dos resultados expostos, e com a intengdo de saber qual a influéncia de
cada modo na resposta transiente da estrutura, utilizou-se inicialmente como parametro
de andlise as coordenadas generalizadas do problema. Essas, sdo as respostas diretas
obtidas pelo Método de Newmark, e podem ser um indicativo de quais modos contribuem
mais com a resposta da estrutura (Chopra, 1995). A figura 37 mostra o grafico dessas

coordenadas generalizadas.
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FIGURA 37: COORDENADAS GENERALIZADAS DO PROBLEMA

Ao analisar a figura 37, nota-se a predominancia dos modos 1, 2 e 3, os quais
nesse caso sdo os modos com mais influéncia na resposta. Ainda, a fim de quantificar e
explorar essa influéncia de cada coordenada generalizada, ¢ proposta um fator baseado

na area abaixo das curvas de cada coordenada generalizada, da forma:

4=3
=1

(7.4)

onde f; ¢ denominado “fator de influéncia”, que foi normalizado a fim de facilitar a
visibilidade, ¢; sdo as coordenadas generalizadas, nM o numero de modos, m o nimero
de passos de tempo At utilizados na analise. Assim, a figura 38 mostra o resultado do

fator de influéncia para esse problema, obtido através da equagao 7.4.
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FIGURA 38: FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM FORCA DEGRAU

Analisando a figura 38, nota-se que pelo fator de influéncia pode-se perceber de
forma mais clara quais sdo os modos mais preponderantes na resposta transiente da
estrutura, quando comparados com as coordenadas generalizadas. Através da figura 38,
nota-se a preponderancia do primeiro modo de vibra¢ao, com a influéncia um pouco mais
presente dos modos 2 até o 10. Dessa forma, o problema ¢ analisado primeiramente com
a presenca apenas do primeiro modo de vibracdo, que sozinho representa 84,4% da
influéncia modal do problema. As figuras 39 a 41 mostram os resultados de
deslocamento, velocidade e aceleragdo com a presenga apenas do primeiro modo de

vibragao na matriz modal.
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FIGURA 39: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 1 MODO -

BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 40: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DEVELOCIDADE COM 1 MODO — BARRA

COM FORCA DEGRAU
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Percebe-se nas figuras 39 a 41 que a resposta apenas com o primeiro modo nao

representa o real comportamento da estrutura. Assim, a resposta ¢ analisada com a

presenca dos 10 primeiros modos, que, segundo o fator de influéncia, sdo os mais

predominantes na resposta da estrutura. As figuras 42 a 44 mostram os resultados.
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FIGURA 42: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 10 MODOS
NA MATRIZ MODAL - BARRA COM FORCA DEGRAU
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Observando as figuras 42 a 44 percebe-se que as respostas transientes de
deslocamento, velocidade ¢ aceleracdo com 10 modos de vibragdo mostraram-se com
melhor aproximacao em relagdo a resposta de referéncia, quando comparadas com a
resposta obtida com 60% dos mesmos. No caso da velocidade, a parcela presente nos
patamares da onda quadrada mostram-se muito mais estaveis. Na resposta da aceleragao,
a resposta mostrou-se bem mais estavel e similar a solugdo analitica. Assim, de forma
geral, a resposta com 10 modos de vibracdo mostrou-se a mais semelhante a solucao
analitica dentre as anélises feitas neste exemplo.

Para analisar os resultados obtidos, a tabela 1 mostra o comparativo de erro

(equagdo 5.1) entre as respostas.

TABELA 1: COMPARATIVO DE ERRO - EXEMPLO DE BARRA COM FORCA DEGRAU

Erro no deslocamento (m.s) | Erro na velocidade (m) | Erro na acelerag@o (m/s)
MEF 0,096 0,011 0,680
MEFG 100% 0,096 0,014 0,146
MEFG 60% 0,082 0,007 0,638
MEFG 10 0,036 0,009 0,604
MEFG 1 0,456 0,177 0,900

Na tabela 1 percebe-se que os menores erros no deslocamento ocorreram quando
a matriz modal ¢ utilizada com os 10 modos de vibracao indicados pelo fator de
influéncia. Nesse caso, € também nas analises com a matriz modal com 60% dos modos,
o MEFG mostrou-se mais preciso que o MEF convencional. Importante observar que o
erro da equacao (5.1) ndo se mostrou eficiente na medida da velocidade e da aceleragao.
Em relagdo a velocidade, pode-se perceber na figura 43 que a resposta com 10 modos de
vibragdo mostra uma melhora em relagdo a velocidade com 60% dos modos. Nos
patamares da onda quadrada principalmente, a resposta com 10 modos tende a se
estabilizar e a ficar mais proxima da solu¢do analitica. Mesmo assim, a tabela 1 mostra
um erro maior na resposta da velocidade com 10 modos de vibragao em relacao a resposta
com 60% dos modos. Na aceleracdo essa medida ¢ ainda mais contraditoria, visto que na
figura 44 percebe-se que a resposta com 10 modos de vibracdo ¢ muito mais proxima a
resposta analitica do que as outras analises feitas. Porém, a tabela 1 mostra que o erro da
solucdo obtida com 100% dos modos ¢ menor que a solu¢cdo com 60% e 10 modos.

A medida do erro ser contraditoria nesses casos pode ser explicada pela forma
com que o mesmo ¢ medido. Na figura 12, e de acordo com a teoria envolvendo a medida

do erro, pode ser observado que o mesmo ¢ uma aproximacao da area entre os graficos
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de resposta ( Area ~ e~ Atx(u, —u) ). Assim, quando duas solugdes comparativas

apresentam muita diferenga no comportamento, essa darea pode ndo representar
exatamente o contexto da resposta. A figura 45 exemplifica essa questdo, mostrando um
aumento no grafico de aceleracao, onde a regidao em cinza simboliza o erro calculado pela
equacdo (5.1), e a regido em rosa simboliza o erro que efetivamente deveria ser calculado

(area entre os dois graficos de resposta).
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FIGURA 45: COMPARATIVO DE ERRO MEDIDO NA RESPOSTA DA ACELERACAO

A figura 45 mostra que a area que representa o erro ao longo do tempo nem sempre
consegue representar a real diferenca entre as respostas. No caso da figura, a drea em
cinza se distancia muito da real area que representaria o erro entre a solucao analitica e a
solucdo do MEFG com 100% da matriz modal, representada pelo poligono em rosa.
Assim, nas proximas analises a medida do erro se limitara a resposta em termos apenas
de deslocamento, onde as curvas de resposta sao mais semelhantes entre si, e a medida de
erro pode ser aplicada de forma eficiente.

Outro ponto importante a ressaltar ¢ que o fator de influéncia mostrou a
preponderancia do primeiro modo, e utilizar somente este em analises dinamicas ¢ uma
pratica comum na literatura (Wamsler, 2009; Palermo et al., 2015). Porém, para um
comportamento mais coerente em termos de deslocamento, velocidade e aceleragdo no
regime transiente, para este exemplo, a solugdo otima ¢ obtida com os 10 primeiros
modos, que somam aproximadamente 98,5% da influéncia modal.

Portanto, neste exemplo de barra, utilizar na analise transiente os modos mais
preponderantes na resposta encontrados a partir do proposto fator de influéncia, além de

ser um problema computacionalmente mais eficiente, traz respostas com melhor
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aproximacao. A velocidade mostra-se mais estabilizada e mais semelhante a solugdo de
Nowacki (1963). A aceleragao mostra-se, de forma geral, com o comportamento mais
estavel, e o deslocamento mantém sua boa aproximacao mesmo utilizando 10 modos na
analise. Para evidenciar a eficiéncia computacional da analise com menos modos, a tabela
2 mostra o tempo decorrido na analise computacional quando o programa MATLAB
computa a rotina para a analise feita com o MEF, com o MEFG com 100% da matriz
modal, e com o MEFG com 10 modos. A medida do tempo ¢ dada no inicio da
Superposicdo Modal, e finalizada no célculo dos deslocamentos, velocidades e
aceleragdes, apos a solucdo pelo Método de Newmark. O intervalo da andlise foi este,
visto que as matrizes elementares do problema sao obtidas através do software Maple, e

nao seria viavel medir o tempo total em dois softwares distintos.

TABELA 2: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL - EXEMPLO DE BARRA

COM FORCA DEGRAU
Tempo decorrido na analise computacional (s)
MEF 0,08264
MEFG 100% (1) 0,05445
MEFG 10 (2) 0,01882
SOMA DAS ETAPAS 0.07327
ME@)

Através da tabela 2, percebe-se o tempo decorrido na anélise através do MEF
convencional ¢ ainda maior do que a soma das duas etapas necessarias para a analise do
fator de influéncia: 0o MEFG com 100% da matriz modal e o reprocessamento com a
matriz modal com 10 modos. Ou seja, mesmo o fator de influéncia sendo uma analise a
posteriori, o tempo decorrido ¢ menor quando comparado com o MEF. Esse ganho
computacional pode ser mais expressivo ao estender a analise para uma estrutura mais
complexa ou com mais elementos.

Tendo em vista que o fator de influéncia mostra os modos mais preponderantes
da estrutura, o MEFG adaptativo pode ser aplicado na andlise transiente, sendo que a
frequéncia alvo ¢ justamente aquela relacionada com o modo de vibracdo mais

preponderante, conforme segue-se.
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7.1.4 MEFG adaptativo

Nesta analise, 0 MEFG adaptativo ¢ aplicado para obter a resposta transiente da
estrutura. Para o exemplo de barra com for¢a degrau aplicada na extremidade livre, o
fator de influéncia (figura 38) mostrou a predominancia do 10 primeiros modos de
vibragao, com predominancia do primeiro. Também, a resposta transiente obtida com o
MEFG tradicional com a presenca apenas desses 10 modos mostrou-se mais precisa em
comparagdo com as outras analises. Assim, os resultados do MEFG com 10 modos sdo
comparados com os resultados obtidos através do MEFG adaptativo com a frequéncia
alvo sendo a primeira. A matriz modal obtida pelo MEFG adaptativo ¢ utilizada com
100% dos modos, depois com os mais predominantes, segundo seu fator de influéncia.
Foram utilizadas 3 graus de liberdade na primeira iteragdo, e 15 nas duas subsequentes.

As figuras 46 a 48 a seguir apresentam os resultados desta andlise.
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FIGURA 46: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 100% DOS
MODOS NO MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 47: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 100% DOS MODOS
NO MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA DEGRAU
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Através das figuras 46 a 48 foi possivel perceber que as respostas de
deslocamento, velocidade e aceleragdo obtidas através do MEFG adaptativo com 100%
dos modos na matriz mostram-se bem instaveis quando comparadas com a solucao de
referéncia. Assim, o fator de influéncia é mostrado na figura 49, com a intengdo de

identificar os modos mais predominantes na analise com o MEFG adaptativo.

Fator de influéncia
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FIGURA 49: FATOR DE INFLUENCIA NO MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA
DEGRAU

A figura 49 mostra que os modos mais predominantes no caso do MEFG
adaptativo sdo os 5 primeiros. A mudanca desta andlise para a feita com o MEFG
tradicional (exemplo 7.1.3) € que nesse caso, 0 MEFG adaptativo possui menos graus de
liberdade. Assim, os 5 primeiros modos, que somam 97,8% da influéncia modal, sdo

deixados na matriz modal e as respostas podem ser vistas nas figuras 50 a 52.
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FIGURA 50: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 5 MODOS NO
MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 51: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 5 MODOS NO
MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA DEGRAU
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Aceleragdo x Tempo
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FIGURA 52: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 5 MODOS NO
MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA DEGRAU

As figuras 50 a 52 mostram que, assim como nas analises feitas com o MEFG, o
MEFG adaptativo mostra melhora na sua resposta transiente quando utilizada a matriz
modal com os modos predominantes do problema. A resposta em termos de velocidade e
aceleracdo mostram-se muito mais semelhantes a solugdo de referéncia, e os
deslocamentos permanecem com boa precisdo. Para elucidar melhor os resultados
obtidos, a tabela 3 mostra o comparativo de erro em relacdo aos deslocamentos, e a figura
53 mostra uma aproximac¢ao do grafico dos deslocamentos ao longo do tempo, a fim de

mostrar a melhora na resposta numérica.

TABELA 3: COMPARATIVO DE ERRO — MEFG ADAPTATIVO DO EXEMPLO DE BARRA COM

FORCA DEGRAU
Erro no deslocamento (m.s)
MEFG 10 0,036
MEFG adaptativo (100%) 0,096

MEFG adaptativo (5) 0,025
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FIGURA 53: COMPARATIVO DAS RESPOSTAS DE DESLOCAMENTO AO LONGO DO TEMPO

Através da tabela 3 percebe-se que o MEFG adaptativo mostrou-se mais preciso

que o MEFG, e com um nimero bem reduzido de graus de liberdade (15 contra 68).

Assim, neste exemplo, o MEFG adaptativo torna-se vantajoso na analise transiente. A

tabela 4 mostra o tempo decorrido na analise para que fique mais evidente o ganho no

custo computacional.

TABELA 4: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL - MEFG ADAPTATIVO DO
EXEMPLO DE BARRA COM FORCA DEGRAU

Tempo decorrido na analise computacional (s)

MEFG (10)

0,01882

MEFG adaptativo (5)

0,00493

Neste exemplo, portanto, utilizar o MEFG adaptativo com a frequéncia alvo sendo

escolhida a partir do fator de influéncia traz respostas mais precisas € com um menor

custo computacional, em compara¢do com a utilizacio do MEFG convencional e até

mesmo do MEF.
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7.2 BARRA FIXA-LIVRE COM FORCA TIPO IMPULSO

Neste exemplo, a barra fixa — livre estéd sujeita a uma for¢a de impulso ¥ = 10 kN
na sua extremidade livre em um intervalo de 0 a 10~ segundos. A resposta transiente diz
respeito ao no da extremidade livre da barra. A figura 54 mostra a barra do exemplo em

questao.
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FIGURA 54: BARRA FIXA-LIVRE COM EXCITACAO EXTERNA DE IMPULSO

Para este exemplo, a solu¢do obtida com o MEFG ¢ comparada com duas solucdes
de referéncia: a obtida através do MEF convencional, e a proposta analitica de Chopra
(1995). Para a solugdo com MEF, foi feito inicialmente um teste de convergéncia,
modificando o nimero de elementos lineares na malha. O exemplo foi analisado com 10,
20, 50, 70 e 100 graus de liberdade, e somente a partir de 70 a resposta mostrou-se
convergente. Dessa forma, foram utilizados 100 graus de liberdade. A solug¢ao proposta
por Chopra (1995) ¢ da forma:

i(t,) (7-5)

w

n

u(x,t)= Sf—oLi

—EA u(t,)cos(w, (t—t,))+

mm%a—aﬂ

n=l

(7.6)

8 /L &
8
u(t,) 7r2EAnZ]:

(-1 sin{(zn —1)7rx][ |- cos [ (2n—1ynet, ]]
(2n—1)? 2L 2L

onde fy ¢ a intensidade da forga aplicada, L o vao da barra, £ o modulo de elasticidade, 4

a area da secdo transversal, ¢ =,/E/ p . De forma anéloga, a velocidade e a aceleracao

sao dadas pelas equacdes (7.7) e (7.8) respectivamente.

u(x,t)= % Z —u(t,)w, sen(w, (f —t,)) +? w, cos(w, (t—1, ))} 77
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00 . 7.8
u(x,t)= j{—OEZZ —u(t,)w, *cos(w, (t—t,)) —ui}i)wnzsen(wn t—t,) 79

As equagdes supracitadas sdo validas para ¢ >, , sendo s o tempo de aplicag@o

da for¢a impulsiva. Para 7 <?, a viga se comporta como no item 7.1 (aplicacdo de uma

forca degrau), e portanto valem as equagdes (7.1) a (7.3).
Para este exemplo, as andlises sdo feitas com 4 elementos e 4 niveis de
enriquecimento, de forma andloga ao exemplo anterior (item 7.1). Assim, as figuras 55 a

57 mostram os resultados de deslocamento, velocidade e aceleragao em funcao do tempo,

respectivamente.
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FIGURA 55: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO — BARRA COM
FORCA IMPULSO
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FIGURA 56: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE — BARRA COM FORCA
IMPULSO
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Através das figuras 55 a 57 percebe-se que a resposta obtida através do MEFG
possui discrepancias significativas com relagao a solucao de referéncia. Tanto velocidade
quanto aceleracdo tiveram elevada perturbacao no seu resultado devido ao carregamento
e descarregamento da forga impulsiva. O deslocamento ¢ mais semelhante a solugdo de

referéncia, mesmo possuindo regides de instabilidade na resposta.

7.2.1 Condensa¢ao da matriz modal

Buscando um comportamento mais estavel da resposta, a mesma analise ¢ repetida

utilizando a matriz modal com 60% dos modos, conforme mostram as figuras 58 a 60.
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FIGURA 58: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 60% DOS
MODOS - BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 59: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 60% DOS MODOS
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Analisando as figuras 58 a 60 percebe-se que a resposta transiente mostrou-se, no
geral, mais semelhante a solucdo de referéncia ao se utilizar 60% dos modos na matriz
modal. Os picos de velocidade mostraram-se mais estaveis no inicio da analise, onde ha
a aplicagdo da forca impulsiva. A aceleracdo também mostrou-se mais semelhante a
solucdo de referéncia. Em relagdo aos deslocamentos, também se mostraram mais

precisos com relacao a solugao de Chopra (1995).

7.2.2 Fator de influéncia

A fim de identificar os modos mais preponderantes neste exemplo, o fator de

influéncia ¢ mostrado na figura 61.
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FIGURA 61: FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM FORCA IMPULSO

Pela andlise do fator de influéncia, os modos mais preponderantes neste exemplo
sdoo0s4,5,6,7,8,9,10, 12, 13, 15, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 26, 28, 30, 31, 32, 33, 34. A
soma da influéncia modal desses modos representa 90,5% da contribuicdo modal do
problema. Dessa forma, o problema ¢ analisado novamente com a presenca apenas destes

23 modos, conforme exposto nas figuras 62 a 65.
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FIGURA 62: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM OS 23 MODOS

INDICADOS PELO FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 63: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM OS 23 MODOS

INDICADOS PELO FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 64: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM OS 23 MODOS
INDICADOS PELO FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM FORCA IMPULSO

As figuras 62 a 64 mostram que a solug@o obtida com 60% e com os 23 modos
sdo bem semelhantes. A resposta transiente com 23 modos de vibragdo mostra-se ainda
mais estavel em determinados trechos, ¢ mais semelhante a solucao de referéncia. Dessa
forma, utilizar os 23 modos identificados pelo fator de influéncia resulta em um esforgo
computacional menor, com uma precisao semelhante. A tabela 5 mostra o comparativo

de erro no deslocamento, a fim de elucidar melhor a diferenga nas respostas.

TABELA 5: COMPARATIVO DE ERRO - EXEMPLO DE BARRA COM FORCA IMPULSO

Erro no deslocamento (m.s)
MEF 6,16E-03
MEFG 100% 6,11E-03
MEFG 60% 5,30E-03
MEFG 23 4,96E-03

Através da tabela 5 percebe-se que o erro na resposta transiente de deslocamento
utilizando os modos indicados pelo fator de influéncia ¢ menor em comparagdo com o
MEFG com 60% dos modos. Para representar a melhora na resposta transiente de

deslocamento, a figura 65 mostra um aumento no grafico da resposta ao longo do tempo,
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onde se percebe que principalmente no patamar da onda quadrada, o MEFG tende a ficar

bem mais estavel e similar a solu¢ao analitica em comparagdo com o MEF.

Deslocamento x Tempo
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FIGURA 65: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO DO MEFG (23) —
BARRA COM FORCA IMPULSO

Assim, torna-se vantajoso novamente a identificacdo dos modos mais influentes,
para obter uma resposta mais precisa € com menor custo computacional. A tabela 6 mostra

o tempo decorrido nas analises.

TABELA 6: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL - EXEMPLO DE BARRA

COM FORCA IMPULSO
Tempo decorrido na analise computacional (s)
MEF 0,1162
MEFG 100% (1) 0,05201
MEFG 23 (2) 0,01927
SOMA DAS ETAPAS
0,07127
(WE@)

Na tabela 6 percebe-se que a soma da etapa (1) que € o processamento com o

MEFG com a matriz modal completa, e da etapa (2) que € o reprocessamento com os 23
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modos indicados no fator de influéncia, ainda ¢ menor que o tempo total decorrido da
analise com o MEF. Entdao mesmo o fator de influéncia sendo uma analise a posteriori, a
resposta com os modos indicados por ele se mostra, além de mais precisa do que com a

matriz modal completa, mais agil computacionalmente.

7.2.3 MEFG adaptativo

Para este exemplo, o fator de influéncia (figura 63) mostrou a predominancia de
23 modos de vibragdo. Assim, os resultados do MEFG com esses 23 modos sao
comparados com os resultados obtidos através do MEFG adaptativo. A frequéncia alvo ¢
a 8%, visto que através do fator de influéncia percebeu-se que ¢ a mais preponderante,
conforme pode ser visto na figura 61. Foram utilizados 8 graus de liberdade na primeira
iteragdo, e 40 nas duas subsequentes. Também, a matriz modal obtida pelo MEFG
adaptativo ¢ utilizada inicialmente com 100% dos modos, ¢ depois com os modos mais

preponderantes apenas. As figuras 66 a 68 apresentam os resultados iniciais.
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FIGURA 66: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 100% DOS
MODOS NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 67: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 100% DOS MODOS
NO MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 68: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 100% DOS
MODOS NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA IMPULSO



111

Através das figuras 66 a 68 percebe-se que a resposta obtida através do MEFG
adaptativo com a matriz modal completa mostra-se bem discrepante em relacao a obtida
com o MEFG com 23 modos. Principalmente em relacdo a velocidade e aceleragao, a
resposta mostra-se bem instavel. Assim, para que seja possivel utilizar a matriz com

menos modos, o fator de influéncia para o MEFG adaptativo é exposto na figura 69.

Fator de influéncia
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Modo de Vibragao

FIGURA 69: FATOR DE INFLUENCIA NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA
IMPULSO

Através do fator de influéncia, pode-se indicar os modos preponderantes: 4, 5, 6,
7, 8,9, 10, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 23, 25, 27, 33, 36, 39. Assim, a matriz modal ¢
condensada, e ¢ deixada a presenca desses 19 modos apenas. As figuras 70 a 72 mostram

esses resultados.
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FIGURA 70: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 19 MODOS NO
MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 71: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 19 MODOS NO
MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA IMPULSO
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FIGURA 72: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 19 MODOS NO
MEFG ADAPTATIVO - BARRA COM FORCA IMPULSO

As figuras 70 a 72 mostram que, assim como nas analises feitas com o MEFG, o

MEFG adaptativo mostra melhora na sua resposta transiente quando utilizada a matriz

modal com os modos predominantes do problema. As respostas transientes mostraram-se

mais coerentes que a propria analise feita com o MEFG convencional. A exemplo dos

deslocamentos, nos patamares da onda quadrada o MEFG adaptativo mostrou-se mais

estavel e sem grandes perturbacdes. Nem a resposta com o0 MEFG convencional, e nem a

resposta com 0 MEF com 100 graus de liberdade (item 7.2.1) se aproximam tanto desse

comportamento. A tabela 7 mostra o erro em relacdo a solugdo analitica do MEFG

adaptativo, do MEFG adaptativo com a matriz condensada, ¢ do MEFG com 23 modos.

TABELA 7: COMPARATIVO DE ERRO - MEFG ADAPTATIVO DO EXEMPLO DE BARRA COM

FORCA IMPULSO
Erro no deslocamento (m.s)
MEFG 23 4,96E-03
MEFG adaptativo (100%) 6,46E-03
MEFG adaptativo (19) 4,75E-03
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A tabela 7 mostra que de fato a resposta transiente com o MEFG adaptativo
usando a matriz modal condensada traz resultados mais precisos em compara¢ao com o
MEFG tradicional, também com a matriz modal condensada.

O MEFG adaptativo, portanto, conseguiu resultados com boa precisdao e com um
nimero menor de graus de liberdade que o MEFG tradicional (40 contra 68). Para mostrar
o ganho no custo computacional do MEFG adaptativo com a presenca apenas dos modos
predominantes, a tabela 8 traz o tempo decorrido na anélise computacional do MEFG

com 23 modos, e do MEFG adaptativo com 8.

TABELA 8: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL - MEFG ADAPTATIVO DO
EXEMPLO DE BARRA COM FORCA IMPULSO

Tempo decorrido na andlise computacional (s)
MEFG (23) 0,01927
MEFG adaptativo (19) 0,01879

7.3 BARRA FIXA-LIVRE COM FORCA HARMONICA

Neste exemplo a barra fixa — livre estd sujeita a uma forca harmoénica
F = fsen(wt) comf=1kN e w=50rad/sna sua extremidade livre. A resposta
transiente ¢ em relagdo ao n6 central da barra. A figura 73 mostra a barra do exemplo em

questao.

1
! L |
N F Fity 0
i =
i.p'/
-1

0 50 100
t(s)

FIGURA 73: BARRA FIXA-LIVRE COM EXCITACAO EXTERNA HARMONICA

Para este exemplo, as analises pelo MEFG também sao feitas com 4 elementos e
4 niveis de enriquecimento. A solu¢do de referéncia utilizada neste exemplo € a solucdo
resolvida através de técnicas descritas por Pinchover e Rubinstein (2005), onde o

deslocamento em funcao do tempo ¢ da forma:
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e 7.9
u(x,t)= f.x.sen(a)t)+fZ{sen(Knx)[Cnsen(Knct)+Bn(t)]}, (79)
i=1

C - _M, (7.10)

.C
B ()= A,@0*sen(wt)  A,w*sen(K,ct) (7.11)

! K2~ K3c—cK,w’
4= —2[K, cos(K,) —sen(K )] (7.12)
n K 2

anﬂ[n—l] (7.13)

2

A solugdo através do MEF foi obtida com 100 graus de liberdade, analogamente
aos exemplos anteriores, € a solucdo analitica foi obtida com 500 termos nas séries das
equagoes (7.9) a (7.13).

As figuras 74 a 76 mostram os resultados para deslocamentos velocidade e
aceleragdo em funcao do tempo.
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FIGURA 74: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO — BARRA COM
FORCA HARMNONICA
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FIGURA 75: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE — BARRA COM FORCA
HARMNONICA
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FIGURA 76: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO — BARRA COM FORCA
HARMNONICA
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Através das figuras 74 a 76 percebe-se que neste as respostas tanto do MEFG
quanto do MEF sdao muito semelhantes entre si € em relacdo a solucdo de referéncia.

Assim, para dar continuidade nas andlises, o fator de influéncia ¢ mostrado a seguir.

7.3.1 Fator de influéncia

Neste exemplo, ao condensar a matriz para que ficasse com 60% dos modos de
vibragdo, os resultados foram muito semelhantes aos encontrados nas figuras 74 a 76.
Devido a essa pouca variagao na resposta transiente, esses resultados foram suprimidos.

Dando continuidade as andlises, para aferir os modos de vibracdo mais
preponderantes, a equagdo 7.4 ¢ aplicada, e o fator de influéncia para este exemplo ¢

mostrado na figura 77.
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FIGURA 77: FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM FORCA HARMNONICA

Analisando o fator de influéncia deste exemplo, percebe-se que os modos
preponderantes sao os 6, 7, 8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 € 19 que somam 95,1% de
toda a influéncia modal. Assim, o exemplo ¢ analisado com a presenca apenas desses 13

modos, conforme exposto nas figuras 78 a 80.
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FIGURAT78: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 13 MODOS —
BARRA COM FORCA HARMNONICA
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FIGURA 79: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 13 MODOS —
BARRA COM FORCA HARMNONICA
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FIGURA 80: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 13 MODOS —
BARRA COM FORCA HARMNONICA

Ao observar as figuras 78 a 80 percebe-se que a resposta de deslocamento,
velocidade e aceleracdo manteve-se com boa aproximagdo em relacdo a solucao de
referéncia, similares as obtidas j& com a matriz modal completa. Dessa forma, utilizar
apenas os modos indicados pelo fator de influéncia resulta em uma resposta transiente
com boa aproximag¢ao, mas com um menor custo computacional. A tabela 9 mostra o

comparativo de erro.

TABELA 9: COMPARATIVO DE ERRO - EXEMPLO DE BARRA COM FORCA HARMONICA

Erro no deslocamento (m.s)
MEF 2,992E-03
MEFG 100% 1,527E-03
MEFG 60% 1,524E-03
MEFG 13 1,513E-03

Na tabela 9 percebe-se que, novamente, a resposta transiente utilizando apenas os
modos mais preponderantes traz bons resultados. Pela tabela, houve uma diminuigdo

pouco significativa no erro em relagao ao deslocamento, mas o fato de eliminar uma boa
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parcela dos modos de vibragdo da matriz modal, reduz o problema computacional a ser
resolvido, e mantem a boa precisdo dos resultados.

Assim, sabendo que a analise com o fator de influéncia ¢ a posteriori, a tabela 10
traz o tempo decorrido na analise com o MEF tradicional em comparagdo com a soma
das etapas que contemplam a solucdo através do MEFG com 100% dos modos, e com os

13 modos indicados pelo fator de influéncia.

TABELA 10: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL - EXEMPLO DE BARRA

COM FORCA HARMONICA
Tempo decorrido na andlise computacional (s)
MEF 0,09733
MEFG 100% (1) 0,05339
MEFG 13 (2) 0,01992
SOMA DAS
0,07331
ETAPAS (1) E (2) ’

Na tabela 10 pode-se perceber que o tempo decorrido com o MEF ¢ maior que a
soma das etapas que envolvem a analise a posteriori pelo fator de influéncia. Esse ganho
computacional pode ser mais significativo em uma estrutura mais complexa, composta

por mais elementos de barra.

7.3.2 MEFG adaptativo

Para o exemplo de barra com forca harmonica aplicada na extremidade livre, o
fator de influéncia (figura 77) mostrou a predominédncia de 13 modos de vibrag@o. Assim,
os resultados do MEFG com esses 13 modos sdo comparados com os resultados obtidos
através do MEFG adaptativo. A frequéncia alvo sera a 17%, visto que através do fator de
influéncia, percebeu-se que ¢ a mais preponderante. Dessa forma, foram usados 18 graus
de liberdade na primeira iteracao, e 90 nas duas subsequentes. Também, a matriz modal
obtida pelo MEFG adaptativo ¢ utilizada inicialmente com 100% dos modos, e depois

com os modos mais preponderantes. As figuras 81 a 83 apresentam os resultados.
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FIGURA 81: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 100% DOS
MODOS NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA HARMONICA
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FIGURA 82: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 100% DOS MODOS
NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA HARMONICA
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Aceleragdo x Tempo
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FIGURA 83: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 100% DOS
MODOS NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA HARMONICA

Através das figuras 81 a 83 percebe-se que, no geral, a resposta obtida através do
MEFG adaptativo se aproxima muito da obtida com o MEFG com 13 modos. A
aceleragdo nesse caso mostrou uma certa instabilidade na resposta, mesmo mantendo a
tendéncia da resposta ao longo do tempo. Assim, para que seja possivel utilizar a matriz
com menos modos, o fator de influéncia € novamente exposto na figura 84.
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FIGURA 84: FATOR DE INFLUENCIA NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA
HARMONICA
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Importante ressaltar que apesar da mudanga no numero de graus de liberdade, a
excitacdo externa permaneceu a mesma. Dessa forma, como ja exposto anteriormente, 0s
modos mais preponderantes sao os mesmos apresentados na analise utilizando o MEFG
(item 7.3.2). Entdo, os modos sdo os 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16 e 17, 18 ¢ 19, que
somam 93,2% da influéncia modal. As figuras 85 a 87 mostram os resultados para a
analise feita com a presenca apenas desses 13 modos na matriz modal.
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FIGURA 85: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 9 MODOS NA
MATRIZ MODAL NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA HARMONICA
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FIGURA 86: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 9 MODOS NA
MATRIZ MODAL NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA HARMONICA
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Aceleragdo x Tempo
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FIGURA 87: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 9 MODOS NA
MATRIZ MODAL NO MEFG ADAPTATIVO — BARRA COM FORCA HARMONICA

Percebe-se através das figuras 85 a 87 que o MEFG adaptativo se assemelha muito
com a solu¢do obtida através do MEFG convencional. Neste caso, como a frequéncia
meta foi a 17*, o nimero de graus de liberdade do problema ¢ 90. Dessa forma, a analise
com o MEFG adaptativo tem mais graus de liberdade que a anélise com o MEFG (90

contra 68), e o tempo decorrido na analise foi maior, conforme mostra a tabela 11.

TABELA 11 - TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL - MEFG ADAPTATIVO
DO EXEMPLO DE BARRA COM FORCA HARMONICA

Tempo decorrido na analise computacional (s)
MEFG 13 0,01992
MEFG adaptativo 13 0,02234

Mesmo com o aumento no tempo decorrido na analise, a resposta com o MEFG
adaptativo mostrou bom comportamento na analise transiente, sendo levemente mais

preciso que o MEFG tradicional, como mostra a tabela 12.
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TABELA 12 - COMPARATIVO DE ERRO - MEFG ADAPTATIVO DO EXEMPLO DE BARRA
COM FORCA HARMONICA

Erro no deslocamento (m.s)
MEFG 13 1,513E-03
MEFG adaptativo (100%) 1,512E-03
MEFG adaptativo (13) 1,511E-03

Assim, de forma geral, o MEFG mostra-se um método com bom comportamento
na analise transiente de barras. As respostas de deslocamento, velocidade e aceleragao
melhoram tanto em precisdo quanto em eficiéncia computacional ao passo que a matriz
modal € condensada.

Para atingir o objetivo de analise de estruturas reticuladas, um exemplo de trelica
¢ mostrado no item 7.4, onde apenas o MEFG adaptativo ¢ testado com relacdo a

condensagdo da matriz modal a partir do fator de influéncia.
7.4 O MEFG ADAPTATIVO APLICADO EM TRELICAS

Com o intuito de expandir as andlises transientes, o presente exemplo analisa uma

trelica através do MEFG adaptativo, conforme a figura 88.

10N 4
‘ JE—

T500 N

1.00m

} 2.00m | 2.00m |

FIGURA 88: TRELICA DO EXEMPLO 7.4

O carregamento aplicado no n6 2 da treliga trata-se de duas forgas tipo degrau,
que sdo constantes ao longo do tempo. O intervalo de tempo analisado foi de 10 segundos,
mas os resultados sdo mostrados em um intervalo menor, a fim de melhorar a visibilidade.

Os resultados de deslocamento, velocidade ¢ aceleragdao obtidos com o MEFG
adaptativo sdo comparados com os resultados do MEF tradicional, com 6 graus de
liberdade, e com o MEF com refinamento /4, proposta de Cittadin (2017), que contém 24
graus de liberdade.
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Inicialmente os resultados de deslocamento, velocidade e aceleragao obtidos com
o MEFG adaptativo sao relacionados com a frequéncia alvo sendo a primeira, visto que,
com o fator de influéncia obtido com o MEF tradicional, nao foi possivel verificar com
exatiddo qual era o modo de vibrar preponderante. Tal dificuldade ¢ devido aos poucos
graus de liberdade do problema (6, ja que sdo 5 n6s com duas condi¢des de contorno de
apoio rigido). Os resultados para essa primeira analise podem ser vistos nas figuras 89 a
91.
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FIGURA 89: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 100% DOS
MODOS - TRELICA
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FIGURA 90: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 100% DOS MODOS
- TRELICA
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Aceleracao x Tempo
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FIGURA 91: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 100% DOS
MODOS - TRELICA

Nas figuras 89 a 91 pode-se perceber que no resultado de deslocamento e
velocidade, as respostas do MEFG adaptativo, do MEF tradicional e do MEF /4 tem um
comportamento semelhante, mesmo a resposta do MEFG adaptativo sendo bem mais
oscilatoria que a dos outros métodos. A resposta obtida através do MEF e do MEF £ ¢
mais suave ao longo do tempo, diferente da obtida com o MEFG adaptativo, que ¢
bastante instavel. Em relacdo a aceleragdo, a resposta obtida com o MEFG adaptativo
mostra a oscilacdo bem acentuada, ¢ o MEF tradicional e o MEF /4 mais similares entre
si.

Assim como nos exemplos 7.1 a 7.3, a matriz modal obtida através do MEFG

adaptativo € condensada de acordo com o fator de influéncia, o qual € mostrado na figura

92.
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Fator de influéncia
O. 5 U T T T T T

Influéncia Modal (%)

0 5 10 15 20 25 30 35
Modo de vibracao

FIGURA 92: FATOR DE INFLUENCIA - TRELICA

Conforme o fator de influéncia da figura 92, percebe-se a preponderancia dos 5
primeiros modos de vibragdo. Assim, a matriz modal do problema ¢ reduzida a esses 5
primeiros modos de vibragao, e os resultados podem ser vistos nas figuras 93 a 95.
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FIGURA 93: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 5 MODOS -
TRELICA
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Velocidade x Tempo
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FIGURA 94: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 5 MODOS -
TRELICA
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FIGURA 95: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 5 MODOS -
TRELICA
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Nas figuras 93 a 95 percebe-se que ao condensar a matriz modal em fungdo dos
modos de vibragao mais predominantes, a resposta transiente fica mais semelhante as
duas respostas de referéncia. Com a matriz reduzida, a resposta transiente se mostra mais
suave ao longo do tempo, como também pode ser observado nos exemplos 7.1 a 7.3
quando a matriz modal era condensada.

Percebe-se também que os poucos graus de liberdade do MEF nao sdo capazes de
representar a oscilagdo nos resultados transientes. Quando o exemplo ¢ analisado com o
MEF h e com o MEFG adaptativo, os graus de liberdade aumentam, e os resultados
acabam convergindo para um comportamento similar.

Ainda, as analises mostradas nesse exemplo foram repetidas para o MEFG
adaptativo com a frequéncia alvo sendo a terceira. Os resultados foram muito semelhantes

aos apresentados, e por isso foram suprimidos.
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8. O MEFG APLICADO NA ANALISE TRANSIENTE EM ELEMENTOS DE
VIGA DE EULER-BERNOULLI

Os casos analisados a seguir permitem avaliar o desempenho e a precisdo do
elemento de viga de Euler-Bernoulli do MEFG, quando aplicado na analise transiente.
Sao apresentados 4 casos diferentes de forga aplicada: forga tipo degrau, uma viga com
dois tipos diferentes de carga externa, um carregamento que simula um terremoto e ainda
um carregamento que simula o terceiro modo de vibrar da estrutura. O enriquecimento
utilizado nas aplicacgdes ¢ o trigonométrico (Arndt, 2009), e para critério de comparagao,
o enriquecimento baseado no Método dos Modos Admissiveis (MMA) também ¢
analisado em um exemplo de carregamento harmonico aplicado.

Nestes exemplos foram adotados parametros unitarios, com £ = [ kN/m?, A = 1 m?,
p = 1kg/m?> L=1m,I=1m’ Paraa discretizagio temporal, o intervalo de estudo de
20 segundos foi analisado em passos de 2,5 x 107 segundos. Os graficos da resposta

transiente sdo apresentados em sua maioria em um intervalo de tempo menor, a fim de

melhorar a visibilidade das analises.
8.1 VIGA BI-APOIADA COM FORCA DEGRAU APLICADA NO CENTRO

O primeiro exemplo trata-se de uma viga bi-apoiada com uma excitagdo externa
do tipo degrau aplicada em seu centro. As analises sao referentes ao n6 central da viga. A
figura 96 mostra a viga do exemplo em questao.

FON)
A

50kN 5.0

7&7 74; . pt(s)

i L2 I L2 i

FIGURA 96: VIGA BI-APOIADA COM FORCA DEGRAU APLICADA NO CENTRO

Para as anélises deste exemplo, a solu¢do obtida com o MEFG ¢ comparada com
a solucdo analitica dada por Chopra (1995), e também com a solug@o obtida através do

MEF convencional. Para a solugdo com MEF, foi feito inicialmente um teste de
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convergéncia, modificando o numero de elementos cubicos na malha. O exemplo foi
analisado com 20, 50, 70 e 100 graus de liberdade, e dessa forma, foi utilizado 100 graus
de liberdade. A solucdao do deslocamento em fun¢do do tempo proposta por Chopra

(1995) ¢ da forma:

21, L3[1—cos(w,t) N 1—cos(wyt) N 1—cos(wyt) N 1—cos(w,?) L (8.1)

un =S P 3¢ 5 74

onde fy ¢ a intensidade da for¢a aplicada, L o vao da viga, £ o modulo de elasticidade, /

o momento de inércia da se¢do transversal ew, a n-ésima frequéncia natural do sistema.

De forma anéloga ao deslocamento, a velocidade e aceleragdo sdo dadas por:

uy,(t) = S [CUI sen(w) + s sen(wy?) + ws sen(wst) + w; sen(w,?) Jr} (8.2)

' El 1* 3 5* 7t

1"[-[‘/2 ()= ZfOLB [LUI 2 COS(WIt) =+ ©,” COS(w3t) + ws* cos(wst) w,? COS(wﬂ)

+.. 8.3
m*El 1* 3! 5* 7 } (83)
Para obter a resposta analitica do problema, foram utilizados 500 termos nas séries

apresentadas nas equacoes (8.1) a (8.3).

8.1.1 Influéncia da malha no refinamento hierarquico do MEFG

Para uma analise inicial, busca-se verificar a eficiéncia do MEFG quando varia-
se o numero de graus de liberdade do problema. De forma analoga ao capitulo 7 que tratou
do elemento de barra, essa andlise inicial visa obter a solugdo transiente do problema com
uma boa relacdo entre graus de liberdade e precisdo. Assim, para 1, 2, 3,4 e 16 elementos
foram testados 1, 2, 4, 6, 8 e 10 niveis de enriquecimento. Para algumas analises o
intervalo de tempo mostrado nos graficos foi reduzido, a fim de melhorar a visualizagao.
Nos graficos, a legenda, por exemplo, “MEFG (1+2)” significa que foi utilizado o MEFG
com 1 elemento e 2 niveis de enriquecimento. Alguns dos resultados dos deslocamentos,

velocidades e aceleracdes podem ser vistos nas figuras 97 a 102 a seguir.
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FIGURA 97: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM O MEFG COM
1 ELEMENTO E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO — VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 98: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM O MEFG COM 1
ELEMENTO E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO - VIGA COM FORCA DEGRAU
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Aceleragdo x Tempo

FIGURA 99: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM O MEFG COM 1
ELEMENTO E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO — VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 100: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM O MEFG
COM 2 ELEMENTOS E 2 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO — VIGA COM FORCA DEGRAU
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Velocidade x Tempo
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FIGURA 101: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM O MEFG COM 2
ELEMENTOS E 2 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO — VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 102: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM O MEFG COM 2
ELEMENTOS E 2 NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO — VIGA COM FORCA DEGRAU
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Percebe-se ao analisar as figuras 97 a 99 que com 1 elemento e 1 nivel de
enriquecimento, a resposta transiente nao € coerente. As demais analises contendo 1
elemento foram suprimidas, pois a resposta ndo obteve melhora significativa. Em
contrapartida, as figuras 100 a 102 mostraram que com 2 elementos e com 2 niveis de
enriquecimento, a resposta ja se aproxima muito mais da solucao de referéncia. Para aferir
as respostas transientes com mais elementos, as figuras 103 a 105 mostram os resultados

com 4 elementos e um nivel de enriquecimento.
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FIGURA 103: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM O MEFG
COM 4 ELEMENTOS E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO — VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 104: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM O MEFG COM 4

ELEMENTOS E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO - VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 105: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS ACELERACAO COM O MEFG COM 4

ELEMENTOS E 1 NIVEL DE ENRIQUECIMENTO - VIGA COM FORCA DEGRAU
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Nas figuras 103 a 105 foi possivel perceber que a resposta transiente mantem sua
precisdo ao passo que o refino 4 (aumento do numero de elementos) ¢ feito. Assim, a
resposta com 2 elementos e 2 niveis de enriquecimento (12 graus de liberdade) se
assemelha mito com as respostas obtidas com 4 elementos e 1 nivel de enriquecimento
(16 graus de liberdade). Assim, as figuras 106 a 108 mostra a semelhanga entre os
resultados com 2 elementos e 2 niveis de enriquecimento em comparagdo com as analises

feitas com 16 elementos e 2 niveis de enriquecimento.
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FIGURA 106: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DESLOCAMENTO COM O MEFG 2+2 E
16+2 — VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 107: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS VELOCIDADE COM O MEFG 2+2 E 16+2
— VIGA COM FORCA DEGRAU
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Aceleracdo x Tempo
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FIGURA 108: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS ACDELERACAO COM O MEFG 2+2 E
16+2 — VIGA COM FORCA DEGRAU

Nas figuras 106 a 108 pode-se perceber que a resposta com 2 elementos € 2 niveis

de enriquecimento ¢ muito semelhante a resposta obtida com 16 elementos e 2 niveis de

enriquecimento. Sendo assim, nas proximas andlises deste exemplo, serd utilizada uma

malha com 2 elementos e 2 niveis de enriquecimento.

8.1.2 Condensacao da matriz modal

Partindo dos resultados preliminares de estudo dos espectros de frequéncia, o

presente exemplo serd analisado com a presencga de 60% dos modos na matriz modal (8

dos 14 modos). As figuras 109 a 111 mostram o deslocamento, velocidade e aceleragdo,

respectivamente.
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FIGURA 109: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 60% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL - VIGA COM FORCA DEGRAU

Velocidade x Tempo

o
(9}
T

Velocidade (m/s)

1
—_
T

1

—_

(%}
T

2F

T T

r

T T

r

—— MEFG (60%)
— Chopra

~—  MEF

232

0.25 0.3

0.35 0.4
Tempo (s)

0.45 0.5

FIGURA 110: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 60% DOS MODOS

NA MATRIZ MODAL - VIGA COM FORCA DEGRAU
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Aceleragdo x Tempo
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FIGURA 111: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 60% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL - VIGA COM FORCA DEGRAU

Analisando as figuras 109 a 111 percebe-se que a resposta transiente em termos
de deslocamento ndo muda de forma significativa, quando comparada com a analise feita
com a matriz modal completa (figura 100). Esse comportamento dos deslocamentos no
elemento de viga ja fora observado em Debella et al. (2017b). Neste exemplo de viga, a
velocidade mostra-se muito similar a solucao obtida por MEF. A aceleragdo por sua vez,
mostra-se muito mais préxima da solugdo analitica de referéncia em comparagdo com o
MEEF.

Para representar melhor a diferenga na resposta do deslocamento, ja que

visualmente torna-se dificil analisar, a tabela 13 mostra o comparativo de erro.

TABELA 13: COMPARATIVO DE ERRO — VIGA COM FORCA DEGRAU

Erro no deslocamento (m.s)
MEF 3,34E-04
MEFG 100% 3,21E-04
MEFG 60% 1,52E-04
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8.1.3 Fator de influéncia

Dando continuidade na investigacdo da influéncia dos modos de vibragdo na

resposta transiente, a figura 112 mostra o fator de influéncia do exemplo em questao.

Fator de influéncia
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FIGURA 112: FATOR DE INFLUENCIA — VIGA COM FORCA DEGRAU

Na figura 112 percebe-se a preponderancia do primeiro modo na resposta deste
exemplo, que sozinho representa 98,5% de toda a influéncia modal. Assim, as figuras 113
a 115 mostram a resposta transiente do problema com a presenca apenas deste primeiro

modo.
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FIGURA 113: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 1 MODO NA
MATRIZ MODAL — VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 114: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 1 MODO NA
MATRIZ MODAL - VIGA COM FORCA DEGRAU
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Aceleragdo x Tempo
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FIGURA 115: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 1 MODO NA
MATRIZ MODAL — VIGA COM FORCA DEGRAU

Percebe-se, ao analisar as figuras 113 a 115 que apesar do primeiro modo
representar quase 100% da influéncia modal, apenas ele ndo ¢ suficiente para obter
precisdo na resposta transiente deste exemplo. Ou seja, apesar do primeiro modo ser o
suficiente para manter uma certa coeréncia na resposta ao longo do tempo, ¢ necessaria a
presenca de mais modos para que a resposta consiga representar corretamente o
comportamento da estrutura. Isso ja fora observado no capitulo 7 em relacdo ao elemento
de barra.

Neste exemplo, com 4 modos de vibragdo presentes na matriz modal, a resposta
mostrou comportamento coerente ao longo do tempo. Porém, como esse nimero nao foi
passivel de identificacdo pelo fator de influéncia, a situacdo que se mostrou mais
favoréavel a precisdo dos resultados foi a matriz com 60% dos modos de vibragao, ja que
essa informacao a respeito dessa porcentagem ¢ embasada nos espectros de frequéncias
apresentados no capitulo 6. Assim, a tabela 14 mostra o tempo decorrido na analise para

100%, 60% dos modos e também com o MEF.
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TABELA 14: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL- VIGA COM FORCA

DEGRAU
Tempo decorrido na analise computacional (s)
MEF 0,10613
MEFG 100% 0,04168
MEFG 60% 0,03079

Por fim, neste primeiro exemplo de viga, percebe-se uma dificuldade em obter
uma resposta transiente precisa baseada apenas na identificacdo dos modos mais
preponderantes do problema. Essa dificuldade ¢ devida ao fato de que o primeiro modo
de vibracdao da estrutura possuir muito mais influéncia na resposta que os demais e,

somente ele ndo ¢ suficiente para representar o comportamento da estrutura.

8.1.4 MEFG adaptativo

Para este exemplo, o fator de influéncia (figura 112) mostrou a predominancia do
primeiro modo de vibragdo, que representa 98,5% da influéncia modal. Assim, os
resultados do MEFG s3o comparados com os resultados obtidos através do MEFG
adaptativo, sendo a frequéncia alvo a primeira. Foram utilizados 4 graus de liberdade na
primeira iteracao, e 20 nas duas iteragdes subsequentes. As figuras 116 a 118 mostram o

resultado transiente de deslocamento, velocidade e aceleragdo, respectivamente.
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FIGURA 116: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO NO MEFG
ADAPTATIVO - VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 117: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE NO MEFG
ADAPTATIVO - VIGA COM FORCA DEGRAU
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FIGURA 118: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO NO MEFG
ADAPTATIVO - VIGA COM FORCA DEGRAU

Ao analisar as figuras 116 a 118 percebe-se que o comportamento da resposta
transiente em termos de deslocamento e velocidade mostrou boa precisdo em relagao a
solucdo de referéncia. No caso da aceleragdo, tanto o MEFG quanto o MEFG adaptativo
mostraram-se com certa discrepancia.

O MEFG adaptativo foi testado com a matriz modal condensada a 60% dos modos
de vibracao, e o comparativo de erro pode ser visto na tabela 15. Os graficos da resposta
transiente foram suprimidos, pois visualmente a resposta mostrou-se muito similar as
obtidas nas figuras 116 a 118. A matriz modal contendo apenas o primeiro modo de
vibracdo nao foi suficiente para demonstrar uma resposta coerente ao longo do tempo,

assim como nos exemplos anteriores. Logo, esses resultados nao foram apresentados.

TABELA 15: COMPARATIVO DE ERRO — MEFG ADAPTATIVO DO EXEMPLO DE VIGA COM

FORCA DEGRAU
Erro no deslocamento (m.s)
MEF 3,34E-04
MEFG 3,21E-04
MEFG (60%) 1,52E-04
MEFG adaptativo 3,14E-04
MEFG adaptativo (60%) 2,01E-04
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Analisando a tabela 15 percebe-se que 0 MEFG adaptativo mostra uma pequena
melhora na precisao da resposta de deslocamento em comparacdo com o MEFG
tradicional e com o MEF. Quando a matriz modal ¢ condensada, ambos os métodos,
MEFG e MEFG adaptativo, melhoram sua resposta, e o erro com relacao a solugdo de
referéncia nesses dois casos ficam muito préximos. Neste exemplo em particular de viga,
o MEFG tradicional com 2 elementos e 2 niveis de enriquecimento (12 graus de liberdade,
item 8.1.1) ja4 trouxe bons resultados, sendo vantajoso em termos de agilidade

computacional.
8.2  VIGA ENGASTADA-LIVRE COM FORCA HARMONICA E DEGRAU

Neste exemplo uma viga engastada estd sujeita a uma forca harmonica

F = f sen(wt) com f, =1kN e w= 5000 rad/s aplicada na extremidade livre da viga,

e também uma forca degrau de F' = 1,5 kN aplicada a 2/3 da extremidade fixa. As andlises

sdo referentes ao no da extremidade livre da viga. A figura 119 mostra a viga do exemplo

v

em questao.
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FIGURA 119: VIGA ENGASTADA-LIVRE COM FORCA HARMONICA E DEGRAU

Para as analises, a solu¢cdo obtida com o0 MEFG com 6 elementos e 2 niveis de
enriquecimento ¢ comparada com a solucdo obtida através do MEF convencional. O
aumento no nimero de elementos se justifica pela configuracdo da aplicagdo das forgas,
pois com 2 elementos (utilizados no exemplo 8.1) ndo seria possivel uma forga aplicada
a 2/3 do seu inicio. Para a solucdo com MEF foi feito inicialmente um teste de
convergéncia, e por fim foram utilizados 160 graus de liberdade. Neste exemplo, os

graficos das respostas de deslocamentos, velocidade e aceleracdo sao, por vezes,
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mostrados em um intervalo de tempo menor, por questdes de visibilidade das diferencas
de respostas. As figuras 120 a 122 mostram os resultados para deslocamentos velocidade

e aceleracao em func¢do do tempo.

Deslocamento x Tempo
0.1 : :

—— MEFG (100%)
—— MEF

Deslocamento (m)

'0'60 0.5 1 1.5 2

Tempo (s)

FIGURA 120: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO — VIGA COM
FORCA HARMONICA E DEGRAU
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FIGURA 121: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE — VIGA COM FORCA
HARMONICA E DEGRAU
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FIGURA 122: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO — VIGA COM FORCA
HARMONICA E DEGRAU

Nas figuras 120 a 122 foi possivel perceber que a resposta transiente do MEFG
em termos de deslocamento, velocidade e aceleracdo mostra-se muito préxima da solucao
de referéncia. Mesmo com essa boa precisdo nessa primeira analise, visando mais
agilidade computacional, as andlises a respeito da matriz modal seguem conforme ja

exposto nos exemplos anteriores.
8.2.1 Condensacao da matriz modal
Analogamente aos exemplos anteriores, as figuras 123 a 125 mostram a resposta

transiente de deslocamento, velocidade e aceleragdo para a matriz modal com 60% dos

modos de vibragao.
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FIGURA 123: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 60% DOS
MODOS NA MATRIZ MODAL — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU
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FIGURA 124: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 60% DOS MODOS
NA MATRIZ MODAL — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU
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FIGURA 125: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS ACELERACAO COM 60% DOS MODOS
NA MATRIZ MODAL — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU

Através das figuras 123 a 125, percebe-se novamente que a resposta obtida com o
MEFG ¢ muito semelhante a solu¢do de referéncia. Respostas essas, bem similares
aquelas obtidas com a matriz modal completa.

Novamente portanto, percebe-se que utilizar menos modos na matriz modal traz
uma resposta transiente com boa aproximag¢ao, € com menor custo computacional. A

tabela 16 mostra o tempo decorrido na andlise, refor¢cando essa constatacao.

TABELA 16: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE — VIGA COM FORCA HARMONICA E

DEGRAU
Tempo decorrido na analise computacional (s)
MEF 0,11276
MEFG 100% 0,06708
MEFG 60% 0,03254

8.2.2 Fator de influéncia

Com a inten¢do de mostrar quais os modos mais preponderantes na analise, a

figura 126 mostra o fator de influéncia para este exemplo.
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FIGURA 126: FATOR DE INFLUENCIA — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU

Na figura 126 pode-se perceber a preponderancia do primeiro modo de vibragao
na estrutura, que sozinho representa 97,8% de toda contribuicdo modal. Apesar desse
primeiro modo representar quase que a totalidade da contribuicdo modal, a resposta
transiente com a presenca apenas deste ndo traz bons resultados. Os graficos, portanto,
foram suprimidos.

Para este exemplo, a resposta mostrou-se com comportamento coerente ao longo
do tempo ao serem deixados os primeiros 3 modos na matriz modal. Assim como no
exemplo 8.1, esse nimero ndo ¢ indicado pelo fator de influéncia, e também nao ¢ um
valor padrao a ser utilizado, visto que no exemplo 8.1 o nimero minimo de modos para
uma resposta coerente foi 4. Dessa forma, ¢ razoavel que se use os 60% dos modos de
vibragdo embasados pelos espectros de frequéncia, pois os valores obtidos com essa
porcentagem de modos apresenta uma precisdo tdo boa quanto com a matriz modal

completa, mas ¢ mais eficiente computacionalmente (tabela 16).
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8.2.3 MEFG adaptativo

Para este exemplo, o fator de influéncia (figura 126) mostrou a predominancia do
primeiro modo de vibra¢do. Assim, os resultados da resposta transiente do MEFG
adaptativo com a frequéncia alvo sendo a primeira, com 6 graus de liberdade na primeira

iteracdo e 30 nas duas subsequentes sao mostrados nas figuras 127 a 129.
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FIGURA 127: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO NO MEFG
ADAPTATIVO — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU
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FIGURA 128: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE NO MEFG
ADAPTATIVO — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU
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FIGURA 129: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO NO MEFG
ADAPTATIVO — VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU
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Analisando as figuras 127 a 129 percebe-se que a resposta obtida com o MEFG
adaptativo se assemelha muito as respostas obtidas com o MEFG tradicional e também

com a resposta obtida pelo MEF.

O MEFG adaptativo torna-se vantajoso neste exemplo, visto que foi utilizado um
menor nimero de graus de liberdade para a solugao do problema (30 no adaptativo, e 36
no MEFG tradicional). Esse numero reduzido de graus de liberdade acarreta em menos

tempo de processamento, conforme mostra a tabela 17.

TABELA 17: TEMPO DECORRIDO NA ANALISE COMPUTACIONAL- MEFG ADAPTATIVO DO
EXEMPLO DE VIGA COM FORCA HARMONICA E DEGRAU

Tempo decorrido na analise computacional (s)
MEF 0,11276
MEFG 0,06708
MEFG adaptativo 0,05983

Em sintese, nos dois exemplos de viga de Euler-Bernoulli (exemplo 8.1 e 8.2)
tanto o MEFG tradicional quanto o MEFG adaptativo mostraram-se precisos, € também
vantajosos em termos de custo computacional. Em ambos os exemplos, o enriquecimento
foi a base de fungdes trigonométricas, conforme exposto anteriormente. Assim, para
extrapolar as anélises em relacdo ao elemento de viga de Euler-Bernoulli, o exemplo 8.3

testa o enriquecimento através das fungdes do MMA.

83 VIGA ENGASTADA - LIVRE COM FORCA HARMONICA E
ENRIQUECIMENTO POR FUNCOES BASEADAS NO MMA

Neste exemplo de viga, as fungdes enriquecedoras sao as baseadas no Método dos
Modos Admissiveis (MMA) (equagdes (4.55) e (4.56)). A viga de Euler-Bernoulli nesse
caso ¢ engastada-livre com uma for¢a harmonica aplicada na sua extremidade livre,
conforme a figura 130. As analises feitas sdo analogas aos exemplos anteriores, e neste
exemplo a resposta transiente em termos de deslocamento, velocidade e aceleracio sdo
comparadas com a solugdo de referéncia (MEF com 160 graus de liberdade) e também

com o0 MEFG com enriquecimento trigonométrico utilizando a matriz modal completa.
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FIGURA 130: VIGA ENGASTADA — LIVRE COM FORCA HARMONICA

As figuras 131 a 133 mostram os resultados de deslocamento, velocidade e
aceleragdo, respectivamente. Os graficos sao mostrados no intervalo de 0,3 a 0,4

segundos, para melhor visibilidade dos resultados.
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FIGURA 131: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO - MEFG MMA
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FIGURA 132: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE — MEFG MMA
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FIGURA 133: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO — MEFG MMA

Analisando as figuras 131 a 133 percebe-se que visualmente o MEFG

trigonométrico se aproxima um pouco mais da solug¢ao de referéncia em comparagao com
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o MEFG MMA. A fim de continuar as analises, a matriz modal sera condensada a 60%

do seu total de modos, conforme ja exposto.

8.3.1 Condensacao da matriz modal

As figuras 134 a 136 mostram o deslocamento, velocidade e aceleragao em fungao

do tempo utilizando a matriz modal com 60% dos modos de vibragao.
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FIGURA 134: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 60% DOS
MODOS — MEFG MMA
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FIGURA 135: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 60% DOS MODOS
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FIGURA 136: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 60% DOS
MODOS - MEFG MMA
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Através das figuras 134 a 136 percebe-se pouca diferencga na resposta transiente
em comparagdo com os resultados obtidos com a matriz modal completa (figuras 130 a
132). Devido a dificuldade em visualizar a diferenga nas analises, a tabela 18 mostra o
comparativo de erro nas respostas de deslocamento. O erro da equagao 5.1 foi calculado
em relacdo ao MEF tradicional (solugdo de referéncia) neste exemplo, e ndo em relacao

a uma solucdo analitica, pois a mesma nao era conhecida pela autora.

TABELA 18: COMPARATIVO DE ERRO - MEFG MMA

Erro no deslocamento (m.s)
MEFG MMA 100% 1,31E-07
MEFG MMA 60% 1,30E-07
MEFG Trigonométrico 6,13E-08

Na tabela 18 fica mais evidente a diferenca no resultado transiente entre as analises
feitas com a matriz modal completa e condensada a 60% dos modos. Percebe-se que com
60% dos modos, o resultado teve uma melhora na precisdo, em comparagdo com a solucao
de referéncia. Mesmo com essa melhora, o enriquecimento trigonométrico ainda mostrou-

se mais preciso.

8.3.2 Fator de influéncia

O fator de influéncia utilizando o MEFG MMA do exemplo em questdo ¢

mostrado na figura 137.
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FIGURA 137: FATOR DE INFLUENCIA — MEFG MMA

O fator de influéncia da figura 136 mostra que o modo de vibragdo predominante
neste exemplo € o primeiro. Assim, andlogo aos exemplos anteriores, as analises foram
repetidas com a presenca apenas desse modo. Porém, como também ja observado nos
exemplos anteriores, apenas um modo de vibragdo presente na matriz modal nao ¢
suficiente para representar o comportamento da estrutura, apesar desse Unico modo
representar quase 100% da influéncia modal do problema. Apenas o grafico de
deslocamento (figura 138) ¢ mostrado para reiterar essa afirmagdo. Os demais graficos

foram suprimidos.
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FIGURA 138: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 1 MODO -
MEFG MMA

Neste exemplo foram necessarios 3 modos de vibragdo para que a resposta
mostrasse coeréncia com a apresentada com 100% dos modos. Analogamente aos
exemplos 8.1 e 8.2, esse valor ndo foi indicado pelo fator de influéncia, e ndo segue um
padrao em todos os exemplos.

Assim, como ultima verificagdo deste exemplo, 0o MEFG adaptativo ¢ testado e

comparado com o MEFG MMA.
8.3.3 MEFG adaptativo

Nos exemplos 8.1 e 8.2 o MEFG adaptativo foi comparado com o MEFG
trigonométrico, € mostrou-se mais preciso em alguns casos. Assim, o mesmo ¢ analisado
neste exemplo, e comparado com 0 MEFG MMA e também com a solugdo de referéncia,
que nesse caso ¢ a obtida com o MEF com 160 graus de liberdade. A frequéncia alvo do
MEFG adaptativo nesse caso foi a primeira, devido a sua predominancia. Foram
utilizados 6 graus de liberdade na primeira iteracao e 30 nas duas subsequentes As figuras

139 a 141 mostram os resultados em questao.
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FIGURA 139: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO
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FIGURA 140: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE
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FIGURA 141: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO

Nas figuras 139 a 141 percebe-se que visualmente o MEFG adaptativo se
aproxima mais da solucdo de referéncia em comparagao com o MEFG MMA. Para que a
diferenca nas respostas seja melhor avaliada, a tabela 19 mostra o erro nas respostas
transientes de deslocamento entre 0 MEFG adaptativo, o MEFG MMA, e entre o MEFG

trigonométrico em relagdo a solugdo de referéncia obtida com o MEF com 160 graus de

liberdade.

TABELA 19: COMPARATIVO DE ERRO - MEFGADAPTATIVO DO EXEMPLO DE VIGA COM
MEFG MMA

Erro no deslocamento (m.s)
MEFG MMA 1,31E-07
MEFG Trigonométrico 6,13E-08
MEFG adaptativo 3,60E-09

Percebe-se na tabela 19 que o MEFG adaptativo mostrou-se mais precisos em
comparagdo com o MEFG trigonométrico (12 graus de liberdade) e com o MEFG MMA
(12 graus de liberdade). Dentre as 3 analises, 0o MEFG MMA mostrou-se com a menor
precisdao em relacao a solucao de referéncia, mesmo condensando a matriz modal. Assim,

ndo ¢ vantajosa sua utilizacao nesse caso.



166

8.4  VIGA ENGASTADA-LIVRE COM EXCITACAO DE TERREMOTO

Neste exemplo analisa-se o comportamento de uma de viga de Euler-Bernoulli
sujeita a aplicacdo de uma excitacdo externa de terremoto, dada por uma excitagdo de
base conforme teoria exposta no capitulo 2 (equagdo 2.38 e 2.39). A forca externa
aplicada ¢ dada por (CHOPRA, 1995):

F, () =—Maui, (1), (8.4)
onde, nesse caso, M ¢ a matriz de massa obtida pelo MEFG, : ¢ o vetor de aplicagdo da

forga, que nesse caso ¢ aplicada nos nos referentes ao MEF (graus de liberdade nodais),

e i, (t) sdo escalares que definem a aplicagdo da forca. Neste trabalho, o vetor ii,(t)

corresponde aos dados obtidos do terremoto El Centro (Wang e Xu, 2013; Mitrani et al.

2017; VibrationData, 2017), conforme a figura 142.
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FIGURA 142: HISTORICO DA ACELERACAO EM FUNCAO DO TEMPO DO TERREMOTO EL
CENTRO
FONTE: VIBRATION DATA, 2017

A ideia da aplicacdao de uma carga de terremoto baseia-se no fato de que esse tipo
de carregamento pode excitar as frequéncias mais altas de uma estrutura. Sabendo que os

exemplos 8.1 a 8.3 mostraram aplicagdes em elementos de viga de Euler-Bernoulli onde
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o primeiro modo de vibragdo era o predominante na andlise, o carregamento de terremoto

¢ aplicado e o fator de influéncia mostrado na figura 143.
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FIGURA 143: FATOR DE INFLUENCIA — EXCITACAO DE TERREMOTO

Na figura 142 pode-se perceber que o modo de vibragdo mais predominante na
analise ¢ o primeiro, de forma andloga aos exemplos anteriores (8.1 a 8.3). O fator de
influéncia ainda foi testado para diferentes graus de liberdade, diferentes condigdes de
contorno da viga e também para diferentes intervalos de tempo, dando sempre o mesmo
resultado.

Ainda, a aceleracao de base foi testada no elemento de barra (capitulo 7), e o fator

de influéncia deste elemento pode ser visto na figura 144.
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FIGURA 144: FATOR DE INFLUENCIA — BARRA COM EXCITACAO DE TERREMOTO

Na figura 143 pode-se perceber que para o elemento de barra, diferentemente do
elemento de viga de Euler-Bernoulli, alguns modos de vibragdo mais elevados sdo
excitados com o carregamento de terremoto.

O fato dos modos de vibragao mais altos do elemento de viga de Euler-Bernoulli
ndo serem facilmente excitados, pode ter relagdo com os efeitos de flexdo da estrutura. A
primeira frequéncia e consequentemente o primeiro modo de vibrar estdo mais
relacionados com os efeitos de flexao provocados, que ¢ o efeito predominante neste tipo
de estrutura, em comparagao com os outros modos de vibrar (Campuzano et al., 2013).
A figura 145 mostra os 4 primeiros modos de vibrar de uma viga engastada-livre, a fim
de observar como o primeiro modo esta ligeiramente associado a deformada da viga

devido aos esforgos de flexdo causados por um carregamento externo.
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FIGURA 145: QUATRO PRIMEIROS MODOS DE VIBRACAO DE UMA VIGA
ENGASTADA-LIVRE

Assim, as demais analises a respeito do MEFG aplicado neste exemplo foram

suprimidas, pois sdo similares aos ja expostos anteriormente.

8.5 VIGA ENGASTADA-LIVRE COM CARREGAMENTO SIMILAR AO
TERCEIRO MODO DE VIBRAR

Nos exemplos 8.1 a 8.4 percebeu-se a predominancia do primeiro modo de
vibragdo para o elemento de viga de Euler — Bernoulli. Conforme exposto anteriormente,
esse comportamento pode ser justificado pela proximidade da configuracdo deformada
do elemento devido aos esforcos de flexdo e do primeiro modo de vibragdo, conforme
exposto na figura 145. Assim, neste exemplo, a viga em questdo possui um carregamento
que provoca uma deformagdo no elemento muito semelhante ao seu terceiro modo de

vibrar, conforme a figura 146.
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FIGURA 146: VIGA COM CARREGAMENTO SIMILAR AO TERCEIRO MODO DE VIBRAR

O carregamento harmonico possui f= 1 kNe @ = 61,5 rad/s, que é uma frequéncia
muito proxima da terceira frequéncia natural da estrutura (@, = 61,68 rad/s). Para as

analises feitas com o MEFG trigonométrico foram utilizados 6 elementos e um nivel de
enriquecimento (24 graus de liberdade), e o intervalo de andlise foi de 7 segundos. O
MEF foi utilizado com 160 graus de liberdade.

Assim, o fator de influéncia ¢ mostrado na figura 147, a seguir.
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FIGURA 147: FATOR DE INFLUENCIA - VIGA COM CARREGAMENTO SIMILAR AO
TERCEIRO MODO DE VIBRAR
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Percebe-se ao analisar a figura 147 que o terceiro modo de vibragao da viga foi o
mais excitado, reiterando a ideia de que o modo de vibragao mais preponderante da
estrutura depende do carregamento atuante na mesma.

Assim, os resultados de deslocamento, velocidade e aceleragdo em fungdo do
tempo com 100% dos modos na matriz modal e com a presenca dos 3 primeiros modos,

sdao mostrados nas figuras 148 a 150.
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FIGURA 148: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE DESLOCAMENTO COM 100% E 3
MODOS - VIGA COM CARREGAMENTO SIMILAR AO TERCEIRO MODO DE VIBRAR
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FIGURA 149: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE VELOCIDADE COM 100% E 3 MODOS
— VIGA COM CARREGAMENTO SIMILAR AO TERCEIRO MODO DE VIBRAR
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FIGURA 150: RESPOSTA TRANSIENTE EM TERMOS DE ACELERACAO COM 100% E 3
MODOS — VIGA COM CARREGAMENTO SIMILAR AO TERCEIRO MODO DE VIBRAR

Observa-se nas figuras 148 a 150 que para este exemplo de viga, os resultados

obtidos através do MEF e do MEFG de deslocamento, velocidade e aceleragao sao muito

semelhantes. Mesmo com ambas matrizes modais tendo os 3 primeiros modos de

vibragdo, a resposta permanece com 0 mesmo comportamento.

8.5.

1 MEFG adaptativo

Assim, o presente exemplo ¢ analisado com o MEFG adaptativo, sendo a

frequéncia alvo a terceira, com 4 graus de liberdade na primeira iteragdo, e 20 nas trés

duas iteragdes subsequentes. A figura 151 mostra o resultado transiente de deslocamento

com a matriz modal completa, e a figura 152 mostra o resultado para a matriz modal

limitada aos 3 primeiros modos de vibragao.
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Nas figuras 151 e 152 percebe-se que novamente os resultados entre o MEF,
MEFG e MEFG adaptativo foram muito semelhantes. Os resultados de velocidade e
aceleragdo tiveram o mesmo comportamento, € por isso foram suprimidos.

Neste exemplo, diferente dos apresentados em 8.1 a 8.4, o modo de vibragao mais
preponderante ndo foi o primeiro. Nesse caso, foi possivel obter resultados coerentes com
a presenca dos 3 primeiros modos de vibragao na matriz modal, indicados pelo fator de
influéncia. Apesar disso, as respostas obtidas com MEF, MEFG e MEFG adaptativo
foram muito semelhantes entre si na questdo do comportamento ao longo do tempo, e
como o problema ndo possui solu¢do analitica, ndo € possivel aferir qual dos métodos

possui maior precisao.
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9. CONCLUSAO

Este trabalho teve por objetivo avaliar o comportamento do Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG) na anélise dinamica transiente de estruturas
reticuladas. Para tanto, inicialmente foram estudados os espectros de frequéncia obtidos
com o método em trabalhos presentes na literatura. Assim, inicialmente foi possivel
perceber que o MEFG possui boa aproximacdo em aproximadamente 60% das
frequéncias naturais obtidas na andlise, e consequentemente dos modos de vibrar.
Partindo desse principio, esses mesmos 60% do total de modos de vibragao foram
deixados na matriz modal, que ¢ a responsavel por desacoplar o sistema de equagdes
através do Método da Superposi¢do Modal. As respostas transientes de deslocamento,
velocidade e aceleragdo mostraram melhor aproximacao com essa condensacao da matriz
modal em todos os exemplos analisados, em comparacdo com a resposta obtida com a
matriz modal completa. Essas respostas foram mais precisas inclusive que o Método dos
Elementos Finitos (MEF) tradicional, que foi analisado com um niimero muito maior de
graus de liberdade. Ainda, como o tamanho da matriz foi reduzido, o problema se tornou
mais eficiente computacionalmente.

Para identificar quais modos de vibragdo sdo mais preponderantes na resposta
transiente da estrutura, um coeficiente denominado “fator de influéncia” foi proposto para
essa finalidade. Partindo da identificagao dos modos mais preponderantes, esses mesmos
sao os unicos deixados na matriz modal, e a resposta transiente de deslocamento,
velocidade e aceleracao € novamente calculada.

Para o primeiro exemplo, elemento de barra, os deslocamentos mostraram uma
resposta mais precisa quando apenas os modos de vibragdo mais predominantes eram
deixados na matriz modal. A velocidade e a aceleracdo também mostraram um
comportamento muito mais semelhante as solucdes analiticas de referéncia, além de um
ganho no custo computacional devido a matriz modal estar reduzida a poucos modos de
vibragao.

Para o segundo exemplo de aplicacdo, elemento de viga de Euler-Bernoulli, a
resposta obtida inicialmente com a matriz modal completa era menos discrepante da
solucdo de referéncia, se comparada com as respostas do elemento de barra com a matriz
modal completa. Ao serem utilizados 60% dos modos na matriz modal, a resposta
transiente mostrava melhores resultados, mas essa melhora foi muito menos expressiva

em comparacdo com a mesma situagdo no elemento de barra. O fator de influéncia para
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os elementos de viga indicou a predominancia basicamente do primeiro modo de vibrar,
mesmo modificando condi¢gdes de contorno, intervalo de tempo e carregamento externo.
Assim, com somente o primeiro modo de vibragao presente na matriz modal, a resposta
transiente em termos de deslocamento, velocidade ¢ aceleragio nao mostrou
comportamento semelhante a solug¢do de referéncia.

Ainda nestes exemplos onde o primeiro modo de vibragdo era o predominante,
nao foi possivel aferir a quantidade de modos necessario para que a resposta transiente da
matriz modal condensada tivesse um comportamento coerente. Como o fator de
influéncia ndo indicava outro modo sendo o primeiro, a escolha da quantidade de modos
a ser utilizada na matriz modal foi possivel em alguns exemplos apenas por testes
sucessivos. Dessa forma, utilizar os 60% dos modos na matriz modal, que ¢ uma
porcentagem embasada através dos estudos preliminares, ¢ uma medida razoavel para se
obter uma precisdo tdo boa quanto com a matriz completa, mas com mais eficiéncia
computacional.

Devido a essa problematica em excitar os modos mais altos do elemento de viga
de Euler-Bernoulli, uma aceleragdo de base que representa o carregamento de um
terremoto foi testado. Apesar do carregamento que simula uma situagdo extrema, o fator
de influéncia mostrou novamente a predominancia do primeiro modo de vibragdo. Esse
comportamento pode ser justificado pela predomindncia dos efeitos de flexdo no
elemento de viga, e o seu primeiro modo de vibragdo representar a deformacao do
elemento devido a esses esforgos.

Ainda com a intenc¢do de excitar os modos mais altos do elemento de viga, um
carregamento que resulta em uma deformagao semelhante ao terceiro modo de vibrar foi
aplicado, fazendo com que o modo de vibracdo mais preponderante fosse o terceiro.
Porém, nesta analise, as respostas de deslocamento, velocidade e aceleracao obtidas com
o MEF e com o MEFG foram muito semelhantes. O MEFG adaptativo também foi
testado, sendo que a frequéncia alvo neste caso foi a terceira. O método reproduziu a
precisdo nas as respostas ja obtidas com o MEF e o MEFG.

Também no elemento de viga de Euler-Bernoulli, o enriquecimento através das
funcdes baseadas no MMA foi testado, juntamente com o processo de identificagdo dos
modos e condensacdo da matriz modal. As fungdes de enriquecimento do MMA
mostraram-se menos precisas em comparagdo com O enriquecimento trigonométrico,

mesmo apo6s a redugdo da matriz modal. Assim, sua utilizacdo na andlise transiente nao
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se fez satisfatoria nos casos analisados, sendo que o enriquecimento trigonométrico
trouxe melhores resultados.

Também, na inten¢ao de aprimorar a eficiéncia computacional do MEFG na
analise transiente, foram testados diversos tamanhos de malha (refino /) ¢ niveis de
enriquecimento, a fim de elencar um niimero razoavel de graus de liberdade do problema
que aliasse baixo custo computacional e precisdo. No elemento de barra percebeu-se que
mesmo com um numero razoavel de elementos e niveis de enriquecimento, a resposta
obtida através do MEFG mantinha incoeréncias em relagdo a solucdo analitica. A resposta
transiente de deslocamento, velocidade e aceleracdo s6 mostrou melhora significativa
com o processo de condensagdo da matriz modal. O elemento de viga, em contrapartida,
mostrou resultados mais coerentes com poucos elementos e niveis de enriquecimento, e
a melhora nos resultados com o processo de condensa¢do da matriz modal foi menos
significativa que o elemento de barra.

Para concluir o estudo, utilizou-se 0 MEFG adaptativo, ¢ 0 mesmo mostrou boa
precisdo nas analises feitas. Tanto no elemento de barra quanto no elemento de viga de
Euler-Bernoulli, o0 método foi capaz de obter respostas com um erro muito pequeno em
relagdo a solugdo de referéncia. Nos exemplos de barra, as respostas obtidas com o MEFG
adaptativo foram mais precisas que o MEFG tradicional, e com um custo computacional
reduzido devido ao nimero menor de graus de liberdade. No elemento de viga de Euler-
Bernoulli, apesar da precisdo na resposta, em alguns casos o numero de graus de liberdade
maior em comparagdo com o MEFG tradicional representa uma desvantagem da
utilizagdo do método. De forma geral, o MEFG adaptativo mostrou melhora na resposta
ao passo que a matriz modal era utilizada com 60% dos modos, e depois com os modos
mais preponderantes, indicados pelo fator de influéncia.

Para elucidar melhor as conclusdes das analises apresentadas neste trabalho, o

quadro 1 mostra a sintese dos resultados.
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Importante ressaltar que as andlises feitas em barras, onde por vezes as frequéncias
mais altas da estrutura eram excitadas, tanto o MEFG quanto o MEFG adaptativo
mostraram-se métodos precisos e eficientes, principalmente devido a condensagdo da
matriz modal. J4 nas andlises feitas em vigas de Euler-Bernoulli, essas vantagens nao
foram tdo acentuadas devido a dificuldade de se excitar os modos mais altos das
estruturas. Quando a andlise se atem aos modos mais baixos, o MEF tradicional, que
possui menos graus de liberdade que os métodos em questdo, € capaz de obter respostas
com uma precisdo consideravel. Mesmo assim, as analises em vigas de Euler-Bernoulli
foram capazes de mostrar que 0 MEFG e o MEFG adaptativo sdo métodos aplicaveis e
eficientes na analise transiente, sendo razoavel maiores estudos em estruturas onde as
frequéncias mais altas predominem. Aconselha-se a extensdo dessas analises em
elementos 2-D, e também em estruturas mais complexas, como porticos contendo um
numero consideravel de elementos.

Enfim, os resultados deste trabalho reiteraram a eficiéncia do MEFG e do MEFG
adaptativo, ja observados em Arndt (2009) e Torii (2012), mostrando que os métodos
possuem bom comportamento na analise dinamica transiente. O presente trabalho
analisou os métodos supracitados nas particularidades da dinamica transiente em dois
tipos diferentes de elementos, dando abertura a extensdo dessas analises nos demais
elementos existentes na literatura, como treligas e estado plano de tensoes.

Ainda como sugestao de trabalhos futuros, pode-se pesquisar um coeficiente que
indique os modos de vibra¢ao predominantes da estrutura a priori, ou seja, na etapa pré-
processamento. A identificagdo e condensacdo da matriz modal também podem ser
objetos de estudo, com o intuito de automatizar essas etapas, partindo da indicagdo dos
modos de vibra¢do mais preponderantes. Por fim, sugere-se testar o emprego do MEFG

e do MEFG adaptativo em problemas transientes amortecidos e também nao lineares.
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