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RESUMO

Problemas anisotrépicos podem ser observados em diversos problemas de Engenharia,
como por exemplo, no caso de um material com a condutividade térmica diferente de
acordo com a dire¢do. Nestes casos, os métodos disponiveis na literatura, ndo sao
totalemente eficientes. Neste contexto, este trabalho analisa diferentes algoritmos a
partir do métodoo multigride propde métodos robustos e eficientes para a solugdo de
problemas de anisotropia fisica. O modelo considerado € de difusdo pura com
anisotropia alinhada ao eixo de coordenada x. Para a discretizacio da equacdo ¢é
utilizado o Método dasDiferencas Finitas com malhas uniformes e esquema numérico
de segunda ordem.Os problemas sdo resolvidos com o método multigrid geométrico,
esquema de correcdo e ciclo V com razdo de engrossamento padrio.Realizou-seandlise
de Fourier local para auxiliar no projeto de um método multigrid eficiente.Calculou-se o
fator de suavizacdo e o fator de convergéncia assintética variando-sediferentes
componentesmultigrid. Os operadores de restricdo empregados foram: injecdo, meia-
ponderacdo, ponderacdo completa, ponderacdo parcial em x, ponderacdo parcial em y;
os operadores de prolongacdo estudados foram: bilinear e 7pontos. Utilizaram-se os
seguintes solvers: Gauss-Seidel lexicogragico, Gauss-Seidelred-black, Gauss-Seidel por
linhas lexicografico em x e y, Gauss-Seidel por linhas com ordenagdo zebra em x e y,
decomposicdo LU incompleta de 5 e 7 pontos. Este estudo baseia-se na escolha de um
operador de restricio mais eficiente e de um solver adequado a cada direcdo da
anisotropia. A partir doscomponentes 6timos obtidos via andlise de Fourier, foram
realizados experimentos para andlise de complexidade e custo computacional do
algoritmo proposto. A principal conclusdo é de que a combinagdo de restricio por
ponderacdo parcial com a decomposi¢do ILU produzem algoritmo robustos e eficientes

para resolugdo de problemas que apresentam fortes anisotropias.

Palavras-Chave:Anisotropia fisica.Equacdo de difusdo.Andlise de Fourier local.Solver

ILU.



ABSTRACT

In this work, we propose a robust and efficient multigrid method for the solution of a
physical anisotropy problem. The model considered is the diffusion problem with
anisotropy aligned to the axis of coordinate x. The Finite Difference Method for the
discretization of the equation with uniform grids and second order numerical scheme is
used. The problems are solved with the geometric multigrid method, correction scheme
and V-cycle with standard coarsening. Local Fourier analysis was performed to help the
design of an efficient multigrid method. The smoothing factor and asymptotic
convergence factor were calculated by varying different multigrid components. The
restriction operators employed were: injection, half-weighting, full weighting, partial
weighting in x, partial weighting in y; the prolongation studied were bilinear and 7points
operators. The following solvers were used: lexicographic and red-black Gauss-Seidel,
lexicographic lines Gauss-Seidel in x and y, zebra Gauss-Seidel in x and y, incomplete
LU decomposition of 5 and 7 points. This study is based on the choice of a more
efficient restriction operator and an incomplete LU decomposition suitable for each
direction of the anisotropy. From the optimal components obtained through Fourier
analysis, experiments were performed to analyze the complexity and computational cost
of the proposed algorithm. The main conclusion is that the proposed methodology is

robust and efficient for solving problems that present strong anisotropies.

Keywords:Physical anisotropy. Diffusion equation. Local Fourier Analysis. Solver ILU.
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1. INTRODUCAO

Nesta tese, buscam-se métodos robustos e eficientes para a solucio de sistemas
de equagdes algébricas cujas matrizes de coeficientes sdo esparsas e de grande porte.
Essas matrizes sao obtidas da discretizagao de Equacgdes Diferenciais Parciais (EDPs)
com coeficientes anisotropicos que modelam matematicamente muitos problemas
encontrados em diversasareas, de aplicacOes industriais, econdmica, de biomedicina,
entre outros.

Neste capitulo introduzem-se os conceitos gerais sobre a Dinamica dos Fluidos
Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics, CFD), a motivacdo e os

objetivos deste trabalho.

1.1Generalidades em CFD e motivagao

Um problema de Engenharia pode ser resolvido de trés maneiras diferentes, sao
elas: experimental, analitica e numérica. Todas apresentam suas vantagens e
desvantagens e a escolha do melhor método a ser utilizado depende do problema a ser
resolvido e dos recursos disponiveis (MALISKA, 2004).

A partir de um fendmeno real, é necessario decidir se serdo usados métodos
experimentais ou métodos tedricos (analiticos e numéricos).

Os métodos experimentais trabalham com o fendmeno real,sendo cada problema
resolvido com base em um experimento fisico realizado em laboratério utilizando
modelos em escala reduzida ou em campo, utilizando modelos em escala real. Esses
métodos apresentam erros experimentais (MALISKA, 2004).

Os métodos tedricos sdo divididos em analiticos € numéricos. Os métodos
analiticos resolvem uma classe muito restrita de problemas,pois se aplicam a problemas
com equagdes, geometrias e condi¢des de contorno e iniciais muito simples. Esses
métodos apresentam erros de modelagem (MALISKA, 2004).

Nos métodos numéricos, as solugdes numéricas sdo obtidas com o emprego de

computadores. Aplicam-se a uma gama maior de problemas do que aqueles resolvidos
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através de métodos analiticos. Apresentam erros de modelagem e erros numéricos.
(MALISKA, 2004).

CFD e também a Transferéncia de Calor Computacional sdo dreas da
computacdo cientifica que estuda métodos numéricos para simulacao de problemas que
envolvem fluidos em movimentocom ou sem troca de calor. Neste trabalho, ambas as
areas serdo denotadas com a sigla CFD. Sabe-se que esses métodos numéricos, muitas
vezes, exigem um alto custo computacional. Esse fato ocorre porque, em geral, os
problemas a serem resolvidos recaem na resolucio de sistemas de equagdes algébricas
cujas matrizes de coeficientes sdo esparsas e de grande porte(THEKALE et al., 2010).

A obtengdo dos sistemas lineares € feita mediante a discretizacdo do modelo
matematico, que consiste emaproximar através de equagdes algébricas, cada termo do
modelo matemadtico para cada ponto ou n6 da malha.

A discretizacdo do problema envolve a discretizacdo do dominio de célculo
(gerando a malha) e a discretizacdo da equagdo diferencial (gerando o sistema de

equagoes). Esse processo conduz a um sistema de equagdes algébricas da forma

Au=f. (1)

, . . . N ., . N .
onde Ae R™" ¢ a matriz dos coeficientes, ue€ R" ¢é a varidvel de interesse, f € R™ é o

vetor independente eN é o numero de incognitas do sistema de equacoes.

Em CFD, os métodos tradicionalmente empregados nesse processo sao: Métodos
das Diferengas Finitas (MDF) (PLETCHER et al., 2013; GOLUB; ORTEGA, 1992;
FERZIGER; PERIC, 2002; SAAD, 2003), Método dos Elementos Finitos (HUGHES,
2000; SAAD, 2003), Método dos Volumes Finitos (GOLUB; ORTEGA, 1992;
MALISKA, 2004).

O sistema de equacdes algébricas dado pelaEq. (1)pode ser resolvido
empregando-se métodos diretos ou iterativos. Neste trabalho foram utilizados os
métodos iterativos devidoas caracteristicas dos sistemas lineares em CFD, mencionadas
acima (matrizes dos coeficientes esparsas e de grande porte) para os quais os métodos
iterativos sao recomendados(BURDEN e FAIRES, 2009).0 método multigrid é um dos

métodos mais efetivos para acelerar a convergéncia de métodos iterativos na resolugdo
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de sistemas lineares ou nao lineares, problemas isotrépicos ou anisotrépicos, dentre
outros (BRIGGSet al., 2000; TROTTENBERG, 2001; WESSELING et al., 2001).

Problemas anisotrépicos sdo muito comuns na Engenharia e surgem em
muitosfendmenos, como no caso de um material com a condutividade térmica diferente
de acordo com a direcdo. Nesse caso, os coeficientes das equacdes diferenciais sao
distintos entre si e geram o que € chamado de anisotropia fisica (ou anisotropia dos
coeficientes).

Anisotropias também podem surgir a partir de discretizacdes de malhas com
espacamento diferente em cada direc@o, por exemplo, em problemas de camada limite,
que neste caso conduz a uma anisotropia geométrica. Nos problemas com fortes
anisotropias, tanto fisica quanto geométrica, a eficiéncia do método multigridnao tem
sido totalmente alcancada(WESSELING e OOSTERLEE, 2001; LARSSON et al.,
2005).

A Andlise de Fourier local (em inglés, Local Fourier Analisys, LFA) é uma
ferramenta muito utilizada para prever o desempenho do multigrid, pois permite
calcular o fator de suavizacdo de um método iterativo e o fator de convergéncia

assintética do multigrid variando seus componentes.

1.2Defini¢do do problema

CFD trata da resolu¢do de problemas que envolvem fluidos em movimentos ou
transferéncia de calor utilizando métodos numéricos. Sabe-se que esses métodos, muitas
vezes, exigem um alto custo computacional. Esse fato ocorre, pois geralmente os
problemas que se deseja resolver envolvem muitas varidveis e as matrizes associadas
aos coeficientes sdo esparsas e de grande porte (BURDEN e FAIRES, 2009).

No presente trabalho propde-se um método robusto e eficiente na resolugdo de
problemas com anisotropia fisica utilizando LFA. O modelo matematico considerado é
o de difusao bidimensional, em que a anisotropia fisica aparece nos coeficientes e serd
denominado por anisotropia difusiva. Para a discretizacdo das equacdes foi utilizado o
MDF com esquema central de segunda ordem(em inglés, Central Differencing Scheme,

CDS).
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Serdo estudados diferentes solverscom o intuito de analisar seus desempenhos
para problemas anisotrépicos, tais como: Gauss-Seidelpor pontos com ordenacao
lexicogréfica (GS-Lex); Gauss-Seidelpor pontos com ordenagdored-black (GS-RB);
Gauss-Seidel por linhas com ordenagdo lexicografica (x-linha-GS, y-linha-GS e alt-
linha-GS); Gauss-Seidel por linhas com ordenagdo zebra (x-zebra-GS, y-zebra-GS e alt-
zebra-GS) edecomposicdo LU incompleta de 7 pontos (aqui serd designadalLU ).
(TROTTENBERG et al., 2001; BRIGGS et al., 2000; SAAD, 2003). Diferentes
operadores de restri¢do/prolonga¢do serdo utilizados.

O problema-modelo considerado € o de difusdo bidimensional, com coeficientes

anisotrépicos e serd apresentado no capitulo 5.

1.30bjetivos

O objetivo geral deste trabalho € propor um métodomultigridrobusto e eficiente
para resolver problemas difusdo que apresentam anisotropia nos coeficientes

(anisotropia fisica).

E os objetivos especificos sdo:

- Realizar um estudo do desempenho de diferentes métodos de resolucio de
sistemas de equacdes algébricas (solvers) para problemas anisotrépicos utilizando o
multigrid,

- Analisar o desempenho de diferentes operadores de restricdo e prolongacao
para problemas anisotrépicos;

- Propor uma metodologia para resolu¢do de problemas com anisotropia fisica;

- Realizar Andlise de Fourier Local (em inglés, Local Fourier Analysis, LFA)
para prever e verificar a eficiéncia da metodologia proposta.

- Analisar a influéncia da anisotropia fisica sobre o custo computacional do

métodomultigrid,



25

1.4Delineamento do texto

Este texto apresenta nove capitulos além das referéncias bibliograficas. No
segundo capitulo encontra-se a revisao bibliografica do método multigrid, problemas
anisotrépicos e andlise de Fourier local(em inglés, Local Fourier Analysis, LFA).No
terceiro capitulo apresenta-se a fundamentacdotedrica, como: Método das Diferencas
Finitas (MDF), LFA, o método multigrid e anisotropia fisica. No capitulo quatro é
detalhada a LFA. Os modelos matematico e numérico sdo apresentados no quinto
capitulo.No sexto capitulo, apresenta-se a verificacdio numérica do cddigo
computacional empregado. Os resultados preliminares e os resultados principais serdo
apresentados nos capitulos 7 e 8, respectivamente. E, finalmente, no capitulo 9 serdo

apresentadas as conclusdes, contribuicdes e sugestdes para trabalhos futuros.



2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serd descritaa revisdo bibliografica usada nos estudos do

métodomultigrid, problemas anisotropicos e LFA.

2.1Método multigrid

Fedorenko (1964) foi um dos pioneiros no estudo do método multigrid
investigando a convergéncia de problemas de valor de fronteira de segunda ordem
utilizando a equacdo de Poisson. Bakhvalov (1966) realizou um estudo da convergéncia
para as equagdes elipticas através da equagdo de adveccao-difusao.

Somente na década de 70 o método multigrid teve seu potencial reconhecido
através do estudo desenvolvido por Brandt (1977). Este trabalhou com diversos
problemas de transferéncia de calor e escoamento de fluidos unidimensionais e
bidimensionais, lineares e ndo lineares. Brandt € conhecido como o pai dos métodos
multigride muitos consideram seu estudo como sendo a origem do multigridmoderno
(CRAIG, 1996).

O método multigridpode ser dividido em multigrid geométrico e multigrid
algébrico (Algebric Multigrid Method, AMG) (BRIGGS et al.,2000;WESSELING,
1992). O multigrid geométrico € utilizado quando malhas estruturadas sdo consideradas
na discretizacdo do problema. O AMG pode ser usado para vérios tipos de problemas,
em que a aplicacdo do multigridgeométrico € dificil ou impossivel. Um exemplo que
pode ser resolvido pelo AMG € quando a discretizacdo na malha mais fina ndo permite
engrossamento uniforme para todos os pontos (RUGE e STUBEN, 1986).

O método multigridcom Esquema de Correcdo(em inglés, Correction Scheme,
CS) ¢ indicado para a resolu¢do deproblemas lineares. Para problemas ndolineares €
indicado o Esquema de Aproximagdao Completa (em inglés, Full Approximation
Scheme, FAS) (BRIGGS et al., 2000).

No multigridgeométrico pode-se considerar diversasformas de percorrer a
malha, chamados de ciclos.Os mais utilizados sdo o Ciclo V e o Ciclo W.Uma forma de

acelerar a convergéncia do método multigrid € inicid-lo na malha mais grossaa fim de
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obter-se boas estimativas iniciais. Esse processo é denominado multigrid completo(em
inglés, Full Multigrid FMG) (BRIGGS et al.,2000; WESSELING,
1992;TROTTENBERG et al.,2001).

Métodos multigridsaométodos eficientes para a resolucdo de sistemas lineares
dado pelaEq. (1)associados com equacdes diferencias parciais elipticas como a de
Poisson (TROTTENBERG et al.,2001). Ele foi desenvolvido inicialmente para
equagoes elipticas, mas tem sido aplicado com grande sucesso a uma variedade de
problemas como equacdes de Euler e Navier-Stokes discretizadas (GHIA et al., 1982).

O método consiste em usar um conjunto de malhas e executar, ora iteracoes em
cada nivel de malha, ora solucdes aproximadas dessa equagdo em malhas mais grossas

(BRIGGS et al.,2000; WESSELING, 1992; TROTTENBERG et al.,2001).

2.2Problemas anisotrépicos

Problemas de anisotropia fisica foram investigados por Hutchinson e Raithby
(1986). Estes desenvolveram um método multigrid baseado no método de correcdo
aditiva de Settari e Aziz (1973) e mostram como esse método pode ser usado para
melhorar a razdo de convergéncia em problemas bidimensionais e tridimensionais
quando os coeficientes das equagdes algébricas se tornam fortemente anisotrépicos.

A ideia bédsica do método multigrid € que um processo de suavizagdo €
executado na malha mais grossa, até que as componentes de erro se tornem suaves. Para
problemas isotrépicos, suavizadores basicos como Gauss-Seidel produzem erros suaves
em todas as direcdes coordenadas, 0 mesmo ndo ocorre para problemas anisotrépicos
(BRIGGS et al.,2000).

Rabi e Lemos (2001) discretizaram a equagdo de adveccdo-difusdao
bidimensional, com coeficientes constantes. Para a discretizacdo das equagdes
utilizaram o Método de Volumes Finitos. Empregaram o método multigrid com o
esquema CS, solverGauss-Seidel, utilizando ciclos V e W. Os autores apresentaram um
estudo para diferentes campos de velocidades, nimero de malhas, nimero de interacdes

internas em cada nivel.
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Zhang (2002) abordou problemas anisotrépicos utilizando semiengrossamento
seguido de engrossamento padrdo, para diferentes razdes de aspecto e diferentes solvers
e constatou que este algoritmo € eficiente para a anisotropia geométrica estudada.

Karaa e Zhang (2002) apresentaram um estudo da anisotropia fisica utilizando a
equagdo de advecc¢do-difusdo bidimensional com coeficientes constantes e varidveis.
Eles concluiram que o método multigridutilizando um esquema compacto das
Diferencas finitas de 4* ordem degenera para os casos em que o nimero de Reynolds €
alto (forte anisotropia).

Segundo Cordazzo (2006), para problemas anisotropicos, métodos iterativos
basicos, tais como, Gauss-Seil e Jacobi, suavizam os erros apenas em uma das dire¢oes
coordenadas e também reduzem com efici€éncia apenas 0s erros cujos comprimentos de
onda sdo equivalentes ao tamanho da malha, afetando a convergéncia do método.

Fischer e Huckle (2006) desenvolveram o método multigrid para sistemas de
equacgoes algébricas, em que a anisotropia ndo ocorre ao longo dos eixos coordenados,
mas sim em direcoes arbitrarias. Fischer e Huckle (2008) utilizaram o método multigrid
desenvolvido em Fischer e Huckle (2000) e testaram diferentes solvers para a resolugao
do sistema de equagOes algébricas. Utilizaram ainda algoritmos de engrossamento
padrao e semiengrossamento. Concluiram que tais algoritmos sdo adequados para
sistemas de equacdes lineares mais complexos (que envolvem anisotropia).

Pinto e Marchi (2006) estudaram problemas anisotropicos (anisotropia
geométrica) envolvendo a equacdo de Laplace bidimensional. Utilizaram diferentes
tipos de algoritmos de engrossamento. Os autores compararam essas técnicas para
diferentes razdes de aspecto e constataram que o algoritmo ‘“‘semiengrossamento
seguido de engrossamento padrdo” com suavizador Gauss-Seidel lexicografico &
eficiente para as anisotropias estudadas.

Suero et al. (2008) apresentaram um estudo do efeito da anisotropia fisica sobre
o método multigrid na solu¢do da equacdo de adveccdo-difusdo bidimensional com
coeficientes anisotropicos nos termos advectivos. Utilizaram o método multigrid
geométrico com esquema de corre¢do FAS, ciclo V e solverimplicito MSI (em inglés,
Modified Strongly Implicit, MSI) para resolucdo dos sistemas de equagdes algébricas.

Foram considerados diferentes campos de velocidades (nulo, constantes e varidveis) e
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estudaram a influéncia do nimero de iteragdes internas do solver, nimero de malhas e
numero de incégnitas. A principal conclusdo € de que a anisotropia fisica, neste tipo de
problema, afeta pouco o desempenho do multigrid, pois quanto maior o nimero de nés
da malha, mais préximo do isotrépico se tornamos problemas anisotrépicos.

Oliveira et al.(2012) analisaram a anisotropia geométrica paravarios tipos de
engrossamento e razdes de aspecto. Também analisaram alguns parametros do método
multigrid tais como: solvers, tipos de restricdo, nimero de niveis e nimero de iteragdes
internas. Concluiram que o engrossamento por ponderacdo parcial (em inglés, Partial
Weighting, PW) teve um bom desempenho.

Vinogradova e Krukier (2013)resolveram um problema de adveccao-difusao
tridimensional com coeficientes de anisotropia intermedidrios, utilizando MDF para a
discretizacdo das equagdes e ILU para a resolucdo dos sistemas de equacOes
lineares.Concluiram que a metodologia proposta € eficaz, mas tem a desvantagem de
apresentar limitacOes nos coeficientes de derivadas mistas, o que ndo tem significado
fisico.

Dedner et al. (2014) apresentaram a eficiéncia do método multigrid geométrico
precondicionado para problemas anisotrépicos em modelos de Geofisica. Foram obtidos

bons resultados para resolver a correcao da pressdo, encontrado na equagao diferencial.

2.3Analise de Fourier local (LFA)

Diversos trabalhos utilizando o método multigridsao encontrados na literatura e
demonstram que a escolha dos componentes multigrid tém um papel fundamental na
convergéncia ou ndo deste método. Trottenberg et al.(2001) afirmam que tais escolhas
podem ser dificeis e que pequenas alteracdes podem melhorar sensivelmente a
convergéncia.

Neste sentido, alLFA pode auxiliar nestas escolhas uma vez que permite prever o
desempenho do método multigrid, pois fornece estimativas de taxas de convergéncia
mediante a variacao de seus componentes.

Wienands e Joppich (2005) apresentaram um estudo bem aprofundado sobre a

LFA e suas aplicacdes em diversos problemas, entre eles, os problemas anisotropicos.
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Eles calcularam o fator de convergéncia do método multigrid para a equacgao de difusao
anisotrdpica, variando solvers e operadores de restricao e prolongacao.

Johannsen (2005) resolveu um problema de difusdo anisotrdpica, utilizando o
Método dos Elementos Finitos para a discretizacdo das equacdes € o método de
decomposicdo LU incompleta (ILU) de 9 pontos para a resolu¢do dos sistema de
equagdes lineares. Empregou LFA para mostrar as excelentes propriedades de
suavizacdo do ILU.

Pinto et al. (2016)resolveram o problema de difusdo anisotrépica utilizando ILU
em malhas triangulares. Utilizaram LFA para mostrar as boas propriedades de
suavizacao do solver e convergéncia assintética do multigrid.

Franco et al.(2018) realizaram LFA em problemas transientes e obtiveram o
valor critico do parametro que representa o grau de anisotropia espago/tempo para a
equacgao de Fourier 1D e 2D.

Neste capitulo foi apresentada a revisdo bibliografica sobre o método multigrid,
problemas anisotrépicos € LFA com as principais contribui¢cdes de diversos autores
sobre estes topicos, 0s quais sao os mais importantes desta pesquisa. Em seguida sera

apresentada a fundamentacdo tedrica.



3.FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serd descrito o referencial tedrico usado nesta tese: discretizacao
de equacdes diferenciais via Método das Diferencas Finitas (MDF), métodos de

resolucdo de sistemas lineares, método multigrid, LFA e problemas anisotrépicos.

3.1MDF para discretizacdo de equagdes

Os problemas em CFD podem ser modelados matematicamente por meio de
equagdes diferenciais. Para a resolu¢do numérica desses problemas € necessdrio,
inicialmente, expressar de forma adequada o dominio de cdlculo, ou seja, a solugdo
numérica dessas equacdes requer a discretizagdo do dominio de célculo, de modo a
gerar uma malha na qual esta solu¢do sera obtida.

Os termos da equagdo diferencial sdo aproximados, substituindo-se as derivadas
existentes por expressoes algébricas, resultando em um sistema de equagdes algébricas
que envolvem a funcdo incégnita (MARCHI, 2001). Os métodos mais empregados na
discretizacdo de equagOes diferenciais sdo Método das Diferengas Finitas (MDF)
(FERZIGER e PERIC, 2002), Método de Elementos Finitos (MEF) (HUGHES, 2000;
REDDYE e GARTLING, 1994) e Métodos de Volumes Finitos (MVF) (MALISKA,
2004).

O Método das Diferencas Finitas é o precursor dos métodos numéricos para
simulag¢do de problemas de Engenharia e tem como principio fundamental aproximar,
através de expressoes algébricas, cada termo do modelo matemadtico para cada ponto ou
n6 da malha (FERZIGER e PERIC, 2002).

NaFigura 1pode-se observar a representacdo de uma regido continua de um
dominio e a direita o conjunto de pontos discretos (malha), utilizados para a obtencao da
solucdo numérica. Considerando os nds da malha, localizados na interse¢do das linhas
horizontais com as verticais, considera-se que esses estdo separados entre si por uma

distanciah eh , respectivamente, ndo necessariamente iguais. Os indices i e j

identificam um ponto na i-ésima coluna e j-ésima linha, respectivamente.
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Figura 1: (a) Regido continua;(b) regido discreta (malha).

Para o caso unidimensional pode-se obter a derivada de uma funcio continua
f(x) como

df _ o farh) - ()

dx h,—0

2)

X

As aproximacdes das Diferencas Finitas podem ser obtidas de vdrias formas. A

mais comum ¢ a expansdo por série de Taylor, a qual permite estimar o valor da fungao
f(x,) conhecendo o valor de f(x,). Seja f(x) uma funcdo de interesse, continua no
intervalo [a,b]e que possua derivadas de ordem n também continuas nesse intervalo. O

teorema de Taylor permite escrever, para todo x e [a,b],

(n,) a*f|

ar| () d’f|
3 ax’

dx 2 dx?

R

+

Xo

+..+R,, 3)

o

J)=f(x)+h,

onde i = x— x,denota o espacamento e R € o resto, definido como

(hx )”+1 d n+l f

R = -
(n+D! dx"

(&), gela,bl. “4)
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A Figura 2mostra alguns pontos de uma malha unidimensional. Neste caso os

pontos sdo uniformemente espacados, comh =x,,, —x,ex;, =a+ih_,i=0,1,..,n+1.

i-1

!
. *

T h, I,

i+1
o

Figura 2: Representacio do ponto i sobre a malha unidimensional.

A primeira derivada de uma funcdo f(x)no pontox, =ih _pode ser obtida

expandindo f(x, + & )em série de Taylor em torno do ponto x,, ou seja,

(n,) a*r|
3 dx®

dar|  (n) d*f|

— +
dx| . 21 dx?

Xi

fx; +h)=f(x)+h,

+

X

+.... (5)

‘XI

As expressdes para a primeira derivada podem ser obtidas por meio da Eq. (5) e
define o tipo de esquema e a ordem do erro de truncamento cometido (ordem dos erros a
serem descartados no processo de discretizacdo). A seguir serdo apresentados alguns
dos esquemas mais comuns € que serdo usados no decorrer deste texto. Para outras
aproximacoes, veja por exemplo Burden e Faires (2016) e Ferziger e Peric (2002).

Isolando-se a primeira derivada da Eq. (5),0btém-se

df| _fairh)-fo) (h)aif|  (h) |
dx h 20 dx| 31 ax’]

X x

(6)

Xi

Pode-se simplificar a notac@o para a Eq. (6) considerando a varidvel dependente

u = u(x) e independente x, desprezando-se os termos de ordem superior, escrevendo

(ﬂ) = (1 ), === )
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A aproximacdo apresentada na Eq. (7) € um método de 1* ordem, pois pela Eq.
(6) pode-se notar que o primeiro termo descartado tem a poténcia 1 em h_ .Tal
aproximacdo ¢ denominadade diferenca adiantada (em inglés, DownstreamDifferencing
Scheme,DDS).

A Eq. (8) apresenta a aproximacdo do método de 1* ordem, denominada

diferenca atrasada (em inglés, UpwindDifferencing Scheme,UDS).

F&)“@@J=u”ﬂ”- ®)

dx

A Eq. (9) apresenta a aproximacdo de um método de 2* ordem,
denominadadiferenca central de dois pontos (em inglés, CentralDifferencing

Scheme,CDS).
du . Uj —U,_
(_j = (”cns )i = )

Utilizando-se manipulacdes algébricas, é possivel obter aproximagdes para a

derivada segunda,

d*u . u_, —2u, +u,
( ]z@wﬂ= ! L (10)

A aproximacdo apresentada na Eq. (10) é um método de 2° ordem no qual é
utilizada a diferenca central de 3 pontos para a aproximacdo da derivada e denominada
CDS.

Para o caso bidimensional, a aproximagdo para a derivada de segunda ordem em

relagcdo a x é dada por
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a%; 5 U,y _2ui,£+ui+],j . (1
ox (h,)

A aproximacao para a derivada de segunda ordem em relagdo a y é dada por:

(aquz U; i _2”i,j+”i,j+1 (12)
2 2 ’
dy (h))

onde £, € o espacamento entre os pontos na dire¢do de y.
Considera-se, entdo, a equacdo de Poisson dada por
’u  d’u

g"‘y:f(x’)’)’ (13)

onde u é a varidvel de interesse dependente de x e y, e f € o termo fonte.

Uma aproximacdo de segunda ordem para a Eq. (13) pode ser obtida pela
substitui¢do dos esquemas CDS, dados pelas Eqs.(11) e (12)considerando h=h, =h,.
Com isso tem-se

(?j : (uifl,j tu - 4ui,j Ut Uy ): fz] . (14)

Uma cole¢do de equacdes como a Eq.(14) gera um sistema de equagdes lineares
que pode ser resolvido utilizando-se métodos diretos ou iterativos, que serdao descritos

na préxima se¢ao.
3.2M¢étodos de resolugdo para sistemas de equagdeslineares

A discretizacdo de um modelo matematico em CFD geralmente conduz a um

sistema de equacdes algébricas dado pela Eq.(1).Varios sdo os métodos que podem ser
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usados para a resolucdo desses sistemas e podem ser classificados em diretos e
iterativos. Os métodos diretos fornecem a solucdo exata do problema (a menos de erros
de arredondamento); ja os métodos iterativos determinam uma solucdo aproximada que
atende a certo critério de parada previamente estabelecido, que pode ser baseado no
erro, no residuo ou no nimero de iteragdes.

NaTabela 1, apresentam-se as principais caracteristicas de cada um desses

métodos (diretos e iterativos), supondo que o sistema a ser resolvido tenha solucao.

Tabela 1: Métodos para solucao de sistemas de equacoes.

METODOS DIRETOS

METODOS ITERATIVOS

- S@o mais indicados para resolugcdao de
sistemas de pequeno porte;

- Provocam o preenchimento de uma
matriz esparsa;

- Sdo sensiveis a erros de
arredondamento;

- Elevado tempo de processamento e

- S3o adequados para resolver sistemas
de grande porte;

- Ndo provocam o preenchimento de
matrizes esparsas;

- Sdo sensiveis a erros de iteracdo com

esforco ordem

O(N*/2).

computacional  de

esforco computacional de ordem O(N”).

Pode-se citar como exemplos de métodos diretos: eliminagdo de Gauss,

decomposicdo LU, fatoracdo de Cholesky, TDMA (em inglés, Tridiagonal Matrix
Algorithm), entre outros. Este tltimo apresenta esforco computacional de ordem O(N) .

Pode-se citar como exemplos de métodos iterativos: Jacobi, Gauss-Seidel,
decomposicdo LU incompleta (ILU), MSI, Gradiente Conjugado, entre outros.

A estrutura da matriz A, obtida da discretizagdode equacdes que modelam
fendmenos em CFD com MDF, sdomatrizes de banda pentadiagonais no caso de
modelos matematicos bidimensionais. Entdo, devido a essas caracteristicas apresentadas
pela matriz A, os métodos iterativos s@o mais adequados para obtengdo da solucio
(TENNEHILL et al.,1997;BURDEN e FAIRES, 2009).

Nos ultimos anos, varios trabalhos tém se dedicado a busca de um método

iterativo eficiente e preciso para a resolucao de sistemas de equacdes algébricas.
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Na sequéncia sdo descritos alguns métodos iterativos para a resolucdo de
sistemas de equacgdes lineares. Na Eq.(1), pode-se escrever a matriz A da seguinte
forma

A=M —-N (15)

9
onde M ¢é uma matriz ndo-singular e N é uma matriz associada ao método. Assim,

uma solugdo para a Eq.(1), pode ser obtida por

M u"" =Nu"+ f, (16)

onde m e m+1 sdo os passos de iteracao.

Considerando S =M 'N e K =M ', pode-se reescrever a Eq.(16)como

W™ =Su" +Kf . (17)

Virios sdo os métodos iterativos que podem ser escritos dessa forma. Eles sdo
chamados de métodos iterativos bdsicos, pois tomam a matriz A escrita na forma da
Eq.(15). Dentre esses métodos pode-se citar: Gauss-Seidel, Jacobi, ILU e SOR (em
inglés, Successive Over Relaxation, SOR).

Nas préximas subCsegdes serdo tratados alguns métodos iterativos de interesse

nesta tese.

3.2.1Método de Gauss-Seidel e suas variantes

O método de Gauss-Seidel (BURDEN e FAIRES, 2009) é um método iterativo
usado para resolver um sistema de equagdes dado pela Eq.(1). A discretizacdo de uma
equacdo diferencial conduz a resolu¢do de uma equacao algébrica para cada ponto de
uma malha discretizada.

AFigura 3(a) mostra o recorte de uma malha bidimensional em que sao

utilizados 5 pontos para resolver cada equac¢do do sistema de equacdes algébricas.
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Aquise usa a notagdo indicial (i, j) . AFigura 3(b) apresenta uma outra notagdo para os
pontos da malha daFigura 3(a), “notacdo geogréafica”. Os pontos P (central), W (oeste),
E(leste), N(norte), S(sul) daFigura 3(b) correspondem aos pontos (i, j), (i—1,)),
(i+1,)), (G, j+1), (i,j—1) naFigura 3(a), respectivamente. Ao longo desta tese, cada

uma dessas notacaoes serd utilizada onde for mais adequado.

i i+l N
J ®
i-1; |17 i+1, j P
o o o/ ALY o
i, j-1 S
® ®

Figura 3: Pontos de uma malha bidimensional uniforme: (a) notacao indicial; (b)
notacdo geografica

E denotado método de Gauss-Seidel por pontos se a matriz M da Eq.(15) é

obtida substituindo a; =0 para j > i .Para um esquema de 5 pontos,um método para a
equacdo Eq. (1) para o ponto (i, j) tem a forma

p — 45 w e n
@y =ag U A U gt (13)

Uma colecdo de equacdes na forma da Eq.(18)escrita para cada par (i, j) do

dominio produz um sistema de equacdes, o qual pode ser resolvido iterativamente pelo

método de Gauss-Seidel. Note qua matriz A € pentadiagonal.
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Esse método resolve cada uma das equagdes do sistema e usa em um mesmo
ciclo os valores das varidveis ja calculadas no ciclo.

Pode-se reescrever a Eq. (18) na forma

m+l __ m m+l1 m m+l1
apuP - anuN + asuS + aeuE + aqu + fP ’ (19)

onde o superindice m representa a m-€ésima iteragcdo e o subindice, a posicao do ponto na
malha computacional. Pode-se observar que na iteracdo (m+1), utilizando-se a ordem

lexicografica, sdo conhecidas as varidveisu, e u, . Em seguida sera detalhada a questdo

da ordenacao.

A eficiéncia dos métodos iterativos (solver) estd fortemente ligada a ordem em
que as incOgnitas das equacdes de um sistema sdo determinadas. As equacles e
incognitas estdo associadas com os pontos em uma malha computacional, portanto, a
ordenacdo do solver estd associada a ordenacdo dos pontos em uma malha
computacional.

Na ordenagdo lexicografica, os pontos da malha sio numerados da seguinte

forma

k=i+(j—1)N,, (20)

onde N € o numero de pontos da malha na dire¢aox.

A

Figura 4apresenta a numeragdo dos pontos da malha, utilizando a ordenacdo
lexicogréfica.

21 22 23 24 25
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16 17 18 19 20
11 12 13 14 15

Figura 4: Ordenacao lexicografica.

Como ja foi mencionado, para a notagdo apresentada na Eq. (19)com o método
de Gauss-Seidel, utilizou-se a ordenacao lexicografica, cuja notacdo serd GS-Lex.

Epossivel utilizar também a ordenagio red-black, cuja numeracdo dos pontos da
malha € apresentada naFigura 5.Neste caso, uma aplicacdo de Gauss-Seidel com essa

ordenacao terd a notacdo GS-RB.

11 12 13
9 10

6 7 ]

16 1 5

1 2 3

Figura 5: Ordenacao red-black.
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Denota-se 0 método de Gauss-Seidel por blocos se @; =0 para j>i+1.Neste,

as incognitas correspondentes as linhas da malha s@o atualizadas simultaneamente, ou

seja, todos os pontos de uma mesma linha sao utilizados em uma iteragao.

A
5 5 5 5 5
4 4 4 4 4
3 3 3 3 3
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

Figura 6(a)apresenta a ordenacdo dos pontos da malha por linhas na direcao x.
Ao se utilizar o método de Gauss-Seidel com essa ordenagdo, tem-se o método

deGauss-Seidel linha em xcom notagdo x-linha-

GS.A 5 5 5 5
4 4 4 4 4
3 3 3 3 3
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

Figura 6(b) mostra a ordenacdo dos pontos da malha por linhas na direcio y. Ao
se utilizar o método de Gauss-Seidel com essa ordenacdo, tem-se o método deGauss-
Seidel linha em ycom notacao y-linha-GS.

Quando se realiza uma iteracdo na direcdo x e em seguida realiza-se uma
iteracdo na direcdo y, este € o conhecido método de Gauss-Seidel linha alternado, aqui

denotado alt-linha-GS.

5 5 5 5 5 5 4 3 2 1
4 4 4 4 4 5 4 3 2 1
33 3 3 3 5 4 3 2 1
2 2 2 2 2 5 4 3 2 1
1 1 1 1 1 5 4 3 2 1
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Figura 6:Ordenagdo por blocos: (a) linhana direcdo x; (b) linha na direcdo y.

AFigura 7(a)apresenta a ordenacdo zebra na direcdo x.Quando se realiza uma
iteracdo de Gauss-Seidel com essa ordenacdo, tem-se o método de Gauss-Seidel zebra
na direcdo x, com notacdo x-zebra-GS. AFigura 7(a)apresenta a ordenagdo zebra na
direcdo y gerando o método de Gauss-Seidel zebra na direcdo y, com notagdo y-zebra-
GS.

Quando se realiza uma iteracdo de Gauss-Seidel zebra na direc@o x e em seguida
realiza-se uma iteragdo na direcdo y, este é o conhecido método de Gauss-Seidel zebra

alternado, aqui denotado alt-zebra-GS.

5 E [ O
® 00606
2 [ [ G
ONCRONO
A0 [ [

Figura 7: Ordenacdo por blocos: (a) zebra na direcdo x; (b) zebrana direcao y.

® [
® []
ofin
© L
® [1]

HOOOE

o] o] L] o] {+]

‘_||_‘|_|‘_||_‘

JOEGE

3.2.2Decomposi¢do LU incompleta (ILU)

Ao se aplicar a decomposi¢do LU convencional a matrizes esparsas tem-se duas
matrizes triangulares L e U, também esparsas. Porém, alguns dos elementos que
anteriormente estavam zerados em A, agora se tornam diferentes de zero em L e U.
Como por exemplo,pode ser observado nas Figs. Figura 8 e Figura 9, uma

decomposicdo LU em uma matriz A pentadiagonal.



43

Figura 9: Estrutura das matrizes L. e U com a decomposi¢ao LU.

Note que houve um preenchimento em algumas posi¢des das matrizes Le U,
fazendo com que elas deixem de ter a mesma esparsidade da matriz A.

Como alternativa para minimizar esse dano, e assim poder desfrutar de matrizes
L e U com boa esparsidade, tem-se a técnica de decomposicao LU incompleta (ILU)
(WESSELING, 1992; TROTTENBERG et al., 2001; SAAD, 2003). Esta técnica trata-
se de uma adaptacdo da decomposi¢do LU, tornando-se este método, que era direto, em
um método iterativo.

A decomposi¢do LU incompleta (ILU) é obtida se a matriz M da Eq. (15) é

substituida pelo produto

M =LU. (21)

Uma decomposicdo alternativa para M ainda pode ser

M =LD'U. (22)
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onde D € uma matriz diagonal.Assim, as Eqgs. (21) e (22) sdo equivalentes. Pode-se
descrever a decomposicao ILU considerando D uma matriz diagonal (SAAD, 2003), ou
ainda, inserir a diagonal de D na matriz U.

Portanto, ao reescrever a Eq. (15) utilizando-se anotacio A=LU—R, onde N
serd denominada R, ou seja, a matriz dos residuos.

A decomposicao ILU 5 pontos de uma matriz pentadiagonal, que o caso
especificoaqui abordado, torna as matrizes L e U como sendo esparsas também, mas
agora, com os elementos correspondentes que estavam zerados em A, ou seja, as
matrizes L e U mantém a mesma esparsidade de A.Este caso é denominado de ILU(0)
por ndo permitir nenhum preenchimento nas matrizes L e U. Entretanto € introduzida

também a matriz dos residuos R conforme esquema apresentado na Figura 10.

\\E: \\-\. D %\ \\. ‘-‘x'\\_ D :"\:\ M & o D
\\:\\ -«. \u\ 0 l“'\ “-.._\ '\-\.\\'_‘\:'\- '\..‘-\..-\.
‘%Q\\n ™~ \ \1\\\\\ “ S L

N0 ‘l\\“*\% Y R \\ NG AR
‘\.\ -\‘\ \ \. :\ l:] \\\- - :\\ % \:‘ -\‘- :

0\ AN 0 TR THA X g e o

Figura 10: Esquema A =LU- R para ILU(0).

E possivel observar, naFigura 10, que as matrizes L ¢ U mantém a mesma
esparsidade da matriz A. E possivel observar também que a matriz R dos residuos
contém duas diagonais adicionais (linhas nao-tracejadas). Neste caso, as “linhas
tracejadas” em R representam as posi¢des das diagonais ndo nulas de A.

A grosso modo, na decomposicao ILU 5 pontos, para o célculo dos elementos da
matriz L (I;) e dos elementos da matriz U (u; ), procede-se como na decomposi¢cao LU
convencional, mas se substitui por zero, em cada passo, todos os elementos de L e de U
correspondente a uma diagonal zero da matriz A.Os termos ndo nulos, que foram
zerados em L e U, sdo alocados em suas respectivas posicdes na matriz R dos residuos.

Para a malha apresentada na Figura 3, a decomposi¢ao ILU serd apresentada

considerando a malha Qh:{(i,j),izl,...,Nx,j:1,...,Ny}, onde N_€é o numero de
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pontos na dire¢do x, N, € o numero de pontos na diregdo y e N = N - N, nimero total

de pontos.

No caso especifico, a matriz A da Eq. (1) é obtida com a discretizagdo de uma
equagdo diferencial bidimensional (por exemplo, a Eq. (13))com o uso do MDF,
gerando o sistema dado pela Eq. (18), portanto, representado por uma matriz

pentadiagonal com a seguinte estrutura

a, a, A 14w,
a,
A=|a,y 0 Gy Ay k A ea A ksn, | (23)
Ay-in
i Ay N-n, Ayn- Ay |

Por simplificagdo optou-se por denotar os coeficientes ndo nulos da matriz dada
pela Eq. (23): q, = Aoy > o=y Ay = G =iy 8¢ = Ay assim,pode-

serepresentar a matriz A como

d, q & ]
%)
a
4= &7
(24)
En-n,
Gy
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A seguir serd dada a estrutura das matrizes L, D e U. Os elementos ndo nulos

dessas matrizes t€ém a mesma localizacdo dos elementos nao nulos de A.A estrutura da

matriz L é dada por

I

N,+1

A estrutura da matriz D € dada por

A estrutura da matriz U € dada por

(25)

(26)
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U= My-n. | (27)

Hy-

Segundo Saad (2003), Wesseling (1992) e Trottenberg et al. (2001), para
problemas anisotropicosmodelados por matrizes pentadiagonais (que € o caso especifico
deste estudo),a decomposicao ILU 7 pontos € mais eficiente do que a decomposi¢ao de

5 pontos (ILU(0)) apresentada anteriormente.

A decomposi¢do ILU 7 pontos de uma matriz pentadiagonal torna as matrizes L
e U como sendo esparsas também, mas ndo com a mesma esparsidade da matriz A
original. Agora, tal decomposi¢do permite que haja uma diagonal adicional tanto em L
como em U pegando, portanto, dois pontos adicionais para a discretizac¢ao, Por isto o
nome ILU 7 pontos. Este caso é denominado, de uma forma geral, como ILU(1) por
permitir apenas uma diagonal adicional em cada uma das matrizes L e U. Note que
neste caso, a matriz dos residuos contém menor erro, por isto o melhor desempenho da

decomposic¢do ILU.

A Figura 11 apresenta ordenacdo dos pontos em uma malha em que sdo
considerados 7 pontos, incluindo nordeste (NE) e sudoeste (SW) ao que foi apresentado

na Figura 3.
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N INE i jrli+l g+l
W P [E i-1. 7| i.j li+Lj
S :
SW i—1,j-1 P71
(a) (b)

Figura 11: Malha bidimensional uniforme com 7 pontos: (a) notagdo geografica; (b)
notac¢do indicial.

Note que € pode-seter a decomposicao ILU 9 pontos, que no caso de matriz
pentadiagonal representa ILU(2), e assim por diante, at€¢ ILU(p), onde 0<p<N_. Se
p=0 as matrizes L e U apresentam-se sem nenhum preenchimento (esparsidade igual a

esparsidade da matriz A) e p=N_ representa o preenchimento completo das diagonais
intermedidrias entre a posi¢do Sul (i, j—1) e a posi¢ao Central (i, j). Neste caso ter-se-
ia a decomposicao LU padrio.

Entretanto, segundo Saad (2003) e Wesseling (1992), para problemas
anisotropicos modelados por matrizes pentadiagonais, a decomposi¢do ILU 9 pontos

tem eficiéncia equivalente a decomposicdo de 7, porém com custo computacional

superior. Por isto, neste trabalho optou-se por trabalhar com decomposi¢do até 7 pontos.

Para uma decomposi¢do ILU 7 pontos (ou ILU(1)),a estrutura da matriz L é dada

por
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By,
L=|a,, ; (28)

aN IB N 7N 1

a estrutura da matriz U, incorporando a diagonal da matriz D, € dada por
S 4 St Th

U= MMy-n, : (29)

SN-N, 41

Comparando as matrizes dadas pelas equacdesEqs.(24),(28) e (29),e lembrando
que A=LU-R, tem-se

a, =a,,
B+ aké‘lz—leﬂk—Nx =0,

. (30
Vi T @, 5k—NX Sin, = Ci>

-1 -1 -1 _
o+ aké‘k—ngk—NX + ﬁké‘k—NXHgk—Nxﬂ + Y0 M, =d,,
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—1

H,+ B, -N,+18k-N,+1 = i
S +7%0.8.,=0,

=8 -

Da Eq. (30) observa-se que os elementos da matriz dos residuos foram
descartados. Nas proximas secOes, serd apresentada uma modificacdo para ILU, em que
sdo considerados elementos nao nulos na matriz R (este método serd denominadoMILU,
em inglés, ModifiedIncomplete LU factorization). A partir da Eq. (30) pode-se

descrever a decomposi¢ao ILU 7 pontos na sua forma recursiva como

o, =a,,

B, =—a, 6.\ 1
k 1Ok~ M—n, >
_ -1

Vi =Ce — 4Oy S »

— -1 —1 -1
6, =d, _aké‘k—N).gk—Nx _ﬁkgk—NXHgk—Nxﬂ ~ YOty » G
_ -1
M =4, _IBk5k7NX+lgk7Nx+l ’
_ -1

S =70 181 s

m = 8-
Dado o sistema Au = f e a decomposi¢do ILU A=LU-R, tem-se:

(LU-Ru=f,

LUu"™" = f+Ru™,

LUu™" = f +(LU - A)u",
LUu™ = f+LUu" — Au™,
LU@™ —u™)= f—Au"™,

LUe" =¢".
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Com isso, cria-se e o processo iterativo

Lym — rm ,

Uem — ym ,

um+1 — um +em’
m m+1

u =u

rl’ﬂ — f_Aum

Por possuir boas propriedades de suavizacdo (mais detalhes na secdo 3.4), o
solver ILU pode ser usado para resolver uma ampla gama de problemas e serd usado
como um suavizador para o método multigrid (WESSELING, 1992;
TROTTENBERGet al., 2001; SAAD, 2003).

3.2.3Decomposicao LU incompleta modificada (MILU)

Na decomposicao ILU apresentada na secdo anterior, alguns elementos foram
descartados durante o processo de eliminagdo. Existem técnicas que tentam reduzir esse
efeito compensando as entradas descartadas. Um exemplo € somar na diagonal principal
de U os médulos dos elementos que foram descartados. Esta técnica é denominada
decomposicao ILU modificada (em inglés, Modified ILU decomposition, MILU) e sua

formulacdo € apresentada a seguir.

Na decomposicao ILU, a matriz R contém zeros em todas as posi¢cdes que
correspondem a estrutura ndo nula de L e U, inclusive ao longo da diagonal principal,

isto é, R, =0. Com a introdu¢do de um pardmetro o pode-se definir a decomposi¢do

MILU como A=L"U’ —R’. Neste caso a diagonal de R° ndo serd mais zero. A ideia é

adicionar a diagonal de U todos os elementos descartados na decomposic¢ao.

Assumindo que a decomposicao incompleta da matriz A € realizada a cada linha,

a diagonal principal de R e os elementos u,, de U podem ser modificados de tal forma

que
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Ry <0) IR, I, >

U, < u, +R, .
3.3Notacao esténcil

Nesta secdo, serd introduzida a notacdo esténcil, a qual serd adotada no decorrer

do texto para facilitar a descricdo da LFA. Para tal, considera-se um operador discreto
L, em uma malha cartesiana retangular Q" e fungdes de malhas do tipo

(TROTTENBERGet al., 2001).

w,: Q" — 1,
(33)
(x’y)%wh(x’y)'
Um esténcil geral [s,, ], € dado por
S Sox Su
[Sklkz L= Sa0 S0 S0 (Sklkz € 1),
(34)
So-1 So-1 Si-
L : h

onde k,, k, € Z indicam as posi¢Oes no esténcil e definem um conjunto de funcdes de

malha dadas por

[5,0, 1, @, (x,y) = > Ser, O (x+ kR, y+kyh), (35)

(ky k)
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onde i e h indicam as distdncias entre os pontos nas dire¢des x € y, respectivamente.
Assume-se que somente um nimero finito de coeficientes s, , nao sdo nulos.
172

Os esténcis mais utilizados sdo os compactos de cinco pontos e de nove pontos,

dados respectivamente por

So,1 Soa S S
S0 oo Sio| €| S0 S0 Sio
(36)
So,-1 W LS Soor S,
Considerando o operador Laplaciano L, =-Au=—(u, +u, ). A discretizagdo

em uma malha Q" :[0,1]x[0,1] pelo MDF e a aproximagdo de segunda ordem CDS

conduzem a

Lu,(x,y)=-A,u,(x,y)

1
=?[4uh(x,y)—uh(x—h,y)—uh(x+h,y)—uh(x,y—h)—uh(x,y+h)]

. (37)
1
=? -1 4 =1 u,(x,y).
—1 .
Assim,
-1
1
L="> -1 4 -1, (38)
-1

representa o esténcil de cinco pontos do operador Laplaciano discreto A, .
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3.3.1Notagdo esténcil para ILU

Para investigar as propriedades de suavizagdo do método ILU, e realizar LFA
considera-se a sua notacao esténcil, que serd apresentada a seguir.

Para um operador de diferencas discreto com cinco pontos tem-se

Lh: ko ok 3k (39)

onde * significa possiveis elementos ndo nulos.
Uma decomposi¢cdo ILU com sete pontos pode ser representada na notacao

esténcil por

L,=LU,-R,, (40)

A

onde L, € um matriz triangular inferior, U, € uma matriz triangular superior ¢ R, a

matriz dos residuos.

Dependendo da ordenacdo dos pontos na malha, oito diferentes decomposi¢des
ILU podem ser definidas. Dentre todos os casos, serdo apresentados trés possiveis
exemplos:
1. Se a ordenacdo dos pontos na malha é primeiro na direcdo leste (E) e em seguida na

direcdo norte (N), a decomposi¢do EN é da forma

00 * * 0 0
L=|** o0, U=/0* *| R= 000 (41)
* 00 00 *

h h h

2. Se a ordenacgdo dos pontos na malha € primeiro na direcdo norte (N) e em seguida na

direcdo leste (E), a notacao esténcil correspondente a decomposicao NE é da forma
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>
*
* O
*
o O

*

(42)

*

=
oS O
=
=
S oo O
* O O

3. Se a ordenacdo dos pontos na malha € primeiro na direcdo norte (N) e em seguida na

direcdo oeste (W), a notagdo esténcil correspondente a decomposicdo NW € da forma

00 o 00 *
L=0 * *|  U=* * 0/, R=000]. (43)
>X<>X<h 00/1 >l<Ooh

O solver ILU pode ser utilizado para problemas anisotropicos bidimensionais
(WESSELING, 1992; TROTTENBERG et al., 2001; SAAD, 2003) que serdo vistos

com mais detalhes na secdo 3.5.

3.4Método multigrid

Ao se aplicar um método iterativo bdsico para resolucdo de um sistema de
equagOes algébricas pode-se observar que o erro cai rapidamente nas primeiras
iteracOese, a medida que o nimero de iteracdes vai aumentando, o erro passa a decair
mais lentamente. Isso significa que os métodos iterativos bdsicos apresentam
propriedades de suavizacao de erros locais de alta frequéncia (componentes oscilatdrias
do erro), enquanto as baixas frequéncias sdo mantidas praticamente inalteradas
(WESSELING, 1992;BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001).

A grande vantagem do método multigrid em relacdo a outros métodos iterativos
€ que ele acelera a taxa de convergéncia e leva informag¢des do problema para diversas
malhas, desde as mais finas até as mais grossas, percorrendo portanto, todas as

frequéncias de erros, desde as mais oscilatdrias até as mais suaves.
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Com um suavizador executam-se iteracdes em cada nivel de malha até atingir o
critério de convergéncia fixado para o sistema de equagdes original (malha mais fina). O
processo consiste em executar poucas iteragcdes em cada malha, j4 que o erro decai
rapidamente nas primeiras iteracdes. Usa-se uma sequéncia de malhas, um suavizador e
operadores de transferéncia entre as malhas.

Para visualizar os efeitos da suavizagdo do erro inicial com métodos iterativos,
Briggs et al. (2000) resolveram um problema homogéneo unidimensional que tem
solucdo exata conhecida (nula) em que o erro na aproximacdo € a propria solugdo

aproximada. Os modos de Fourier sdo dados por
jk .
v, =sen| —|,0<j<N,k<N-1, (44)
! N

onde N é o nimero de pontos,k ¢ o nimero de ondas ou modos de Fourier e j é a
componente do vetor v.

NaFigura 12podem ser visualizados os modos de Fourier para k=1, k=3 e
k =6. Os valores de k denotam quantos “meios-senos” constituem a curva no dominio
do problema. Nota-se que pequenos valores de kcorrespondem a ondas mais longas e

suaves, enquanto grandes valores de k correspondem a ondas oscilatdrias.

= o o

o

oW =
1

348

Figura 12: Modos de Fourier.
Fonte:Briggs et al. (2000)
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NaFigura 13, observa-se como as componentes de erro suave apresentam-se em
uma malha fina, denotada por Q" e em uma malha mais grossa, denotada porQ” .
Neste trabalhoutiliza-se H =2h. Neste caso, o engrossamento serd designado como
dim(Q")

padrao com razdo de engrossamento (RE) dada por RE = — -
dim(Q")

=2, que € a razdo

entre a dimensdo dos elementos da malha grossa e a dimensdo dos elementos da malha
fina. Observa-se que o modo de Fourier na malhaQ" é um modo suave, enquanto que

na malha Q*" torna-se um modo mais oscilatério.

”’/\/\/
Q”/\ _ A

Figura 13: Componentes de erro na malha fina (Q") e grossa (Q*").
Fonte:Briggs et al. (2000)

3.4.1Equagao residual

Supondo que uma aproximacao para a solugdo exatau da Eq. (1)seja dada por u,

entdo o erro algébrico pode ser calculado através de

e=u—1u. (45)

A magnitude do erro definido pela Eq.(45), pode ser medida por uma norma

vetorial, dentre as quais se destacam: a euclidiana ou norma-2 e a norma infinito

(FORTUNA, 2000), cujas equacdes estio representadas a seguir.
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I, = Ze : (46)

,i=123,..,N, 47)

] =me
o i

ondee; € a i-ésima componente do erro.

Na prética, geralmente ndo se conhece a solugc@o exata do sistema de equagdes
algébricas e consequentemente nao se pode determinar o erro. O que se pode determinar
€ o quantou estd proximo da solucdo exatau ao longo das iteracdes, ou seja, calcular o
residuo, denotado r, em cada iteracdo. Este processo pode ser obtido utilizando-se a
equagdo dada por

r=f—-Au. (48)

Substituindo a Eq. (1) na Eq.(48), obtém-se

r=Au—Au, (49)
que para problemas lineares pode ser escrito como
r=A—u). (50)
Substituindo-se a Eq.(45)na Eq.(50), tem-se
Ae=r. (51)
A Eq.(51) é chamada de equacgdo residual e desempenha um papel importante

para o multigrid, pois indica que o erro, dado pela Eq.(45), satisfaz 0 mesmo conjunto

de equacdes que a solucidou quando fé substituido pelo residuo r .
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Considerando-se que uma aproximacaou tenha sido obtida para o sistema linear
dado pela Eq. (1), por meio de algum método iterativo, o residuo pode ser calculado
com a Eq.(48). Para melhorar essa aproximacdo, calcula-se o erro com a Eq.(51)e

depois se corrige a solugdo atual obtendo uma nova aproximacao, através da expressao

u=u-+e. (52)

Assim, a solugdo € a aproximacao atual acrescida do erro.

3.4.2Filosofia do multigrid

Os métodos iterativos cldssicos apresentados na sec¢do 3.2 sdo eficientes somente
na remog¢do de componentes do erro de altas frequéncias, 0 mesmo ndo ocorrendo para
as baixas frequéncias. Para que as componentes do erro de baixas frequéncias possam
ser eliminadas com eficiéncia, 0 método multigrid procura trabalhar com uma sequéncia
de malhas cada vez mais grossas.

Como as componentes suaves do erro aparecem oscilatérias em malhas mais
grossas, sugere-se a transferéncia do problema para uma malha com menor nimero de
pontos que a malha original. Nessa malha mais grossa, o processo de suavizacio é
repetido até que as componentes do erro tornem-se suaves € o problema é novamente
transferido para uma malha mais grossa, com um menor nimero de pontos. Assim,

sucessivamente, até chegar a malha mais grossa possivel ou pré-estabelecida.

3.4.3Componentes do multigrid

Para transferir informacdes da malha fina (Q") para a malha grossa (Q*") e

vice-versa, sdo utilizados operadores de transferéncia de malhas.As informacdes da

malha Q" sdo transferidas para a malha Q?" . utilizando-se um operador, chamado de
operador de restricao (WESSELING, 1992;BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et

al., 2001) e denotado neste texto por ;" . O operador de restri¢io mais utilizado é o de
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injecdo, o qual transfere pontos da malha fina para pontos coincidentes na malha grossa

e € definido como

172/1 — IhZhl/Th , (53)
ou, para cada ponto da malha
_ _ N N,
ull =1y, 1<i< Sl s js -l (54)

AFigura 14mostra como o operador de restricdo por injecao transfere pontos da

malha fina para a malha grossa.n

([ ] Ch ¥ O. . .
[ ] ] [ HT\—\_

] o b ] ). . .
(] 4 ry 'y 4

o 5 w d o @ ® ®

Figura 14: Restri¢do por injecao.

Outro operador de restricao bastante utilizado é o de ponderacdo completa (em
inglés, Full Weighting, FW) que pode ser definido, para razdo de engrossamento padrao

(RE=2) como

—2h __ 1 —h —h —h —h
u,; = B[u%—l,zi—l Uy g T Uy U0 T

b
—h —h —h —h —h
+ 2(u2i,2_i—1 tUy g T Uy, T u2i+1,2_i) + 4”i,j]

(55)
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N N,
com 1<i<——-1,1<;<—>-1.
2 2
Tem-se ainda o operador de meia ponderacdo (em inglés, Half Weighting, HW),

definido como

1
—on _ Loy —h —h — —
U, ; = 3 [MZi,Zj—l Flygj Ty g5 T Uy T 4”i,j] , (56)

N
com,lSiSN"—l, I<j<—-1.
2 2

Pode-se escrever estes operadores em notacao esténcil. Para FW, tem-se

2h

| 1 21
I"=—2 4 2| . 57
P T (57)
12 1]
Para HW, tem-se
1o 1 ol
1,3’1=§1 4 1 (58)
01 0]
Para injecao, tem-se
00 0]
=0 1 0 (59)
000

H4 um outro tipo de operador de restricio que € utilizado quando se tem

anisotropia geométrica. Ele € conhecido por ponderacdo parcial, que utilizapesos
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somente na direcdo em que ocorre a anisotropia, cujos esténcis (OLIVEIRA, 2010) sao

dados por

- Ponderacido Parcial em x (PW ):

. 0 0O
" = 1 21 (60)
0 0 0]
- Ponderagdo Parcial em y (PW ):
Joro '
I :Z 0 20 (61)
010

Para transferir informacdes da malha grossa (Q*") para a malha fina (Q"),
utiliza-se um operador, chamado de operador de prolongacdo ou interpolacdo

(WESSELING, 1992;BRIGGS et al., 2000;TROTTENBERG et al., 2001), denotado

neste texto por/),. O operador de prolongacdo mais utilizado para problemas

bidimensionais € o de interpolacao bilinear, definido como

o' =Da, (62)

ou ainda

—h _ —2h
Upinj =Uij>

(63)
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L = VR’
Upinjn = > (”i,j +ui,j+1)’

—h _ Y (=2n | —2n —2h —2h
Upiviojn = Z (ui,j + Uiy + U in + Uit jm ),

N
com, ISiSN“‘ -1,1<;<—=-1.
2 2

AFigura 15mostra como o operador de interpolacdo bilinear transfere

informacdes da malha grossa para a malha fina.

.\ /0 L
./ \. ®

Figura 15: Operador de prolongacao.

Outro operador de prolongacdo que serd utilizado nesta tese é prolongacdo de

Tpontos (WIENANDS e JOPPICH (2005)), cujo esténcil é dado por

1 0

4 11 . (64)
1 1

3.4.4Ciclos e esquemas de aproximagao
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A sequéncia com que as diversas malhas sdo percorridas € denominada ciclo. Os

ciclos V e W, cuja metodologia consiste em percorrer todas as malhas iniciando o

processo na malha mais fina, sdo os mais usados. Além dos ciclos V e W, o ciclo F

também aparece frequentemente na literatura.

NaFigura 16foram considerados alguns niveis de malha para apresentar o ciclo

V eociclo W.
h h
2h 2
4h
4h
8h
16h 8h

Figura 16: Ciclos Ve W.

O método multigrid pode ser implementado utilizando-se oesquema CS ou FAS

(TROTTENBERG et al., 2001).

Algoritmo 1: Esquema de Correcdo (CS) para duas malhas

Inicio: CSTG (uo.u, f.h)

. h. h h . . . e —h
1. Suavizar A'u" = f", V, vezes na malha fina Q" com estimativa inicial U ;

. . . h h _ pAh—=h
2. Calcular o residuo na malha fina, ou seja, " =f" —A'u";
L h 2h . 2h __ y2h_h ..
3. Restringir 7" na malha grossa Q™, ou seja, obter r~ =1I,"r" e definir
2 _ 2k
fr=r
~ . 2h 2 21 T 1
4. Resolvera equagio residual A™'u™ = f~" com estimativa inicial %, =0;
5. Definir e*" =u?";

. . h h 2h
6. Interpolar ¢*" para a malha fina, ou seja, obter " =1,,e™";
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7. Corrigir a aproximagdo da solugio na malha fina, ou seja, u" < u" +e";
. h_  h h . . . e . —
8. Suavizar A'u" = f", Vv, vezes na malha fina Q" com estimativa inicial " ;

Fim de # < CSTG (.11, f, ).

3.5Problemas anisotrépicos

A simulagdo de certo fendmenos fisicos de pequena escala, em CFD, pode gerar
malhas altamente distorcidas, conduzindo a uma lenta convergéncia dos métodos
multigrid. Tais fendmenos sdo denominados anisotrépicos e podem ser classificados em
fisicos e geométricos.

Um modelo que exemplifica anisotropia fisica e geométricapara uma equagdo de

difusdo bidimensional € dado em Trottenberg et al.(2001) como

_‘gz +€W2‘uxx +2(1—8)g Wi, —‘wz +€g2‘uyy =f, (65)

onde g =cos@), w=sen(c) oms% e 0<e<<loue>>l.

Para & =0, diz-se que a expressdo dada pela Eq.(65)estd alinhada com o eixo de

coordenada x e torna-se

—Mﬂ,_guw:f‘ (66)
V4
Para :E’ diz-se que a expressdao dada pela Eq.(65) estd alinhada como o eixo

de coordenada y e torna-se

Ceuy—u, = f (67)
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As equagdes Eqs.(66) e(67) apresentam anisotropia fisica, ou seja, anisotropia
nos coeficientes.Se a equacao diferencial tem coeficientes constantes para as derivadas
parciais, porém distintos nas direcdes dos eixos coordenados, trata-se de anisotropia
fisicaou anisotropia de coeficientes.

A partir da discretizacdo da Eq.(67), pode-se determinar uma notacdo esténcil

para a matriz A da Eq.(1) na forma

-1
1
A:? —¢ 21+¢) -¢€]. (68)
-1

Se na discretizagdo da malha obtém-se elementos com tamanho constante,
porém distintos nas direcoes dos eixos coordenados,tem-se a chamadaanisotropia
geométricaou anisotropia de malha.Um exemplo para a anisotropia geométrica, em que
a discretizacdo é baseada em malhas com razdo de aspecto distinta da unidade, é dada

pela Eq.(67), discretizada em uma malha com tamanho constante /_na dire¢do x e

h o L . ~ c
h, = \/‘_ na direcdoy, com & distinto da unidade. Nesse caso, a razdo de aspecto RA é
&

definida por

h

RA = h_x = \/E . (69)
y

Um exemplo para a anisotropia fisica, onde o acoplamento entre os pontos

vizinhos € muito forte em alguma das direcdes, € a discretizacdo da Eq.(66) em uma

malha de tamanho /& em ambas as direcdes, isto é,h=h = h,com & distinto da

unidade. Neste caso a razdo de aspecto RA ¢ redefinida em funcdo das Eqgs. (65)a(67)

por

RA =A+/e . (70)
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X

Mesmo a malha sendo isotrépica 7 =1 |, tem-se um desempenho ruim para o
y

método multigridquando o coeficiente € —0.
A explicagdo para tal desempenho pode ser entendida considerando £€=0 (que

seria um caso limite) na Eq.(66), ou seja

-u, =f. (71)

A=—|-1 2 —1|. (72)

Observa-se que o problema discreto torna-se uma colecao de equagdes de
Poisson unidimensionais na dire¢do x, sem conexao com o eixo y. Assim, 0s erros na
direcdoy, geralmente terdo um padrdo aleatério, longe da suavidade necessdria para o
engrossamento funcionar bem.

Segundo Briggs et al. (2000), existem duas abordagens diferentes para garantir
uma boa convergéncia do multigrid em problemas anisotrépicos.

A primeira abordagem trata-se da suavizacdo por pontos com engrossamento em
apenas uma dire¢ao dos eixos coordenados. Essa  abordagem caracteriza-se por
considerar, por exemplo, o engrossamento horizontal, ndo considerando as linhas
verticais. Trata-se de um semiengrossamento como pode ser observado naFigura 17,em
que a malha grossa tem o mesmo espacamento da malha original em y e o dobro do

espacamento em Xx.
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L= === == )— )= =)
OO~ OO~ O—0O—0O~0—0

(a) (b)

Figura 17: (a) Malha fina original; (b) malha grossa com semiengrossamento na dire¢ao
X.

Fonte:Briggs et al. (2000)

A operacdo de transferéncia de informacdes da malha grossa para a malha fina
(interpolacdo) pode ser realizada unidimensionalmente ao longo da linha horizontal e as

equacgoes da malha grossa podem ser corrigidas como

2
INE
2h (73)

2h
Vij Vi

h h
v2i,j — Vzi’j +v

T

h
Voirt,j € Vainj >

Uma desvantagem do semiengrossamento é que ele ndo é tdo rdpido
computacionalmente quanto o engrossamento completo tanto para problemas
isotrépicos quanto para problemas anisotropicos.

Na segunda abordagem, a suavizagdo € aplicada por linhas, com engrossamento
padrdo nas duas direcdes. A relaxac@opor linhas ou bloco, citada na se¢do 3.2 apresenta
um bom desempenho para resolucdo de problemas anisotrépicos. A relaxacdo pode ser
desenvolvida escrevendo-se um sistema de equacdes na forma de blocos. No caso do
problema de anisotropia fisica dado pela Eq.(66), a matriz A da Eq.(1) pode ser escrita

na forma de blocos como
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D —cl
-l D —cl
A=| ¢ - D —cl , (74)
: : o =l
-l D

£ .. . A1 g
ondec=?, I é a matriz identidade e D na sua forma esténcil € dada por

1
D=_5(-1 2+2¢ -1).



4.ANALISE DE FOURIER LOCAL

A anélise de Fourier local(LFA) permite prever o desempenho do método
multigrid,pois  fornece estimativas de taxas de convergéncia de seus
componentes.Assim, a LFA torna-se uma ferramenta poderosa para a andlise
quantitativa e o projeto de métodos multigrid eficientes.

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos gerais e terminologia da LFA,
andlise de duas malhas para calcular o fator de convergéncia assintdtica variando
diversos componentes multigrid, tais como: operadores de restri¢do, operadores de

prolongacao e solver.
4.1Conceitos gerais

No contexto da andlise de Fourier, consideram-se funcdes de malha da forma
9,(0.x)=¢*", com 8=(6,6,)el”, (75)

onde x varia na malha infinita Q,, onde a influéncia das fronteiras pode ser desprezada

(TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING, 1992)e € é um pardmetro continuo que
representa a frequéncia da fun¢do de malha.

Utilizando LFA € possivel calcular o fator de suavizagdo de S, , denotado por

U, (S,), o fator de convergéncia assintética de M 2", denotado por O, (M fh) e fator

de reducao de erro para M hzh , denotado por 7, (M Zh) .
O fator de suavizagio 4, (S,) € o raio espectral do operador de suavizagio S, e
estima quanto o solverreduz as componentes de altas frequéncias do erro. Ofator de

A o 2h A
convergéncia assintética ,OIOC(Mh )fornece o comportamento da convergéncia

assintdtica do método multigrid e Yioe (M Z ! ) refere-

searedug¢dodoerroemumpassodeiteraciomedidoemumanormaapropriada.
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Para a LFA serdo considerados operadores discretos lineares gerais com

coeficientes constantes, os quais sdo definidos em uma malha infinita.

Trottenberg et al. (2001) apresentam a andlise de Fourier para o método

multigrid utilizando um problema bidimensionalcom engrossamento padrdo, os quais

serdo utilizados aqui para formalizar LFA.

Considerando x = (x;,x,) uma malha de comprimento fixo

h=(h,h).

A malha fina € dada por

Q" ={x= jh = (jlhl7j2h2}’j: (j19j2)e Zz} s

e a malha imediatamente mais grossa ¢ dada por,

Q" ={x=j2h:=(j2h, j,2h,}, j=(j. j,)e Z’}.

Considerando-se o operador discreto L, correspondente ao esténcil

L, 0[s], . (k=(k.k,)eZ),

ou seja,

Lw,(x)=Y s.,(x+kh),

keV

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)
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em que k representa os indices do esténcil, e os coeficientes constantes s, € [I ou L] sdo
valores de L, em relagdo as posigdes k.

As fun¢des de malha podem ser escritas como

0,(0,x) =" = i gi®ull o h (81)

Tomando 6 =(6,,6,) como um pardmetro continuo que caracteriza a frequéncia

da funcdo de malha, tem-se
%(9,)6)2%(9,)6) paraxe Q", (82)

se, e somente se,
6,=6,(mod 27) e 6, =6,(mod 21). (83)

Para tanto, basta considerar ¢h(9,x)com Oe[-x,m)X[-7m,7)=[-x,7)*, ou

ainda -7 <8<rx.

Lema 1: Para—7 <8 <7xtodas as fungdes de malha ¢, (6,x) sdo autofuncdes de um

operador discreto que pode ser descrito por um esténcil diferencial. A equagao,

Lo, (6.x)=L,(8)¢,(6.x) (xeQ"), (84)
é valida, e

L =[s],e L,@)=) se, (85)
k
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em que f,h (6) é denominado autovalor.

A demonstracdo do Lema 1 pode ser encontra em Trottenberg et al. (2001).

Para andlise de suavizacdo e andlise de duas malhas, deve-se distinguir
componentes de alta e baixa frequéncia de Q" com relagio Q*". Para pontos na malha

Q" tem-se
0,0.4)=0,20.2"), (86)

ou seja, a funcdo com niimero de onda @relativo a Q" tem nimero de onda 26

relativo a Q*". Assim, somente

V3 /3
¢,(60,x) com — <<=, (87)
2 2
sdo visiveis em Q" .
q 2
Para cada 6 E[—ﬂ'/ 2,7[/ 2) , trés outras componentes de frequéncia ¢, (6,x)

com @€ [-x,x)* coincidem em Q" com o, (6?',x) e ndo sdo distinguiveis (visiveis)

em Q. Assim, tem-se
o, (9,)6) =@, (9' ,X) paraxe Q2" se, e somente se, & =6 (mod?[). (88)

Segundo Trottenberg et al. (2001) definem-se as componentes de baixas e altas

frequéncias como se segue.
ow 2 »
Definicdo 1. ¢ é uma componente de baixa frequéncia < @€ T =[—7L’/ 2,7/ 2) S
; 2 2
uma componente de alta frequéncia e 8 T"" =[—,7) \[-7/2,7/2)".

AFigura 18 ilustra as regides de baixas frequéncias (regido branca interior) e

altas frequéncias (regido hachurada).



74

2

2

- -R/2 0 n2 n

Figura 18: Regides de baixas (regifo branca interior) e altas frequéncias (regiao
hachurada).

Fonte:Trottenberget al.(2001)

4.3 Anélise de suavizagdo

Para descrever a andlise de suavizacdo considera-se uma equacdo diferencial

discretizada como

L, = f,, (89)

e considera-se que um método de suavizagao pode ser escrito localmente como

Lo, + L, = f, (90)

onde @, € uma aproximacdo de u,na iteracdo anterior € @, a aproximagcdo na itera¢do

atual (WESSELING, 1992; TROTTENBERG et al., 2001).

Assim, a relaxacdo pode ser escrita considerando a separacao

L =L+L,. 91)
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Subtraindo a Eq. (90)da Eq.(89), obtém-se

‘Th = Shvh 4 (92)

sendo v, =u, —@, € v,=u,—m, oserrose S, ooperador de suavizagio.

Aplicando L, e L, nas autofuncdes ¢(6,x), tem-se

LZ ei@x/h — l’jz (e)eiex/h e LZ ei@x/h — EZ(Q)eiex/h (93)

onde L, e L representam os autovalores dos operadores I, e L', respectivamente.

Lema 2:Com as hipéteses das equagdes Eqgs. (89) e (90)todas as funcdes ¢(@,x) com

L #0 sdo autofungdes de S, :

S,0(0,x)=8,00,x), —-1<0<7x, (94)

com fator de amplificacdo dado por

(95)

A demonstracdo do Lema 2 pode ser encontrada em Trottenberg et al. (2001).

O fator de suavizacdo x(S h) ¢ definido por

Moo =ty (S, )= sup{‘i(&)‘: Oe Thig’} : (96)
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4.4Analise de duas malhas

Para andlise de duas malhas, ou seja, cdlculo do fator de convergéncia

assintotica p, ( M} ) , utiliza-se o operador de duas malhas dado por
M;" =8 K,'S) 7
e, o operador de correcdo na malha grossa dado por
K =1,-1),(L,)"1;"L,, (98)

onde S, € o operador de suavizagdo, v, e V, sdo, respectivamente, os nimeros de pré e
pos-suavizagdo, I, o esténcil do operador identidade, L, € o operador discreto na malha
Q", L,,é o operador discreto na malha Q*", 1?"¢é o operador de restri¢do e I/, € o
operador de prolongacio.E necessdrio analisar como os operadores L,, L, , I>", I! S
P P £acao. P he Bops Lpoo Lops O
atuam nas componentes de Fourier ¢(8, x) .
Comoobserva-se naFigura 18, as quadruplas de ¢,(6,x) coincidem em Q.

Considerando-se as frequéncias
00" =(6,.6,), 6" =(8.6,), 6" =(8,.6,), e 6 =(6.8,),  (99)

onde

= (100)

i

g 6+, sef <0
6-7, sef >0
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Lema 3:

1. Para qualquerbaixa frequéncia (@€ T"") tem-se
P60, x)= (0", x)= (6", x) = p(6°", x), com xe Q" (101)

2. Cada uma das quatro componentes de Fourier ¢(€“,~)=¢h(¢9“,~) com

a € {(0,0),(1,1),(1,0),(0,1)} coincide em Q> com ¢,, (26" ,-), ou seja,
0,07, x)= 9,20, x). (102)

A demonstracao do Lema 3 pode ser encontrada em Trottenberg et al. (2001).

Todas (p(é’“,-) sdo autofungdes de L, e S, .

Definicdo 2. O conjunto de funcdes de malhas de Q" obtido através de funcdes e

malha em Q" é chamado de harmdnico. O espaco gerado (span) por esse harmonico

quadridimensional é

E] = span{@, (6°.): &= (@, )€ {(0,0,(11),(1,0),(O.D}} . (103)

Pode-se mostrar (veja Trottenberg et al. (2001)) que o espaco E; ¢ invariante
sob o operador M " .
Considerando w e E/, pode-se escrever y como combinagdo linear dos

elementos de E/, ou seja,

W= A(O,O)¢(0(O,0), ] )+ A(l,l)q)(e(l,l)’ ) )+ A(1,0)¢(‘9<1,0), ] )+ A(O,l)(o(a(o,l)’ ) ) (104)
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Deve-se analisar como os coeficientes A“ sdo transformados quando os

operadores dados pelas Eqgs. (98)e (97) sdo aplicadas a y.

4 . > 2h
Teorema 1:0 operador K" é representado em E por uma matriz K, de ordem 4x4,

como

R2M(0)=1, - (i 0L, 20)] (i2"(6)), £,(6), com@e T, (105)

onde I 5 € ih(ﬁ) sdo matrizes 4x4, I 2"(6) é uma matriz 1x4, IAzh,1 (6) € uma matriz 4x1 e

(lA,Zh (ZH)T] ¢ uma matriz 1x1.

A demonstracdo do Teorema 1 pode ser encontrada em Trottenberg et al. (2001)

e Wienands e Joppich (2005).
Aplicando K 2! para qualquer y e E ¢, os coeficientes correspondentes A“, sdo

transformados em

A(O’O) A(O 0)
A(l’l) . A(l’l)
A(I'O) = K2h (0 A(I’O) (106)
A(O D A(O’l)

Terema 2:Se S, : E/ — E/com #e T"", entdo tem-se uma representacdo para M ;" no

espago E/ por uma matriz de ordem 4x4 da forma M hzh @)

MM =(S,0)" K" (6)(S,0)", (107)
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onde I%hzh (@) ¢é dado pela Eq. (105)e S'h(é?) representa a matriz do esténcil do
suavizador S, .

A demonstracdo do Teorema 2 pode ser encontrata em Trottenberg et al. (2001),

Wienands e Joppich (2005).

Aplicando M 2 para we E 7, tem-se

M;hl// _ B(O’O)(D(G(O’O), ‘)+ B(I,l)(o(e(l,l), ‘)_'_ B(l,0)¢(€(|,0)’ .)_'_ B(o,l)q)(a(o,l), ')’ (108)

onde

B0 A0
B . A0D
B(I’O) = M2h (9 A(I’O) (109)
BOD A©D
Para garantir a existéncia de M ", exclui-se o conjunto
A={0eT"™:L,(6)=0o0u L, (8)=0}. (110)
A seguir, serdo desenvolvidos as componentes da matriz M 8.
1. Operador 1, : I, é representado pela matriz identidade 4x4 em E/
2. Operador L, : Pelo Lema 2, tem-se
A((),()) I:h (6(0’0)) A(o,o)
A0D L,6") AD
A(l,()) = ih ((9(1’0)) A(l,()) ’ (1 1 1)

A©OD I: (0(0’1) ) A©D
h
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onde a matriz 4x4 é o operador ih (8).

3. Operador de restriciio /," :Os coeficientes A”transformam-se como

AO0
. ACD
Ay =LO) o | (112)
AOD
onde A,, é o coeficiente resultante das componentes de Fourier ¢,, (26, .) e
(o) =(ih2h (6°) I(6™) I*(6™) 1" (49“””)). (113)

Os autovalores (que também sdo chamados de simbolos) dos operadores de
restricdo I;" por inje¢do(INJ), ponderacdo completa (FW), de ponderacéo parcial em x (

PW, )ede ponderagdo parcial em y(PW ) sdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: Autovalores dos operadores de restricao usados na LFA.

Restrigao I e (9a )
INJ 1
Fw i(l+cos6_?l)(l+cos§2)
1 _
PW, 5 (I1+cos @)

PW, %(l+cosé_’2)




81

4. Soluciio na malha Q* :Paragd = 6" e e T'"" tem-se:

L, (20)= 5., . (114)
k

5.0perador de interpolacio /), : Paral), aplicado a ¢,,(26“”,), o operador de

interpolacao € dado por

A(OVO)
ACD Ny
A00) & 1,,(0)4,,, (115)
A©D
com
L, (6)
R Th LR
it (8)= 5 () . (116)
(o)
4 (0°)

Os autovalores dos operadores de prolongacdo I/, , bilinear e 7 pontos sdo

mostrados na Tabela 3.

Tabela 3: Autovalores dos operadores de prolongacao usados na LFA.

Prolongacéo I (6’” )

Bilinear (1+cos 8,)(1+cos8,)

7 pontos (1+cos 6, +cos 6, +cos(6, —52))
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6. Operador de suavizacdo:Todas as componentes de Fourier sdo autofuncdes de S,

onde §, pode ser representada pela matriz diagonal de odem 4x4

A(OYO) ‘§h (0(0,0)) A(O,O)
ALD - Sh (9(1'1)) ALD ’ 117
A0 5] (9(1.0)) ALO ( )
A(Oyl) Sl (9(01)) A(OJ)
onde
5;, (9(0,0))
R S (6(1,1))
S, = ' § @' (118)
h
S,(6°")

Definicdo 3: Representando M ;" por uma matriz 4x4 M2 calcula-se o fator de

h 9

convergéncia assintdtica p,, (M ;") por
Puc (M) =sup{p,, (M?(0)): 0 T, 0 A}, (119)

onde p,, (M . (9)) é o raio espectral da matriz 4x4 M > (6).

OAlgoritmo 2, descrito em Franco (2017), é sugerido para determinar o fator de
convergéncia de um operador de duas malhas para o método multigrid com

engrossamento padrdo.



83

Algoritmo 2: LFA para o fator de convergéncia em duas malhas

Inicio: Escolher o suavizador, os operadores de restricdo e prolongacao

para cada um dos modos suaves, exceto (0,0) faca
Calcular & usando a Eq. (99).

Criar a matriz diagonal de ordem 4x4 . I:h com os autovalores de L.
Calcular a matriz de ordem 1x4 . [ Z " do operador de restri¢io [ Z "
Calcular a matriz de ordem 1x1. L,, na malha Q2"

Calcular a matriz de ordem 4 X1 . IAfh do operador de prolongacio I §h .
Calcular a matriz K 2" dada pela Eq. (105).

Calcular a matriz diagonal de ordem 4x4, S , com os autovalores de S, .

Calcular os autovalores da matriz M ; " e escolher seu valor méaximo em médulo.
Guardar o autovalor maximo em cada modo de Fourier suave.

fim
Escolher o médximo dos autovalores p (este representa o pior fator de

convergencia).

4.5Anélise de Fourier local para os suavizadores

Nesta secao serda detalhada LFA para os principais suavizadores. Primeiramente

apresentam-se os solvers do tipo GS e na sequéncia os solvers do tipo ILU.

4.5.1Andlise de Fourier local para os solvers do tipo GS

E possivel calcular o fator de suavizacio dos solvers GS-Lex e linha-GS
utilizando as Egs. (95) e (96).
Se estes solvers forem utilizados para resolver a equagao de difusdo anisotropica

dada pela Eq.(67) a sua notagdo esténcil dada pela Eq. (68), torna-se.
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-1
Lh(g)zi —-& 2+¢e) —-¢€] . (120)
-1

h

Para GS-Lex, L; e L, na Eq. (95)sdodados por

0 -1
1 _ 1
L;:ﬁ —& 2(1+¢) 0f e Lh:ﬁ 0 0 -—-¢€f, (121)
-1 h 0 h
e os autovalores (dados pelo Lema 1)
L(6)= %[(2+25) —(ge” +e” +ge 7). (122)

Os autovalores dos operadores que se seguirdo, estardo na Tabela 4, que serd
exibida ap6s todos os operadoes serem definidos.

Para x-linha-GS, L; e L na Eq. (95)sdodados por

0 -1

| _ 1

Lhzﬁ —& 21+e) -€| e Lﬁzﬁo 0 0]. (123)
-1 , 0 i

Para y-linha-GS, tem-se
1 ! | )

L;=ﬁ 0 2(+¢&) —€| e LZ:E -£ 0 0 (124)

-1 0

h h
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A andlise de suavizacado utilizando a Eq. (118)s6 é possivel se todas as fungdes

de malha ¢(@, ) s@o autofung¢des do operador S. Isto ocorre com o solverGS-Lex e

linha-GS conforme apresentado nas Eqgs.(121),(123) e (124).

Para os casos em que ¢(8, -) nao é autofungdo de S», para se calcular o fator de
suavizacao ,ulm(Sh), considera-se um operador de malha grossa Q;" que anule as

componentes de baixa frequéncia dos erros e as componentes de altas frequéncias

permane¢am inalteradas. Nesta categoria, encontram-se os solvers GS-RB e zebra-GS.O

operador Q;" ¢ definido em E; por

208, - ) = 0, se =6 eT""
0, 'p\b, - )= o0, ).se e {6’“’”,9“’0),9(0’”}. (125)
Como consequéncia, a matriz K 2! dada pela Eq. (105) é substituida por
0
A 1 low

P . - . 2h V. 2h @V,
para a andlise de suavizagdo. Portanto, substitui-se M," =S,°K,"S,' por

M, =S$:0)"S) e p,.(M;") ¢ dado por

4}

Puc (Sr0"S) ) = sup{p((fh @) 0 (5,®) ): fe T’”W} . (127)
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Defini¢do4: Assumindo que S, possui a propriedade de invaridncia, ou seja, se

S,:E’ — E’com @eT", define-se o fator de suavizagio ,UTOC(Sh) de S,

considerando v =v, +v, por

4, (5,) =sup{dp( 57 (5,0)" |- 6¢ T”’”}- (128)

Para determinar a matriz S utilizando solverscomo Gauss-Seidel por pontos
com ordenacao red-black (GS-RB) e Gauss-Seidel por linhas, com ordenagao zebra (x-
zebra-GS, y-zebra-GS e alt-zebra-GS) definem-se dois passos parciais. Para o caso de

GS-RB, cada um deles € da forma Jacobi.

No primeiro passo o subconjunto Q, de Q" é formado pelos pontos red de Q" .

No segundo passo, Q,¢é formado pelos pontos black de Q" e com isso tem-se o

operador
SiP =SS (129)

Em ambos os passos (red ou black) deve-se usar

0 -1

o1 1

Lhzﬁo 2(+¢€) 0] e Lﬁﬁ -1 0 -1|. (130)
0 h -1 h

Utilizando a Eq.(95), tem-se

2
S, =~(L)"'L, =1, ——wf L. (131)
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1_(0'h2 i (@) @p(8,x) com xe Q
S, p(x) = A " (132)
@(0,x), com xe Q"\Q,
Com isso a Eq. (104)pode ser reescrita como
6,x) com xe Q
w(0,x)= B o hh o 133)
B, 96, x), com xe Q' \Q,

ou seja, ¥ (@, x) pode ser escrito com combinagdo linear de (6%, -)e ¢)(9~“, -), onde

0°=0ca=0DH-a.

Desta forma, tem-se para o solver GS-RB

[ACD L1 40D 0 0 |
gD _ AQD | 40D g 0 0
h - 0 0 A(l,O) +1 A(O,l) _1 5 (134)
0 0 A1 AOD 1
- dn
e
A4l —AM 4l 0 0 ]
ghcK _ _AQ0 41 A0 4 0 0
! - 0 0 ACO L1 0D L] (135)
0 0 A0 11 A0D 4
- i




Para x-zebra-GS, tem-se

AP 41

RED __
S, =

A0

A% +1

BLACK
Sh

| —AC0 1

Para y-zebra-GS, tem-se

A" 41

RED __
S, =

A —1

AT 41

SBLACK
" ~A®Y 1]

0

0

0 A% -1]

A+ AN
A -1 AM0 4]

0

0
A" +1
—AM +1

0

AN 41

A

A 11
0
— A" +1

0 A% +1]

0
—A" +1
A0 41

0

AT -1

AN 41

— A" 41 0

0
AN 41
0

0
0

~A 1]
0
0

A 41

A

A 41|

— A% +1
0

AP 41 |
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(136)

(137)

(138)

(139)

Os autovalores dos operadores S, apresentados nesta secdo (veja Wienands e

Joppich (2005)) sdo mostrados na Tabela 4.



Tabela 4: Autovalores dos operadores de suavizagcao usados na LFA.

Solvers L, ()
1 , , . ,
GS-Lex PP [(2+26)—(ee” +e* +ee™ +e™)]
—£+ +
GS-RB E+Ecosx+cosy
4h?
) o
x-linha-GS — .
ha(-2-2e+€e™ +e + ™)
. el
y-linha-GS — -
ha(—2-2&e+&e™™ +e ™ +€e™)
bra-GS cos y
e h*(1+&—€£cosx)
£COSX
y-zebra-GS

h*(1+&—cosy)

4.5.2Andlise de Fourier local para os solvers do tipo ILU

89

Para analise de Fourier local utilizando os solvers do tipo ILU, considera-se

ooperador laplaciano com o esténcil de 5 pontos, dado pela Eq.(120).

A decomposi¢io ILU(1) ou decomposi¢io ILU 7 pontosdesse mesmo operador

serd dada por

L~
Il
S O -
Q &
SR O

sendo que, neste caso, b= f =0.

A decomposicao ILU7pontos, em notagao esténcil, € representada por:

(140)
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Li=LU,~R,. (141)

onde L, € uma matriz triangular inferior, U, € uma matriz triangular superior ¢ R, € a
matriz dos residuos.

Os autovaloresde L, , f,h, 011 e R, sdo dadas, respectivamente, por
A4,(0), 2:(0), X (8), AT(6) com —T<O<T. (142)

O operador de suavizagdo S,para o solverILU, segundo Trottenberg et

al.(2001), é dado por
S,p(0,x)=S,0(0,x), —T<O<71, (143)
com

A O ©O)-UO) _ A (©O)

S,(0) = = ;
@ A (O)4;(6) AORZAC)

(144)

onde A,(0)=ae ™ +be" % +ce™™ +d +qe” + fe "% + ge .
Dependendo da ordenacdo dos pontos na malha, diferentes decomposicoes
ILUpodem ser obtidas. Na sequéncia apresentam-se as possiveis ordenacdes e A, (8)

para essas ordenagoes.

Para a ordenacdo lexicograficaILU, , tem-se
0 0 O S n O p, 00 O
Ah = }/ 1 0 ’ ljh = O 5 lll € Rh = 0 p3 O
0 B 0 0 0 0 0 O (145)
o h h P,
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Neste caso Ar(@) é dado por Af(8)= p,e " % + p,+ p,e "%, onde

p,=B8"u, p,=y5"s e p=c(p+p,,(p, p, e p, sdo calculados da mesma
forma para todas as ordenacgdes de ILU),lembrando que o € um parametro introduzido

na decomposi¢io. Para 0 =0 tem-se ILU padrio e para 0 #0 tem-se MILU, conforme

definido em se¢Oes anteriores.

Os valores de Af(@) para as ordenacdes de ILU que se seguirdo, estardo
naTabela 5.

Outro exemplo de ordenacdo para ILU, ILU,, € dada por

Dy
g 0 0 0n O 0 0 O
.=y 1 0|,U,=|0 &6 u|eR,=0 p, 0]. (146)
0 o 0) 00 B) 0 0 O
pZ h
Com a ordenacdo WS, ILU,, € dada por
s n O 0 0 O p, 0 0 O
L=|0 1 u|,U=y 6§ 0| eR, = 0 p, 0
00 0) 0 a p), 0 0 0 p,)
Com a ordenacdo SW, ILUg,, € dada por
P>
07 0 ¢ 00 0 0 0
L=01 u|, U=y 6 0| eR,=[0 p, O
00 B) 0 a 0) 0O 0 O
pl h

Com a ordenacdo NW, ILU,,, € dada por

00 0 s 17 0 0 0 p
L=l0 1 u|,0,=|y § 0| eR,=| 0 p, O
0 a B) 00 0) p, 0 0)



Com a ordenacdo WN, ILU,, € dada por

0 0 O s n O 0 0 p,
L=|0 1 u|,U=ly 6§ 0] eR,=[0 p, O
0 a f), 0 0 0) pp 0 0)
Com a ordenagdo SE, ILUg; € dada por
s n O 0 0 O 0 0 p,
L=|y 1 0|,0,={0 6§ u|eR,=0 p, 0
0 0 0) 0 a p), pp 0 0)
Com a ordenacido ES, ILU € dada por
y n O 0 0 O 0 0 p
L=|u 1 0/,0,={0 & u|eR,=0 p, 0
0 0 0) 0 a ), p, 0 0

h

Os valoresde A (8) para as diferentes dire¢des dos solvers do tipo ILU

(verTrottenberg et al. (2001) e Wesseling (1992)) sao mostrados naTabela 5.

Tabela 5: Autovalores dos operadores de suavizac@o do tipo ILU usados na LFA.

R
Solvers A, (6)
EN plei(za,—az)+p3+pzei(—201+92)
NE plei(—01+202)+p3+pzei(9,—292)
WS plei(—29|+62)+p3+pzei(291—92)

i(~6,+26,)

SW pe "% 4 pi+ ple




NW P+ pyt phe
WN P’ 4 pit phe
SE P’ " + pi+ pe
ES P + py+ phe

i(=6,-6,)

i(6,+6,)

i(6,+6,)

i(=6,-6,)

E possivel mostrar que o fator de convergéncia assintética ( p,,.) € o fator de suavizagao(
M,.) apresentam os mesmos resultados para ordenacOes diferentes e aFigura

19esquematiza as ordenacOes equivalentes apresentadas acima, significando na pratica,

que apenas quatro destas dire¢des merecem atencao. Estes resultados serdo detalhados

nos capitulos 7 e 8.

N
/,ﬂ

({/ .
,'/ —_— P
K" -_--pJ‘GC.

w E
pfs:

R
’I’ ----I(,J‘GC

/”/
>

S

EN=WS

ES=WN

‘NE=SW

‘NW=SE

Figura 19:0rdenagdes equivalentes do solverILU.

No préximo capitulo serdo detalhados os modelos matemdtico e numérico

empregados nesta tese.



5.MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

Nestecapitulo sdo apresentados os modelos matemético e numérico que foram
utilizados na tese, além dos detalhes do método multigrid que foram empregados.A
partir deste capitulo, a varidvel de interesse passa a ser temperatura, portanto, o sistema

de equacdes dado na Eq. (1), torna-se
AT =b, (147)

onde A € a matriz dos coeficientes, T € a variavel de interesse € b € o vetor dos termos

independentes.
5.1Equagdo de difusdo anisotrépica

Para o problema apresentado a seguir, o dominio de cdlculo utilizado é dado por

0<x<1, 0<y<1 e a discretizacdo das equagdes ¢é feita através de malha uniforme
com um numero de pontos dado por N =N _.N ,onde N e N  sdo os nimeros de

pontos nas dire¢des coordenadas x e y, respectivamente, incluindo os contornos.
O problema de anisotropia difusiva serd analisado a partir da equagdo de difusao

bidimensional dado por

-l -T, =S
{ Y (148)

T(0,y)=T(x,00=T(x,)=T(1,y)=0

ondeT € a temperatura, T,, € a derivada segunda de T em relagéo a x, T € a derivada

segunda em relagdo a ye € >0 € o fator de anisotropia.

O termo fonte S e a solucdo analitica sdo dados por

S =2le(t—6x2)y2 (1= y?*)+(1-6y> ) (1-x2)] e

T(x,y)=(x"—xH0*=y%).

(149)
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A solugao analitica da Eq.(148), apresentada na Eq.(149), pode ser observada na
Figura 20.

A escolhadesse termo fonte e solucdo analiticaocorreudevidoaofatodestes
representarem umproblema que apresenta anisotropia fisica, portanto, representativa do
problema de interesse. Para esse tipo de problema o multigrid ndo tem a eficiéncia
esperada, ou seja, ndo converge ou demora a convergir. Além disso, conhecendo a sua

solucdo analitica € possivel realizar uma andlise de erros.

Figura 20: Solugdo analitica apresentada na Eq.(149).

5.2Modelo numérico e detalhes computacionais

A discretizacdo da Eq.(148)foi realizada mediante o uso do MDF com CDS
(FERZIGER e PERIC, 2002), resultando em

Ty =20+ T | | Ty =21, + T,
—g[ Lj \J ljj_ J-1 12 Jj+l :Si,j' (150)

Para os pontos internos, a discretizagdo do problema é dada por
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ap Ty +ay Ty +ayTy +a, T, +aTs =b,, (151)
onde
2e 2 £ 1
aPZLh—XZ'Fh—iJ,aW:aE:—h—i,aN:aSZ—h—yz,bP:SP. (152)
Para os contornos norte (N), sul (S), leste (E) e oeste (W), conformeFigura 3(b),
considerando h = ! h eassumindo-se h, = hy tem-se,a, =1,

TN SN,
ay =ay=ap=ag=0.

O sistema de equagdes lineares dado pela Eq. (147)foi resolvido utilizando o
método multigrid geométrico (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001) com
esquema CS, ciclo V e estimativa inicial nula.

A razdo de engrossamento € dada por RE =2 (engrossamento padrdo). Os
operadores de transferéncia entre as malhas empregados foram restricdo por injecao
(INJ), meia ponderacdo (HW), ponderacdo completa (FW), ponderacdo parcial em x (
PW_), ponderagdo parcial em y (PW ) e prolongacdo por interpolagdo bilinear e
interpolacdo 7 pontos.

Os sistemas de equagdes obtidos da discretizagdo foram resolvidos utilizando os
solvers ILU 7 pontos em diferentes dire¢cdes (ILU, , ILU . , dentre outros).

O critério de parada utilizado para interromper o processo iterativo € baseado na
norma do residuo adimensionalizada. O residuo do sistema de equacOes algébricas €

definido por
rm :b—ATm, (153)

onde 7™ € a solugdo na iteracio m.
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m

Considerando L" = [ se thol 0 processo iterativo €

rm
1

e I =Hro

interrompidopararol =107".

5.3Defini¢do da tolerancia a ser utilizada

Para determinar a tolerancia a ser empregada nas simulacdes utilizou-se a malha
1025x1025. O processo iterativo foi executado até que o erro de maquina fosseatingido,
isto €, até que o erro de iteracdo atingisse o mesmo nivel do erro de arredondamento. A

Figura 21 apresenta o comportamento da normal_ do residuo nessa situagdo. Observa-

seque a norma comega a decrescer nos primeiros ciclos e comega a estabilizar entre 10™"
e 107",

Segundo roteiro de simulacdes apresentado em Oliveira (2010), o valor minimo
da tolerancia a ser empregada nas simulacOes deve ser de pelo menos uma ordem de
grandeza maior do que a norma [, arredondando-se para cima. Neste caso, como
I, =107, o valor minimo a empregar para a tolerdncia seria 10", que arredondando

ficaem 107", justificando a tolerancia indicada ao final da se¢@o anterior.

! ! ! : E
: 1
3
=] E \ E
-é 10“"‘_! LN - SRR SOOI .- SRR, - A omg
- N 1 N
s 1074 \ -
g 10“1: | 1
: 3 | E
2 1 3 E
107 3 *.I -
b= 1 3
- 1 -
10" I\ -
E| i o Bt b e g e S T e e et B s
10" . . . T . ; . : .
0 10 20 30 40 50

Numero de ciclos

Figura 21: Comportamento da norma /_em funcdo do nimero de ciclos V para uma
malha 1025x1025.
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Para todas as simulagdes utiliza-se aritmética de precisdo dupla. A precisdo
quéadrupla foi utilizada apenas para a verificagdo do codigo computacional. Os c6digos
numéricos foram implementados usando a linguagem Fortran 2003, com o aplicativo
Intel 9.1 Visual Fortran. Todos os resultados numéricos foramobtidos em um
computador com processador IntelCorei7, 2.66 GHz, 16 GB RAM e Sistema
Operacional Windows 10, 64 bits.



6.VERIFICACAO NUMERICA DO CODIGO COMPUTACIONAL

Para a verificacdo do c6digo computacional, calculou-se o erro numérico (E), ou
seja, a diferenca entre a solu¢do exata (@ ) de uma varidvel de interesse e a solucio

numérica (¢ ), isto é, (FERZIGER e PERIC, 2002)
E@)=D-¢. (154)

Para calcular as ordens aparente (p, ) e efetiva (p,) do erro de discretizagdo de

cada varidvel de interesse, foi utilizado o procedimento recomendado por Marchi
(2001).

Para analisar se a ordem aparente (p, ) se aproxima da ordem assintética (p,),
foram obtidas trés solucdes numéricas (g,4,.4,) para trés malhas diferentes (%, , 1, e h,

, considerando h, = h para estas trés malhas) e calculado o valor da ordem aparente a

partir da Eq.(155)

log(% — ¢3j
_ ¢ -9 (155)
P loeR)

onde R, =h,/h, éarazio de refino da malha, @, é a malha mais refinada e ¢, a malha

mais gosseira.

Para a obten¢@o da ordem efetiva (p,), calculou-se o erro numérico em duas

malhas (E(¢)1 ), E(¢2 )) A ordem efetiva, que € funcdo do erro numérico das varidveis de

interesse, foi calculada a partir da Eq.(156)

o i)

e log(R))

(156)
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Segundo Marchi (2001), p,, p, — p, para h —=0.

Para analisar a ordem efetiva, a ordem aparente e o erro numérico, foram

consideradas algumas varidveis de interesse, como por exemplo: norma infinitodo erro

numérico e calculada por |7, _7—”&(]21 ¢ a temperatura analitica e 7 a temperatura

numérica); erro na temperatura no ponto central 7(0,5; 0,5) e erro na temperatura média
(T,) calculada pela regra dos trapézios. Sdo apresentados a seguir, alguns testes

realizados para anisotropia difusiva. As equagdes utilizadas para realizar os testes sdo
dadas pelas Eqs. (148) e (149). Nota-se que neste caso, p, =2, pois se usa 0 esquema
CDS.

Foram escolhidos alguns dados fixos para fazer a verificacdo do cdédigo
computacional. Sdo eles: esquema CS, ciclo V, estimativa inicial nula, engrossamento
padrdo, restricdo por ponderacdo completa e prolongacdo por interpolacdo
bilinear.Utilizou-se aritmética de precisdo quddrupla e o programa foi executado até o
erro de maquina. Nas proximas secdes sdo apresentados os resultados para os solvers

GS-Lex e ILU. Os resultados para os demais solvers sdo semelhantes.
6.1Solver GS-Lex

Os sistemas de equagdes obtidos da discretizacdo foram resolvidos utilizando-se
o solverGS-Lex. Os resultados podem ser observados a seguir.

A Figura 22 apresenta o erro numérico para a norma [, do erroversush

considerando diferentes coeficientes de anisotropia (&). Considera-se também o
métodosinglegrid, quando o problema € resolvido em apenas uma malha. Observa-se
que a medida que a malha torna-se mais refinada, utilizando multigrid ou singlegrid, o

erro numérico tende a zeroindependente do coeficiente de anisotropia.
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Figura 22: Erro numérico para a norma [_.

A Figura 23 apresenta as ordens efetiva e aparente para a norma /_ do erro, erro

na temperatura no ponto central e erro na temperatura média, considerando diferentes
coeficientes deanisotropia.

Como o solver GS ndo apresenta bom desempenho para problemas
anisotropicos, o tempo de CPU € muito elevado, portanto, a malha mais fina
considerada para as simulacdes foi no maximo N=16641 pontos. Por exemplo, para

calcular a ordem aparente da norma [ utilizou-se a malha mais fina com N=4225
pontos para £=10 eN=1089 pontospara £=1 e&£=0,0001. Pode-se observar que, em

todos os casos, p, = p,€ pp —> P, .
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Figura 23: Ordem efetiva e aparente para a norma [_do erro, erro na temperatura no

ponto central e erro na temperatura média com o solver GS-Lex.
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6.2Solver ILU

Os sistemas de equagdes obtidos da discretizacdo foram resolvidos utilizando o
solverILU. Os resultados podem ser observados a seguir.

A Figura 24 apresenta o erro numérico para a norma [ do erro numérico versus

hconsiderando diferentes coeficientes de anisotropia. Considera-se também o método
singlegrid. Observa-se que a medida que a malha torna-se mais refinada, utilizando
multigrid ou singlegrid, o erro numérico tende a zeroindependente do fator de

anisotropia.

m‘n; ! "
o E 'G_:-’ ]
2 104 L =
T 3 v :
g . 4 g e o
Z 1075 i b Lo - e=107(SG) |3
g 1 _,___ﬁ:..? 0 e=107(MG)| ]
g ; e L -96-61(80) |

s b e g (MG)
1074 G’ o b | — PP £=10%(SG) |4
24 [ em10Y(MG) |
10" g —— ——— ——

102 10° 10"
h

Figura 24: Erro numérico para a norma [_para SG e MG.

A Figura 25 apresenta a norma [ do erro numérico e erro na temperatura no

ponto centralversus h considerando diferentes coeficientes de anisotropia. Observa-se
que a medida que a malha torna-se maisrefinada, independente do fator de anisotropia e

da variavel de interesse, o erro numérico tende a zero.
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oo

103

10° E

Erro Numérico

h
Figura 25: Erro numérico para a norma [_e T(0,5;0,5).

A Figura 26 apresenta as ordens efetiva e aparente para a norma [ do erro e
temperatura no ponto central considerando diferentes coeficientes deanisotropia. Pode-
se observar que, para todos os casos, p, = p, € Pp —> P, -

A partir dos testes apresentandos neste capitulo, pode-se concluir que os
programas utilizados foram verificados e estdo confidveis. No préximo capitulo, esta

conclusdo serd corroborada com resultados preliminares que estardo de acordo com a

literatura.
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Figura 26: Ordem efetiva e aparente para a norma [/_ do erro e temperatura no ponto

central empregando o solver 1LU.

Na Figura 26a ordem aparente para a temperatura no ponto central empregando
o solver ILU possivelmente tem influéncia de erro de arredondamento mas podemos ver

que a tendéncia para 2 € mantida, conforme as outras varidveis na mesma figura.
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7.RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentados os resultados preliminares, que servirdio como
apoio para o desenvolvimento do capitulo 8. Sdo apresentadas aqui andlise de
suavizacdo e andlise de duas malhas para o método multigrid. Foram utilizados os

seguintes solvers:

- Gauss-Seidel por pontos: com ordenacdo red-black (GS-RB) e com ordenacdo
lexicografica (GS-Lex).

- Gauss-Seidel por linhas:ordenagdo lexicografica (y-linha-GS, x-linha-GS e alt-linha-
GS) e com ordenacdo zebra (y-zebra-GS, x-zebra-GS e alt-zebra-GS).

-Decomposicao LU incompleta: ILU 5 pontos e ILU 7 pontos.

A Eq. (148) foi analisada para €=10° e €£=10", com
ke K={0,1,2,3,4,5,6,7}. Neste trabalho £=10" ou €=10" serio denominados
de fatores de anisotropia simétricos. Por exemplo, £=10> é um fator de anisotropia
simétricoa £€=10".

Os resultados apresentados daqui em diante considerardoV =V, +V,, onde V, é o
nimero de pré-suavizagdo e V, € o nlimero de pds-suavizagdo conforme mostrado do

capitulo 4.

7.1Fator de suavizagdo (4, )

Nesta secdo sdo apresentandos os resultados referentes ao fator de suavizacdo
para os solvers estudados. Para o calculo do fator de suavizagdo foi utilizada a Eq. (96).

O melhor fator de suavizacdo € o que estd mais préoximo de zero.

7.1.1Fator de suavizacao para os solversdo tipo Gauss-Seidel

A Figura 27 apresenta g, utilizando os solvers GS-RB e GS-Lex com V=1.
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Figura 27: . versus e para solvers ponto com ordenacgdo lexicografica e red-black.

Observa-se que para £€=1 (problema isotrépico), 4, (GS-RB)< 4, (GS-Lex).

Obseva-se também que para problemas anisotrépicos, 0<e<<l e &>>1,
M, (GS-RB) = 1, (GS-Lex) com y,, (GS-RB) =1 e u, (GS-Lex)—1 (utilizando-se a

Eq. (96)), ou seja, estes solvers ndo apresentam bom fator de suavizagao.
A Tabela 6 apresenta uma comparacgdo dos resultados obtidos neste trabalho para
o fator de suavizagdo do solverGS-RB, com os resultados apresentados por Wienands e

Joppich (2005). Neste caso, tal coluna estara identificada com Wien.

Tabela 6: Fator de suavizagdo utilizando GS-RB obtidos de Wienands e Joppich (2005),
pg. 65, N=128, v =1.

ﬂloc
& ﬂloc
(Wien)
102 0,980  0,980296
107! 0,826 0,8264463

1 0,250 0,25
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10 0,826  0,8264463
100 0,980 0,980296

A Figura 28 apresenta . utilizando os solversx-linha-GS, y-linha-GS e alt-
linha-GS. Para fins de comparag@o, considera-se: V=1para o solver alt-linha-GS; v =2
para os solversx-linha-GS e y-linha-GS. Isso porque, enquanto os solversx-linha-GS e y-
linha-GS suavizam apenas uma vez em V=1(uma itera¢do interna) o solver alt-linha-

GS suaviza duas vezes em V=1 (uma vez na dire¢do de x e uma vez na direcéo de y).

T vt Ty rme

7 | —=— x-linha-GS | v=2
—&— y-linha-GS | v=2
—4A— alt-linha-GS |

v=1

Figura 28: p,,. versus ¢ para x-linha-GS, y-linha-GS e alt-linha-GS.

Dentre os solvers linha com ordenacao lexicogréfica analisados, observa-se que
para £=1, os trés solvers apresentam fator de suaviza¢do semelhante. Para 0<&£<<1 o

menor fator de suavizag@o € 4, (y-linha-GS), no entanto para &€>>1 u, (y-linha-GS)é
muito grande. Para £>>1 o menor fator de suavizagdo é 4, (x-linha-GS), no entanto,

para 0<&<<1 g, (x-linha-GS) é muito grande.
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Este fato ocorre, pois para €>>1, pela Eq.(148), tem-se forte acoplamento na
direcdo x, portanto, solvers linha que privilegiam essa direcdo tém um melhor
desempenho para acoplamentos nesta direcao, conforme explicado na secdo 3.5.

A Figura 29 apresenta u,,. utilizando x-zebra-GS, y-zebra-GS e alt-zebra-GS.

Para fins de comparag@o, considera-se: V=I1para o solver alt-zebra-GS; vV =2para os

solversx-zebra-GS e y-zebra-GS.
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0.8

0,7 5

|| —m— x-zebra-GS | v=2

06+
] —®— y-zebra-GS | v=2

L&)

;EO . —&— al{-zebra-GS | v=1
0.4 - T —— —
0,34 i
024 -
0,14 .

L R B L e
10° 10° 10" 10® 10® 10" 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10°
e

Figura 29: u, . versus ¢ para x-zebra-GS, y-zebra-GS e alt-zebra-GS.

Dentre os solvers linha com ordenacdo zebra analisados, observa-se que para
£=1, os trés solvers apresentam fator de suavizagdo semelhante. Para 0<&<<I o

menor fator de suavizacdo é y, (y-zebra-GS), no entanto, para €>>1 g, (y-zebra-GS)
¢ muito grande. Para £>>1 o menor fator de suavizagdo € i, (x-zebra-GS), no entanto,
para 0<é&<<1 g, (x-zebra-GS) é muito grande.

Assim como ocorreu com os solvers linha com ordenagdo lexicografica, para
£>>1, pela Eq.(148), tem-se forte acoplamento na direcdo x, portanto, solvers com
ordenacdo zebra que privilegiam essa direcdo t€ém um melhor desempenho para

acoplamentos nessa direcao.
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As Tabela 67 e 8 apresentam uma comparacgdo dos resultados obtidos neste
trabalho para o fator de suavizacdo dos solvers tipo zebra-GS, com os resultados
apresentados por Wienands e Joppich (2005). Neste caso, tal coluna estard identificada

com Wien.

Tabela 7: Fator de suavizagdo utilizando x-zebra-GS e y-zebra-GS obtidos de Wienands

e Joppich (2005), pg. 65, N=128,v =1.

x-zebra-GS x-zebra-GS y-zebra-GS y-zebra-GS

‘ My, (Wien) Hioe My, (Wien) Hioe
102 0,980 0,980296 0,125 0,125
107" 0,826 0,8264463 0,125 0,125

1 0,250 0,25 0,250 0,25

10 0,125 0,125 0,826 0,8264463
1% 0,125 0,125 0,980 0,980296

Tabela 8: Fator de suavizagdo utilizandoalt-zebra-GS obtidos de Wienands e Joppich
(2005), pg. 65, N=128, v =1.

ﬂ]oc
€ ﬂloc
(Wien)
1072 0,122  0,1222431
107! 0,102  0,1018308
1 0,048 0,048268
10 0,102  0,1018308

10 0,122 0,1222431
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A Figura 30 apresenta g, utilizando os solvers que apresentaram os melhores

fatores de suavizacdo (para pelo menos uma das direcdes), dados anteriormente.
Lembrando que melhor aqui, significa mais préximos de zero.

i B e e B et
1,0 - . : SO OO . - —
.
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-\ /i —e—ylinha-GS
8 i "\\ . —&— y-zebra-GS | ]
B Qi ".'|\| f,"..'. fod] —w— yozebra-GS |
: ¢ : \"\‘. ,-’.I." i é :
A EoAV/
02 - . . r. .

ol : ; ; g
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10* 10' 100 10°
e

Figura 30: p,,. versus e para os solvers linha com ordenagdo lexicografica e zebra com

v=2.

Observa-se que para €>>1, x-zebra-GS e x-linha-GS obtiveram os melhores

resultados, sendo p, (x-zebra-GS) < g, (x-linha-GS) e para 0<é&<<I, y-zebra-GS e y-
linha-GS obtiveram os melhores resultados, sendo 4, (y-zebra-GS) < 4, (y-linha-GS).

Nesta secdo foram apresentandos os resultados para o fator de suavizacdo dos

solvers do tipo GS. Pode-se notar que zebra-GS apresentam os menores valores para

MU,,.. Todos os resultados apresentados estdo de acordo com a literatura corroborando
com o capitulo 5 de verificacdo do cédigo computacional.

7.1.2Fator de suavizacao dossolverstipo ILU

Nesta secdo serdo realizados testes com o ILU e MILU 5 pontos e 7 pontos. No

caso do ILU, tem-se o=0, ou seja, diagonal D sem contribui¢io dos valores
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descartados (veja secdes 3.2.2 e 3.2.3). No caso do MILU, serd usado o =0,5. Testes

para outros valores de o serdo realizados no capitulo 8.
A Figura 31 apresenta o fator de suavizagdo () utilizando o solver ILU com

as seguintes ordenacdes: EN=WS, NE=SW,ES=WN,SE=NW; £€=10" ¢ £=10", com
xe{0,1,2,3,4,5}.

12 i B B B Bati i B B Bad Bats
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¥ & |
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e B B o B i e e e
1w0* 10° 10° 10" 107 10’

S .
10 10" 10° 10 10 10" 10°

Figura 31: g, para o solverILU com diferentes ordenagdes.

Observa-se que, para0< & <<la melhor ordenag@o para o solverILU 7 pontos é

EN=WS. Para € >>1, a melhor ordenagdo para o solver ILU é NE=SW.
Da Tabela 9 a Tabela 11 apresenta-se uma comparacio dos resultados obtidos
neste trabalho para o fator de suavizagdo dos solvers tipo ILU, com os resultados

apresentados por Trottenberg et al. (2001) ou Wesseling (1992). Neste caso, as colunas

estardo identificadas com Trott ou Wess, respectivamente.

Tabela 9: Fator de suavizagado utilizandoILU e MILU 5 pontos obtidos de Wesseling
(1992), pg. 135.

o=0 O':O,S
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& M. (Wess) y75 M. (Wess) U,

1 0,20 0,203517 0,20 0,200214
107 0,48 0,477458 0,26 0,261964
10 0,77 0,767552 0,30 0,300974
107 0,92 0916218 0,32 0,321384
107 0,99 0,991115 0,33 0,332118

Tabela 10: Fator de suavizacao utilizandoILU e MILU 7 pontos obtidos de Wesseling
(1992), pg. 139.

o=0 c=0,5
E M, (Wess) y7 M. (Wess) e
1 0,13 0,125886 0,11 0,109968
107 0,17 0,165101 0,089 0,088466
107 0,17 0,170896 0,091 0,091011
107 0,17 0,171505 0,091 0,091277
107 0,17 0,17156 0,086  0,091298

Tabela 11: Fator de suavizagao utilizandoIL.U 7 pontos obtidos de Trottenberg (2001),

pg. 261.
8 Il'lloc (TrOtt) Il'lloc
107 0,17 0,1715649
107 0,17 0,1715048

1072 0,17 0,1708961




107"

10
10°
10
10°

0,17
0,13
0,27
0,61
0,84
0,95

0,1651007
0,1258859
0,2733908

0,6070012
0,8425066
0,9457425
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Pode-se notar que os fatores de suavizacdo para os solvers tipo ILU estdo em

acordo com os valores disponiveis na literaturacorroborando com o capitulo 5 de

verificacdo do c6digo computacional.

A seguir, serd realizada uma comparacdo entre os fatores de suavizacdo dos

solvers que obtiveram o melhor desempenho, dentre GS e ILU.

A Figura 32 apresenta uma comparacdo entre g, usando os solvers zebra-GS e

os solvers ILU.
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Figura 32: u,, versus € para os solvers zebra-GS e ILU com V=2,

Observa-se que os solvers zebra-GS apresentam fator de suavizagdo melhor, em
comparacdo com os solvers ILU, no entanto, estes solvers quando usados como
suavizadores no multigrid apresentam o fator de convergéncia assintdtica p,,
utilizando-se o solver ILU muito melhor (muito mais préximo de zero) do que
utilizando-se zebra-GS. Dessa forma, conclui-se que o solver ILU possui muito mais as
propriedades de suavizac@o que o solver zebra. Estes resultados serdo apresentados na

proxima se¢ao.
7.2Fator de convergéncia assintotica ( p,,.)

Nesta secdo s@o apresentandos os resultados referentes ao fator de convergéncia

assintotica do método multigrid, calculado utilizando-se a Eq. (119). Para a obten¢do de

Pp. (daqui em diante por facilidade, serd utilizada a notagdo p, (M o ) = p,.)-Além

dos solvers citados na secdo 6.1 foram empregados os operadores de restricdo por
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ponderacdo completa (FW), injecao (INJ) e meia-ponderacao (HW). Os operadores de

prolongacdo empregados sdo bilinear e 7-pontos.

7.2.1Fator de convergéncia assintética utilizando os solvers do tipo Gauss-Seidel

A Figura 33 apresenta p,, com os solvers GS-RB e GS-Lex; nimero de
iteracoes internas V=1; restricio: FW, HW e INJ; prolongacio: bilinear; £=10" e

£=10", com xe{0,1,2,3,4,5}.

0,6+

Pioe

0.4+

0,2 5

0,0

(a) (b)

Figura 33: p, versus e com os solvers (a) GS-Lex; (b) GS-RB.

Observa-se que o menor fator de convergéncia assintdtica ocorre quando utiliza-

se 0 solver GS-RB e restri¢io por ponderacio completa (FW) e £€=1. Para €=10"¢

€ =10", (anisotropias simétricas) 0, . apresenta o mesmo comportamento. Observa-se
ainda que, para fortes anisotropias, p,, estd se aproximando de 1, ou seja, o multigrid

comeca a divergir.

NaTabela 12 apresenta-se uma comparacio dos resultados obtidos neste trabalho
para o fator de convergéncia assintética dosolver GS-RB junto ao método multigrid,
com os resultados apresentados por Trottenberg at al. (2001). Neste caso, tal coluna

estara identificada com Trott.
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Tabela 12: Fator de convergéncia assintéticautilizando GS-RB obtidos de Trottenberg

(2001), pg. 133. Restri¢do: FW, Prolongacio: Bilinear, N =128, v =3.

£

P (Trott)

p loc

107°
1072
107"

10
107
10

0,99
0,94
0,56
0,053
0,56
0,94

0,99

0,9940209
0,9420452

0,5644739

0,05273436
0,5644739
0,9420452

0,9940209

A Figura 34 apresenta p,  utilizando os solversx-linha-GS e y-linha-GS com

v=2; alt-linha-GS com V=1; restricio: FW; prolongacdo: bilinear e 7-pontos;

=10 e £€=10", com x€{0,1,2,3,4,5} Nota-se que os pardmetros de restricio

foram fixados para que se pudesse avaliar o efeito da prolongacao.



restri¢ao:

ke€{0,1,2,3,4,5} Nota-se que se fixam os parAmetros da prolongacdo para se avaliar o
efeito da restrigao.

-
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0.2+ !
e
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O— x-linha-GS | bilinear ||
—— y-linha-GS | 7-pontos
i+ y-linha-GS | hilinear ||
<4 alt-linha-GS | 7-pontos|]
alt-linha-GS | bilinear

Figura 34: p, .versus ¢ utilizando os solvers linha-GS com diferentes operadores de
prolongacao.

Observa-se que para 0<€<<1 o menor valor para p, ocorre utilizando y-

FW, HW e INJ; prolongagdo: bilinear;

linha-GS e para €>>1 o menor valor para p, ocorre utilizando x-linha-GS. Observa-

se também que € indiferente utilizar o operador de prolonga¢do 7-pontos ou bilinear.

A Figura 35apresenta p,, utilizando os solversx-linha-GS e y-linha-GS; V = 2;

e=10" ¢ €=10", com

118
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Figura 35: p,, . versus € utilizando os solvers linha-GS com diferentes operadores de

restri¢do.

Observa-se que o melhor operador de restricio € o FW, pois apresenta menor
valor para p, ., para todos os coeficientes de anisotropia analisados. Esse operador
apresenta melhor desempenho, pois incorpora mais informagdes no processo de
restricdo, conforme pode ser observado na Eq.(55). Para 0<&<<] a combinagaoy-
linha-GS | FW apresenta p, <<1 e para £>>1 a combinacdo x-linha-GS | FW

apresenta p, <<lI.

Como ja apresentado na se¢do anterior, para €>>1, pela Eq.(148), tem-se um
forte acoplamento na direcdo x, portanto, solvers que previlegiam essa direcao tém um
melhor desempenho para acoplamentos nessa direcdo, e isto independe do operador de
prolongacdo ou restricdo empregado.

A Figura 36apresenta p, . utilizando-se os solversx-zebra-GS, y-zebra-GS com
v=2; alt-zebra-GS com V=1; restricio FW; prolongacio: bilinear e 7 pontos; €=10"
e £€=10", com x€{0,1,2,3,4,5}. O operador de restricio estd fixo para avaliar o

desempenho dos operadores de prolongacao.
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Figura 36: p, . versus e para os solvers zebra-GS e diferentes operadores de
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Observa-se que para 0<€<<1 o menor valor para p, ocorre utilizando y-

zebra-GS e para €>>1 o menor valor para p,, ocorre utilizando x-zebra-GS. Observa-

se também que, como j4 foi visto anteriormente nos solvers linha, € indiferente utilizar o

operador de prolongacao 7-pontos ou bilinear.

AFigura 37 apresenta p, . utilizando os solversx-zebra-GS e y-zebra-GS; V=2;

restricio: FW e HW; prolongacio: bilinear; £=10" e £=10", com k€ {0,1,2,3,4,5}.

O operador de prolongac¢do foi fixado para avaliar o desempenho dos operadores de

restri¢do.
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Figura 37: p, . versus ¢ utilizando os solvers zebra-GS e diferentes operadores de

restri¢o.

Observa-se que o melhor operador de restricdo € o FW, pois apresenta menor

valor para p,  para todos os coeficientes de anisotropia analisados. Conforme

apresentado na secdo 7.1, esse operador apresenta melhor desempenho, pois incorpora
mais informagdes no processo de restricdo. Para 0<é&<<ly-zebra-GS | FW apresenta

P.. bequeno e para € >>1x-zebra-GS | FW apresenta p,. pequeno.

Este fato ocorre, pois para €>>1, pela Eq.(148), tem-se forte acoplamento na
direcdo x, portanto, solvers linha que privilegiam essa direcdo tém um melhor
desempenho para acoplamentos nessa dire¢do. Este fato ja foi observado para o cdlculo
do fator de suavizacdo, na secdo anterior. Novamente, nesta secdo, isto se confirma e,
além disso, observa-se que ¢ independente dos operadores de restricdo e prolongacdo
empregados.

NasTabela 123 eTabela 14 apresenta-se uma comparagdo dos resultados obtidos
neste trabalho para o fator de convergéncia assintdtica dos solvers tipo zebra-GS junto
ao método multigrid, com os resultados apresentados por Trottenberg at al. (2001).

Neste caso, tal coluna estara identificada com Trott.
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Tabela 13: Fator de convergéncia assintéticautilizandox-zebra-GS e y-zebra-GS obtidos

de Trottenberg (2001), pg. 137. Restri¢do: FW, Prolongag¢io: Bilinear, N =128, v=2.

x-zebra-GS  x-zebra-GS  y-zebra-GS  y-zebra-GS

£ Pioc (Trott) Poc P (Trott) Poc
107 0,996 0,99601 0,053 0,05222668
107 0,96 0,9609803 0,052 0,05201303
107" 0,68 0,6830135 0,047 0,04659593
1 0,063 0,0625 0,063 0,0625
10 0,047 0,04659593 0,68 0,6830135
10 0,052 0,05201303 0,96 0,9609803
10° 0,053 0,05222668 0,996 0,99601

Tabela 14: Fator de convergéncia assintdtica utilizandoalt-zebra-GS obtidos de

Trottenberg (2002), pg. 138. Restricdo: FW, Prolongac¢éo: Bilinear, N =128, v=2.

£ P (Trott) Poc
107 0,053 0,051988
10 0,051 0,049631
107 0,038 0,02662

1 0,009 0,039171
10 0,038 0,03786949
102 0,051 0,05084

10° 0,053 0,052108
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A Figura 38apresentap, , utilizando os solvers tipo GS; restricdo: FW;

prolongacio: bilinear; €=10" e £=10"", com xe {0,1,3,5}. Os operadores de restri¢io
e prolongacdo que obtiveram o melhor desempenho até entdo, serdo fixados para

comparar todos dos solvers do tipo GS que ja foram avaliados.

1,0 - BT
.= GS-Lex
' i /i | —#— x-linha-GS
¥ | | % y-linha-GS
0,6 - —4— y-zebra-GS |
b y-zebra-GS
8 { | —®— alt-linha-GS ||
S 04- foio | —@— alt-zebra-GSH
L e—
] / i 5 i
'y
———
——— ;
0.0 - s T'-‘: =

10* 10° 10" 10° 10° 10" 10" 10" 10° 10° 10° 10° 10
£

Figura 38: p, versuscoeficiente de anisotropia € com os solverstipo GS.

Para fins de comparagdo, considera-se V =1para os solvers alt-linha-GS e alt-
zebra-GS e V=2para os demais solvers, isso porque, enquanto os demais solvers
suavizam apenas uma vez em V=1 (uma iteracdo interna) os solvers alt-linha-GS e alt-
zebra-GS suavizam duas vezes em V=1 (uma vez na dire¢do de x e uma vez na dire¢do

de y). Comparando-se p,,. utilizando-se diferentes solvers, observa-se que para £€=1
(problema isotrépico) os menores fatores de suavizagdo obtidos sdo p, (alt-zebra-GS),

P (x-zebra-GS), p, (y-zebra-GS) e p, . (GS-RB).



124

Para&>>1, os solvers que apresentam os melhores desempenhos (p,, =0),
associados ao multigrid sdo alt-zebra-GS, x-zebra-GS e x-linha-GS. Observa-se ainda
que  p,. (x-zebra-GS) << p, . (x-linha-GS),  p, . (x-zebra-GS) < p, . (alt-zebra-GS) e
P, (alt-zebra-GS) < p, (x-linha-GS).

Para 0<&<<1, os solvers que os melhores desempenhos ( p,,. =0), associados
ao multigrid sdo alt-zebra-GS, y-zebra-GS e y-linha-GS. Observa-se ainda que
P, (y-zebra-GS) < p, . (alt-zebra-GS) < p,,. (y-linha-GS) .

Diante dos resultados apresentados, conclui-se que o solverx-zebra-GS e y-
zebra-GS s@o bons suavizadores e também apresentam um bom fator de convergéncia
assintética, quando acoplados ao multigrid.

Pode-se notar por estes resultados que os fatores de convergéncia assintética
empregando-se os solvers tipo GS estdo de acordo com os valores disponiveis na
literatura. Estes complementam os resultados apresentandos no capitulo 5 desta tese, em

que foi apresentada a verificagdo do c6digo computacional.

7.2.2Fator de convergéncia assintdticautilizando os solverstipo ILU

Nesta secdo serdo apresentados os resultados utilizando ILU 7 pontos em
contraponto ao ILU 5 pontos. Esse solver foi utilizado pelas boas propriedades de
suavizacao, conforme pode ser comparado nas Tabs. Tabela 9 e Tabela 10. Além disso,
esse solver € o mais indicado para problemas anisotrépicos com esténcil de 5 pontos
(WESSELING, 1992; TROTTENBERGet al., 2001; SAAD, 2003).Portanto, daqui para
frente, para tratar do ILU 7 pontos, serd usada simplesmente a notagdo ILU.A seguir
serdo avaliadas as diferentes direcoes de ILU.

A Figura 39apresenta p,., utilizando ILU nas direcdes EN, NE, ES, SE,

restricdo por FW, prolongacio bilinear, niimero de iteracdes internas v=2,€=10" ¢

£=10", com ke K. Lembrando que, para a LFA serdo considerados operadores

discretos lineares gerais com coeficientes constantes, os quais sdo definidos em uma
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malha infinita, onde a influéncia das fronteiras pode ser desprezada (TROTTENBERG
et al., 2001; WESSELING, 1992).

e Tl Bl Rl B Pl i Ui i R Riier s iy e, Bty Fdies Ty Bk
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ke 14N EY BET ik
- L T EN : :
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0.2- |
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10” 107 10" 107 10" 10’ 10° 10° 10’ 10°
€

Figura 39: p, versuscoeficiente de anisotropia £ com o solver ILU.

Observa-se que para 0<&<<I, ILU,, apresenta um bom desempenho (p,,. =0)
e para £>>1,ILU,, apresenta um bom desempenho. Ao se utilizar os solvers ILU nas

direcdes ES e SE, o multigrid ndo apresentou melhor desempenho para nenhum dos
coeficientes de anisotropia estudados.
Na Tabela 15 apresenta-se uma comparagdo dos resultados obtidos neste

trabalho para o fator de convergéncia assintética do solver LU, com os resultados

apresentados por Trottenberg et al. (2001). Neste caso, tal coluna estard identificada

com Trott.

Tabela 15: Fator de convergéncia assintética utilizandoILU7 pontos na dire¢do EN
obtidos de Trottenberg (2001), pg. 261. Restricao: FW, Prolongacéo: Bilinear, N =128,

v=1.

£ ploc (TrOtt) ploc
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0,17
0,17
0,17
0,17
0,13
0,27
0,61
0,84
0,94

0,1715649
0,1715048
0,1708961

0,1651007
0,1258859
0,2733908

0,6070012
0,8425066
0,9457425
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Pode-se notar pelos resultados da Tabela 15 que os fatores de convergéncia

assintdtica empregando-se os solvers tipo ILU estdo de acordo com os valores

disponiveis na literatura. Estes complementam os resultados apresentandos no capitulo

5 desta tese, em que foi apresentada a verificacdo do cédigo computacional.

A seguir, apresenta-se uma comparacdo entres os fatores de convergéncia

assintdtica empregando os solvers que obtiveram o melhor desempenho, dentre GS e

ILU.
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ILU  ,x-zebra-GS e y-

A Figura 40apresenta p,,., comparando os solvers ILU,,

zebra-GS; restri¢cdo por FW, prolongagio bilinear, niimero de itera¢des internas v=2,

e=10"e £€=10", com ke {0,1,2,3,4}.

R e , ey
1,0 o ;\ gy -
. Loy e _ 2
08 - : A y A o
0.6 - . J .
Q_g *—ILU §‘ !
0.4 A x-zebra-GS| " N
—wv— y-zebra-GS| /
T T J/
0,2 - ' .
0,0 -
10* 10" 10" 10 10 1w0* 10* 10" 10°

10° 10"
£

Figura 40: p, versuscoeficiente de anisotropia €& comparando os melhores solvers tipo

GS e os melhores solvers tipo ILU.

Observa-se que o solver ILU apresenta melhor desempenho (tem-se o, menor)

em relacdo ao solver GS tanto para 0<&<<l como para £>>1. Nota-se que para

0<e<<l, com ILU,, obtém-se o melhor p,.; e para €>>1, com ILU,, obtém-se

melhor p, .
Ap6s esta andlise do fator de convergéncia assintdtica, pretende-se propor um

algoritmo que gere um método eficiente e robusto para qualquer anisotropia fisica. Isto

serd o objeto do préximo capitulo.



8.RESULTADOS

Neste capitulo serd realizada uma analise detalhada utilizando-se o solver ILU e
distintos operadores de restricdo. Propde-se um algoritmo que apresentamelhores
valores (mais préximos de zero) para o fator de convergéncia assintética € o menor
custo computacional do multigrid, portanto, um método eficiente e robusto para o
problema de difusdo anisotrépica.

O fator de convergéncia assintética (p,,.) do método multigridfoi calculado

mediante o estudo dos seguintes componentes: solverILUnas direcoes EN e NE;
operadores de restri¢cdo por inje¢do (INJ), meia-ponderacao (HW), ponderacdo completa

(FW), ponderagéo parcial em x (PW, ) e ponderagdo parcial em y (PW,); prolongagdo

bilinear e 7 pontos. Os resultados obtidos via LFA foram utilizados para prever e
analisar a influéncia da anisotropia fisica sobre o custo computacional, o qual foi
avaliado considerando-se o tempo de CPU e o nimero de operacdes em cada ciclo V e

na etapa de restricao.
A Eq. (148)foi analisada para €=10° e €=10", com
ke K={0,1,2,3,4,5,6,7}. Assim como citado no capitulo anterior, quando & =10"

—K . . . . . . L.
ou £€=10", neste trabalho, denomina-se coeficiente de anisotropia simétrica. Por

exemplo, £ =10 é um coeficiente de anisotropia simétricaa £€=107.

Na secdo 8.1 serd realizada a andlise de convergéncia utilizando LFA e o solver
ILU. Somenteos componentes 6timos obtidos via LFA serdo utilizadas na construcdo de
um novo algoritmo que ird proporcionar um método eficiente e robusto. Na secdo 8.2
serd realizada uma andlise de complexidade confirmando as boas caracteristicas do
algoritimo construido.Na secao 8.3 a mesma andlise de convergéncia da se¢do 8.1 serd
repetida para a versao modificada do ILU, denominda por MILU (WESSELING, 1992;
SAAD, 2003).Na secdo 8.4 serd realizada a andlise de complexidade do MILU
utilizando-se os componentes 6timos obtidos na secdo 8.3 e confirmando que o
algoritmo proposto nesta tese se adapta bem ao MILU, apresentando-se assim, um

método ainda mais eficiente e igualmente robusto.
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8.1Andlise de convergéncia utilizando ILU

Na secdo 7.2.2 observou-se que o solver ILU apresentou melhor desempenho em

relagdo aos solvers tipo GS. Para 0<é&<<1, ILU,, apresenta p, <<le para €>>I,
ILU,; apresenta p, <<l. Para as andlises apresentadas a seguir, os testes foram

realizados utilizando-se somente essessolvers que apresentaram melhor desempenho em

analises anteriores.

A Figura 41 apresenta o p,, utilizando-se os solversILUg, para 0<e<<]l e
ILU,, para €>>1; v=2; restrigio FW; prolongagio bilinear e 7pontos; £=10" e

£=10"", com ke K .Nota-se que se fixam os pardmetros de restricdo para se avaliar o

efeito da prolongacao.

—l— FW | Bilinear ||
—O— FW | 7-pontos

0,08

ploc

L e
10° 107 1w® 10 10" 10 10° 10° 107 10
g

Figura 41: p, . versus e com diferentes operadores de interpolagao.

Observa-se que as combinacdes da restricio FW com as prolongacdesbilinear e

Tpontos, apresentaram bom desempenho ( p, <<I) e possuem fator de convergéncia

muito proximos.
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Considerando-se que o operador de prolongacao bilinear é de facil programacao
e demanda menos recursos de memoria, o mesmo foi empregado na andlise a seguir. Em
tal andlise, foram comparados os fatores de convergéncia assintotica mediante
diferentes operadores de restricdo.Nota-se que se fixam os parametros de prolongagdo
para se avaliar o efeito da restri¢do.

A Figura 42 apresenta o p,,. utilizando os solversILU, com 0<é&e<<le ILU,

com &€>>1; v=2; restricoes FW, HW, INJ, PW_ e PWy; prolongagdo bilinear;

e=10"e £€=10",com xe K.

0,70 ~prrommgrrrvmy ey ey Ty ey Ly B Mkl Ry Elig, Rty Rbkon My i |

——FW
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9 —A—INJ |
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Aﬁﬂﬁl v PW,
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S Al eeccce
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P
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{1 oooooog  \ 0 -
0,02 4 n\;lﬂﬂﬂﬂ_ﬂﬂn i

e B Bt B Bt B Bas B I Rabe Bt e RAls Biies Ri mAte ma )

10" 107 10" 10° e 10 107 10° 10 10

e

Figura 42: p, versus ¢ com diferentes operadores de restri¢do.

Na Figura 42 nota-se que, para problemas anisotrépicos (kX #0) os menores
valores para p,,, sdo alcancados utilizando-se as restricdoes FW e PW .

A partir dos resultados apresentados até entdo, propde-se oAlgoritmo 3 o qual
combina o solverILU em diferentes dire¢cGes com as restricoes FW e PW_ e que serd
utilizado daqui para frente. A sigla REST, utilizada neste algoritmo, representa

qualquer uma das restricdesFW ou PW _, ja definidas anteriormente.
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Algoritmo 3: ILU  \g

Inicio
se £>lentdo
Aplique a relaxacdo ILU,, com a restricio REST
sendo se £ =1entdo
Aplique a relaxacdo ILU,; com a restricio FW
senao
Aplique a relaxacdo ILU,, com a restricio REST

fim

E possivel calcular o fator de convergéncia do multigridempiricamente com base

no residuo. Tal fator, como descrito em Trottenberg et al. (2001) é dado por

” . (157)

E possivel também calcular o fator de convergéncia médio,como sendo a média

geométrica dos fatores de convergéncia da Eq. (157)

A m ~m—1 1 _
P =Py Py Py =1p

(158)

Neste texto se usa a Eq. (157) para calcular o “fator de convergéncia empirico”
também chamado de “fator de convergéncia calculado experimentalmente”. Observa-se
que p,,. € uma precisdo tedrica de p, e, portanto, esses valores tendem a ser proximos
para malhas muito refinadas.

A seguir apresenta-se uma comparacido do fator de convergéncia assintéticade

duas malhas (p,, ), previsto pela LFA com o fator de convergéncia empirico (p,),
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calculado para uma malha fina, obtida com 10 niveis de refino (N =1025%x1025) e
para diferentes valores para o coeficiente de anisotropia ¢ .

Na Figura 43, utilizou-se o Algoritmo 3com REST=PW_, V=2 e prolongacéo
bilinear.Deve-se ressaltar aqui que, os fatores de convergéncia utilizando FW ou PW_

s30 muito proximos, portanto, neste momento utilizar qualquer uma destas restricdes €

indiferente.

1.0 ey ey

............. = Dh
1 : ; : ; - ploc-
064 .
04 {ob -

0,2 ]

ool —0 0 O0—O0—B—b-—0B—0—D—p
Figura 43: p, e p, versus coeficiente de anisotropia €.

Nota-se que p,, = p, <<1 para todos os coeficientes de anisotropia estudados.

A escala em tal figura, foi feita de forma proposital, a fim de mostrarque ambos estio
muito proximos de zero e distante da unidade (propriedade desejavel). Observa-se que

P.. calculado via LFA estd de acordo com o p, calculado experimentalmente. A
Tabela 16, apresenta-sealguns valores para p,,. € p, que foram utilizados na Figura 43.

Tabela 16: p, e p, da Figura 43.

& ph ploc

107 0,02846  0,02943
107 0,02823  0,02941

107 0,02841  0,02921
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10" 002646 0.02726

Testes adicionais foram feitos para e muito proximos de 1 e os resultados,
qualitativamente permaneceram oS mesmos.

A Figura 44 apresenta o fator de convergéncia assintética p,, calculado via LFA
e o fator de convergéncia experimental p, para diferentes coeficientes de anisotropias e
diferentes niveis de refino de malhas. Utilizou-se o Algoritmo 3com REST =PW_,

N

V=2 e prolongacéo bilinear. Observa-se que & medida que a malha torna-se mais

refinada p, — p,, para todos os coeficientes de anisotropia estudados, mostrando a

robustez da metodologia estudada.

T gy
] g W p, | N=513x513
T 1 SR S, - .| ~® p | N=1025x1025
g : | A p | N=2049x2049
':‘;.- L i e pIoc,
@ : : : :
(&
=
c':’n 0,024
5
& 0,004
S | ; : : :
£ 0,02 frcd .
o3 § { 3 i
[ } i £
TV T8 SN SN SN U SNMORS. . SO S SRR, SO S S

10° 10° 10* 10° 10 10" 10" 10" 10° 10" 10 10° 10°

£

Figura44: p, e p, versus £ para malhas com diferentes nimeros de pontos.

Na préxima sec¢do serd apresentada a anélise de complexidade do multigrid. Para
essa andlise o multigrid foi construido com os componentes que apresentaram oS
melhores fatores de convergéncia, de acordo com a LFA desta se¢do. Sera realizada

também uma comparagdo entre as restrigdes por ponderagdo parcial (PW ) e

ponderacao completa (FW).
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8.2Andlise de complexidade utilizando ILU

NaFigura 45 utilizou-se o Algoritmo 3com REST=PW_, REST=FW, v=2,

prolongacdo bilinear. Apresenta-se o tempo de CPU para diversos coeficientes de
anisotropia em um problema com N =512Xx512=262.144 incégnitas. Verifica-se que a
medida que o problema torna-se mais anisotropico, o tempo de CPU diminui. Para todos

os coeficientes de anisotropia, o t.,; utilizando a restricio FW estd muito préximo do
tepy Utilizando PW_, ou seja, tepy (FW) = tepy (PW,) .

Observa-se também que para anisotropias simétricas (€ =10 e £=10") com

ke {1,2,3,4} os valores obtidos paraz,,, sio muito préximos entre si.

1r4 LA, B B ""“'.l v """"! N """! MR Lk B b B BRI
X ' : ! ; : : i —&—FW | |
. : : i . . i W

B e s o ; .I;-".le R T e

3 104 s
=

@) i j
J
-

g 08 i
£
L¥]

[— - -

0,6 "

L ISR ———

10° 10" 10* 107 10" 10" 10" 107 10° 10" 10°

&

Figura 45: t.,, versuse para L=9 e ILU.

Para avaliar o efeito do nimero de incognitas sobre o tempo de CPU foram
utilizados os componentes 6timos obtidos via LFA. As Figs. Figura 46(a) e Figura

46(b), respectivamente para as restricoes FW ¢ PW_, mostram a influéncia do nimero
de incognitas e do coeficiente de anisotropia no tempo de CPU utilizando-se
oAlgoritmo 3,v=2, prolonga¢io bilinear, £€=10" com k€{l,2,3,4,5,6}. Os

resultados para € =10 sdo similares.
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Observa-se que o coeficiente de anisotropia nao influencia significativamente no
tempo de CPU, ou seja, para um mesmo tamanho de problema, o tempo de CPU € muito
proximi, independente do coeficiente de anisotropia.

Observa-se também que o tempo de CPU aumenta em func¢do do tamanho do

problema.

Tempo de CPU (s)

I(a; FW

I B e e a e e =t
10° 10 10° 10° 10* 10° 10° 107 10°
N
10" g T
1 |-m—e=10" ]
1

1041 @ ﬂg

A ]

0

10°4 | =

2 s =
2 10745 4
& 3
= e : 5 1
8- 10 = - 8=103 . . ; Y —— ..: ; —_ _E
E o—e=10" = ]
10° 3 e
10", g
(b) PW 3

10 4T
10° 10' 10° 10° 10* 10° 10° 10’ 10°

N

Figura 46: Tempo de CPU versus nimero de pontos N.

Para avaliar o desempenho do multigrid, mediante diferentes coeficientes de

anisotropia, foi feito um ajuste de curva do tipo t.,, =cN”, onde p representa a ordem
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de complexidade do solver, N € o nimero de pontos na malha e ¢ € uma constante que
depende do método. Quanto mais préximo da unidade o valor de p, melhor é o
desempenho do método empregado. No caso ideal, o multigrid apresenta p=1, o que
significa que o tempo de CPU cresce linearmente com o aumento de N (WESSELING,

1992; TROTTENBERG et al., 2001). O resultado é mostrado naTabela 17,

considerando as duas restri¢oes abordadas (FW e PW ).

Pode-se observar naTabela 17 que, para as todas as anisotropias empregadas, o
método multigrid tem um bom desempenho, dado que p = 1 em todos os casos. Esses

resultados demonstram a eficiéncia e a robustez doAlgoritmo 3, proposto neste trabalho.

Tabela 17: Ordem de complexidade (p) para diferentes coeficientes de anisotropia ( & ).

€ p(PW,)  p(FW)

10" 1,07747 1,07733

102 1,05023 1,05894
1 1,05940 1,04380

100 1,07255 1,06199
100 1,07627 1,07775

Os valores obtidos para o fator de convergéncia, apresentados na Tabela 16 e
para a ordem de complexidade apresentados na Tabela 17 referente aos operadores de
restricdio PW_ e FW, sdo muito proximos entre si para as anisotropias analisadas e,
portanto, insuficientes para decidir qual deles resulta em um algoritmo mais eficiente.

A Figura 47 mostra o tempo de CPU para dois coeficientes de anisotropia com

as restricoes FW e PW_. Observa-se que, empregando-se a restricdo PW_ tem-se tgp;

levemente menor do que empregando-se FW.
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Figura 47: Tempo de CPU versus nimero de pontos N.

Para complementar a anélise, foi calculado o nimero de operacdes aritméticas
efetuadas cada um dos operadores (FW e PW ), tanto para o ciclo V, quanto para a
etapa de restricdo somente. As operagdes aritméticas calculadas referem-se as operacoes
de ponto flutuante (flops) realizadas durante o processo iterativo, as quais independem

do hardware empregado. Cada operacido de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdao

corresponde a 1 flop.
Foram realizados testes para N,, =1024x1024 =1.048.576 (N,, € o nimero de

pontos da malha mais fina, considerando um problema em que o nimero méaximo de

niveis seja L, =10) e para alguns valores de €. A Tabela 18apresenta a razio entre o
numero de flops de um ciclo V e o nimero de pontos da malha mais fina N,,. ATabela

19apresenta a razdo entre o nimero de flops realizados em cada restricdo e o ndmero de

pontos na malha mais fina N,,. Nestas tabelas, os menores valores estdo em negrito.

Tabela 18: Razdo entre o numero de flops de umciclo Ve N, .

£ flops(PW_ )/ N, flops(FW)/ N,

1072 1510,221554 1543,296057
107" 1798,299366 1837,98877
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1 2368,277388 2126,896785
10" 1860,997604 1900,687008
10° 1564,958717 1598,03322

Tabela 19:Razdo entre o nimero de flops da restricdoe N, .

£ flops(PW )/ N,, flops(FW)/ N,,
107 11,57607615 44,65057942
107" 13,8912913 53,5806953

1 18,37833483 62,02688007
10' 13,89129137 53,5806953
107 11,57607615 44,65057942

Conforme Tabela 18, o ciclo multigrid que requer o menor nimero de flops é

aquele com o operador PW_, exceto para o caso isotrépico (€ =1). Quando apenas a

etapa de restri¢do € considerada, os resultados apresentados na Tabela 19demonstram a
grande vantagem do operador PW_ com relagdo ao operador FW, com relagdo ao
numero de flops realizados. Para todos os casos, o numero de flops para o PW_ € cerca
de 75% menor do que o nimero de flops para o FW.

Desempenho semelhante ao apresentado na Figura 42 e nas Tabs.Tabela 18e
Tabela 19foram observados para os demais coeficientes de anisotropia estudados,
confirmando assim a efici€ncia e a robustez do algoritmo proposto, além do baixo custo

computacional do operador PW .

8.3Andlise de convergéncia utilizando MILU

Nesta secdo os resultados apresentados empregam a técnica apesentada na
secd03.2.3, em que € introduzido um parametro o, a fim de reduzir o efeito causado
pelo descarte dos elementos durante o processo de eliminagdo LU incompleta. Nota-se

que 0 =0 equivale ao método ILU padrio, ou seja, ILU sem modificacio.
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A Figura 48 apresenta p, para £=10"com k€({l,2,3,4} para diferentes

valores de o, com 0< o <1. Utilizou-se restricio FW, interpolacdo bilinear e v=2.

Observa-se que o menor valor para p,, ocorre quando 0=0,2. Os valores obtidos

para € =10" sdo similaresa £€=10"".

Q.030

p

0,020

[}

Figura 48: p, versus o para diferentes valores de €.

A Figura 49 apresenta p, para €=10"com ke {1,2,3,4} para diferentes
valores de o, com 0<o <1. Observa-se que os menores valores para p, também

ocorrem quando 0=0,2. Os valores obtidos para £€=10" sdo similares a £=107".

Desta forma, daqui para frente sera utilizado o =0,2 na formula¢do do MILU.
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Figura 49: p, versus o para diferentes valores de €.

A partir dos resultados apresentados até entdo, propde-se oAlgoritmo 4, o qual
combina o solverMILU com ¢ =0,2em diferentes dire¢des com as restricoes FW e

PW_ e que serd utilizado daqui para frente. A sigla REST, assim como no Algoritmo 3,
representa qualquer uma das restricdes (FW ou PW ) jd definidas anteriormente.
Nas secoes 8.1 e 8.2, para 0< € <<1, o solver empregado foi ILU., com 0=0.

Nesta secdo, para 0<&<<I1, serd denominado MILU,, e utiliza-se 0=0,2. Da
mesma forma, para €>>1, serd denominado MILU . .
Algoritmo 4: MILU . \x

Inicio: para 0=0,2 faca

se £>lentio

Aplicar a relaxagdo MILU,; com a restricdio REST
sendo se £=1entdo

Aplique a relaxagdo MILU, com a restricdio FW
sendo

Aplique a relaxacdo MILU, com a restricio REST
fim
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fim

A seguir apresenta-se uma comparacdo do fator de convergéncia assintdticade
duas malhas (p, ), previsto pela LFA com o fator de convergéncia empirico ( p, ),
calculado para uma malha fina, obtida com 10 niveis de refino (N =1025x1025) e
para diferentes valores para o coeficiente de anisotropia ¢ .

Na Figura 50, utilizou-se o Algoritmo 4 (0=0,2) com REST=PW_, v=2¢
prolongacdo bilinear.Deve-se ressaltar aqui que os fatores de convergéncia utilizando

FW ou PW_ sdo muito préximos, portanto, neste momento utilizar qualquer uma dessas

restricdes € indiferente.

1.0 rer———

4 H __._ ph -
0,8 i . LR S _’_)' Poc |
o I S S ERCE L 2 ]

] - py
e e - e

10 10° 10* 10"
€

Figura 50: p,. e p,versuse para 0=0,2.

Nota-se que p,, = p, <<1 para todos os coeficientes de anisotropia estudados.
Observa-se que p,,. calculado via LFA estd de acordo com o p, calculado

experimentalmente. Os resultados observados nas Tabs.Tabela 16eTabela 20confirmam

que utilizando-se MILU com ¢ =0,2 obtém-se um método multigrid ainda melhor em

relagdo ao método apresentado no Algoritmo 3.
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Tabela 20: p,, e p, para 0=0,2.

3 p h p loc

10 0,02139  0,01876
107 0,02324  0,01876

102 0,02431  0,01870

10" 002378  0.,01847

Na préxima secdo serd apresentada a andlise de complexidade do multigrid. Para
essa andlise o multigrid foi construido com os componentes que apresentaram o0s
melhores fatores de convergéncia, de acordo com a LFA desta se¢do. Serd realizada

também uma compara¢do entre as restricoes por ponderagdo parcial (PW ) e

ponderacao completa (FW).

8.4Andlise de complexidade utilizando MILU

Na Figura 51 utilizou-se o Algoritmo 4com REST=PW_, REST=FW, v=2,

prolongacdo bilinear. Apresenta-se o tempo de CPU para diversos coeficientes de
anisotropia em um problema com N =512x512=262.144 incégnitas. Verifica-se que a
medida que o problema torna-se mais anisotropico, o tempo de CPU diminui. Para todos

os coeficientes de anisotropia, o t.,; utilizando a restricio FW estd muito proximo do

tepy Utilizando PW_, ou seja, tep (FW) = tepy (PW,) .

N

Utilizando os algoritmos conhecidos na literatura, a medida que o problema
torna-se mais anisotropico o multigrid degrada. Ao se utilizar o Algoritmo 4,
escolhendo o melhor solver de acordo com o coeficiente de anisotropia, este problema

esta contornado.
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Observa-se também que para anisotropias simétricas (€ =10 e £=10") com

ke {l,2,3,4,5,6,7} os valores obtidos para t.,, $30 muito préximos entre si.

T P R T T o v
| - FW | ]
o pW |

X

0,6
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0.4 -

0,2

N i

0.0

ML Bl EA mAlL mall mAl AL WAl mEL mALL mAL mALl AL mal mi mal mii mri

10°10* 107 10" 10%10* 107 107 10" 10" 10" 10% 10" 10* 10° 10" 10" 10" 10°

£

Figura 51: t.,, versuse para N =512x512 e MILU.

As Figs.Figura 52(a) e Figura 52(b), respectivamente para as restricdes FW e

PW_, mostram a influéncia do nimero de incégnitas e do coeficiente de anisotropia no
tempo de CPU utilizando-se oAlgoritmo 4, V=2, prolongacdo bilinear, € =10"" com
ke {1,2,3,4,5,6}. Os resultados para € =10" sdo similares.

Observa-se que o coeficiente de anisotropia ndo influencia significativamente no

tempo de CPU. Observa-se também que o tempo de CPU aumenta em funcdo do

tamanho do problema.



144

G -
=5 =3
i "
&
4
4

-
£
d

Lg
= 3
sl

(=
il

Tempo de CPU (s)
5]
™ Im

(S

<
[=]
i

10° —

Tempo de CPU (s)

Figura 52: t; versus nimero de incégnitasN.

Assim como foi apresentando na secdo 8.2, para avaliar o desempenho do
multigrid, mediante diferentes coeficientes de anisotropia, foi feito um ajuste de curva

do tipo t.,, =cN”. O resultado ¢ mostrado na Tabela 21, considerando as duas

CPU

restricoes abordadas (FW e PW ).
Pode-se observar na Tabela 21 que, para as todas as anisotropias empregadas, o

método multigrid tem um bom desempenho, dado que p = 1 em todos os casos. Esses

resultados mostram a eficiéncia e a robustez doAlgoritmo 4, proposto neste trabalho.
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Tabela 21: Ordem de complexidade (p) para diferentes coeficientes de anisotropia (£ ) e

MILU.
e pPW,)  p(FW)

107 113 1,17
107 1,04 1,02
1 1,01 1,04
100 103 1,03
100 147 1,14

Os valores obtidos para o fator de convergéncia, apresentado naTabela 20e para
a ordem de complexidade, apresentado na Tabela 21, referente aos operadores de

restricdo PW_ e FW sdo muito proximos entre si e, portanto, também sdo insuficientes

para decidir qual deles resulta em um algoritmo mais eficiente.
Assim como foi apresentando na se¢do 8.2, para complementar a andlise, foi
calculado o nimero de operacdes aritméticas efetuadas por cada um dos operadores

(FW e PW ), tanto para o ciclo V, quanto para a etapa de restri¢do somente.

Foram realizados testes para N, =512x512=262.144 (N, € o nimero de
pontos da malha mais fina, considerando um problema onde o nimero méiximo de
niveis seja L, =9 ) e para alguns valores de & . A Tabela 22apresenta a razdo entre o
numero de flops de um ciclo V e o nimero de pontos da malha mais fina N,. ATabela

23apresenta a razao entre o nimero de flops realizados em cada restricdo e o nimero de

pontos na malha mais fina N, . Nessas tabelas, os menores valores estdo em negrito.

Conforme Tabela 220 ciclo multigrid que requer o menor nimero de flops é

aquele com o operador PW _, exceto para o caso isotropico (€ =1), Quando apenas a

etapa de restricdo é considerada, os resultados apresentados naTabela 23mostram a

grande vantagem do operador PW_ com relacdo ao operador FW, com rela¢do ao
numero de flops realizados. Para todos os casos, o nimero de flops para o PW_ ¢ cerca

de 75% menor do que o nimero de flops para o FW.
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Tabela 22: Razdo entre o nimero de flops de um ciclo Ve N, - MILU.

£ flops(PW_)/ N, flops(FW)/ N,
107 334,5341 341,0978
10 626,3522 639,4796
107" 918,1703 937,8613
107 1205,497 1231,751
10~ 1506,298 1525,642
107! 1793,625 1833,007

1 2368,277 2126,897
10' 1856,023 1895,405
10° 1541,355 1574,174
10° 1246,107 1272,361
10* 950,8577 970,5488
10° 649,136 662,2634
10° 348,7089 353,9781

Tabela 23: Razdo entre o nimero de flops da restri¢dao e o nimero de pontos na malha
mais fina N, - MILU.
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e flops(PW )/ N, flops(FW)/ N,
107 2,297292 8,860983
10 4,594584 17,72197
107" 6,891876 26,58295
107 9,189167 35,44393
10~ 11,48646 44,30491
107 13,78375 53,1659

1 18,37833 62,02688
10' 13,78375 53,1659
10° 11,48646 44,30491
10° 9,189167 35,44393
10* 6,891876 26,58295
10° 4,594584 17,72197
10° 2,297292 8,860983

Desempenho semelhante ao apresentado nas Tabs. Tabela 22 eTabela 23 foram
observados para os demais coeficientes de anisotropia estudados, confirmando assim a
eficiéncia e a robustez do algoritmo proposto, além do baixo custo computacional

mediante o uso do operador PW_ associado ao solver MILU (0 =0,2).
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9.CONCLUSOES

No presente trabalho foi propostoum método robusto e eficiente para a resolucao
de problemas com anisotropia fisica. Para auxiliar no projeto do método multigrid
eficiente foi empregada analise de Fourier Local. O modelo matematico considerado foi
de difusdo bidimensional. Para a discretizagdo das equagdes foi utilizado o MDF com
esquema de segunda ordem CDS.

Foi realizada andlise de suavizacdo, empregando-se os seguintes solvers:Gauss-
Seidelpor pontos com ordenacdo lexicografica (GS-Lex); Gauss-Seidelpor pontos com
ordenacao red-black (GS-RB); Gauss-Seidel por linhas com ordenacao lexicografica (x-
linha-GS, y-linha-GS e alt-linha-GS); Gauss-Seidel por linhas com ordenagdo zebra (x-
zebra-GS, y-zebra-GS e alt-zebra-GS);decomposi¢do LU incompleta de 7 pontos.

Foi realizada andlise de convergéncia assintética empregando-se 0s seguintes

operadores de restricdo: INJ, HW, FW, PW,_ e PW . Os operadores deprolongagio

utilizados foram: bilinear e 7 pontos. Para realizar andlise de complexidade foram
empregados os parametros 6timos obtidos na andlise de convergéncia. As conclusdes

obtidas foram:

- Quanto ao fator de suavizagdo, calculado via LFA, demonstrou-se que os solvers
zebra-GS e ILU sdo bons suavizadores para problemas anisotropicos.
- O fator de convergéncia assintética, calculado via LFA, mostra que os operadores de

restricdo FW e PW_ e o operador de prolongagdo bilinar sdo adequados para problemas

de anisotropia fisica.

- O fator de convergéncia assintética calculado via LFA e empiricamente ficaram muito
proximos,o que confirmaa eficiéncia da LFA para prever e propor método multigrid
eficiente.

- O solver ILU, além de ser bom suavizador para problemas anisotrépicos, quando
combinado com bons operadores de restricdo e prolongacao, faz com que o fator de

convergéncia assintético do multigrid apresente 6timo desempenho.
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- Uma pequena alteragdo na formulag@o do solver ILU, introduzindo um parametro o,
definiu-se o solver MILU, o qual apresentou fator de convergéncia assintético menor do
que ILU, para 0=0,2.

- Dentre as dire¢des de ILU estudadas (EN, NE, ES, SE) para o multigrid padrao
(operador de restricdo FW e prolongacdo bilinear), obteve-se p, =0,02tanto para
0<ée<<1 com ILU,, como para €>>1 comILU,.

- Utilizando-se restrigdo FW, ILU para 0 <&<<1 e ILU,, £>>1, observou-se que 0s
operadores de prolongacdo bilinear e 7pontos apresentam desempenho similar. Nesse
caso, para todos os valores de & estudados obteve-se p, <<I.

- Utilizando-se interpolagdo bilinear, LU para 0<&<<1 e ILU,; £>>1, observou-
se que os menores valores para p,. ocorrem com os operadores de restrigdio FW e PW_
e, para estes operadores, os valores para p, . sdo similares.

- Utilizando-se os algoritmos Algoritmo 3 e Algoritmo 4, p,. = p, <<1 para todos os
coeficientes de anisotropia estudados e p, — p,.a medida que a malha torna-se mais
refinada.

- O tepy (FW) = tepy (PW,) para todos os valores de ¢ estudados utilizando-se os

algoritmos Algoritmo 3 e Algoritmo 4.

- A ordem de complexidade p do métodomultigridutilizando-se o Algoritmo 3esta
préxima da unidade para todas as anisotropias estudadas. Para £=10"", por exemplo,
tem-sep=1,07747, utilizando-se tal algoritmo.

- O custo computacional do multigridrelacionado ao nimero de flops da restricio em
um ciclo V, ao se utilizar os algoritmos Algoritmo 3 e Algoritmo 4com a restricdo dada

por PW_ € 75% menor do que com a restri¢do dada por FW.
- Os algoritmos com a restri¢do dada por PW _, propostos neste trabalho, sdo eficientes,

robustos e apresentam baixo custo computacional.
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9.1Contribui¢des

Nesta tese foi desenvolvido um método robusto e eficiente para o problema de
difusdo com anisotropia nos coeficientes (anisotropia fisica). Foi empregado
engrossamento padrdo e foi feita uma selecdo de suavizadores e operadores de restricao
e prolongacdo adequados, dependendo da anisotropia do problema. A escolha destes
componentes foi realizada com a ajuda de uma andlise de Fourier local (LFA) e
comprovada através de experimentos numéricos.

Para a LFA os suavizadores utilizados foramGauss-Seidel por pontos (GS-RB e
GS-Lex);Gauss-Seidel por linhas (y-linha-GS, x-linha-GS, alt-linha-GS, y-zebra-GS, x-
zebra-GS e alt-zebra-GS); Decomposicdo LU incompleta (ILU 5 pontos e ILU 7
pontos). Os operadores de restricdo testados foram INJ, HW, FW, PW e PW ; e os

operadores de prolongagdo foram bilinear e 7pontos.

Uma grande contribuicdo desta tese refere-se a uma coletanea de testes com
diversos componentes do métodomultigridpara varioscoeficientes de anisotropia, os
quais ndo sao encontrados na literatura.

Porém, sua principal contribuicdo é a obten¢do de um algoritmo robusto e
eficiente para resolver problemas com forte anisotropia difusiva. Foi proposto um
algoritmo que € robusto para uma gama enorme de anisotropias e também para qualquer
nivel de refino de malha; além de se ter um algoritmo com fator de convergéncia
proximo de 0,02 com baixo custo computacional se comparado aos métodos disponiveis
na literatura, portanto, um método altamente eficiente.

Outra importante contribui¢do, € que o algoritmo proposto tende a ficar cada vez

mais eficiente a medida que se tem anisotropias mais fortes.

9.2Trabalhos futuros

A seguir, sdo apresentadas algumas propostas de trabalhos futuros, para
complementar e ampliar os resultados obtidos neste trabalho.
- Realizar andlise de convergéncia e andlise de complexidade utilizando a equagdo de

adveccdo-difusdo com anisotropia fisica.
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- Utilizar os mesmos componentes multigrid descritos neste trabalho e aplicar a equagao
de difusdo anisotrépica tridimensional.

- Propor problemas em que a anisotropia apareca na solu¢do analitica, gerando um
complicador a mais para a sua solugdo.

- Empregar engrossamento agressivo de malhas afim de reduzir os recursos com
memoria;

- Propor uma extensdo das técnicas estudadas nesta tese para o ILU por blocos, BILU.

- Utilizar outros tipos de ciclos multigrid, tais como, W e F.

- Aplicar a programacdo paralela a fim de melhorar o desempenho do método multigrid.
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