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RESUMO

O uso de materiais viscoelasticos (MVESs) é cada vez mais frequente, seja
como mitigadores de vibracdes e ruidos ou como parte de componentes estruturais.
Em todas as aplicacbes, € necessario 0 conhecimento de seu comportamento
mecanico, o qual pode ser descrito nos dominios do tempo (mddulos de relaxacdo em
tracao/cisalhamento e coeficiente de Poisson), ou da frequéncia (modulos complexos
de Young/cisalhamento e coeficiente complexo de Poisson), considerando o efeito da
temperatura. Em geral, elastbmeros séo tratados como quase perfeitamente
incompressiveis, com valores do coeficiente de Poisson assumido como constante e
ligeiramente menor que 0,5. E notavel que tais consideracdes ignoram efeitos do
tempo, da frequéncia e da temperatura. Assim, este trabalho discute duas
metodologias computacionais, tradicional e integrada, para a identificacdo de MVEs
lineares, isotrépicos e termorreologicamente simples, nos dominios do tempo ou da
frequéncia e considerando influéncia da temperatura. As metodologias de
identificacdo partem de conjuntos de pontos experimentais envolvendo funcgdes
viscoelasticas complexas (modulos complexos de Young e cisalhamento), definidas
no dominio da frequéncia, ou fung¢des viscoelasticas definidas no dominio do tempo
(md&dulos de relaxacdo de Young e de cisalhamento) em diferentes temperaturas. A
partir destes pontos experimentais, aplica-se uma técnica hibrida de otimizagéo
(Algoritmos Genéticos e Programacao Nao Linear) para obtencéo dos parametros dos
modelos constitutivos para o MVE em andlise. Consolidadas as identificagbes, o
trabalho ainda propde e aplica uma metodologia para construcdo de nomogramas.
Inicialmente, constroem-se nomogramas referentes as funcgdes viscoelasticas
complexas, definidas no dominio da frequéncia. Na sequéncia, sao construidos
nomogramas referentes as funcgdes viscoelasticas, definidas no dominio do tempo. Os
resultados das metodologias propostas se mostram promissores, confiaveis e com

grande potencial de aplicagao.

Palavras-chave: Funcdes viscoelasticas. Modelo de Zener fracionario. Otimizacao.
Viscoelasticidade linear. Coeficiente de Poisson no dominio do

tempo. Coeficiente complexo de Poisson.



ABSTRACT

The use of viscoelastic materials (VEMS) is increasingly frequent, either as
vibration and noise mitigators or as part of structural components. In all applications, it
is necessary the knowledge of its mechanical behavior, which can be described in time
domain (tensile/shear relaxation moduli and Poisson's ratio), or frequency domain
(complex Young/shear moduli and complex Poisson’s ratio), considering the
temperature effects. In general, elastomers are treated as almost perfectly
incompressible, with values of the Poisson coefficient assumed to be constant and
slightly less than 0.5. It is notable that such considerations ignore effects of time,
frequency and temperature. Thus, this paper discusses two computational
methodologies, traditional and integrated, for the identification of linear, isotropic and
thermoreologically simple VEMs in time or frequency domains and considering the
temperature effects. The identification methodologies are based on sets of complex
viscoelastic functions (complex Young and shear moduli), defined in the frequency
domain, or viscoelastic functions defined in time domain (Young's relaxation modulus
and shear modulus) at different temperatures. From these experimental points, a
hybrid optimization technique (Genetic Algorithms and Non-Linear Programming) is
applied to obtain the parameters of the constitutive models for the VEM under analysis.
Consolidated the identifications, the work still proposes and applies a methodology for
the construction of nomograms. Initially, nomograms for complex viscoelastic functions
defined in the frequency domain are constructed. Subsequently, nomograms relating
to viscoelastic functions, defined in the time domain, are constructed. The results of
the proposed methodologies are promising, reliable and with great application

potential.

Key-words: Viscoelastic functions. Fractional Zener Model. Optimization.
Linear viscoelasticity. Poisson's ratio in the time domain.

Complex Poisson's ratio.
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7(S) - Deformacao de cisalhamento no dominio de Laplace.

I'(-) - Funcdo gama de Euler.

8;(-) - Delta de Kronecker.
€ - Deformacao [mm/mm].

e(s) - Deformag&o uniaxial no dominio de Laplace.

g(t) - Deformacdo no dominio do tempo [mm/mm].

X(s) - Funcao relacionada a constante de Lamé no dominio de Laplace.
3 - Variavel de integracao.

n - Viscosidade do material.

T](Q) - Fator de perda para o dominio da frequéncia.
c - Tenséo [Pa].

o(S) - Tensdo uniaxial no dominio de Laplace.

o(t) - Tens&o uniaxial no dominio do tempo [Pal].

T - Tempo de relaxacao [segundo].

t(t) - Tensdo de cisalhamento no dominio do tempo [Pal].

t(s) - Tensdo de cisalhamento no dominio de Laplace.

Q - Frequéncia [segundo™].

Qq - Frequéncia reduzida [segundo™].

L - Coeficiente de Poisson.

Vg - Coeficiente de Poisson instantaneo.

v, - Coeficiente de Poisson de equilibrio.

1) - Coeficiente de viscosidade do modelo fracionario.
v(t) - Coeficiente de Poisson no dominio do tempo.

U*(Q) - Coeficiente complexo de Poisson.



v'(Q) - Coeficiente dinamico de Poisson.
U"(Q) - Coeficiente de perda de Poisson.
v(s) - Coeficiente de Poisson no dominio de Laplace.

O(s) - Coeficiente operacional de Poisson.
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1 INTRODUCAO

Ao longo das ultimas décadas, tem sido crescente o emprego de materiais
viscoelasticos (MVES) em diversos setores da engenharia, tais como construcao civil,
indUstrias automotivas e aeroespaciais, geracdo de energia eolica, meios de
transporte de pessoas, biomédica etc.. Como exemplos praticos de MVEs, podem-se
citar as misturas asfalticas, coxins, para-choques, absorvedores de vibracao
elastoméricos, tubulacdes para transporte de &gua, brinquedos em geral,
embalagens, utensilios domésticos, sondas gastrointestinais, seringas etc.. Conforme
Lai (1995), as principais motivagfes para a utilizagdo dos polimeros sintéticos na
engenharia sdo suas propriedades mecanicas, dentre as quais se destacam: baixa
densidade, alta resisténcia a corroséo, flexibilidade, boa resisténcia ao impacto e
facilidade tanto para a manufatura como para a moldagem.

Em meio aos diversos materiais que exibem comportamentos viscoelasticos,
€ dedicada aqui atencdo aos polimeros sintéticos, na forma de borrachas. Tais
materiais sdo frequentemente utilizados no controle de vibracdes em estruturas e/ou
como parte de componentes estruturais (NASHIF, JONES e HENDERSON, 1985;
PACHECO, 2013; KUHL, 2014; RIBEIRO, PEREIRA e BAVASTRI, 2015). Em todas
as aplicacbes, € necessario garantir que o projeto do produto responda de forma
adequada as solicitacdes mecanicas envolvidas, a fim de evitar falhas e/ou medidas
indesejaveis de deformacdes (LAI, 1995). Para tanto, € fundamental o conhecimento
das principais propriedades dos polimeros para o correto entendimento do
comportamento mecanico associado.

Em relacdo ao comportamento mecanico, uma das principais propriedades
dos polimeros € a viscoelasticidade. Segundo Findley, Lay e Onaran (1976), Nashif et
al. (1985), Jones (1974) e Brinson e Brinson (2008) os desempenhos de materiais

poliméricos podem ser preditos por meio das seguintes fungdes viscoelasticas:

e Dominio da frequéncia: médulos complexos (de Young, de cisalhamento e
volumétrico) e coeficiente complexo de Poisson.
e Dominio do tempo: modulos de relaxagdo ou de fluéncia (em tracdo e/ou

cisalhamento) e coeficiente de Poisson.

Conforme Nashif et al. (1985), as funcBes viscoelasticas dependem

fortemente da temperatura, frequéncia, tensao-inicial, nivel da forca dinamica,
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umidade relativa, entre outros fatores. Os mais relevantes, afirmam Sjoberg (2002) e
Lakes e Capodagli (2008), sdo; temperatura, o tempo e a frequéncia.

Dessa forma, para predicbes do comportamento e aplicacbes confiaveis
desse tipo de material, € necessaria a caracterizacdo apropriada dos modelos
constitutivos associados. Posto isso, na Se¢ao 1.1 sdo apresentados 0s objetivos

desta tese.
1.1 OBJETIVOS
1.1.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho € propor e implementar computacionalmente
metodologias de caracterizacdo de MVEs sélidos lineares e termorreologicamente
simples descritos nos dominios da frequéncia e/ou do tempo. Essas metodologias sé&o
baseadas na utilizacdo de diferentes dados experimentais classicos, definidos nos
dominios da frequéncia ou do tempo, considerando a influéncia da temperatura, além
de ter como base o modelo de Zener Fracionario, o qual € combinado com um fator

de deslocamento dependente do efeito da temperatura.
1.1.2 Objetivos especificos

Em consonéancia com o objetivo geral, 0os seguintes objetivos especificos sao
apresentados como:

e Desenvolver e aplicar uma metodologia numérica para caracterizar
indiretamente o coeficiente complexo de Poisson, definido no dominio
da frequéncia;

e Desenvolver e aplicar uma metodologia numérica para caracterizar
indiretamente o coeficiente de Poisson, definido para o dominio do
tempo;

e Apresentar os nomogramas dos modulos complexos de Young e de
cisalhamento, definidos no dominio da frequéncia,

e Propor a construcdo de um nomograma para o coeficiente complexo

de Poisson, definido no dominio da frequéncia;
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e Propor a construcdo de nomogramas para os modulos de relaxagéo
(em tracdo e em cisalhamento) e para o coeficiente de Poisson,

definidos no dominio do tempo.
1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

Este trabalho esta dividido em oito capitulos. O presente capitulo introduz as
principais motivacdes e justificativas para o desenvolvimento do trabalho. Além disso,
descrevem-se 0s objetivos gerais e o especifico. O capitulo é encerrado com a visédo
geral de como esta estruturado todo o texto da tese.

O capitulo dois apresenta a revisdo bibliografica da literatura referente as
técnicas de identificacdo de MVESs, tanto para o dominio do tempo como para o da
frequéncia. Por fim, sé@o discutidas as principais contribuicdes deste trabalho.

O capitulo trés apresenta a revisdo conceitual sobre polimeros, seus
principais comportamentos mecéanicos Vviscoelasticos e modelos que buscam
descrevé-los. O capitulo € encerrado com a revisao sobre processo de otimizacao, a
qual é utilizada para identificacdo dos modelos viscoelasticos fracionarios. A pesquisa
desenvolvida neste capitulo tem o intuito de fornecer embasamento para a elaboracéo
da metodologia proposta de identificagdo do material, desenvolvida na sequéncia.

Os capitulos quatro e cinco descrevem metodologias propostas de
identificacdo de MVES, envolvendo conjuntos de dados experimentais no dominio da
frequéncia (ou do tempo) considerando o efeito da temperatura.

O capitulo seis propde a metodologia para construcdo e avaliagcdo de
nomogramas nos dominios do tempo e da frequéncia.

O capitulo sete apresenta resultados e as discussdes referentes as
identificac6es nos dominios do tempo e da frequéncia. Consolidadas as identificacdes,
sao propostos nomogramas para algumas fungdes viscoelasticas, nos dominios do
tempo e da frequéncia.

O capitulo oito discute as conclusdes e sugestdes de trabalhos futuros.

Por fim, o texto é finalizado com as referéncias bibliograficas e os apéndices.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Em projetos envolvendo aplicacbes de materiais poliméricos com
comportamento viscoelastico, deve ser considerado que os carregamentos podem ser
aplicados rapidamente (nos casos de impactos), durante longos intervalos de tempo
(para componente submetido a cargas estéticas) ou sob amplas faixas de frequéncias
(quando submetidos a solicitagdes dinamicas). Isto posto, Lakes (2004), Ward e
Sweeney (2004) e Lakes (2009) dividem as classes de experimentos para
caracterizacdo de MVEs em medic6es no dominio do tempo e/ou da frequéncia onde,
em cada dominio, pode-se avaliar a influéncia da temperatura.

Os experimentos mais comuns para caracterizacdo de MVEs no dominio do
tempo séo os ensaios de fluéncia, relaxacéo e tensédo-deformacéo do tipo destrutivo.

Por outro lado, no dominio da frequéncia, podem-se mencionar diversos
métodos. Entre estes estdo os métodos ressonantes (ensaios de vibragdes livres), 0s
métodos ndo ressonantes (ensaios envolvendo vibracdes forcadas) e os métodos
envolvendo técnicas de propagacdo de ondas. A FIGURA 1 indica o intervalo
aproximado, em escala de frequéncia e tempo, em que cada método é mais adequado
para identificar as propriedades dos MVEs.

FIGURA 1 - RESUMO DE METODOS EXPERIMENTAIS NOS DOMINIOS DO TEMPO E DA
FREQUENCIA.

Vibragao livre

Vibracéo métoFos ressonantes)

| forcada L(
| (métodos
nao ressonantes)

Fluéncia | }7Método ----- 2
----- da propagacdo de ondas

Relaxagdo |

3
>

108 106 104 102 1 102 10* 106 108
<« | | | | | | | I
Tempo (segundos)

A
108 106 104 102 1 102 10¢ 108 108
Frequéncia (Hz)
FONTE: adaptado de Ward e Sweeney (2004).
Conforme Ward e Sweeney (2004), para a caracterizagao em intervalos de
tempos e/ou frequéncia estendidos, sdo necessarias varias técnicas combinadas.

Alternativamente, a aplicacdo do Principio da Superposicdo Tempo Temperatura
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(PSTT), introduzido por Ferry (1980), mostra-se uma ferramenta mais simples, robusta
e eficiente, como extensamente relatado na bibliografia (JULIAN, 1994; PARK e KIM,
2001; HE, 2005; CHAILLEUX, et al., 2006; HU et al., 2006; CHAE et al., 2010;
GERGESOVA et al., 2010; BARRUETABENA et al., 2011; GUEDES, 2011; LIN et al.,
2011; ROULEAU et al., 2015; GERGESOVA, SAPRUNOV e EMRI, 2016; SOUSA,
2015).

O corrente capitulo apresenta a revisdo bibliografica referente as

metodologias para:

e Caracterizacdo de MVEs no dominio do tempo;

e Caracterizacao de MVEs no dominio da frequéncia;

e Métodos de interconversao;

e Identificacdo do coeficiente complexo de Poisson, definido no dominio
da frequéncia;

¢ Identificacdo do coeficiente de Poisson, definido no dominio do tempo.

Consolidada a reviséo bibliografica, o capitulo é encerrado com as principais

contribuicdes do corrente trabalho para o estado da arte.
2.1 CARACTERIZACAO NO DOMINIO DO TEMPO

Esta secdo apresenta e discute metodologias de identificacdo de MVEs no
dominio do tempo através de ensaios de relaxacao, fluéncia e tensdo-deformacéo do

tipo destrutivo.
2.1.1 Caracterizacado via ensaios de relaxacao e fluéncia

A identificacdo de MVEs abrangendo ensaios experimentais de relaxagéo ou
fluéncia € extensamente relatada na bibliografia. Como exemplos, podem ser citados
Scharpery (1961), Soussou, Moavenzadeh e Gradowczyk (1970) e Chen (2000).
Esses trabalhos obtém curvas experimentais de relaxagéo, ou fluéncia, no dominio do
tempo e, empregando o método da colocacdo ou dos minimos quadrados, ajustam
modelos teodricos aos dados experimentais. Embora os resultados nesses ajustes
sejam satisfatérios, em todos os casos, 0s primeiros instantes experimentais (em
geral, alguns segundos) sao ignorados. Isto porque, por exemplo, em ensaios de

relaxacdo, ndo € possivel obter uma deformacéo instantanea, ja que, inicialmente, &
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necesséria a aplicacdo de uma rampa de tensédo até atingir o valor de deformacgéo
desejado. Essa metodologia é denominada, segundo Kelchner e Aklonis (1971),
Meissner (1978), Flory e Mckenna (2004) e Stankiewicz (2013), como método ten
times rule. Este método propde que o modulo de relaxagéo seja identificado a partir

de 10t,, onde t;, denota o tempo, em um ensaio de relaxagdo, quando a maxima

deformacéo € alcancada e, a partir disso, € mantida constante. No entanto, o intervalo
ignorado € importante, pois possibilita uma predicdo com maior precisdo e exatidao
do modulo de relaxacdo/fluéncia em um tempo que tenda a zero. Nesse contexto,
outras propostas de identificacdo também sdo apresentadas nas Ultimas décadas
(WILLIAMS e WATTS, 1970; ZAPAS e PHILIPS, 1971; SMITH, 1979; LEE e KNAUSS,
2000; SORVARI e MALINEN, 2006; SORVARI e MALINEN, 2007; KNAUSS e ZHAO,
2007; XU, HAN e ZHOU, 2013; STANKIEWICZ, 2013).

Zapas e Philips (1971) propde uma metodologia na qual o MVE é
caracterizado durante o intervalo de aplicagcdo da rampa de deformacdo. Nesta

metodologia, 0 médulo de relaxacéo é caracterizado a partir de um tempo t, /2. Tal

técnica é conhecida, na literatura, como método Zapas-Philips. No entanto, existem
materiais que possuem necessidade que o modulo de relaxacdo seja predito para

tempos inferioresa t, /2.

Smith (1979) utilizou métodos computacionais de procedimento recursivo
propostos por Kelchner e Aklonis (1971) com o intuito de melhoria das consideracfes
postas no método ten times rule. Para tanto, o procedimento requer que a resposta
de tensdo para a rampa de deformacdo possa ser medida com boa acuracia no

intervalo de tempo t<t,. Nesse caso, o procedimento € aplicado com base na

derivada da funcéo tensdo onde os dados experimentais pertencem ao intervalo

0 < t<t,. Tal metodologia resulta em um modulo de relaxa¢éo pouco acurado.

Outro método € apresentado por Lee e Knauss (2000). O trabalho apresenta
um procedimento recursivo para a determinacdo do modulo de relaxacéo, incluindo
todo o teste de rampa de deformacéo. O método se mostra muito preciso caso alguns
requisitos sejam satisfeitos. Inicialmente, calcula-se o modulo de relaxacgéo utilizando
o método “ten times rule” (MEISSNER, 1978). Na sequéncia, o modulo de relaxacéo
€ calculado a partir da derivada da tenséo no intervalo de rampa. Contudo, ha varias
desvantagens em seguir o procedimento de derivada recursiva, pois este método

contém diferenciacdo numeérica da tensdo, o que pode conduzir a uma reduzida
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confiabilidade de resultados. Com isso, os valores iniciais do médulo de relaxacao,
para um tempo tendendo a zero, devem ser aproximados neste método.
Flory e Mckenna (2004), assumindo o modulo de relaxagéo representado na

forma

E(t)=E, exp[—(%)ﬁj, (1)

a qual foi proposta por Williams e Watts (1970), compara o método Zapas-Philips com
o método Lee-Knauss. O trabalho infere que o método Zapas-Philips fornece melhor

resultado para descrever a resposta do material quandot <t, .

Sorvari e Mallinen (2006) apresenta um método numérico, similar & proposta
sugerida por Zappas e Phillips (1971), para computacdo do mdédulo de relaxacdo de
um MVE linear. Porém, neste caso, o método é baseado numa integracdo numérica
trapezoidal da equacdo constitutiva viscoelastica de Boltzmann. A metodologia de
Sorvari e Mallinen (2006) é valida para testes de relaxagdo sob uma taxa constante
de deformacéo de modo que ha a possibilidade de determinar o médulo de relaxacéo

para tempos menores que t, / 2, diferentemente do método Zapas-Philips.

E importante notar que os métodos precedentes, tais como o “ten times rule”
e 0s métodos de Zapas-Philips e de Sorvari e Mallinen (2006), sdo aplicados
especificamente durante o regime permanente ou transiente (intervalo de rampa).
Nesta circunstancia, um método que busca identificar funcbes viscoelasticas, no
tempo, a partir de experimento em regime transiente e/ou permanente, € apresentado
por Sorvari e Mallinen (2007). O trabalho apresenta dois métodos para estimar
funcdes de MVEs (tais como fluéncia e relaxacao) a partir de experimentos realizados
sob excitagfes randémicas. No primeiro, a relacéo constitutiva, do modelo constitutivo
viscoelastico de Boltzman, é discretizada em um sistema linear de equacgdes. Devido
ao mal condicionamento da matriz resultante, o sistema é resolvido através da
regularizacdo de Tikhonov. O outro método consiste na transformacéo da relagéo
integral em uma férmula recursiva utilizando séries de Prony.

Nessa mesma linha de pesquisa, Xu, Han e Zhou (2013) apresenta um
meétodo que utiliza o modelo de Wiechert e a relacdo constitutiva de Boltzmann e
obtém uma expressdo tensdo por tempo, a qual possibilita calcular a tenséo
correspondente quando a rampa de deformacdo é aplicada (taxa de deformacgéo
consntante) e, posteriormente, quando a deformagéo € constante.
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Outrossim, Stankiewicz (2013), utilizando a relacao constitutiva de Boltzmann
e empregando quadraturas numéricas de integracdo, tais como a regra do ponto
meédio e a regra de Simpson, apresenta um modelo aproximado de relaxacdo cujo
cerne é a caracterizacdo considerando todo o tempo de ensaio, desde o regime
transiente, onde a rampa de deformacgé&o é aplicada, até o regime permanente, onde
a deformacgdo se mantém constante.

Nota-se que, nos trabalhos descritos acima, ndo é considerada a influéncia da
temperatura. Além disso, os trabalhos realizam identificacdo apenas no intervalo de
tempo de ensaio o qual, geralmente, € curto. Nesse caso, ndo ha grande precisdo e
exatiddo na identificagcdo de parametros relacionados a valores de tempos muito
pequenos (tendendo a zero) e nem para tempos estendidos. Desta forma, objetivando
predizer o modulo de relaxacao/fluéncia que compreende ambos extremos de tempo,
Julian (1994), Park e Kim (2001), Hu et al. (2006), Chae et al. (2010), Barruetabefa et
al. (2011) e Lin et al. (2011) realizam ensaios de relaxacédo (ou fluéncia) em varias
temperaturas. Nesse caso, empregando o PSTT, € construida manualmente uma
curva de relaxacao (ou fluéncia), dita curva mestre, em uma temperatura de referéncia
a qual abrange um maior intervalo de tempo. Por fim, a curva mestre é identificada
utilizando modelos constitutivos tais como de Wiechert, de Voigt generalizado e/ou de
Zener fracionario.

A construcdo da curva mestre manualmente pode gerar ambiguidades quando
diferentes autores realizam a identificagcdo do mesmo fator de deslocamento. Nesse
contexto, uma metodologia eficiente e que ndo apresenta tal dificuldade, é
apresentada por Gergesova et al. (2010). Esta metodologia utiliza um processo de
caracterizagcao do fator de deslocamento, baseado num algoritmo denominado CFS
(do inglés Closed Form Shifting). Tal técnica é fundamentada na superposicao de
varias curvas isotérmicas experimentais, onde busca-se a minimizacado da area entre
duas curvas adjacentes experimentais. Saprunov, Gergesova e Emri (2014) amplia a
metodologia e, utilizando os parametros caracteristicos dos modelos constitutivos de
relaxacdo (ou fluéncia), obtidos por trabalhos anteriores (EMRI et al., 2005;
GERGESOVA et al.,, 2010), constréi véarias curvas artificiais nas respectivas
temperaturas de ensaio. Dessa forma, empregando o algoritmo CFS, os autores
identificam com boa precisdo, o fator deslocamento considerando o modelo WLF
(proposto por Williams, Landel e Ferry (1955)). Deve-se realcar que os coeficientes
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obtidos por Saprunov, Gergesova e Emri (2014) para o modelo WLF foram os mesmos
para os médulos de fluéncia e de relaxagéo.

2.1.2 Caracterizacao via ensaios tensédo-deformacéo do tipo destrutivo

Podem ser encontrados na bibliografia, varios estudos envolvendo ensaios
tensdo-deformacéo com o intuito de caracterizar o comportamento mecéanico de MVEs
como funcédo da temperatura e da taxa de deformacéo. Entre estes, Bauwens,
Bauwens-Crowete e Homes (1969) e Bauwens-Crowet (1973), utilizando ensaios
tensdo-deformacdo em varias temperaturas e sob diferentes taxas de deformacéao,
estudam a tenséo de escoamento do Policloreto de Polivinila (PVC) e do Polimetil-
Metacrilato (PMMA). Nos trabalhos, sdo apresentados graficos das tensfes de
escoamento para varias taxas de deformacédo e com diferentes temperaturas. Com
isso, identificam-se os fatores de deslocamento utilizando os modelos WLF e
Arrhenius (desenvolvido pelo pesquisador sueco Svante Arrhenius (1859 — 1927)).
Nesses trabalhos, as taxas de deformagdo nao ultrapassam o valor de

0,6[mm/mm]s™ .

No intuito de estudar o comportamento tensédo-deformacéao sob altas taxas de
deformacéo, Richeton et al. (2006), Zhao, Knauss e Ravichandran (2007) e Cao, Wan
e Wang (2012) caracterizam materiais poliméricos com comportamento viscoelastico
baseando-se em um método que utiliza a barra de Hopkinson. Nesta técnica, as
propriedades mecéanicas dos materiais (tais como tensdo de escoamento, modulo de
Young e parametros de modelos constitutivos) sao caracterizadas em varias
temperaturas. Nesta mesma linha, Serban, Weber e Marsavina (2013) conduz ensaios
de tenséo-deformacéo uniaxiais em diferentes polimeros. Para tanto, o autor realiza
0S experimentos em um equipamento servo-hidraulico em varias temperaturas. Os
dados obtidos sdo agregados a um modelo material para simulagdes utilizando o
Método de Elementos Finitos, por meio do software Abaqus® considerando
dependéncias da temperatura e da taxa de deformacéo.

Outro método de caracterizacdo de MVEs é apresentado por Pacheco (2013).
O trabalho apresenta uma metodologia para a caracterizacdo de MVEs no dominio do
tempo, considerando a influéncia da temperatura. Para isso, o trabalho utiliza séries
de Prony e uma técnica hibrida de otimizacéo baseada em Algoritmos Genéticos (AG)

e Programacao Nao Linear (PNL). Como dados de entrada, sé&o utilizados ensaios
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experimentais tensdo-deformacdo com diferentes taxas de deformacdo e
temperaturas. O resultado final dessa caracterizacdo é a obtencdo das constantes
relacionadas a cada termo da Série de Prony. Sousa (2015) amplia esta metodologia
de caracterizacdo e faz ajustes contemplando as influéncias da temperatura e/ou da
pressao. Tal metodologia possibilita a caracterizagdo de polimeros viscoelasticos que
possuem comportamento termo, piezo e termopiezoreologicamente simples. Mais
recentemente, Ciniello (2016) e Ciniello, Bavastri e Pereira (2016) utilizam a mesma
metodologia de identificacdo, porém, utilizando o modelo constitutivo de Zener
fracionario.

Na maioria das vezes, experimentos envolvendo tensdo-deformacédo, sob
taxas constantes de deformacéo, sao dificeis de serem realizados, sobretudo devido
as configuracdes da instalacdo experimental, a qual requer sistemas e equipamentos
especiais (SAPRUNOV, GERGESOVA e EMRI, 2014). Apesar disso, grande
quantidade de dados experimentais envolvendo tensdo-deformacdo tem sido
disponibilizada pelos fabricantes. Uma das fontes mais importantes é a base de dados
CAMPUS® (Computer Aided Material Pre-Selection by Uniform Standards), fornecida
pelos principais fabricantes de materiais poliméricos. Esta € uma base de dados que
oferece comparacdes confiaveis de dados de diferentes materiais medidos de acordo
com a norma padrao internacional e que esta disponivel livremente (CAMPUS, 2018).

2.2 CARACTERIZACAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Como posto anteriormente, outra forma de caracterizagdo dos MVEs € no
dominio da frequéncia, considerando a influéncia da temperatura. Em meio aos varios
meétodos de identificacdo, podem-se citar as técnicas baseadas em oscilagdes livres
ou forcadas e aquelas envolvendo métodos de propagacédo de ondas (FIGURA 1).
Dentre elas, frisa-se que as técnicas que envolvem vibracdes forcadas, embora mais
complicadas, podem render alta reprodutibilidade, conduzindo ao progresso do
conhecimento cientifico (WARD e SWEENEY, 2004). Isto posto, este trabalho estuda
a caracterizacao de MVEs envolvendo vibrac¢des forcadas que podem ser realizadas,
entre outras formas, via DMA (do inglés Dynamic Mechanical Analysis) e ensaios de

transmissibilidade.
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2.2.1 Caracterizagdo utilizando técnicas DMA

A técnica DMA tem se tornado comum em ambientes laboratoriais, como
ferramenta de pesquisa para caracterizar MVEs no dominio da frequéncia. Ao longo
dos dltimos anos, inumeros trabalhos fazem uso dessa técnica: He (2005), Chailleux
et al.(2006), Barruetabefia et al. (2011), Guedes (2011), Rouleau et al. (2015),
Gergesova, Saprunov e Emri (2016).

He (2005) realiza ensaios experimentais isotérmicos, obtendo vérias curvas
para os modulos de armazenamento e de perda em um curto intervalo de frequéncia.
Nesse caso, identificam-se, manualmente, os fatores de deslocamento do modelo
WLF, através da aplicacdo do PSTT. Assim, as curvas sdo construidas para os
modulos dinamicos e de perda numa determinada temperatura de referéncia, com
intervalo de frequéncia bem mais amplo.

Barruetabefia et al. (2011) e Guedes (2011) constroem varias curvas
isotérmicas experimentais dos modulos de armazenamento e de perda no dominio da
frequéncia. Partindo do PSTT, os fatores de deslocamento sdo determinados e, com
isso, identificam-se os modelos WLF e de Arrhenius. Na sequéncia, curvas para o
mddulo de armazenamento e para o fator de perda, na temperatura de referéncia, sao
construidas. Partindo dessas curvas, caracterizam-se modelos constitutivos tais como
de Wiechert, Maxwell fracionario e derivada fracionaria de quatro parametros.

Assim como para ensaios no dominio do tempo, a determinagcdo manual do
fator de deslocamento, no dominio da frequéncia, pode gerar ambiguidades. Nesse
sentido, um método que ndo apresenta tal ambiguidade, € exposto nos trabalhos de
Chailleux et al. (2006) e Rouleau et al. (2015), os quais constroem varias curvas
experimentas isotérmicas no dominio da frequéncia. Para determinar as constantes
do fator deslocamento, sao utilizadas as relagbes de casualidade de Kramers-Kronig
e, dessa forma, constroi-se a curva mestre. Por fim, tal curva é ajustada via dois
modelos viscoelasticos, sendo eles: os modelos de Wiechert e o modelo de derivada
fracionéria de quatro parametros. Outro método de caracterizagdo, sem ambiguidade,
€ apresentado no trabalho de Gergesova, Saprunov e Emri (2016) que utiliza o
algoritmo CFS (GERGESOVA, 2010).

Nessa mesma linha, Balbino (2016) partindo de dados experimentais para o
modulo complexo de Young em varias temperaturas, identifica de forma integrada os

parametros viscoelasticos do médulo complexo de Young empregando o modelo de
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derivada fracionaria de quatro paradmetros, em associacdo com 0s modelos
(equacdes) WLF e de Arrhenius.

2.2.2 Identificacao utilizando ensaios de transmissibilidade

Partindo de experimentos de transmissibilidade, Lopes et al. (2004) identifica
um modelo para o médulo complexo de cisalhamento baseado em célculo fracionério
e considerando a influéncia da temperatura. Para tanto, dados experimentais, em
varias temperaturas de ensaio, sao utilizados. A metodologia se baseia no conceito
de problemas inversos e em uma técnica hibrida de otimizacao, através de um ajuste
global de todas as curvas, simultaneamente. Nessa mesma linha, Medeiros (2010)
amplia tal método e caracteriza o material utilizando, além do modelo de derivadas
fracionaria, o modelo proposto por Golla, Hughes e McTavish (GOLLA e HUGHES,
1985; MCTAVISH, 1988; MCTAVISH e HUGHES, 1993).

Ascensdo (2012) implementa um método inverso de identificacdo de
propriedades mecéanicas de MVEs, baseado num modelo de elementos finitos e nas
Funcdes Resposta em Frequéncia do tipo transmissibilidade. A identificacdo das
propriedades mecanicas do MVE verte-se na obtencdo dos quatro parametros do
modelo constitutivo de derivada fracionaria, por meio de ajuste de funcbes de
transmissibilidade medidas experimentalmente e geradas pelo modelo de elementos
finitos.

Souza (2015) caracteriza os efeitos dissipativos de MVEs, aplicados numa
estrutura do tipo viga, no contexto de controle passivo de vibragbes. Tal
caracterizacao é realizada de acordo com o estabelecido pela norma ASTM-E756.

Recentemente, Olienick (2018) realiza ensaios de transmissibilidade e obtém
dados experimentais envolvendo MVE no dominio da frequéncia e considerando
influéncias da temperatura e efeitos da pré-carga. Com isso, o trabalho identifica de
forma integrada os parametros viscoelasticos para o médulo complexo de Young
considerando o modelo de Zener fracionario de quatro parametros em conjunto com

efeitos da temperatura e da pré-carga.
2.3 METODOS DE INTERCONVERSAO

A interconversao entre os diferentes modulos dos MVESs, € uma importante

ferramenta no estudo da viscoelasticidade. Conforme Christensen (1982), todas as
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funcBes lineares viscoelasticas sdo matematicamente equivalentes, seja para
carregamento uniaxial ou cisalhamento. No entanto, apesar de existirem expressoes
envolvendo integrais que relacionam as funcdes viscoelasticas, obter as solucdes de
forma exata ndo € trivial. Por esta razdo, varios meétodos alternativos de
interconversado tém sido desenvolvidos. Alguns destes referem-se as interconversdes
da fluéncia para relaxagéo e outros séo referentes a interconversao entre os dominios

do tempo e da frequéncia.
2.3.1 Interconverséao relaxacao-fluéncia

Conforme Boltzman?! (1876 apud HOPKINS; HAMMING, 1957), os médulos
de relaxacéo e de fluéncia estéo relacionados por integral de convolucé&o. Visto isso,
Hopkins e Hamming (1957) divide o intervalo relevante da integral em um namero
finito de subintervalos. A integral é resolvida aplicando a regra do trapézio a fim de
obter o resultado da integracdo em cada subdominio. Com isso, a partir da funcao
fonte?, calcula-se a funcéo alvo®. Knoff e Hopkins (1972) melhora o método assumindo
gue tanto a funcéo alvo, quanto a funcéo fonte, é linear por partes no dominio da
integracdo numeérica. Mais adiante, Baumgaertel e Winter (1989) demonstra a
conversdo analitica do médulo de relaxacdo, para o modulo de fluéncia, usando
transformadas de Laplace e o modelo de Wiechert.

Para os trabalhos acima, as solucdes exatas sdo colocadas na forma de
integrais num intervalo infinito. Isso torna complexa a avalia¢éo, tanto de uma maneira
analitica como numérica. Na pratica, os dados experimentais estdo disponiveis
apenas para intervalos de tempo limitados. Além disso, um método pode funcionar de
maneira adequada para a realizagdo da interconversédo para a fluéncia, mas nao
necessariamente para a interconversao reversa (PARK e SCHAPERY, 1999).

Uma metodologia que ndo apresenta essas desvantagens é discutida por
Mead (1994) e Park e Schapery (1999). Os trabalhos apresentam um método
numerico de interconversao entre os modulos de fluéncia e de relaxacao, escritos em

termos da Série de Prony, considerando que uma dessas fungdes seja conhecida. Os

1 BOLTZMANN, L.. Zuer theorie der elastischen nachvwirkungen. Annalen der Physik und Chemie,
vol. 7, p. 430 - 432, 1876.

20 termo funcao fonte denota a fungédo conhecida. Esta pode ser de fluéncia ou relaxacao e, a partir
dela, é possivel obter a fungéo alvo.

8 Funcao alvo denota a fungéo que se deseja obter. Esta pode ser de fluéncia ou relaxacgéo.
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trabalhos mostram que a fungéo alvo pode ser determinada de maneira direta e
efetiva, sem a necessidade de encontrar raizes no dominio de Laplace.

Outra metodologia de interconversédo € tratada por Honerkamp e Weese
(1990). O trabalho discute que dados experimentais com ruidos podem causar
grandes erros em interconversdo numeéricas, resultando matematicamente em
problemas mal condicionados. Por exemplo, quando a funcdo de relaxacdo é
determinada através de dados experimentais e a interconversao € utilizada para obter
o médulo de fluéncia, pequenos erros, na primeira funcédo, podem causar grandes
erros a funcdo do médulo de fluéncia. Tais problemas podem ser resolvidos através
de métodos de regularizacdo, onde critérios adicionais sédo incluidos no problema.
Mead (1994) e Ramkumar et al. (1997) aplicam métodos de regularizacao (tais como
regressao linear, programacao quadratica e de Tikhonov) nas interconversées e
concluem que tais métodos sdo efetivos para diminuir o erro quando o espectro de
relaxacao for estimado a partir de dados com ruidos ou dados incompletos. Sorvari e
Malinen (2007) aplicam o método de regularizacdo de Tikhonov, num procedimento
numerico, para avaliar o médulo de fluéncia, a partir de dados experimentais de
relaxacdo com ruidos. Os resultados da interconversdo sao comparados com dados
que nao utilizaram tal método. Mais adiante, Zhu, Sun e Xu (2011) prop6e método
para determinar o modulo de relaxagcédo a partir de ensaios de fluéncia baseado na
equacdao de Volterra do segundo tipo e na regularizacao de Tikonov. A idéia do método
é transformar a convolug¢do numa equacéo de Volterra do segundo tipo a fim de reduzir
a sensibilidade da interconverséo.

Nota-se que a utilizacdo do método de regularizacdo de Tikhonov é uma
técnica interessante, pois possibilita obter a funcdo alvo diretamente. Neste caso,
supondo a disponibilidade apenas de ensaios experimentais da fungédo fonte,
encontram-se dados "experimentais” da funcdo alvo por meio do processo de
regularizacdo. Deste modo, ndo ha necessidade da caracterizacdo de modelo
especifico para interconverséo e, com isso, 0 pesquisador pode identificar o modelo
gue melhor Ihe convenha.

Cyr, Crochon e Lévesque (2013) apresenta um método analitico exato de
interconversao para funcdes viscoelasticas lineares expressas como Séries de Prony.
O algoritmo é baseado em equac¢fes termodindmicas de processos irreversiveis.
Como resultados, o método de interconversdao pode ser aplicado a materiais sob

ensaios unidimensionais e tridimensionais.
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Recentemente, Loy (2015) apresenta um método de interconverséo analitico,
onde os coeficientes da fungéo alvo (cisalhamento em fluéncia) séo obtidos em termos
da derivada da funcéo fonte (relaxacédo de cisalhamento), no dominio de Laplace. O
meétodo foi validado via comparacéao de resultados com a metodologia proposta por
Park e Schapery (1999).

Dentre os trabalhos apresentados nesta subsecdo, dois métodos se
destacam. Inicialmente, o de Sorvari e Malinen (2007). Neste, partindo de dados
experimentais de relaxacdo no dominio do tempo, utiliza-se 0 método numérico de
regularizacao de Tikhonov e obtém-se pontos experimentais "artificiais" para o médulo
de fluéncia. A outra metodologia € o método analitico de Park-Schapery e de Loy et
al. (2015) que apresenta um procedimento simples e direto que envolve

interconversdes (fluéncia-relaxagéo) utilizando os coeficientes das séries de Prony.
2.3.2 Interconversao tempo-frequéncia

Conforme ja mencionado, as funcfes viscoelasticas no dominio do tempo
possuem formas equivalentes no dominio da frequéncia. Essa propriedade € muito
atil na prética, pois, nem sempre, € possivel a realizacdo de ensaios nos dois
dominios. Nesse sentido, ao longo das ultimas décadas, alguns autores tém dedicado
esforcos para encontrar relacdes simples e precisas de interconversao tempo-
frequéncia. Como pioneiros, podem-se citar Ninomiya e Ferry (1959) e Schwarzl e
Struik (1968). Esses trabalhos desenvolvem algoritmos de aproximacdes para o0s
modulos de relaxacdo e de fluéncia, tendo por base dados experimentais dos
correspondentes médulos complexos, no dominio da frequéncia.

Mead (1994) e Park e Schapery (1999) apresentam um método de
interconversao da funcdo modulo de relaxacao, escrita em termos da série de Prony,
do dominio do tempo para o dominio da frequéncia. A diferenca é que Mead (1994)
realiza a interconversédo baseando-se em transformadas de Fourier. Por outro lado,
Park e Schapery (1999) realiza a mesma interconversdo através das transformadas
de Laplace. Assim, é possivel obter um modelo para o médulo complexo cuja parte
real representa 0 modulo de armazenamento e a parte imaginaria, o modulo de perda.

Fernandez, Rodrigues e Lamela (2011), utilizando DMA, realiza experimentos
no dominio do tempo e da frequéncia. No tempo, sdo obtidos dados para as funcdes
dos médulos de relaxacao e de fluéncia. No dominio da frequéncia, sédo obtidos dados

para o moédulo complexo, de armazenamento e de perda. Dessa forma, utilizando a
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interconversdo apresentada por Mead (1994) e Park e Schapery (1999), o trabalho
compara dados experimentais com os modelos obtidos por interconversao e obtém
resultados promissores.

Mais adiante, Barruetabefia et al. (2013) apresenta um método de
interconversdo baseado nas transformadas de Fourier. Como resultado, o
procedimento proposto permite a obtencdo do médulo complexo por meio de testes
de relaxacdo, bem como, permite a obtencdo do mdédulo de relaxacdo a partir de
ensaios envolvendo o moédulo complexo. Categoricamente, o autor afirma que este
método pode ser util quando néo é possivel o ajuste do Modelo de Wiechert aos dados
experimentais tanto para o dominio do tempo como para o da frequéncia.

Recentemente, Barrientos et al. (2018) obtém dados experimentais para o
modulo de relaxacdo de Young e, utilizando o modelo generalizado de Maxwell,
identifica o MVE empregando técnica de otimizacdo. Na sequéncia, por
interconversdo obtém o moddulo complexo de Young e o compara com dados
experimentais obtidos no dominio da frequéncia. Os autores afirmam que o0s
resultados possuem grande potencial de implementacdo em ambientes

computacionais de elementos finitos.

2.4 IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO TEMPO
OU DA FREQUENCIA

Esta secdo apresenta a revisdo bibliografica referente as identificacdes do
coeficiente de Poisson nos dominios do tempo e da frequéncia. Em ambos 0s casos,
a identificacdo pode ser feita de maneira direta ou indireta. De modo direto, o
coeficiente de Poisson pode ser obtido a partir de medicbes das deformacgdes
diretamente na estrutura. Por outro lado, de modo indireto, o coeficiente de Poisson é
obtido por meio de fungBes viscoelasticas, tais como de tragdo e de cisalhamento
(TSCHOEGL; KNAUSS; EMRI, 2002).

2.4.11dentificacdo do coeficiente de Poisson no dominio do tempo empregando o

método direto

No intuito de identificar de modo direto o coeficiente de Poisson, definido no
dominio do tempo, alguns trabalhos vém sendo publicados ao longo dos ultimos anos.

Entre os quais, citam-se Ernst et al. (2003), Lakes e Wineman (2006), O'Brien, Sottos
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e White (2007), Kassem, Grasley e Masad (2013), Yin, Duan e Zhou (2013), Aili et al.
(2015) e Cui, Tang e Shen (2016).

Ernst et al. (2003) obtém o coeficiente de Poisson utilizando extensometria
elétrica. Nesse caso, o trabalho realiza varios ensaios isotérmicos de fluéncia. Em
seguida, identifica o fator de deslocamento utilizando um modelo polinomial, haja vista
que o modelo WLF n&o se mostra apropriado para descrever a curva mestre de
Poisson, pois o PSTT falha na construcao da curva mestre do coeficiente de Poisson
(as curvas néo se sobrepdem de modo perfeito). Nesse ponto, o trabalho ndo é claro
se a inconsisténcia € devido a ndo-acurécia dos resultados ou se o material ndo é
termorreologicamente simples.

Note-se que a identificacdo do coeficiente de Poisson pode ser realizada
também por meio de ensaios de relaxacdo. Nesse sentido, Lakes e Wineman (2006)
estuda se existem diferencas entre os coeficientes de Poisson obtidos por meio de
testes de relaxacéo ou de fluéncia. O trabalho infere que as diferencas séo pequenas
e, praticamente, ndo ha grandes distingcdo. Nessa mesmo esforco, O'Brien, Sottos e
White (2007) avalia o coeficiente de Poisson, neste caso, considerando a influéncia
da temperatura. O trabalho mostra que a influéncia da temperatura € a mesma para
os ensaios de fluéncia e relaxacdo. Portanto, considerando o PSTT, o fator de
deslocamento pode ser o mesmo para os modulos de fluéncia e de relaxagéo.

Outro estudo importante é realizado por Kassem, Grasley e Masad (2013). O
trabalho avalia se existem significativas diferencas, para o coeficiente de Poisson de
MVESs, entre ensaios de tracdo e compressao. No trabalho, sdo descritos ensaios de
relaxacdo em tracdo e relaxacdo em compressdo. Nota-se que, nos testes de
relaxacao em tragéo, o coeficiente de Poisson aumenta com o tempo. Por outro lado,
no caso do teste de relaxagdo em compressao, o coeficiente de Poisson, tem um leve
crescimento durantes os instantes iniciais e, logo apos, permanece praticamente
constante.

Yin, Duan e Zhou (2013) modela o coeficiente de Poisson, no dominio do
tempo, para ensaios envolvendo taxas de deformagéo contante. Para tanto, o autor
emprega modelos fracionarios de Maxwell, Kelvin-Voigt e Zener. Partindo de
propriedades de MVEs obtidas em trabalhos publicados anteriormente por outros
autores, geram-se pontos experimentais artificiais e, na sequéncia, 0s parametros

caracteristicos dos modelos propostos para o coeficiente de Poisson sédo identificados.
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Aili et al. (2015) estuda a diferenca entre os coeficientes de Poisson em
relaxacdo e em fluéncia. O trabalho infere que os valores iniciais, quando o tempo
tende a zero, e os valores de equilibrio, quando o tempo tende ao infinito, sao iguais.
Por outro lado, entre o tempo tendendo a zero e o tempo tedendo ao inifinito, isto &,
na regido de transicdo ao longo do tempo, os dois médulos de Poisson possuem uma
pequena diferenca que segundo Alli et al. (2015) pode ser desconsiderada.

Recentemente, Cui, Tang e Shen (2016) investiga os efeitos do tempo, da
temperatura, da percentagem de deformacdo longitudinal e da pré-carga no
coeficiente de Poisson. Para o dominio do tempo, percebe-se que o coeficiente de
Poisson é uma funcdo monoténica crescente. Além disso, o coeficiente de Poisson
aumenta com a temperatura e com a taxa de deformacao longitudinal e decresce com

a pré-carga.

2.4.2 ldentificacdo do coeficiente de Poisson no dominio do tempo empregando o

método indireto

A identificacdo indireta do coeficiente de Poisson, no dominio do tempo, é
realizada por meio de funcdes viscoelasticas auxiliares (mddulos de relaxacdo em
tracdo e/ou cisalhamento). Varios trabalhos tém sido publicados nesse intuito, entre
0S mais relevates pode-se citar Theocaris (1964), Tsou, Greener e Smith (1995),
Ashrafi et al. (2008), Grassia e D'Amore (2008) e Chen et al. (2012).

Theocaris (1964) apresenta uma metodologia, na qual o coeficiente de

Poisson no dominio do tempo é obtido a partir dos modulos de relaxacdo em tracéo,
E(t), e de fluéncia em cisalhamento, J(t). Nesse caso, o trabalho obtém o coeficiente

de Poisson utilizando a relacao

v(t)= %l:EOJ(t) —2+ﬁ£%j’)3(g))dg} 2)

sendo E, o mddulo instantadneo quando o tempo tende a zero, t -0, e £ uma

variavel auxiliar de integracdo no tempo. Para tanto, o autor avalia a integral de
convolugéo através de um método numérico aproximado. Mais adiante, Tsou, Greener
e Smith (1995) obtém o coeficiente de Poisson de maneira numérica por meio de
ensaios de relaxacdo uniaxial e de flexdo. No trabalho, sé&o investigados dois

materiais: policarbonato e acetato de celulose. O primeiro material possui um valor
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constante para o coeficiente de Poisson. Para o segundo material, & obtida uma
funcdo parabdlica com um ponto de maximo. Os autores, Tsou et al. (1995), afirmam
que tais resultados precisam de mais investigacdes. Ademais, 0s experimentos foram
realizados sem a influéncia da temperatura.

Ashrafi et al. (2008) apresenta uma metodologia para obter o coeficiente de
Poisson considerando ensaios de relaxagao e de fluéncia em tragdo. Para tal, o
trabalho apresenta um modelo para o coeficiente de Poisson que depende do modulo
volumétrico e da relaxacdo ou da fluéncia, ao longo do tempo. Nesse caso, para
eliminar a integral de convolugéo e diminuir o tempo de processamento, o trabalho
considera 0 modulo volumétrico constante e, com isso, identifica uma funcéo
viscoelastica para o coeficiente de Poisson, utilizando séries de Prony. O trabalho
conclui que praticamente ndo ha grandes distincdes entre o coeficiente de Poisson
obtido indiretamente por meio de testes de relaxacao ou de fluéncia.

Grassia e D'Amore (2008) analisa analiticamente o coeficiente de Poisson no
dominio do tempo. Para tanto, utilizando série de Prony com 1 termo é determinada
uma funcéo para o coeficiente de Poisson de forma indireta utilizando os médulos de
relaxagdo em tracdo e volumeétrico. Como resultado, infere-se que tal coeficiente pode
ser monotdnico crescente ou ndo monotdnico, com um ponto de minimo, o que
contraria conceitos teéricos (TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; TSCHOEGL; KNAUSS,;
EMRI, 2002). Ademais, o trabalho ndo estende sua avaliacdo para um namero maior
de termos de Prony, o que, segundo Park and Schapery (1999), poderia resultar numa
identificagdo mais precisa e acurada das fungdes viscoelésticas.

Chen et al. (2012) apresenta um meétodo, no dominio do tempo, no qual
inicialmente identificam-se os modulos de relaxacdo em cisalhamento e em tracao,
escritos em termos da série de Prony. Na sequéncia, o trabalho apresenta relacdes
entre as propriedades dos modulos de relaxagéo, fluéncia e Poisson. Isso possibilita
a obtencédo dos parametros relativos aos moédulos de fluéncia e do coeficiente de
Poisson. Para a obtencao dos termos relativos ao coeficiente de Poisson, considera-
se que o modulo volumétrico é constante.

Por esta sucinta revisdo bibliografica, nota-se que algumas metodologias
demonstram dificuldades para identificar indiretamente a funcédo viscoelastica do
coeficiente de Poisson, definida no dominio do tempo. Nos trabalhos citados, a
obtencao do coeficiente de Poisson é realizada de forma numérica, o que pode tornar

O processo muito oneroso computacionalmente e pouco preciso. Ademais, para
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eliminar essa dificuldade, algumas das metodologias citadas sugerem que o mdédulo
volumétrico seja constante, o qual, segundo Tschoegl (1989), Pritz (1998) e Emri e

Prodan (2006), na pratica, se mostra variavel.

2.4.3 Identificacdo do coeficiente de Poisson no dominio da frequéncia: Método

direto

A obtencdo da funcdo coeficiente de Poisson, no dominio da frequéncia,
empregando métodos diretos, ocorre através da medicdo direta na estrutura das
deformacfes transversais e longitudinais. Nesse intuito, alguns estudos tém sido
apresentados nos ultimos anos, entre os quais citam-se Pritz (1998), Pritz (2000) e
Graziani, Bocci e Canestrari (2014).

Pritz (1998) estuda o coeficiente de Poisson no dominio da frequéncia
diretamente. O trabalho mostra que a parcela real do médulo complexo de Poisson
decresce e que o fator de perda possui comportamento parabdlico com pelo menos
um ponto de maximo.

Posteriormente, Pritz (2000) investiga o coeficiente de Poisson no dominio da
frequéncia. O trabalho aponta que o método direto baseado na medicdo das
amplitudes das deformacdes lateral e axial e o angulo de fase entre eles permite
determinar o coeficiente de Poisson dindmico com bastante precisdo, mas apenas em
uma faixa de frequéncia restrita. Em contraste, a determinacao do fator de perda de
Poisson por este método requer téo alta precisdo de medir o angulo de fase, o que é
dificil, se ndo impossivel, obter em alguns intervalos de frequéncia.

Graziani, Bocci e Canestrari (2014), avalia a influéncia da frequéncia, da
temperatura e do nivel de deformacdo no coeficiente de Poisson, empregando o
método direto de identificacdo. Os resultados evidenciam que a fungéo viscoelastica
de Poisson é complexa em funcdo da frequéncia e da temperatura, em que o valor
absoluto do coeficiente complexo de Poisson decresce ao longo da frequéncia e é

crescente para temperaturas crescentes.

2.4.4 Identificacdo do coeficiente de Poisson no dominio da frequéncia: Método
indireto

A identificac&o do coeficiente complexo de Poisson, no dominio da frequéncia,

pelo método indireto, ocorre através da construcdo e avaliacdo de funcdes
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viscoelasticas auxiliares, como os modulos complexos de Young, volumétrico ou de
cisalhamento. Esta metodologia se mostra pouco explorado pelos pesquisadores ao
longo das ultimas décadas (Philippoff e Brodnyan 1955; Koppelman 1959; Thomson
1966; Waterman 1977; Pritz 1998; Pritz 2000; Pritz 2007; Chen et al. 2017).

Um dos trabalhos pioneiros neste tema é Philippoff e Brodnyan (1955), o qual
obtém o coeficiente de Poisson, inicialmente, através dos modulos complexos de
Young e de cisalhamento e, na sequéncia, por meio dos médulos complexos de Young
e volumétrico. Como resultados, sao obtidas diferentes func¢des para o coeficiente de
Poisson.

Koppelman (1959) realiza experimentos no dominio da frequéncia, variando
na faixa de 10™° e 107! Hz, e considerando a influéncia da temperatura, a qual varia
entre 20°C e 100°C, para os modulos complexos de Young e de cisalhamento. Essa
faixa de temperatura envolve a regido vitrea do material (polimetil metacrilato). Nos
experimentos, o coeficiente de Poisson flutua em torno do valor médio 0,31. No
entanto, nenhuma andlise é realizada na regido borrachosa, o que dificulta a
adequada identificacdo do coeficiente de Poisson.

Posteriormente, Thomson (1966) utiliza dados experimentais da literatura
para os modulos complexos de Young e de cisalhamento e calcula ponto a ponto o
coeficiente complexo de Poisson, cuja parcela real € uma funcdo ndo monotdnica no
dominio da frequéncia. No entanto, Waterman (1977) and Pritz (1998) mostram
matematicamente e com evidéncias experimentais, que a parcela real do coeficiente
complexo de Poisson € decrescente monotonicamente, o fator de perda possui pelo
menos um ponto de maximo e a parcela imaginaria tem fortes indicios de ser negativa,
considerando materiais poliméricos.

Pritz (2000) sugere que o método mais efetivo de determinar o modulo
complexo do coeficiente de Poisson, utilizando o método indireto e em amplo intervalo
de frequéncia, € a partir da medicdo dos mddulos complexos de cisalhamento e
volumétrico. Pritz (2007) realiza um estudo teorico e experimental do fator de perda
do coeficiente de Poisson para MVEs lineares. Como resultado, o autor mostra que a
magnitude desse fator € aproximadamente proporcional a diferenca entre o0 modulo
de cisalhamento e o volumétrico. Além disso, mostra-se que o fator de perda do
Poisson é inferior ao fator de perda do moédulo de cisalhamento.

Recentemente, Chen et al. (2017) obtém dados experimentais para 0S

modulos dindmicos em tracdo e em cisalhamento e, através do modelo viscoelastico
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fracionério de Prony, obtém as funcdes para o coeficiente de Poisson e modulo
complexo volumeétrico. Uma importante premissa nesse trabalho é o fato de considerar
0 modulo volumétrico como constante no dominio do tempo.

Por esta sucinta revisdo bibliografica, nota-se que algumas metodologias
demonstram dificuldades para identificar indiretamente a funcdo viscoelastica do
coeficiente complexo de Poisson. Alguns trabalhos sugerem que o mesmo seja obtido
através dos modulos de cisalhamento e volumétrico. No entanto, a obtencédo do
modulo complexo volumétrico requer custos elevados e aparatos complexos
(FILLERS; TSCHOEGL, 1977; TSCHOEGL; KNAUSS; EMRI, 2002; EMRI; PRODAN,
2006). Outras metodologias sugerem que o modulo volumétrico seja tomando como
constante, o que, segundo Tschoegl (1989), Pritz (1998) e Emri e Prodan (2006), na

pratica, se mostra variavel.
2.5 PRINCIPAIS CONTRIBUIQ()ES

A partir de experimentos envolvendo MVEs, nos dominios do tempo e da
frequéncia e em diversas temperaturas, entre as principais contribuicbes do corrente

trabalho para o estado da arte podem-se citar:

e Proposta de uma metodologia integrada de identificacdo de funcdes
viscoelasticas no dominio da frequéncia: Modulos complexos de Young, de
cisalhamento, volumétrico e coeficiente complexo de Poisson;

e Proposta de uma metodologia integrada de identificacdo das funcbes
viscoelasticas definidas no dominio do tempo: médulo de relaxa¢éo de Young,
modulo de relaxacéo de cisalhamento e coeficiente de Poisson;

e Proposta de um modelo constitutivo para o coeficiente de Poisson definido no
dominio do tempo;

e Proposta de uma metodologia de interconversdo baseada na simples
substituicdo de parametros viscoelasticos identificados nas funcbes
viscoelasticas requeridas (seja interconversdo tempo-frequéncia bem como
relaxacao-fluéncia), utilizando o modelo de Zener fracionario;

e Proposta de um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson, definido
no dominio da frequéncia;

e Proposta de nomogramas, no dominio do tempo, para os modulos de
relaxacao de Young, de cisalhamento e para o coeficiente de Poisson.
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Deve ser realgcado que, em todas as situagbes aqui descritas, os MVEs séo
assumidos como homogéneos, lineares e termorreologicamente simples. Ademais,
para os dominios do tempo e da frequéncia, as funcdes viscoelasticas identificadas
podem ser preditas em intervalos estendidos de tempo e/ou frequéncia, empregando
0 principio da superposi¢cao tempo-temperatura.

Nesse contexto, para a adequada implementacdo das contribuicdes
supracitadas, faz-se necessario o entendimento completo de conceitos tedricos bem
como dos métodos propostos para tal. Esses sdo 0s temas centrais dos proximos

capitulos.
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3 REVISAO CONCEITUAL

Este capitulo inicia com uma breve revisdo da literatura sobre polimeros,
desde os conceitos basicos, as classificacbes mais relevantes e a influéncia da
temperatura no seu comportamento mecanico viscoelastico, considerando o0s
dominios do tempo e da frequéncia. Para descrever o comportamento mecanico
viscoelastico, sao discutidas algumas funcdes viscoelasticas definidas nos dominios
do tempo, da frequéncia e no dominio de Laplace. O capitulo é finalizado
apresentando uma breve revisdo sobre a metodologia para identificacdo hibrida de
otimizacdo, a qual é util para a identificacdo dos parametros das funcdes

viscoelasticas.
3.1 CONCEITO DE POLIMERO

Conforme Canevarollo (2007), a palavra polimero origina-se do grego poli
(muitos) e mero (unidade de repeticdo). Assim, o polimero é uma macromolécula
composta por muitas unidades de repeticdo, denominadas meros, unidas por ligagdes
primarias fortes, ditas intramoleculares, normalmente do tipo covalente. De acordo
com Bovey (1979) e Canevarollo (2007), existem diferentes formas de classificar os
polimeros. Entre elas, pode-se citar as classificacdes de acordo a composicdo da
cadeia (copolimeros), estrutura molecular, forma como as cadeias se organizam numa

macro escala, entres outras classificagoes.
3.1.1 Copolimeros

Segundo Canevarolo (2007) e Brinson e Brinson (2008), os copolimeros sao
polimeros que apresentam mais de um tipo de mero na cadeia polimérica. Em fungéo
do modo de distribuicdo dos diferentes meros dentro da cadeia polimérica, 0s
copolimeros podem ser classificados conforme posto na TABELA 1. Neste caso,

assume-se A e B como duas representacdes simplificadas de cada mero.
3.1.2 Configuracdo molecular

Segundo Bovey (1979), Ebewele (2000), George (2004) e Brinson e Brinson

(2008), as cadeias poliméricas podem ser classificadas como:
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e Lineares: as cadeias poliméricas sédo constituidas apenas de uma cadeia principal
(FIGURA 2a). Neste caso, entre as cadeias podem haver muitas ligacdes de Van der
Waals e de hidrogénio. Alguns polimeros comuns que se formam com estruturas
lineares séo o polietileno, o PVC, o nylon e os fluorcarbonetos.

e Ramificadas: possuem pequenos ramos ligados a cadeia principal do polimero
(FIGURA 2b). As ramificagbes sdo consideradas como parte da molécula da cadeia
principal. Estas podem resultar de reacdes paralelas que ocorrem durante a sintese
do polimero. Quanto mais ramificacdes, menor é a massa especifica (densidade) do
polimero. Um exemplo € o Polietiieno de Alta Densidade (PEAD), o qual é
primariamente um polimero linear. Por outro lado, o Polietileno de Baixa Densidade
(PEBD) possui cadeias carb6nicas ramificadas e, por isso, sua densidade € menor.

e Com ligacBes cruzadas: as cadeias lineares estdo unidas umas as outras em
varias posi¢cdes por meio de ligacBes covalentes (FIGURA 2c). O processo de
formacao de ligacBes cruzadas é conseguido durante a sintese do polimero ou por

meio de uma reacao quimica irreversivel.
TABELA 1 - CLASSIFICAGCAO DOS COPOLIMEROS

Copolimero Representacao Exemplo
simplificada

Em bloco: h& a formacéo de grandes Borracha termoplastica
sequéncias (blocos) de um dado mero se -SSS-BBB~SSS~BBB-~ tribloco de estireno e
alternando com outras grandes butadieno (SBS) ou
sequéncias de outro mero isopreno (SIS).
Aleatorio: nao ha uma sequéncia definida ~A-B-B-A-B-A-A-A-B-B-A~ Borracha sintética de
de disposicao dos diferentes meros. estireno e butadieno
Enxertado: neste caso, sobre a cadeia do ~A'A"|A"A~
homopolimero (poliA) liga-se B Acrilonitrila-Butadieno-
covalentemente outra cadeia polimérica \ Estireno (ABS)
(poliB). B-B-B-B-B~

FONTE: Canevarolo (2007).

FIGURA 2 - EXEMPLO DAS ESTRUTURAS DE POLIMEROS LINEARES, RAMIFICADOS E
ENTRECRUZADOS.

a) Linear b) Ramificado ¢) Entrecruzado
FONTE: O autor (2017).
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Nos polimeros lineares e nos ramificados, as moléculas podem deslizar umas
sobre as outras quando a energia térmica fornecida ultrapassa a energia das forcas
intermoleculares. Em contrapartida, nos polimeros com ligacdes cruzadas, as cadeias
estdo unidas covalentemente, formando uma rede no espaco tridimensional, de modo
gue a sua separacgao por meio de fornecimento de calor, implica em degradacgéo do
material polimérico (GEORGE, 2004; BOWER, 2002).

Os estudos sobre as estruturas moleculares (lineares, ramificadas e com
ligacdes cruzadas) dos polimeros dao base para o entendimento da classificacdo dos
polimeros quanto a sua estrutura fisica. Conforme Brinson e Brinson (2008), os
polimeros geralmente séo classificados em dois grandes grupos, sendo eles, os

termoplasticos e os termofixos (FIGURA 3).
3.1.3 Classificacao dos polimeros termoplasticos e termofixos

Os polimeros termoplasticos sado aqueles designados como lineares e
ramificados (FIGURA 3a; FIGURA 3b). Neste caso, como as moléculas podem
deslizar umas sobre as outras, esses polimeros podem ser amolecidos ou
endurecidos, repetidas vezes, quando fornecido ou retirado calor, respectivamente,
sem perder suas propriedades (CALLISTER, 2001; GEORGE, 2004; BRINSON E
BRINSON, 2008). Como exemplo de polimero termoplastico citam-se PEBD e o
PEAD.

Os polimeros termofixos sdo os que contém ligacdes cruzadas. Estes séo
maleaveis apenas no momento de sua fabricacdo, ndo sendo possivel remodela-los
devido ao processo de degradacdo. Isso acontece porque suas macromoléculas
formam ligacdes entrecruzadas em todas as dire¢cdes do espaco, formando uma rede
tridimensional chamada de reticulado. O rompimento destes reticulados resulta na
degradacédo do material (BRINSON e BRINSON, 2008). Além disso, a densidade de
ligagOes cruzadas também exerce grande influéncia sobre o comportamento fisico do
material. Como exemplos citam-se o0s elastbmeros, constituidos por cadeias
enoveladas, interligadas em pontos distantes (FIGURA 3c). No estado soélido, quando
submetidas a esforgo de estiramento, as moléculas dos elastdmeros se “desenrolam”,
permitindo elevados niveis de extensédo. Quando a tenséo é retirada, o polimero volta
ao estado inicial, sem deformacao residual. Este comportamento, caracteristico do
estado borrachoso, so é possivel porque os pontos de entrecruzamento nao permitem

o deslizamento irreversivel de uma cadeia em relacdo a outra. Por outro lado, se as
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ligagbes cruzadas estiverem muito proximas, o material se torna rigido, sem
elasticidade, devido as cadeias estarem muito presas, sem possibilidade de
movimentacao (FIGURA 3d). Como exemplo, menciona-se a resina fenol-formaldeido,
mais conhecida como baquelita. Entre outras finalidades, a baquelita € empregada na
fabricacdo de cabos de panelas, ja que ndo derrete sob acao do calor (AKCELRUD,
2007).

FIGURA 3 - ESTRUTURAS MOLECULARES NOS POLIMEROS TERMOPLASTICOS E
TERMOFIXOS.

a) Linear b) Ramificado

~———

Termoplastico

22

c) Poucas ligagoes cruzadas | d) Muitas ligaces cruzadas
(rede)

Termorrigidos

FONTE: Adaptado de Brinson e Brinson (2008).

Com base na gama de escalas de tempo e temperatura que descrevem 0s
varios rearranjos configuracionais das cadeias, infere-se que os polimeros possuem
comportamento entre o elastico e 0 viscoso, ou seja, viscoelastico. Isso dependera da

temperatura em que o polimero se encontra. Esse é o tema central da proxima secao.
3.1.4 Efeito da temperatura em polimeros

A temperatura influencia consideravelmente o comportamento mecéanico de
polimeros viscoelasticos tendo em vista que, quando em temperaturas baixas, esses
podem ser duros e rigidos como vidros sélidos e, quando em temperaturas mais
elevadas, podem se apresentar flexiveis como borracha ou um liquido viscoso.

Conforme Chanda e Roy (2006), o polimero se comporta de forma vitrea

quando estéa abaixo de uma temperatura denominada temperatura de transi¢ao vitrea,



49

denotada T,. Nela, os movimentos das cadeias carbonicas do material praticamente

cessam seus movimentos dando origem a uma consisténcia vitrea. O comportamento

borrachoso ocorre entre a T, e a T,,. Nesse caso, T, € definida como temperatura de

fusao, a partir da qual o material passa do estado borrachoso para o liquido viscoso.

Matematicamente, as caracteristicas acima descritas podem ser interpretadas
como alteragBes no modulo de relaxacdo do material, caracterizando-o como fungao
da temperatura, T, dotempo, t, ou da frequéncia, {2, ou seja, E (T, t) ou E(T, Q).
Uma ilustracdo desse modulo, para o dominio do tempo, € apresentada na FIGURA 4
para um polimero termofixo, denominado epo6xi modificado. Nessa figura, podem ser
visualizadas algumas curvas de relaxacdo para temperaturas que variam de 70°C a
120°C. Observa-se que a magnitude do médulo diminui com o tempo e que as curvas
se deslocam para menores valores de E(T,t) com o aumento da temperatura. Para
predizer esta propriedade, € comum na bibliografia (PARK, 2001; O'BRIEN, MATHER
e WHITE, 2001; POOLER, 2001; BRINSON E BRINSON, 2008; LAKES, 2004) o uso
de uma curva mestre, que pode ser usada como referéncia para predizer
comportamentos em outras temperaturas.

Conforme Lakes (2004), a relacao entre cada registro de tempo, t, ou de
frequéncia, €2, numa temperatura, T, pode ser deslocado para temperatura de

referéncia, T,, de acordo com
t=t/o (T, Ty) ou Q =04(T,Ty)Q, 3)
onde t, é o tempo reduzido e Q, € a frequéncia reduzida (NASHIF et al., 1985;

LAKES; CAPODAGLI, 2008). Ademais, neste caso, O (T, TO) é uma funcdo que

representa o fator de deslocamento de temperatura. Esse fator pode ser determinado
tomando a relacdo entre o tempo de relaxacdo na temperatura T, t(T), e o tempo de

relaxagdo numa temperatura T,, 1(T,), na forma

o)

o (T, Ty) = T
Wiho

(4)

Esse valor fornece a medida do quanto a curva E(T, t), ou E(T, Q), é deslocada ao
longo do eixo t partir da curva E(T,, t.4), definida na temperatura de referéncia To.

A esse principio é dado o nome de principio da superposicdo tempo-temperatura
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(PSTT) e, quando for aplicavel para dado material, este € dito termorreologicamente

simples.

FIGURA 4 - ILUSTRAGAO DA CURVA MESTRE PARA UM EPOXI MODIFICADO
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FONTE: Adaptado de Brinson e Brinson (2008).

Conforme Sousa (2015) existem varios modelos que buscam descrever o fator
de deslocamento. Como exemplos podem ser citados os modelos de Goldstein, de
Bestul-Chang, de Arrhenius, de Williams-Landel-Ferry (WLF) etc.. Entre os mais
eficientes para descrever o fator de deslocamento é o modelo WLF, o qual tem sido
empregado em diversos trabalhos cientificos ao longo dos ultimos anos (ERNST et al.
2003; PACHECO, 2013; ROULEAU et al., 2015; SOUSA, 2015, CUI; TANG; SHEN,
2016; CINIELLO, 2017). Esse modelo € descrito como mais na seguinte secao.

3.1.4.1 Modelo de Williams-Landel-Ferry (WLF)

O modelo para o fator deslocamento de WLF é baseado no conceito de
volume livre. Este é definido como aquele volume constituido pelos espacos vazios
nao preenchidos pelas moléculas de um fluido. Segundo Doolittle e Doolittle (1957), a
viscosidade 1 depende da distribuicdo dos espacos vazios no fluido e pode ser dada

por

n= AeB(\\/;:] - AeB(V;fo] = AeB(fllj, (5)
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onde A e B sao constantes empiricas caracteristicas do fluido, V, € o volume ocupado
pelas moléculas do fluido e V; € o volume livre. Dessa forma, o volume total do fluido
é V=V, +V, eafracado de volume livre € dada por f =V, / V. Uma ilustracdo desses

conceitos € apresentada na FIGURA 5.

FIGURA 5 - DIAGRAMA VOLUME VERSUS TEMPERATURA PARA MATERIAL POLIMERICO
AMORFO
N

Volume
AN

h 4 A 4

T, Temperatura
FONTE: Adaptado de Brinson e Brinson (2008).

A equacdo (5) é valida apenas para liquidos compostos de pequenas
moléculas. Williams et al. (1955) adapta seu uso para polimeros e relaciona as

viscosidades com os tempos de relaxacéo, na forma

WM« Hie

= = , 6
n(Ty)  o(Ty) ©

onde 1 é a viscosidade, B uma constante empirica do material e ©(T) e ©(T,) sdo
os tempo de relaxacéo nas temperaturas, T e To, respectivamente. Alem disso, f, € a
fracéo de volume livre do material na temperatura de referéncia T, .

Recorrendo a essa proporcionalidade, o fator de deslocamento de

temperatura o (T,T,), definido em relagdo a temperatura To e apresentado na

equacao (4), pode ser reescrito como

0y (T, Ty) =~ —eE{:_fij

(To) ' ")

Simplificando a equagéo (7), tem-se
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loga, = (loge)B F— i} (8)
T,
ou
B [1 1
I =——|—=|. 9
09 2,303{f fo} ®)

A equacao (9) serve de base para o desenvolvimento das funcdes de deslocamento
de temperatura apoiadas no conceito de volume livre.

Williams, Landel e Ferry (1955) modela o efeito da temperatura sobre o
comportamento mecanico de polimeros amorfos, considerando que a fracdo de

volume livre (f) varia linearmente com a temperatura, na forma

f=f,+0,(T-T,), (10)

onde o, € o coeficiente de expansividade da fragéo de volume decorrente da variagéo

de temperatura. Assim, com base nas equacodes (9) e (10), tem-se que

B }(T—T )

0 _
Af+T T,

Escrevendo esta expressdo em uma forma mais compacta, tem-se

logo; =~

CI (T_To)

T -

logo, =—

onde C; =B/(2,303f,) e C; =f,/0;, em que C; e C] sdo constantes caracteristicas

de cada material. A equacao (12) é denominada equacéo WLF, pois foi desenvolvida
pelos pesquisadores Malcolm L. Williams, Robert F. Landel e John D. Ferry. Esta
equacao pode ser utilizada para descrever o efeito da temperatura no comportamento

de polimeros no dominio do tempo e da frequéncia.
3.2 COMPORTAMENTO VISCOELASTICO DE POLIMEROS

Esta secéo discute comportamentos viscoelasticos tais como de fluéncia e de
relaxacdo. Na sequéncia, para descrever esses comportamentos, apresenta-se o
principio da superposicdo de Boltzmman, o qual € um modelo constitutivo que

descreve a relacédo tensdo-deformacéo no dominio do tempo. Discute-se também o
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comportamento fisico do coeficiente de Poisson. A secao encerra com a introducédo a

viscoelasticidade fracionaria.
3.2.1 Fluéncia e relaxacéo

Findley, Lay e Onaran (1976) e Brinson e Brinson (2008) descrevem a fluéncia
como uma deformacéo lenta e continua de um material ao longo do tempo, quando

este é submetido a carregamento que provoque estado de tensdo constante.

Considere-se uma funcéo que relaciona deformacéo ao longo do tempo €(t), com a
tenséo inicial aplicada o, . Tal funcdo, denominada de modulo de fluéncia uniaxial,

D(t), é dada por

_&)
D(t) = o (13)

Para um polimero termofixo, durante um ensaio de fluéncia, a deformacgéo
crescente tende para um valor constante apds um longo intervalo de tempo. Por outro
lado, para um polimero termoplastico, a deformacgéo continua a crescer tendendo a
fratura (FIGURA 6).

FIGURA 6 - ENSAIO DE FLUENCIA. CURVA DE TENSAO (A) E DE DEFORMAGCAO (B)

Termoplastico \

\ Termofixo

tempo, t
B) tempo, t

FONTE: O autor (2018).
Por outro lado, durante ensaios de relaxacdo, uma deformacao constante ¢,

é aplicada ao material. Em teoria, 0 material é instantaneamente deformado para uma
nova posicdo e rigidamente fixado, de modo que essa deformacdo permaneca

constante durante a realizacao do teste (FIGURA 7).
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FIGURA 7 - TESTE DE RELAXACAO. CURVA DE DEFORMACAO (A) E DE TENSAO (B)

(t) 4 o(t)A
Gy Termofixo
& / Term;:léstico
tempo, t tempo, t
A) B)

FONTE: O autor (2017).

De acordo com Brinson e Brinson (2008), quando um MVE é carregado nessa

configuracdo, a tensdo o(t) necessaria para manter essa deformacdo constante

diminui no decorrer do tempo, tendendo a zero para um termoplastico ideal, ou a um
valor constante ndo-nulo para um termofixo (FIGURA 7). A funcdo que relaciona a

tenséo ao longo do tempo o(t), com a deformagcéo inicial aplicada ¢, , € denominada

modulo de relaxacdo de Young E(t) e é dada por

E(t) = ? (14)
0

As equacdes (13) e (14) descrevem o comportamento de MVEs envolvendo
ensaios de carregamentos uniaxiais. Expressdes analogas podem ser definidas para
ensaios envolvendo cisalhamento puro. Assim, define-se o médulo de fluéncia de

cisalhamento, J(t), como

J(t) = @, (15)
To

em que t, € atensdo de cisalhamento inicial aplicada e y(t) € a funcao deformacéo

de cisalhamento no tempo. Ademais, pode-se definir o moédulo de relaxagcdo de

cisalhamento, G(t), como
G(t) v} (16)

onde vy, € a deformacdo inicial aplicada e r(t) € a funcéo tenséo de cisalhamento no

tempo.
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3.2.2 Principio da superposicdo de Boltzmann

O Principio da Superposicao de Boltzmann supde que, no instante de tempo

t=0, atenséo, o,, € aplicada ao corpo de prova de um MVE e, posteriormente, num

instante t=¢g,, uma tenséo adicional (Asl = 01—60) é aplicada. A deformacéao total

no material num instante de tempo t, subsequente a &,, é dada pela soma das

deformacGes decorrentes das duas tensdes, como se as tensdes o, € ((51—60)

estivessem atuando separadamente (FIGURA 8). Segundo Boltzman* (1876 apud
HOPKINS, HAMMING, 1957) e Findley et al. (1976), a esse fato € dado o nome de
Principio da Superposicao de Boltzmann e, se o MVE € linear, esse principio pode ser
aplicado.

FIGURA 8 - REPRESENTACAO DO COMPORTAMENTO VISCOELASTICO LINEAR. SOMATORIO
DE DEFORMAGCOES NA FAIXA LINEAR RESULTANTE DE APLICACOES CONSECUTIVAS DE

TENSOES
a(t) g(t)
0.0 : oDy (t)+ (o, — g, )D(t-&,)

T T ; oD (1)

i 0,—0 ! Fo

| 1 0 :

: v
é‘l tempo, t E_,-| t tempo,

FONTE: O autor (2018).

Em um formato generalizado, supde-se que a variavel de entrada (tensdes)

possa ser representada por uma série de degraus Ac; =oc,—oc,,;, com cada qual
comegando em diferentes tempos ¢&. Assim, o histérico de tensdes pode ser

representado pelo somatério de funcdes degrau na forma
o(t) = o H(t) + (Gl -0, ) H(t-&,)+ -~~(Gn - Gn_l)H(t -£.), (17)

onde H(t) é a funcéo de Heaviside, definida como

4 BOLTZMANN, L.. Zuer theorie der elastischen nachvwirkungen. Annalen der Physik und Chemie,
vol. 7, p. 430 - 432, 1876.
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1, parat =g,

H(t=5)= {0, parat <g;. (18)

O Principio da Superposicdo de Boltzmann estabelece que cada um dos
carregamentos contribui de forma independente para a deformacao final, o que

caracteriza o MVE como linear. Assim, a deformacéo total (t) pode ser obtida pela

adicao de todas as contribuicdes na forma

#(t) = 0, D(OH) + Y D(t~E)H(E - ) (0~ ). (19

Multiplicando e dividindo cada incremento da equacgéao (19) por A e considerando A&

tendendo a zero e n tendendo ao infinito, tem-se que a deformacdo total, para t >0,
pode ser escrita como (BRINSON E BRINSON, 2008)

&(t) = 5oD(t) + lim {i{D(t —&)H(t-¢ )MAQ}} (20)

Ae—0 Li=L AG

Conforme os limites acima, a deformacé&o total no instante t pode ser expressa em

uma representacao integral como

g(t) = GOD(t)+ID(t—§)dZ—(§)d§. (21)
0

Supondo que a tenséo inicial ¢, tende a zero, tem-se

e(t)= [ D(t—E_,)dZ—(;")dé. (22)
0

A equacao (22) corresponde a integral hereditaria da fluéncia e pode ser aplicada para

descrever o historico de deformacéo, &(t), a partir de um historico de tensdes, of(t),
considerando que o modulo de fluéncia, D(t), seja conhecido.

De maneira analoga, € possivel obter uma expressao relacionando a tenséao,

o(t), com a deformacéo, e(t), em um corpo que experimentou um histérico de

deformagé&o continua ¢(t) . Nesse caso,

de(S)
dg

o(t) = j E(t-§) de. (23)
0
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A equacdo (23) € utilizada para descrever a tensédo sob determinados historicos de
deformacgéo.

Analogamente, em ensaios com cisalhamento puro, podem ser obtidas

expressdes relacionando deformacédo de cisalhamento, y(t), com tensdo de

cisalhamento, r(t), em um corpo que experimentou um histérico de tensdo de

cisalhamento continuo, na forma de integral hereditaria como

Y =] J(t—&)d;—(s)d&. (24)
0

Ainda, € possivel obter uma expressdao relacionando a tensdo de

cisalhamento, z(t), com a deformacgdo de cisalhamento, y(t), em um corpo que
experimentou um histérico de deformacédo de cisalhamento continuo y(t), na forma

de integral hereditaria como

(t) = G(t—g)dz;—(é)d@. (25)
0

3.2.3 Coeficiente complexo de Poisson

Fisicamente, o coeficiente complexo de Poisson pode ser definido como a
razdo entre a deformacdo na direcéo lateral (ou radial) e a deformacéo na direcao
longitudinal em ensaios de tracdo pura (PRITZ, 1998). Assumindo que seja aplicada
uma deformacdo oscilatéria na direcdo longitudinal, a deformacdo lateral esta
atrasada em relacdo a essa deformacéo axial devido a capacidade de dissipacao de
energia do material (THEOCARIS, 1968; KUGLER; STACER; STEIMLE, 1990; PRITZ,
1998; CUI; TANG; SHEN, 2016). Como resultado, se a deformacao oscilatoria € uma

func@o harmdnica, representada na forma complexa como

g, (t) =8, (26)

g, ()=, 27)
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onde &, e g, sdo amplitudes de deformagoes, i=vJ-1, em qgue i é definido como

y
namero imaginario, ¢ =QAt, em que ¢ € o angulo de atraso da deformacéao lateral
em relacdo a deformacdo axial (TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; PRITZ, 2007,
GRAZIANI; BOCCI; CANESTRARI, 2014).

FIGURA 9 - REPRESENTAC}AO DO PROCESSO DE MEDI(}AO DO COEFICIENTE DE POISSON
PELO METODO DIRETO
A Sy (t)

ey (1) e (t)  Excitagao Resposta
D R D E— Amostra —>—~—
Ex t) €y (t)

\4
FONTE: Adaptado de Pritz (2007).

De acordo com Pritz (1998) e Pritz (2007), considerando que o coeficiente

complexo de Poisson é uma funcao resposta em frequéncia de um sistema linear,

como ilustrado na FIGURA 9, a relagdo entre a deformagéo lateral, sy(t), pela

deformacéo longitudinal, sy(t), resulta no coeficiente complexo de Poisson, U*(Q), 0]

qual pode ser posto na forma

v*(IQ) =¢, (IQ) /&, (IQ) =v'(Q) —iv"(Q) =v'(Q)[1-in, ()], (28)

em que &, (iQ) e & (i) sdo as transformadas de Fourier das fungdes de
deformacfes laterais e longitudinais, respectivamente, definidas nos dominio do
tempo, v'(Q) é coeficiente dinamico de Poisson, L"(€2) é o componente de perda.
Neste caso, devido ao atraso na deformacéo lateral, pode-se afirmar que a parcela

imaginéria desse coeficiente complexo é negativa (PRITZ, 1998). Ademais, 1, (Q) e

o fator de perda do coeficiente de Poisson, obtido como

1, (Q)=v"(Q)/v'(Q). (29)

Conforme Booij e Thoone (1982), Tschoegl (1989), Pritz (1998), Pritz (2000),
Pritz (2007) e Rouleau et al. (2015) as parcelas real e imaginaria de funcdes
viscoelasticas complexas podem ser descritas empregando as relagdes de Kramers-
Kronig. Assim, as parcelas real e imaginaria do coeficiente complexo de Poisson estao
relacionadas como (PRITZ, 1998; PRITZ, 2000; PRITZ, 2007)
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K d[log v'(Q)]

2 d[logQ] (30)

e n(Q)=

A andlise da equacéo (30) indica que a inclinacdo da curva U'(Q) € negativa ao longo

da frequéncia. Portanto, o0 médulo dinamico de Poisson de MVEs sdlidos deve ser
monotonicamente decrescente para frequéncias crescentes (THEOCARIS, 1968;
TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; PRITZ, 2000; TSCHOEGL, 2002; PRITZ, 2007).

3.2.4 Viscoelasticidade fracionaria

Para descricdo do comportamento mecanico de MVESs, varios trabalhos fazem
uso de modelos reolégicos constitutivos da elasticidade linear baseados no célculo
fracionario (GLOCKLE; NONNENMACHER, 1994; WELCH et al., 1999; GUEDES,
2011; ROULEAU et al., 2015). Esses modelos consistem de combinacdes reoldgicas
de molas, representando o comportamento elastico, e amortecedores fracionarios, 0os
quais descrevem o comportamento viscoso. Para ilustrar tal ideia, ttm-se na FIGURA
10, dois modelos reolégicos fundamentais. Qualquer associacdo (em série, paralelo,
série-paralelo etc.) que envolva molas e amortecedores fracionarios de Scott-Blair
recaem-se em modelos reoldgicos viscoelasticos fracionarios (MAINARDI, 2010).
Conforme Tschoegl (1989) e Brinson e Brinson (2008), a modelagem desses sistemas

resulta em equacdes diferenciais fracionarias na forma

132 L o= k+3b I et 31
{+;arm}o()_{ +>° ,@}() (31)

r=1

onde n, k, a, e b, sdo parametros associados ao modelo reoldgico adotado, O(t) é

a funcéo de tensao, E(t) a funcéo de deformacéo, t é o tempo, d* /dt’ () representa
um operador diferencial de ordem fracionaria ,, dada conforme B, =r+3-1, onde
0 <B <1 (MAINARDI, 2010).

No presente estudo, as definicbes de Riemann-Liouville (MAINARDI, 2010),

para a derivada fracionaria, se mostram adequadas, visto que se considera um

sistema estrutural que se encontra inicialmente em repouso. Com isso, ndo ha

necessidade de tratar com informacGes que ocorrem para tempos t<0. Assim,

considerando uma funcéo f(t) bem comportada (t e R|t>0), a definicdo da derivada
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fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda, com ordem de diferenciagéo B, € dada

como

d’f(t)
dt”

_ D __ 1 dhpe f(v) _
= oD{[f(1)]= r(m—-p) dt" .[o ()T dr, ~ m-I<p<m, (32)

onde B é um numero real positivo, m é um namero inteiro positivo e F() é a funcao

gama de Euler (MAINARDI, 2010; LI; ZENG, 2015). Nesse caso, conforme Mainardi
(2010) e Kazem (2013), a transformada de Laplace (TL) para a derivada de ordem

fracionéria de Riemann-Liouville, de ordem B, pode ser colocada como

L{cDf[f(t)]} =s"F(s). (33)

Conforme Kassem Grasley e Masad (2013), a presenca do operador integral,
equacdes (22) a (30), ou diferencial, equacdo (31), nas equacgbes constitutivas
viscoelasticas implica que o comportamento mecanico do material € dependente do
histérico de tensao ou de deformacéo. Consequentemente, a tenséo, a deformacéao e
o0 modulo de fluéncia (ou de relaxacéo) ndo podem ser simplesmente substituidos por
solucdes elasticas. Nesse contexto, apresenta-se, a seguir, um método denominado
principio da correspondéncia, desenvolvido por Read (1950), o qual possibilita o uso
de relacdes elasticas para MEVSs.

FIGURA 10 - ELEMENTOS REOLOGICOS FiSICOS BASICOS DE MODELOS DA
VISCOELASTICIDADE FRACIONARIA

a) Mola ideal

E
oft o) s(t)=Ex)

b) Amortecedor fracionario de Scott-Blair

oty P ot dPe(t)

o(t)=n

FONTE: O autor (2018).

3.3 PRINCIPIO DA CORRESPONDENCIA

O principio da correspondéncia elastico-viscoelastico (PCEV) envolve o uso

das transformadas de Laplace (TL) que possibilita remover o operador diferencial (ou



61

integral) de modo a criar uma equacgdo constitutiva em forma algébrica associada
aquela dos materiais elasticos (CHEN et al., 2012). Como resultado, as equacdes
transformadas podem ser utilizadas para a modelagem do comportamento do material

a fim de obter os campos de tensdes e de deformacdes em MVEs (CHEN et al., 2012).

3.3.1 Relagbes fundamentais no Principio da Correspondéncia El4stico-
Viscoelastico

Para demonstrar o PCEV, considere-se, inicialmente, a aplicacdo da TL na

equacéo (31), obtendo
a(s)o(s)=b(s)e(s), (34)

n n
onde a(s)=1+ Zst a, e b(s) :k+ZsBr b, . Da equacio equacéo (34), obtém-se a
r=1 r=1

Lei de Hooke no dominio de Laplace conforme

o(s)=E(s)e(s) e &(s)=D(s)s(s), (35)
onde E(s)=b(s)/a(s) e D(s)=a(s)/b(s)(TSCHOEGL, 1989). Neste caso, 0s

termos E(s) e I5(s) sdo aqui denominados moédulo operacional de Young e

modulo operacional de fluéncia uniaxial, respectivamente (TSCHOEGL, 1989;
PARK e SCHAPERY, 1999).
Note-se que as relagbes constitutivas na equacédo (35) estdo escritas em

termos de tensdes uniaxiais. Essas relacbes possuem formas correspondentes que
relacionam tensao, r() e deformacao, y() em cisalhamento puro, as quais, no

dominio de Laplace, podem ser postas como

1(s)=G(s)y(s) e v(s)=3(s)t(s), (36)

onde G(s) e j(s) séo definidos, como modulo operacional de cisalhamento e

maodulo operacional de fluéncia de cisalhamento, respectivamente.
A partir das relacbes das equacdes (35) e (36), podem ser obtidas duas

relacfes fundamentais da viscoelasticidade linear, postas como
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E(s)D(s)=1 e G(s)J(s)=1. (37)

Conforme Tschoegl (1989), as equacdes (35), (36) e (37) estdo na mesma
forma algébrica que as equacgdes elasticas constitutivas.

As equacbes supracitadas formam a base da teoria do comportamento
viscoelastico linear, a partir das quais o comportamento mecanico do material pode
ser descrito nos dominios do tempo ou da frequéncia.

Retransformando as equacdes (35) e (36) para o dominio do tempo, recai-se
no Principio da Superposicdo de Boltzmann (secdo 3.2.2), o qual evidencia a
dependéncia da tenséo (ou deformacéo) como funcao do histérico de deformacéo (ou
tensdo). Desse modo, as formas gerais das equacdes constitutivas para MVEs

homogéneos, isotropicos e lineares podem ser postas como

; d t
o(t)=[E(t-¢) Z(f)d‘ii e(t)=ID(t—§)dZ(§)dg;
to dy (&) ? (38)
TS e d(®)
)=1G t—E_, d(i, (t): J t_g —d(tg

Tschoegl (1989), Lakes (2009) e Lemini (2014) afirmam que o PCEV permite
a utilizacdo das relacfes elasticas a fim de resolver problemas nos quais os materiais
envolvidos possuem propriedades constitutivas viscoelasticas. Assim, quando

necessario, sera tomado em consideracgédo este principio.

3.3.2 Resposta a excitagdo do tipo degrau unitario

Seja 0 ensaio de relaxacdo com amplitude de deformagédo constante ¢, a

qual é aplicada em um instante t>0, isto é, (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009)
g(t) =goH(t). (39)
Aplicando a TL a essa equacgédo, obtém-se
€
e(s)= ;0 (40)

Substituindo a equacao (40) na equacéo (35), resulta em
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o(s)= €g- (42)

Retransformando a equacéo (41) para o dominio do tempo, obtém-se

o(t)=¢gy L {@} (42)

S

Note-se que a transformada inversa de [E(s)/s] tem a dimensdo de um maddulo
(TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009). Assim, considerando um ensaio uniaxial, define-
se 0 modulo de relaxacdo de Young, no dominio de Laplace, E(S), na forma

(TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009)

E(s)= ) (43)

E(t)= olt) (44)

De forma semelhante, considerando uma excitacdo de tensdo do tipo degrau de

intensidade o,, aplicada no instante t=0. Essa fungéo carregamento, definida no

dominio do tempo, pode ser escrita como (SOUSA, 2015)
o(t) =0, H(t). (45)
Aplicando a transformada de Laplace a equacéo (45), obtém-se
o(s)="2. (46)

A substituicdo da equacdo (46) a equacdo (35), resulta em (TSCHOEGL, 1989;
LAKES, 2009)
D(s)

e(s)= {—} Gp- (47)

S
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De modo similar, a transformada inversa de [f)(s)/s] tem a dimens&o de um madulo,

0 qual pode ser definido como (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009; PARK e
SCHAPERY, 1999)

O

D(s) = @ (48)

onde D(S) € 0 modulo de fluéncia uniaxial no dominio de Laplace, considerando

ensaio uniaxial. Assim, relacionando as equacodes (47) e (48) e retransformando para

0 dominio do tempo, 0 modulo de fluéncia uniaxial no dominio do tempo € posto como
et
D(t) = Q (49)

Analogamente, os modulos de relaxacdo de cisalhamento e o médulo de
fluéncia de cisalhamento, no dominio de Laplace, estdo relacionados com os seus
respectivos modulos operacionais na forma (TSCHOEGL, 1989; PARK; SCHAPERY,
1999)

G(s)=sG(s) e J(s)=sI(s). (50)

A modelagem tridimensional do comportamento mecanico viscoelastico pode
ser descrito empregando as equacdes supracitadas. Entretanto, para essa
modelagem faz-se necessario uma conexao dessas equacdes com a lei de Hooke

generalizada.
3.3.3 Lei de Hooke Generalizada no dominio de Laplace

De forma genérica, a relacéo tensdo-deformacao pode ser descrita atraves da
lei de Hooke Generalizada, definida no dominio de Laplace. Neste caso, conforme
Tschoegl (1989), Lakes (2009), Lai (2010) e Lemini (2014), escreve-se

6 (S) =1 (S) & ()8 (S)+2G(s)g(s), (51)
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onde k() € uma funcao relacionada a constante de Lamé, a qual é uma propriedade

do material, 3;(-) & chamado de delta de Kronecker e &g (S)=&;(S)+&5(S)+es3(S)

é o traco da matriz de deformagdes.
A lei de Hooke generalizada no dominio de Laplace é muito util na
demonstracao e obtencéo do coeficiente de operacional de Poisson. Esse é o tema

central da proxima secao.
3.3.4 Coeficiente operacional de Poisson

Considerando um ensaio uniaxial de tracdo, a matriz de tensdes pode ser
escrita na forma (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009; LEMINI, 2014)

o, 00
o=/ 0 0 Of (52)
O 0O

Consequentemente, ocorre uma deformacao na direcao uniaxial na mesma
diregcdo da forca, a qual pode ser representada pelo componente €;; do tensor.
Simultaneamente, porém, considerando um material isotrépico, a contracdo ocorre

igualmente nas duas dire¢des perpendiculares, de modo que o tensor de deformagdes
€ dado por (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009; LEMINI, 2014)

g, 0 O
e=| 0 ¢, O] (53)
0 O &g

em que ¢,, =&5;. Ademais, para um ensaio uniaxial, a relagéo tenséo deformacéo

pode ser posta como

011(S) =E(s)ey(s). (54)

O coeficiente de Poisson pode ser definido como a razéo entre a deformagao

lateral na dire¢do transversal e a deformacéo na diregcdo axial. Conforme Tschoegl|
(1989), matematicamente, o coeficiente operacional de Poisson, 6(3), pode ser

definido de forma analoga como
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S(s :_822(8) __833(8)
(¢) £11(8) £11(8) . (55)

onde G(S) = SU(S), em que U(S) € a TL do coeficiente de Poisson definido no dominio

do tempo. Partindo das equacodes (51), (54) e (55), considerando um ensaio do tipo

uniaxial, obtém-se um sistema de equacdes lineares na forma

611(S) = A(S)e () +2G(S) e (S)
022 (S) = A(S)euc (5) + 2G(S) e (s) . (56)
633 (S) = A(S) e () +2G(S)eq3 ()

Em ensaios puramente uniaxiais, G,, (S) =0Og3 (S) =0. Assim, considerando a equag&o

(54), a equacao (56) pode ser reescrita como (LAKES, 2009)

E(s)ewn(s)=A(s)eq () +2G(s)en(s)

0=71(8)i () + 28(5)en (5). D

Resolvendo o sistema, encontra-se uma relacdo envolvendo o médulo operacional de
Young, o médulo operacional de cisalhamento e o coeficiente operacional de Poisson
na forma (THEOCARIS, 1964; TSCHOEGL, 1989; TSCHOEGL, 2002, LAKES, 2009)

E(s)=2G(s)[1+9(s) . (58)
Analogamente, pode-se obter uma relacdo envolvendo o médulo operacional

de fluéncia uniaxial, de fluéncia de cisalhamento e o coeficiente operacional de

fluéncia, o que resulta (THEOCARIS, 1964; TSCHOEGL, 1989; TSCHOEGL, 2002)

D(s)=23(s)[1+5(s) . (59)

Portanto, no plano transformado, o coeficiente operacional de Poisson pode
ser obtido reorganizando a equacgao (58) conforme
E(s)

5(s) =2 o 1. (60)
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Considerando a equagdo (37), em que G(s)J(s)=1, a equagéo (60) pode ser

reescrita como

(s) =w—l. (61)

o(s) = (62)

As relagBes viscoelasticas no dominio de Laplace aqui descritas formam a
base para a obtencdo do coeficiente de Poisson nos dominios do tempo e da

frequéncia.
3.3.5 Funcdes viscoelasticas complexas: dominio da frequéncia

Manipulagdes envolvendo as fungdes materiais da teoria da viscoelasticidade

sdo grandemente facilitadas pelas formulacdes de problemas no plano transformado

de Laplace. A transformada de Laplace, f(s), de uma funcéo f(t) bem comportada é

dada por
f(s)=[f(t)edt=L[f(1)], (63)

onde L[] denota o operador da transformada de Laplace (PAPOULIS, 1962). A

variavel ‘s’ transformada é, em geral, um niamero complexo, isto €,
s=a+iQ (64)

onde i=+-1 (PAPOULIS, 1962). Entretanto, normalmente, tem-se interesse tanto em
respostas de funcdes viscoelasticas no dominio do tempo, bem como no dominio da
frequéncia. Dado que a linearidade das rela¢des viscoelasticas sdo fun¢des do tempo
ou, equivalentemente, da frequéncia, suas formas explicitas dependem do tipo de
excitacdo sob consideracdo (TSCHOEGL, 1989). Quando se trata de excitacdes
harménicas em regime permanente, o principio da correspondéncia requer que a

parcela real da variavel complexa “s” tenda para um valor nulo, isto €, a— 0, 0 que,
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consequentemente, resulta em s —iQ (PAPOULIS, 1962; TSCHOEGL, 1989; PARK
e SCHAPERY, 1999).
Portanto, segundo Nashif et al. (1985), Tschoegl (1989) e Park e Schapery

(1999), as funcdes complexas viscoelasticas no dominio da frequéncia, €2,
considerando um regime permanente, estdo relacionadas com os modulos

operacionais na forma (APENDICE 2)
E(@=E@s)_, e G@=C)_, (65)

onde E'(Q) e G'(Q) sdo o mddulo complexo de Young e o mddulo complexo de

cisalhamento, respectivamente. Estes mddulos sdo compostos por uma parcela real

e uma parcela imaginéria, como

E(Q=E'(Q)+E"(Q) e G(Q)=G'(Q)+iG"(Q), (66)
as quais representam as capacidades de armazenamento e de perda de energia,
respectivamente. Ademais, as parcelas E'(Q), G'(Q), E"(Q) e G"(Q) s&o
definidas, respectivamente, como modulo dindmico de Young, modulo dindmico de
cisalhamento, médulo de perda de Young e mddulo de perda de cisalhamento.

Conforme Tschoegl (1989), relacionando os dois médulos complexos supracitados,

no dominio da frequéncia, é possivel obter um terceiro médulo, denominado modulo
complexo volumétrico, K (Q) 0 qual pode ser posto como
. E'(Q)G (Q)

K'(Q)=K'(Q)+iK"(Q)= oG ()3 () (67)

onde K'(Q) e K'(Q) sdo definidos, respectivamente, como médulo dinamico

volumétrico e médulo de perda volumétrico.
Dadas as defini¢des iniciais, de acordo com Nashif et al. (1985), os modulos

de perda e de armazenamento podem ser relacionados como

ne(Q)=E"(Q)E(Q), me(Q)=6"(Q)/C(Q) e n(Q)=K'(Q)K(Q). (@8)

onde N (Q), g (Q) e Nk (L) séo fungdes denominadas como fatores de perda dos

modulos complexos de Young, de cisalhamento e volumétrico, respectivamente.
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Outra fungdo viscoeldstica muito importante € o coeficiente complexo de

Poisson, o*(Q) . Para descreve esse coeficiente, considera-se S =10 (APENDICE 2).

Com isso, de acordo com Nashif et al. (1985), a equacéo (60) pode ser posta na forma

ey EX(Q)
v (Q)——ZG* ©) 1 (69)

onde U*(Q) ¢ apresentado na equacio (28).

Nesta secdo, demonstram-se as principais relacbes entre as funcodes
viscoelasticas, as quais partindo de relacbes genéricas definidas no dominio do tempo
sdo obtidas relagbes no dominio transformado de Laplace. Ademais, considerando

S=iQ, s&o obtidas as relacdes no dominio da frequéncia. No entanto, como posto na
subsecao 3.2.4, para descrever o comportamento de MVES, sdo necessarias as
funcgbes viscoelasticas escritas em termos dos modelos reoldgicos envolvendo molas

e amortecedores fracionarios. Este € o tema da proxima secao.
3.4 FUNCOES VISCOELASTICAS: MODELO DE ZENER FRACIONARIO

Conforme Galucio Deu e Ohayon (2004), Mainard (2010), Rouleau et al.
(2015) e Ciniello (2016), existem varios modelos constitutivos envolvendo derivadas
de ordem fracionaria: Maxwell, Kelvin-Voigt, Zener, entre outros. Como apresentado
por Mainardi e Spada (2011) e Ciniello (2016), o Modelo de Zener Fracionario
(FIGURA 11) se mostra bastante eficiente para prever o comportamento de MVEs
lineares. De acordo com Bagley e Torvik (1986), Galucio Deu e Ohayon (2004) e
Mainardi (2010), o comportamento mecanico tensao-deformacéo pode ser regido pela
equacao constitutiva de ordem fracionaria escrita em termos do sistema fisico de

Zener fracionario e posto na forma

Be Be
1ot & o | BB | Eare dF g (70)
E,+E, dtfe E,+E, E,+E, dt’

onde E; e E, sdo os modulos de rigidez dos elementos elasticos, pu. € o coeficiente

de viscosidade e [SE(O<BE<1) € a ordem ndo inteira de diferenciacdo do
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amortecedor de Scott-Blair. Definindo os parametros auxiliares E =E, E, / (E; +E,),

- =(E, +E,)/E,, tEE =pe / (E; +E,), € possivel reescrever a equagéo (70) como

Be Pe
[1+ e d jcs(t) {Ew +E, ot (;jt_ﬁej g(t). (71)

Definindo E, =E_r, reescreve-se a equacéao (71) na forma

(1+ The e Jc(t) (E +E e tBﬁEE js(t). (72)

Este modelo matematico é conhecido na literatura como modelo constitutivo

fracionario de quatro parametros (PRITZ, 1996).

FIGURA 11 - REPRESENTACAO DO MODELO DE ZENER FRACIONARIO. PARAMETROS
RELACIONADOS A ENSAIO UNIAXIAL (OU CISALHAMENTO PURO)

E.(G,)
o] YV W (1)

He, Mg, B
FONTE: O autor (2018).

Note-se que a equacao (72) esta escrita em termos de ensaios do tipo tracao
uniaxial. Tal equacdo também tem uma forma correspondente considerando ensaio
de cisalhamento. Neste caso, a relacao tensdo-deformacao, em cisalhamento, pode

Ser posta como
8 8 dPe
1+ TGG ’C(t) GOO + GO ’L'GG dt_BG ’Y(t), (73)

onde G, =G,G,/(G,+G,), I =(G, +G,) /G, ¢ =15/ (G, +G,) e G, =G, 1. Neste
caso, G, e G, séo os modulos de rigidez dos elementos elasticos, pg € o coeficiente
de viscosidade e B € a ordem néo inteira de diferenciacéo do amortecedor de Scott-

Blair vinculado a relacdo tensao-deformacéo em cisalhamento (FIGURA 11).



71

A partir das equacdes diferenciais fracionarias descritas, para o modelo de
Zener fracionario de quatro parametros, podem-se obter as demais funcdes

viscoelasticas, definidas nos dominios de Laplace, do tempo e da frequéncia.
3.4.1 Funcdes viscoelasticas operacionais

Anteriormente na secdo 3.3, foram apresentadas de modo genérico as

seguintes funcdes viscoelasticas operacionais: médulo operacional de Young E(s),

maddulo operacional de fluéncia uniaxial I5(s), maodulo operacional de cisalhamento
é(s) modulo operacional de fluéncia de cisalhamento J(s) e coeficiente operacional

de Poisson 6(5). Nesta secdo, essas func¢des sao escritas considerando o modelo

constitutivo de Zener fracionario.
Para obter modelos para essas expressdes, considere-se, inicialmente, a

aplicacdo da TL a todos os termos da equacdo (72), o que resulta
o(s) + s™ElEo(s) = E, £(S) + S E thee(s). (74)

Definindo b = rE , E, =E, e E,, =E,, o mbdulo operacional de Young pode ser obtido

reordenando a equacgéao (74) como

o(s) E,+E,bgs™

E(e)= g(s)  1+b.sPe

(75)

Além disso, o0 modulo operacional de fluéncia em tracdo pode ser obtido relacionando

as equacoes (37) e (75), obtendo

B(s) - g(s) _ 1+bes™

— ) 76
o(s) E,+E,bgs™ (76)

Outrossim, o0 médulo operacional de cisalhamento pode ser obtido aplicando a TL a
equacao (73), resultando em
~ ©(s) G, +G, bgse

G(s)zy(s): 1+b:sﬁe , (77)
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onde C_EO =G,, G, = Gy e bg = rg‘; . Similarmente, o médulo operacional de fluéncia
de cisalhamento pode ser obtido, considerando a equacéo (37), como
1+bgsPe

J(s)= (78)

G, +G, bgs'e

O coeficiente operacional de Poisson pode ser posto, considerando as

equacdes (61), (75) e (78), na forma

e, [l sfed)or (b))

0
2 GO (TEE TgG rG )SBE+BG + T[éE SﬁE + rGTE?,G SBG + 1

A equacéo (79) é esta escrita no dominio de Laplace, a partir do qual por meio
de relagbes algébricas podem ser obtidos os comportamento do coeficiente de
Poisson no dominio do tempo e/ou da frequéncia.

Dessa forma, a partir das funcbes viscoelasticas operacionais descritas
(modulos operacionais de Young, de cisalhamento, fluéncia, Poisson etc.) obtém-se
as funcdes viscoelasticas definidas no dominio do tempo, aplicando a Transformada

Inversa de Laplace (TIL), e no dominio da frequéncia, considerando regime

permanente em que S=IQ (APENDICE 2).

3.4.2 Funcgdes viscoelasticas complexas no dominio da frequéncia considerando

influéncia da temperatura

Considerando o dominio da frequéncia (S =1Q2), o médulo complexo de Young
considerando a influéncia da temperatura, E*(T, Q), ¢ obtido a partir da equacéo

(75) e escrito como

= = ; Be
E*(T, Q)= E, +E.be ('QE) , (80)
1+be (iQg)™

sendo Q a frequéncia reduzida, a qual é apresentada conforme a Eq. (3).
A dependéncia do modulo dinamico e do fator de perda, considerando o

modelo dado pela equag&o (80) e diferentes valores do parametro Bz =8, € mostrada

na FIGURA 12. Observa-se que quanto menor o valor da ordem de diferenciacgéo, §,
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menor é a inclinacdo do modulo dindmico de Young na regido proxima do ponto de
inflexdo (CRUZ, 2004). Além disso, alterando os valores de B, ocorrem variagées no

valor da frequéncia onde ocorre o maximo fator de perda, bem como sua amplitude
(CRUZ, 2004).

FIGURA 12 - ILUSTRAGAO DO MODULO DINAMICO DE YOUNG E DO FATOR DE PERDA PARA
DIFERENTES ORDENS DE DIFERENCIAGAO

1010 T T T

10

10

Médulo dindmico de Young [MPa] e Fator de perda

Frequéncia Q [HZ]
FONTE: O autor (2018).

O médulo complexo de cisalhamento, definido no dominio da frequéncia, pode

ser obtido de forma analoga, por meios das equacao (77), e posto na forma

~ ~ . Be
G (T, Q)= G, +GOObG(|QBR) |
1+bg (I95)°

(81)

O comportamento do médulo dindmico e do fator de perda do mddulo
complexo de cisalhamento é analogo aquele do mdédulo complexo de Young (CRUZ,
2004). Neste caso, conforme Chen et al. (2017) e Sousa, Silva e Pereira (2018), os
modulos dindmicos de Young e de cisalhamento possuem inclinagdes muito proximas.
Esse comportamento fica evidente nos resultados apresentados no transcorrer deste
texto. Portanto, pode-se considerar que os dois modulos complexos (Young e de

cisalhamento) possuem um mesmo valor para a de ordem de diferenciacao, isto €,

Be =Ps =P.
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Conforme Tschoegl (1989), relacionando os dois moddulos complexos

discutidos, no dominio da frequéncia, € possivel obter o médulo complexo volumétrico
considerando a influéncia da temperatura, K (T, Q), 0 qual pode ser representado

como (TSCHOEGL, 1989)

* *

E(T,Q)G (T, Q)
9G' (T, Q)-3E'(T, Q)

K'(T, Q)= (82)

Além disso, o coeficiente complexo de Poisson pode ser obtido indiretamente
por meio da equacéo (69). Assim, ap0s a substituicao das equacdes (80) e (81), tem-

se

£ | (el (90) +reel (i0g ) + 7L (i) +1]

~ 2G, (144 (o) ) (14178 (i)'

1, (83)

onde U*(T, Q) € definido como coeficiente complexo de Poisson, apresentado

genericamente segundo a equacao (28).

3.4.3 Funcdes viscoelasticas no dominio do tempo considerando influéncia da

temperatura

Como posto por Moschen (2006), Mainardi e Spada (2011) e Ciniello (2016),
considerando o modelo de Zener fracionario, dado pela equacéo (71), o médulo de
relaxacdo de Young e o mbédulo de fluéncia uniaxial podem ser obtidos,

respectivamente, como

E(t)=E, {1+ rE, (—(%E)BE ﬂ (84)
D(1) :Ei[rEr::LJ_EiEBE (—é( %EJBE], (85)

sendo EﬁE () a funcdo de Mittag-Leffler (ML) de um parametro de ordem B¢

(APENDICE 1).
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Ademais, tomando em consideracéo a influéncia da temperatura, as equagdes

(84) e (85) podem ser reescritas, respectivamente, como

Be
E(T, ) =E,|1+1E, {—[%E)J J (86)

Pe

_i e+1 _i _l t

sendo t; o tempo reduzido apresentado conforme a equagéo (3). As Egs. (86) e (87)

podem ser empregadas na obtencdo da tensdo e/ou deformacdo uniaxial, em
qualquer temperatura T, a partir dos moddulos de relaxacdo e fluéncia,
respectivamente.

Similarmente, partindo da equacéo (73), obtém-se modelos para os moédulos
de relaxacdo de cisalhamento e modulo de fluéncia de cisalhamento, considerando

influéncia da temperatura, segundo

GT, 1)=G, {1+ Ep (—(t%; jBG H (88)
e (200

0 0

onde EBG () € a funcédo de ML de um parametro de ordem ;. Analogamente, tendo

como base as Egs. (88) e (89) pode-se obter obter a tensdo e/ou deformacao
cisalhamento, em qualquer temperatura T, a partir dos médulos de relaxacdo de
cisalhamento e fluéncia de cisalhamento, respectivamente.

Analisando as relacbes apresentadas nesta secdo, nota-se que as
interconversodes relaxagao-fluéncia podem facilmente ser realizadas, considerando
ensaios uniaxiais e de cisalhamentos. Para tanto, faz-se necesséria a identificacdo

completa dos parametros viscoelasticos apenas em relaxagédo (ou em fluéncia).



76

3.4.4 Proposta de modelo para coeficiente de Poisson: dominio do tempo

Aplicando a TIL na equacéo (62), obtém-se o coeficiente de Poisson conforme

a equacao (2) e repetida, a seguir, na forma

o(t) = { —2+ j( )jdi} (90)

Percebe-se que a obtencdo do coeficiente de Poisson indiretamente por meio da
equacdo (90), em modelos constitutivos complexos, requer o uso de métodos
numericos, o que pode tornar 0 processo muito caro computacionalmente e obter
resultados pouco acurados (TSCHOEGL; KNAUSS; EMRI, 2002; CHEN;YANG,; LAI,
2012; CINIELLO, 2016).

A metodologia para obter o coeficiente de Poisson de maneira mais simples e
eficiente é aplicando a TIL diretamente a equacao (79). No entanto, a obtencdo da TIL
do termo entre colchetes ndo é trivial. Assim, utiliza-se um artificio matematico no qual

expande-se tal termo em fracdes parciais segundo

~ _E, BsPe CsPe DsPe*Ps ~
B TN ol P e P P e

Das equagdes (79) e (91), obtém-se A=l B=t¥(-1), C=1¢(1-15) e

D =110 (15 —1)(1z= —1). Como D(S)=5v(S), a equagéo (91) pode ser reescrita como

(o) AL B S e
ZGOO S TEE (SBE +]/TEE) rGTBGG (Sﬁe +]/rGTBGG )
(92)
D SBE+BG_1 [lj
EE [ The (SBE+1/1EE)(SBG+]/rGrBGG ) s)
Portanto, a TIL da equagao (92) pode ser posta conforme
_E. B Be 4B Bo ¢
oft) £ {A+TTEEBE(TEEtE)+r €k, [rerk )
0 E GG
(93)

+ﬁi( BE( (-0 /¢ )EBG (-t freees ))dt}l
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sendo EB(') () a funcao de Mittag-Leffler (ML) do parametro de ordem B(,). Nota-se

gue a equacao (93) requer a integracdo do produto de duas funcdes do tipo ML de

ordens de diferenciacéo distintas, cuja solucdo analitica € de dificil obtencdo. Uma

possivel solucdo a essa questdo é a integracdo numerica, a qual é significativamente

onerosa do ponto de vista computacional.

No entanto, como posto na secao 3.4.2, as funcdes viscoelasticas de ordem

fracionaria, considerando ensaios de tracdo uniaxial e de cisalhamento, possuem

valores de ordem de diferenciagdo muito préximos, ou seja, B = =5 (CHEN et al.,

2017; SOUSA; SILVA; PEREIRA, 2018). Assim, a equacgéao (79) pode ser reescrita

como

E, (rEtgtBG)SZB +(rE1:E +1:BG)SB +1

v(s)= -1.
(s) 2G,, (rE sP +1)(rGrBGsB +1)
Expandindo a equacéo (94) em fracdes parciais, chega-se
p B
. " S LC s 1

o(s)= 2G,, e (r‘ésB +1) (rGr?_;sB +1)

onde os novos valores de B e C sdo dados por:

B=1p (1-rg)+ 2 (-1+12)+ (r‘é (rBGré —1lrrg —thrg + i )/(bGrG - ))

C= (rBG (rﬁeré - ’EEI’EI‘G — TBGrG + rErE ))/(bGrG — rg )

Como 6(3) = SU(S), a equacao (95) pode ser reescrita como

E, |1 sht sht 1
S)=——<—+B +C -—.
v(s) 2Go s (ds”+1) (remgs’+1)| s

(94)

(95)

(96)

Aplicando a TIL a equacéao (96), obtém-se o modelo matematico para a funcao

coeficiente de Poisson, no dominio do tempo, na forma

oft) £ {1{%] (/) S (el _tﬁ/rGrg))} ¥

Te G

(97)
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A funcéo obtida, equacéo (97), representa o0 modelo proposto para o coeficiente de
Poisson no dominio do tempo. A partir do qual se pode obter o valor do coeficiente de

Poisson para qualquer tempo e qualquer temperatura empregando o tempo reduzido
tz, equacéo (3).
Utilizando as relagbes da funcdo de ML (MAINARD, 2010), infere-se que,

quando t— o, tem-se que o coeficiente de Poisson de equilibrio, v_ , é dado por

E
0, =u(tee)= =1 (98)

o0

Por outro lado, quando t — 0, a equacéo (97) torna-se

EoorE

t50)=
((=0=2¢

-1. (99)

Como definido anteriormente, E,=E_rr e G,=G_r;. Essas relagdes, quando

substituidas na equacao (99), possibilitam a definicdo do valor do coeficiente de

Poisson instanténeo, v,, como

uozu(t—>0)=2|%°—l (100)
0

onde E, e G, sdo os valores dos médulos instantaneos para quando t — 0.

3.4.5 Resumo das principais fungdes viscoelasticas

As funcbes viscoelasticas descritas até aqui em conjunto com o modelo de
Zener fracionario, formam a base com a qual é possivel predizer o comportamento
mecanico de MVEs lineares e termorreologicamente simples. Nota-se que na
viscoelasticidade linear para representar materiais isotropicos, em geral, existem seis
diferentes funcdes para modelar o comportamento mecanico de um MVE no dominio
do tempo. Entre estas, trés envolvem excitacdo de tensdo (ou forca) e trés excitacado
de deformacéo (ou deslocamento). Além disso, tem-se a mesma quantidade de
funcdes para descrever o comportamento viscoelastico no dominio da frequéncia
(EMRI et al., 2012). Estas funcdes viscoelasticas sédo listadas de forma resumida na
TABELA 2.
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TABELA 2 - TABELA-RESUMO COM AS PRINCIPAIS FUNCOES VISCOELASTICAS
Dominio do tempo Dominio da frequéncia

Relaxacdo  Fluéncia  Poisson | Relaxacdo  Fluéncia  Poisson

Longitudinal E(t) D(t) E'(Q) D*(Q)
Volumétrico K(t) B(t) u(t) K*(Q) B*(Q) Lv*(Q)
Cisalhamento G(t) J(t) G*(Q) JI*(Q)

FONTE: Tschoegl (1989).

3.5 OTIMIZACAO

Na literatura, é frequente o emprego de técnicas de otimizacdo no processo
de caracterizacdo de propriedades de sistemas. De acordo com Hassani e Hinton
(1999), técnicas de otimizacdo sdo um conjunto de processos racionais e iterativos
que buscam o projeto 6timo de um sistema considerando uma determinada funcao
objetivo e um conjunto de restrices. Nao ha um método Unico disponivel que resolva
todos os problemas de otimizacéao eficientemente e, por isso, diferentes métodos tém
sido desenvolvidos para resolver diversos tipos de problemas. Os métodos para
solugdo de problemas de otimizacdo podem ser divididos, basicamente, em dois
grupos, sendo eles, os métodos deterministicos e o0s estocasticos.

Métodos deterministicos sdo, em geral, baseados nos célculos de derivadas
de primeira e/ou segunda ordem ou de aproximacOes destas, a partir destas
derivadas. Por outro lado, os métodos baseados em algoritmos estocasticos
introduzem no processo de otimizacdo dados e parametros randémicos resolvendo o
problema de um ponto de vista probabilistico.

Segundo Arora (2014), um problema de otimizacdo tipico pode ser

representado na seguinte forma padréo:

Encontrar X = (X3, X5, X3, " Xpyars)» (101)
tal que minimize uma funcéao, f(x), sujeita a “p” restricbes de igualdade
h(x)=0 (para i=1,...,p), (102)

e a “q” restricoes de desigualdade

g;(x)<0 (para j=1,...,q). (103)
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A variavel x, de dimensédo ‘nvars’, € denominada de vetor de variaveis de projeto, ao

passo que f(x) & denominada funcao objetivo.

Neste trabalho, serdo aplicadas técnicas de otimizacdo, as quais estardo
incorporadas as rotinas implementadas no ambiente MatLab® que visam a
caracterizagdo do material. A abordagem utilizada é a de otimizacdo hibrida, a qual
combina dois ou mais métodos de solucdo de problemas de otimizacédo. Neste caso,
inicialmente resolve-se o problema aplicando a técnica de Algoritmos Genéticos (AGS)
e, em seguida, esse resultado € melhorado por meio de um algoritmo deterministico
de Programacédo N&o Linear (PNL).

Segundo Goldberg (1989) e Arora (2014), um AG € uma técnica de busca
utilizada em computacdo para obter solu¢des 6timas aproximadas em problemas de
otimizacdo. Os AGs sédo uma classe particular dos algoritmos evolutivos, os quais
utilizam estratégias inspiradas pela biologia evolutiva, proposta por Charles Darwin.
Essa técnica considera conceitos como hereditariedade, aptiddo, mutacéo, selecéo
natural e recombinacao.

O funcionamento dos AGs é baseado na analogia com a teoria relacionada a
evolucao das espécies. Nesse caso, um AG possui 0s seguintes passos basicos:

v Inicialmente, gera-se uma populacédo formada por um conjunto aleatério de
individuos, que podem ser vistos como possiveis solu¢cdes do problema;

v' Durante o processo evolutivo, avalia-se a populacdo, sendo que para cada
individuo é atribuida uma nota (denominada aptidao), relacionada ao valor da
funcdo objetivo e que reflete sua habilidade de adaptacédo a determinado
ambiente;

v" Por meio da aptidao, uma percentagem dos individuos é mantida, enquanto os
outros sdo descartados;

v" Os individuos mantidos pela selecdo podem sofrer modificacbes em suas
caracteristicas fundamentais por meio de cruzamentos, mutacées ou
recombinacdo genética gerando descendentes para a proxima geracao;

v' Este processo, denominado reproducdo, € repetido até que uma solucdo

satisfatoria seja encontrada.

Esse algoritmo € complexo o suficiente para fornecer poderosos e robustos
mecanismos de busca em problemas de otimizacao global. A implementacdo do AG
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é feita no programa MatLab®. Dessa forma, o problema padréo, via AG, pode ser

definido na forma

Minimizar f(x)
com x e R™&*®

o : (104)

Restricoes: {xIi <X < Xq

onde ‘nvars’ € o numero total de variaveis de projeto, enquanto X;; e X,; S80 0S

vetores contendo os limites inferior e superior, respectivamente, do vetor de variaveis
de projeto Xx.

Por sua vez, a PNL visa encontrar o minimo de uma funcédo nao-linear com
restricbes. O conjunto de rotinas de PNL se encontra implementado no ambiente
MatLab® com auxilio da fungéo ‘optmimset’, a qual cria a estrutura de otimizagéo
necessaria para executar a rotina de otimizagdo propriamente dita: ‘fimincon.m’.
Nessa rotina, o problema padrdo de otimizacéo pode ser definido conforme a equacéo
(104).
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4 METODOLOGIA PROPOSTA DE IDENTIFICACAO DE MVES NO DOMINIO DA
FREQUENCIA

A metodologia proposta se baseia na leitura de um conjunto de pontos
experimentais referentes as curvas caracteristicas do material, sendo elas, funcdes
viscoelasticas complexas (de Young e de cisalhamento), definidas no dominio da
frequéncia. Na sequéncia, sdo construidos problemas padrao de otimiza¢cao com vista
a minimizar uma funcéo que meca a distancia relativa entre as curvas experimentais
e suas respectivas curvas tedricas, variando os parametros caracteristicos do modelo
constitutivo de Zener fracionério. O objetivo é caracterizar fungdes viscoelasticas
(modulos de Young, de cisalhamento e volumétrico e coeficiente complexo de
Poisson), definidas no dominio da frequéncia. Com isso, a partir dos parametros
viscoelasticos obtidos, podem-se obter outras funcBes viscoelasticas
correspondentes, definidas no dominio do tempo, utlizando conceitos de

interconversao.
4.1 DADOS EXPERIMENTAIS

No presente trabalho, o material em estudo é o EAR® C-1002. Trata-se de um
polimero elastémero, conhecido comercialmente como ISODAMP C-1002, fabricado
pela EAR® Specialty Composites (Indianapolis, EUA) e produzido a partir de
policloreto de vinila (DANDEKAR et al, 1991; SZABO e KEOUGH, 2002). Este material
tem sido bastante utilizado em estudos que envolvem MVEs (ESPINDOLA et al., 2006;
NAYFEH, 2004; BALBINO, 2012; BALBINO, 2016; SOUSA et al. 2017). Neste
trabalho, esse MVE é assumido como sendo isotropico, homogéneo, linear e
termorreologicamente simples.

Visando a obtencéo de dados experimentais, Jones (1992) toma um conjunto
de amostras desse material e as envia para alguns laboratérios do mundo
(denominados genericamente de Laboratdrio A até Laboratorio T). Esses laboratérios
tem a missédo de realizar testes experimentais envolvendo os médulos complexos
(Young e cisalhamento) no dominio da frequéncia, considerando os efeitos da
temperatura.

O presente trabalho analisou os dados experimentais de todos os laboratorios
e tomando como base a teoria da viscoelasticidade linear (FERRY, 1980;
TSCHOEGL, 1989; BRINSON e BRINSON, 2008; MAINARDI 2010), e visando avaliar
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a metodologia de identificacdo aqui proposta, o presente trabalho utiliza os dados
experimentais apresentados pelos laboratorios C e E, assim denominados no trabalho
de Jones (1992).

VisualizacOes graficas dos experimentais sdo apresentas da FIGURA 13 a
FIGURA 16, em que o grafico do lado esquerdo de cada figura representa o modulo
dindmico em varias temperaturas em determinadas faixas de frequéncias, bem como
o gréafico do lado direito de cada figura representa o wicket plot (fator de perda versus
modulo dinamico) em diferentes temperaturas.

A partir dos experimentos disponiveis é possivel, empregando técnicas de
otimizacao, identificar o material usando o modelo Zener fracionario, seja pelo método
tradicional ou pelo método proposto, aqui denominado ‘'método integrado’.

FIGURA 13 - LABORATORIO C. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MODULO COMPLEXO DE

YOUNG: MODULO DINAMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).

FIGURA 14 - LABORATORIO C. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MODULO COMPLEXO DE
CISALHAMENTO: MODULO DINAMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA)
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FIGURA 15 - LABORAT{)RIO E. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MODULO COMPLEXO DE
YOUNG: MODULO DINAMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA)
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FIGURA 16 - LABOR{-\TORIO E. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MODULO COMPLEXO DE
CISALHAMENTO: MODULO DINAMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA)
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4.2 FORMULACAO DO PROBLEMA PADRAO DE OTIMIZACAO NO DOMINIO DA
FREQUENCIA: METODOLOGIAS TRADICIONAL E INTEGRADA

Com o objetivo de realizar a identificacdo completa do MVE em andlise,
inicialmente, realiza-se a aquisicdo do conjunto de pontos experimentais. Na
sequéncia, constroi-se o problema padrao de otimizacdo com o objetivo de minimizar
uma funcdo que representa uma medida da distancia relativa entre as curvas
experimentais e suas respectivas curvas teéricas descritas pelo modelo de Zener
fracionério. Com isso, € possivel obter indiretamente o coeficiente complexo de

Poisson, equacdo (83), por meio dos modulos complexos de Young e de

cisalhamento, equacdes (80) e (81).

Médulo dindmico cisalhante G'( Q) [MPa]
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Considerando ensaios em tragdo uniaxiais para o0 médulo complexo de

Young (FIGURA 13 ou FIGURA 15), é construida uma funcéo distancia relativa entre

o modelo, E" (€2, T), e os dados experimentais, E;Xp (Q,T), apresentados em forma

discreta. Assim, tem-se a kj-ésima componente da distancia, denotada DE;]- , obtida a

partir das diferencas quadraticas entre as curvas na j-ésima temperatura e avaliada

na k-ésima frequéncia, dada por

. (E;XP(QK,T-)—E*(QK,T,))
(DEy) = WA , (105)

exp

onde 1<j<nT, 1<k<nF, nT € a quantidade de curvas avaliadas nas diferentes
temperaturas e nF, € o nimero de pontos amostrados em diferentes frequéncias (na
j-ésima temperatura). Em consequéncia, o valor escalar e real que representa uma
medida quadratica relativa global da distancia para todos os pontos, (DEtot)z, pode

Ser posto como

? 1008 1 oy 1S,
Eot :ﬁjzlkzln_lzj(DEkj)(DEkj) :ﬁjz“kz:ln_lzj(DEki)' (106)

Nesse caso, (-) representa o niamero complexo conjugado de (-)

Similarmente, para um conjunto de ensaios em cisalhamento puro (FIGURA
14 ou FIGURA 16), a kj-ésima distancia relativa associada a cada ponto experimental,

pode ser obtida por

(Geo (Qk,T) G'(Q,T))

(Dij): (Qk,T)

(107)

exp

Como resultado, a medida quadratica global da distancia relativa para todos os pontos

e curvas de temperaturas, pode ser posta como

, 1 OMb Lo L1 mig ,
(DGw) =— Z ?(Dij)(Dij) = ZZ ?(Dij) . (108)
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Assim, definidas as duas funcdes, equagdes (106) e (108), tem-se que o problema
padréo de otimizacdo para a identificacdo dos parametros constitutivos viscoelasticos
pode ser formulado através de duas metodologias distintas: método tradicional ou

método integrado.
4.2.1 Metodologia tradicional de identificacdo de MVEs no dominio da frequéncia

Neste primeiro método, cada funcdo viscoeldstica complexa é identificada
individualmente. Assim, considerando o médulo complexo de Young, o problema

padréao de otimizacdo, no dominio da frequéncia, pode ser escrito como

Minimizar (DE,,)?(x):R°® >R,
PO :qonde  x =(E,, Eq, b, BE, C21, CEY), (109)

Restricdes : x™ < x < x5,

onde os sobrescritos ‘inf’ e ‘sup’ indicam, respectivamente, o vetor com valores limites
inferiores e superiores para as variaveis de projeto, CSI e ng sdo as constantes do

modelo WLF, associadas ao médulo complexo de Young no dominio da frequéncia.
Esse modelo é apresentado na secéo 3.1.4, bem como as motivac6es para emprega-
lo na identificacdo do MVE.

Ademais, para a identificacdo do mddulo complexo de cisalhamento, o

problema padrdo de otimizagéo pode ser escrito como

Minimizar (DG, )*(x):R® >R,
PQ :{onde x :(éw, Gy, be, B2, C2I, cg;), (110)

Restrices : x" < x < x5,

onde Cng e CgTZ sédo as constantes do modelo WLF, considerando o médulo complexo

de cisalhamento, no dominio da frequéncia.

Na implementacdo deste método, os valores obtidos para as constantes,
associadas as ordens de diferenciacao (Bgeﬁg) e aos efeitos da temperatura
seguindo o modelo WLF (CSI Ces. Cel ng‘Tz), sdo distintos, para os médulos

complexos de Young e de cisalhamento. Nesse contexto, ha obtencéo do coeficiente

complexo de Poisson e do médulo volumétrico complexo, este trabalho define um
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valor médio para cada uma dessas constantes. Assim, a ordem de diferenciacéo, B,

associada ao MVE é dada por

Outrossim, as constantes relativas ao modelo WLF podem ser obtidas por

QT | ~QT QT | ~OT
or _ Ce1 +Csy or _ Ce2t+Cop
1 =— 5 & Ly =—7— (112)
2 2
Consolidada a identificacdo das propriedades viscoelasticas dos moédulos
complexos (de Young e de cisalhamento), emprega-se a equacado (69) (ou (83)) e,

com isso, € obtido o coeficiente complexo de Poisson, para o dominio da frequéncia.
4.2.2 Metodologia integrada de identificacdo de MVEs no dominio da frequéncia

A metodologia proposta no presente trabalho consiste no agrupamento de
parametros comuns dos modulos complexos de Young e de cisalhamento e no
estabelecimento de um processo hibrido de otimiza¢do. Para tal, de acordo com Ernst
et al. (2003), Lakes and Wineman (2006), O'Brien et al. (2007) e Chen et al. (2017),
considera-se que a influéncia da temperatura e as ordens de diferenciacdo sdo as
mesmas para 0s médulos complexos de Young e de cisalhamento. Conforme posto
por Waterman (1977), Tschoegl (1989) e Pritz (1998), o coeficiente de Poisson de um
material borrachoso s6 possui significados fisicos quando sua parcela real é definida
no intervalo entre 0 e 0,5. Além disso, como mostrado teoricamente, esta funcéo é
monotonicamente decrescente, ao longo da frequéncia.

Nesse contexto, considerando que a distancia relativa quadratica global que
considera os ensaios de tracdo uniaxial e cisalhamento puro, no dominio da

frequéncia, pode ser posta como

2 2
(DEG,, ) = e ;(DG“’I)

: (113)

o problema padréo de otimizacdo para a metodologia proposta pode ser formulado

matematicamente como
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Minimizar (DEG,,)*(x):R® - R;
onde Xx= (Eoo’ Eo, be, G.., G, be, B, Ceea, Cgez);
inf sup.
PO - x™ < x < x5 (114)
Restrigdes: {¢e, < Re[u*(Q, T)} <0,5-¢,;

(dv'(©, T)/dQ) < 0.

Na equacdo (114), €, é uma constante arbitraria e pequena (aqui, €, =0,001) inserida
com o intuito de se definir um espaco de projetos fechado e, portanto, garantir a
existéncia de um ponto de projeto 6timo global, como posto pelo Teorema de
Weierstrass (ARORA, 2014).

A solucdo numérica do problema, equacéo (114), através de um método
hibrido de otimizacao permite a completa especificacdo dos parametros do MVE. De
modo analogo, ao da secdo anterior, pode ser obtidos indiretamente o coeficiente
complexo de Poisson, bem como o modulo complexo volumétrico pode ser obtido

indiretamente empregando a equacao (69) ou a equacao (83).
4.2.3 Estrutura computacional no dominio da frequéncia

A implementacdo computacional é realizada em ambiente MATLAB®
conforme o algoritmo apresentado na FIGURA 17. O processo de caracterizacdo do
MVE é fundamentado na solu¢do numérica de um problema de otimizacdo através de
uma técnica de otimizacdo hibrida. Nesta técnica, inicialmente, os parametros
materiais o0timos, proximos do 6timo global, sdo obtidos via AG. Em seguida, tendo
como ponto de partida o vetor de variaveis de projeto encontrado via AGs, um
algoritmo deterministico de PNL é aplicado de modo a determinar os parametros
materiais com uma maior precisdo. Como cada processo de otimizagdo por AG €
randémico e diferentes vetores 6timos podem ser obtidos, este trabalho realiza 10
processos de otimizacdo AG seguidos de PNL. Adicionalmente, em todos os
processos de otimizacao por AG, é empregada a sub-rotina ga.m com uma populagéo
de 1000 individuos, 2000 geracgfes e taxa de mutacdo de 0,09. Ademais, em PNL, é
utilizada a sub-rotina fmincon.m com numero maximo de itera¢des igual a 1000,
namero maximo de avaliagdes da funcdo objetivo de 10000 e critério de parada
(TolFun) de 1.0E-11.
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Para o processo de otimizacdo, os limites simples para os parametros
relacionados ao modelo de Zener fracionario e as constantes relativas ao modelo
WLF, para o fator de deslocamento, estéo listados na TABELA 3. Estes limites foram
baseados em experimentos numéricos, de modo que os limites superiores e/ou
inferiores ndo fossem atingidos no ponto de étimo.

O procedimento computacional aqui descrito é aplicado na identificacdo de
MVEs empregando as metodologias tradicional e integrada. Analises de cada método
empregando a metodologia hibrida de otimizac&o, apresentadas nesta sec¢do, séo

discutidas mais adiante no capitulo de resultados e discussoes.

FIGURA 17 - ESTRUTURA DO ALGORITMO IMPLEMENTADO EM AMBIENTE MATLAB®
Implementagdo numérica:
Passo 1. Definicdo do material e obtengcédo de dados experimentais;
Passo 2. Definicdo dos limites de variaveis de projeto;
Passo 3. Para cada processo de otimizagéo i (i =1, ... NPO, onde NPO é o nimero de processo
de otimizacao), faca
Passo 3.1. Aproximacao do ponto de minimo global por AG.
a) Definicdo dos parametros a serem utilizados por AG em MatLab®.
b) Otimizag&o por AG.
¢) Aproximacdo do 6timo global por AG, Xac.
Passo 3.2. Refino da aproximagéo do ponto de minimo global por PNL em MatLAB®.
a) Definicdo de parametros a serem utilizados em MatLab®.
b) Otimizag&o por PNL e obtencédo de Xeni(i) (Ponto inicial: Xac(i)).
Passo 4. Definicdo como ponto de 6timo o melhor ponto de XpnL.
Passo 5. Apresenta¢do dos resultados.
FONTE: O autor (2018).

TABELA 3 - LIMITES DAS PROPRIEDADES MATERIAIS UTILIZADOS NO PROCESSO DE
OTIMIZACAO: DOMINIO DA FREQUENCIA

Variavel Nomenclatura  Limites dos intervalos
Constante material WLF 1 CL. Cop Clan [0;100]
Constante material WLF 2 [°C] CL,.CL,. Cls, [0; 200]
Médulo de equilibrio [Pa] E,. G, [10% 107 |
Médulo instantaneo [Pa] E..G, [107; 1010}
Parametro relacionado ao tempo de relaxag&o [sﬂ be, bg [10’4; 10’1J

Ordem de diferenciacéo Be, Bs, B [0,0% 0,99]
FONTE: O autor (2018).




90

5 METODOLOGIA PROPOSTA DE IDENTIFICACAO DE MVES NO DOMINIO DO
TEMPO

Este capitulo tem como meta apresentar a metodologia cujo objetivo €&
caracterizar funcdes viscoelasticas, definidas no dominio do tempo, e por
interconversdo obter outras funcdes viscoelasticas, definidas no dominio da
frequéncia. Bem como podem ser realizadas facilmente, interconversoes relaxagao-
fluéncia. A metodologia proposta € baseada na leitura de um conjunto de pontos
experimentais referentes as curvas associadas aos modulos de relaxacao (Young e
de cisalhamento), no dominio do tempo. Na sequéncia, sdo construidos problemas
padréo de otimizag&o com vista a minimizar uma fungéo que meca a distancia relativa
entre as curvas experimentais e suas respectivas curvas tedricas, variando 0s

parametros caracteristicos do modelo constitutivo de Zener fracionario.
5.1 DADOS EXPERIMENTAIS

A partir das propriedades materiais identificadas por Sousa et al. (2018) para
o material EAR®-C1002, foi realizada a interconverséo dos parametros materiais para
o dominio do tempo e obtidas as curvas médias para os modulos de relaxacéo de
Young e de cisalhamento.

A partir desses valores, foram gerados dados experimentais artificiais com
dispersdes de 0%, 10% e de 20% em torno dessas curvas médias considerando
diferentes temperaturas. Isso tem o objetivo de obter experimentos mais préximos da
realidade. Deve ser salientado que, na pratica, a dispersdo dos dados nao é uniforme
considerando experimentos em diferentes temperaturas (BALBINO, 2012). Dados
experimentais artificiais para valores uniformes de disperséo podem ser visualizados
da FIGURA 18 a FIGURA 20.

Os valores experimentais artificiais foram gerados em um intervalo de tempo
condizente com um experimento fisico no intervalo entre 1 e 3600 segundos. Para
tanto, nesse intervalo de tempo sdo ‘amostrados’ 120 pontos (isto €, dois pontos por
minuto). lgualmente, as temperaturas de "ensaios" estdo adequadas aos limites
elasticos de material (entre -35°C e 60°C), sendo utilizados poucos valores de
temperaturas, a saber, seis temperaturas para cada ‘experimento’, as quais cobrem

todo o intervalo da curva mestre.
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FIGURA 18 - DADOS EXPERIMENTAIS ARTIFICIAIS GERADOS A PARTIR DAS PROPRIEDADES
OBTIDAS POR SOUSA ET AL. (2018). MODULO DE RELAXACAO DE YOUNG (ESQUERDA);
MODULO DE RELAXACAO DE CISALHAMENTO (DIREITA). DISPERSAO DE 0%

® -35°C
B -25°C | 103 L
o -10°C
+ 5°C
x  30°C
10° |
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FIGURA 19 - DADOS EXPERIMENTAIS ARTIFICIAIS GERADOS A PARTIR DAS PROPRIEDADES
OBTIDAS POR SOUSA ET AL. (2018). MODULO DE RELAXACAO DE YOUNG (ESQUERDA);
MODULO DE RELAXAGAO DE CISALHAMENTO (DIREITA). DISPERSAO DE +/-10%

-35°C
B -27°C 4
O -12°C |
+ 0°C
25°C

Modulo de relaxagao de Young E(T, t) [MPa]

Module de relaxagado cisalhante G(T, t) [MPa

tempo - t [s] tempo -t [s]

FONTE: O autor (2018).

FIGURA 20 - DADOS EXPERIMENTAIS ARTIFICIAIS GERADOS A PARTIR DAS PROPRIEDADES
OBTIDAS POR SOUSA ET AL. (2018). MODULO DE RELAXACAO DE YOUNG (ESQUERDA);
MODULO DE RELAXACAO DE CISALHAMENTO (DIREITA). DISPERSAO DE +/-20%
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Assim, tendo como base o0s experimentos disponiveis, o MVE pode ser
identificado empregando o modelo Zener fracionario, seja por uma metodologia

tradicional ou pelo método proposto, aqui denominado 'metodologia integrada'.

5.2 FORMULACAO DO PROBLEMA PADRAO DE OTIMIZAGCAO NO DOMINIO DO
TEMPO: METODOLOGIAS TRADICIONAL E INTEGRADA

Cada ponto experimental do médulo de relaxacdo de Young pode ser
representado por E®® (tk,Tj), na j-ésima temperatura, a qual varia entre 1<j<nT, e
no k-ésimo tempo, estando no intervalo 1<k <nPt;. Nesses casos, nPt; € 0 numero

total de pontos experimentais de tempo na j-ésima temperatura e nT € o niumero total

de temperaturas. Dado o modelo do material, E(t,,T;), a kj-€sima componente do erro

definido no dominio do tempo, denotada erroEt,;, € explicitada como

eX| _ i 2
(erroEtkj)Z:[E p(tk’Tj) E(tk’Tj)J : (115)

E™®(t,.T,)

onde o sobrescrito ‘exp’ indica que o dado é experimental. Assim, o0 erro resultante de

todas as curvas, considerando o médulo uniaxial em relaxacéo, errokty, é dado por

nT nPtJ-

2
1 1
(erroEt, )’ = ﬁZ:Z[therroEtkj] : (116)

=1 k=1

Ademais, em ensaios de relaxacéo de cisalhamento, cada ponto experimental

do modulo pode ser representado por G*P (tk,Tj) . Assim, dado o modelo constitutivo

do material, G(t,,T;), a kj-ésima componente do erro no dominio do tempo, denotada

erroGt,;, € dada na forma

(65 (4. T) -Gt T)) |

2
s G
|

(117)

Assim, para o dominio do tempo, o erro resultante de todas as curvas, considerando

relaxacéo em cisalhamento, erroGty, é dado por



93

1 nT nPtJ 1
(erroGt Zz —erroGtkJ . (118)
1—1 ) nPt

Consolidados os célculos dos erros para os médulos de relaxacédo (Young e
de cisalhamento), equacdes (116) e (118), o problema padrao de otimizacdo pode ser
formulado, no dominio do tempo, através de duas metodologias distintas, a saber,

metodologia tradicional ou metodologia integrada.
5.2.1 Meétodo tradicional de identificacdo de MVEs no dominio do tempo

A metodologia tradicional para identificar MVEs busca caracterizar
isoladamente cada funcéo viscoelastica de relaxacdo (mdédulo de relaxa¢édo de Young
ou de cisalhamento).

Inicialmente, considerando o mdédulo de Young em relaxacdo, o problema
padrdo de otimizacdo, definido no dominio do tempo, posto através do modelo
constitutivo de Zener Fracionario de quatro parametros, pode ser formulado

matematicamente como

Minimizar  (erroEtg )2 (x):R® >R,
Pt.:<onde x :(Ew, Eor be, Be, Ciu CE,Z), (119)

Restricdes : x™ < x < x*

onde C;l e Cg,z sdo as constantes do modelo WLF, considerando o modulo de

relaxacao de Young.
Por sua vez, o problema padréao de otimizacdo para a identificacéo individual
do modulo de relaxacdo de cisalhamento, definido no dominio do tempo, pode ser

escrito como

Minimizar  (erroGtg)*(x):R® - R,
Ptg:{onde x=(G,,Gy, b, Bs, CLy L), (120)

Restrices : x™ < x <x!

onde Cgl e CI;,z sdo as constantes do modelo WLF, considerando o médulo de

relaxacao de cisalhamento.
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Note-se que, diferentemente da metodologia empregada para o dominio da
frequéncia, ndo € possivel a obtengcdo da funcéo coeficiente de Poisson, definida no
tempo, pela simples divisédo ponto a ponto entre os modulos associados (Young e de
cisalhamento). Uma forma de obter essa funcdo € por meio do modelo proposto,

equacao (97). Nesse caso, a ordem de diferenciacdo, B, associada ao modelo é

obtida por meio da média

B:BE+BG_

> (121)

Além disso, as constantes relativas ao modelo WLF podem ser obtidas pelas médias

_Ce+Cis
2

T T
Cx +Cys

C;
2 (122)

.
CZ =

Consolidada a identificacéo das propriedades viscoelasticas dos médulos de
relaxacao, emprega-se a equacgao (97) na obtencéo da curva associada ao coeficiente
de Poisson, definido no dominio do tempo.

5.2.2 Meétodo integrado de identificacdo de MVEs no dominio do tempo

A metodologia proposta consiste em agrupar parametros comuns das funcées
moddulos de relaxacdo (Young e cisalhamento) e no estabelecimento de um Unico
processo hibrido de otimizagédo. Para tanto, conforme Ernst et al. (2003), Lakes e
Wineman (2006), O'Brien et al., (2007), Chen et al. (2017) e Sousa et al. (2018),
considera-se que as influéncias da temperatura e das ordens de diferenciacdo sdo as

mesmas para 0s modulos de relaxacdo em tracado e em cisalhamento. Com isso, 0
o 2 ;. . .
erro quadratico total resultante, (Et,, )", no dominio do tempo, considerando ensaios

em tracéo e de cisalhamento, pode ser posto como

(ermoEGt,, )’ = (erroEt, )” +(erroGty, )° |
i 2 (123)

Além disso, de acordo com Waterman (1977), Tschoegl (1989) e Pritz (1998),
o coeficiente de Poisson de um material borrachoso sé possui significados fisicos
quando sua fun¢éo esté no intervalo 0 e 0,5 e € monotonicamente crescente ao longo

do tempo.
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Dessa forma, define-se o problema padrdo de otimizacdo no dominio do
tempo, considerando o modelo constitutivo de Zener Fracionario de quatro

parém etros, como:

minimizar ~ (erroEGt,, )" (x):R® - R,
onde x=(E,, E,, bg, G,, Gy, bg, B, CJ, CJ),

Restricdes:

Pleg (124)

Xinf <x< Xsup,
g, < U(t,T) <0,5-¢,,
(du(t, T)/dt) > 0.

Consolidada a identificacdo pelo método integrado, o coeficiente de Poisson
pode ser obtido de forma anéloga a secdo anterior. Além disso, por meio de uma
simples substituicdo das propriedades identificadas, podem ser realizadas

interconversdes tempo-frequéncia.
5.2.3 Estrutura computacional de identificacdo para o dominio do tempo

Analogamente ao realizado para o dominio da frequéncia, a implementacdo
computacional da metodologia proposta é realizada em ambiente MATLAB® conforme
o0 pseudocddigo apresentado na FIGURA 17, onde o processo de caracterizacdo €
baseado numa técnica de otimizacao hibrida, AG seguido de PNL. Neste caso, nos
processos de otimizacao por AG, é empregada a sub-rotina ga.m com uma populacao
de 100 individuos, 1000 geracdes e taxa de mutacdo de 0,09. Ademais, em PNL, é
utilizada a sub-rotina fmincon.m com numero maximo de itera¢des igual a 2000,
namero maximo de avaliagdo da funcdo objetivo de 10000 e critério de parada
(TolFun) de 1,0E-11.

Nos processos de otimizacdo, os limites superiores e inferiores das
propriedades relativas ao modelo WLF estdo listados na TABELA 4. Esses limites
estdo baseados em experimentos numéricos, de modo que o ponto de 6timo ndo
atinge os limites superiores e os inferiores.

O procedimento computacional aqui descrito € aplicado na identificacao de
propriedades mecéanicas de MVEs empregando as metodologias tradicional e
integrada. Andlises de cada método, empregando a metodologia de otimizagéo
discutida nesta secao, sdo apresentadas no capitulo de resultados e discussoes.



TABELA 4 - LIMITES DAS PROPRIEDADES MATERIAIS UTILIZADOS NO PROCESSO DE

OTIMIZACAO: DOMINIO DO TEMPO

Variavel Nomenclatura Limites
Constante material WLF 1 C, [0;100]
Constante material WLF 2 [°C] C, [0; 200]
Médulo de equilibrio [Pa] E,.G, [101; 107]
Médulo instantaneo [Pa] E,, Gy [101; 1010}
Tempo de relaxacéo [SBJ be, bg [10‘4; 10‘1]
Ordem de diferenciacéo Be. Bs. B [0,01 0,99]

FONTE: O autor (2018).
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6 METODOLOGIA PROPOSTA PARA CONSTRUCAO E AVALIACAO DE
NOMOGRAMAS DE FUNCOES VISCOELASTICAS NOS DOMINIOS DO
TEMPO E DA FREQUENCIA

Este capitulo apresenta propostas para construcdo e avaliacdo de
nomogramas de fungdes viscoelasticas, definidas nos dominios da frequéncia e do
tempo. Na sequéncia, sdo descritas metodologias para a obtencao das propriedades
mecanicas dos MVEs para uma dada temperatura e frequéncia (ou tempo), a partir do

nomograma.
6.1 METODOLOGIA PROPOSTA PARA CONSTRUCAO DE NOMOGRAMAS

Para o dominio da frequéncia, as propriedades dindmicas das funcdes
viscoelasticas complexas, considerando varias temperaturas, podem ser exibidas
num unico grafico denominado nomograma. Igualmente, no dominio do tempo,
nomogramas podem ser construidos para funcdes viscoelasticas, como o modulo de
relaxacdo em tracgao/cisalhamento e o coeficiente de Poisson.

A FIGURA 21 apresenta um método de construcdo de nomogramas nos
dominios da frequéncia ou do tempo. A metodologia consiste em um pseudo algoritmo
gue descreve 0 ‘passo a passo’ de um procedimento computacional que pode ser
empregado na construcdo de nomogramas de fungdes viscoelasticas no dominio do
tempo (ou da frequéncia). Uma ilustracdo da implementacdo desse algoritmo é
apresentada na FIGURA 22.

Consolidada a construcdo do nomograma, € possivel obter facilmente as
propriedades mecanicas do MVE em analise, para uma determinada temperatura e
frequéncia (ou tempo) especificada (0). Esse é o tema da proxima secao.

FIGURA 21 - ALGORITMO DE CONSTRUCAO DE NOMOGRAMAS, DOMINIOS DO TEMPO E DA
FREQUENCIA

Passo 1: Obter as propriedades mecéanicas do MVE considerando a influéncia da temperatura.

Passo 2: Definir a fungao viscoelastica para construir o nomograma.

Passo 3: Definir a temperatura de referéncia e o intervalo de frequéncia (tempo) reduzida (0).

Passo 4: Obter as curvas da(s) funcéo(des) viscoelastica(s) na temperatura de referéncia considerando
o intervalo definido para a frequéncia (tempo) reduzida(o). Neste caso, o eixo das abscissas corresponde
a frequéncia (tempo) reduzida(o) e o eixo das ordenadas, a esquerda, corresponde aos valores das
funcdes viscoelasticas.

Passo 5: Construir um eixo de ordenadas, a direita, mantendo fixo o eixo das abscissas.

Passo 6: Para diferentes temperaturas, construir, neste eixo, outro gréafico: frequéncia reduzida versus

frequéncia. As curvas resultantes séo retas.
FONTE: O autor (2018).
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FIGURA 22 - NOMOGRAMA PARA O MODULO DE RELAXAGAO DE YOUNG
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FONTE: O autor (2018).

5

6.2 AVALIACAO E OBTENCAO DE PROPRIEDADES DINAMICAS A PARTIR DE
NOMOGRAMAS

A FIGURA 22 apresenta um nomograma construido na temperatura de
referéncia de 5°C e considerando um intervalo de tempo para analise grafica
compreendido entre 1 segundo e um valor aproximado de 2 anos (eixo das ordenadas
a direita). O método de obtencao da propriedade dinamica, correspondente ao médulo
de relaxacdo, é descrito no pseudo algoritmo apresentado na FIGURA 23.
Analogamente, podem ser construidas e avaliadas outras funcdes viscoelasticas,
definidas no dominio do tempo ou da frequéncia, para obtengcdo de propriedades

dinamicas.

FIGURA 23 - PSEUDO ALGORITMO PARA OBTENCAO DE PROPRIEDADES DINAMICAS DE
MVES DEFINIDOS NOS DOMINIOS DO TEMPO E DA FREQUENCIA

Passo 1: Determina-se o tempo e a temperatura, nos quais se deseja obter o médulo de relaxacéo

(por exemplo 2 anos e 5°C).

Passo 2: A partir do tempo desejado (exemplo: 2 anos), traca-se uma linha horizontal até a

temperatura desejada (exemplo: 5°C), como ilustrado na FIGURA 22.

Passo 3: A partir do ponto de interceptagdo obtido anteriormente, traca-se uma linha vertical até a

curva da funcéo viscoelastica (neste caso, de relaxacao).

Passo 4: Traca-se uma linha horizontal do ponto interceptado anteriormente da curva de relaxacéo

até o eixo das ordenadas a esquerda.

Passo 5: Obtém-se o valor do médulo de relaxagdo para o tempo requerido e temperatura

considerada.

FONTE: O autor (2018).
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7 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados e discussdes obtidos nos processos de
identificac6es dos MVESs para os dominios da frequéncia e do tempo, nesta sequéncia.
O capitulo é encerrado com proposta de construcdo e avaliagdo de nomogramas

referentes as fungdes viscoelasticas, nos dominios do tempo e da frequéncia.
7.1 IDENTIFICACAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Nesta secéo, sdo discutidos os resultados das identificacbes empregando os
meétodos apresentados no capitulo 5, considerando os experimentos apresentados
pelos laboratdrios C e E de Jones (1992). Como os experimentos utilizados envolvem
um mesmo material (EAR®-C1002), também séo apresentadas algumas comparacgées
envolvendo o coeficiente complexo de Poisson. Frise-se que todas as curvas master

foram construidas considerando uma temperatura de referéncia de 5°C.

7.1.1 Identificacdo dos parametros viscoelasticos — Laboratorio C

A partir dos dados experimentais fornecidos pelo laboratério C (Jones, 1992),
identificam-se os modulos complexos de Young e de cisalhamento através das
metodologias tradicional e integrada. Para cada situacdo, 0s parametros
viscoelasticos obtidos sdo apresentados na TABELA 5. Além disso, os resultados dos
ajustes podem ser comparados de forma grafica na FIGURA 24 e na FIGURA 25. Com
base nos parametros viscoelasticos identificados para os dois médulos complexos
(TABELA 5), obtém-se o coeficiente complexo de Poisson empregando a equacao
(83). Como distintos resultados sdo encontrados, cada método € discutido com mais

detalhes a segquir.
7.1.1.1 Metodologia tradicional

Considerando o método tradicional, nota-se que os modelos analiticos estéo
ajustados adequadamente aos dados experimentais (FIGURA 24 e FIGURA 25). No
entanto, analisando o coeficiente complexo do coeficiente de Poisson (FIGURA 26),
observa-se que o0 moédulo dinamico de Poisson ndo € monotonicamente decrescente
e seu fator de perda apresenta valores negativos. Esses comportamentos violam um

significado fisico que o MVE em estudo é dissipador de energia. Além disso, em
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algumas frequéncias, o coeficiente de Poisson € maior do que 0,5. Isso implica que o
volume do MVE decresceria em um teste de tracdo uniaxial (ou seja, um maodulo
volumétrico negativo). Esses resultados ndo possuem significados fisicos de acordo
com a teoria apresentada por Tschoegl (1989), Pritz (1998), Tschoegl, Knauss e Emri
(2002) e Pritz (2007).

FIGURA 24 - LABORATORIO C. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS PARA O MODULO
COMPLEXO DE YOUNG: MODULO DINAMICO DE YOUNG (ESQUERDA) E WICKET PLOT

(DIREITA)
' 0% L
10° F
o
o
= —
= g
B b g =
i 4a2l | ®m B
g g 3 . 11
fg ................................ a ® 20°C £
"""""""""" o o

e ° 10 B -10°C
S 2 o 0°C
o ©
E] L * 10°C ‘
o 1 L
§1O' ............... w . T * 20°C B .

BEES A SS E E o] e Ajuste tradicional |t SRR '

> wn Ajuste tradicional P R Ajuste integrado Lo

X . Ajuste integrado ‘ b

10° 10° 10° 107 10°
Frequéncia reduzida €2 [hz] Médulo dinamico E'(€}) [MPa]

FONTE: O autor (2018).

FIGURA 25 - LABORATORIO C. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS PARA O MODULO
COMPLEXO DE CISALHAMENTO: MODULO DINAMICO DE CISALHAMENTO (ESQUERDA) E
WICKET PLOT (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).

Ao analisar os fatores de deslocamento obtidos para os modulos complexos
de Young e de cisalhamento (FIGURA 27), nota-se que a influéncia da temperatura

similar para ambos os modulos complexos, na faixa de temperatura comum de -20°C
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a 55°C. Outra semelhanca é a ordem de diferenciacdo do complexo Young e modulo

de cisalhamento, que tem uma diferenga relativa menor que 5%.

TABELAS - LABORATORIO C. PROPRIEDADES IDENTIFICADAS DAS FUNCOES
VISCOELASTICAS COMPLEXAS (YOUNG E CISALHAMENTO): METODOS TRADICIONAL E
INTEGRADO

Parametros Ajuste tradicional Ajuste integrado
v_iscogl_étsticos Médulo complexo de | Maddulo complexo Médulos complexos
identificados Young de cisalhamento (Young e de
cisalhamento)
E, 1,82E+06 - 2,13E+06
E, 1,77E+09 - 1,69E+09
bE 1,41E-02 - 1,42E-02
Gy - 7,25E+05 7,18E+05
G, - 6,55E+08 6,15E+08
bg - 8,63E-03 1,31E-02
B 4,66E-01 4,88E-01 4,69E-01
C, 24,74 15,83 13,78
C, 172,95 139,84 102,63
Erro PNL 1,38E-02 1,81E-02 1,99E-02

FONTE: O autor (2018).

FIGURA 26 - METODO TRADICIONAL. COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON: MODULO

DINAMICO (ESQUERDA) E FATOR DE PERDA (DIREITA)
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FIGURA 27 - LABORATORIO C. FATOR DE DESLOCAMENTO TEMPO-TEMPERATURA. AS
LINHAS PONTILHADAS REFEREM-SE AO METODO TRADICIONAL E AS LINHAS CONTINUAS
REFEREM-SE AO METODO INTEGRADO
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FONTE: O autor (2018).

A fim de caracterizar um conjunto consistente de funcdes viscoelasticas que
atendam aos requisitos fisicos basicos, um processo de identificacdo mais robusto é
implementado utilizando a metodologia integrada proposta neste trabalho, em que
algumas restricbes sdo inseridas em relacdo a funcdo viscoelastica coeficiente
complexo de Poisson. Além disso, a premissa assumida aqui € que os modulos
complexos de Young e de cisalhamento tém a mesma ordem de diferenciacéo e que

a temperatura influencia ambos os médulos complexos igualmente.
7.1.1.2 Metodologia integrada

Utilizando a metodologia integrada de identificacédo, proposta neste trabalho,
também sado observados ajustes adequados para os modulos complexos (Young e de
cisalhamento), os quais estdo bem préximos aqueles obtidos empregando a
metodologia tradicional (FIGURA 24 e FIGURA 25). Em relacdo ao coeficiente
complexo de Poisson (FIGURA 28), observa-se que seu moédulo dindmico é uma curva
monotbnica decrescente. Em relacdo ao fator de perda do coeficiente de Poisson,
obtém-se uma curva com um ponto de maximo.

Utilizando as propriedades obtidas dos modulos complexos de Young e de
cisalhamento, obtém-se o0 mdédulo complexo volumétrico ponto a ponto por meio da
equacao (82). Essa funcdo pode ser visualizada na FIGURA 29. Observa-se que,
neste caso, o moédulo complexo volumétrico € uma curva monotonicamente crescente

na faixa de frequéncias consideradas. Esta curva esta localizada acima dos modulos
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complexos de Young e de cisalhamento. Portanto, os resultados obtidos estdo de
acordo a teoria apresentada por Tschoegl (1989), Pritz (1998) e Tschoegl, Knauss e
Emri (2002).

A FIGURA 27 apresenta o grafico do fator de deslocamento tempo-
temperatura em fungdo da temperatura. Verifica-se que o fator de deslocamento
obtido pelo método integrado praticamente se sobrepfe a curva obtida pelo método
tradicional para o modulo complexo de cisalhamento. Isso € explicado, pois o0s
experimentos para o modulo complexo de Young séo realizados num intervalo menor
de temperatura (-20°C a 20°C) e, com isso, a tendéncia é a curva do fator de
deslocamento, encontrada pela metodologia integrada, seguir a influéncia de
temperatura para o médulo complexo em cisalhamento, pois abrange um intervalo
mais amplo de temperaturas.

FIGURA 28 - METOQO INTEGRADO. COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON: MODULO
DINAMICO (ESQUERDA) E FATOR DE PERDA (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).

FIGURA 29 - LABORATORIO C. FQNQOES VISACOELASTICAS COMPLEXAS (VOLUMETRICO,
YOUNG E DE CISALHAMENTO): MODULO DINAMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).
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7.1.2 Identificacdo dos parametros viscoelasticos — Laboratorio E

Utilizando os dados experimentais apresentados pelo laboratorio E,
similarmente a secdo anterior, a identificacdo do material viscoelastico EAR®-C1002
€ realizada através das metodologias tradicional e integrada. Os resultados dos
ajustes podem ser visualizados na FIGURA 30 e na FIGURA 31. Os valores das
propriedades obtidos no processo de otimizacdo sao apresentados na TABELA 6.

Através dos parametros viscoelasticos identificados, obtém-se o coeficiente
complexo de Poisson (FIGURA 26 e FIGURA 28). Visto que diferentes funcdes
viscoelasticas sdo obtidas, a seguir, sdo apontadas as principais caracteristicas de

cada metodologia.

TABELA 6 - LABORATORIO E: PROPRIEDADES IDENTIFICADAS DOS MODULOS COMPLEXOS
(YOUNG E DE CISALHAMENTO): METODOS TRADICIONAL E INTEGRADO

Ajuste tradicional Ajuste integrado

viF;iLéergesttriggs Médulo complexo de Médglo complexo de Parém(_atros_yiscoelésticos
identificados Young cisalhamento identificados

E, 2,17E+06 - 2,10E+06

E. 1,83E+09 - 2,02E+09

b 7,13E-03 - 1,03E-02

G, - 7,20E+05 7,13E+05

G, - 7,12E+08 7,35E+08

bg - 7,29E-03 9,60E-03

B 5,43E-01 4,84E-01 4,73E-01

CI 16,17 19,31 15,92

C, 133,80 157,97 111,08

Erro PNL 2,03E-02 2,20E-02 2,77E-02

FONTE: O autor (2018).

7.1.2.1 Metodologia tradicional

Considerando o método tradicional, observa-se que os modelos analiticos
estdo ajustados adequadamente aos dados experimentais (FIGURA 30 e FIGURA
31). No entanto, analisando o coeficiente complexo de Poisson (FIGURA 26),
observam-se comportamentos inadequados para o0 médulo dindmico e o fator de
perda associados. A primeira € que o modulo dindmico de Poisson nao é
monotonicamente decrescente, o que viola um significado fisico que o MVE sob
analise € um material que dissipa energia. Além disso, para pequenos valores de

frequéncia, o coeficiente dinamico de Poisson é de 0,5, o que implica que o MVE é
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perfeitamente incompressivel, o que € improvavel. Logo, segundo Tschoegl (1989),

Pritz (1998), Tschoegl, Knauss e Emri (2002) e Pritz (2007), este comportamento nao

possui significado fisico.

FIGURA 30 - LABORATORIO E. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS: MODULO COMPLEXO
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FONTE: O autor (2018)
FIGURA 31 - LABORATORIO E. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS: MODULO COMPLEXO
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Ao analisar os fatores de deslocamento obtidos para os modulos complexos

I
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2

de Young e de cisalhamento (FIGURA 32), nota-se que a influéncia da temperatura é

similar. Isso € notado em virtude da proximidade dos graficos no intervalo -20°C a

55°C. Deve ser enfatizado que dados experimentais para modulo complexo de Young

estdo apenas nesse intervalo. Dessa forma, a fim de obter resultados fisicamente

coerentes, para o coeficiente de Poisson, assumem-se as premissas de que a

temperatura influencia igualmente nos comportamentos mecéanicos dos maédulos

complexos de Young e de cisalhamento, e que tais médulos possuem mesma a ordem

de diferenciagdo (como realizado por Chen et al. 2017). Além disso, inserem-se no

problema padrdao de otimizacdo restricdes, equacédo (114), que impedem o
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comportamento fisico inadequado da funcdo coeficiente complexo de Poisson. A
seguir, sdo discutidos os resultados da caracterizagdo obtidos por meio do método
integrado, o qual envolve simultaneamente dados experimentais dos modulos
complexos de Young e de cisalhamento.

FIGURA 32 - LABORATORIO E. FATOR DE DESLOCAMENTO COMO FUNGAO DA

TEMPERATURA. AS LINHAS PONTILHADAS ESTAO RELACIONADAS AO METODO

TRADICIONAL E AS LINHAS CONTINUAS ESTAO RELACIONADAS AO METODO INTEGRADO.
5 T T
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FONTE: O autor (2018).

7.1.2.2 Identificacdo integrada

Utilizando a metodologia integrada proposta, identificam-se os maddulos
complexos (FIGURA 30 e FIGURA 31) e, relacionando-os obtém-se o modulo
dindmico do coeficiente complexo de Poisson (FIGURA 28). Note-se que, para esta
metodologia, esta fungdo se mostra coerente, pois 0 seu modulo dindmico € uma
curva monotonica decrescente, ao longo da frequéncia, e o seu fator de perda

apresenta um ponto de maximo. Além disso, partindo dos dois médulos complexos
identificados, E*(Q) e G (Q) obtém-se 0 modulo complexo volumétrico, por meio

da equacao (67), no dominio da frequéncia. Esses trés médulos complexos podem
ser visualizados graficamente na FIGURA 33. Observa-se que o médulo volumétrico
complexo € uma funcdo monotbnica crescente, ao longo da frequéncia, e que sua
curva esta acima dos outros dois modulos complexos (Young e de cisalhamento). Tais
resultados estdo em concordancia com a teoria apresentada por Pritz (1998) e

Tschoegl, Knauss e Emri (2002).
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FIGURA 33 - LABORATORIO E. FUNGCOES VISCOELASTICAS COMPLEXAS (VOLUMETRICO,
YOUNG E DE CISALHAMENTO): MODULO DINAMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).

Adicionalmente, a FIGURA 32 apresenta o grafico do fator de deslocamento
em funcdo da temperatura. Nota-se que, apesar dos resultados numéricos
apresentarem pequenas diferencas para as constantes do modelo WLF (TABELA 6),
a funcédo do fator de deslocamento obtida pela metodologia integrada (FIGURA 32)
segue um comportamento similar aqueles apresentados pelo método tradicional.
Esses fatos bem como os comportamentos adequados obtidos para as funcdes

viscoelasticas viabilizam a aplicacdo da metodologia integrada de modo confiavel.
7.2 IDENTIFICACAO NO DOMINIO DO TEMPO

Nesta secdo, sdo discutidos os resultados referentes a implementacdo
computacional das metodologias de identificacdo tradicional e integrada, para o

dominio do tempo, apresentadas no capitulo 5.
7.2.1 Metodologia tradicional

Inicialmente empregando a metodologia tradicional, identificam-se o0s
modulos de relaxacdo de Young e de cisalhamento. Os resultados numéricos
referentes as identificacdes para os trés conjuntos de experimentos sdo apresentados
na TABELA 7. Em cada coluna “dispersdo”, sdo apresentadas as propriedades
viscoelasticas identificadas. Além disso, para cada valor de dispersédo introduzido
artificialmente, uma comparagédo percentual, entre os parametros identificados e as
propriedades materiais apresentadas em Sousa et al. (2018), é mostrada na coluna

“diferenca relativa”.
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TABELA 7 - PROPRIEDADES OBTIDAS PARA DIFERENTES DISPERSOES: METODO
TRADICIONAL

. Disperséo de 0% Dispersédo de +/-10% Disperséo de +/-20%
Propriedades Diferenca Siferenca Siforenca
de Sousa et al. | Propriedades ne Propriedades NS Propriedades NG
(2018) identificadas | "©20V& | idenificadas | elaUva identificadas relativa
(%) (%) (%)
E, |2,13E+06| 2,13E+06 | 9.84E-06 | 214E+06 | 4,01E-01 2,06E+06 3,39E+00
Eo |169E+00| 1,69E+00 | 483E-06 | 160E+09 | 3.83E:01 | 1,63E+09 | 3,73E+00
Pe | 142602 | 142E-02 | 293E05 | 141E-02 | 941E-01 1,48E-02 4,17E+00
G. |718E+05| 7,18E+05 | 226E-05 | 719E+05 | 1,59E-01 6,83E+05 4,91E+00
Gy |6,15E+08| 6,15E+08 | 291E-05 | 607E+08 | 1,39E+00 5,78E+08 6,05E+00
bs |131E-02| 131E-02 | 980E06 | 13102 | 6,08E-01 | 1,28E-02 | 2:80E+00
B |a69E-01| 469E-01 | 229E-05 | 471E-01 | 4,72E-01 4,71E-01 5,80E-01
C; |1,38E+01| 1,38E+01 | 149E-04 | 139E+01 | 1,05E+00 1,37E+01 5,03E-01
C, |1,03e+02| 1,03E+02 | L17E-04 | 103E+02 | 7,75E-01 1,02E+02 5,03E-01

FONTE: O autor (2018).

Por outro lado analisando o0s resultados graficos, observa-se que,
empregando a metodologia tradicional de identificacdo para o dominio do tempo, os
modelos analiticos estdo ajustados adequadamente aos dados experimentais,
conforme ilustram a FIGURA 34, FIGURA 35 e FIGURA 36.

Ademais, analisando o coeficiente de Poisson obtido para dispersdes de 0%,
notam-se ajustes perfeitos para os resultados aqui obtidos e 0 modelo de Sousa et al.
(2018), tanto para o dominio do tempo como para o da frequéncia como ilustram a
FIGURA 34 e a FIGURA 37. Entretanto, para dispersfes de +/-10%, notam-se
divergéncias acentuadas para o coeficiente de Poisson nos dominios do tempo e da
frequéncia (FIGURA 35 e FIGURA 38). Nesses casos, é observado que o0s
coeficientes de Poisson possuem comportamentos ndo monoténicos com pontos de
maximo para os dominios do tempo ou da frequéncia. Finalmente, ao analisar
dispersdes de +/-20%, nota-se que a curva viscoelastica de Poisson, nos dominios do
tempo e da frequéncia, ultrapassa o valor de 0,5, além de ndo ser monotbnica
crescente para o dominio do tempo, ou monotdnica decrescente para o dominio da
frequéncia, como ilustram a FIGURA 36 e a FIGURA 39. Nota-se também que seu
fator de perda correspondente possui valores negativos. Esses comportamentos
violam um significado fisico que o MVE em estudo é dissipador de energia de acordo
com a teoria apresentada por Tschoegl (1989), Pritz (1998), Tschoegl, Knauss e Emri
(2002) e Pritz (2007).

Dessa forma, a fim de identificar funcdes viscoelasticas que atendam aos

requisitos fisicos basicos, um processo de identificacdo mais robusto é implementado
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com base em técnicas de otimizacdo, equacdo (124), em que algumas restricées sao
inseridas em relacdo a funcdo viscoelastica coeficiente de Poisson, definido no
dominio do tempo. Além disso, a premissa assumida aqui € que os moédulos de
relaxacdo (Young e de cisalhamento) ttm a mesma ordem de diferenciacdo e que a
temperatura influencia ambos os médulos igualmente.

FIGURA 34 - DADOS EXPERIMENTAIS (0% DE DISPERSAO) E MODELOS AJUSTADOS PARA

MODULO DE RELAXAGAO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO
TEMPO (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).

FIGURA 35 - DADOS EXPERIMENTAIS (10% DE DISPERSAO) E MODELOS AJUSTADOS PARA
MODULO DE RELAXAGCAO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO
TEMPO (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).
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FIGURA 36 - DADOS EXPERIMENTAIS (20% DE DISPERSAO) E MODELOS AJUSTADOS PARA
MODULO DE RELAXAGAO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO
TEMPO (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).

FIGURA 37 - COMPARAGCAO DA IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSAO NULA
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FONTE: O autor (2018).

FIGURA 38 - COMPARAGCAO DA IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSAO DE +/-10%
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FONTE: O autor (2018).
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FIGURA 39 - COMPARAGCAO DA IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON

CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSAO DE +/-20%
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FONTE: O autor (2018).

7.2.2 Metodologia integrada

Nesta secéo sao apresentados os resultados das identificacdes empregando
a metodologia integrada proposta no capitulo 5. Resultados numéricos das
identificacbes para os conjuntos de experimentos, no dominio do tempo sé&o
apresentadas na TABELA 8. Analisando a coluna de diferenca relativa dessa tabela,
observa-se que, para os experimentos com dispersédo nula, as diferencas relativas
entre cada parametro aqui identificado e aqueles apresentados por Sousa et al. (2018)
sao praticamente nulos. Ademais, para os experimentos com dispersdes de +/-10% e
+/-20%, as diferencas relativas aumentam, entretanto essas diferencas ainda
constituam pequenas, nao atingindo valores significativamente altos.

Visualizagbes graficas dos ajustes tedricos aos experimentais para 0s
modulos de relaxagéo séo apresentadas da FIGURA 40 a FIGURA 42. Analisando os
resultados gréaficos das identificagcdes, notam-se ajustes praticamente perfeitos para
0s modulos de relaxacdo em tracéo e cisalhamento.

Aplicando a equacao (97), sdo construidas funcdes viscoelasticas para o
coeficiente de Poisson, no dominio do tempo (FIGURA 40 a FIGURA 42). Essas
curvas relativas ao coeficiente de Poisson, em todas as situagdes, se mostram
monotonicamente crescente, 0 que representa um comportamento fisico adequado.
Nota-se que estas curvas (coeficiente de Poisson) apresentam pequenas divergéncias
entre si, 0 que é esperado, pois existem trés conjuntos de experimentos distintos e,

como supracitado, os parametros identificados séo ligeiramente distintos.



112

TABELA 8 - PROPRIEDADES IDENTIFICADAS PARA DIFERENTES DISPERSOES: METODO
INTEGRADO

Disperséao de 0% Dispersao de +/-10% Disperséo de +/-20%
Propriedades de . Diferenca : Diferenca , Diferenca
Sousa et al. (2018) I?ropr'le'zdades relativa I?roprlle.zdades relativa If’ropr'lefdades relativa
identificadas o identificadas o identificadas o
(%) (%) (%)
E. |213e+06| 213E+06 |1,68E-05| 213E+06 | 161E-01 | 202E+06 |5,41E+00
Eo |169E+09| 169E+09 |1,74E-05| 1.72E+09 | 1.86E+00 | 1 61E+09 |512E+00
be | 142802 | 142E-02 |440E-05| 1.288-02 | 1I0B+01 | 157E-02 |1,04E+01
G. |7.18e+05| 7.18E+05 |1,48E-05| 7.12E+05 | 830E-01 | 6 74E+05 |6,04E+00
G, |g15E+08| 6.15E+08 |1,35E-05| 6,20E+08 | 8,50E-01 | 565E+08 |8,07E+00
bs | 1318-02 | 131E-02 |369E-05| L1902 | 1.06E+01 | 32102 |8,14E+00
B 469E-01 | 469E-01 |1,05E-06| 452E-01 | 361E+00 | 42701 |8,86E+00
C, |138E+01| 1,38E+01 |1,15E-04| 143E+01 | 3.85E+00 | 122E+01 |1,16E+01
C, |103E+02| 103E+02 |[8,20E-05| 1.03E+02 | 4.69E-01 | 912E+01 |1,12E+01
oo : 2,94E-14 : 1,15E-02 6.13E.02 _

FONTE: O autor (2018).

Considerando o dominio da frequéncia, por interconversédo, obtém-se o
coeficiente complexo de Poisson, apresentados da FIGURA 43 a FIGURA 45, onde
as linhas pontilhadas estéo relacionadas com a identificagdo no dominio do tempo e
as linhas continuas estéo relacionadas aos parametros viscoelasticos de Sousa et al.
(2018). Nota-se que o0 moédulo dindmico do coeficiente de Poisson se mostra
decrescente e seu correspondente fator de perda possui um ponto de maximo, ao
longo da frequéncia. Tais resultados estdo em concordancia com a teoria classica da
viscoelasticidade linear (NASHIF et al. 1985; TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998;
TSCHOEGL, 2002).

Observando a situagdo para quando a dispersdo é nula, as curvas
identificadas se sobrepdem exatamente a curva de Sousa et al. (2018), como ilustra
a FIGURA 43. Outrossim, considerando os casos para quando as dispersdes sao de
10% e 20%, notam-se que existem divergéncias, o que € esperado. No entanto, as
curvas identificadas apresentam comportamentos adequados como ilustram a
FIGURA 44 e a FIGURA 45.

Dessa forma, ainda que os dados experimentais sejam dispersos, infere-se
que o método de identificagdo de MVEs, aqui proposto, obtém de forma aproximada
0 comportamento mecéanico das func¢des viscoelasticas do coeficiente Poisson, para

os dominios do tempo e da frequéncia.
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FIGURA 40 - DADOS EXPERIMENTAIS (0% DE DISPERSAO) E MODELOS AJUSTADOS PARA
MODULO DE RELAXAGAO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO
TEMPO (DIREITA)
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FIGURA 41 - DADOS EXPERIMENTAIS (10% DE DISPERSAO) E MODELOS AJUSTADOS PARA
MODULO DE RELAXACAO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO
TEMPO (DIREITA)
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FIGURA 42 - DADOS EXPERIMENTAIS (20% DE DISPERSAO) E MODELOS AJUSTADOS PARA
MODULO DE RELAXACAO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO
TEMPO (DIREITA)
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FIGURA 43 - COMPARAGAO DA IDENTIFICAGAO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON
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FIGURA 44 - COMPARACAO DA IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSAO DE +/- 10%
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FIGURA 45 - COMPARACAO DA IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSAO DE +/- 20%
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7.3 NOMOGRAMAS DE FUNGCOES VISCOELASTICAS NOS DOMINIOS DO
TEMPO E DA FREQUENCIA
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Inicialmente, considerando o dominio da frequéncia, esta secdo apresenta
nomogramas para 0SS moédulos complexos de Young e de cisalhamento.
Posteriormente, é proposto um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson.
Na sequéncia, considerando o dominio do tempo, sdo propostos homogramas para
0os modulos de relaxacdo em tracdo e cisalhamento, bem como para coeficiente de
Poisson. Para todos os nomogramas apresentados nesta secdo, 0s parametros
viscoelasticos empregados foram obtidos anteriormente para o MVE EAR®-C1002 sédo
apresentados na TABELA 9.

TABELA 9 - PROPRIEDADES MECANICAS DO MATERIAL EAR®-C1002 OBTIDAS A PARTIR DA
TABELA 8

Parametros viscoelasticos Valores huméricos
E, (MPa) 2,128667556644E+06
E, (MPa) 1,723757249223E+09
be 1,279369260811E-02
G, (MPa) 7,119033966574E+05
G, (MPa) 6,202192164498E+08
bg 1,189166029556E-02
B 4,524176145415E-01
CI 1,433136320936E+01
Cg (Oc) 1,031149458767E+02

FONTE : O autor (2018).

7.3.1 Nomograma dos modulos complexos de Young de cisalhamento e do

coeficiente complexo de Poisson

Utilizando a metodologia apresentada para a constru¢cdo de nomogramas e
as propriedades mecanicas, apresentadas na TABELA 9, sdo construidos os
nomogramas para as funcées viscoelasticas complexas (Mddulo complexo de Young
e cisalhamento e coeficiente complexo de Poisson). Em todos os casos, utilizando os
nomogramas, as propriedades mecénicas sao obtidas no intervalo de frequéncia entre
10?2Hz e 10°Hz para as seguintes temperaturas: -30°C, -20°C, -10°C, 5°C, 30°C, 50°C
e 80°C. Contudo, podem ser arbitradas outras temperaturas para serem incluidas no
nomograma.

A FIGURA 46 apresenta os nomogramas construidos para os moédulos
complexos de Young e de cisalhamento. Nesse caso, os médulos de armazenamento
e o fator de perda estdo mostrados no mesmo gréafico. Note-se que o fator de perda

obtido no gréafico deve ser divido por 103. Por exemplo, considere uma frequéncia
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proxima de 1 Hz e uma temperatura de -20 °C no nomograma relativo ao modulo
complexo de Young. Neste caso, o0 caminho descrito pela linha tracejada na FIGURA
46 (esquerda) apresenta que o fator de perda é aproximadamente 0,2. Além disso, 0
valor do médulo dindmico de Young € aproximadamente 1000 MPa.

FIGURA 46 - NOMOGRAMA DO MODULO COMPLEXO DE YOUNG (ESQUERDA) E
NOMOGRAMA DO MODULO COMPLEXO DE CISALHAMENTO (DIREITA)
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FONTE: O autor (2018).
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FIGURA 47 - NOMOGRAMA DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON
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O coeficiente complexo de Poisson pode ser obtido substituindo os
parametros apresentados da TABELA 9 na equacdo (83). Com isso, pode ser
proposto na FIGURA 47 um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson,
onde sdo construidos num Unico grafico o mdédulo dindmico e o fator de perda do
Coeficiente de Poisson. A obtencédo das propriedades pode ser realizada de forma

analoga. Como exemplo, para uma frequéncia proxima de 1 Hz e uma temperatura de
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5°C, os valores do médulo dindmico e do fator perda do Poisson sao proximos de 0,49
e 0,01, respectivamente.

Os nomogramas apresentados nesta secdo formam uma base que pode ser
utilizada para obtencdo de propriedades mecanicas de MVEs de forma rapida e
eficiente, no dominio da frequéncia. Para tanto, & necessario definir a frequéncia e a
temperatura de interesse e, por meio da metodologia aqui discutida, obter as

propriedades dinamicas das fungdes viscoelasticas em analise.

7.3.2 Nomograma dos moddulos de relaxacdo em tracdo cisalhamento e do

coeficiente de Poisson definidos no dominio do tempo

Dada a consolidacao das funcdes viscoelasticas para o dominio do tempo por
meio dos parametros apresentados na TABELA 9, sdo propostos 0s nhomogramas
relativos aos médulos de relaxacdo em tracdo e em cisalhamento, apresentados na
FIGURA 48. Na sequéncia, é proposto o nomograma relativo ao coeficiente de
Poisson, para o dominio do tempo (FIGURA 49). Em todos 0s casos, as propriedades
podem ser obtidas num intervalo de tempo, em segundos, entre 1s e 108s (préximo
de 2 anos) nas seguintes temperaturas: -45°C, -40°C, -35°C, -25°C, -10°C, 5°C, 30°C
e 50°C. Ressalta-se que outras temperaturas podem ser escolhidas e incluidas no
nomograma.

Nota-se que os graficos dos nomogramas no dominio do tempo sao formas
inversas dos nomogramas correspondentes no dominio da frequéncia. Por exemplo,
0 médulo de relaxagédo € uma curva monotonicamente decrescente no tempo. Porém,
seu correspondente na frequéncia, a saber, o0 médulo dindmico de Young, apresenta
um comportamento crescente para frequéncias crescentes. Por sua vez, o coeficiente
de Poisson, no dominio do tempo, é uma fungdo monotonicamente crescente.
Entretanto, o modulo dindmico de Poisson se apresenta monotonicamente
decrescente em frequéncia crescente. Todos esses resultados garantem significado
fisico coerente para o comportamento do material (Tschoegl, 2002; Pritz, 2007, Sousa,
2018), o que demonstra que a metodologia se mostra promissora e com bom potencial

de aplicacéo.
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FIGURA 48 - NOMOGRAMA PARA OS MODULOS DE RELAXAGAO EM TRAGAO (ESQUERDA) E
CISALHAMENTO (DIREITA)
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FIGURA 49 - NOMOGRAMA DO COEFICIENTE DE POISSON NO DOMINIO DO TEMPO
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8 CONCLUSOES E SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho propde e aplica metodologias para caracterizar indiretamente
funcdes viscoelasticas nos dominios do tempo (modulos de relaxacdo de Young e de
cisalhamento e coeficiente de Poisson) e da frequéncia (médulos complexos de
Young, de cisalhamento, volumétrico e coeficiente complexo de Poisson) utilizando
um MVE linear e termorreologicamente simples descrito segundo o modelo
constitutivo de Zener fracionario.

Neste capitulo, sdo discutidas as principais contribuicbes deste trabalho para
0 presente estado da arte no que tange a caracterizacao de propriedades mecanicas
de MVEs lineares e termorreologicamente simples. Na sequéncia, apresentam-se

algumas sugestdes de trabalhos futuros.
8.1 IDENTIFICACAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Considerando o dominio da frequéncia, este trabalho discute duas
metodologias de identificacdo de MVESs, aqui denominadas, de método tradicional e
método integrado. Ambas as metodologias utilizam técnicas hibridas de otimizacao.
Nesse caso, inicialmente, obtém-se por AG um vetor de variaveis de projeto préximo
do ponto 6timo global. Na sequéncia, esse vetor € utilizado como ponto inicial em um
processo de otimizacdo baseado em PNL para obter os parametros materiais 6timos.

Observa-se, que utilizando a metodologia tradicional, bons resultados séo
obtidos nos ajustes dos modelos analiticos aos dados experimentais. No entanto, a
curva do modulo dinamico e do fator de perda do coeficiente complexo de Poisson
apresentam comportamentos inadequados. Tais resultados ndo possuem significado
fisico e divergem da teoria. Consequentemente, infere-se que um procedimento mais
robusto € necessario a fim de obter um conjunto consistente de funcgbes
viscoelasticas, as quais atendam aos requisitos fisicos basicos.

Nesse contexto, foi proposta e implementada uma metodologia, aqui
denominada de integrada. Esta metodologia é baseada na premissa que a
temperatura influencia igualmente os comportamentos mecénicos dos modulos
complexos de Young e de cisalhamento e, além disso, tais médulos complexos
possuem mesma a ordem de diferenciacdo. Ademais, no processo de otimizacéo, sao
impostas algumas restricbes para a funcéo viscoelastica médulo complexo de

Poisson. Como resultados, foram obtidos ajustes adequados dos modelos analiticos
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aos dados experimentais. Além disso, o modulo dinamico, do coeficiente complexo de
Poisson, se mostra monotonicamente decrescente e o seu fator de perda possui um
ponto de maximo. Assim, partindo dos modelos identificados para os maédulos
complexos de Young e cisalhamento, obtém-se o médulo complexo volumétrico. Nota-
se que a curva apresentada é monotonicamente crescente ao longo da frequéncia e
esta localizada acima dos modulos complexos de Young e de cisalhamento. Estes
resultados estéo coerentes com a teoria pois, tanto o coeficiente complexo de Poisson
como o modulo complexo volumétrico, possuem significado fisico.

Portanto, considerando os experimentos aqui apresentados no dominio da
frequéncia, este trabalho apresenta uma metodologia robusta e eficiente para
caracterizacdo hibrida do coeficiente de Poisson para MVEs lineares e

termorreologicamente simples.
8.2 IDENTIFICAC}AO NO DOMINIO DO TEMPO

Para o dominio do tempo, tendo como base fun¢des viscoelasticas para 0s
modulos de relaxacdo de Young e de cisalhamento e empregando o modelo
constitutivo de Zener fracionario, descreve-se matematicamente a obtencdo de um
modelo para o coeficiente de Poisson em funcé&o do tempo e da temperatura.

Na sequéncia, a partir de trés conjuntos de dados experimentais artificiais com
dispersbes de 0%, 10% e 20% para os moédulos de relaxacdo (em tracdo e
cisalhamento), identifica-se o material viscoelastico EAR®-C1002. Para tanto, aplica-
se uma técnica hibrida de otimizacdo e obtém-se parédmetros viscoelasticos do
material. Similarmente, como realizado para o dominio da frequéncia, a identificacao
é realizada empregando duas metodologias: tradicional e integrada. Empregando a
metodologia tradicional, sdo obtidos resultados adequados somente para quando a
dispersdo € nula. Entretanto, para quando as dispersdes sdo de 10% e de 20%,
resultados gréaficos inadequados para o coeficiente de Poisson sédo obtidos. Esse fato
indica que a tradicional metodologia que se baseia na identificacdo das funcdes
viscoelasticas isoladamente, se mostra bastante sensivel a erros experimentais.

Nesse contexto, foi proposta e implementada uma metodologia mais robusta
de identificacdo, a qual contempla algumas restricbes fisicas no processo de
otimizacdo. Como resultado dessa implementacéo, inicialmente, obtém-se a funcéo
viscoelastica para coeficiente de Poisson, definida no dominio do tempo e, na

sequéncia, por interconversao, obtém-se o coeficiente complexo de Poisson, definido
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no dominio da frequéncia. Observa-se que para dispersGes de 10% e 20%, sao
obtidas funcdes com comportamentos adequados e fisicamente coerentes.

Dessa forma, os resultados obtidos, empregando o método integrado, se
mostram confiaveis, pois vao de encontro a comportamentos fisicos adequados: para
o dominio do tempo, o coeficiente de Poisson se mostra crescente e, no dominio da
frequéncia, o coeficiente dindmico de Poisson se apresenta decrescente e o fator de
perda do mesmo possui um Unico ponto de maximo. Portanto, a metodologia aqui

proposta € promissora e com um grande potencial de aplicacao.

8.3 NOMOGRAMAS DE FUNCOES VISCOELASTICAS NOS DOMINIOS DO
TEMPO E DA FREQUENCIA

Consolidadas as identificacbes do MVE, foi proposta e implementada uma
metodologia para construcdo e avaliagdo de nomogramas nos dominios do tempo
e/ou da frequéncia.

Inicialmente, considerando o dominio da frequéncia, foram apresentados
nomogramas para o0s modulos complexos de Young e de cisalhamento.
Posteriormente, foi proposto um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson,
o qual é composto de duas func¢bes viscoelasticas, o médulo dindmico e o fator de
perda de Poisson. A partir desse nomograma, os valores das propriedades (médulo
dindmico e fator de perda de Poisson) podem ser obtidos de forma rapida para a
frequéncia e a temperatura requeridas.

Na sequéncia, foram propostos nomogramas de fungbes viscoelasticas,
definidas no dominio do tempo. Nesse caso, utilizando a metodologia, aqui
apresentada, foram propostos nomogramas para os modulos de relaxacdo em tracao
e em cisalhamento e, na sequéncia, foi proposto 0 nomograma para o coeficiente de
Poisson, no dominio do tempo. Os graficos obtidos para esses nomogramas
descrevem o comportamento inverso de nomogramas correspondentes no dominio
da frequéncia. Tais resultados garantem significado fisico coerente para o
comportamento do material.

Como contribui¢cdes principais para o estado da arte, o presente trabalho
propde a construcdo de novos nomogramas de fungdes viscoelasticas, nos dominios
do tempo e da frequéncia, os quais permitem uma visualizacdo rapida e precisa dos

comportamentos dinamicos do MVE em andlise.
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8.4 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Para melhores estudos sobre a identificagdo completa do comportamento

mecanico de MVEs, como alternativas para trabalhos futuros sugerem-se:

o Realizar a mesma identificagdo das funcdes viscoelasticas
empregando técnicas avangadas de estatisticas;

o Realizar experimentos para obtencdo do coeficiente de Poisson de
modo direto em varias temperaturas e, com isso, identificar indiretamente as
funcdes viscoelasticas;

o Obter os modulos complexos (Young e de cisalhamento) empregando
uma mesma amostra e, com isso, obter o coeficiente de Poisson
indiretamente;

o Obter indiretamente o coeficiente de Poisson considerando o efeito da
pressao nos ensaios de cisalhamento;

o Utilizar modelos constitutivos fracionarios com mais termos no

processo de identificagdo completa de MVEs.
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APENDICE 1

DERIVADA E INTEGRAL FRACIONARIA

Existem na literatura varias definicdes para o calculo de derivadas ou integrais
de ordem fracionarias. Entre elas, destacam-se as de Riemann-Liouville, Caputo,
Riesz e Grunwald-Letnikov (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; CINIELLO;
BAVASTRI; PEREIRA, 2015). Visto que no presente trabalho supdem-se que as
informacdes ocorrem para um tempo t > 0, as definicdes de Riemann-Liouville se
mostram as mais apropriadas para representar as fungdes viscoelasticas envolvidas
neste trabalho, conforme afirmam Mainard (2010) e Ciniello (2015).

Conforme Das (2011), Atanackovi¢ et al. (2014) e Oliveira (2014), supondo

uma funcéo f(t) bem comportada no intervalo t (a,b), sua integral fracionaria de

Riemann-Liouville & esquerda e de ordem o é definida por

(1) = iJt'(t —u)* ™ f(u)du, (125)

['(a)
onde o € um parametro real e positivo € I'(o) =j:y°‘*1efydy € a funcao Gama de

Euler. Por outro lado, a integral fracionaria de Riemann-Liouville a direita e de ordem

o é definida por

i)Lb(t—u)“11=(u)o|u. (126)

tlgf(t): F(oc

Com isso, segundo Mainardi (2010), as derivadas fracionarias de Riemann-

Liouville a esquerda e a direita de ordem o e parametro p, onde p € um numero inteiro

e positivo, tal que p—1<a <p, sdo definidas respectivamente, como

a _dp (p-a) _ 1 dP et f(U)
RLDa,tf(t)_ﬁ[laﬂ f(1)|== Boay o b (127)
e
o ()2 (ca E e py]o Y P e f(u)
W0 (0= (" G5 0 F g ke 2
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FUNQAO DE MITTAG-LEFFLER

Como posto por Gorenflo, Loutchko e Luchko (2002) e Maindardi (2010), as
funcbes de Mittag-Leffler (ML) estdo diretamente relacionadas as equacodes
diferenciais e integrais de ordem fracionaria e com integrais do tipo Abel. Assim, como
a natureza da funcéo exponencial é a solugdo de equacbes diferencias de ordem
inteira, a funcdo de ML tem um papel analogo para solucao de equacdes diferenciais
de ordem néo inteira (CINIELLO, 2016).

A funcédo de ML de um parametro, denotada por Ea(z) com o >0, pode ser

definida por uma representacdo em série convergente no plano complexo, C, na

forma

E (z , >0, zeC |, 129
«(2)= nzl“lvtom) “ < (129)

onde I' é a funcdo gama de Euler. Para a convergéncia da série de poténcias na
equacdao (129), o parametro o pode ser complexo, desde que Re(a) >0 (Mainardi,
2010). A fungéo de ML é uma generalizacdo da funcéo exponencial, tendo em vista a
substituicgo de n!=I'(n+1) com (an)=T(an+1), onde I' é a fungdo Gamma.

Conforme Haubold (2011) e Maindardi (2010), a partir da definicdo da funcdo ML,

equacéao (129), sao notaveis algumas relacdes importantes tais como
E.(z)=¢* E, (22) =cosh(z); E, (—22) =cos(z) (130)
Ey,(xz)=€" [l+ fer (iz”2 )] = e*ferc (iz”z) (131)

onde Z€C(, fer é a funcéo erro e ‘ferc’ é a funcéo erro complementar, as quais S0
definidas, respectivamente, como (HAUBOLD et al., 2009; CINIELLO, 2016)

fer(z )du e ferci=1-fer(z), zeC (132)

= (e

Mainadi (2010) afirma que uma extenséo da funcéo de ML pode ser obtida
substituindo a constante aditiva 1 do argumento da fungdo Gamma, equacao(129),

por um parametro complexo arbitrario L. Assim a representacdo da funcdo de ML

com dois parametros, a e [, pode ser posta como
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Ew(z):i(r(—n) Re(a)>0, peC, zeC (133)
E evidente que E,,(z)=E,(2).

APLICACAO DA FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER NO CORRENTE TRABALHO

Neste trabalho, a funcdo ML € aplicada para as definicbes dos modulos de
relaxacao e de fluéncia segundo os modelos constitutivos de Zener Fracionario. Como
exemplo, mostra-se a aplicacao para a relaxacao.

Considere-se que o argumento da funcdo de ML é dado por

- _[LJ , (134)
T

onde 0<a <1, ¢, é um parametro fixo e caracteristico do sistema analisado. Assim,

a partir da equacodes (129), obtém-se
) (_% )an
> T
E || t =y 3 135
a( (%aj ] r;) F(l+0m) (139)

Conforme Mainardi (2010) e Ciniello (2015), ao analisar os comportamentos
das assintotas para um tempo muito pequeno e para um tempo muito grande, tém-se,

respectivamente, que

A R

in|e. ((/)ﬂ(/—j)o a2

Mainardi (2011) afirma que quando(t/ra)azo, a funcdo de ML apresenta um

decréscimo muito rapido para (t/ra)a —0". Por outro lado, ocorre um decréscimo
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muito lento para quando(t / ra)“ — o, devido ao fato de uma poténcia negativa. Isso

fica evidente na representacao grafica dessa fungdo para diferentes valores de o e
com t, =1s (FIGURA 50a) e com t, =100s (FIGURA 50b).

FIGURA 50. REPRESENTACA
T 1
N, : —+—a= T

—— = 142

DOT oot

08¢ 08

07
Bl ................. e ] 06
;d O5L .................. ................. SRR 05
04+
03

02
04 :
: 5 . : .
107" 10 10” 10° 10t 10 10 10° 10 10
t[s] t[s]
a) T, =1s b) t, =100s

FONTE: O autor (2017).
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APENDICE 2

TRANSFORMADA DE LAPLACE

Seja f(t) uma funcéo definida por t>0, entdo a integral

F(s) =L {f(1)} = j:e‘St f(t)dt (138)

resulta numa funcéo de s, F(s), a qual € chamada de transformada de Laplace de f(t)
desde que a integral convirja (DOETSCH, 1947; (PAPOULIS, 1962; ZILL e CULLEN,
2000). A variavel transformada, s, €, em geral, um nimero complexo, o qual pode ser

escrito como
s=a+iQ (139)

onde i=+-1 (PAPQULIS, 1962). Quando se trata de excitacdes senoidais em regime
permanente, o principio da correspondéncia requer que a parcela real da variavel
complexa “s” tenda para um valor nulo, isto €, a — 0, 0 que consequentemente resulta
em s —iQ (PAPOULIS, 1962).

PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Uma lista com algumas propriedades da transformada de Laplace, as quais
sao pertinentes com o estudo de viscoelasticidade, € fornecida a seguir.
Linearidade

Conforme Schiff (1999, a transformada inversa de Laplace é uma

transformacao linear
L{af,(t)+a,f,(t)} =aL {f,(t)} +a,L{f,(t)} =aF; (s)+a,F,(s) (140)
Teorema do valor inicial

Conforme Schiff (1999), o teorema do valor inicial pode ser posto na forma

lim f(t) = lim sF(s). (141)

t—0 S—©

Teorema do valor final

Conforme Schiff (1999), o teorema do valor final pode ser colocado segundo

lim f(t) = lim sF(s). (142)

t—w s—0
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Transformada da derivada de ordem inteira
Conforme demonstrado nos trabalhos de Doestsch (1974) e Oliveira (2014),

df(t) d*f(t)  d(t)

se uma funcao f(t) e suas derivadas , sao fungdes continuas,

dt " odt? 7 dt”
nado nulas, no intervalo [0,00) , entdo vale a relacéo
d"f(t) L ., df*(0)
Lo —2b=s"L{f(t)} - D s"** : 143
{ dt" } (o) = dt (143)

Portanto, caso f(t = O) =0, entdo a equacdo (143) pode ser posta na forma
d"f(t
L{ %} =s"F(s). (144)

Transformada de Laplace para Derivada Fracionéria Segundo Riemann-Liouville

Como demonstrado por Das (2011) e Oliveira (2014), a transformada de

Laplace da derivada de Riemann-Liouville a esquerda no intervalo [O, t], é dada por

w4 (ol (0)

L{oDyf(t)} =s“L{f(t)}-Ds — (145)

k=0

Das (2011) mostra que, para 0 <a <1, tem-se
L{oDyf (1)} =s°F(s) | ol *f(0) | =s"F(s). (146)

Convolucéao

Sejam duas funcdes f(t) e G(t) de t. A multiplicacédo dessas funcodes, definidas

no plano transformado, corresponde a uma convolu¢gdo no dominio do tempo,

denotada por (f *g)(t), a qual pode ser definida pela relagéo
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LH{F(s) G(s)} =(f*g)(t) =1" . (147)

As duas formas de convolugéo da integral existem porque a operacao de convolugéo

é comutativa.

Por outro lado, a transformada inversa de L‘l{s F(S)G(s)} possui quatro

formas equivalentes, as quais podem ser postas conforme

f0)a(t)+ [, S la(e-)as

(0)9(0)+ 1 e)ae
L {sF(s)G(s)} = -2 (148)

f(t)g(O)+J';f(t—§)d?j—(;")d&,

£(t)g(0)+ I;f(g)%dg.

PRINCIPIO DA CORRESPONDENCIA PARA O DOMINIO DA FREQUENCIA
Considere-se que os tensores de tensao, o, e de deformacgéo, €, podem ser

postos, respectivamente, como

O(S)=|0, O Oy (149)

£(S)= €1 €30 €3 |- (150)

Pelo PCEV, a Lei de Hooke no plano complexo, considerando um ensaio

uniaxial de tracdo, pode ser posta como

611(S) =E(S)e1,(S) = SE(S)e(s)- (151)

Retransformando a equacéo (151) para o dominio do tempo, chega-se



o ()= [E(t-0) 221D g

dz

Aplicando a transformada de Fourier a equacéo (152), obtém-se

01, (Q J. oy, (t)e 't

_I .[ 811 )d e 1

—J-tdgll J-w( t r)e_iQtdt)dr.

Pelo teorema do deslocamento (LAKES, 2009),

0,(Q) = ItME* (Q)e_igrdr

0 dr

—E (Q)I; —dsalt(t) e ¥dr

*

=E " (Q)e,(Q)

Comparando as equacdes (151) e (154), tem-se

s=iQ

142

(152)

(153)

(154)

(155)

Portanto, a transformag&o do dominio de Laplace para o dominio da frequéncia, basta

a substituicdo de S por IQ), onde deve ser realcado que o sistema analisado encontra-

se sob regime permanente.
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LISTA DAS PRINCIPAIS TRANSFORMADAS DE LAPLACE UTILIZADAS
A seguir, apresenta-se uma lista das transformadas inversas de Laplace

relacionadas com o calculo de derivadas de ordem inteira e fracionaria.

TABELA 10 - PRINCIPAIS TRANSFORMADAS DE LAPLACE UTEIS PARA O CORRENTE
TRABALHO

Transformada de Laplace F(S) Expresséo no tempo f(t)
1 3(t)
e 3 H(t-a)
/s H(t)
1/s? tH(t)
1 _
S+a e "
a =
1+as e( )
1
(-v
s(L+as) 1-¢t
s* I p-1 o
R Ae 1 E,_ (at
S Re(s) > J(ar”)
s*P J4 p-1 o
R A[a " E,  (-at
g Re(s) > o(-at*)
Sa—l }/ u
R A/ E, (At
S Re(s)> 1 (-2)
Sa—l }/ o
R N E, (At
S Re(s)> 1 ()
S(l
= 7) E, (1)
= E, (-1t)
L t'E, . (-at®)
s* +a oo

FONTE: Das (2011) e Atanackovi¢ et al. (2014).





