
 
 

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANÁ 

 

 

GUILHERME ALEXANDRE EMIDIO 

 

 

 

 

 

 

 

 

MODELO DE EQUAÇÃO MESTRA PARA DIFUSÃO E RELAXAÇÃO ELETRÔNICA 

EM SEMICONDUTORES NANOESTRUTURADOS 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURITIBA 

2018



 
 

GUILHERME ALEXANDRE EMIDIO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MODELO DE EQUAÇÃO MESTRA PARA DIFUSÃO E RELAXAÇÃO ELETRÔNICA 

EM SEMICONDUTORES NANOESTRUTURADOS 

 

 

 
Tese apresentada ao curso de Pós-graduação em 
Física, Setor de Ciências Exatas, Universidade 
Federal do Paraná, como requisito parcial à 
obtenção do título de Doutor em Física. 
 
Orientador: Prof. Dr. José Arruda de Oliveira 
Freire. 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

CURITIBA 

2018 

 







AGRADECIMENTOS
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RESUMO

Nós aplicamos um modelo de Equação Mestra para investigar o tempo de relaxação e

o coeficiente de difusão de uma população eletrônica fora do equiĺıbrio em semicondutores

nanoestruturados. A relaxação ocorre via estados localizados e é acesśıvel por técnicas

de transiente de absorção. Nós estabelecemos como a dependência temporal da densi-

dade de elétrons na banda de condução é afetatada pela: condição inicial de equiĺıbrio,

a densidade de armadilhas e a DOS das armadilhas (analisamos armadilhas com ńıveis

de energia discretos, ńıveis uniformemente distribuidos e exponencialmente distribuidos).

Nós também aplicamos nossos resultados para nanopart́ıculas de semicondutores isoladas,

tais como aquelas encontradas em células solares sensibilizadas por corante, discutimos

como o tempo de relaxação impacta a difusão de um elétron injetado por um corante

através da rede de nanopart́ıculas.

Palavras-chave: equação mestra, semicondutor nanoestruturado, relaxação eletrônica, di-

fusão eletrônica.



ABSTRACT

We apply a Master Equation model to investigate the relaxation time and the diffusion

coefficient of an out-of-equilibrium electronic population in a nanostructured semiconduc-

tor. The relaxation occours via trapping in localized leves and is accessible via transient

absorption techniques. We establish how the time-dependence of the density of electrons

in the conduction band is affected by: the initial equilibrium condition, the density of traps

and the trap DOS (we analyse discrete trap levels, uniformly spread levels and exponen-

tially spread levels). We also apply our results to isolated semiconductor nanoparticles,

such as the ones found in dye sensitized solar cells, and argue how this relaxation time

impacts the diffusion of dye injected electrons through the nanoparticles network.

Keywords: master equation, nanostructured semiconductor, electronic relaxation, elec-

tronic diffusion.



SUMÁRIO

1 Introdução 9

2 Conceitos Fundamentais 12

2.1 Semicondutores Nanoestruturados . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Densidade de Estados das Armadilhas . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3 O TiO2 Nanoestruturado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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condutores Nanoestruturados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Capı́tulo 1
Introdução

Neste trabalho temos como objetivo estudar os processos de relaxação e difusão de

elétrons em um semicondutor nanoestruturado. A dinâmica de elétrons nessa classe de

semicondutores é um problema interessante tanto do ponto de vista teórico quanto tec-

nológico. Existem muitos estudos envolvendo sistemas f́ısicos e biológicos, em que essa

dinâmica se mostra importante [1-3] . Além disso o uso crescente de filmes de semicon-

dutores nanoestruturados em várias aplicações comerciais tem estimulado um interesse

considerável nas propriedades de transporte eletrônico de tais materiais [4-10].
Estudos realizados desde a década de 80 [6-8], têm revelado que, embora semicon-

dutores (não-cristalinos) se comportem em alguns aspectos de forma semelhante ao seu

correspondente cristalino, há uma série de outras caracteŕısticas que também podem se

manifestar. Apesar de a grande maioria dos sistemas eletrônicos modernos envolverem

a utilização de componentes fabricados a partir de materiais semicondutores cristalinos,

nos últimos anos, tem sido cada vez maior o uso de filmes de semicondutores nanoestru-

turados, como por exemplo o TiO2 e o ZnO [9-15], que não só oferecem vantagens de

custo reduzido, mas são prontamente produzidos como elementos de larga escala do tipo

exigido em aplicações tais como a conversão de energia solar em elétrica em dispositivos

fotovoltaicos.
Nestes tipos de semicondutores o transporte de elétrons é influenciado pela presença

de defeitos, que são da natureza da composição qúımica e da estrutura microscópica desse

tipo de material. Como será visto no caṕıtulo 2 esses defeitos provocam uma mudança

na densidade de estados do semicondutor, de modo que exista a presença de estados

eletrônicos localizados, que se comportam como “armadilhas” para os elétrons. Com o

objetivo de modelar o transporte eletrônico em semicondutores nanoestruturados, um

modelo com bastante sucesso “Multiple Trap” (MT) considera que o transporte se dá via

eventos de captura e liberação dos elétrons por armadilhas [7, 16, 17].
A dificuldade em descrever o transporte em semicondutores nanoestruturados, é o fato

de a densidade de estados ser praticamente cont́ınua no espectro de energia. Entretanto

foi introduzida [17] uma distinção na densidade de estados, dividindo-a em dois grupos:

estados estendidos (bandas) e estados localizados (armadilhas). Em contraste com os

elétrons aprisionados em armadilhas profundas (com energias bem abaixo do ńıvel de

9
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condução), elétrons aprisionados em armadilhas rasas (com energias próximas ao ńıvel

de condução) podem ser mais facilmente liberados, pois como será visto no caṕıtulo 2 o

tempo médio que um elétron passa “dentro” de uma armadilha é tão menor quanto mais

próxima à banda de condução é a energia da armadilha.
O transporte se dá então via estados estendidos onde os elétrons sofrem espalhamen-

tos elásticos em defeitos cristalinos e é submetido aos eventos de captura e liberação pelas

armadilhas. Esse transporte tem sido bem descrito em termos de uma difusão conside-

rando os eventos de captura e liberação pelas armadilhas [18-21]. A dinâmica da difusão

se divide em dois regimes devido ao efeito das armadilhas, difusão anômala em que o

coeficiente de difusão é dependente do tempo e difusão normal onde o coeficiente de difu-

são atinge um valor estacionário. Para entender essa dinâmica na transição do regime de

difusão é necessário um conceito de equiĺıbrio local, que como será visto no caṕıtulo 2, é

suposto acontecer antes do equiĺıbrio global onde a difusão deixa de ocorrer.
Em dispositivos fotovoltaicos como por exemplo células solares, o coeficiente de difu-

são tem uma grande importância como veremos no Caṕıtulo 3, e no caso de experimentos

de medida de fotovoltagem de superf́ıcie o coeficiente de difusão aparece explicitamente na

curva medida. Outras duas medidas envolvendo elétrons em semicondutores nanoestru-

turados são de grande interesse. A primeira é a medida da fotocondutividade transiente,

que permite calcular o decaimento da população eletrônica na banda de condução do

semicondutor. A segunda é a medida de espectroscopia de transiente de absorção, que

mede (indiretamente) a relaxação eletrônica na banda de condução do semicondutor pela

mudança na absorbância. Essa última recentemente [22] tem apontado para a relaxação

eletrônica no TiO2 sendo descrita pela participação de apenas dois ńıveis de energia das

armadilhas.
A partir de uma equação mestra baseada no modelo MT, pretendemos estudar os

processos envolvidos nos experimentos de medida de transiente de absorção com o objetivo

de entender a relaxação eletrônica, bem como entender o papel de diferentes distribuições

de ńıveis de energia das armadilhas no semicondutor em questão. Outro interesse deste

trabalho é entender a dinâmica dos elétrons no regime de difusão anômala e a transição

para difusão normal, obtendo o tempo caracteŕıstico onde essa transição ocorre.
No caṕıtulo 2 descrevemos a origem das armadilhas em semicondutores nanoestru-

turados bem como suas influências na dinâmica dos elétrons. No caṕıtulo 3 abordamos

algumas medidas experimentais envolvendo difusão e relaxação eletrônica com objetivo

de apontar quais são as posśıveis abordagens de nosso modelo nos mesmos. No caṕıtulo 4

apresentamos nosso modelo de equação mestra baseada no modelo MT, para a relaxação

eletrônica em semicondutores nanoestruturados visando reproduzir a situação em experi-

mentos de transiente de absorção. No caṕıtulo 5 apresentamos nosso modelo de equação

mestra baseada no modelo MT, para a difusão em semicondutores nanoestruturados, com

objetivo de entender os experimentos envolvendo difusão vistos no caṕıtulo 3.
O apêndice C, é parte de um trabalho separado realizado pelo autor desta tese em

peŕıodo de doutorado sandúıche no Lawrence Berkeley National Laboratory sob a super-

visão do Dr. Lin-Wang Wang, na tentativa de obter a formação de large polarons na
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perovskita CH3NH3PbI3.



Capı́tulo 2
Conceitos Fundamentais

2.1 Semicondutores Nanoestruturados

Semicondutores nanoestruturados são materiais caracterizados por estruturas nano-

métricas, que podem ser obtidos por diferentes métodos tais como, hidro-térmico, solvo-

térmico, sol-gel entre outros. Em cada uma destas nanoestruturas a configuração atômica

de curto alcance em torno de um determinado śıtio é em geral muito bem definida, porém

alguns defeitos como, pequenas variações no comprimento e no ângulo de ligação, podem

ocorrer caracterizando um grau de desordem na cristalinidade da nanoestrutura, como

ilustrado na Figura 2.1. Em alguns casos, a desordem torna imposśıvel satisfazer as exi-

gências de ligação de um átomo em particular, levando à produção de ligações qúımicas

“em falso” (dangling bonds), que podem influenciar as propriedades f́ısicas do semicon-

dutor de várias maneiras [23]. Basicamente defeitos como desordem estrutural, vacância

atômica, ligação qúımica incorreta, etc. devem ocorrer em semicondutores nanoestru-

turados, e não é de se esperar que todos estes tipos de defeitos afetem identicamente a

estrutura eletrônica destes materiais. Em sólidos cristalinos bem ordenados, concentra-

ções de defeitos são suficientemente baixas com energias bem definidas para tais estados.

No entanto, em sólidos não cristalinos como as densidades de defeitos presentes existentes

são maiores, variações na energia destes estados devem ocorrer [23]. Além de produzir

uma alteração na distribuição de energia da densidade de estados, tais defeitos influenciam

o comportamento de elétrons livres, dando origem a estados eletrônicos espacialmente lo-

calizados nas extremidades das bandas de energia. A estes estados eletrônicos localizados

é dado o nome de armadilhas.
Há uma diferença entre tipos de armadilhas, por exemplo desordem estrutural pro-

voca uma localização fraca para a função de onda do elétron, que resulta na captura

momentânea de um elétron em um dado śıtio. Por outro lado, uma localização forte para

a função de onda do elétron, resultante da presença de espécies qúımicas e certos defeitos,

tais como vacâncias, provocam a estabilização completa de um elétron em um śıtio, isto

é, um aprisionamento forte.

12



2.2. Densidade de Estados das Armadilhas 13

Figura 2.1: Ilustração da estrutura microscópica de um semicondutor nanoestruturado.
À esquerda pode-se ver uma região cristalina (regular) e ao lado direito está ilustrado um
grau de desordem elevado com a presença de vários defeitos.

2.2 Densidade de Estados das Armadilhas

Vimos na seção anterior que uma caracteŕıstica presente em semicondutores nanoes-

truturados são as chamadas armadilhas, que tem sua origem ligada aos defeitos cristalinos

do material. A presença de armadilhas gera uma desordem no semicondutor nanoestru-

turado que modifica a densidade de estados deste material. A Figura 2.2 fornece uma

representação esquemática da influência da desordem na densidade de estados de um só-

lido. Com alto grau de desordem, os estados eletrônicos localizados adicionais devido a

vários defeitos tornam-se amplamente distribúıdos em todo o “gap” estendendo-se até as

bandas de condução e valência.
Vários modelos tem sido usados com objetivo de representar a forma desta distribuição

de estados eletrônicos localizados presentes nestes semicondutores devido às armadilhas1.

A Figura 2.3 a) mostra um modelo desenvolvido por Cohen e colaboradores [24] para

ligas de calcogenetos, que prevê que em um grau suficientemente grande de desordem a

estrutura da cauda da densidade de estados eletrônicos localizados (área achurada) desa-

pareceria. Posteriormente, foram feitas tentativas para aplicar este modelo para outros

tipos de semicondutores, mas a abordagem foi de sucesso muito limitado uma vez que

muitos destes materiais possuem um grau considerável de ordem de curto alcance. Um

modelo alternativo, com a forma mostrada na Figura 2.3 b), foi desenvolvido por Mott

1Alguns destes modelos foram originalmente aplicados a semicondutores amorfos, porém com o mesmo
objetivo de representar a distribuição de estados eletrônicos localizados nestes materiais.
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Figura 2.2: Influência da desordem na densidade de estados de um semicondutor. Cor-
fome um número maior de defeitos (armadilhas) no material, mais estados eletrônicos
localizados relativos a estes defeitos preenchem o gap.

e Davis [25]. Neste modelo, “caudas” relativamente limitadas dos estados localizados

existiriam nas bordas das bandas. Para facilidade do tratamento anaĺıtico, essas bordas

foram aproximadas como possuindo uma variação linear da densidade de estados com a

energia. Além disso, para se levar em conta o ńıvel de Fermi próximo ao centro do gap de

energia como ocorre em muitos semicondutores, um outro grupo de estados localizados

foi introduzido no centro do gap, como mostrado.
Marshall e Owen [26] adotaram uma abordagem diferente, argumentando que várias

propriedades de transporte de semicondutores amorfos calcogenetos indicam a presença

de concentrações de estados localizados em várias energias razoavelmente bem definidas,

Figura 2.3 c). No caso do siĺıcio amorfo (a-Si), Spear e colaboradores [27] chegaram a

conclusões semelhantes, Figura 2.3 (d). Nota-se que a densidade de estados na Figura

2.3 d), é apresentada de forma logaŕıtmica, de modo que os picos na distribuição seriam

muito bem definidos em uma escala linear. A Figura 2.3 e) é uma distribuição retangular

da densidade de estados que foi estudada em [28]. Por último a Figura 2.3 f) é uma

distribuição exponencial da densidade de estados, que tem sido largamente usada em

estudos envolvendo semicondutores nanoestruturados [8, 10, 11, 20].

2.3 O TiO2 Nanoestruturado

Neste trabalho, o semicondutor nanoestruturado TiO2 (dióxido de titânio) será muito

presente, considerando que a maioria dos resultados experimentais aos quais se fará re-

ferência, estão ligados ao transporte de elétrons em filmes de nanopart́ıculas de TiO2

na fase Anatase2. A Figura 2.4, mostra a estrutura de um filme de nanopart́ıculas de

TiO2 obtidas pelo método sol-gel. Pode-se ver que a morfologia consiste basicamente de

2Outras fases para o TiO2 são Rutilo e Brokita [29].
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Figura 2.3: Diferentes representações para a densidade de estados de um semicondutor
com a presença de armadilhas. a) modelo de Cohen-Fritzsche-Ovshinsky, b) modelo de
Mott e Davis, c) modelo de Marshall-Owen, d) modelo de Spear, e) densidade de estados
retangular, f) densidade de estados exponencial. A área achurada representa ńıveis de
armadilhas. Figura retirada da referência [23].

nanopart́ıculas conectadas formando um filme nanoporoso.
Pensando no transporte eletrônico em um filme de nanopart́ıculas de TiO2, trata-se

do transporte em uma rede nanoestruturada contendo armadilhas, e é preciso levar em

conta os eventos de captura dos elétrons pelas armadilhas. Durante o transporte, supõe-se

que em um intervalo de tempo Δt um elétron livre “colide” com um número de vcΔtσcnt

armadilhas, onde vc é a velocidade dos elétrons livres, σc é a seção de choque de captura

dos elétrons livres pelas armadilhas e nt é a densidade volumétrica de armadilhas. Isso

resulta na taxa φc para a captura de elétrons dada por

φc = ntvcσc. (2.1)

Após um tempo “dentro” de uma armadilha o elétron é liberado por ativação térmica,

essa liberação φl está relacionada com φc pela estat́ıstica de Shockley-Read-Hall [31] e é
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Figura 2.4: Imagem SEM de um filme de nanopart́ıculas de TiO2 obtido com o método
sol-gel. Figura retirada da referência [30].

dada por

φl =
nc

nt

φce

[
− (Ec−Et)

kT

]
, (Et < Ec) (2.2)

onde k é a constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta, nc é a densidade volu-

métrica de estados na banda de condução, Ec é a energia do fundo da banda de condução

e Et é a energia da armadilha envolvida na captura do elétron. Watson explorou experi-

mentalmente [32] a densidade de armadilhas, e seus resultados experimentais, com base

em uma análise numérica de múltiplas armadilhas, apontam que estados localizados têm

seção de choque de captura idênticos.

2.4 Transporte Eletrônico por Difusão

Antes de dar ińıcio ao estudo do transporte eletrônico em um semicondutor nanoes-

truturado, no qual deve-se levar em conta a presença das armadilhas, é importante se ter

uma noção de como é o transporte em um material sem armadilhas. Para um material

cristalino a densidade de estados é bem definida como mostra a Figura 2.5 a). Neste caso,

uma concentração inicial de elétrons (pacote) sofre uma dispersão em seu perfil conforme

atravessa o material, esta dispersão é resultado de processos de espalhamentos elásticos

[23] como mostra a Figura 2.5 b). Assim sendo, os elétrons se movem exclusivamente

em estados estendidos e o transporte pode ser descrito em termos da equação clássica de

difusão em materiais.
A densidade de corrente de elétrons é dada por

�j = −D0 ∇n− nμ∇ϕ (2.3)
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Figura 2.5: a) Densidade de estados para um material cristalino. b) Elétron move-se pelo
material sofrendo colisões elásticas com imperfeções (cruz azul) no cristal.

Aqui D0 é o coeficiente de difusão, μ e n são respectivamente a mobilidade e a densidade

de elétrons no material e ϕ o potencial elétrico. O primeiro termo corresponde à corrente

de difusão e o segundo é a corrente de arrasto. Na ausência de um campo elétrico externo

atuando no sistema, o transporte ocorre somente por difusão, e o segundo termo da Eq.

(2.3) pode ser ignorado restando somente

�j = −D0∇n. (2.4)

Com uso da equação da continuidade chega-se à seguinte equação de difusão para a den-

sidade n de elétrons
∂n

∂t
= D0∇2n. (2.5)

No caso de um semicondutor nanoestruturado, a presença de armadilhas produz uma

certa modificação na densidade de estados, implicando à existência de estados eletrônicos

localizados, como mostra a Figura 2.6 a), o transporte se dá então via difusão com su-

cessivos eventos de captura e liberação dos elétrons pelas armadilhas como ilustrado na

Figura 2.6 b). Neste caso a equação para a difusão deve levar em conta estes efeitos de

captura e liberação dos elétrons pelas armadilhas, pois como será visto na próxima seção,
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após a captura os elétrons permanecem um certo tempo aprisionados nas armadilhas até

serem liberados por ativação térmica.

Figura 2.6: a) Densidade de estados para um semicondutor nanoestruturado. b) Elétron
move-se pelo material sofrendo colisões elásticas com imperfeições (cruz azul) no cristal e
eventos de captura e liberação pelas armadilhas (pontos pretos).

2.5 Difusão em um Sistema com Armadilhas

Como vimos anteriormente, a desordem cristalina em semicondutores nanoestrutura-

dos quebra a simetria do sistema ordenado em escala atômica e consequentemente, afeta

a densidade de estados do material, formando estados eletrônicos localizados que se con-

centram na cauda da densidade de estados. A energia Ec separando estados extendidos

de estados eletrônicos localizados é identificada como o fundo da banda de condução. A

consequência da desordem é que a difusão nestes materiais é muito dependente da densi-

dade espacial e de energia dos estados eletrônicos localizados. A difusão ocorre via estados

estendidos [23], e o movimento de um elétron em um estado localizado de energia E é

impedido até que ele experimente um salto para estados estendidos por uma ativação

envolvendo excitação térmica, com energia EC − E. A piora do transporte devido aos

eventos de captura dos elétrons pelas armadilhas levou ao conceito de múltiplas capturas

para explicar o transporte [25]. De acordo com este conceito o transporte se dá por uma
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sucessão de eventos de captura/liberação, conforme o elétron percorre seu caminho atra-

vés do material. O estudo do transporte usando o modelo de múltiplas armadilhas requer

o conhecimento da densidade de estados localizados de energia (armadilhas).

2.5.1 Sistema com um Nı́vel de Energia para as Armadilhas

Como discutido anteriormente, durante a difusão as armadilhas submetem o elétron a

eventos de captura/liberação. Iniciaremos com um caso ideal mais simples posśıvel onde

o material possui somente um tipo de defeito. Considere uma difusão em um sistema com

cada armadilha possuindo um mesmo ńıvel de energia Et como mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7: Elétrons (em amarelo) difundindo pelo material (setas em vermelho) em um
ńıvel de condução (em azul), com armadilhas possuindo um ńıvel de energia Et (em
preto). Os eventos de captura e liberação dos elétrons pelas armadilhas também estão
representados (setas em verde).

A equação para descrever esta difusão é dada por [19]

∂n

∂t
= D0∇2n− φcn[1− ft] + φlntft, (2.6)

onde n é a densidade de elétrons na banda de condução, nt é a densidade volumétrica

de armadilhas, φc é a taxa de captura dos elétrons pelas armadilhas, φl é a taxa de

liberação dos elétrons pelas armadilhas e ft (0 ≤ ft ≤ 1) é a probabilidade de ocupação

das armadilhas. O segundo termo do lado direito da Eq. (2.6) é o termo de captura de

elétrons e o terceiro termo do lado direito da Eq. (2.6) é o termo de liberação de elétrons.

A ocupação de elétrons nas armadilhas varia no tempo com

∂ft
∂t

= φc
n

nt

[1− ft]− φlft. (2.7)

Na condição de equiĺıbrio global, os elétrons na banda de condução e a ocupação das

armadilhas assumem os valores neq = nce
(μeq−Ec)/kT e f eq

t = 1/(1 + e(Et−μeq)/kT respec-

tivamente, onde μeq é o potencial qúımico de equiĺıbrio do sistema. Antes do equiĺıbrio

global se estabelecer Bisquert [19] supôs que um equiĺıbrio local (quasi-equiĺıbrio) existi-
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ria. Nesse equiĺıbrio a banda de condução e as armadilhas em um ponto do material se

equilibram com um potencial qúımico local, dependente da posição e do tempo, resultando

nas seguintes expressões para a densidade de elétrons na banda de condução e ocupação

das armadilhas,

n(�r, t) = nce
(μ(�r,t)−Ec)/kT (2.8)

ft(�r, t) =
1

1 + e(Et−μ(�r,t))/kT
. (2.9)

Podemos eliminar μ(�r, t) das equações acima para relacionar n e ft, o que resulta em

ft =
n

n+ nce[−(Ec−Et)/kT ]
. (2.10)

Multiplicando a Eq. (2.7) por nt, somando com a Eq. (2.6) e usando a hipótese de

quasi-equiĺıbrio para os potenciais qúımicos e a regra da cadeia ∂ft
∂t

= ∂ft
∂n

∂n
∂t
, obtem-se

(
1 + nt

∂ft
∂n

)
∂n

∂t
= D0∇2n, (2.11)

chegando então à expressão para o coeficiente de difusão no regime de quasi-equiĺıbrio,

DQeq =
D0(

1 + nt
∂ft
∂n

) (2.12)

D0 aqui significa o coeficiente de difusão no sistema sem armadilhas. A Eq. (2.12) mostra

a piora na difusão devido a presença das armadilhas. Com uso da Eq. (2.10), DQeq pode

ser calculado obtendo-se

DQeq =
D0

1 + nt

nc

e(Et−Ec)/kT

(e(Et−Ec)/kT+eμ(�r,t)/kT )2

. (2.13)

Supondo μ(�r, t) ∼ μeq [19] obtem-se uma constante de difusão estacionária e homogênea.

2.5.2 Sistema com uma Densidade de Estados de Energia para as Armadi-

lhas

Como foi visto na seção 2.1, as armadilhas podem se formar devido a vários tipos de

defeitos em semicondutores nanoestruturados, e no transporte por difusão deve-se levar

em conta armadilhas com distintos ńıveis de energia, a Figura 2.8 ilustra esse tipo de

transporte.
Neste caso os estados eletrônicos localizados são descritos por uma densidade de es-

tados de energia das armadilhas. Este sistema é a descrição mais geral para o problema

levando em conta que cada tipo de armadilha tem uma energia espećıfica associada e a

melhor descrição para essas energias é por uma densidade de estados g(E) de energia,

como visto na seção 2.2.
Pode-se obter um coeficiente de difusão DQeq no regime de quasi-equiĺıbrio similar-
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Figura 2.8: Elétrons (em amarelo) difundindo pelo material (setas em vermelho) em um
ńıvel de condução (em azul), com armadilhas possuindo uma densidade de estados de
energia g(E) (em preto). Os eventos de captura e liberação dos elétrons pelas armadilhas
também estão representados (setas em verde).

mente ao feito na seção anterior para armadilhas com energia Et, o resultado fica (ver

apêndice A)

DQeq =
D0

1 + g(μeq)/kT

n

. (2.14)

A Eq. (2.14) é uma expressão geral para qualquer densidade de estados de energia das ar-

madilhas, onde esta distribuição deve ser avaliada em μeq o potencial qúımico de equiĺıbrio

global.
Como visto na seção 2.2, uma densidade de estados muito utilizada em semicondutores

nanoestruturado é a densidade de estados exponencial (EC = 0)

g(E) =
nt

kT0
e

(
E

kT0

)
, (E < 0), (2.15)

onde kT0 é a largura da cauda exponencial. Para obter o coeficiente de difusão considera-se

g(μeq) =
nt

kT0
e

(
μeq
kT0

)
(2.16)

com o uso da expressão, neq = nce
(μeq

kT ), chega-se a

g(μeq) =
nt

kTo

(
neq

nc

)α

, (α =
T

T0
) (2.17)

e o coeficiente de difusão fica dado por

DQeq =
D0

1 + nt

nc
αnα−1

eq

. (2.18)
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2.6 Difusão Anômala

Foi visto nas subseções 2.51 e 2.52 que é posśıvel sob uma hipótese onde os elétrons

na banda de condução e nas armadilhas possuem um potencial qúımico em comum, se

obter uma expressão anaĺıtica para o coeficiente de difusão no regime de quasi-equiĺıbrio,

o qual é um regime de difusão normal (independente do tempo). Entretanto leva-se um

certo tempo para o sistema atingir o quasi-equiĺıbrio, e a difusão para o sistema ainda fora

deste regime é dependente do tempo, a este regime de difusão é dado o nome de difusão

anômala.
Schmidlin [33] introduz especificamente o critério de que, para difusão anômala ocor-

rer, um conjunto de armadilhas deve existir em número suficiente para capturar um elétron

a cerca de uma vez (em média) durante o transporte e com um valor de tempo de liberação

da ordem do tempo de trânsito, que é o tempo que o elétron demora para atravessar uma

amostra do semicondutor de comprimento d. Pollak [34] introduz um critério relacionado

que, a fim de ser eficaz no sentido do anterior, uma armadilha com um grande tempo de

liberação não deve possuir uma probabilidade correspondentemente baixa para capturar

um elétron.
Frank [35] tentou um modelo especificamente para o TiO2 nanoestruturado com a

dinâmica de captura e liberação dos elétrons pelas armadilhas descrita por uma função

distribuição de tempos de espera (WTD)3 ψ(t) que governa o tempo em que o elétron

permanece aprisionado em uma armadilha segundo uma lei de potência

ψ(t) ∝ (νt)−1−α

tF + t
, (1/ν < t < tF ) (2.19)

onde α (0 < α < 1) é o parâmetro de desordem do sistema, ν é a frequência de tentativa

de salto das armadilhas e tF
4 é o tempo para o sistema atingir o regime de difusão normal.

Neste estudo se ignora a difusão eletrônica via estados estendidos e a dinâmica dos elétrons

é caracterizada por saltos entre armadilhas como ilustra a Figura 2.9.
Assumindo tF → ∞ obtem-se uma expressão anaĺıtica para o coeficiente de difusão

dependente do tempo da forma [35]

D(t) = D∞ +
λ2

6

1− α

α
ναtα−1 (2.20)

aqui λ é a raiz quadrática média da distância entre armadilhas e D∞ é o coeficiente de

difusão para o sistema em regime de quasi-equiĺıbrio (difusão normal), A Figura 2.10 é

um gráfico que descreve esta equação.
Benkstein e outros mostraram [36] que não somente a presença de armadilhas em

semicondutores nanoestruturados implica em difusão anômala, mas também sua morfolo-

gia. Encontrou-se nestes estudos que quando a porosidade5 aumenta se aproximando da

3Do inglês Waiting Time Distribuition.
4Este tempo caracteŕıstico, é assumido ser o tempo de trânsito dos elétrons.
5Porosidade é caracterizada como a porcentagem de volume vazio em um material.
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Figura 2.9: Elétrons executando saltos entre armadilhas (pontos pretos), cujo tempo de
liberação é governado por ψ(t).

Figura 2.10: Transição entre o regime de difusão anômala e difusão normal. Figura
adaptada da referência [35].

porosidade cŕıtica, o regime de difusão anômala se extende para longas escalas de tempo.
Recentemente Villanueva e outros [37], evidenciaram claramente o impacto das ar-

madilhas no coeficiente de difusão, bem como o efeito do tipo de estrutura do TiO2. A

Figura 2.11 a) mostra o efeito no coeficiente de difusão pela mudança no tamanho das

nanopart́ıculas. A Figura 2.11 b) mostra o efeito das armadilhas descritas por uma dis-

tribuição exponencial, no coeficiente de difusão (faixa branca) juntamente com o efeito

devido a mudança na estrutura do filme de nanopart́ıculas de TiO2 (faixa azul).
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Figura 2.11: a) Medida do coeficiente de difusão em função do tamanho das nanopart́ıculas
de TiO2 (variando entre 15 e 28 nm) em um filme de porosidade 60 ± 2% (pontos). Ajuste
com uma função D0 ∝ p2, onde p é o tamanho da nanopart́ıcula (linha sólida). O valor do
coeficiente de difusão para o TiO2 cristalino (0.1 - 0.4 cm2 s−1) é mostrado (faixa azul).
b) Influência das armadilhas juntamente com a influência da nanoestrutura do TiO2 no
coeficiente de difusão. O valor do coeficiente de difusão para o TiO2 cristalino (0.1 - 0.4
cm2 s−1) é mostrado (faixa amarela). Figura adaptada da referência [37].



Capı́tulo 3
Experimentos Envolvendo Difusão e

Relaxação Eletrônica em

Semicondutores Nanoestruturados

3.1 A Célula Solar de Grätzel

A célula solar de Grätzel [4] é composta de duas placas de vidro recobertas por um

substrato condutor transparente de SnO2. Sobre o lado condutor de uma dessas placas

é depositado um filme de nanopart́ıculas de TiO2 de diâmetro de ∼ 20nm, e a espessura

deste filme pode variar entre 10-40 μm. O TiO2 é sensibilizado por um corante, geralmente

um complexo de rutênio [4, 11], isso forma o eletrodo negativo da célula. Na outra placa

é depositada uma fina camada de platina ou grafite que será o eletrodo positivo. A célula

é preenchida com um eletrólito contendo ı́ons de iodo e triiodeto (ver Figura 3.1).
A sensibilização do TiO2 por um corante é necessária pois ele é transparente à luz

viśıvel possuindo um gap de energia de 3 eV [4, 11]. O corante sensibilizador pode absorver

luz, e após absorver a luz pode injetar um elétron na banda de condução do TiO2. Após

este processo o corante fica oxidado e sua regeneração ocorre devido ao eletrólito. A

Figura 3.2 ilustra estes principais processos no funcionamento da célula de Grätzel.
Como o filme de TiO2 nanoestruturado é um material poroso o eletrólito permeia o

filme e existe a possibilidade de alguns elétrons que estão difundindo no TiO2 recombina-

rem com o eletrólito. A recombinação com o corante oxidado é menos eficiente [38, 39].

Uma medida importante é o comprimento de difusão

L =
√
Dτ (3.1)

onde τ é o tempo médio de recombinação dos elétrons com o eletrólito e D é o coeficiente

de difusão dos elétrons na rede de nanopart́ıculas. Esta medida permite determinar a

espessura máxima do filme de TiO2 para um bom funcionamento da célula de Grätzel.

25
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Figura 3.1: Esquema de operação da célula. Os elétrons difundem na camada de nano-
part́ıculas de TiO2. Figura retirada da referência [11].

Figura 3.2: Processos no funcionamento da célula de Grätzel: 1) o corante é excitado pela
luz solar (seta amarela), 2) elétrons são injetados na banda de condução do TiO2 pelo
corante (seta vermelha), 3) o eletrólito regenera o corante (seta cinza) e 4) torna-se I−3 /I

−

(seta azul).

3.2 Medidas de Fotovoltagem de Superf́ıcie

No experimento de espectroscopia de fotovoltagem de superf́ıcie (SPV)1, o TiO2 na-

noestruturado (sem eletrólito) é iluminado por um pulso de luz monocromática de alta

1Do inglês Surface Photovoltage Spectroscopy
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intensidade de modo que o corante é excitado e um elétron é injetado na banda de con-

dução do TiO2. Os elétrons então se difundem na banda de condução sob a atração

dos corantes carregados positivamente. Durante esta difusão surge uma tensão que al-

cança um valor limite e depois diminui e cessa, pois os elétrons acabam retornando e se

recombinando com as moléculas do corante como ilustrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Esquema que mostra os processos de: (A) iluminação das moléculas de corante
no TiO2, (B) separação inicial de cargas, (C) difusão, (D) recombinação. A fotovoltagem
é dada pela quantidade de carga separada e pela distância dessas cargas. Figura retirada
da referência [40].

Esta tensão é a SPV(t), e permite investigar processos de difusão e recombinação dos

portadores de carga bem como processos de separação de carga espacial em distâncias

muito pequenas, da ordem de nanômetros [40]. A SPV(t) pode ser calculada da seguinte

forma [40]

SPV (t) =
2en√
πεε0

√
Dt

(
1− exp

(
− λ2S
4Dt

))
(3.2)

onde e é a carga do elétron, n é o número de elétrons injetados por unidade de área, ε0 é

a constante dielétrica do vácuo, ε é a constante dielétrica do TiO2, D é o coeficiente de

difusão (suposto estacionário) e λs é o comprimento de Debye2. Esse experimento essen-

cialmente mede DQeq . A Figura 3.4 é um gráfico de SPV(t) para diferentes temperaturas.

3.3 Medidas de Fotocondutividade Transiente

Uma outra forma de abordar o transporte eletrônico no TiO2 nanoestruturado, é pela

medida da fotocondutividade transiente σ(t), que está relacionada com a densidade de

2Comprimento de Debye é uma medida da distância na qual a influência de um campo elétrico é
sentida no interior de um plasma.
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Figura 3.4: Espectro de fotovoltagem para uma camada de TiO2 de 100 nm em diferentes
temperaturas. Figura retirada da referência [40].

carga por

σ(t) = μn(t)e (3.3)

onde μ é a mobilidade dos elétrons, n(t) é a densidade de elétrons e e é a carga do elétron.

O experimento consiste no seguinte [41]: um filme de nanopart́ıculas de TiO2 sensibilizado

por corante é iluminado por um pulso de luz durante um peŕıodo de tempo. Neste peŕıodo

o comportamento da fotocondutividade alcança um valor estacionário. Em seguida o pulso

de luz é desligado e um decaimento é observado na fotocondutividade (ver Figura 3.5).

A partir desta fotocondutividade medida pode-se calcular o decaimento na densidade de

carga pela Eq. (3.3), o que resulta em um comportamento mostrado na Figura 3.6.
O ponto delicado na interpretação dessa medida é o fato de que a mobilidade em

sistemas desordenados depende da densidade de um modo não trivial. Para se obter n(t)

da medida de σ(t) é necessário saber μ(n).
Este decaimento é bem ajustado por n(t) = Ke(−(t/τ)β) [41].

3.4 Espectroscopia de Transiente de Absorção no TiO2

Uma das principais técnicas empregadas no estudo do processo de relaxação de elétrons

em baixa escala de tempo é a espectroscopia de transiente de absorção em femtosegundos

[22, 43-45]. A Figura 3.7 mostra o esquema geral deste experimento. A resolução temporal

desta técnica é da ordem de 100 fs. Medidas e estimativas dos tempos de aprisionamento

variam entre 3 fs a 30 ps [43,47-49]. O entendimento da dinâmica de aprisionamento de

elétrons em armadilhas permite a obtenção do tempo em que o elétron passa dentro de

uma armadilha. Em experimentos de fotocatálise3, é de importância que as medidas de

3Experimentos de fotocatálise, são experimentos que lidam com reações qúımicas que ocorrem na
presença de luz e um fotocatalisador. Fotocatalisador é um semicondutor, que aumenta a taxa de reação
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Figura 3.5: Medida da fotocondutividade para o TiO2 após a iluminação (linha preta), e
sem iluminação (linha cinza). Figura retirada da referência [41].

Figura 3.6: Decaimento da densidade de elétrons calculado pela medida da fotoconduti-
vidade. Figura retirada da referência [41].

transiente de absorção sejam feitas na condição de excitação fraca (baixa intensidade de

iluminação) para obter a real dinâmica de aprisionamento [51-53]. A excitação deve ser

suficientemente baixa tal que recombinação elétron-buraco que é de segunda ordem possa

ser desprezada. Quando a excitação não é baixa o suficiente, a densidade de elétrons na

banda de condução e buracos na banda de valência se torna importante, e o processo

de recombinação direta se torna relevante na relaxação das populações, aumentando a

possibilidade de recombinação de segunda ordem. Peiro e outros [53] demonstraram a

importância da condição de excitação fraca em experimento comparando a cinética do

transiente de absorção e fotocatálise de moléculas de oxigênio no TiO2.

pela sua presença [50].
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Figura 3.7: Esquema ilustrando transient de absorção por técnica de pump-probe. Incial-
mente um pulso de laser pump excita a amostra, após um intervalo de tempo Δt (que pode
ser controlado pelo experimentalista) outro pulso probe incide passando pela amostra até
um detector onde é analisado. Figura retirada da referência [46].

Recentemente, Jingya Sun e outros [22] analisaram usando espectroscopia de absorção

transiente, a dinâmica de aprisionamento de elétrons no TiO2 puro e dopado com ı́ons

de tugstenio e cobalto. Os dados mostraram que o tempo de aprisionamento diminui

progressivamente com o aumento da dopagem. A Figura 3.8 mostra esta medida bem

como os ajustes obtidos que foram da forma bi-exponencial produzindo duas constantes

de tempo, uma primeira mais rápida a qual eles associaram com o aprisionamento de

elétrons em uma armadilha com um ńıvel de energia próximo ao da banda de condução,

e a outra mais lenta, atribúıda ao aprisionamento de elétrons em uma armadilha de ńıvel

de energia mais profundo com relação à banda de condução.
Com o modelo que será discutido no caṕıtulo 4 obteremos uma previsão para a dinâ-

mica da densidade eletrônica na banda de condução que, a prinćıpio, seria diretamente

comparável a medidas como as da Figura 3.8.
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Figura 3.8: Efeito da dopagem em diferentes concentrações na relaxação de elétrons: (A)
TiO2, Co/TiO2 - 10s e Co/TiO2 30s; (B) W/TiO2 - 10s e W/TiO2 30s. A mudança na
absorbância é proporcional à densidade eletrônica na banda de condução. Figura retirada
da referência [22].



Capı́tulo 4
Equação Mestra para a Relaxação

Eletrônica em Semicondutores

Nanoestruturados

4.1 O Processo de Relaxação

Consideramos um semicondutor com ńıveis de armadilhas abaixo da banda de con-

dução. Assumiremos que o semicondutor está inicialmente em equiĺıbrio quando alguns

elétrons são adicionados à banda de condução perturbando este equiĺıbrio. No experi-

mento de espectroscopia de transiente de absorção, os elétrons extra são fotoexcitados

pelo pulso pump e o pulso probe mede a população dependente do tempo na banda de

condução indiretamente, através da medida da fotoabsorção. Na célula de Grätzel os

elétrons extra vêm da injeção pelo corante fotoexcitado.
Os principais processos que envolvem elétrons e buracos, após o pulso pump, são mos-

trados esquematicamente na Figura 4.1, e o principal processo envolvendo elétrons, após a

injeção pelo corante excitado, é mostrado na Figura 4.2. Os processos de captura/liberação

de elétrons (γ) e buracos (γ′) são ditos de primeira ordem por serem proporcionais à den-

sidade de elétrons ou buracos. Os processos de recombinação elétron-buraco (r, r′ e w, na

Figura 4.1 apenas) são ditos de segunda ordem por serem proporcionais ao produto das

densidades eletrônica e de buracos. Ignorar processos de segunda ordem é justificável se

a condição de excitação fraca for suposta.
A população eletrônica na banda de condução seguida da injeção está fora-de-equiĺıbrio

com a população eletrônica nas armadilhas. Iremos construir um modelo, baseado em uma

equação mestra, para descrever o processo de relaxação dependente do tempo.

4.2 O Modelo de Equação Mestra para o Processo de Relaxação

Nós iniciamos assumindo uma densidade de ńıveis de armadilhas genérica e depois

discutiremos casos espećıficos (exponencial, discreta e uniformemente distruibúıda). Se a

energia do fundo da banda de condução é assumida ser zero,

32
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Figura 4.1: Os processos principais após a absorção do pulso pump. Em azul a banda de
condução e alguns ńıveis de armadilhas para elétrons. Em vermelho a banda de valên-
cia e alguns ńıveis de armadilhas para buracos. Processos γ e γ′ são captura/liberação
de elétrons e buracos, e são processos não radiativos (a difusão de elétrons e buracos na
banda de condução e valência não é representada). Processos w, r e r′ são radiativos. Eles
correspondem à recombinação elétron-buraco: (w) entre a banda de condução e valência;
(r) entre elétrons capturados e buracos na banda de valência e (r′) entre buracos captu-
rados e elétrons na banda de condução. Para condição de fraca excitação, os processos,
w, r e r′, são proporcionais ao produto da população de elétrons (livres ou capturados)
e de buracos (livres ou capturados), e pode-se assumir muito menores do que processos
de primeira ordem (γ e γ′), que são proporcionais a densidade de elétrons ou buracos
(primeira ordem)

gt(ε) = nt p(ε), (ε < 0) (4.1)

é a densidade de estados de armadilhas por volume, onde

∫ 0

−∞
p(ε) dε = 1 (4.2)

é a distribuição de ńıveis de armadilhas, nt é a densidade de armadilhas.
Com o objetivo de construir uma equação mestra, nós agrupamos todos os estados da

banda de condução em um ńıvel de energia zero. Para justificar este ponto nós devemos

assumir que as taxas de transições dos processos que acontecem entre estados da banda

de condução, isto é, espalhamentos elásticos em defeitos cristalinos e espalhamentos por

fonons, são muito mais rápidos do que os processos inelásticos que conectam a banda

de condução aos estados de armadilhas. Esta suposição nos permite associar uma única
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Figura 4.2: O processo principal seguindo a injeção de elétron pelo corante excitado
(amarelo). Em azul a banda de condução e alguns ńıveis de armadilhas para elétrons, em
vermelho a banda de valência e alguns ńıveis de armadilhas para buracos. Aqui os poucos
buracos presentes são devidos à excitação térmica e a recombinação elétron-buraco pode
ser ignorada. O único processo relevante é o de captura/liberação de elétrons (γ). A
difusão de elétrons na banda de condução não é representada.

fugacidade z(t) = exp[μcb(t)] (μcb(t) é o potencial qúımico na banda de condução) a todos

os estados da banda de condução. Com a suposição adicional de que os elétrons na banda

de condução permanecem não degenerados a todos os tempos, nós escrevemos a densidade

eletrônica na banda de condução em um dado tempo como

n(t) = z(t)

∫ ∞

0

gcb(ε)e
(−ε/kT )dε, (4.3)

onde gcb(ε) é a densidade de estados por volume na banda de condução. Dentro da

aproximação de massa efetiva nós obtemos,

n(t) = nc z(t), (4.4)

com

nc = 2(m∗kT/2π�2)3/2. (4.5)

Para uma massa efetiva de m∗ = 10me (como no TiO2 anatase por exemplo [54]) e

T = 300 K, encontramos nc = 7.95× 1020cm−3.
Os eventos de captura/liberação afetam a ocupação tanto da banda de condução
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quanto dos ńıveis das armadilhas, mas assumiremos que não há conexão direta entre

ńıveis de armadilhas, o que envolveria tunelamento direto. Sob estas hipóteses, a equação

mestra para a fugacidade na banda de condução e para a ocupação eletrônica dos ńıveis

de armadilhas em um volume V fica:

nc
dz

dt
=+

(ncγ)

V

Nt∑
σ=1

[
fσe

εσ/kT − z(1− fσ)
]
,

dfσ
dt

=− (ncγ)
[
fσe

εσ/kT − z(1− fσ)
]
.

(4.6)

onde a soma é sobre todas Nt armadilhas presentes no volume V , z é a fugacidade na

banda de condução e 0 ≤ fσ ≤ 1 é a ocupação do σ-ésimo ńıvel de armadilha (ignoramos

spin). A energia do ńıvel de condução, isto é do fundo da banda de condução, é definida

como zero, εσ < 0 é a energia do σ-ésimo ńıvel de armadilha, k é a constante de Boltzman

e T a temperatura absoluta.
No segundo termo ao lado direito da segunda equação nós identificamos (nczγ) como

a frequência de eventos de captura por armadilha, o que será assumido ser a mesma para

todas as armadilhas. γ pode ser estimado supondo que todas as armadilhas apresentem

aos elétrons na banda de condução a mesma seção transversal de captura σc. Tratando

os elétrons da banda de condução como elétrons livres com massa efetiva m∗ e usando a

distribuição de velocidades de Maxwell obtemos,

γ = σc

√
2kT

πm∗ . (4.7)

Por exemplo, se σc ∼ 10−15 cm2 (dimensões atômicas, provavelmente um limite supe-

rior para σc), m
∗ = 10me e T = 300 K, obtemos

γ ≈ 1.7× 10−9 cm3s−1. (4.8)

Claramente (ncγ)
−1 é a escala natural de tempo e kT é a escala natural de energia.

Para σc ∼ 10−15 cm2, m∗ = 10me e T = 300 K encontramos

(ncγ)
−1 = 7.4× 10−13 s. (4.9)

Esse é provavelmente um limite inferior para a escala natural de tempo, dado que σc pode

ser muito maior que 10−15cm2.
Usando essas duas unidades de tempo e energia, a equação mestra (4.6) fica,

dz

dt
=+

1

ncV

Nt∑
σ=1

[fσe
εσ − z(1− fσ)] ,

dfσ
dt

=− [fσe
εσ − z(1− fσ)] .

(4.10)

O prinćıpio de Pauli, junto com o balanço detalhado entre as taxas de captura e
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liberação, garantem que qualquer estado inicial convergirá para a solução de equiĺıbrio,

zeq = eμeq/kT ,

f eq
σ = [e(εσ−μeq)/kT + 1]−1.

(4.11)

Nós pretendemos modelar, o sistema (a banda de condução e as armadilhas) inicial-

mente em equiĺıbrio quando alguns elétrons extra são adicionados na banda de condução

em t = 0. Isto corresponde à seguinte condição inicial:

z(0) = eμ0 +Δzextra,

fσ(0) = [e(εσ−μ0) + 1]−1, (σ = 1, . . . , Nt)
(4.12)

e queremos determinar como μ0 (o potencial qúımico de equiĺıbrio inicial), nt (a densidade

de armadilhas) e p(ε) (a distribuição de ńıveis de armadilhas) afetam o tempo de relaxação.

4.2.1 Análise Próximo ao Equiĺıbrio

Vamos admitir que Δzextra na Eq. (4.12) é pequeno suficiente, tal que a condição

inicial represente um desvio modesto do equiĺıbrio final (4.11). Nos experimentos de

espectroscopia de transiente de absorção, isto significa uma condição de excitação fraca,

como é geralmente o caso. Próximo ao equiĺıbrio pode-se substiuir

z(t) = zeq + δz(t),

fσ(t) = f eq
σ + δfσ(t)

(4.13)

em (4.10) e linearizar as equações resultantes. Obtem-se o seguinte sistema,

d

dt

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δz

δf1

δf2
...

δNt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε
∑

σ(f
eq
σ − 1) ε(eε1 + eμeq) ε(eε2 + eμeq) . . . ε(eεNt + eμeq)

1− f eq
1 −(eε1 + eμeq) 0 . . . 0

1− f eq
2 0 −(eε2 + eμeq) . . . 0

...
...

...
...

...

1− f eq
Nt

0 0 . . . −(eεNt + eμeq)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δz

δf1

δf2
...

δNt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.14)

onde ε = 1/(ncV ).
Um dos autovalores da matriz é nulo e corresponde ao autovetor (à esquerda) de

equiĺıbrio.

vL
eq =

[
1 ε ε . . . ε

]
. (4.15)

Todos os outros Nt autovalores são negativos e governam a aproximação multiexpo-

nencial ao equiĺıbrio. Estes outros autovalores negativos e seus autovetores podem ser

aproximadamente obtidos notando a dominância diagonal da matriz (ε 
 1 para qual-

quer valor razoável de V ). Encontramos uma correspondência um para um entre os ńıveis

de energia das Nt armadilhas e os Nt autovalores negativos.
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λσ = −(eεσ + eμeq) +O(ε), (σ = 1, . . . , Nt), (4.16)

vL
σ =

[
aσ 0 . . . 0 1 0 . . .

]
+O(ε), vR

σ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0
...

0

1

0
...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+O(ε), (4.17)

onde aσ ∼ O(1) e, em ambos autovetores, o 1 ocorre na posição correspondendo ao ńıvel

de armadilha σ.
Se d(t) representa o vetor coluna da Eq. (4.14), a solução da Eq. (4.14) fica

d(t) =
Nt∑
σ=1

cσ e
λσt,

cσ =
vR
σ (v

L
σ · d0)

(vL
σ · vR

σ )

(4.18)

onde a soma é sobre todos os Nt autovalores negativos.
Levando em conta a forma de vR

σ em (4.17) concluimos que a aproximação ao equiĺıbrio

de um ńıvel de armadilha é dado por um decaimento exponencial simples

fσ(t) = f eq
σ + δfσ(0) exp[−(eεσ + eμeq)t]. (4.19)

A relaxação eletrônica na banda de condução, que é o que o experimento de transiente

de absorção captura, é diferente. Explorando o fato de que V δn(t) +
∑

σ δfσ(t) = 0,

obtemos:

n(t) = neq − 1

V

∑
σ

δfσ(0) exp[−(eεσ + eμeq)t]. (4.20)

Somente ńıveis de energia que são preenchidos, δfσ(0) = fσ(0) − f eq
σ �= 0, durante o

processo de relaxação contribuem significantemente para a relaxação n(t). Diferente da re-

laxação de armadilhas individuais, a relaxação na banda de condução é multi-exponencial.

Para um modesto desvio inicial do equiĺıbrio podemos escrever (δμ = μeq − μ0 
 1):

δfσ(0) =
−δμ

4 cosh2[(εσ − μeq)/2]
. (4.21)

Expressando a soma sobre todos os estados das armadilhas na Eq. (4.20) em termos

da densidade de estados das armadilhas por volume, Eq. (4.1), e mantendo a ordem mais

baixa em δμ (zeq = eμeq),
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δn(t) =

(
ntδμe

−zeqt

4

)∫ 0

−∞
p(ε)

e−teε

cosh2[(ε− μeq)/2]
dε. (4.22)

Esta equação, caracteriza o problema da determinação da distribuição de armadilhas

p(ε) a partir do δn(t) medido como uma equação de Fredholm inomogênea de primeira

espécie. Este tipo de problema é geralmente mal definido, no sentido de que distribuições

p(ε) muito diferentes podem resultar em densidades δn(t) muito similares.
Nós vamos proceder por primeiro caracterizar o δn(t) esperado para algumas distri-

buições de armadilhas comumente assumidas.

4.2.2 Nı́veis Discretos de Armadilhas

Consideramos primeiro um conjunto de ńıveis discretos de armadilhas. A distribuição

de ńıveis de armadilhas normalizados a ser usada em (4.1) é

p(ε) =
∑
i

ri δ(ε− εi),
(∑

i

ri = 1
)
, (4.23)

com ri sendo a abundância relativa do ńıvel de armadilha i.
Usando esta expressão na Eq. (4.22) obtemos uma soma discreta de decaimentos

exponenciais

δn(t) =
∑
i

Aie
−αit, (4.24)

com

Ai =
nt δμ ri

4 cosh2[(εi − μeq)/2]
, αi = (eμeq + eεi). (4.25)

Claramente somente ńıveis dentro de kT do potencial qúımico de equiĺıbrio μeq têm

uma amplitude significante. A fim de revelar outras partes do espectro de armadilhas no

experimento precisa-se ser capaz de controlar μ0(∼ μeq). Ilustramos este caso considerando

dois ńıveis de armadilha fixados e de mesma abundância (r1 = r2 = 0.5) e três diferentes

valores de μeq. O esquema dos ńıveis é exibido na Figura 4.3 abaixo.
A relaxação da densidade eletrônica na banda de condução δn(t), normalizada pelo

seu desvio inicial a fim de enfatizar a dinâmica, é mostrada na Figura 4.4. A Figura 4.4

exibe claramente o efeito de μ0(∼ μeq) na rapidez do processo de relaxação. A relaxação

é tão mais rápida(lenta) quanto mais preenchida(vazia) são as armadilhas inicialmente.

Isto é uma simples consequência da taxa de equiĺıbração do ńıvel da armadilha ser dado

por (eεσ + eμeq).
Armadilhas profundas equilibram mais lentamente do que armadilhas rasas, assim

sendo aumentar μ0(∼ μeq) tem o efeito de dar “mais peso” para armadilhas rasas/rápidas

e “menos peso” para armadilhas profundas/lentas em δn(t). A normalização em δn(t)

esconde o fato de que, mudando o potencial qúımico, além de afetar a escala de tempo de

relaxação, afeta a amplitude de variação da densidade eletrônica na banda de condução.

Esta amplitude é simplesmente o desvio inicial do equiĺıbrio δn(0). Para um conjunto
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Figura 4.3: A distribuição de ńıveis de armadilhas normalizada, p(ε) = 0.5 δ(ε + 6) +
0.5 δ(ε+2) (preto), e os três valores diferentes de μeq usados. Todas energias em unidades
de kT .
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Figura 4.4: A relaxação da densidade eletrônica na banda de condução, obtida usando a
distribuição de ńıveis discretos de armadilhas da Figura 4.3 na Eq. (4.22). A relaxação é
tão mais rápida quanto maior μeq(∼ μ0).

genérico de ńıveis discretos de armadilhas, usando as Eqs. (4.24) e (4.25), encontramos

δn(0)

(ntδμ)
=

∑
i

ri

4 cosh2[(εi − μeq)/2]
=

∑
i

ri[−f ′
eq(εi)], (4.26)

com

− f ′
eq(ε) =

eε−μeq

(1 + eε−μeq)2
(4.27)

Na Tabela 4.1 nós computamos esta quantidade para os dois ńıveis de energia usados

na Figura 4.3 e alguns potenciais qúımicos.
A amplitude de variação de n(t) é máxima (e o sinal do experimento de transiente de

absorção mais facilmente mensurável) quando μeq ∼ μ0 está no meio da distribuição de

ńıveis.
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μ0 ∼ μeq [kT ] δn(0) [ntδμ]
−10 9.00× 10−3

−7 1.02× 10−1

−4 1.05× 10−1

−1 1.02× 10−1

Tabela 4.1: Amplitude da variação da densidade eletrônica na banda de condução como
função do potencial qúımico incial (ou de equiĺıbrio) para os ńıveis discretos de armadilhas
da Figura 4.3.

4.2.3 Distribuição Uniforme de Armadilhas

Nós agora consideramos uma distribuição uniforme de ńıveis de armadilhas em uma

certa faixa. Uma distribuição de armadilhas deste tipo aconteceria se um tipo de ar-

madilha experimentasse diferentes ambientes no semicondutor. É t́ıpico de acontecer em

semicondutores amorfos.

p(ε) =

⎧⎨
⎩
1/(ε2 − ε1), (ε1 < ε < ε2 < 0)

0, (demais casos)
(4.28)

Substituindo em (4.22) encontramos (zeq = eμeq)

δn(t) = (ntδμ)

(
zeqt

ε2 − ε1

)[
E1(x)− e−x

x

](zeq+eε2 )t

(zeq+eε1 )t

(4.29)

onde

E1(x) =

∫ ∞

x

e−u

u
du, (x > 0) (4.30)

é a função integral exponencial.
Nós ilustramos este caso com uma distribuição uniforme na faixa ε ∈ [−6,−2] e três

diferentes valores de μeq. O esquema dos ńıveis é exibido na Figura 4.5 abaixo.
A relaxação da densidade eletrônica na banda de condução δn(t), normalizada pelo seu

desvio inicial é mostrado na Figura 4.6. A Figura 4.6 exibe o mesmo efeito de μ0(∼ μeq) na

escala de tempo do processo de relaxação visto no caso de ńıveis discretos das armadilhas,

Figura 4.4. A relaxação é tão mais rápida/lenta quanto mais preenchda/vazia é a banda

das armadilhas.
Aqui novamente, o potencial quimı́co afeta não somente a escala de tempo de relaxa-

ção, mas também a amplitude de variação da densidade eletrônica na banda de condução

δn(t), encontramos

δn(0)

(ntδμ)
=

(f eq
1 − f eq

2 )

(ε2 − ε1)
, f eq

i = (1 + eεi−μeq)−1. (4.31)

A amplitude de variação da densidade eletrônica na banda de condução δn(t), é má-

xima para μeq(∼ μ0) no meio da distribuição de armadilhas. Isto é ilustrado na Tabela
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Figura 4.5: Uma distribuição uniforme ε ∈ [−6,−2] (faixa cinza) e os três valores de μeq

considerados. Todas energias em unidades de kT .
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Figura 4.6: A relaxação eletrônica na banda de condução, obtida pela inserção da distri-
buição uniforme de armadilhas da Figura 4.5 na Eq. (4.22).

4.2 para a banda de armadilhas da Figura 4.5 e alguns potenciais qúımicos.

μ0 ∼ μeq [kT ] δn(0) [ntδμ]
−10 4.41× 10−3

−7 6.56× 10−2

−4 1.90× 10−1

−1 6.56× 10−2

Tabela 4.2: Amplitude da variação da densidade eletrônica na banda de condução como
função do potencial quimı́co incial (ou de equiĺıbrio) para a distribuição uniforme de
armadilhas da Figura 4.5. A amplitude δn(0) é máxima para μeq(∼ μ0) no centro da
banda.
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4.2.4 Distribuição Exponencial de Armadilhas

Nós agora consideramos uma distribuição exponencial para estados de armadilhas

abaixo do fundo da banda de condução.

p(ε) = α eαε, (ε < 0). (4.32)

α = T/T0, onde kT0 é a largura de energia da distribuição exponencial.
Tomando (4.32) na Eq. (4.22)

δn(t) = (ntδμ) (zeqαe
−zeqt)

∫ 1

0

xα e−tx

(x+ zeq)2
dx. (4.33)

Isto não pode ser escrito em termos de funções simples, mas resolvemos numericamente

(4.33) para um particular valor de α. O esquema de ńıveis e potenciais qúımicos está

ilustrado na Figura 4.7.

Figura 4.7: Uma distribuição exponencial (faixa cinza) com α = T/T0 = 0.5 e os três
valores diferentes de μeq usados. Todas energias em unidades de kT .

A relaxação da densidade eletrônica na banda de condução é mostrada na Figura 4.8.

A mesma tendência geral da relaxação tão mais lenta quanto menor μeq ∼ μ0 observada

nos outros dois casos é observada aqui também.
Além de afetar a escala de tempo de relaxação, o potencial qúımico também afeta

δn(0),
δn(0)

(ntδμ)
= (zeqα)

∫ 1

0

xα dx

(x+ zeq)2
. (4.34)

Computamos esta expressão para distribuição exponencial da Figura 4.7 e alguns poten-

ciais qúımicos, os resultados são apresentados na Tabela 4.3
Diferente dos dois outros casos, a concentração de estados vazios próximo ao fundo

da banda de condução faz com que δn(0) cresça monotonicamente com μeq(∼ μ0).
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Figura 4.8: O desvio do equiĺıbrio da densidade da banda de condução, obtido usando a
distribuição exponencial de armadilhas da Fig. 4.7 in Eq. (4.22).

μ0 ∼ μeq [kT ] δn(0) [ntδμ]
−10 5.25× 10−3

−7 2.28× 10−2

−4 8.82× 10−2

−1 1.77× 10−1

Tabela 4.3: Amplitude da variação da densidade eletrônica na banda de condução como
função do potencial quimı́co incial (ou de equiĺıbrio) para a distribuição exponencial da
Figura 13.

4.2.5 O Caráter Mal Definido do Problema de Determinar a Distribuição

de Nı́veis de Armadilhas do Sinal de Transiente de Absorção

Em muitos experimentos de transiente de absorção, observa-se um excelente ajuste

do δn(t) com uma função bi-exponencial.

δn(t) = A1e
−α1t + A2e

−α2t. (4.35)

Isto é geralmente interpretado como sendo uma indicação da presença de dois ńıveis

discretos de armadilhas. Veja por exemplo a Figura 3.8 retirada da referência [48]. Todos

os ajustes mostrados são bi-exponenciais.
A partir de valores de α1, α2 e A1/A2 (δn(t) é sempre obtido em unidades arbitrárias)

obtidos pelo ajuste, usando (4.25), encontra-se (restaurando dimensões f́ısicas)

(ncγ) e
ε1/kT =

α1 − α2

1− C
, (ncγ) e

ε2/kT =
C(α1 − α2)

1− C
, (ncγ) e

μeq/kT =
α2 − α1C

1− C
,

(4.36)

com

C =
A2α

2
2

A1α2
1

(
r1
r2

)
(4.37)

Determinar os valores de energia ε1, ε2 e μeq depende de saber o valor da frequência
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(ncγ) e da razão das abundâncias r1/r2 (que não podem ser medidas independentemente).

As diferenças de energia (ε1−μeq)/kT e (ε2−μeq)/kT são independentes de (ncγ) porém

dependem da razão r1/r2. Este ponto ilustra a dificuldade de se extrair as informações

das supostas duas armadilhas responsáveis pela relaxação bi-exponencial. Mais grave que

isso é que uma relaxação muito próxima de bi-exponencial também pode ser obtida com

distribuições cont́ınuas de ńıveis de armadilhas. Por trás disso está o fato já mencionado

de que o problema matemático de determinar a distribuição de armadilhas p(ε) do sinal

da relaxação da densidade eletrônica na banda de condução, Eq. (4.22), é um problema

mal definido. Distribuições de armadilhas bem diferentes produzem relaxações muito

semelhantes.
Para ilustrar isso, nós mostramos a relaxação da densidade eletrônica na banda de

condução obtida com uma distribuição uniforme de armadilhas na faixa de [−6, 2] e μeq =

−4 na Figura 4.9. A linha sólida nesta Figura é a relaxação obtida com um par de

ńıveis de armadilhas (consequentemente uma relaxação bi-exponencial) com ε1 = −4.202,

ε2 = −2.687 e μeq = −4.315 (r1 = r2 = 0.5). As duas curvas são virtualmente idênticas e

ilustram a natureza mal definida do problema (4.22).
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Figura 4.9: A relaxação da densidade eletrônica na banda de condução, obtida com uma
distribuição uniforme de ńıveis de armadilha na faixa de [−6,−2] e μeq = −4 (śımbolos)
e usando dois ńıveis discretos de armadilhas (linha) com ε1 = −4.202, ε2 = −2.687 e
μeq = −4.315 (r1 = r2 = 0.5).

Na Figura 4.10, nós comparamos a relaxação da densidade eletrônica na banda de con-

dução obtida com uma distribuição exponencial dos ńıveis das armadilhas com a relaxação

bi-exponencial obtida com um par de ńıveis discretos de armadilhas.
A pergunta que surge é, como pode-se testar se um δn(t) bi-exponencial medido

realmente implica a presença de dois ńıveis discretos de armadilha?
Analisamos nas próximas duas seções duas possibilidades: (i) o experimento a tem-

peraturas diferentes, (ii) usar algum método para alterar o valor do potencial qúımico de

quiĺıbrio anterior à fotoexcitação (μ0 ∼ μeq).
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Figura 4.10: A relaxação da densidade eletrônica na banda de condução, obtida com uma
distribuição exponencial das armadilhas com α = 0.5 e μeq = −4 (śımbolos) e obtida
usando dois ńıveis discretos das armadilhas (linha) com ε1 = −5.210, ε2 = −1.594 e
μeq = −3.450 (r1 = r2 = 0.5).

4.2.6 O Efeito da Temperatura na Relaxação

Nos experimentos de transiente de absorção, a densidade eletrônica na banda de con-

dução é obtida indiretamente pela medida da fotoabsorção do material. Não se obtem

o valor nominal de δn(t). Desta forma, a influência da temperatura será analisada a

seguir no efeito que ela produz na rapidez da relaxação das três distribuições de arma-

dilhas (dois ńıveis discretos, cont́ınua, exponencial), e na possibilidade da temperatura

diferenciar entre esses tipos de distribuição.
Tendo em vista que a temperatura está escondida em nossas unidades de tempo e

energia, começamos por escrever nossas expressões para δn(t) em dimensões f́ısicas.
O caso dos ńıveis discretos de armadilhas, Eqs. (4.24) e (4.25), torna-se

δn(t) =

(
ntδμ

kT

)∑
i

ri exp[−(eμeq/kT + eεi/kT )(ncγ)t]

4 cosh2[(εi − μeq)/2kT ]
, (4.38)

O caso da distribuição uniforme das armadilhas entre [ε1, ε2], Eq. (4.29), torna-se

δn(t) =

(
ntδμ

ε2 − ε1

)
eμeq/kT (ncγ)t

[
E1(x)− e−x

x

](eμeq/kT+eε2/kT )(ncγ)t

(eμeq/kT+eε1/kT )(ncγ)t

. (4.39)

O caso da distribuição exponencial das armadilhas, Eq. (4.33), torna-se (kT0 é a

largura da distribuição exponencial),

δn(t) =

(
ntδμ

kT0

)
[eμeq/kT e−eμeq/kT (ncγ)t]

∫ 1

0

xT/T0 e−(ncγ)tx

(x+μeq/kT )2
dx. (4.40)

Note que em todas estas formulas, veja Eqs. (4.5) e (4.7),

ncγ ∝ T 2. (4.41)
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Na Figura 4.11 nós ilustramos o efeito da temperatura no caso mostrado na Figura

4.9, que mostra a coincidência na relaxação de um sistema de dois ńıveis e de um sistema

com uma distribuição cont́ınua e uniforme de ńıveis.
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Figura 4.11: Relaxação eletrônica na banda de condução para um sistema de dois ńıveis
de armadilhas (r1 = r2 = 0.5) com ε1 = −108 meV, ε2 = −69 meV e μeq = −112 meV
a três temperaturas diferentes (linha). Relaxação eletrônica na banda de condução para
uma distribuição cont́ınua de armadilhas entre [−155 meV:−52 meV] e μeq = −103 meV
nas mesmas temperaturas (pontos).

Consideramos que o resultado daquela Figura correspondia à T = 300 K e T = 270

K. O resultado é mostrado em uma unidade de tempo independente da temperatura.

O esperado aumento da rapidez da relaxação com o aumento da temperatura, t́ıpico de

processos de ativação térmica, é observado. O que se ve também na Figura 4.11 é que

a coincidência da relaxação à 300 K é mantida à 270 K, e é removida à 330 K. Este

resultado sugere que refazer o experimento a uma temperatura mais elevada (e não a

uma temperatura mais baixa) permitiria distinguir entre as duas alternativas (dois ńıveis

discretos ou distribuição cont́ınua de energias) que seriam indistinguiveis à 300 K.
Na Figura 4.12 fazemos o mesmo para os dois sistemas (distribuição exponencial e dois

ńıveis discretos) que produziram a relaxação quase idêntica na Figura 4.10. Novamente o

aumento da temperatura parece ser o caminho para evidenciar a diferença entre estes dois

sistemas. Observamos novamente também, o esperado aumento da rapidez da relaxação

com aumento da temperatura.

4.2.7 O Efeito do Potencial Qúımico na Relaxação

Na Ref. [39] se mediu o tempo de recombinação dos elétrons fotoinjetados na banda

de condução do TiO2 com a molécula de corante reduzida. Para investigar a dependência

dessa grandeza na densidade eletrônica no TiO2 se acoplou um eletrodo ao TiO2 e se

variou o potencial eletrostático do eletrodo. O potencial elétrico do eletrodo em equiĺıbrio

com o TiO2 define o potencial (eletro) qúımico tanto no eletrodo como no TiO2, supondo

que os dois permanecem em equiĺıbrio.
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Figura 4.12: Relaxação eletrônica na banda de condução para um sistema de dois ńıveis
de armadilhas (r1 = r2 = 0.5) com ε1 = −135 meV, ε2 = −41 meV e μeq = −89 meV
a três temperaturas diferentes (linha). Relaxação eletrônica na banda de condução para
uma distribuição exponencial de armadilhas com kT0 = 52 meV e μeq = −103 meV nas
mesmas temperaturas (pontos).

Esse exemplo nos permite imaginar que seja posśıvel alterar o potencial qúımico de

equiĺıbrio no material (μ0) anterior ao pulso de excitação. Isso nos leva a considerar nessa

seção o efeito do potencial qúımico na dinâmica de relaxação dos elétrons na banda de

condução.
Na Figura 4.13 nós ilustramos o efeito de se variar o potencial qúımico (lembre que

estamos sempre admitindo que μ0 ∼ μeq) no caso mostrado na Figura 4.9. Naquela Figura

a relaxação de um sistema com uma distribuição cont́ınua de armadilhas se mostrou

indistingúıvel da relaxação de um sistema com dois ńıveis discretos de armadilhas.
Na Fig. 4.13 se observa que a modesta alteração de kT no valor do potencial qúımico

(para mais ou para menos) já remove a indistinguibilidade dos dois sistemas.
Na Figura 4.14 nós ilustramos o efeito de se variar o potencial qúımico no caso mos-

trado na Figura 4.10. Naquela Figura a relaxação de um sistema com uma distribuição

exponencial de armadilhas se mostrou indistingúıvel da relaxação de um sistema com 2

ńıveis discretos de armadilhas. A Figura 4.14 sugere que aumentar o potencial qúımico é

uma alternativa viável para distinguir entre esses dois sistemas

4.3 Conclusões parciais

Caracterizamos na Eq. (4.22) o problema de se determinar a distribuição de arma-

dilhas pela medida da relaxação da densidade eletrônica na banda de condução como

uma equação integral. Este é um problema mal definido, no sentido de que distribuições

distintas resultam em relaxações eletrônicas similares.
Aumentar μ0 tem o efeito de acelerar a relaxação eletrônica na banda de condução

para os três tipos de distribuições de armadilhas (ńıveis discretos, cont́ınua, e exponencial).

Este efeito decorre do fato de aumentando μ0, os ńıveis de armadilhas mais profundos são

preenchidos e os ńıveis mais rasos acabam dominando a dinâmica de relaxação.
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Figura 4.13: Relaxação eletrônica na banda de condução para um sistema com duas
armadilhas, ε1 = −4.202, ε2 = −2.687 (r1 = r2 = 0.5, linhas sólidas), e para um sistema
com uma distribuição cont́ınua e uniforme de armadilhas na faixa de energia [−6,−2]
(pontos), energias em unidades de kT . Os pontos cinza e a curva preta reproduzem
a Figura 4.11 (em escala semi-logaŕıtmica), os pontos azuis e a curva azul mostram a
alteração nessas duas relaxações ao se aumentar o potencial qúımico por kT . Os pontos
vermelhos e a curva vermelha mostram o efeito de se diminuir o potencial qúımico por
kT . Claramente qualquer das duas alternativas poderia ser usada para distinguir entre os
dois sistemas.
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Figura 4.14: Relaxação eletrônica na banda de condução para um sistema com duas ar-
madilhas, ε1 = −5.210, ε2 = −1.594 (r1 = r2 = 0.5, linhas sólidas), e para um sistema
com uma distribuição exponencial de armadilhas com α = 0.5 (pontos), energias em
unidades de kT . Os pontos cinza e a curva preta reproduzem a Figura 4.13 (em escala
semi-logaŕıtmica), os pontos azuis e a curva azul mostram a alteração nessas duas relaxa-
ções ao se aumentar o potencial qúımico por kT . Os pontos vermelhos e a curva vermelha
mostram o efeito de se diminuir o potencial qúımico por kT . Aparentemente portanto,
para remover uma disputa entre uma distribuição exponencial e uma distribuição discreta
de ńıveis, aumentar o potencial qúımico parece a alternativa mais viável.
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As Figuras 4.9 e 4.10 ilustram o problema matemático associado a Eq. (4.22), onde

duas distribuições distintas produzem relaxações eletrônicas quase idênticas.
As subseções 4.2.6 e 4.2.7 sugeriram duas alternativas para remover a indistiguibili-

dade na relaxação eletrônica para diferentes distribuições de armadilhas. A primeira é a

variação da temperatura T , mostrado nas Figuras 4.11 e 4.12, onde se concluiu que au-

mentar a temperatura seria o caminho viável. A segunda é a variação de μ0 mostrado nas

Figuras 4.13 e 4.14, onde podemos observar que qualquer escolha (aumentar ou diminuir)

o potencial qúımico inicial funciona.



Capı́tulo 5
Equação Mestra para a Difusão

Eletrônica em Semicondutores

Nanoestruturados

5.1 O Modelo de Equação Mestra para Difusão Eletrônica em Se-

micondutores Nanoestruturados

O problema central tratado neste caṕıtulo é o da difusão eletrônica em uma nano-

estrutura contendo armadilhas. A nanoestrutura é formada pela aglomeração de nano-

part́ıculas de um semi-condutor não-dopado (TiO2 na célula solar de Grätzel). A difusão

acontece quando o sistema inicialmente em equiĺıbrio 1 é perturbado pela adição de um

ou mais elétrons na banda de condução do semicondutor. No caso da célula de Grätzel,

esta adição ocorre em alguma nanopart́ıcula da estrutura onde uma molécula de corante

adsorvida na superf́ıcie fica fotoexcitada e injeta o elétron excitado na banda de condução

da nanopart́ıcula.
Os elétrons na banda de condução sofrem espalhamentos elásticos em defeitos cristali-

nos, reflexões nas fronteiras das nanopart́ıculas, atravessam pequenos canais que conectam

as nanopart́ıculas e são capturados/liberados por armadilhas. Como no caṕıtulo anterior,

essas armadilhas são estados eletrônicos localizados espacialmente e com energia abaixo

do fundo da banda de condução. A Figura 5.1 mostra dois processos onde um elétron

emerge de uma armadilha, sofre uma série de espalhamentos elásticos e é capturado por

uma outra armadilha. Essa figura é esquemática, em uma nanopart́ıcula de TiO2 de 10-20

nm de raio o número de armadilhas é da ordem de centenas [55].
Na nossa versão discreta para essa dinâmica: (i) reconhecemos que os espalhamentos

elásticos no interior de uma nanopart́ıcula representam alterações de estados eletrônicos

pertencentes à banda de condução e à nanopart́ıcula em questão, usamos Nk para repre-

sentar a população eletrônica total na banda de condução da nanopart́ıcula k, portanto as

1O potencial qúımico de equiĺıbrio inicial em uma célula de Grätzel por exemplo é determinado pelo
eletrólito no qual a nanoestrutura está imersa e pela intensidade da iluminação

50
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Figura 5.1: Seis nanopart́ıculas e suas armadilhas (pontos pretos). No processo vermelho
o elétron emerge na banda de condução oriundo de uma armadilha, sofre uma série de
espalhamentos elásticos sem sair da nanopart́ıcula e termina capturado por uma outra
armadilha; no processo amarelo as colisões elásticas levam o elétron à uma nanopart́ıcula
vizinha.

colisões elásticas internas à nanopart́ıcula k não afetam Nk, e.g. o processo vermelho na

Figura 5.1; (ii) quando o elétron sai da nanopart́ıcula k para uma nanopart́ıcula a ela co-

nectada, processo amarelo na Figura 5.1, Nk → Nk − 1; (iii) eventos de captura/liberação

por armadilhas ocorrem entre os espalhamentos elásticos; (iv) não há transição direta

entre armadilhas (a possibilidade de tunelamento direto é desconsiderada).
Com isso podemos reduzir a nanoestrutura a uma rede aleatória de śıtios conectados,

veja na Figura 5.2 a representação discreta da nanoestrutura mostrada na Figura 5.1. No

modelo discreto introduzimos uma taxa Γ para representar o processo de sáıda de uma

nanopart́ıcula para uma outra vizinha, embora seja razoável supor que Γ deva variar com

o tamanho do “pescoço” entre as nanopart́ıculas, iremos tratar Γ como uma constante do

modelo.
A equação mestra a ser resolvida deve ser uma extensão da Eq. (4.6), onde agora

deve-se considerar a taxa Γ de saltos entre nanopart́ıculas. Em termos da fugacidade

escrevemos Nk = Nczk, onde Nc = ncV , com nc = 2(m∗kT/2π�2)3/2, e V o volume da

nanopart́ıcula. Vamos tratar todas as nanopart́ıculas como tendo um mesmo volume V .

Para uma nanopart́ıcula com 10 nm de raio, Nc = 3324 (ver apêndice B). A equação

mestra fica

Nc
dzk
dt

=NcΓ
n.n.∑
k′

(zk′ − zk) + (ncγ)
Nt∑
σ=1

[
fkσe

εkσ/kT − zk(1− fkσ)
]
,

dfkσ
dt

=− ncγ
[
fkσe

εkσ/kT − zk(1− fkσ)
] (5.1)

onde k é um śıtio (isto é uma nanopart́ıcula) conectado aos śıtios k′, “n.n.” no somatório
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Figura 5.2: Representação discreta da nanoestrutura mostrada na Figura 5.1. Cada śıtio
corresponde a uma nanopart́ıcula e tem um ńıvel de energia zero que contém todos os
elétrons na banda de condução localizados na nanopart́ıcula além de vários outros ńıveis
de energia negativa representando as armadilhas.

significa somente as nanopart́ıculas diretamente conectadas a k, σ é o ı́ndice das armadi-

lhas localizadas no śıtio k, capaz de capturar/liberar elétrons para a banda de condução

do śıtio k e Nt é o número total de armadilhas na nanopart́ıcula k (suposto ser o mesmo

para todas as nanopart́ıculas). O prinćıpio de Pauli só é usado para os ńıveis de armadi-

lha, que são supostos acomodar no máximo um elétron (spin é desconsiderado como no

caṕıtulo 4, podendo ser trivialmente inclúıdo se desejado).
Como no caṕıtulo 4 iremos usar kT como unidade de energia e (ncγ)

−1 como unidade

de tempo. Nestas condições a Eq. (5.1) fica

dzk
dt

=ν
n.n.∑
k′

(zk′ − zk) +
1

Nc

Nt∑
σ=1

[
fkσe

εkσ/kT − zk(1− fkσ)
]
,

dfkσ
dt

=− [
fkσe

εkσ/kT − zk(1− fkσ)
] (5.2)

onde ν = Γ/ncγ é a taxa adimensional de saltos entre nanopart́ıculas. O principio de

Pauli, junto com o balanço detalhado entre as taxas de captura e liberação e as taxas

de saltos entre as nanopart́ıculas, garantem que qualquer estado inicial convergirá para a

solução de equiĺıbrio global

zeqk = eμeq ,

f eq
kσ = [e(εkσ−μeq) + 1]−1.

(5.3)
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Nós pretendemos modelar o sistema inicialmente em equiĺıbrio quando alguns elétrons

extra são adicionados na banda de condução de uma nanopart́ıcula em t = 0. Isso

corresponde à seguinte condição inicial:

zk(0) = eμ0 +Δzextra (nanopart́ıcula que recebe os elétrons extra),

zk(0) = eμ0 (demais nanopart́ıculas),

fkσ(0) = [e(εσ−μ0) + 1]−1, (σ = 1, . . . , Nt) (todas nanopart́ıculas)

(5.4)

de onde partimos com objetivo de entender a dinâmica do sistema retornando ao equiĺıbrio.
A suposição feita por Bisquert [19] é que, antes do equiĺıbrio global (5.3) ocorrer, isto

é todas as nanopart́ıculas em equiĺıbrio com o mesmo potencial qúımico, um equiĺıbrio

local (também chamado “quasi-equiĺıbrio”) ocorre, onde cada nanopart́ıcula está (aproxi-

madamente) em equiĺıbrio com um potencial qúımico próprio (que varia com o tempo).

No equiĺıbrio local em cada nanopart́ıcula k o número de elétrons na banda de condução

e a ocupação de suas armadilhas têm um potencial qúımico em comum μk(t), e podemos

escrever ambas em termos desse potencial qúımico de quasi-equiĺıbrio

z
Qeq

k (t) =eμk(t)

f
Qeq

kσ (t) ={e[εkσ−μk(t)] + 1}−1.
(5.5)

Usando (5.5), segue que no equiĺıbrio local, há uma relação direta entre z
Qeq

k e os

f
Qeq

kσ (σ = 1, ....Nt), dada por

f
Qeq

kσ (t) =

[
eεkσ

zk(t)
+ 1

]−1

(5.6)

Isso permite escrever

df
Qeq

kσ

dt
=
df

Qeq

kσ

dz
Qeq

k

dz
Qeq

k

dt
(5.7)

resultando em
df

Qeq

kσ

dt
=

eεkσ

(eεkσ + z
Qeq

k )2

dz
Qeq

k

dt
. (5.8)

No sistema (5.1) somando a segunda equação sobre todas as armadilhas da nanopart́ıcula

k e combinando com a primeira equação, encontramos

dz
Qeq

k

dt
=

ν(
1 + 1

Nc

∑
σ

df
Qeq
kσ

dz
Qeq
k

) n.n.∑
k′

(z
Qeq

k′ − z
Qeq

k ) (5.9)

e o termo
ν(

1 + 1
Nc

∑
σ

df
Qeq
kσ

dz
Qeq
k

) (5.10)

pode ser identificado como um coeficiente de difusão (adimensional) efetivo que leva em
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conta o efeito das armadilhas.
Bisquert [19] fez a hipótese adicional de substituir, apenas em (5.10), z

Qeq

k (t) = zeq,

a fugacidade do equiĺıbrio global. Dessa forma o coeficiente de difusão efetivo se torna

independente do tempo e, se a distribuição de armadilhas é a mesma em todas as nano-

part́ıculas, independe de k.
Visando determinar como os parâmetros do modelo (a constante ν a distribuição

de armadilhas e o potencial qúımico inicial μ0) determinam a escala de tempo para o

equiĺıbrio local se estabelecer e visando também determinar se o coeficiente de difusão

efetivo (5.10) realmente se verifica, integramos numericamente o sistema de Eqs. (5.1)

utilizando o algoritmo de Runge Kutta de 4a ordem com a condição inicial (5.4) para

uma cadeia unidimensional de nanopart́ıculas com parâmetro de rede a. O excesso de

elétrons foi restrito à nanopart́ıcula central k = 0. Acompanhamos a evolução temporal

da fugacidade, δzk(t), e da dispersão do excesso de elétrons

〈x2〉(t) = Σkx
2
kδzk(t)

Σkδzk(t)
. (5.11)

O coeficiente de difusão efetivo foi obtido usando

D(t) =
1

2

d〈x2〉
dt

. (5.12)

Este coeficiente de difusão é inicialmente dependente do tempo, e depois alcança um valor

constante quando o sistema atinge o equiĺıbrio local (5.10). Calculamos o coeficiente de

difusão para dois tipos de distribuições de ńıveis de energia das armadilhas (usamos a

mesma distribuição em todas as nanopart́ıculas):
1)Armadilhas possuindo um único ńıvel de energia

p(ε) = δ(ε− εt). (5.13)

2)Distribuição exponencial dos ńıveis de energia das armadilhas

p(ε) = α eαε, (ε < 0) (5.14)

α = T/T0, onde kT0 é a largura de energia da distribuição exponencial. Em ambos os

casos, supomos que há Nt armadilhas em cada nanopart́ıcula.

5.2 Análise Próximo ao Equiĺıbrio Global

Reproduzindo a Eq. (5.2)

dzk
dt

=ν
n.n.∑
k′

(zk′ − zk) +
1

Nc

Nt∑
σ=1

[
fkσe

εkσ/kT − zk(1− fkσ)
]
,

dfkσ
dt

=− [
fkσe

εkσ/kT − zk(1− fkσ)
]
,

(5.15)
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próximo ao equiĺıbrio global pode-se substituir

zk(t) = zeq + δzk(t),

fkσ(t) = f eq
kσ + δfkσ(t)

(5.16)

onde zeq = eeq e f eq
kσ = [e(εkσ−μeq) + 1]−1

em (5.15) e linearizar as equações resultantes, obtendo

dδzk
dt

=ν
n.n.∑
k′

(δzk′ − δzk) +
1

Nc

Nt∑
σ=1

[(eεkσ + zeq)δfkσ − (1− f eq
kσ)δzk]

dδfkσ
dt

=− [(eεkσ + zeq)δfkσ − (1− f eq
kσ)δzk] .

(5.17)

Isso resulta em um sistema matricial de dimensão N + Nt × N que pode ser escrito da

forma abaixo (ordenamos as variáveis na forma [z1, z2, . . . zn; f11, f12, . . . fNNt ])
Z A1 A2 A3 . . .

B1 F1 0 0 . . .

B2 0 F2 0 . . .

B3 0 0 F3 . . .
...

...
...

...
. . .

ZN×N =

−2ν − 1
Nc

∑
σ(1− f eq

1σ) ν 0 . . .

ν −2ν − 1
Nc

∑
σ(1− f eq

2σ) ν . . .

0 ν −2ν − 1
Nc

∑
σ(1− f eq

3σ) ν
...

...
...

. . .

Ak é uma matriz N ×Nt que só tem a linha k diferente de zero e igual a:

[
(eεk1+zeq)

Nc
, (e

εk2+zeq)

Nc
, . . . (e

εkNt+zeq)

Nc

]

Bk é uma matriz Nt ×N que só tem a coluna k diferente de zero e igual a:

[
(1− f eq

k1), (1− f eq
k2), . . . (1− f eq

kNt
)
]

Fk é uma matriz Nt ×Nt puramente diagonal.

Fk = diag [−(eεk1 + zeq),−(eεk2 + zeq), . . . ,−(eεkNt + zeq)] . (5.18)

Observamos que a coluna associada à variável fkσ só tem dois termos não nulos,
1
Nc
(eεkσ + zeq) e −(eεkσ + zeq) (na diagonal). Supondo Nc � 1 o termo diagonal domina e

obtemos N ×Nt autovalores negativos

λkσ = −(eεkσ + zeq), (k = 1, . . . N), (σ = 1, . . . Nt). (5.19)

Cada armadilha de cada nanopart́ıcula produz um autovalor do processo de relaxação.
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Analisando a linha associada à variável zk vemos que ela também se torna dominada pelos

termos (ν,−2ν, ν) caso νNc � 1. Neste caso a matriz ZN×N (uma matriz tridiagonal)

determina diretamente os outros N autovalores.
De fato, nessa condição, a dinâmica dos δzk(t) fica

dδzk
dt

= ν
n.n.∑
k′

(δzk′ − δzk) (5.20)

que podemos escrever explicitamente como,

dδzk
dt

= νδzk−1 + νδzk+1 − 2νδzk. (5.21)

Os autovalores do problema (5.21) são bem conhecidos, para N śıtios (sem condições de

contorno periódicas)

Λk = −2ν

[
1 + cos

(
kπ

N

)]
(k = 1, . . . N). (5.22)

Podemos ver os λkσ de (5.19) como autovalores associados às armadilhas e os Λk de

(5.22) os autovalores associados à difusão eletrônica entre nanopart́ıculas. Claramente os

autovalores difusivos:

0 ≤ |Λk| ≤ 4ν (5.23)

e os autovalores associados às armadilhas:

(eεmin + zeq) ≤ |λkσ| ≤ (eεmax + zeq). (5.24)

A Figura 5.3 a) - f) mostra o conjunto de autovalores para alguns valores de ν, para os

dois tipos de distribuição de armadilhas (5.13) e (5.14) juntamente com uma distribuição

uniforme na faixa [−4.5 : −3.5], obtidos numericamente. Usamos N = 25, Nc = 3324 e

Nt = 10 em todos os casos e εt = −4 no caso de um único ńıvel de armadilha em todas as

nanopart́ıculas e α = 0.25 no caso da distribuição exponencial de ńıveis das armadilhas.

Destacamos nas figuras as faixas em que os autovalores de armadilhas (5.24) (em azul) e

autovalores difusivos (5.23) (em vermelho) são esperados (para os valores de εkσ, μeq e α

usados).
Pode-se observar nesta figura que as Eq. (5.23) e (5.24) funcionam muito bem para

o caso da distribuição exponencial, a) e b). No caso da distribuição uniforme, c) e d),

percebe-se uma fraca repulsão de ńıveis que se torna mais marcante no caso da ausência da

desordem, e) e f). Claramente um “gap” nos autovalores acontece para valores pequenos

de ν (correspondente ao fraco acomplamento entre nanopart́ıculas). Quando o gap está

presente ocorre uma clara divisão nas escalas de tempo de difusão inter-nanopart́ıculas e

relaxação intra-nanopart́ıcula. Para tempos tais que t � 1
|λkσ |min

o efeito dos autovalores

das armadilhas cessa e apenas os autovalores difusivos governam a relaxação. Em uma

rede regular de śıtios deve-se esperar uma difusão normal, com coeficiente de difusão
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Figura 5.3: Eixo vertical: Os 275 autovalores em unidade de ncγ de seis sistemas com
N = 25 śıtios e Nt = 10 armadilhas por śıtio (Nc = 3324). Eixo horizontal: Os ı́ndices dos
autovalores, 1 à 275. Em (a) e (b) as armadilhas foram distribúıdas exponencialmente
com α = 0.25; em (c) e (d) as armadilhas foram distribúıdas uniformemente na faixa
[−4.5 : −3.5]; em (e) e (f) as armadilhas têm todas a mesma energia εt = −4 (energias
em unidades de kT ). Os valores de taxas de salto entre os śıtios (ν) estão indicados em
cada figura. A faixa dos autovalores difusivos esperada pela Eq. (5.23) é mostrada em
vermelho e a faixa dos autovalores das armadilhas esperada pela Eq. (5.24) é mostrada
em azul. A área cinza é a interseção das duas faixas.

independente do tempo.
Os autovalores difusivos Λk, são os que incorporam as caracteŕısticas da rede de nano-

part́ıculas. Supusemos uma rede regular de śıtios e taxas Γ homogêneas, em um sistema

nanoaestruturado real as duas hipóteses não devem ser válidas, mas o ponto é que, seja

como for a rede de nanopart́ıculas, seus efeitos na relaxação e difusão só são dominantes a

longos tempos e estão contidos nos autovalores Λk. Já as armadilhas dominam a relaxação

a tempos curtos, para t � 1
|λkσ |min

, seus efeitos não se fazem mais presente. Mais ainda,
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os λkσ dizem respeito apenas à distribuição de armadilhas sendo insenśıveis à estrutura

da rede de nanopart́ıculas.

5.3 Difusão em um Sistema de Armadilhas com um Único Ńıvel

Discreto de Energia

Nós começamos considerando um conjunto de Nt armadilhas por śıtio, todas com

a mesma energia εt. Como mencionado anteriormente queremos investigar a evolução

temporal de um excesso de elétrons introduzido na banda de condução de um dos śıtios

de um sistema em equiĺıbrio. Neste caso a Eq. (5.2) fica

dzk
dt

=ν
n.n.∑
k′

(zk′ − zk) +Nt [fke
εt − zk(1− fk)]

dfk
dt

=− [fke
εt − zk(1− fk)]

(5.25)

com a condição inicial (5.4).
O coeficiente de de difusão adimensional no equiĺıbrio local calculado pela Eq. (5.10)

é (substituindo zeqk (t) por zeq)

DQeq =
ν

1 + 1
Nc

Nteεt
(eεt+eμeq )2

. (5.26)

Pretendemos analisar o regime de transição entre difusão anômala e difusão normal

(equiĺıbrio local), D(t) → DQeq . Esse caso de todas as armadilhas possuindo o mesmo

ńıvel de energia permite duas situações com relação ao potencial qúımico inicial μ0 (∼ μeq),

a primeira onde o ńıvel das armadilhas está ocupado μ0 > εt, e a segunda onde o ńıvel

das armadilhas está desocupado μ0 < εt. Analisamos ambos os casos para cinco valores

de ν, casos onde o termo de difusão é mais expressivo (ν � 1) e casos onde o termo de

captura/liberação é mais expressivo (ν 
 1). Apresentamos esses resultados nas Figuras

5.4 e 5.5.
Obtemos um resultado curioso nessas figuras, a dinâmica de transição para o equiĺıbrio

local é a mesma para todos os valores de ν, e o valor do coeficiente de difusão no equiĺıbrio

local é bem representado pelo valor obtido por Bisquert [19], Eq. (5.10).
Nas duas figuras vemos que o tempo onde cessa o efeito dos autovalores das armadilhas

(destacado nas figuras com uma linha tracejada)

tQeq = (eεt + eμ0)−1 (5.27)

é uma medida muito razoável do tempo a partir do qual a difusão se torna independente

do tempo, ou seja, o tempo necessário para se estabelecer o equiĺıbrio local.
Note que para todos os valores de ν usados nas Figuras 5.4 e 5.5 não há um gap

entre os autovalores das armadilhas (todos coincidentes neste caso) |λkσ| = (eεt + eμeq) e

os autovalores difusivos 0 ≤ |Λk| ≤ 4ν. Consequentemente parece não haver uma clara
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Figura 5.4: Difusão eletrônica para cinco valores de ν com εt = −4 , μ0(∼ μeq) = -6, Nt =
100 e Nc = 3324. A linha tracejada (azul clara) corresponde a tQeq = (eεt + eμ0)−1 = 48.1,
além do qual o efeito das armadilhas cessa. A linha cont́ınua (roxa) corresponde à Eq.
(5.26)

Figura 5.5: Difusão eletrônica para cinco valores de ν com εt = −8 , μ0(∼ μeq) = -6,
Nt = 100 e Nc = 3324. A linha tracejada corresponde a tQeq = (eεt + eμ0)−1= 355, além
do qual o efeito das armadilhas cessa. A linha cont́ınua (roxa) corresponde à Eq. (5.26)

distinção nos autovalores para a estimativa (5.28) poder ser usada.
Além de D(t) analisamos também o decaimento da população eletrônica na banda de

condução de todas as nanopart́ıculas

N(t) =
∑
k

Nczk(t). (5.28)
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Essa quantidade não depende diretamente das taxas ν, ela descreve apenas a captura dos

elétrons à medida que se difundem. O resultado, para os mesmos sistemas considerados

nas Figuras 5.4 e 5.5 é mostrado nas Figuras 5.6 e 5.7.
Essas Figuras mostram que o tempo onde o decaimento da população eletrônica cessa

(N(t) se torna constante) coincide aproximadamente com o tempo onde D(t) se torna

constante. Ambos correspondem ao tempo de equilibração local, cuja estivamtiva obtive-

mos em (5.27).

Figura 5.6: Decaimento da população eletrônica na banda de condução N(t) para cinco
valores de ν com εt = −4 , μ0(∼ μeq) = -6, Nt = 100 e Nc = 3324. A linha tracejada
corresponde a tQeq = (eεt + eμ0)−1= 48.1, além do qual o efeito das armadilhas cessa.

Figura 5.7: Decaimento da população eletrônica na banda de condução N(t) para cinco
valores de ν com εt = −8 , μ0(∼ μeq) = -6, Nt = 100 e Nc = 3324. A linha tracejada
corresponde a tQeq = (eεt + eμ0)−1= 355, além do qual o efeito das armadilhas cessa.
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5.3.1 Difusão em um Sistema de Armadilhas com uma Distribuição Expo-

nencial de Nı́veis de Energia

Na seção anterior estudamos o problema no qual as armadilhas possuem um mesmo

ńıvel de energia εt, este problema serve como orientação para os resultados do caso mais

relevante, onde as energias das armadilhas são distribuidas em forma exponencial conforme

(5.14). O coeficiente de difusão no equilibrio local (5.10) fica

DQeq =
ν

1 + Nt

Nc

∫ 0

−∞
αeαεeεdε
(eε+eμeq )2

(5.29)

Com o objetivo de analisar o regime de transição entre difusão anômala e difusão

normal, D(t) → DQeq calculamos o coeficiente de difusão integrando numericamente (5.2)

e usando (5.11) e (5.12) para os mesmos cinco valores de ν usados na subseção anterior,

porém agora para a distribuição exponencial dos ńıveis de energia das armadilhas (α =

0.25, Nt = 100, Nc = 3324 e μ0(∼ μeq) = -6), Figuras 5.8 e 5.9.
A Figura 5.8 mostra que o tempo necessário para o equiĺıbrio local se estabelecer, e o

coeficiente de difusão se estabilizar no valor DQeq da Eq. (5.29), é aproximadamente dado

pelo tempo além do qual o efeito dos autovalores das armadilhas cessa

tQeq = (eεmin + eμ0)−1

tQeq = (eμ0)−1
(5.30)

uma vez que, na distribuição exponencial εmin = −∞. Esse tempo é mostrado como

uma linha tracejada na Figura 5.8. Observamos também que, para os valores de ν e

μ0 considerados na Figura 5.8, não há um gap no espectro de autovalores separando os

autovalores difusivos

0 ≤ |Λk| ≤ 4ν (5.31)

e os autovalores associados às armadilhas:

eεμ0 ≤ |λkσ| ≤ (1 + eεμ0 ) (5.32)

Esse resultado sugere (como visto no caso do ńıvel discreto de armadilhas) que a

estimativa do tempo necessário para a equilibração local acontecer (5.30) é válida mesmo

na ausência de um gap no espectro de autovalores. O cálculo da relaxação de elétrons

total na banda de condução de todas as nanopart́ıculas N(t) é mostrado na Figura 5.9.

Nesse caso também o tempo dado pela Eq. (5.30) se manifesta como o tempo necessário

para N(t) se tornar constante.
A independência com ν nesse caso é mais esperada de acontecer que no caso de D(t)

uma vez que, como mencionado na subseção anterior, N(t) não depende diretamente do

valor de ν.
Para nossos resultados analisamos o melhor ajuste para o coeficiente de difusão D(t)

para ν = 1 usando D1(t) = DQeq + A0e
(−(t/τs)β) (stretched exponential), D2(t) = DQeq +

A1e
(−t/τ1) + A2e

(−t/τ2)(bi-exponential) bem como para a relaxação N(t) usando também
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Figura 5.8: Difusão de elétrons para cinco valores de ν com α = 0.25, Nt = 100, Nc = 3324
e μ0(∼ μeq) = -6. A linha tracejada corresponde a tQeq = (eμ0)−1=403, além do qual o
efeito das armadilhas cessa. A linha cont́ınua (roxa) corresponde à Eq. (5.29)

Figura 5.9: Decaimento da população eletrônica na banda de condução N(t) para cinco
valores de ν com α = 0.25, Nt = 100, Nc = 3324 e μ0(∼ μeq) = -6. A linha tracejada
corresponde a tQeq = (eμ0)−1 = 403, além do qual o efeito das armadilhas cessa.

N1(t) = NQeq + A0e
(−(t/τs)β), N2(t) = NQeq + A1e

(−t/τ1) + A2e
(−t/τ2). Os resultados são

mostrados nas Figuras 5.10 e 5.11 e os parâmetros de ajuste estão na Tabela 5.1.
Para D(t) não há uma diferença significativa no ajuste (RMS) usando esses dois tipos

de função. De qualquer forma os ajustes obtidos neste caṕıtulo diferem totalmente de

uma lei de potencia obtida por Frank [35]. Um dos motivos pode o fato de no modelo

proposto por Frank, não se levar em conta a difusão eletrônica no ńıvel de condução, bem

como a taxa de saltos Γ entre nanopart́ıculas.
Para N(t) a stretched exponential parece mais adequada, o que está de acordo com
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Figura 5.10: Difusão de elétrons para ν = 1 com α = 0.25, Nt = 100, Nc = 3324 e
μ0(∼ μeq) = -6. Mostrado os ajustes com funções, i)stretched exponential (curva lilas),
ii)bi-exponencial (curva roxa).

Figura 5.11: Decaimento da população eletrônica na banda de condução N(t) para ν = 1
com α = 0.25, Nt = 100, Nc = 3324 e μ0(∼ μeq) = -6. Mostrado os ajustes com funções,
i)stretched exponential (curva lilas), ii)bi-exponencial (curva roxa).

o ajuste obtido por Snaith [41] para o decaimento da população eletrônica na banda de

condução do TiO2 visto na subseção 3.3.
Note que N(t) nesse problema equivale em certo sentido à relaxação da densidade

eletrônica na banda de condução discutida no caṕıtulo 4. Naquele caṕıtulo obtivemos

excelentes ajustes com a função bi-exponential, que também é largamente usada para

ajustar medidas de transiente de absorção.
A diferença essencial entre N(t) neste caṕıtulo e n(t) no caṕıtulo 4 é que todas as
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D1(t) D2(t) N1(t) N2(t)
τs 199 49.9
β 0.75 0.65
τ1 134 598
τ2 798 598
A0 0.43 0.44
A1 0.30 -70.4
A2 0.11 70.8
Deq 0.58 0.57
neq 0.58 0.57 0.58 0.58
RMS 0.0096 0.0078 0.0046 0.016

Tabela 5.1: Parâmetros de ajuste para as funções, D1(t), D2(t), N1(t), N2(t) no caso da
distribuição exponencial de armadilhas (ν = 1 nas Figuras 5.8 e 5.9). O erro RMS (Root
Mean Square) também é mostrado.

armadilhas estão acesśıveis aos elétrons da banda de condução no caṕıtulo 4, ao passo

que no caso das nanopart́ıculas desse caṕıtulo, mais armadilhas vão se tornando acesśıveis

à medida que a difusão (governada por ν) acontece. A dependência de N(t) com ν é

indireta pois, somando sobre todos os śıtios k a 1a Eq. em (5.15) (e multiplicando ambos

os lados por Nc) resulta em

dN(t)

dt
=

∑
kσ

[fkσe
εkσ − zk(1− fkσ)], (5.33)

e não há como isolar N(t) de suas parcelas
∑

kσNczk(t) no lado direito. É na denpen-

dência expĺıcita de N(t) em suas parcelas que entra (indiretamente) o efeito da difusão

inter-nanopart́ıculas.
Esta diferença no problema da relaxação do caṕıtulo 4 e da relaxação com difusão

deste caṕıtulo, pode estar por trás do tipo de função (bi-exponential para n(t) do caṕıtulo

4 e stretched exponential para N(t) deste caṕıtulo), porém não há como ser conclusivo

com os dados apresentados.

5.4 Conclusões Parciais

O principal resultado desse caṕıtulo foi a obtenção de uma escala de tempo para o

estabelecimento do equiĺıbrio local. Para um sistema de nanopart́ıculas e armadilhas,

inicialmente em equiĺıbrio com o potencial qúımico μ0, perturbado pela adição de elétrons

extra na banda de condução de alguma das nanopart́ıculas, o tempo necessário para o

equiĺıbrio se estabelecer (quando cada nanopart́ıcula pode ser vista como em equiĺıbrio

individualmente, possuindo um potencial qúımico próprio dependente do tempo) é bem
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estimado por (restaurando dimensões)

tQeq ≈
(ncγ)

−1

(eεmax/kT + eμ0/kT )
. (5.34)

Supondo que há ńıveis de armadihas profundos, εmax 
 −kT , podemos usar em geral

tQeq ≈ (ncγ)
−1e−μ0/kT . (5.35)

Em uma célula de Grätzel o potencial qúımico de eqúılibrio μ0 perturbado pela injeção

de elétrons na banda de condução parece ser crucial, além de

(ncγ)
−1 =

�
3π2

σcm∗(kT )2
. (5.36)

Essa estimativa é essencial para julgar se a expressão para o coeficiente de difusão proposto

por Bisquert [19] se justifica usar ou não. O ponto é que tQeq tem que ser significativamente

menor que o tempo médio τcol para os elétrons serem coletados no anodo, que por sua vez

pode ser estimado por

τcol ∼ d

DQeq

(5.37)

onde d é a espessura t́ıpica de um filme de nanopart́ıculas de TiO2.
Os t́ıpicos valores de DQeq no TiO2 são da ordem de 10−4 − 10−8 cm2 s−1 dependendo

da intensidade de iluminação [56, 57].
Um comentário importante é que a observada dependência de DQeq com a densidade

eletrônica (elétrons difundem melhor com o aumento da densidade por ocorrer um pre-

enchimento das armadilhas) está descrita na dependência de DQeq com μ0 (∼ μeq) (veja

(5.26) e (5.29)).
Nosso resultado (5.35) sugere que o tempo necessário para DQeq começar a valer (o

tempo de equilibração local), também cresce com o ńıvel de preenchimento das armadilhas

(por depender de 1/eμ0).
O comentário final é que a análise do tempo de equilibração local é um resultado ori-

ginal, bem como a descrição do problema da difusão em adição com a relaxação eletrônica

em termos dos autovalores da matriz da equação mestra também é original.



Capı́tulo 6
Conclusão

Neste trabalho primeiramente focamos em um modelo de equação mestra na tentativa

de representar um experimento de transiente de absorção, o qual é um experimento bas-

tante usado nas medidas de processos de relaxação de elétrons em baixa escala de tempo.

Com a condição de excitação fraca que é uma condição realmente utilizada nesses expe-

rimentos obtivemos uma expressão anaĺıtica Eq. (4.22) que caracteriza o problema de se

determinar a distribuição de armadilhas pela medida da relaxação da densidade eletrônica

na banda de condução como uma equação integral. Este é um problema mal definido, no

sentido de que distribuições distintas resultam em relaxações eletrônicas similares.
Nas Figuras 4.4, 4.6 e 4.8 observamos que aumentar μ0(∼ μeq) tem o efeito de dar“mais

peso” para armadilhas rasas/rápidas e “menos peso” para armadilhas profundas/lentas

em δn(t), diminuindo a escala de tempo de relaxação. A amplitude de variação de n(t)

é máxima quando μeq ∼ μ0 está no meio da distribuição de ńıveis para os casos das

distribuições de ńıveis discretos e uniforme. No caso da distribuição exponencial a variação

da amplitude cresce monotonicamente com μeq ∼ μ0.
Está ilustrado nas Figuras 4.9 e 4.10 o problema matemático de mal definição da Eq.

(4.22), onde comparamos a relaxação eletrônica para a distribuição de ńıveis discretos com

as distribuições uniforme e exponencial. Sugerimos então dois métodos para se distinguir a

a relaxação eletrônica para diferentes distribuições de armadilhas. O primeiro é a variação

da temperatura T , mostrado nas Figuras 4.11 e 4.12, onde se concluiu que aumentar a

temperatura ao invés de diminuir seria o caminho viável. O segundo é a variação de μ0

mostrado nas Figuras 4.13 e 4.14, onde podemos observar que qualquer escolha (aumentar

ou diminuir) o potencial qúımico inicial funciona.
No caso da difusão embora nossa análise ainda seja qualitativa, somos capazes de pre-

ver certas caracteŕısticas desse sistema. Para a difusão, a questão espećıfica que colocamos

em nosso modelo é a seguinte: Se um elétron é inicialmente colocado em um determinado

śıtio em t = 0, e podendo difundir śıtio a śıtio sofrendo as interações com as armadilhas,

como se dará essa dinâmica até o coeficiente de difusão atingir o valor de equiĺıbrio local.

Os primeiros gráficos para armadilhas com um ńıvel de energia, nos deram uma análise

simples do comportamento, obtivemos um resultado curioso para o coeficiente de difusão,

onde o tempo para atingir o valor de equiĺıbrio local normalizado respectivamente com a
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constante ν obedece uma universalidade.
Como foi visto nas seções 2.1 e 2.2 as armadilhas são distintas, e para representar o

sistema mais próximo do real é necessário uma densidade de estados espećıfica. Outra

análise que fizemos foi com uma densidade de ńıveis de energia exponencial a qual tem sido

bastante usada para estudos desse tipo. Neste caso também observamos uma universali-

dade para o tempo em que o coeficiente de difusão atinge o equiĺıbrio local. Identificamos

por ajuste que as melhores curvas para representar a difusão dependente do tempo foram

stretched exponential e bi-exponential, diferentemente de uma lei de potência como obtido

por Frank [35]. Acreditamos que isso ocorre devido ao fato de no modelo proposto por

Frank, não se levar em conta a difusão eletrônica no ńıvel de condução, bem como a taxa

de saltos Γ entre nanopart́ıculas.
O ajuste para N(t) com uma stretched exponential parece mais adequado, o que está

de acordo com o ajuste obtido por Snaith [41] para o decaimento da população eletrônica

na banda de condução do TiO2 visto na subseção 3.3.
Por meio da análise dos autovalores de relaxação e difusivos da matriz do sistema

(5.17) obtivemos que o tempo necessário para o equiĺıbrio se estabelecer (quando cada

nanopart́ıcula pode ser vista como em equiĺıbrio individualmente, possuindo um potencial

qúımico próprio dependente do tempo) é bem estimado por tQeq ≈ (ncγ)−1

(eεmax/kT+eμ0/kT )
.

No estudo realizado na tentativa de obter a formação de large polarons na perovskita

CH3NH3PbI3, primeiramente o cálculo da constante diéletrica foi realizado usando cálcu-

los ab-initio baseados na Teoria do Funcional da Densidade com base de ondas planas,

esse cálculo não é trivial e envolve vários processos e dificuldades computacionais. Não foi

posśıvel comparar o valor obtido com resultados experimentais (no entendimento do autor

desta tese) pois não se encontra até o presente momento na literatura um resultado com

especificidade análoga para comparação. Foi tentado um método iterativo para obtenção

de um potencial efetivo envolvido na formação de large polarons previsto por estudos ante-

riores. A tentativa foi uma primeira abordagem do projeto realizado pelo autor desta tese

no Lawrence Berkeley National Laboratory em peŕıodo de doutorado sandúıche. Outros

cálculos nesse sentido estão em andamento.
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[53] A. M. Peiró, C. Colombo, G. Doyle, J. Nelson, A. Mills e J. R. Durrant. Photoche-

mical Reduction of Oxygen Adsorbed to Nanocrystalline TiO2 Films: A Transient

Absorption and Oxygen Scavenging Study of Different TiO2 Preparations. The Jour-

nal of Physical Chemistry B 110, 46, 23255–23263 (2006).

[54] B. Enright e D. Fitzmaurice. Spectroscopic Determination of Electron and Hole

Effective Masses in a Nanocrystalline Semiconductor Film. The Journal of Physical

Chemistry 100, 3, 1027–1035 (1996).

[55] P. Salvador, M. G. Hidalgo, A. Zaban e J. Bisquert. Illumination Intensity Depen-

dence of the Photovoltage in Nanostructured TiO2 Dye-Sensitized Solar Cells. The

Journal of Physical Chemistry B 109, 33, 15915–15926 (2005).

[56] N. Kopidakis, E. A. Schiff, N.-G. Park, J. van de Lagemaat e A. J. Frank. Ambipolar

Diffusion of Photocarriers in Electrolyte-Filled, Nanoporous TiO2. The Journal of

Physical Chemistry B 104, 16, 3930–3936 (2000).

[57] L. Dloczik, O. Ileperuma, I. Lauermann, L. M. Peter, E. A. Ponomarev, G. Redmond,

N. J. Shaw e I. Uhlendorf. Dynamic Response of Dye-Sensitized Nanocrystalline

Solar Cells: Characterization by Intensity-Modulated Photocurrent Spectroscopy.

The Journal of Physical Chemistry B 101, 49, 10281–10289 (1997).

[58] W. L. C. M. S.-F. M. A. J. W. B. A. J. J. W. A. Y. L. F. M. T. I. D. S. Y. Li, J.

K. Cooper. Defective TiO2 with high photoconductive gain for efficient and stable

planar heterojunction perovskite solar cells. Nano Letters 7, 12446 (2016).

[59] M. M. Lee, J. Teuscher, T. Miyasaka, T. N. Murakami e H. J. Snaith. Efficient

Hybrid Solar Cells Based on Meso-Superstructured Organometal Halide Perovskites

338, 6107, 643–647 (2012).

[60] F. Brivio, J. M. Frost, J. M. Skelton, A. J. Jackson, O. J. Weber, M. T. Weller, A. R.
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Apêndice A
Derivação de DQeq para a Densidade

de Estados Exponencial das

Armadilhas

Para este caso ao somar sobre todas energias é necessário a identificação

Nt → g(Et)dEt (A.1)

ft → f(Et) (A.2)

então substituindo em (2.6) e definindo ne = Ntft como a densidade de elétrons nas

armadilhas

∂n

∂t
= D0∇n− g(Et)dEtvcσcn[1− f(Et)] + ncg(Et)dEtvcσcf(Et) exp

(
Et

kT

)
(A.3)

∂

∂t
f(Et)g(Et)dEt = g(Et)dEtvcσcn[1− f(Et)]− ncg(Et)dEtvcσcf(Et) exp

(
Et

kT

)
(A.4)

Todas energias contribuem na primeira equação

∂n

∂t
= D0∇n− λn

∫
g(E)[1− f(E)]dE + λnc

∫
g(E)f(E) exp

(
E

kT

)
dE (A.5)

onde λ = vcσc.
Na segunda equação integra-se sobre todas as energias das armadilhas

ne =

∫
f(E)g(E)dE (A.6)

e obtem-se

∂ne

∂t
= λn

∫
g(E)[1− f(E)]dE − λnc

∫
g(E)f(E) exp

(
E

kT

)
dE (A.7)
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somando as duas equações
∂n

∂t
+
∂ne

∂t
= D0∇n. (A.8)

No equiĺıbrio local tem-se
∂ne

∂t
=
∂ne

∂n

∂n

∂t
(A.9)

A relação de ne e n vem da hipótese de um potencial qúımico comum que determina as

duas densidades.

n = nc exp
(μeq

kT

)
dE, ne =

∫
g(E)dE

exp (E−μeq)

kT
+ 1

(A.10)

∂ne

∂n
=

∂ne

∂μeq

∂μeq

∂n
(A.11)

∂ne

∂μeq

=

∫
g(E)

∂f(E)dE

∂μeq

(A.12)

∂ne

∂μeq

= −
∫
g(E)

∂f(E)dE

∂E
(A.13)

onde foi usado, ∂f
∂μeq

= − ∂f
∂E

. Com a suposição de g(E) ser suave em E ∼ μeq resulta,
∂f
∂E

= −δ(E − μeq), e então
∂ne

∂μeq

= g(μeq) (A.14)

usando ainda que
∂nc

∂μeq

= n/kT (A.15)

obtém-se
∂ne

∂n
=
g(μeq)/kT

n
(A.16)

e a equação de difusão fica,

(
1 +

g(μeq)/kT

n

)
∂n

∂t
= D0∇n, (A.17)

o que resulta no seguinte coeficiente de difusão para o caso de armadilhas sendo represen-

tadas por uma densidade de estados qualquer,

DQeq =
D0

1 + g(μeq)/kT

n

. (A.18)



Apêndice B
Derivação de Nc

A representação dos estados da banda de condução como um único ńıvel de energia

envolve escrever o número de elétrons na banda de condução em um certo volume V (o

volume de uma nanopart́ıcula de TiO2) e em equiĺıbrio térmico com um potencial qúımico

μ de uma forma peculiar. Mais precisamente, escolhendo o zero de energia no fundo na

banda de condução e supondo elétrons não-degenerados na banda de condução,

Nc e
μ/kT = V

∫ ∞

0

g(ε) e(μ−ε)/kT dε (B.1)

A expressão no lado esquerdo pode ser interpretada como o número de elétrons em

equiĺıbrio em um ńıvel Nc vezes degenerado de energia ε = 0, enquanto a integral do lado

esquerdo é a densidade de elétrons n na banda de condução (n, dependente de μ).
Usando a densidade de estados de elétrons livres,

g(ε) =
1

2π2

(
2m∗

e

�2

)3/2 √
ε, (B.2)

obtemos:

Nc = 2V

(
m∗

ekBT

2π�2

)3/2

. (B.3)

Usando m∗
e = 10me [54], T = 300 K e V = 4, 2× 10−18 cm3 (nanopart́ıcula com 10 nm de

raio), obtemos

Nc = 3324. (B.4)
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Apêndice C
Estudo da Formação de Polarons na

Perovskita CH3NH3PbI3

C.1 Caracteŕısticas da Perovskita CH3NH3PbI3

Recentemente, perovskitas de haleto organometálicas têm atráıdo interesse substancial

nas áreas de pesquisa de materiais, bem como na qúımica e na f́ısica. Isso é em grande

parte devido a alta eficiência de células solares de estado sólido baseadas em perovskitas de

haleto organometálicas, que alcançou uma eficiência de 19,0% em 2016 [58], vindo de uma

de 10,9% em 2012 [59]. Perovskitas de haleto organometálicas são um material na forma

CH3NH3PbX3 ( X=I, Cl, Br) o que as tornam diferentes das perovskitas inorgânicas já

bastante estudadas (CaTiO3, SrTiO3, BaTiO3 etc.), devido à presença do ı́on metil amônio

CH3NH
+
3 . Esse tipo de perovskita pode ser encontrado em diferentes fases dependendo da

temperatura e do tipo de haleto X envolvido. Por exemplo, para o composto CH3NH3PbI3

as fases se mostram ser, ortorrombica T < 165 K, tetragonal entre 165 - 327 K e cúbica

para T > 327 K, a Figura 6.1 ilustra essas três diferentes fases. Sua atividade eletrônica

está altamente conectada com sua estrutura cristalina, por exemplo, o gap da banda para

a forma CH3NH3Pb(I1−xBrx)3, (0≤ x ≤1) pode ser gradualmente modificado a partir de

1.2 eV até 2.3 eV pela razão x do componente de anions Br− [61] como mostra a Figura 6.2.

Similarmente, a absorção ótica para a mesma forma CH3NH3Pb(I1−xBrx)3, (0≤ x ≤1),

pode ser ajustada para cobrir quase todo o espectro viśıvel Figura 6.3. A perovskita de

haleto organometálica pode exercer dois papéis na célula solar: o de material absorvedor

de luz, bem como de transportador de elétrons fotoexcitados. Walsh e colaboradores

mostraram [62] que a banda de condução para a forma CH3NH3PbI3 é formada pelos

orbitais Pb 6p0. Até o presente momento não se entende bem o motivo de seu alto

desempenho na aplicação para células solares, mas algumas caracteŕısticas podem ser a

chave para isso, como por exemplo seu alto coeficiente de absorção, grande momento de

dipolo intŕınseco das moléculas CH3NH
+
3 [63], o grande comprimento de difusão observado

para fotoelétrons no transporte através da perovskita e um longo tempo de recombinação

elétron-buraco também observado no transporte [64, 65]. Uma serie de trabalhos recentes

tem apontado para a formação de polarons como uma posśıvel explicação para essas
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Figura C.1: Três fases para a perovskita CH3NH3PbI3. a) ortorrombica, b) tetragonal, c)
cúbica. Figura retirada da referência [60].

caracteristicas [66-69] A formação do polaron serviria como uma blindagem para elétrons

e buracos, dificultando sua recombinação. Nas próximas sessões faremos um estudo com

a tentativa de entender a formação de polarons para a perovskita CH3NH3PbI3.

C.2 Formação Clássica de um Polaron

Com o objetivo de entender como as caracteŕısticas obtidas em estudos anteriores en-

volvendo as perovskitas de haleto organometálicas apontam para a formação de polarons,

Figura C.2: Gap para a perovskita CH3NH3Pb(I1−xBrx)3 em função da razão x do com-
ponente de anions Br−. Figura retirada da referência [61].
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Figura C.3: Espéctro de absorção UV-vis para a perovskita CH3NH3Pb(I1−xBrx)3 em
função da razão x do componente de anions Br−. Figura retirada da referência [61].

faremos uma breve revisão da formação clássica de um polaron [70]. Considerando um

excesso de carga rodeado por cátions e ânions em um sólido deformável como mostra a

Figura 6.4, esse excesso de carga desloca esses ions a sua volta, o que resulta em um

potencial para o excesso de carga. Esse potencial pode ser capaz de tornar essa carga

ligada caso a energia de ligação seja maior do que a energia caracteŕıstica de fonon dos

Figura C.4: Excesso de carga (em azul no centro) desloca os ı́ons a sua volta de suas
posições de equiĺıbrio (em laranja e roxo).

ı́ons, isso se identifica como um auto-aprisionamento, e a carga não pode escapar sem

um movimento significativo dos ı́ons que rodeiam-a. O conjunto carga auto-aprisionada e

deslocamento dos ı́ons é definido como um polaron. O potencial de auto-aprisionamento

depende da autofunção da carga aprisionada, e o estado de aprisionamento depende das

caracteristicas de interação entre a carga e o meio em sua volta. Um parâmetro importante
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na descrição de um polaron é a constante de acoplamento de Frohlich dada por

α =
e2

�

(
1

ε∞
− 1

εs

)√
m∗

2�ω
(C.1)

onde e é a carga eletrônica, � a constante de Planck, m∗ a massa efetiva, ω a frequência

de vibração de fonons, ε∞ é a constante dielétrica devido a contribuições eletrônicas, e εs

a constante dielétrica estática devido a contribuições de outras naturezas como atômicas,

iônicas e dipolares. A constante α permite distinguir se o acoplamento é forte suficiente

(α > 1) para produzir auto-aprisionamento.
Polarons são caracterizados em dois tipos de acordo com suas propriedades de trans-

porte, Large Polarons e Small Polarons.
i) Large polarons, possuem seu tamanho na escala de algumas células unitárias do

sólido, e seu transporte é coerente, ou seja seu comprimento de coerência é maior do que

o parâmetro de rede. Sua massa relativamente grande conduz a um fraco espalhamento

por fonons. O grande valor da massa é compensado pelo fraco espalhamento por fonons

de modo a produzir uma mobilidade tipicamente da ordem de 1 cm2/V· s [70], diminuindo

com o aumento da temperatura, devido ao aumento da densidade de fonons.
ii)Small polarons, são confinados em uma célula do sólido e seu tranporte é incoerente,

sendo basicamente dado por hopping entre śıtios adjacentes devido ao espalhamento por

fonons. A mobilidade de um small polaron é geralmente baixa tipicamente < 1 cm2/V·
s [70], aumentando com aumento da temperatura, devido ao aumento da densidade de

fonons.

C.3 Caracteŕısticas da Perovskita que Apontam para a Formação

de Large Polarons

Na seção anterior tratamos da formação de um polaron clássico o qual pode ser des-

crito como large polaron ou small polaron, agora listamos alguns resultados obtidos em

trabalhos anteriores que identificam o large polaron como o tipo de polaron envolvido na

perovskita de haleto organometálica.
i) Um grande comprimento de difusão de elétrons e buracos tem sido reportado para

a perovskita de haleto organometálica [71]. A grande massa efetiva de um large polaron

reduz o espalhamento por fonons, o que pode explicar esse tamanho de comprimento de

difusão.
ii)Savenije e outros[72], obtiveram um longo tempo de vida para os elétrons, o que está

ligado com uma taxa de recombinação de segunda ordem variando entre γ = 10−9−10−11

cm2s−1. Esses valores são tipicamente cinco ordens de grandeza menores do que aquele

previsto pelo modelo de Langevin [73]. Isso pode ser explicado devido ao fato de no

transporte o elétron e o buraco serem blindados pelo meio a sua volta o que dificulta

a recombinação, essa blindagem junto com a respectiva carga, se comportaria como um

large polaron.
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iii) O valor de mobilidade obtido está na ordem de 60-100 cm2/V· s [73], o que é t́ıpico

de large polarons a mobilidade superior à 1 cm2/V· s.
iv) Shrestha e outros, mostraram que a mobilidade diminui com o aumento da tem-

peratura como pode ser visto na Figura 6.5, o que é uma caracteristica de large polaron.

Figura C.5: Dependência da mobilidade para elétrons e buracos com a temperatura para
a perovskita CH3NH3PbI3. Figura tirada da referência [74].

Pensando na formação clássica de um polaron, pode-se ver que esses resultados apon-

tam para a formação de um large polaron na perovskita. Entretanto sabe-se que a perovs-

kita de haleto organometálica não é unicamente um sólido cristalino, e sim uma composi-

ção de um sólido e uma molécula, e pertence à classe de materiais nomeados de “Phonon

Glass Electron Crystal” (PGEC) [75]. Nesse aspecto, estudos tem sido feitos considerando

uma carga reorientando as moléculas de CH3NH
+
3 na rede da perovskita devido ao seu

campo elétrico como mostra a Figura 6.6. Essa interação das moléculas de CH3NH
+
3 com

o campo elétrico devido à carga possui um alcance e se identifica como a formação de um

Large Polaron.

C.4 Cálculo da Constante Dielétrica

Como vimos anteriormente um parametro importante no estudo dos polarons é a

constante de Frohlich α, a qual envolve as constantes dielétricas devido às contribuições

eletrônicas e iônicas (fônons). Nesta seção iremos calcular essas grandezas por meio de

cálculos de estrutura eletrônica ab-initio baseados na teoria do funcional da densidade

(DFT) com base de ondas planas, seguindo basicamente o estudo feito por [76] onde

se calcula a constante dielétrica para outro tipo de perovskita. Por definição, o tensor

permissividade dielétrica relativa de um material εαβ é relacionado à sua susceptibilidade

dielétrica

εαβ =
1

ε0

∂Pα

∂Eβ

(C.2)
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Figura C.6: Elétron ao centro reorienta as moléculas de CH3NH
+
3 (setas cinzas) devido

ao seu campo.

por meio de

εαβ = δαβ + χαβ (C.3)

onde
−→
P é a polarização,

−→
E é o campo elétrico aplicado e δαβ é o delta de Kronecker.

Entretanto como condições de contorno periódicas não permitem um campo macroscópico

finito, não é posśıvel calcular o tensor dielétrico de um material dessa forma por meio de

cálculos de DFT. Porém existe uma expressão alternativa para ε em termos de quantidades

que podem ser computadas sob condições de contorno a campo zero, dada por,

εαβ = (ε∞)αβ +
∑
ω2
μ �=0

ZμαZμβ

V ε0m0ω2
μ

(C.4)

onde ε∞ é o tensor dielétrico devido a contribuições eletronicas, μ é o ind́ıce dos modos de

vibrações ωμ dos fonons (no ponto Γ) do sistema, Zμα são as cargas efetivas relativas a μ

na direção α, V é o volume por célula unitária, e ε0 a permissividade dielétrica no vácuo.

Para um dado modo de vibração μ a carga efetiva relativa a esse modo é dada por,

(Zμ)α =
∑
iγ

Ziαγ

(
m0

mi

)1/2

(aμ)iγ (C.5)

onde Zi é o tensor carga efetiva de Born para o ı́on i, mi sua massa, (aμ)iγ a componente

do autovetor da matriz dinâmica normalizada para o modo de vibração μ envolvendo o

ı́on i na direção γ e m0 uma massa arbitrária que se cancela com o denominador na Eq.

(6.5).Por fim as componentes do tensor carga efetiva de Born para um dado ı́on i são

definidas como,

Ziαγ = V
∂Pα

∂uiγ
(C.6)
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onde
−→
P é a polarização do sistema e uiγ a coordenada do ion i na direção γ.

Calculamos εαβ usando a Eq. (6.4) por meio de cálculos de DFT com uma base

de ondas planas, os quais estão divididos basicamente em três etapas: i) obtenção da

estrutura de equiĺıbrio; ii) cálculo de estrutura eletrônica autoconsistente; iii) obtenção

dos modos de vibrações dos fonons;
O software Quantum Espresso para cálculos ab-initio baseados na Teoria do Funcional

da Densidade com base de ondas planas foi utilizado, com aproximação do Gradiente Ge-

neralizado (GGA) e pseudopotenciais de norma conservada, para a obtenção da estrutura

de equiĺıbrio e cálculos de estrutura eletrônica [77]. Uma energia de corte de 50 Ry para

as ondas planas foi suficiente para a convergência da energia total. O critério de tolerância

das forças foi de 10−8 eV/A. Um cálculo de autoconsistencia com uma grade de 6× 6× 4

pontos k foi realizado para encontrar a densidade de carga convergida. Escolhemos para o

cálculo da constante dielétrica uma estrutura na fase tetragonal (48 átomos) da perovskita

com as moléculas CH3NH
+
3 alinhadas ao eixo z formando uma polarização como mostra

a Figura 6.7. Os valores dos parâmetros de rede obtidos para a estrutura de equiĺıbrio,

Figura C.7: Perovskita CH3NH
+
3 PbI3 na fase tetragonal com as moléculas CH3NH

+
3 ali-

nhadas ao eixo z. Figura retirada da referência [78].

bem como valores experimentais estão na Tabela 6.1.

parametros calculado experimental

a (Å) 8.69 8.85

b (Å) 8.64 8.85

c (Å) 12.30 12.44 - 12.66

Tabela C.1: Valores para os parâmetros de rede calculados, junto com valores experimen-
tais [79,80].

Os valores obtidos estão em bom acordo com valores experimentais considerando que

cálculos por DFT são feitos à temperatura zero.
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Usando os resultados dos cálculos de autoconsistência, calculamos os modos de vibra-

ções dos fônons (144 no total), bem como as cargas (Zμ)α e o tensor (ε∞)αβ com o pacote

para fônons do Quantum Espresso 1. Com esses resultados calculamos o tensor permis-

sividade dielétrica, e a constante dielétrica para a perovskita. Colocamos os resultados

obtidos na Tabela 6.2.

contribuição eletrônica contribuição por fonons
εxx 5.46 12.92
εyy 5.44 14.16
εzz 5.69 19.29

Tabela C.2: Contribuições eletrônicas e devido a fonons para o tensor permissividade
dielétrica.

A constante dielétrica é calculada pela média do traço do tensor permissividade die-

létrica (εxx+εyy+εzz)/3 e obtivemos ε = 21.0.
A constante dielétrica é extremamente dependente do regime de frêquencia em que

está sendo calculada e também da fase. Em nosso caso a frêquencia está na ordem de THz,

e não se encontrou na literatura valores experimentais ou calculados para fase tetragonal

nessa frêquencia.

C.5 Cálculo do Potencial Efetivo

Como vimos na seção anterior acredita-se que um excesso de carga que pode ser

um elétron ou um buraco tende a girar as moléculas CH3NH
+
3 formando um large pola-

ron, isso ocorre devido a interação das moléculas com o campo desse excesso de carga

dentro da perovskita. Usando cálculos de estrutura eletrônica ab-initio e simulações de

Monte Carlo tentamos descrever essa interação de modo a obter o potencial efetivo do

sistema formando o large polaron. Nossos cálculos partem da ideia de uma carga como

por exemplo o elétron modificando o meio a sua volta, que no caso da perovskita de haleto

organometálica se constitue de ı́ons e moléculas, essa interação resultará em um potencial

de auto-aprisionamento que será o potencial do large polaron. Buscamos isso com um

procedimento iterativo com alguns passos partindo de um potencial inicial, que são os

seguintes:
i) construção de um potencial inicial.
-Utiliza-se uma densidade de carga gaussiana para obter o potencial inicial do processo

de iteração. Tal distribuição resulta em um potencial da forma

φ(r) =
1

4πε

Q

r
erf

(
r√
2σ

)
. (C.7)

ii) adiciona-se esse potencial em um hamiltoniano Tight Biding (TB).

1Mais informações técnicas podem ser obtidas em https://www.quantum-espresso.org/resources/users-
manual
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- O modelo TB inclui energia dos śıtios, hopping e acomplamento spin-órbita (SOC).
- Esse hamiltoniano pode reproduzir muito bem a estrutura de banda do DFT próximo

ao gap.
iii) Resolve-se esse hamiltoniano TB para obter as funções de onda para a

banda de condução.
- O solver ARPACK (P-ARPACK) para diagonalização de matrizes é usado para

diagonalizar a matriz do hamiltoniano TB.
- O solver pode diagonalizar uma matrix de tamanho 1M × 1M dentro de 1000 horas

computacionais.
iv) Constroi-se uma distribuição de carga a partir das funções de onda e

resolve-se o potencial via um Poisson solver.
v) Calcula-se o Campo �E por meio do gradiente do potencial obtido no

passo iv).
vi) Realiza-se simulações de Monte Carlo para obter orientação das molé-

culas de CH3NH+
3 sob este Campo.

- Avalia a soma de Eward da interação dipolo-dipolo blindada sob esse campo �E .
vii) Computa-se o potencial gerado pelas moléculas de CH3NH+

3 na simul-

ção de Monte Carlo e adiciona-se esse potencial no potencial para o TB (passo

ii)).
Tendo em vista que a extensão de um large polaron é de alguns comprimentos de

rede, nossos cálculos são feitos em uma supercélula de perovskita composta por 10× 10×
10 células unitárias na fase cúbica composta somente dos átomos Pb, os quais são de

relevância para o modelo TB. Inclúımos uma malha interna de 20 × 20 × 20 pontos na

qual mapeamos o potencial iterado. A Figura 6.8 mostra o resultado para o potencial

após duas iterações.

Figura C.8: Potencial iterado duas vezes seguindo os passos i) - vii). Pode-se ver que esse
potencial já se torna “fraco” para apenas duas iterações e é quase que totalmente “flat”
para a terceira (não mostrada).

Após duas iterações podemos ver que o potencial não se mantém como um potencial
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de ligação tornando-se quase que totalmente “flat” na terceira iteração’ (não mostrada).

A orientação das moléculas de CH3NH
+
3 , parece responder fracamente com respeito ao

campo obtido do pelo gradiente do potencial efetivo iterado. Mostramos na Figura 6.9 a

orientação das moléculas após duas iterações. O que observamos nesta Figura é que não

Figura C.9: Orientação das moléculas CH3NH
+
3 no campo resultante calculado pelo gra-

diente do potencial efetivo iterado.

acontece o alinhamento das moléculas devido ao potencial efetivo iterado, o que é suposto

ocorrer pensando na formação de um polaron. Um dos motivos para isso ocorrer pode ser

o fato de não considerarmos também os deslocamentos de equiĺıbrio dos átomos Pb.


