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RESUMO

O estudo da sincronizacdo em redes neuronais tem revelado importantes aspectos
como caso especial, a sincronizacdo de rajadas de disparos dos potenciais de acdo de
uma rede neuronal, chamada de bursting synchronization, ou sincronizacdo de bursts.
Esse tipo de sincronizacdo tem sido associada a patologias, como epilepsias e mal de
Parkinson. Portanto, controlar estes ritmos indesejdveis é um objetivo de grande
interesse. Nos tltimos anos técnicas foram desenvolvidas para suprimir esse tipo de
sincronizacdo. Neste trabalho consideraram-se redes de 100, 1000 e 10000 sitios,
cada sitio representando um neudnio, para realizar o estudo do comportamento
dindmico dessas redes com o mapa de Rulkov. A sincronizacdo dessas redes foi
alcancada acoplando seus sitios. O tipo de acoplamento usado foi o acoplamento
global, via campo médio, no qual considera-se que cada sitio da rede conecta-se com
todos os demais. Apds a sincronizacdo das redes ser atingida estaremos interessados
em métodos que possam suprimir o estado sincronizado. Analisou-se a eficiéncia de

dois métodos empregados para suprimir a sincronizacdo em redes neuronais.

Palavras chave: sincronizacao, sincronizagdo de bursts, supressao.



ABSTRACT

The study of synchronization in neuronal networks has revealed important aspects,
as a special case, the synchronization of firing of action potentials of a neuronal
network, called Bursting Synchronization. This type of synchronization in neuronal
networks, has been associated with diseases such as epilepsy and Parkinson’s disease.
Once the synchronization of neuronal networks is related to diseases, to control these
undesirable rhythms is a goal of great interest. In recent years techniques have been
developed to suppress this kind of synchronization. In this work it was considered
neuronal networks of 100, 1000 and 10000 sites, each site representing a neuron . The
dynamic behavior of these networks was simulated with the map of Rulkov and the
synchronization of these networks was achieved by coupling the network sites. The
type of coupling used was the global coupling, via mean field in which it is assumed
that each site of the network connects to the other. Once synchronization is
warranted, we are interested in suppressing the synchronized state. We analized the

efficiency of the two methods to suppress neural network synchronization.

Keywords : synchronization, bursting synchronization, suppression.
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Capitulo

Introducao

Entender como os neurdnios se organizam no cérebro humano pode ser a chave para
o tratamento de doencas neurodegenerativas como mal de Parkinson e Alzheimer, e epi-
lepsias. Com este objetivo simulagoes do comportamento dinamico de neurdnios tém sido
realizadas, utilizando modelos que descrevem aproximadamente a dinamica dos disparos

do potencial de acao!

. Sabe-se que os neurdnios podem conectar-se uns aos outros por
. d . 2 d d . l/t . . 1 l/t . d .
meio das sinapses®, essas podem ser de origem elétrica (impulsos elétricos) ou de origem
quimica (por meio de uma substancia mediadora). Através das sinapses os neurdnios for-
mam redes. Tendo esses fatores em vista é conveniente estudar o comportamento global

dos neuronios.

As redes neuronais podem ter morfologias diversas e muito complexas. Imagens de res-
sonancia magnética indicam que em algumas areas do cérebro os neurdnios se organizam
de maneira semelhante & uma rede livre de escala [1|. Tal rede foi proposta por Barabasi e
Albert|2], nessa rede os novos sitios adicionados ligam-se preferencialmente aos sitios com
maior conexao. Este comportamento determina que o nimero de conexoes entre os sitios
apresenta uma dependéncia estatistica, na qual poucos sitios possuem muitas conexoes
e muitos sitios possuem poucas conexoes. Os sitios com muitas conexoes sao as vezes
referidos como hubbs, esse tipo de rede pode estar presente em véarios sistemas, como as
redes de computadores e as redes de relagdes sexuais humanas [3]. Considerando uma pe-
quena area do cortex cerebral, em que os neuronios estao altamente conectados, é possivel
simular que os neurdnios formam uma rede completa, ou seja, cada neuronio conecta-se
com os demais neurdnios da rede. Levando este fato em consideragao, simula¢des com

esse tipo de rede j4 foram realizadas [4][5][6].

Lyer 2.2
2ver 2.3



Doencgas neurodegenerativas, como o mal de Parkinson, sao doencas que atacam os
sistemas cerebrais responsédveis pelos movimentos, os sistemas ganglio-basais [7|. Em tra-
balhos recentes, observou-se que os circuitos dos ganglios basais de pacientes com mal de
Parkinson apresentam sincronizagdo excessiva e atipica dos neurénios [8]. Este fato tem
motivado a pesquisa sobre sincronizagao em redes neuronais. Observou-se, por meio de
simulagoes com alguns modelos que descrevem o comportamento de um neuronio, que
em uma rede neuronal pode ocorrer a sincronizacao de rajadas de disparos do potencial
de acao dos neurtnios, se as conexoes entre esses for suficientemente forte. Ha modelos
matematicos que descrevem neuronios que apresentam uma sequéncia de disparos do po-
tencial de agao [4](9]. Tais rajadas de disparos sdo denominadas de bursts. A sincronizagao
das rajadas de disparos é conhecida na literatura por sincronizacao de bursts ou bursting

synchronization|4).

Uma vez que a sincronizacao de redes neuronais estd relacionada a doengas neurode-
generativas, pesquisas tém sido realizadas na tentativa de encontrar métodos que possam
suprimir essa sincronizagao. Técnicas de estimulacao cerebral tém sido testadas, essas
técnicas sao conhecidas por Deep Brain Stimulation - DBS [8]. A estimulac¢do cerebral
geralmente consiste na estimulacao elétrica de neurdnios, por meio de microeletrodos ou

marcapassos cerebrais. Esses dispositivos enviam impulsos elétricos a area afetada.

Pesquisas relataram que pacientes com mal de Parkinson tiveram uma significativa
diminuicao dos tremores caracteristicos através da estimulacao elétrica em regioes do
cortex cerebral [8]. Beuter ef. al mediram a frequéncia dos tremores em pacientes com
mal de Parkinson utilizando um laser de hélio-nednio. Estimularam elétricamente areas
do cortex cerebral desses pacientes, através da implantacao de sondas quadripolares, e
mediram novamente a frequéncia dos tremores. Através desse procedimento observaram

uma expressiva diminuicao da frequéncia dos tremores associadas ao mal de Parkinson

8],

Tendo em vista esses resultados, é possivel simular a estimulagao cerebral em redes
neuronais que apresentam um comportamento patolégico. Afim de reproduzir esse com-
portamento busca-se a sincronizacao de uma rede de neurdnios acoplando-os, com uma
intensidade suficientemente forte. A partir do momento que a rede estd sincronizada
o proximo passo ¢ verificar se os neuronios dessincronizam devido a agao de correntes

externas. As correntes externas fazem o papel da estimulacao cerebral.

Primeiramente, simula-se o comportamento dinamico de um neurénio por meio de um
modelo matematico que apresenta rajadas de disparos de potencial de acao, em seguida,

os neuronios sao acoplados de acordo com alguma férmula matematica. O modelo mais



simples de acoplamento entre neurtnios, do ponto de vista computacional, é aquele que
nao leva em consideracao a intensidade das conexoes entre os neurtnios e considera que
cada sftio da rede conecta-se com os demais sitios. E é o chamado acoplamento global.
Por fim, termos referentes a estimulos elétricos sao acrescidos no modelo matematico
que descreve o comportamento dos neuronios, a fim de verificar se estes dessincronizam
sob a acao de correntes externas. A sincronizacao e dessincronizacao da rede pode ser

quantificada pelo pardmetro de ordem?® de Kuramoto [10].

Ivanchenko et. al [5] simularam uma rede de 1000 neurénios por meio de um mapa*

d t to d oni tam burst de Rulkov®

que reproduz o comportamento de neuronios que apresentam bursts, o mapa de Rulkov
[4]. Esta rede foi gerada considerando o acoplamento global entre os sitios. Esse tipo de
acoplamento foi empregado considerando um termo proporcional ao campo médio produ-
zido pela rede de neuronios, com um valor suficiente para a intensidade de acoplamento
para gerar a sincronizagao dos disparos neuronais. Em seguida adicionaram um termo em
uma das equagoes do mapa de Rulkov, o qual representa um sinal externo periédico, do

tipo: dsen(wt), onde d é amplitude do sinal externo e w a frequéncia externa.

O sinal externo funciona como um controle da sincronizacao dos sitios da rede. Esse
sinal foi aplicado em apenas um sitio. Nessas simulagoes, Ivanchenko et. al verificaram
que os sitios da rede sincronizam agora sob a acao de uma frequéncia externa e nao apenas
devido a agao do acoplamento. Batista et.al [11] também estudaram o efeito de um sinal
externo periédico sobre neurtnios acoplados pelo mapa de Rulkov, contudo o acoplamento
utilizado foi o acoplamento que descreve uma rede de neuronios livre de escala. Nesse
estudo, Batista et.al [11] observaram que para a topologia de rede considerada os sitios da
rede também sincronizam sob a agao da frequéncia externa e por isso a eficiéncia desse tipo
de controle da sincronizacao ¢ muito sensivel a mudancgas nos parametros do sinal externo,
como amplitude e frequéncia. Portanto, a supressao da sincronizacao seria atingida para

uma pequena faixa de valores dos parametros.

Rosenblum e Pikovsky [6][12][13] propuseram um método para a supressao da sin-
cronizagdo em uma rede de neurdnios de Hidmarsh-Rose [14] e Rulkov [4] globalmente
acoplados, baseado no esquema de controle de Pyragas [15]. Esse método foi cunhado
de delayed feedback control - controle de realimentacao atrasada. Rosenblum e Pikovsky
|6] consideraram que o termo da corrente com atraso de realimentacdo é uma compa-
racao entre o campo médio atual da rede e o campo médio da rede medido 7 iteracoes

antes. Sendo X (f) o campo médio atual da rede, o sinal com atraso de realimentagéo é:

Sver 5.2
4ver 3.1
Sver 2.5.2



ef|X(t) — X(t — 7)], onde 4 é a amplitude da corrente e [X(t) — X(t — 7)] é a diferenca
entre o campo médio atual e o campo médio 7 iteragoes antes. Rosenblum e Pikovsky [6]
verificaram que esse tipo de controle é eficaz para dessincronizar uma rede de neuronios
globalmente acoplados. Verificaram que o termo que representa o sinal de realimentacao
tende a desaparecer com o tempo, ou seja, ¢ um controle que “desliga” automaticamente
com o tempo, sendo, por isso, nao-invasivo. Essa caracteristica viabiliza uma possivel
aplicacao nos tratamentos das doencas neurodegenerativas. Este tipo de controle ja foi
empregado para uma rede de neurénios de Rulkov livre de escala [16], os resultados ob-
tidos indicaram que esse tipo de controle é eficaz para uma ampla faixa de valores dos

parametros do sinal de feedback.

Com base nesses estudos este trabalho tem como objetivo implementar os dois métodos
citados: um sinal externo peridédico e um sinal com atraso de realimentacao - time delayed
feedback signal, a fim de comparar a eficdcia de ambos os métodos em suprimir ou controlar
a sincronizacdo em redes neuronais. A fim de simular o comportamento de uma rede
neuronal em que os sitios apresentam o fenémeno da sincronizacao de bursts os dois

métodos foram empregados em uma rede de mapas de Rulkov globalmente acoplados.

No capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos béasicos sobre neurociéncia e alguns
modelos matematicos que descrevem neuronios que apresentam bursts. O capitulo 3 apre-
senta alguns conceitos basicos de dinamica nao-linear. No capitulo 4 discute-se as pro-
priedades dinamicas do mapa de Rulkov. No capitulo 5 descreve-se a metodologia do
acoplamento dos neuronios com o mapa de Rulkov e como é feito o diagnéstico de sincro-
nizacao de uma rede. O capitulo 6 é destinado a descricao dos dois tipos de esquemas de
controle de sincronizacao empregados e a discussao dos resultados obtidos e, por fim, no

capitulo 7 a conclusao da implementacao dos dois métodos obtidos.
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Capitulo

Conceitos Basicos de Neurociéencia

2.1 Neuronios

Os neuronios sao unidades bésicas do sistema nervoso (células). Eles s@o responsdveis
pela conducao de informagao a outras células por meio de conexoes elétricas ou quimicas.
A figura 2.1 mostra o desenho, feito pelo histologista espanhol Ramon y Cajal em 1899, de
neurodnios do cérebro de um pombo. Cajal utilizou o método de coloracao de Golgi, o qual
tinha a propriedade de corar dentre os milhoes de células em um bloco de tecido somente
poucas. Essas células acumulavam um precipitado de prata que delineava completamente

suas formas [17].

Um neuronio é constituido de um corpo celular, axénios e dentritos, como mostra a
figura 2.2. Os dendritos formam uma arvore ramificada a partir do corpo celular. Eles
recebem pulsos elétricos provenientes de outros neurdnios e os transmitem ao corpo celular,
que processa e integra esses sinais, gerando um pulso elétrico que é transmitido ao longo

do axonio, em dire¢do a outros neurénios [19].

A maioria dos neurdnios dos cérebros de vertebrados é multipolar (com muitos den-
dritos e um unico axdénio) mas ha também neurdnios bipolares (um dendrito e um axonio)
encontrados em érgaos sensoriais, como a retina e o bulbo olfativo e ha os neuronios uni-
polares (com um tnico ramo que se subdivide em dois) [19]. De acordo com sua fungao
os neurtnios sao classificados como: sensoriais, motores, receptores e interneuronios. Os
neuronios sensoriais sao responsaveis pelo transporte de informacao das extremidades do
No0sso corpo para o sistema nervoso central; os motores conduzem o a informacgao do sis-
tema nervoso central para as periferias do corpo (musculos, pele); os receptores codificam

a informagdo fornecida pelo ambiente (luz, som, toque) em mensagens eletroquimicas,
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Figura 2.1: Neuronios do cérebro do pombo, feita por Ramon y Cajal. Figura reproduzida

de [18].
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Figura 2.2: Esquema de um neurénio. Figura reproduzida de [20].

que sao transmitidas pelos neuronios sensoriais; os interneurtnios sao responsaveis pela

conexao de varios neuronios dentro do cérebro e da medula espinhal.

2.2 Potencial de Acao

Simplificadamente, o potencial de acao é um impulso nervoso, uma descarga elétrica
que ocorre no interior do axonio de um neurénio, ou seja na membrana plasmatica do
neuronio. A membrana de um neur6nio é constituida de finas camadas, da ordem de

poucos nanometros, de lipidios e proteinas. As proteinas estdo incrustadas nas camadas
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de lipidios, formando os canais i0nicos. Nesses canais os ions podem passar de dentro para
fora do neurdnio ou vice-versa. Os canais ionicos tém a capacidade de deixar passar ions de
modo seletivo (como os fons de sédio e potdssio) continuamente ou em resposta a estimulos
elétricos, quimicos ou mecanicos. Os canais que deixam passar os fons continuamente
sao chamados canais abertos e os que s6 abrem em resposta a estimulos especificos sao
chamados fechados [17]. A figura 2.3 apresenta esquematicamente a membrana plasmdtica

de um neuronio.

|
s

o 222 o /
Canal ..=% Membrana :Cs. Canal=
iBnico -3l plasmatica . JBNICO

Figura 2.3: Membrana plasmatica de um neurénio. Figura reproduzida de [17].

Considera-se que fora da membrana, no meio intercelular, o potencial elétrico é nulo.
Dentro da membrana ha uma diferenga de potencial da ordem de —50mV a —90mV em
relagao ao meio intercelular, em situagoes de repouso, é o chamado potencial de membrana,

o qual pode ser considerado o valor do potencial dentro do neuronio.

De acordo com a figura 2.3 percebe-se que a concentragao dos fons de sédio (Na)
¢ maior no meio intercelular do que dentro do neurdnio e, a concentracao dos ions de
potassio (K) é maior dentro do neur6nio do que fora. Portanto, existe uma tendéncia
em manter K dentro do neurdnio e Na' fora, devido ao processo chamado bomba de
Sodio-Potéssio, no qual os canais transportam Na' para fora do neurdénio e Kt para

dentro da membrana neuronal, por meio da hidrélise de ATP!.

Por meio de um microeletrodo intracelular, conectado ao axénio de um neurdnio,
pode-se fazer passar uma corrente elétrica através da membrana do neurdnio, a fim de
visualizar o comportamento do potencial de acao. Se o potencial torna-se menos negativo,
dizemos que a corrente aplicada é despolarizante. Ao aplicar uma corrente despolarizante
pode ocorrer também um rapido aumento do potencial se a corrente despolarizante exceder
um certo valor critico e, logo apds, uma queda subita. O pulso de voltagem, ou seja, o

limiar de potencial denomina-se potencial de acao. Nesta situacao diz-se que ocorreu um

! Trifosfato de Adenosina - nucleotideo responsével pelo armazenamento de energia
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disparo do potencial de acao ou spike, o qual se propaga através do axonio do neuronio
na forma de uma descarga elétrica. Esse valor critico estd na faixa de 10 a 20mV. A
amplitude do potencial de acao é aproximadamente +40mV. A figura 2.4 apresenta o

comportamento do potencial de agao conforme descrito e dos canais da membrana.

Figura 2.4: Potencial de A¢do. Figura reproduzida de [17].

2.3 Sinapses

O contato entre neurdnios é chamado de sinapse. O corpo celular de um neurénio
pode gerar um sinal elétrico, que se propaga através do axonio. Através das terminacoes
do axonio (contato pré-sindptico), outros neurénios podem receber esse sinal por meio
de seus dentritos (contato pds-sindptico). O processamento de informagao através de um
sinal elétrico é denominado sinapse elétrica. H& também o contato entre neuronios pelo
intermédio de algumas substancias, denominadas neurotransmissores, nesse caso o contato
¢ uma sinapse quimica. Em uma sinapse quimica, o neurdnio pré-sinaptico libera neuro-
transmissores que se propagam pelo seu axOnio e se conectam com moléculas presentes
nos dentritos do neurdnio pds-sinaptico, essas moléculas sao chamadas de receptores. O

tipo mais comum de sinapse é a sinapse quimica.

2.4 Redes Neuronais

O conjunto de neurtnios e sinapses formam uma rede neuronal. Em uma sinapse
elétrica o contato ocorre entre vizinhos. Contudo, em uma sinapse quimica um grande

nimero de neurénios podem conectar-se, formando uma rede complexa (figura 2.5). Os
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potenciais de acao produzidos pelo conjunto dos neurdnios pré-sinapticos produzem uma
corrente sinaptica de caracteristicas semelhantes a corrente injetada externamente, tal
que ambas causam a formacao de um potencial de acao no neuronio pés-sinaptico. Este
potencial de acao propaga-se pelo axonio sem distor¢ao ou amortecimento e vai continuar

a se propagar ao longo da rede [19].

Figura 2.5: Rede neuronal. Figura reproduzida de [21].

2.5 Dinamica Neuronal

A atividade neuronal pode ser descrita com o auxilio de alguns modelos matematicos
e biofisicos. Dentre os modelos conhecidos, para explicar a dinamica neuronal, destaca-se
o modelo proposto pelos médicos fisiologistas Alan Hodgkin e Andrew F. Huxley, em 1952
(prémio nobel de medicina ou fisiologia de 1963). Nesse modelo descrevem os mecanismos
basicos da biofisica da atividade neuronal por meio de um conjunto de equagoes diferenciais
para o impulso nervoso e suas generalizagdes para outros tecidos [22]. A dindmica neuronal
pode apresentar um comportamento complexo, contudo hé dois tipos de comportamentos
tipicos, descritos por modelos do tipo integra e dispara e os modelos do tipo rajadas de

disparo.
e Modelos do tipo integra e dispara

Os modelos que descrevem o comportamento “integra e dispara” consideram que a mem-
brana neuronal funciona como um capacitor e os canais ionicos funcionam como um re-
sistor. Deste modo, o capacitor pode ser carregado por correntes sinapticas ou correntes
externas e descarregado pelo resistor. H& uma varidvel que representa o limiar do po-

tencial de acgao, se este limiar for atingido ou ultrapassado pelo potencial de membrana
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inicia-se a descarga do capacitor até o valor de repouso do potencial V,.s;. Nessa situacao
diz-se que o neurdnio disparou um potencial de acao. Este tipo de modelo é bastante
simplificado, porém é 1til quando se deseja saber apenas informacoes relacionas a taxas
de disparos ou intervalos de tempo entre disparos. A equacdo abaixo representa este tipo

de modelo,

av
T :—(V—EL)+RI, (2.1)
dt
onde 7 é a constante de tempo do circuito RC, V' é o potencial de membrana, Fy, é o
potencial devido & uma corrente de fuga e I representa uma corrente externa. A figura

2.6 apresenta o potencial de membrana em funcao do tempo para uma corrente externa

I=32

Para a ocorréncia de um disparo, temos as seguintes condic¢oes:
V(") = Vieser, se V() = 0. (2.2)

Deste modo, se num dado instante de tempo o potencial atingir o limiar 6, o neuronio
dispara. Em decorréncia do disparo o potencial sobe rapidamente para V' = 0 e cai

imediatamente para o valor de base Viegser -

30 —

-40

-50

-60

-70

v(reset)

1 | 1 l . | 1
0 50 100 150 200

Figura 2.6: Potencial de membrana em funcao do tempo para o modelo integra e dispara,
com [ = 2 e um limiar de potencial §. Figura reproduzida de [19].
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Neste modelo ha apenas um tnico ponto de equilibrio, correspondente ao potencial:
V*=FEp+ RI, (2.3)

que, para I = 0, leva ao potencial de reversao V* = E . Escrevendo o potencial como:
V= f(V) e denotando a derivada de f em relagdo a V' como: f/(V), a estabilidade do
equilibrio é determinada por:

FV) = —% <. (2.4)
Sendo, portanto V* sempre um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Quando o
ponto de equilibrio estd abaixo do limiar (V* < @) nao hé disparo e o potencial tende
assintoticamente ao valor de equilibrio. Se V* > 8, ou RI > 6 — FE, o neurtnio ird

disparar repetidamente devido ao mecanismo 2.2 [19].
e Modelos de Rajadas de Disparos “Bursting’

Alguns neur6nios podem produzir uma série de disparos com periodos quiescentes antes da
préxima sequéncia de disparos, dependendo da corrente externa aplicada, como mostra
a figura 2.7. Conforme mencionado anteriormente, uma sequéncia de disparos de um
neurénio é conhecida como burst. Os neuronios respiratérios no complexo Pre-Botzinger?

apresentam bursts como mostra a figura 2.8.

V(t)

Periodo
quiescente

i

Figura 2.7: Rajadas de disparos com periodos quiescentes. Figura adaptada de [19].

A seguir serao descritos dois modelos que apresentam comportamento de bursting:
o modelo de tempo continuo proposto por Izhikevich [9] e o modelo de tempo discreto

proposto por Rulkov [4].

2Conjunto de neurénios essencial para a geracio do ritmo respiratério em mamiferos.
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Figura 2.8: Burtings no complexo Pré-Botzinger. Figura adaptada de [9].

2.5.1 Modelo de Izhikevich

Este modelo descreve o comportamento de tipos conhecidos de neuronios corticais
que apresentam uma sequéncia de bursts. De acordo com [9], o modelo de Izhikevich
combina plausibilidade biolégica, como o modelo de Hodgkin-Huxley [22] e a eficiéncia
computacioanal dos modelos do tipo integra e dispara. A dinamica neuronal nesse modelo

¢é descrita por um sistema de duas equagoes diferenciais:

d
= = 0,0016 + 50+ 140 —u + I, (2.5)
C;—;L = a(bv — u), (2.6)

onde v € o potencial de membrana do neurénio e u é uma variavel de recuperacao, I é uma
corrente externa aplicada ou uma corrente sinaptica, a e b sado parametros com valores
tipicos de 0,02 e 0,2 respectivamente. Todas as varidveis sao adimensionais, contudo,
convenientemente, interpreta-se o tempo ¢ em ms e a variavel v em mV | uma vez que os
valores para o potencial de membrana de um neuronio sao da ordem de mV. Quando o
potencial de membrana excede o valor limiar (valor do potencial de agao) as varidveis v e
u assumem um valor caracteristico v = ¢ = —50mV e u = d = 2, logo apés um disparo.
De acordo com o modelo de Izhikevich, o potencial de membrana é estimado entre —70 e
—60mV dependendo do valor do parametro b. A figura 2.9 apresenta a evolucao temporal
do potencial de membrana do coértex motor de um rato e a evolugao temporal do potencial

de membrana v segundo o modelo de Izhikevich.

2.5.2 Mapa de Rulkov

A descricdo numérica da dinamica de burstings também pode ser estudada a tempo
discreto, isto é, utilizando modelos de mapas. Utilizando mapas é possivel obter infor-

magcoes importantes do sistema em estudo e uma maior eficiéncia computacional. Uma
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(a) (b)

_/w (AAAAA \
Figura 2.9: Evolugao temporal do potencial de membrana do cértex motor de um rato (a) e
(b) de acordo com o modelo de Izhikevich. Figura adaptada de [9].

familia de mapas que produzem rajadas de disparos obedece a forma genérica:
Tri = Pl U ) (2:7)

Unt1 = Up + €(Up, — oV, — B), (2.8)

onde v, e u, representam as escalas de tempo rapida e lenta do mapa, respectivamente.
A fungdo F'(v,,u,) descreve o comportamento sub-limiar do potencial de membrana. A
variavel € é a razao entre as escalas lenta e rapida e portanto, € é suficientemente pequeno
e consequentemente as variacoes da escala lenta também. Os parametros o e § descrevem
o comportamento da varidvel lenta e estao relacionados com correntes intrinsecas. Para o
estudo fenomenoldgico de sistemas neurobioldgicos de bursting podemos utilizar o mapa de
Rulkov, ou mapa de Rulkov cadtico. Uma vez que os impulsos nervosos sao transmitidos
através de um potencial de acao, no mapa de Rulkov associamos os tempos de escala

rapido e lento as duas variaveis de estado z,, e y, respectivamente:

«

n = Ny 2.9
Tntl = 7 e Ty (2.9)
Yn+1 = Yn — 0Ty — ﬁ (210)

Portanto, a varidvel rapida representa a atividade de um conjunto de picos de disparos
spikes, enquanto a varidvel lenta representa o decaimento até o um valor minimo do po-
tencial de agao, periodo quiescente. O parametro v produz oscilagdes cadticas na variavel
réapida x, para valores no intervalo [4,1:4,4]. Os parametros o e /3 representam estimulos
externos. As séries temporais das variaveis rapida e lenta, z,, e y, respectivamente, estao
representadas na figura 2.10, para o = 4,1 e 0 = = 0,001. As propriedades dinamicas

do mapa de Rulkov serdo discutidas com maiores detalhes no capitulo 4.
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Figura 2.10: Evolugdo temporal da varidvel rédpida do mapa de Rulkov z,, (a) e da varidvel
lenta y,, (b), com ¢ = 3 = 0,001



Capitulo

Conceitos Basicos de Dinamica Nao-Linear

3.1 Mapas

Mapas sao representacoes a tempo discreto de sistemas dinamicos. Os mapas sao
obtidos por iteragoes sucessivas de uma funcao a partir de uma condicao inicial. Deste
modo, uma mapa ¢ uma relacao de recorréncia para a qual, dado o valor da varidvel num
dado instante, obtemos o valor da varidvel no instante seguinte, por exemplo o mapa
linear:

Tyl = Xy + 1. (3.1)

Para a primeira iterada do mapa temos:

x1 = f(xo) = azg + 1, (3.2)
supondo conhecida a condicao inicial, na proxima iteracao teremos:

o = f(z1) = az1 +n. (3.3)

A oOrbita de um mapa é gerada através da sequéncia de iteradas sucessivas de uma fun-
¢ao f(x) a partir da condicao inicial. Essa drbita pode ter um comportamento periédico
ou cadtico. Dizemos que uma 6rbita é periddica se apds m iteracoes o mapa retorna a
um dado valor de z. Na figura 3.1 temos duas 6rbitas periédicas para o mapa logistico,
xpe1 = ra(l—axy), para r = 3,0, com duas condigoes iniciais ligeiramente diferentes. Uma

orbita cadtica é caracterizada por dois comportamentos:

(i) Aperiodicidade: ocorre quando um valor obtido para uma iteragdo néo se repete mais,

15



3.2. Pontos Fixos em Mapas 16
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Figura 3.1: Orbitas regulares para o mapa logistico com condigdes iniciais ligeiramente diferen-
tes: zg = 0,1 para a curva verde e z{, = 0,10001 para a curva com quadrados vermelhos, com
r=3,0.

a sequéncia gerada nao apresenta um padrao identificivel de comportamento.

(ii) Sensibilidade as condigdes iniciais: ocorre quando os graficos dos mapas utilizando
condicoes iniciais ligeiramente diferentes apresentam a longo prazo comportamentos sig-
nificativamente diferentes. Como mostra a figura 3.2 as 6rbitas do mapa logistico para 50
iteragdes com condigoes iniciais zg = 0,01 e z{, = 0,01001, com um valor de r = 3,9, o

qual produz comportamento cadtico no mapa logistico.

O afastamento de duas érbitas cadticas ocorre a uma taxa exponencial, quantificada
pelo que chamamos de expoente de Lyapunov da orbita. Quando o expoente de Lya-
punov € positivo temos a confirmacao da ocorréncia de caos. A seguir serd descrita a
caracterizacao da dinamica de mapas: pontos fixos, expoente de Lyapunov, digrama de

bifurcacoes.

3.2 Pontos Fixos em Mapas

Um ponto fixo representa uma situagao de equilibrio. Ele ocorre quando:

@ = Tl ), (3.4)
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Figura 3.2: Orbitas cadticas para o mapa logistico com condicbes iniciais ligeiramente diferentes:
xg = 0,01 para a curva vermelha e x6 = 0,01001 para curva em preto, com r = 3, 9.

ou seja, podemos visualizar pontos fixos através da interseccao da reta y = x com a funcao
do mapa f(z;). Considerando o mapa linear f(z:) = x411 = 224, figura 3.3, vemos que o

tnico ponto fixo ocorre para z* = 0. O conhecimento da estabilidade de um ponto fixo nos

Tyt

08— =

o L y =2z i

02— =

Ly

Figura 3.3: Intersecgdo do mapa linear x; 1 = 2x¢ com a reta y = x.

permite saber se a drbita de um mapa se afasta ou se aproxima desse ponto fixo. Quando
uma Orbita diverge a partir de um ponto fixo, esse serd instavel, se a érbita converge para
um ponto fixo, esse serd estavel. Quantitativamente determinamos a estabilidade linear
de um ponto fixo da seguinte maneira:

(i) Consideramos uma iteragao x; préxima a um ponto fixo x*, tal que a distancia entre
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as duas iteracoes seja:

515 == |£L’t — ZE*|, (35)

considerando agora a x;,1 iterada préxima a um ponto fixo x*, temos:

011 = |Tey1 — 27,
Opr1 = | f(xe) — 27|,
01 = | f(x" +0¢) — 27|

(ii) Expandimos em série de Taylor f(z* + J;) e obtemos:

b = |10+ Lo, 36
5t+1 = ‘% 51&' (37)

Quando ¢, 1 < 0, as iteracoes estdao convergindo para o ponto fixo z*, se d; 1 > 0; as
iteragoes estao divergindo de z*. Portanto, podemos resumir os critérios de estabilidade

através da eqgs. 3.8 e 3.9. Um ponto fixo é dito estavel se:

df (7)
1. \
‘ T | < (3.8)
Um ponto fixo é dito instavel se
df (7)
2 s 3.9
‘ dx* 39)

Quando a derivada em relagdo ao ponto fixo, |f'(z*)|, é zero o ponto fixo é dito

superestavel e quando |f'(z*)| = 1 o ponto fixo é neutro.

3.3 Definicao do Expoente de Lyapunov

Podemos escolher duas condigdes iniciais muito préximas z, e zj, em um mapa ar-

bitrério z; 1 = f(z;), a im de que a distancia inicial entre estas duas condigoes iniciais
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do = |z{, — x| seja muito pequena. Apds a primeira iteragdo do mapa esta distancia seré:

dy = |z} — z| = |f(5) — (o),
na segunda iterada temos:

do = |f(2}) — fla1)| = [fB(h) — fP (o)l

por indugdo finita apds ¢ iteragoes do mapa x4 = f(2), as 6rbitas geradas a partir das

condigdes iniciais xg e xf estardo distantes de [23]:
dp = |y — x| = | (zg) — (o). (3.10)

Assumindo que a distancia entre duas érbitas dependa exponencialmente com o tempo

(ntimero de iteragoes do mapa) temos que:

dy ~ dge™, (3.11)

onde A é o expoente de Lyapunov. Tomando o limite da equagao 3.11, com a distancia

inicial tendendo a zero e ntmero de iteracoes tendendo a infinito, temos:

A= lim lim —in L (3.12)
do—01t—00 0
Substituindo d; em 3.12 temos:
Lty — £l
A= lim Tim 2n |20 = (@) | (3.13)
dg—0t—00 dO

Mas z{, = zg + dp, permutando os limites, temos o limite de uma razéo incremental, ou

seja, uma derivada:

g _ i
A= lim Sin| lim £-6F0do) = FPzo) |- (3.14)
t—o00 dp—0 do
1. |dftd
A= lim ~In ‘M . (3.15)
t—oo t dxg

Podemos usar repetidas vezes a regra da cadeia para escrever a derivada da func¢ao t vezes

composta como o produto das derivadas de f(x) em cada ponto da érbita x; (23],
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df[t] (%) = df(xz')
/ ] 1
Finalmente temos:
= =
A= lim #”'[{ f'()|= lim ;mu’(xz-)u (3.17)
oy = Jlwg), ms = fley B = f[t](xo). (3.18)

3.4 Diagrama de Bifurcacoes

Uma bifurcacao significa uma mudancga qualitativa na dinamica de um sistema. Atra-
vés de um diagrama de bifurcacoes, podemos visualizar o comportamento dos pontos fixos

conforme um parametro do mapa ¢é variado. Dizemos que ocorre uma bifurcagao quando:

‘df(x*) —1 (3.19)

dx*

ou seja, quando a fun¢do ndo-linear f(z;) tangencia a reta y = x. Neste ponto um ponto
fixo pode ser criado ou destruido e a érbita periddica do mapa pode aumentar seu periodo.
A figura 3.4(a) mostra o diagrama de bifurcagdes do mapa logistico a1 = ray (1 — x).
Conforme variamos o parametro de controle r ocorre uma sequéncia de bifurcacoes que
duplicam o periodo da érbita do mapa. Com o aumento de r, o periodo da érbita aumenta
e torna-se cada vez mais “complicado”. A partir de um determinado valor do parametro,
r ~ 3,57, a érbita do mapa torna-se aperiddica e um comportamento cadtico se inicia.
O expoente de Lyapunov para o mapa logistico é mostrado na figura 3.4(b). Vemos que,
para r < 3,57, fora do regime cadtico, seu valor é essencialmente negativo e nulo nos

pontos de bifurcagao.

3.4.1 Bifurcacao Sela-N6 ou Bifurcacao Tangente

Uma bifurcagao sela-né é o mecanismo basico pelo qual dois pontos fixos, um instavel
e outro estavel, sao criados ou destruidos. Conforme um parametro de um sistema, con-

tinuo ou discreto, é variado, dois pontos fixos se aproximam, colidem e sao mutuamente
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcagdo para o mapa logistico (a), expoente de Lyapunov (b) em
funcao do parametro 7.

aniquilados [24]. Um exemplo de bifurcacéo sela-né ocorre no mapa exponencial [23]:
Ty = pert, (3.20)

onde p é o parametro variavel. Os pontos fixos do mapa sdo dados pela eq. 3.4. Através
da interseccdo da reta y = x (figura 3.5) observa-se que o mapa possui dois pontos fixos
para p = 0,2 em 3.5(a), um ponto fixo estdvel e um instavel. No ponto de bifurcacao,
dado pela eq. 3.19, temos:

pet =1, (3.21)

p=py=-, (3.22)

pp indica ponto de bifurcacao. Portanto, para este valor do parametro p, p = py, ocorre a
aniquilacéo dos pontos fixos estével e instével, figura 3.5(b). Quando p > p, 0 mapa nao

tem pontos fixos, figura 3.5(c).

3.5 Crise

O mecanismo de crise ocorre devido a colisdo de uma Orbita cadtica com uma 6r-
bita periddica instével. Apds a crise, ocorre uma mudanca subita da orbita cadtica. A

orbita pode se tornar periédica ou aumentar seu periodo, ou ainda divergir para menos
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Figura 3.5: Bifurcagdo sela-né no mapa exponencial para p = 0,2 < p (a), parap =p, = 1/e
(b) ep=10,45 > py (c).

infinito[23]. O mapa logistico apresenta o comportamento de crise para um valor do pa-
rametro r ligeiramente superior ao limite do regime cadtico, o qual é r = r, = 4. A
série temporal do mapa logistico para um valor de r ligeiramente superior ao valor critico,
r = r., diverge para menos infinito. Isto ocorre pois, para r > 4 a aplicacdo f(z:) mapeia

pontos fora do intervalo [0, 1] [23].

| . | I | I | I | . | . |
0 10 20 30 40 50 60
tempo

Figura 3.6: Série temporal do mapa logistico para r = 4,001.



Capitulo

Dinamica do Mapa de Rulkov

Este capitulo é destinado a discutir algumas propriedades da dinamica do mapa de
Rulkov. Na se¢ao 4.1 sera explicitado como é possivel associar uma fase a varidvel lenta
yYn. Na secao 4.2 discute-se o mecanismo dos bursts devido a ocorréncia de bifurcagoes e

a estabilidade dos pontos fixos do mapa.

4.1 Fase de Bursting

Conforme visto no capitulo 2, o mapa de Rulkov é um modelo que descreve o compor-
tamento de neurdnios que apresentam uma sequéncia de disparos do potencial de agao,

os bursts, as equagodes que governam o mapa sao:

Higer 1 = + Yn, (4.1)

a
1422
Ynil = Ypn — 0L, — f. (4.2)

Na figura 4.1(a) observa-se que a série temporal de x, apresenta um comportamento
regular antes dos disparos, caracterizado pelo periodo quiescente e um comportamento
irregular durante os disparos, os spikes. A série temporal de y,,, figura 4.1(b), cresce line-
armente durante o periodo regular de x,, e decresce linearmente durante o comportamento
irregular (disparos) de z,, apresentando um comportamento regular antes e depois dos

disparos.

E possivel estimar uma fase ¢(n) para a série temporal y,, uma vez que, os maximos da
variavel lenta y, coincidem com o inicio de uma sequéncia de disparos da varidvel rapida

T, figura 4.1. Dizemos que ¢(n) é a fase de bursting. Portanto, os méximos da série

23
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temporal y, precisam ser computados. Na figura 4.1(b) observa-se que a escala lenta nao

cresce de maneira perfeitamente linear até o ponto maximo, apresentando alguns “vales”
(44 27 44 27 D

e “morros”. Esses “morros” podem ser computados pelo programa como falsos maximos.

Devido a isto, na implementacao do programa esse fato deve ser levado em consideracao,

a fim de se obter uma contagem confidvel dos maximos da série temporal y,,. Os maximos

da varidvel lenta y,, estao representados na figura 4.1(b).

1 (@)

(b)

-2,75

-2.8

285 1 | | | | L
50000 50200 50400 50600 50800 51000

Figura 4.1: Minimos de z, (a) e maximos de y, (b), com o =4,1 e =5 = 0,001.

Para uma série temporal periddica considera-se uma fase da seguinte maneira: ¢(n) =
2rk, onde k é o nimero do pico da série. Contudo, observa-se que a série y, ndo é uma
funcao perfeitamente periédica, ou seja, os intervalos entre um maximo e o seguinte nao
sao do mesmo tamanho. Portanto, precisamos levar em conta uma frequéncia €2 da série,
a qual serd a frequéncia de bursting. Deste modo, podemos expressar a fase por meio da
equacao:

o(n) = 2mk 4+ Q(n — ny), (4.3)

onde n é o tempo discreto e ny indica um méaximo na série y,,, portanto (n—ng) é o tempo

total de contagem dos maximos. Podemos expressar a frequéncia {2 como:

2 2
o="-_ T (4.4)
T (b1 — 1)

onde (ng11 — ng) € o intervalo entre um méaximo e outro da série temporal y,,, ou seja o
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periodo T'. Portanto a fase ¢(n) torna-se:

by = 2k + 2m— (4.5)
N1 — N
Podemos estabelecer a frequéncia 2 dos bursts através da fase ¢,
— ¢(0
0= lim = M (4.6)
n—00 1

A fase ¢(n) varia de maneira quase linear, cresce monotonicamente com o tempo, como

mostra a figura 4.2.

200 T T T T T

150 — —

=5 100

50 —

1 | 1 | 1 | 1 | 1
5?)000 52000 54000 56000 58000 60000
tempo

Figura 4.2: Fase ¢, da variavel lenta y,,.

Com o aumento do parametro o o periodo dos bursts diminui, ou seja, a frequéncia €2
aumenta, como € possivel observar na figura 4.3. A partir de o = 4.5 a série nao apresenta
periodos de bursts bem definidos. Para a@ = 4.9 observa-se apenas uma sequéncia cadtica

de disparos.

4.2 Pontos Fixos do Mapa de Rulkov

De acordo com [4], a evolugao da varidvel lenta y,, para cada passo m é governada por

Ynt1 = Yo — B + 0T m), (4.7)

sendo T, o valor médio de z,, calculado para m iteracoes. O valor de y, aumenta se

Tp,m < —f e diminui se 7,,,m > —f. Podemos considerar a variavel y,, como constante,
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Figura 4.3: Série temporal para a variavel rdpida x,, para diferentes valores de a, com o= =
0,001.

Yn = 7Y, Uma vez que sua evolucao é lenta. Deste modo, o mapa de Rulkov assume a forma
unidimensional:
e

Tntl = 1o + 7 (4.8)

encontramos os pontos fixos utlizando a equacao abaixo, conforme a definicao 3.4:

«
e : 4.9
& 1+x*2+7 (4.9)

Portanto, os pontos fixos serao as solucoes da equacao de terceiro grau:
() — (") + (z*) —y —a =0. (4.10)

Os pontos fixos sao:

1/3 3 1 2 /3T 1/3 1/31 2\ T

=t o[- T +1+“f s e F (4.11)
12 XM3\3 9 3 2 | 6 834 @
1/3 2 1 2 i3 [ 1/3 1/31 2N

o XB L8 (1Y o WEIWR L 0B 9]
12 X3 \3 9 3 2 | 6 93 9
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1/3 2
P 6 (1 ~«
=g R (g -5 ) . (4.13)

A constante y ¢ dada em funcao de a e ~:

X =727 + 108a + 8y + 124/12 + 2492 + 129 + 108y + 8102 + 12073,  (4.14)

4.3 Estabilidade dos Pontos Fixos e Diagramas de

Bifurcacao

As raizes da equagao 4.10 podem ser reais ou complexas. Quando z} é um ndimero
complexo, x5 é o complexo conjugado de 2] e o mapa terd apenas o ponto fixo real 7.
Quando as raizes s@o reais o mapa tera trés pontos fixos. Conforme visto, a estabili-
dade dos pontos fixos é dada pelas eqs. 3.8 e 3.9, para a = 4,1 e v = —2,85 temos:
|f(x3)] = 0,6; |f(z3)] = 1,561 e |f'(z%)| = 2,6013. Portanto, para este valor de v, o
ponto fixo x] é estavel, 23 ¢ instavel e % pode mudar de estabilidade de acordo com
o valor de «. Atribuindo valores para « é possivel verificar o mecanismo de surgimento
ou desaparecimento dos pontos fixos na figura 4.4, para a primeira iterada do mapa de

Rulkov simplificado, e compreender a dinamica dos bursts.

Na figura 4.4(a) quando hé apenas o ponto fixo instavel 3%, temos y, = v = —2,65. A
Orbita esta em um atrator cadtico e nessa situagao inicia-se os disparos de x,,. Diminuindo
o valor de v ocorre uma bifurcagéo sela-né, figura 4.4(b), quando y,, = vs, = —2,75. Nesse
momento, surgem dois pontos fixos, z} (estavel) e z3 (instavel). Quando v = —2, 85, figura
4.4(c) os trés pontos fixos do mapa estao presentes e a varidvel z;,, ainda estd no regime de
bursts. Diminuindo o valor de y,,, quando ¥, = 7., o ponto fixo instavel z} aproxima-se
de 2% e ocorre a colisao do ponto fixo instavel 23 com o atrator cadtico z3. Essa colisao
representa o mecanismo de crise do atrator cadtico e o fim de um burst. Nessa situacao
a Orbita se encontra sobre o ponto fixo estavel x], quando inicia-se o periodo quiescente
de z,. Deste modo, a dinamica dos disparos é controlada pelo parametro v e pelo ponto

fixo instavel x3.

O valor minimo que o ponto fixo 2} deve ter para que ocorra a crise no atrator cadtico,
devido a colisao do ponto fixo 3 com o ponto fixo x3, é dado pela iteragao do valor maximo
Z, que o mapa 4.8 pode assumir. O valor maximo de uma iteracao no mapa de Rulkov é
dado por:

fl0)=m, =a 7, (4.15)
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@ X n+l

(b) n+l

(©

n+l1

-2

-3

Figura 4.4: Mapa de Rulkov com a=4,1, para trés valores de v (a) v = —2,65, (b) v = —2,75

e (c) v=-2,85.

consequentemente, o valor minimo de x} para a ocorréncia de crise é dado pela iteracao
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do valor maximo de x,,

Toin = J(F(0)) = ﬁ +7. (4.16)

[gualando a equagao 4.12 com 4.16 obtemos a curva de bifurcacao L; de o em funcao de

’7.
. T v

Essa curva representa a dependéncia de o com ~ para a ocorréncia de crise no atrator
cadtico. As curvas de bifurcacao sela-né de o em funcéo de v podem ser obtidas igualando
a equacao 4.11 e 4.12, pois uma bifurcagao sela-né ocorre quando os pontos fixos 7 e =3

sdo iguais, uma vez que x} é estavel e x3 é instdvel. Essas curvas sdo dadas por [4]:
a==2((y* +9) - (v* - 3)*2)/21, (4.18)

a=—2[(v*+9) + (v* - 3)¥?) /21, (4.19)

A figura 4.5 mostra a curva de bifurcagao para a ocorréncia de crise, Ly, e a curva de
bifurcacdo sela-né Lqp (eq. 4.19). E possivel notar que o aumento de «, até o valor
aproximado de o = 5, aproxima as duas curvas Ly, (crise) e Lio (bifurcagdo sela-ng), isto
é, aumentando « os valores de 7y para os quais ocorrem crise no atrator cadtico e bifurcagao
sela-né se aproximam. Portanto, quanto maior o valor de o, maior ¢ a frequécia dos bursts.

Os diagramas de bifurcacao x,, x v e do expoente de Lyapunov A X ~ estao representados

8 T T T T T T T

T
Ly
X Lyp: oo =ors
75+ g .

Figura 4.5: Curvas de bifurcagao.

na figura 4.6. Em 4.6(a), conforme aumentamos o pardmetro 7 verifica-se que o mapa
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segue para uma regiao estavel, o que é confirmado através de 4.6(b), pois o expoente de
Lyapunov é negativo nesta regiao. Quando ~ esta entre 0 e 1 o mapa se encontra numa
regiao estavel e o o expoente de Lyapunov é negativo. Na regiao cadtica o expoente de
Lyapunov é positivo, exceto nas janelas periddicas de 4.6(a) em que este é negativo. Nos

pontos de bifurcacao o expoente de Lyapunov ¢ nulo.

4 L T T | w"*.... T T ]
xn 3 (@) oo® 'o. _
2 “Ogesansanesneesett™ Tt
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Figura 4.6: Diagrama de bifurcagdo x, x v (a) e diagrama de bifurcagdo para o expoente de
Lyapunov A x = (b), com o =4, 1.
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Capitulo

Acoplamento em Redes Neuronais

Conforme exposto anteriormente, os neuronios formam redes por meio das sinapses,
portanto, é conveniente estudar o comportamento coletivo dos neuronios, ou seja, as
redes neuronais. Segundo [4], em experimentos neurobiolégicos e simulagbes numéricas,
neuronios individuais apresentam bursts descorrelacionados, ou seja, o inicio e fim das
rajadas de disparo sao diferentes para cada neurdnio. Contudo, quando um conjunto
de neuronios é acoplado, esses neuronios podem sincronizar o inicio e fim de um burst
a despeito de suas caracteristicas individuais. Portanto, o acoplamento suficientemente

forte gera a sincronizagao dos bursts.

Sabendo que, o niimero de conexoes de cada neurénio é da ordem de 10%[19], considerou
se 0 acoplamento global dos sitios. Esse tipo de comportamento pode ser empregado se
considerarmos uma pequena area do cortex cerebral e nao levarmos em conta a intensi-
dade das conexoes. Embora esse tipo de acoplamento nao seja muito realistico, pode-se

obter interessantes informacoes a respeito da dinamica neuronal.

Na secao 5.1 sera discutido o acoplamento de uma rede de neurdnios que produzem
rajadas de disparos através do mapa de Rulkov. A secdo 5.2 destina-se ao estudo da
dinamica do sistema acoplado, por meio dos diagramas de bifurcacao e na se¢ao 5.3 serao
expostos alguns conceitos referentes a sincronizagao e, como esta pode ser medida através

do parametro de ordem de Kuramoto.

31



5.1. Acoplamento de Neurdnios com o Mapa de Rulkov 32

5.1 Acoplamento de Neuronios com o Mapa de Rul-

kov

Podemos simular o acoplamento de neuronios utilizando o mapa de Rulkov, equagoes
2.6 e 2.7, através da adicao de um termo a variavel rapida x,,. Esse termo é proporcional
ao campo médio da rede. O campo médio é definido como a média sobre todas as varidveis

xg) da rede:
LN
_ - ) e
X(t) = N ;21 x5 (i=1,2,...N), (5.1)

onde N é o numero de sitios. Multiplicando o campo médio por uma intensidade de
acoplamento ¢, o modelo com acoplamento torna-se:
; (4)
(@ _ a (i)
T = ————+ 1y’ +eX(t). (5.2)
n+1 1+ ([L‘S))2 n
A intensidade de acoplamento € nao deve ser muito elevada, a fim de que a série temporal
da variavel z,, exiba o comportamento de burst, pois um valor muito elevado de € destroi
esse comportamento. Em simulac¢oes € nao ultrapassa 0,2. A figura 5.1 mostra a evolucao

temporal do campo médio produzido pelos sitios da rede, para e = 0, 025.

£=0,025
y (2)

X

A9 e
[N [¥)}
T T

-0,5 (b)

«[l\)«u
P T A

»-1,5
-2
-2.5

3 1 | 1 | 1 | 1 | 1 ]
50000 52000 54000 56000 58000 60000
tempo

Figura 5.1: Evolugao temporal do campo médio para uma rede de 100 (a), 1000 (b) e 10000(c)
mapas de Rulkov acoplados, para ¢ = 0, 025.

Atribuindo valores para a intensidade de acoplamento e, no modelo 5.1, observa-se

o fenomeno da sincronizacao de bursts. Consideraram-se dois sitios distintos da rede.
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Inicialmente considerou-se € = 0,01, figura 5.2(a), onde o efeito de sincronizagao ainda
nao esta evidenciado. Aumentando a intensidade de acoplamento verifica-se que os sitios
tendem a sincronizar o inicio de seus disparos. A sincronizacdo torna-se mais evidente

quando € = 0,2, como mostra a figura 5.2(d).

|

-3 -3

58000 58500 59000 58000 58500 59000
tempo tempo

Figura 5.2: Série temporal para a variavel rapida x,, para diferentes valores de &, com a=4,1
para a série em preto e @=4,3 para a série em azul.

A série temporal para a variavel rédpida z,, torna-se menos sensivel ao valor do parame-
tro a, conforme aumentamos o valor de €, como mostra a figura 5.3. Esse comportamento
indica que, embora cada neuronio possua sua “identidade”, caracterizada pelos diferentes
valores de « atribuidos, os sitios, quando acoplados, passam a ignorar essas diferencas
e apresentam um comportamento coletivo [4]. A dinamica dos disparos ainda apresenta
um comportamento cadtico, contudo, o periodo dos disparos de cada neurdnio estd sin-
cronizado com os demais. Outra observacao que deve ser levada em consideracao é a
sensibilidade do periodo dos bursts com a variacao de €. Conforme aumentamos a inten-
sidade do acoplamento verifica-se que a duracao dos disparos aumenta, provocando um

alargamento dos picos na série temporal de xz,,.
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Figura 5.3: Séries temporais para a varidvel rapida x,, para uma rede de 100 sitios, com a=4,1;
4,2 e 4,3, para e = 0,01 (a), e=0,1 (b) e e=0,2 (c), com o= = 0,001.
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5.2 Dinamica da Rede de Rulkov Globalmente Aco-
plada

A fim de facilitar o estudo da dinamica de bursts quando os sitios estao acoplados,
podemos considerar o termo de acoplamento no modelo simplificado do mapa de Rulkov
4.6 [4], em que y, pode ser aproximado pelo parametro de controle . Com o termo de

acoplamento a equacao 4.6 torna-se:

o

[L'(i) = 7(.)
14 (zn’)?

= + v+ X (1). (5.3)

Quando consideramos apenas a dinamica individual dos neuronios, constatamos que
a duracgao de um disparo esta relacionada com a variacao do parametro «, pois, conforme
aumentamos o parametro «, as curvas Lj e Liy se aproximam, o que representa uma
rapida variacao de y, e consequentemente uma diminuicao do periodo de burst. Quando
o0s neuronios estao acoplados observa-se, através da figura 5.4, que a duracao de um disparo
nao estd mais relacionada com o parametro «. Agora a “rapidez”’ da atividade neuronal
esta relacionada com a intensidade de acoplamento e, pois conforme a intensidade de
acoplamento aumenta, os periodos dos bursts aumentam. A figura 5.4 apresenta a variagao
da frequéncia média de burst (frequéncia média da rede) em func¢éo da intensidade de

acoplamento, para uma rede de 10000 sitios. De acordo com a figura 5.4, verifica-se que

0.02 ; . [ . [ .

0,018 — —

0,016

Q>

V0,014

0,012

0,01

0 0,05 0,1 0,15 0,2

Figura 5.4: Variagao da frequéncia média de uma rede de 10000 sitios, (2) com a intensidade
de acoplamento ¢

a frequeéncia de burst diminui com o aumento da intensidade de acoplamento, ou seja, a
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frequéncia dos bursts nao depende mais das caracteristicas intrinsecas de cada neuronio.
De fato, este comportamento é esperado em sistemas acoplados, uma vez que, quando
os osciladores passam a “andar juntos” a inércia do sistema aumenta, a fim de que os

osciladores aproximem suas frequéncias [25].

5.2.1 Diagramas de Bifurcacao para os Neuronios Acoplados

A fim de compreender o mecanismo de dependéncia da duracao de um burst com a
intensidade de acoplamento, podemos obter uma nova curva de bifurcagao sela-né L),
agora em funcao da intensidade de acoplamento ¢, considerando que, apenas dois sitios de
uma rede estejam sincronizados, de acordo com [4]. Antes de um disparo, cada sitio estd
em seu periodo quiescente, a variavel z,, de cada sitio esta localizada sobre o ponto fixo
estével 7 e os valores de y,(i,n) e das coordenadas x}(i,n) crescem lentamente. Nesse
caso a evolugdo de x,, em cada sitio pode ser descrita pelo mapa simplificado (eq. 4.8) e
o termo de acoplamento pode ser aproximado por ex(i,n) [4]:

a2l n+1) = + v + ez(3,n). (5.4)

1+ (i, n)?

A curva de bifurcagdo que determina o limiar de y(i,n) para que ocorra o inicio de um

burst é agora dada pela equacao:
27a(1+€)*/2 = —[y* + 9(1 — )]y — [v* — 3(1 —)*J*/2. (5.5)

Comparando as curvas de bifurcacao na auséncia e na presenca do acoplamento, figura

Figura 5.5: Curvas de bifurcagao para diferentes valores de &
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5.5, é possivel compreender porque o aumento do fator £ é responsavel pelo aumento
da duragao de um burst. Com o aumento da intensidade de acoplamento € nota-se um
distanciamento das curvas de bifurcacao sela-né L, em relacao a curva de crise Lj,. Os
valores de v para os quais ocorre a crise do atrator cadtico se afastam dos valores de
~ para os quais ocorre uma bifurcagao sela-né, ocasionando uma variacao mais lenta de

Yn = 7 € consequentemente um aumento na duracao dos disparos.

5.3 Parametro de Ordem de Kuramoto

Sistemas de osciladores interagentes, em certas condigoes, podem ser descritos pelo
modelo de Kuramoto [10], o qual prevé que, se o acoplamento entre osciladores for su-
ficientemente forte, esses comegam a oscilar na mesma frequéncia. De acordo com [10]
qualquer sistema de osciladores aproximadamente idénticos globalmente acoplados pode

ser descrito por:

do .

onde w; sao as frequéncias naturais de cada oscilador e T';; ¢ uma funcao de interagao
que descreve a forma do acoplamento entre o oscilador j e o oscilador i. Kuramoto [10]
assumiu um sistema em que cada oscilador afeta os demais osciladores. Nesse tipo de
interacao, também chamada de acoplamento global, ele assumiu que as interacoes entre
os osciladores sao de mesma intensidade e que essas dependem sinusoidalmente com a

diferenca de fase entre os osciladores. A funcao de interacao é, portanto, descrita por:
K .
T(0; = 6:) = Spsen(0; — 6:),i = 1., (5.7)

onde K ¢ a intensidade do acoplamento e N é o ntmero de osciladores. Deste modo,

podemos reescrever a equagao 5.7 como:
X
— :wiJrN;sen(@j—@i),i: 1,...N. (5.8)

As frequéncias naturais w; sao geralmente distribuidas de acordo com uma densidade de

probabilidade g(w), a qual é simétrica em alguma frequéncia wy, g(wo + w) = g(wo — w).

O diagnéstico de sincronizagao de um sistema é obtido através do parametro de ordem
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z de Kuramoto[10] dado por:

N

. 1 .
z = R(t)e® = ~ Z et () (5.9)

3L

onde ¢(t) é a fase global do sistema em estudo, R(t) é o médulo do pardmetro de ordem,
e 0; ¢ a fase de cada oscilador no sistema. Uma vez que z é uma quantidade complexa

pode-se considerar seu modulo:

2| = R(t) = % [Z cos(0;)]2 + Y _ sen(0)]* (5.10)

g=1 J=1

Definindo R(t) dessa maneira, quando as fases estdo descorrelacionadas, a soma é pequena
e R(t) tende a zero e diz-se que o sistema esta dessincronizado. Quando as fases estéo
correlacionadas R(t) tende a 1 e diz-se que o sistema estd sincronizado. O modelo de
Kuramoto assegura que ha uma transicao de fase do estado dessincronizado para o estado

sincronizado, dada por [10]:

K,
R=4/1- f (5.11)
onde K. é o acoplamento critico para ocorrer a transicao de fase.

Podemos considerar a equacao 5.8 em funcao do parametro de ordem, multiplicando
os membros de 5.9 por €%, decompondo na férmula de Euler e igualando as partes imagi-

narias, temos:

N
Rsen(y) — 6;) Z n(0; —0;),i =1, ..N, (5.12)

substituindo esse resultado em 5.8, temos:

do
= = w; + KRsen(¢) — 6;),i =1, ...N. (5.13)

Utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, integraram-se as equacoes de
Kuramoto para uma rede de 1000 osciladores, para os casos de K = 0,7;1,0 e 1,3,

utilizou-se uma distribuigdo de densidades lorentziana [26] para as frequéncias naturais:

~

T (5.14)

g(w) =
onde v é uma constante que define a largura da distribuicao. Utilizou-se v = 1. Para
uma distribuicao lorenziana é possivel obter o valor critico de acoplamento K, para o qual

ocorre a transigdo de fase [10]. Esse valor é K. = 2v. Substituindo esse valor na equagao
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5.11 temos:

27y
] L 2.15
K (5.15)

A figura 5.5 mostra o comportamento das fases dos osciladores conforme a intensidade de

acoplamento K cresce.

Em 5.6(a), K < K, observa-se uma distribuicdo aleatéria das fases. Com o aumento
da intensidade de acoplamento observa-se a transicao de fase quando para K = K. =1
em 5.6(b) e as fases dos osciladores comecam a se agrupar. Em 5.6(c) as fases continuam

o processo de agrupamento e agora para K > K, estdo mais correlacionadas.

Embora o parametro de ordem de Kuramoto seja considerado um diagnostico de sin-
cronizacao para um sistema de osciladores a tempo continuo, podemos utiliza-lo também
como diagndéstico de sincronizacao para uma rede de mapas acoplados de Rulkov, uma
vez que, é possivel observar a sincronizagdo de frequéncias em mapas [27|. Para o sistema
em estudo, o célculo do parametro de ordem ¢é realizado substituindo ¢; na equagao 5.10

pelas fases de bursting ¢,,(i).

N

N
I, = N [Z cos( ¢, (i) Zsen (1) (5.16)

i=1 j=1

onde o indice n indica uma medida a tempo discreto uma vez que, o sistema em estudo sao
os mapas de Rulkov globalmente acoplados. A fim de fornecer uma medida mais precisa,

podemos computar a média temporal do parametro de ordem (R,,):

1 I
= > R.. (5.17)

n=to
Como pode ser visto na figura 5.7, o conjunto de osciladores globalmente acoplados pelo
mapa de Rulkov apresenta uma transicao de fase e seu comportamento se aproxima
da equacgao 5.11 conforme o tamanho da rede aumenta. Em 5.7, observa-se que para
e = 0,025 mais de 80% dos sitios estao sincronizados, para os trés tamanhos de redes

considerados.
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10000.



Capitulo

Controle da Sincronizacao dos Disparos

Neuronais

Conforme exposto anteriormente, diversos estudos tém relatado que o estimulo ce-
rebral, por meio de um sinal elétrico, funciona como um tratamento para doengas neu-
rodegenerativas. Deste modo, este capitulo é destinado a discutir a implementacao de
dois métodos para supressao da sincronizagao em redes neuronais, baseados na estimula-
¢ao elétrica cerebral, e analisar a eficiéncia destes métodos em tirar o sistema do estado
sincronizado. O primeiro método de controle empregado simula uma corrente externa
periddica. O segundo método simula uma corrente com atraso de realimentagao - delayed

feedback control.

6.1 Controle por Meio de um Sinal Externo Periédico
Conforme visto no capitulo 5, quando os mapas de Rulkov sao acoplados, a equacao
da variavel rdpida para cada sitio torna-se a equacao 5.2:

| (0

% «Q %

T = —— + 9 +eX(2). (6.1)
1+ {=5")

Adicionando uma corrente externa periddica I+ = dsen(wt) a equagdo 5.2 torna-se:

o)

@) _ (i)
Lrq = ——=—+ 3" +8X[t) + Lo (6.2)
L. 11 (xg))z t
) al? -
Tpp = —— o T y@ 4 eX(t) + dsen(wt), (6.3)
14 (")

42



6.1. Controle por Meio de um Sinal Externo Periédico 43

onde d é a amplitude da corrente externa, w a frequéncia externa e o tempo ¢ indica tempo

discreto.

Com a aplicagao do sinal externo, a dinamica do sistema mudaré, portanto podemos
recalcular o campo médio produzido pela rede na presenca do controle, chamando-o agora
de X para diferenciar. De acordo com a figura 5.1, quando os neurdnios estao acoplados
o campo médio apresenta oscilagoes regulares com o tempo e, portanto, a sua variancia é
diferente de zero. Na presenca do controle a variancia do campo médio tende a diminuir
(se o controle for efetivo), ou seja, as oscilagdes tendem a se extinguir com o tempo. Deste
modo, podemos obter um diagndstico de supressao da sincronizacao através da compa-
racao da variancia do campo médio na auséncia do controle com a variancia do campo
médio na presencga do controle. A variancia de X (¢) e X;(¢) sdo dadas respectivamente

por:

VarX () = VIX®) - XOP,
VarX;(t) = \/[(X;(0)) - X, 01,

onde (X(t)) e (X;(t)) sao médias temporais do campo médio na auséncia e na presenca

do controle respectivamente, N é o nimero de sitios. Portanto, o diagnodstico de supressao

da sincronizagio é o coeficiente de supresséo S [6](28], dado por:

VarX(t)

= VarX(t)

(6.4)
Quanto menor for a variancia do campo médio na presenga do controle X, maior o valor
de S e consequentemente mais efetivo é o controle empregado. Quando o controle nao

ocasiona uma diminuicao da variancia do campo médio o coeficiente de supressao tende

a l.

Considerando simulacoes com redes de até 10000 sitios e, sabendo de acordo com a
figura 5.7, que para ¢ = 0,025 mais de 80% dos sitios das redes de 100, 1000 e 10000
estao sincronizados, fixou-se este valor para a intensidade de acoplamento. Analisou-se
para quais valores da frequéncia externa w as redes entram em ressonancia, considerando
diferentes valores para amplitude d como mostram as figuras 6.1, 6.2 e 6.3. Para os trés
tamanhos de redes considerados, N=100; 1000 e 10000, o comportamento dos graficos é

semelhante.

Para um valor pequeno da amplitude d, observa-se, de acordo com a figura 6.1, que
a diferenga (€2) — w decresce linearmente até w ~ 0,03, onde nota-se um pequeno desvio

da curva, que vai até w ~ 0,0375. Contudo, o valor de d ainda é muito pequeno para que
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Figura 6.1: ((Q) — w) X w, para redes de tamanho 100(a), 1000(b) e 10000(c).

esta regiao de desvio forme um plato de sincronizacao. Podemos dizer que pontualmente

o sistema pode ter entrado em ressonancia, como um oscilador linear.

Com o aumento da amplitude do sinal, como em 6.2, para d = 0,05 ja é possivel
observar a existéncia de alguns platos de sincronizagao. Na figura 6.3, para d = 0, 1, este
comportamento torna-se mais evidente e é possivel notar um aumento no tamanho dos
platos. Esse comportamento indica que, conforme aumentamos o valor da amplitude d, o
sistema sincroniza mais facil com a frequéncia externa w e para uma faixa cada vez maior

de valores de w.

De acordo com [29] cada plat6 de sincronizagao esta relacionado com uma lingua de
Arnold !. De forma geral nota-se que a ocorréncia dos platos nao esté centrada em zero,
ou seja, quando {2 = w. O fato de que esses platos nao estejam centrados em zero ocorre

porque o sinal externo é aplicado em todos os sitios da rede e, outros modos normais estao

Wer apéndice A
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Figura 6.2: ((Q) — w) X w, para redes de tamanho 100(a), 1000(b) e 10000(c).

sendo excitados 2. De fato, quando apenas um sitio da rede é perturbado, o intervalo de

sincronizagao esté centrado em zero, como pode ser visto em [5].

Os valores de w para os quais o sistema entra em ressonancia, estao organizados
na tabela 6.1, de acordo com cada valor da amplitude d considerado. Sabendo que o
comportamento dos graficos nao muda expressivamente com o aumento da rede, esses

valores de w foram considerados para uma rede de 10000 sitios.

Tabela 6.1: valores de w para ressonancia

d w

0,1 | primeiro plato: 0,012 a 0,0135
0,1 segundo plato: 0,017 a 0,02
0,05 | primeiro plato: 0,016 a 0,019
0,05 | segundo plato: 0,022 a 0,024
0,05 | terceiro plato: 0,08 a 0,083
0,01 sincronizacao pontual: 0,03

2ver apéndice A
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Figura 6.3: ({Q) — w) x w para redes de tamanho 100(a), 1000(b) e 10000(c).

A fim de encontrarmos uma faixa de valores de £ para os quais a corrente externa
periddica é eficaz em suprimir a sincronizacao, verificou-se o comportamento do coeficiente
de supressao S em funcao da intensidade de acoplamento e, conforme mostra a figura 6.4,
para diferentes valores de w e da amplitude d. O valor maximo considerado para amplitude
foi d = 0, 1, pois, para um valor muito elevado da amplitude d, a série temporal da variavel
rapida x,, perde sua caracteristica original, os bursts. consideraram-se valores de w para
o0s quais uma rede de 10000 sitios acoplados entra em ressonancia, de acordo com a tabela

6.1.

Simulacoes com valores de w fora da ressonancia também foram realizadas, a fim de
verificar se a faixa de valores de £, para os quais o coeficiente de supressao S é considerado
bom, alarga-se ou diminui quando o sistema estd ou nao em ressonancia. Os resultados

estao apresentados nas figuras 6.4, 6.5, e 6.6.

Como comportamento geral, observa-se nas figuras 6.4, 6.5 e 6.6, que para pequenos

valores de € o coeficiente de supressao é menor que 1, uma vez que, para valores de ¢
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Figura 6.4: Coeficiente de supressao S em fungao da intensidade de acoplamento e para d = 0, 1
ew=0,013 (a), w=10,019 (b), w=0,18 (c) e w = 0,24 (d).

préximos a zero o sistema ainda nao esta sincronizado e, portanto, a variancia do campo
médio X (¢) ainda é muito pequena, proxima a zero. Na figura 6.4 observa-se que o
coeficiente de supressao em funcao de € nao apresenta um pico expressivo para os valores
de w em que o sistema esté em ressonéancia, 6.4(a) e 6.4(b), sendo que, S nao chega a 1,5.
Para os valores de w fora da ressonancia, figuras 6.4(c) e 6.4(d), o coeficiente de supressao
apresenta um pico para uma faixa de valores de €, onde S esté entre 3 e 4, para w = 0, 24,

em 6.4(d).

Diminuindo o valor da amplitude d, agora d = 0,05, figura 6.5, também verifica-se
que para os valores de w da ressonancia, figuras 6.5(a) e 6.5(b), o coeficiente de supressao
nao apresenta valores considerados bons quando comparados a valores de w fora da res-
sonancia, figuras 6.5(c) e 6.5(d), onde S esta entre 4 e 5. O coeficiente de supressao para

d = 0,05 apresenta picos mais estreitos, porém com amplitude um pouco mais elevada
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Figura 6.5: Coeficiente de supressao S em fungao da intensidade de acoplamento & para d = 0,05
ew=0,017 (a), w=10,023 (b), w=0,18 (c), e w = 0,24 (d).

do que para d = 0,1. Para d = 0,1, com w fora da ressonancia observa-se picos de S
mais largos do que para d = 0,05. Deste modo, com o aumento da amplitude d, cresce a
faixa de valores de ¢ para os quais a supressao é boa. Na figura 6.6, embora o coeficiente
de supressao nao apresente valores expressivos, pois a amplitude considerada, d = 0,01
¢ muito pequena, confirma-se mais uma vez que para valores de w na ressonancia a su-
pressdo nao é boa. Como mostra a figura 6.6(a), o coeficiente de supressdo S apresenta
um pico de amplitude mais baixa para a frequéncia de ressonancia w = 0,034 comparado

com os demais valores de w fora da ressonéncia, figuras 6.6(b), 6.6(c) e 6.6(d).

De maneira geral, observa-se nas figuras 6.4, 6.5 e 6.6 que o comportamento das
curvas de S X ¢, apés um certo valor de €, apresentam uma saturacao de S. Isto pode
ocorrer devido ao que se chama de sistema “mestre-escravo”. O termo €X(t), apds um

determinado valor de ¢, passaria a determinar o comportamento do sistema.
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Figura 6.6: Coeficiente de supressao S em fungao da intensidade de acoplamento e para d = 0,01
ew=0,034 (a), w=10,1(b), w=0,18 (c), e w = 0,24 (d).

Analisou-se o comportamento do parametro de ordem médio (R) e do coeficiente de
supressao S em funcao da frequéncia externa w para os trés valores considerados para
amplitude, d = 0,1; 0,05 e 0,01 com a intensidade de acoplamento fixa para ¢ = 0, 025,

conforme mostra a figura 6.7 e 6.8.

Na figura 6.7(a) e 6.7(b), o inicio da curva de (R) em funcdo de w apresenta um
vale e logo depois uma crescimento até (R) aproximadamente 1 e logo apds ocorre um
descrescimento mais pronunciado. Ocorre que, para pequenos valores de w, o sistema
comeca a dessincronizar e, portanto, o parametro de ordem comeca a decair. Contudo,
quando w atinge a faixa de valores da ressonancia o sistema comeca a sincronizar com a
frequéncia externa w e, portanto, o parametro de ordem aumenta. Com o aumento de w
o sistema volta a dessincronizar e o parametro de ordem diminui. Em w em torno de 0, 2,
o parametro de ordem tem um minimo para d = 0,1 em 6.7(a). Em 6.7(b) o minimo mais

pronunciado no parametro de ordem aparece para w = 0,017. Comparando as figuras



6.1. Controle por Meio de um Sinal Externo Periédico 50

@, d=0,1 &=0,025 ® . d=0,05  &=0,025
T ‘ T ‘

0,9 Py

0,8

|
<R>

N=10000
0,6 —

0,5

04 | | | 0,5 | | |
0 0,1 0,2 03 0,4 0 0,1 02 0,3 04

0,9 — _

N=10000

0,85 — -

08— -

0,75 — -

07 \ \ \
] 0,1 0,2 0,3 0,4

Figura 6.7: Parametro de ordem médio (R) em funcao da frequéncia externa w, com ¢ = 0, 025,
parad=0,1 (a), d=0,05 (b), e d =0,01 (c).

6.7(a) e 6.7(b), com respeito aos valores de d, verifica-se que para d = 0,1 a faixa de
valores de w para os quais o parametro de ordem é baixo é maior do que para d = 0, 05.
Deste modo, o controle é mais eficaz para d = 0,1, aplicando w de 0,2 até 0,4. Na
figura 6.7(c), o parametro de ordem apresenta flutuagoes em torno de 1, pois a amplitude
considerada, d = 0,01, é muito pequena e, portanto nao é eficaz para dessincronizar o

sistema.

Nas figuras 6.8(a) e 6.8(b), verifica-se que o inicio da curva de S em funcéo de w
cai para valores pouco abaixo de 1. Isto ocorre na mesma faixa de valores de w das
figuras 6.7(a) e 6.7(b) em que o parametro de ordem tem um crescimento antes de decair
novamente. Como discutido anteriormente, este intervalo de valores de w corresponde
aos valores em que a frequéncia média de burst (€)) se iguala a frequéncia externa w.
Deste modo, para valores pequenos de w,0 coeficiente de supressao comeca a aumentar

a partir 1, quando a variancia do campo médio na auséncia e na presenca do controle
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Figura 6.8: Coeficiente de Supressao S em fungao da frequéncia externa w, com ¢ = 0,025,
parad=0,1 (a), d=0,05 (b), e d =0,01 (c).

sao aproximadamente iguais. Contudo, quando a frequéncia externa passa pelo intervalo
ressonante as frequéncias de burst de cada oscilador sincronizam com a frequéncia externa
e, nesse intervalo a variancia do campo médio na presenca do controle Var(X;) é maior
do que a varidncia do campo médio na auséncia do controle Var(X). Disto decorre a

queda de S nesse intervalo para valores abaixo de 1.

Portanto, o intervalo de frequéncias ressonantes faz com que o controle externo, I..,
colabore para sincronizar o sistema. Em concordancia com a figura 6.7, observa-se na
figura 6.8 que os maximos de S correspondem aos minimos de (R). A figura 6.10 confirma
esta assergao, onde plotou-se S contra w/({2). Na figura 6.8(c), S apenas flutua em torno
de 1, evidenciando que o controle nao é efetivo para suprimir o estado sincronizado para
d = 0,01. As figuras 6.9 e 6.10 mostram que o aumento e queda no inicio da curva
do parametro de ordem e do coeficiente de supressao respectivamente, ocorrem proximo

da ressonancia, onde ﬁ = 1- Portanto, a faixa de valores para a aplicacao do controle
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Figura 6.10: Coeficiente de Supressao S em fungao da frequéncia normalizada Ty, com & =
0,025, parad = 0,1 (a), d = 0,05 (b).

externo periddico deve estar acima das frequéncias de ressonancia.

Investigou-se o comportamento do parametro de ordem e do coeficiente de supressao
em funcao da frequéncia externa para uma ampla faixa de valores de w, como mostra a
figura 6.11. De acordo com a figura 6.11 observa-se que tanto o coeficiente de supressao,
quanto o parametro de ordem, sao periddicos em relacao a frequéncia externa. Os maximos

de S coincidem exatamente com os minimos de (R).

Atribuindo um valor de w = 0, 24, analisou-se a evolucdo do coeficiente de supressao

em funcao da amplitude d, como mostra a figura 6.13.
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Figura 6.11: Coeficiente de Supressdo S (curva preta) e parametro de ordem médio (R) (curva
vermelha) em fungéo da frequéncia externa w, com € = 0,025, e d =0, 1.
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Figura 6.12: Coeficiente de Supressao S em fungéo da amplitude d.

Com base nos graficos apresentados atribuiu-se alguns valores para os parametros, w
e d, a fim de examinar a evolucao temporal do campo médio, na presenca do controle e
do parametro de ordem, para uma rede de 10000 sitios, bem como, calcular a energia do

sinal externo, para os valores atribuidos.

De acordo com a figura 6.13, os dois valores da amplitude considerados, d = 0,07 e
d = 0,1 sao eficazes em tirar o sistema do estado sincronizado, uma vez que, estes valores
escolhidos para a amplitude estao dentro da faixa dos valores para d em que o coeficiente
de supressao é elevado, figura 6.12. As figuras 6.13(a) e 6.13(c),para d = 0,07, mostram

que a evolucao do campo médio (quando o controle é ligado) apresenta amplitude menor
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Figura 6.13: Evolugao temporal para o campo médio na presenca do controle, corrente externa
e parametro de ordem, para d = 0,07, w =0,18 (a), d =0,1, w = 0,18 (b), d = 0,07, w = 0,2
(a) e, d=0,1,w=0,2 (a). O controle foi ligado para t=55000.

comparada as figuras 6.13(b) e 6.13(d) quando d = 0, 1. Ou seja, para d = 0,07, o campo
médio tende a aniquilar-se mais rapidamente do que para d = 0, 1. Deste modo, pode-se
dizer que o controle é menos invasivo para este valor de amplitude, pois a amplitude da

corrente externa é menor e o campo médio tende a extinguir-se mais rapidamente.

Estabeleceram-se dominios de supressao no espaco de parametros. Plotou-se a ampli-
tude d em fungao da frequéncia normalizada w/(£2), quando S > 1,5, para uma rede de
10000 sitios, como mostra a figura 6.14. De acordo com a figura 6.14, os espagos sao pre-

w_

enchidos apods a ressonancia, quando a razao ) ¢ maior que 1, pois, conforme analisado

anteriormente, o coeficiente de supressao ¢ menor que 1 na faixa ressonante.
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Figura 6.14: Dominios de supressdao para d e w, quando S > 1,5.

6.1.1 Energia Associada ao Controle Externo Periddico

Pode-se estimar a energia média associada ao controle externo periddico, considerando

uma poténcia P = g (I2,), onde gy ¢ uma condutincia associada ao controle externo.

ext

Assumindo g.,; = 1, a energia sera:
Bew = PT = {I3), (6.5)

onde T é o tempo de aplicacdo da corrente externa. A média quadratica da corrente [,

¢ dada por:
2\ @1 —sen(4n(T/Ty))]
<Iemt> - E 47T(T/T0) ’

(6.6)

onde Ty é o periodo da corrente externa, Ty = 27 /w, portanto a férmula da energia em

termos da frequéncia externa torna-se:

d? [1 —sen(2wT)]

Eem =
T g 2wT

3 (6.7)

Considerando d = 0,07, € = 0,025 e w = 0, 2, calculou-se a energia gasta durante o tempo
de aplicacao da corrente externa. A figura 6.15 apresenta a energia gasta em funcao do

tempo, para uma rede de 10000 sitios.



6.2. Controle por Meio de um Sinal com Atraso de Realimentagao - Delayed Feedback
Control 56

d=0,07 =02 €=0,025
T T T

0,005 —

-0,005 — _

I | I | I | I | I |
55000 55100 55200 55300 55400 55500
tempo

Figura 6.15: Energia associada ao controle externo em fungao do tempo.

6.2 Controle por Meio de um Sinal com Atraso de

Realimentacao - Delayed Feedback Control

Conforme exposto anteriormente, Rosenblum e Pikovsky [6] propuseram um método
para suprimir a sincronizacao de uma rede de osciladores globalmente acoplados, o qual
baseia-se na aplicagao de um sinal com atraso de realimentagao em um circuito ou sistema.
O circuito ou sistema em estudo, recebe um estimulo inicial, uma corrente elétrica por
exemplo, um receptor recebe esse sinal e reenvia ao sistema com um certo atraso. A
realimentacao com atraso pode reduzir o sinal recebido inicialmente. No caso de uma
rede osciladores que simulam sitios de uma rede neuronal, esse sinal inicial é o campo

elétrico médio associado a rede.

O método consiste na comparacao entre o campo médio atual da rede e o campo
médio medido 7 iteragdes antes. Sendo X () o campo médio atual da rede, a corrente
com atraso de realimentagao serd: Is..q = €¢[X(t) — X(t — 7)], onde £ é a amplitude da
corrente e [X(t) — X(t — 7)] é a diferenca entre o campo médio atual da rede e o campo
médio de 7 iteragdes antes. A figura 6.16 mostra um esquema de um circuito de feedback

implantado em uma rede neuronal por meio de dois eletrodos.

Do mesmo modo, que o controle externo periédico, o termo que representa esse con-

trole é adicionado a variavel rapida do mapa de Rulkov e a equacao 5.2 torna-se:

: (@)
7 a 7

. T eX () 4 Ttoea, 6.8
14 (xg)) ( ) f ( )
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Figura 6.16: Esquema do método proposto por Rosenblum e Pikovsky [6]. O campo elétrico
local da rede é medido por um eletrodo de gravacao e reinjetado na rede, apés um certo tempo
de atraso, pelo eletrodo de aplicagao. Figura adaptada de [12].

29 = L)() + 4D 4 e X (t) + [ X () — X ([t —7)]. (6.9)
1+ (zn')?

Analisou-se incialmente para quais valores da amplitude da corrente de feedback ¢ e
do tempo de atraso 7 o emprego desse controle é mais eficaz, conforme mostra a figura
6.17. Fixou-se a intensidade de acoplamente para ¢ = 0,025, conforme foi feito para o
primeiro controle empregado. A figura 6.17 mostra os dominios de supressao de sy e 7

em que S > 1,5. O espago de parametros foi varrido para ¢y no intervalo de 0 a 0,1 e

€=0,025
T

300 T | T | | T i3

N=10000

250 —

200 —

e 150

100 —

50 —

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Figura 6.17: Dominios de supressdo de ¢ e 7 para S > 1,5.
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para 7 de 0 a 1000. De acordo com a figura 6.17, uma ampla faixa de valores de €5 que
vai de 7 ~ 0,01 a 0,1, é eficiente em tirar o sistema do estado sincronizado, porém, uma
pequena faixa de valores de 7 é eficaz na supressao da sincronizacao. Essa faixa de valores
de 7 aumenta, conforme cresce a amplitude £;. Quando € = 0, 1, esta faixa vai de 7 ~ 50

e chega a 7 ~ 250.

De acordo com Rosenblum [30], os dominios de 7 estao relacionados ao perfodo médio
de oscilacao do campo médio. Se o valor de 7 é da ordem do periodo de oscilacao do campo
médio, a soma X (t) + £7[X(¢) — X(t — 7)| na equagao 6.9, ocasiona uma interferéncia
construtiva entre os campos médios atual X (¢) e atrasado X (¢t — 7), o que representa um
reforco para a sincronizacao, uma vez que ao invés de extinguir as oscilacoes do campo
médio, conforme desejado, a interferéncia construtiva aumentara essas oscilagoes. Deste
modo, Rosenblum [30] argumentou que os dominios de 7 devem ser escolhidos de forma que
T seja aproximadamente da ordem de meio periodo de oscilagdo do campo médio, a fim de
fornecer uma interferéncia destrutiva entre os campos, ocasionando a dessincronizacao da
rede. Em concordancia com essa asser¢ao, a figura 6.18(a) mostra que os valores maximos
de 7, no grafico de S em fungao de 7, sao da ordem de meio periodo de oscilagao do campo

médio, como mostra a figura 6.18(b), o qual corresponde T' ~ 368.

(a) 8 T T T T T T T

B €=0,025
e f:0,04

® N=100
e N=1000
® N=10000

0 50 100 150 200 250 300

\_

k1o
50700 50800 50900 51000 51100 51200 51300

Figura 6.18: Coeficiente de supressdo S em funcdo de 7 (a). Campo médio X (¢) mostrando o
periodo de oscilagdo para uma rede de 10000 sitios (b).

Por meio da anédlise dos valores eficazes na supressao da amplitude 4 e do tempo
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de atraso 7, analisou-se o comportamento do coeficiente de supressao S e parametro de
ordem médio em funcao da intensidade de acoplamento €, para €; = 0,1; 0,04 e 0,01, com

7 = 140 e 7 = 160, como mostram as figuras 6.19 e 6.20. Na figura 6.19 observa-se que

@ £,=0,01 )
6 20

& =004

I ! I
o 7=140
r e1=160 7

N=10000

N=10000

.
0,08 0,1

N=10000

W

1 1 1 1 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
e

Figura 6.19: S versus €, para €7 = 0,01 (a); 0,04 (b) e 0,01 (c).

a faixa de valores de ¢ alarga-se com o aumento da amplitude da corrente de feedback
gr. Contudo, mesmo para uma amplitude elevada e; = 0, 1, figura 6.19(c), o coeficiente
de supressao s6 comega a decair para um valor muito levado de €, em torno de € = 0,08,
mas S ainda continua maior do que 1 para este valor de acoplamento. Para 7 = 160, a
supressao ¢ ligeiramente melhor, apresentando uma faixa um pouco maior dos valores de
€ em que a supressao é boa. Para e; = 0,01, figura 6.19(a), esta faixa de valores é muito

estreita.

Na figura 6.20, verifica-se que o controle de feedback prejudica a transicao do estado
nao sincronizado para o estado sincronizado, pois o parametro de ordem demora mais para

ficar préoximo de 1. Este comportamento fica mais evidente com o aumento da amplitude
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Figura 6.20: (R) versus ¢, para 5 = 0,01 (a); 0,04 (b) e 0,01 (c).

es. Para ey = 0,1, figura 6.20(c) a transicdo para o estado sincronizado demora mais

para ocorrer. Para 7 = 160 a transicao ocorre ligeiramente mais lentamente do que para

T = 140.

Analisou-se o comportamento do coeficiente de supressao e do parametro de ordem
médio em funcao da amplitude €, para intensidades de acoplamento € = 0,025 e e = 0,05
conforme mostram as figuras 6.21 e 6.22. Em 6.21(a), verifica-se que para ¢ = 0,05 a
supressao € mais sensivel aos valores de 7, uma vez que a curva de S para 7 = 160, possui
um limiar mais baixo de ey, valor para o qual S é maior que 1. Isto é, com 7 = 160 o
coeficiente de supressao cresce mais rapidamente do que para 7 = 140. Contudo, para
e = 0,025 as curvas de S em funcdo de £y se aproximam para os dois valores de 7
considerados. Em 6.22(a), o mesmo comportamento é evidenciado para ¢ = 0,05. As

curvas do parametro de ordem médio para este valor da intensidade de acoplamento sao

sensiveis aos valores de 7, sendo que para 7 = 160, o parametro de ordem médio decai
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Figura 6.22: Parametro de ordem médio em funcéo de e para e = 0,05 (a) e € = 0,025 (b).

mais rapidamente do que para 7 = 140. Em 6.22(b), com € = 0,025 as curvas de (R) se

aproximam para os dois valores de 7.

Uma vez que, para €5 = 0,01 comeca a ocorrer a supressao para alguns valores de 7,
conforme mostra a figura 6.17, atribuiu-se e; = 0,01 e 0, 04 para aplicacao da corrente de
feedback, como mostra a figura 6.23, com ¢ = 0,025 e 7 = 160. De acordo com a figura
6.23, a amplitude €5 = 0,04 ¢ mais eficiente para destruir o campo médio, uma vez que o
parametro de ordem vai a zero. A evolucéo temporal da corrente de feedback mostra que

sua amplitude é menor do que a corrente externa periddica, o que indica que este tipo de

controle ¢ menos invasivo.
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Figura 6.23: Evolugdo temporal para o campo médio, corrente de feedback e parametro de
ordem, com € = 0,025, 7 = 160, para e = 0,01 (a) e ef = 0,04 (b). O controle foi ligado em
t=55000.

6.2.1 Energia Associada ao Controle de Realimentacao Atra-

sada

Podemos associar uma energia a esse tipo de controle, conforme feito para a corrente
externa periddica. Atribuindo £; = 0,04, podemos calcular a energia gasta por este

controle. Assumindo uma condutéancia gs..q = 1, temos a seguinte férmula para a energia:
Efeed = PT = (Ifeed)2T (610)

onde T ¢é o periodo de aplicagdo do controle. A figura 6.24 mostra a evolugdo temporal
da energia E..q para os valores atribuidos a corrente, para uma rede de 10000 sitios. De
acordo com a figura 6.24, observa-se que no inicio da aplicagao do controle a energia possui
uma amplitude muito elevada, isto ocorre no transiente da aplicacao do controle, apds o
periodo transiente a energia decai até zero. Devido a corrente de feedback ser composta
pela diferenca entre o campo médio no instante atual e o campo médio 7 iteracoes antes,
conforme a rede dessincroniza, a amplitude do campo médio diminui e consequentemente a
diferenca X (t) — X (¢t — ) .Portanto, o controle desliga automaticamente, o que representa
mais uma vantagem deste tipo de controle, pois a corrente de realimentacao nao é aplicada

continuamente.
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Figura 6.24: Evolugao temporal da energia associada ao controle de feedback, Efeeq, com
€ =0,025, 7 = 160, para e = 0,04.



Capitulo

Consideracoes Finais e Perspectivas Futuras

Neste trabalho simulou-se computacionalmente, com o mapa de Rulkov [4], a dindmica
de redes neuronais de 100, 1000 e 10000 sitios, cada sitio representando um neuronio.
Acoplando essas redes foi possivel obter a sincronizacao das fases de bursting de cada
sitio. Analisou-se a eficiéncia de dois esquemas de controle empregados para suprimir a
sincronizacao nessas redes, uma corrente externa periddica e uma corrente com atraso de

realimentacao.

Em concordancia com o modelo de Kuramoto [10], o qual descreve um sistema de osci-
ladores globalmente acoplados, as redes de mapas de Rulkov apresentaram uma transicao

de fase do estado nao sincronizado para o estado sincronizado.

O controle externo periddico possui uma faixa limitada para aplicacao dos seus para-
metros: a frequéncia externa w e a amplitude d. Os valores para a aplicacao da frequéncia
externa w devem estar acima do intervalo ressonante, pois, para valores de w abaixo desse
intervalo, o controle nao é efetivo em suprimir a sincronizagao da rede. Para valores de w
no intervalo ressonante, as frequéncias de bursting estao sincronizadas com a a frequéncia
externa w e o coeficiente de supressao S é menor do que 1. Neste caso, o controle favorece

a sincronizacao ao invés de suprimi-la.

A amplitude d deve estar entre d = 0,07 e 0, 1, uma vez que, uma amplitude muito
baixa, como d = 0,01, nao é eficaz para suprimir o estado sincronizado, ou acaba supri-
mindo para uma faixa muito estreita de valores de w. Contudo, a amplitude d nao deve

ser muito elevada, para que a rede continue apresentando bursts.

A periodicidade do coeficiente de supressao S em relagéo a frequéncia externa w é um
fator limitante para a aplicacao deste tipo de controle. Ha estreitos intervalos de w em

que S é elevado. Contudo esses valores de w, para os quais o coeficiente de supressao é
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alto, sao valores elevados e a frequéncia externa nao deve ser muito elevado para que a

energia aplicada aos sitios da rede nao seja excessiva e o controle nao seja muito invasivo.

A corrente com atraso de realimentacao possui a vantagem de ser menos invasiva pois
o sinal injetado na rede é um sinal produzido pela mesma. Conclui-se que a eficiéncia deste
tipo de controle nao apresenta dependéncia expressiva com a amplitude da corrente de
realimentacao ey, sendo que, para pequenos valores da amplitude £; o sistema apresenta

uma boa supressao da sincronizagao.

O coeficiente de supressao apresenta valores satisfatérios apenas para uma pequena
faixa de valores do tempo de atraso da corrente de realimentacao 7. Os valores de 7 em
que S é elevado sao da ordem de meio periodo de oscilagao do campo médio. Deste modo,
a eficiéncia desse controle decorre de uma interferéncia destrutiva entre o campo médio e

o campo médio com atraso, de acordo com [30].

A eficiéncia de ambos métodos empregados dependem de uma combinacao dos para-
metros de controle. Em trabalhos futuros pretende-se comparar os resultados obtidos com
o controle externo periddico, aplicando esse controle em apenas um sitio da rede.Pretende-
se implementar os dois tipos de controle da sincronizacao em uma rede do tipo pequeno
mundo small world, onde as conexoes ocorrem entre primeiros vizinhos com algumas co-

nexoes nao locais, chamadas de atalhos.
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Apéndice A

Linguas de Arnold

A.1 Forcamento Externo e Linguas de Arnold

Conforme exposto anteriormente a fase ¢(n) e a frequéncia Q de bursting sdo dadas

respectivamente por:

by = 2k 2m——F (A1)
Npr1 — Ny
Q= fim = &M =40 (A.2)
n—00 n
Se passamos para o limite do continuo,
Ol — O =A¢p > dp, n =t (A.3)
d .
Q:d_(f’ ou¢ = Q. (A.4)

Adicionando um forgamento externo periédico dsen(wt) podemos definir uma fase de for-
camento externo 1, tal que ¥ = w. O forcamento é acoplado aos osciladores (neurénios)

supostamente sincronizados com uma mesma frequéncia de burst ). Entao temos:
¢ =Q+dG(p,v). (A.5)
Onde G é uma funcao periddica em ¢ e 1),

G(é+ 21, + 27) = G, ). (A.6)
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Trabalhamos com a diferenca de fase:
0=¢-,
0=¢—1=Q+dG(¢,¢) — w. (A7)
Definindo o descasamento de frequéncias,
Aw=Q—w, (A.8)

teremos:

¢ = Aw + dG(¢, ). (A.9)

Como o forgamento é dsenwt = dsenty) vamos supor que G(¢, 1) = sen(¢p — 1) = send, tal
que:

0 = Aw + dsen), (A.10)

é a equacao de Adler (osciladores ndo-uniformes).

A.2 Analise Dinamica

e Se Aw =0 — ) = w — ressonancia,

0 = dsenf. (A.11)

Neste caso s6 hd um ponto de equilibrio estdvel, 0* = 0 = dsend*, que é 0* = 0, para

do/dt

M N4

Figura A.1: Figura adaptada de [24].

o qual ¢ — 1 = 0. Disto decorre que a fase dos osciladores crescem linearmente com o
tempo:

¢ =1 = uwt. (A.12)
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e Se |Aw|{d.

de/dt

Wi

Figura A.2: Figura adaptada de [24].

Neste caso ha dois pontos de equilibrio:

o 0] estavel;

e (5 instavel.

Como §* = 0 = Aw + dsen@izz
Aw
d ?
A
0], = arcsen (—TW) (A.14)

Para o equilibrio estavel: ¢ — 1 = 0] = constante — a diferenca de fase entre os os-

* —
senfy , =

(A.13)

ciladores e o forcamento permanece constante com o tempo (“travamento de fase” ou
“phase-locking’). Como ¢ = wt,
¢ =01 +wt. (A.15)

Os osciladores sincronizam com o forcamento externo, ou seja, a frequéncia de burst

sincroniza com a frequéncia do forcamento (“frequency entrainment”):

. dof t
Q:¢ziﬁiﬁlzo+w=m (A.16)
Como |send*| £ 1 — |5¢| = # <1— |Aw| £d. Ou,
—d < Aw < d. (A.17)

Ou seja, a sincronizagao ocorre para d # 0, dentro de um intervalo centrado em Aw = 0,
ou 2 = w (intervalo de sincronizac¢do). No diagrama d X Aw este intervalo é chamado

de “lingua de Arnold”. Outra forma de visualizar esse resultado é computar a chamada
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d a}
d dAu”
Figura A.3: Intervalo de Sincronizagao.
“frequéncia média perturbada”, definida por:
(Q) = ¢ =Q+dG(4,9), (A.18)
ou,
() = Q +dsen(¢p — ) = Q + dsend. (A.19)
Se temos travamento de fase em 0] = constante,
A
(Q) = QO + dsend? = Q + d%, (A.20)
(H=0-Aw=0-(Q—-w)=uw, (A.21)
() = w. (A.22)
Entao, no travamento temos:
Q) —w=0. (A.23)

Fora do travamento, |Aw| > d e nao hd ponto de equilibrio §*. O movimento é quase-

periddico e assincrono. Nao temos mais 6* constante. Entao, (2) = 2 + dsend, depende

da fase de cada oscilador. Consequentemente, (€2) —w=Aw + dsend, serd diferente de zero.

Além da sincronizagao “pura’(ou 1 para 1, 1:1) pode haver sincronizagdo de ordem

mais alta entre o forcamento e os osciladores. Em geral, uma sincronizagado m : n (onde

m e n s8o inteiros positivos) é caracterizada por:

Q) = —w

m
T
n

(A.24)
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A
<Q>-w
\ |
- | I+d g
| 3‘2\ w
Figura A.4: Plato de sincronizagao.
onde m/n é um ntmero racional. Temos:
¢ = Q : (osciladores sincronizados nos bursts), (A.25)
Y =w = ¢ = wt (forcamento), (A.26)
¢ =w +dG(¢, ) : oscilador nao-uniforme. (A.27)
Define-se a diferenca de fase agora como:
0 = m¢ —nyp = meo — nwt, (A.28)
com o descasamento de frequéncias:
Aw = m§) — nw, (A.29)
tal que:
0 = m¢ — nw = m[Q + dG (¢, ¢)] — nw, (A.30)
0 = Aw + mdG(¢, V). (A.31)
Fazendo,
sen(m¢o — n senf)
G(p,v) = mé — ) _ : (A.32)
m m
obtemos,
0 = Aw + dsen), (A.33)

que é a equacao de Adler novamente, com a mesma andlise dinamica.

Portanto, ha

uma lingua de Arnold m : n para cada par de inteiros (m,n) caracterizando um estado

sincronizado (figura A.5). A figura A.5 mostra as linguas de Arnold para o mapa seno-
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1/2 3/52/3 3/4 11 5/4 4/37/5 3/2

Figura A.5: Linguas de Arnold no mapa seno-circulo. Figura adaptada de [29].

circulo, o qual é uma discretizacao da equacao de Adler A.31. Para cada valor de d, vemos

diversos platos de sincronizacao no diagrama d versus w.



