UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
CENTRO POLITECNICO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

JEFERSON ZAPPELINI PERTY

FIBRADOS VETORIAIS E MODULOS PROJETIVOS

CURITIBA - PR
2016-08-31



JEFERSON ZAPPELINI PERTY

FIBRADOS VETORIAIS E MODULOS PROJETIVOS

Dissertacao apresentado ao Programa de Pos
Graduacao em Matematica da Universidade
Federal do Paran&, como requisito parcial para
a obtencao do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Eduardo Hoefel

CURITIBA - PR
2016



P469f Perty, Jeferson Zappelini
Fibrados vetoriais e médulos projetivos / Jeferson Zappelini Perty. —
Curitiba, 2016.
76 f. 1 il. color. ; 30 cm.

Dissertagao - Universidade Federal do Parana, Setor de Ciéncias Exatas,
Programa de Pés-Graduagao em Matematica, 2016.

Orientador: Eduardo Hoefel.

1. Matematica. 2. Fibrados Vetoriais. 3. Médulos Projetivos.
I. Universidade Federal do Parana. Il. Hoefel, Eduardo. |ll. Titulo.

CDD: 510




MINISTERIO DA EDUCAGAO '
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA N
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGCAO
Setor CIENCIAS EXATAS ,
Programa de Pos Graduagdo em MATEMATICA

R TERADADE FeDrRAL O PARAa COdigo CAPES: 40001016041P1

TERMO DE APROVACAO

Os membros da Banca Examinadora designada pelo Colegiado do Programa de Pos-Graduagdo em
MATEMATICA da Universidade Federal do Parana foram convocados para realizar a arguicdo da
Dissertacao de Mestrado de JEFERSON ZAPPELINI PETRY, intitulada: "Moédulos Projetivos e

Fibrados V, tpriais", ¢s terem inquirido o aluno e realizado a avaliagdo do trabalho, sdo de parecer
pets e /1 PIZOVAL A

Curitiba, 31 de Agosto de 2016.

EDUARDO OUTEIRAL CORREA ACEFEL
Presidente da Banca Examinad (UFPR)

———————
o

Prof &@TIVIER BRAHIC
Avaliador Interno (UFPR)

f MARI SANO
Avaliador Externo (UTFPR)

Programa de Pés Graduagéo em MATEMATICA | UFPR
Coordenagao PPGMA, Centro Politécnico, UFPR - Curitiba - Parané - Brasil”
CEP 81531990 - Tel: (041) 3361 3026 - Fax: (041) 3361 3026 - E-mail: pgmat@ufpr.br


mailto:pgmat@ufpr.br

MINISTERIO DA EDUCACAQ

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA i
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAOQ
Setor CIENCIAS EXATAS .
Programa de Pés Graduacdo em MATEMATICA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA Cédlgo CAPES 40001016041P1

ATANe 073

ATA DE SESSAO PUBLICA DE DEFESA DE DISSERTACAO PARA A OBTENCAO DO
GRAU DE MESTRE EM MATEMATICA

No dia trinta ¢ um de Agosto de dois mil e dezesseis as 14:00 horas, na sala Anfiteatro B, Coordenacio
PPGMA, Centro Politécnico, UFPR, do Setor de CIENCIAS EXATAS da Universidade Federal do Parana,
foram instalados os trabalhos de arguicdo do mestrando JEFERSON ZAPPELINI PETRY para a Defesa
Publica de sua Dissertacao intitulada: "Moédulos Projetivos e Fibrados Vetoriais". A Banca
FExaminadora, designada pelo Colegiado do Programa de Pds-Graduacdo em MATEMATICA da
Universidade Federal do Parana, foi constituida pelos seguintes Membros: EDUARDO OUTEIRAL CORREA
HOEFEL (UFPR), MARI SANO (UTFPR), OLIVIER BRAHIC (UFPR). Dando inicio a sessao, a presidéncia
passou a palavra ao discente, para que o mesmo expusesse seu trabalho aos presentes. Em seguida, a
presidencia passou a palavra a cada um dos Examinadores, para suas respectivas arguicées. O aluno
respondeu a cada um dos arguidores. A presidéncia retomou a palavra para suas consideracdes finais e,
depois, solicitou que os presentes e o mestrando deixassem a sala. A Ban xamlnadora entao, reuniu-se
sigilosamente e, apds a discussdo de suas avaliagées, decidiu-se pela /j Fg l/ QA\D do aluno. O
mestrando foi convidado a ingressar novamente na sala, bem como os demais ¢ assistentes, apos o que a
presidéncia fez a leitura do Parecer da Banca Examinadora. Nada mais havendo a tratar a presidéncia deu
por encerrada a sesséo, da qual eu, EDUARDO OUTEIRAL CORREA HOEFEL, lavrei a presente ata, que
vai assinada por mim e pelos membros da Comissdo Examinadora.

Curitiba, 31 de Agosto de 2016. i i
P 5)

ARDO OUTEIRAL COR
Presidente da Banca Examinadofa (UFPR)

Profy IER BRAHIC
Avaliador Interno (UFPR)
sy Sa/vw)
Pref MARI SANO
Avaliador Externo (UTFPR)

Programa de Pés Graduagédo em MATEMATICA | UFPR
Coordenagao PPGMA, Centro Politécnico, UFPR - Curitiba - Parana - Brasil"
CEP 81531990 - Tel: (041) 3361 3026 - Fax: (041) 3361 3026 - E-mail: pgmat@ufpr.br


mailto:pgmat@ufpr.br

Aos meus pais



AGRADECIMENTOS

Agradeco aos meus pais pelo apoio durante todos os anos de estudos, sem eles eu
nada seria.

Agradeco a todos os meus professores, por tudo que me ensinaram, em especial ao
meu orientador pelo auxilio e tempo despendido para que este trabalho se torna-se real.

Agradeco a todos que, direta ou inderetamente, me ajudaram ou contribuiram, de
certa forma, para que eu chegasse até o presente momento. Aos amigos de longa data
Maicon Neddel, Caio Figueiredo, Thiago Rosa, José Sausen, Giorgio Diniz, Anderson
Nascimento, Alexandre Orthey. E também aos novos amigos, que fizeram um breve,
porém grande papel em minha vida, Alan Diego, Felipe Tokarski, Leonel Fernandes,
Marcelo Ferreira, Paula Neuburger, Barbara Tha.

Por fim, meu mais sinceros agradecimentos a Fernanda Medeiros, por todo suporte,

atencao, paciéncia, afeto e amor dedicados a mim nesta jornada.



All we have to decide is what to do with the
time thats is given us.

J.R.R. Tolkien



RESUMO

Entre 1935 e 1940 tornou-se parte do ambiente matematico a idéia de fibrados, gracas
ao trabalho do mateméatico Hassler Whitney. Em 1962 Richard G. Swan mostrou ao
mundo que existe uma correspondéncia muito bem definida entre o moédulo de secoes
de fibrados vetoriais e modulos projetivos. No presente trabalho faremos um estudo
partindo de defini¢oes topologicas e algébricas basicas, passando pelas defini¢coes gerais e
estruturais de fibrados vetoriais, tanto quanto as caracteristicas de fibrados vetoriais em
alguns espacos topoldgicos bem conhecidos. Por fim veremos que a correspondéncia entre
fibrados vetoriais e moédulos projetivos nos da uma forma nova de verificar a projetividade
de alguns espacos.

Palavras-chave: Fibrados; Fibrados Vetoriais; Médulos; Médulos Projetivos; Modulo
de Secoes.



ABSTRACT

Between 1935 and 1940 it became part of the mathematical environment the idea of
bundles, thanks to the work of the mathematician Hassler Whitney. In 1962 Richard G.
Swan showed the world that there is a correspondence well defined between the module
of sections of vector bundles and projective modules. In this work we will do a study
starting from topological and algebraic basics definitions, going through the general and
structural definitions of vector bundles, as well as the characteristics of vector bundles
on some topological spaces well known. Finally we see that the correspondence between
vector bundles and projective modules gives us a new way to check projectivity of some
spaces.

Key-words: Bundles; Vector Bundles; Modules; Projective Modules; Modules of Secti-
ons.
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INTRODUCAO

Por volta dos anos 1935 e 1940 o matemético Hassler Whitney entregou ao mundo
matematico as primeiras definicoes de fibrados. Ao refinar-se a definicao de fibrados,
torna-se possivel classifica-los conforme algumas caracteristicas muito interessantes. Um
destes refinamentos é quando acrescentamos a hipotese de que o fibrado é localmente
trivial, assim definindo um fibrado vetorial.

Fibrados vetoriais possuem caracteristicas muito interessantes, tais como a pre-
servacao de linearidade entre as fibras numa determinada vizinhanca, a possibilidade de
se escrever os elementos do fibrado através de finitas se¢oes locais, porém os melhores
aspectos surgem ao refinarmos a base do fibrado, escolhendo espacgos bases particulares
tais como espacos paracompactos, normais, Hausdorff compactos bem como variedades
suaves. Em cada um destes espacos revelam-se caracteristicas interessantissimas, e estas
caracterfsticas implicam em propriedades notaveis no modulo de secoes de cada fibrado
vetorial.

Em 1962 Richard G. Swan mostrou em seu artigo Vector Bundles and Projective
Modules que existe uma correspondéncia muito evidente entre o modulo de secoes de
fibrados vetoriais sobre espacos Hausdorff compactos e modulos projetivos finitamente
gerados. Esta relacao se torna muito evidente ao fazermos a andlise dos fibrados vetoriais
sobre cada espago topolégico. Quando analisamos os fibrados sobre os espagos para-
compactos, adquirimos a possibilidade de criar um produto interno no fibrado que varie
continuamente sobre o espaco base, e este produto nos permite tomar o complemento
"ortogonal"de cada subfibrado vetorial. Ao analisarmos fibrados vetoriais sobre espacos
normais, temos a viabilidade de extender as se¢oes locais para se¢oes globais de forma
que sejam equivalentes numa determinada vizinhanca, porém a melhor caracteristica que
obtemos com espacos normais, ¢ a garantia da existéncia de um tnico morfismo de fibra-
dos vetoriais para cada morfismo de modulo de secoes, que sejam equivalentes. Por fim,
ao analisarmos os fibrados sobre espacos Hausdorff compactos, obtemos uma quantidade
finita de secoes que gerem todo o fibrado, e essa caracteristica combinada com as ditas
anteriormente é que ird nos permitir mostrar a equivaléncia enunciada por Swan.

Ao analisarmos alguns espacos topologicos, facilmente percebemos que as varie-
dades possuem a estrutura de espacos normais e paracompactos, consequentemente os

fibrados sobre variedades possuem as caracteristicas descritas acima, mas o que possibi-
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lita a correspondéncia entre fibrados vetoriais e modulos projetivos sao as finitas secoes
geradoras do modulo de secoes. A fim de garantir este resultado, Jet Nestruev em seu
livro Smooth Manifolds and Observables faz um refinamento na definicao de fibrados ve-
toriais, para que o fibrado sobre uma variedade suave torne-se também variedade suave,
e através da imersao de Whitney e do espaco Grasmmaniano, mostra que todo fibrado
vetorial sobre variedade suave conexa, admite um conjunto finito de secoes geradoras do
modulo de secoes, e consequentemente possibilitando mostrar que o resultado de Swan se
aplica também a fibrados vetoriais sobre variedades suaves.

Por fim, esta correspondéncia entre modulos projetivos e fibrados vetoriais, nos
permite uma nova forma de analisar modulos projetivos. Veremos trés exemplos em que
o teorema de Swan pode ser aplicado de uma forma muito interessante. Em um veremos
uma espécies de nao cancelamento da soma direta, onde temos modulos F, M e N tal
que F®& M ~ F® N, portm M e N nao sdo isomorfos. Noutro exemplo veremos um
moédulo projetivo ndo finitamente gerado. Por fim, veremos que a ideia de projetividade,
apesar de ser muito geometrica, esbarra em varias anormalidades, assim neste tltimo
exemplo veremos como as hipoteses deste teorema sdao extremamente importantes para

que o resultado seja valido.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos Topologicos

Nesta secao iremos definir alguns espacos topologicos que serdo de extrema im-
portancia durante o decorrer desta dissertacao, uma vez que cada espaco nos da carac-
teristicas e propriedades importantissimas que implicardo em 6timas propriedades nos
fibrados vetoriais, por exemplo um fibrado vetorial sobre um espaco paracompacto nos
permite construir um produto interno em seu espaco total e este produto esta diretamente
relacionado as particoes da unidade. Um fibrado vetorial sobre um espac¢o normal, nos
permite globalizar qualquer secao local de forma que a secao global é identica a secdo
local em um determinado conjunto aberto, esta construgao estd diretamente ligada ao
Lema de Uryshon. Agora, um dos mais importante espacos para o nosso trabalho sdo
os Hausdorff Compactos, uma vez que primeiramente espacos Hausdorff Compactos sao
normais e paracompactos, portanto carregam as propriedades ditas anteriormente, mas
além disto a compacidade do espago nos permite construir finitas secoes globais de forma
que elas gerem todo o fibrado, e esta caracteristica é fundamental para a identificacao
de moédulos projetivos finitamente gerados com moédulos de se¢oes de fibrados vetoriais.

Segundo Munkres (2000) temos as seguintes defini¢es para tais espagos topologicos.

Definicao 1.1.1 Uma topologia em um conjunto X € uma colecio 7 de subconjuntos de

X, onde T possui as sequintes propriedades:

1. 0 e X estao em 7.
2. A unido de elementos de uma subcole¢dao arbitrdaria de 7 estd em 7.

3. A interseccio de elementos de uma subcolecdao finita de T estd em 7.

O conjunto X em que a topologia 7 foi especificada é chamado de Espaco Topoldgico.

Definicao 1.1.2 Um espaco topologico X é dito Hausdorff se para cada par de pontos

distintos x1, x5 de X, existirem vizinhancas disjuntas Uy e Uy de x1 e x5, respectivamente.

12



Definicao 1.1.3 Uma colecio <7 de subconjuntos de X cobre X, ou é uma cobertura
de X, se a unido de todos os elementos de &7 € igual a X. Tal colecio é chamada de

cobertura aberta de X se todos os seus elementos forem subconjuntos abertos de X.

Definicao 1.1.4 Um espaco topologico X € dito Compacto se toda cobertura de X por

subconjuntos abertos de X admite uma subcolecao finita que cobre X.

Exemplo 1.1.5 A esfera S™ C R*"! ¢ Hausdorff, pois dados x,y € S™ distintos, pode-
mos escolher uma proje¢io estereogrifica f : S™ —p — R”, onde p # x,y. A projecdo

estereogrdfica é um homeomorfismo, assim temos f(x) # [(y), logo em R™ com a topolo-

/() = f (W)

abertas By (€) e By (e) disjuntas, e portanto os conjuntos [~ By (e)) e f~H By (€))

gia usual e a norma euclidiana, podemos tomar ¢ = o que nos dard bolas
serao abertos e disjuntos.

A esfera também é compacta, pois € limitada e fechada.

Exemplo 1.1.6 Qualquer conjunto aberto em R™ nao é compacto, mas é Hausdorff. Para
ver tal resultado basta lembrar que a imagem de um compacto por uma funcgdo real continua
€ também compacto, portanto limitada, assim dado U aberto e y na fronteira de U, temos

que a aplicacao
1
flx) =
|z =yl

é continua sobre U porém nao € uma funcao limitada, logo U ndo é compacto.

Definicao 1.1.7 Um espaco topologico X € dito Normal, se para cada par de conjuntos
fechados disjuntos A e B de X, existirem conjuntos abertos disjuntos U eV contendo A

e B, respectivamente.

Exemplo 1.1.8 O conjunto A = {a,b,c} com a topologia 7 = {A,,{a},{b,c}} € nor-
mal, pois 0s possiveis conjuntos fechados sio {A, D, {a}, {b,c}} assim dados dois conjuntos
fechados disjuntos U e V| temos que U e V' também serao abertos, assim temos o espaco
A com a topologia 7 mormal, porém este espaco nao é Hausdorff, uma vez que b,c nado

podem ser separados por abertos disjuntos.

Se adicionarmos a hipétese de que num espaco normal temos que todo conjunto
unitario é fechado, teremos que todo espaco normal é Hausdorff, o que serd muito mais
interessante para o trabalho com tais espacos

Vejamos um exemplo simples de um espaco Hausdorff nao Normal:

Exemplo 1.1.9 Seja K = {% |ne Z+} e defina a topologia T com base formada pelos
conjuntos (a,b) e (a,b) — K com a,b € R. Considerando a reta real R com a topologia
T temos que este € Hausdorff, mas nio normal. E Hausdorff pois dados z,y € R temos
que 0s conjuntos

U=(x—¢e,x+¢) V=Ww-—cy+te)

13



lz—y|
2

uma vez que os conjuntos K e {0} sdo fechados e disjuntos, porém todo aberto que contém

0 contém também um elemento da forma % uma vez que a Sequéncia % tende a 0.

com e = , sao abertos disjuntos contendo x ey respectivamente. Porém ndo € normal

Teorema 1.1.10 Todo espaco Hausdorff compacto é normal.

Teorema 1.1.11 (Lema de Uryshon) Seja X um espago normal e sejam A e B sub-
conjuntos fechados disjuntos de X . Seja |a,b] um intervalo fechado da reta real R. Entdo,

existe uma fungdo continua
f:X —la,b

tal que f(x) = a para todo x € A e f(x) = b para todo x € B.

Definicao 1.1.12 Um espaco topoldgico X € dito Segundo-Contdvel se existe uma base

enumerdvel para sua topologia.

Definicao 1.1.13 Dada uma colecio <7 de subconjuntos de X, diremos que B é um

refinamento de </ se para cada elemento B € % existe um elemento A € o/ que contém
B.

Definicao 1.1.14 Um espaco topologico X € dito Paracompacto se toda cobertura de

X por subconjuntos abertos de X admite refinamento localmente finito X.
Proposicao 1.1.15 Todo espaco compacto é paracompacto.

Definicao 1.1.16 Dado um espago topolégico X e uma cobertura indexada {Us}acs de

X. Diremos que a familia de fungées continuas {¢a}acs onde
o : X — [0, 1]
é uma parti¢do da unidade em X, subordinada a {U,}acs, se:
1. supp(¢a) C Uy para cada o;

2. A familia {supp(¢a)}acs € localmente finita;

3. > 0 Palx) =1 para cada x € X.

Teorema 1.1.17 Todo espaco paracompacto admite particao da unidade.

14



1.2 Variedades Suaves

Nesta secao iremos definir Variedades Suaves, uma vez que ao refinarmos a definicao
de fibrados vetoriais sobre variedades, teremos que os proprios fibrados serao também
variedades suaves, e assim teremos uma correspondéncia muito boa entre o fibrado e o
espaco Grasmanniano, o qual serd definido mais a frente. Vejamos como Lee (2003) define

variedades suaves:

Definicao 1.2.1 Se M é um espaco Hausdorff Sequndo-Contdvel, entao uma estrutura
de Variedade Suave sobre M é uma familia de pares {(Un,%0) taer onde U, C M € aberto
e Yy : Uy, — W, € um homeomorfismo para algum aberto W, C R”, de forma que

satisfacam as condi¢oes:

1. Para todos pares a e 3 onde U, NUg # 0, tem-se que a composicao P, o w/gl é um
difeomorfismo entre 1, (U, N Ug) e 1ps(U, N Ug).

2. A familia {(Uy,%0) taer € mazimal.

Assim M é dito Vartedade Suave com dimensao n.

Exemplo 1.2.2 Um espaco vetorial n-dimensional V' é uma variedade suave. Pode-
mos construir uma topologia sobre V utilizando uma norma qualquer, e esta topologia
é independente da norma escolhida. Assim, dado uma base {ey,...,e,} de V, podemos

determinar um isomorfismo f :R™ — V por

flx) = Z Ti€i

Esta aplicacao serd trivialmente um homeomorfismo, assim o atlas composto pela carta
(V, =Y dard a estrutura de variedade suave para V. Além da topologia ser independente
da norma, temos ainda que a estrutura suave é independente da escolha da base, uma vez
que ezistird uma aplicacao definida pela mudanca de base que serd uma aplicagdao suave,

assim nos dando a compatibilidade entre abertos.

Definicao 1.2.3 Uma cobertura aberta {W;:i € I} de uma variedade M, é dita cober-

tura regular se:
1. {W,;} é enumerdvel e localmente finita;
2. Para cada i existe difeomorfismo ;- W; — Bs(0) C R”;

3. A colecio {U;}, onde U; = 4~1(B1(0)), cobre M.
Obs.: B.(z) ={yeR" ||z —y| <71}

15



Proposicao 1.2.4 Seja M uma variedade suave, entdo toda cobertura aberta de M possui

refinamento reqular.

Definicao 1.2.5 Dado uma variedade suave M e uma cobertura indexada {Uy}acs de

M. Diremos que a familia de funcées diferencidveis {¢pq}acs onde
Qsa M — [07 1]
é uma parti¢do da unidade em M, subordinada a {U,}aey, se:
1. supp(¢a) C Uy para cada o;
2. A familia {supp(¢a)}acs € localmente finita;
3. > 0 Palx) =1 para cada x € M.

Veja que neste ponto, como estamos trabalhando com variedades suaves, faz sen-
tido trabalharmos com uma particdo da unidade também suaves, uma vez que a propria
estrutura suaves da variedade nos d4 tal resultado. O teorema a seguir enuncia tal resul-
tado.

Teorema 1.2.6 Se M é uma variedade suave e {U,}ocs € uma cobertura aberta de M,

entdo existe particdio da unidade subordinada a {Us}acy.

Corolario 1.2.7 Seja M uma variedade suave. Para qualquer conjunto fechado A C M
e qualquer conjunto aberto U D A, eziste uma fung¢do suave ¢ : M — [0,1] tal que p = 1

em A e suppp C U. v € dita fungdo lombada.

Proposicao 1.2.8 O conjunto M(n,m; k), das matrizes m x n de posto k, é uma varie-

dade suave de dimensdo k(m +n — k).

Demonstragao: Seja X € M(n,m; k), entdo a menos de um difeomorfismo que permuta

as linhas e colunas da matriz, temos que X pode ser escrito na forma de blocos como

X — Akxk ka(m—k)
Con—tyxk  Din—k)x(m—k)

onde det A # 0. Fécilmente vemos que a matriz

v Iy 0
—C A I(m—k)

tem posto maximo, assim ao multiplicarmos Y e X obtemos

A B
Y . X p—
<O D — C’A_lB>

16



o que nos diz que X possui posto k se e somente se D = CA™!B.

A B
Assim, dado a matriz X, = 0 01 com det Ay # 0 existird ¢ > 0 tal
Co CoAy By

que det A # 0 se |A — Ag| < ¢,logo podemos definir os conjuntos

A B A B
U= A= Agl < ¢ e W = A= Agl < e
C CA™'B C 0

que nos di a correspondéncia
A B A B
—
C 0 C CA™'B

Além disto, temos que W é difeomorfo a um aberto de R onde

que é um difeomorfismo.

N=mn—dmD=mn— (m—k)(n—k)=kim+n-—k)
. Portanto, M(n,m;k) ser& variedade de dimensdo k(m + n — k). |

Proposicao 1.2.9 Se N € subvariedadede M com dim N < dim M, entao N tem medida

zero em M.

Proposicao 1.2.10 Se f : U C R* — R™ € uma aplicagiao suave com m > 2n, temos
que o conjunto W ={A e M, | A= B — D,f, rank(B)<n} tem medida nula.

Demonstracao: Afim de verificar este resultado, considere para £ < n —1 a
funcao
Fr: M(n,m:;k) x U — M(n,m;R)

onde F,.(Q,r) = Q — D, [, temos que
dim M(n,m; k) x U =kin+m —k)+n

dim M (n,m; k) x U < (2n—m) +mn —1
dim M(n,m; k) x U < mn
portanto temos que Im(Fk) tem medida nula para todo k& < 2n e como temos
k
W = JIm(Fy)
i=1

entdo W também terd medida nula. ]
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Vejamos agora que toda variedade suave pode ser imersa em RY para um N grande

o suficiente:

Teorema 1.2.11 Seja F' : M — R™ uma aplicacao suave, onde M é uma variedade

suave de dimensao n e m > 2n. FEntao para qualquer € > 0 existe uma imersdo suave
G : M — R™ tal que sup{ |G(x) — F(x)| ,x € M} <e.

Demonstragao: Seja {W;} uma cobertura regular, ou seja, cada W, é o dominio de
uma carta ¥; : W; — B3(0) e os conjuntos U; = ¥;—1(B1(0)) cobrem M. Assim, para
cada j € N defina

considere M, = (.

Considere agora, para cada ¢, a fungao lombada ¢;, onde suppp; C W, e p =1 em
U;.

Seja Iy = F, e suponha que, por inducao, nés tenhamos definido funcoes suaves
F;: M — R™, com j = 1,...,k — 1 satisfazendo:

L. supy, |[F; — F| <«
2. sex §é Wj entao FJ(ZL’) — Fj_l(l’);
3. dFj; ¢ injetiva em cada ponto de M;

Para qualquer matriz A de ordem m x n, defina a funcao F4 : M — R de forma
que
Fa(x) = Feo1(2) + grl(x) Az

Portanto se x € M \ suppy;, temos que
FA(I') = Fk_1($)

Assim Fy satisfaz a condigdo (2) da hipotese de inducdo, pois supppr C W.

Agora iremos restringir a escolha de A.

Primeiramente, pela hipotese de inducgio (1), temos que existe um gq < ¢ tal que
|F_1(x) — F(x)] < e para todo x € supppy, pois suppy, ¢ compacto. Portanto por
continuidade existe § > 0 tal que |A| < ¢ implica em:

sup |[F4 — Fe_1| = sup  |p(r)Ax| <e— g
M TESUPPPL
e portanto

sup [Fa — F| <sup [Fy — Fyoq| +sup [Fyy — F| < (e —e0) +e0 = ¢
M M M
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Assim temos que F4 satisfaz a condi¢do (1).
Por fim, vejamos que a aplicacao

¢ Wi x M(m x n,R) — M(m x n,R)

CI)(I', A) - dFA($)

possui posto n se A é a matriz nula e se x € supppr N My_,. Assim, ®(x, A) terd posto
n em uma vizinhanca da matriz nula, ou seja, podemos reduzir a escolha de ¢ para que
|A| < 4 satisfaca essa condicdo. Assim, temos que em Mj_; dF4 ¢ injetiva. Para finalizar,
mostremos que em Uy, dF4 também é injetiva e portanto o serd em My = M;_, U U,.

Para tal vejamos que em U}, temos que ¢ = 1, portanto temos que
dFy=dF,_1+ A

assim, dF4 ter& posto n se, e somente se, A # B—dFj_, onde B possui posto menor que n.
Mas o conjunto de tais matrizes B possui medida nula em M (mxn,R). Assim, garantimos
a existéncia de tal matriz A, e portanto escolhando A que satisfaca a construcao acima,
podemos tomar

Fp=F4

Agora, tomando
G(x) = lim Fi(z)

k——+4o0
temos que dado x € M, entao x pertencerd a finitos conjuntos W;, sendo N o maior
dentre os j’s, assim numa vizinhanca de x temos que G = Fl, portanto G serd da forma

como enunciado. m

1.3 Mobdulos

Nesta secao iremos enunciar algumas defini¢oes e resultados a respeitos de modulos,
iremos nos concentrar em dois tipos especificos de modulos os livres e os projetivos, visto
que estao diretamente ligados ao resultado principal desta dissertacdao. Vejamos como

Rotman (2009) nos traz tais resultados:

Definicao 1.3.1 Um mddulo F' sobre um anel comutativo A é dito livre se existir uma

base para F.

Em outras palavras, existe um conjunto de geradores de F', que gera cada elemento

de F' de forma unica, ou seja, existem {e; € I'};c; onde para cada a € F

a — E a;e;

el
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com finitos a; nao nulos e Gnicos.
Exemplo 1.3.2 Considere o conjunto:
M=A{f:10,1] = R | f € continua}

Temos que por um lado M = C([0,1]), anel de fungoes continuas sobre [0, 1], por outro

M é um C([0,1])-mddulo com as operagoes:

(f +9)(x) = f(z) + g(x) fgeM
(@ f)(x) =alz)- flx)  [e€MaelX)
Assim, temos M um mddulo livre visto que a fun¢io constante g(x) = 1 gera todo o

mdodulo. Para ver tal resultado, tome f € M devemos determinar a € C(X) tal que
f=a-g
Aplicando em x € [0, 1] temos
flx) = alx) - g(x) = alx),  Veel0,1]
Portanto a = f. E M € gerado de forma unica, visto que se existissem a,b € C(|0, 1] tais

que

Logo teriamos

O que nos dd a = D.

Em geral de tomarmos o modulo M = C(X), o proprio anel de fungoes, este serd
livre pelo mesmo motivo descrito no exemplo. Um moédulo livre que nos serd muito ttil,
¢ o modulo de se¢oes de um fibrado trivial, veremos este resultado mais adiante. Agora

vejamos a definicdo de um modulo projetivo:

Definicao 1.3.3 Um mddulo P sobre um anel comutativo A é dito projetivo se para
qualquer epimorfismo de A-mddulos ¢ : Q — R e qualquer homomorphismo b : P — R
existir um homomorfismo x : P — Q tal que 1) oy = 1.
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Ou seja, P ¢ projetivo se sempre for possivel determinar y que faca o diagrama

P
R lvw

#
Q0
comutar.

Exemplo 1.3.4 Todo mddulo livre F' é projetivo. Para verificar esta afirmacdo, devemos

mostrar quem ¢ o homomorfismo x que faz o diagrama

F

Comutar, ou seja, ¢ o x = . Para tal, considere ¢ : Q — R um epimorfismo de A-
modulos e 1 : F'— R um homomorfismo. Como F € lwre, existe uma base para F', seja

ela {e;}ier. Logo dado e € F temos

e:Zai-ei, a; € A

el

com a; # 0 para finitos i’s. Portanto temos que

w(e)zzai-w(ei), a; € A

el

Por outro lado, tem-se 1(e;) € R, logo como ¢ é epimorfismo, temos que para cada i € 1,

existe um elemento q; € Q) tal que

QZS(QZ) - @b(@z’); Viel

Assim, defimindo x : ' — Q por
x(€e) = g

temos que x estd bem definida pois dado e € I temos que
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o) = 3 ai- 6la)

el

Por ¢ ser morfismo, temos

Y(e)=¢ <Z A - Qz'>

iel
Assim, basta tomar q = ) .. a; - g, para que x(e) = q. Afim de verificar que x €
um homomorfismo, perceba que dados ey,eo € F e A € A e considerando x(e;) = q e

x(e2) = qo tem-se

x(Aer +e2) =q & P(Aer +e2) = d(q)

Mas como 1 é homomorfismo e
P(Aer + e2) = Mp(er) + Y(e2)

P(Aer +ea) = Ap(qr) + ()
P(Aer +e2) = p(Aq1 + q2)

Portanto x(Aey + e2) = Aq1 + q2, ou seja, x(Aep +e2) = Ax(er) + x(e2). Para verificar
que x € o homomorfismo desejado, basta ver que dado e € I

x(e) = Zai - x(ei)

el

x(e) = Zai "G

el
Assim tem-se

dx(€) =) ai- dla)

el

Que por escolha é:

O que nos dd ¢ oy = .
Vejamos agora algumas equivaléncias de definicdo de médulos projetivos.

Proposicao 1.3.5 As sequintes propriedades de um A-mddulo P sdo equivalentes.

1. P € projetivo;
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2. Qualquer epimorfismo ¢ : Q@ — P de um A-mddulo arbitrario em P admite cisdo,

ou seja, existe homomorfismo x : P — Q tal que ¢ o x = idp;

3. Existe A-mddulo livre F tal que P € isomorfo a um somando direto de F.

Demonstragao: (1) = (2) Suponha P projetivo, por definicdo temos que qualquer
epimorfismo de A-moédulos ¢ : Q — R e qualquer homomorphismo ¢ : P — R admitem
um homomorfismo y : P — () tal que ¢ o y = ¢. Assim basta tomar R = P e ¢» = idp.
(2) = (3) Suponha que dado qualquer epimorfismo ¢ :  — P de um A-mddulo
arbitrario em P exista homomorfismo x : P — @ tal que ¢ o y = idp. Tome () como
sendo um mddulo livre com base {e, : p € P}, e considere ¢(e,) = p. Por hipdtese existe

aplicacao x tal que ¢ o y = itdp, assim dado ¢ € () podemos escrever
q = x(¢(q) + (¢ — x(¢(a)))

o que nos di x(¢(q)) € Im(x) e (¢ — x(#(q))) € ker(¢). Se g € Im(x) N ker(¢) entdo
terfamos ¢ = x(p) para algum p € P, e

0=p

Portanto ¢ = x(p) = 0. Assim @ = Im(x) @ ker(¢) onde P ~ Im(y), pois para que
¢ o x = idp devemos ter xy com posto maximo.

(3) = (1) Suponha P ~ P’ onde ' = P’ @ S. Considere um epimorfismo de A-
moédulos ¢ : Q — R e um homomorfismo ¢ : P — R. Entao, a menos de um isomorfismo
entre P e P', podemos definir ¢’ : ' — R por

Y'(p+s) = ¥(p),

como mostrado no Exemplo 1.3.4 temos que existe y' : I — @ tal que oy’ = 7/. Assim,
definindo x : P — R por

x(p) =x'(p+0)

Temos que dado p € P
o(x(p)) = ¢(x'(p +0))

o(x(p)) = ¢'(p +0)

o que nos da ¢ o y = ¥, portanto P ¢é projetivo. [

23



Na demonstracio da implicagdo (2) = (3), temos que se P for finitamente gerado
por {p; : © < n} elementos, entdo podemos tomar I como o moédulo livre gerado por
{e; : 1 < n} elementos, e portanto definiriamos ¢(e;) = p;, e teriamos o mesmo resultado,
porém neste caso I’ também seria finitamente gerado.

Vale ressaltar ainda que h& outra equivaléncia a respeito de modulos projetivos
que trabalha com sequéncias exatas, porém esta nao serd tao util para nés quanto as
enunciadas anteriormente.

Vejamos agora outra forma de vermos um modulo projetivo.

Lema 1.3.6 Um A-mddulo P € projetivo se, e somente se, existe uma familia de elemen-
tos {a; : i € I} C P e funcionais lineares {f; - i € 1} C P* tal que para qualquer a € P

tem-se fi(a) = 0 para quase todos i’s, e a = ), a;fi(a)

Demonstragao: (=) Suponha P projetivo, entdo pela afirmagio (2) da Proposi¢do 1.3.5
temos que dado um moédulo livre F' e um epimorfismo ¢ : F' — P, entdo a projetividade
de P nos dard uma cisao y : P — [’ tal que ¢ o y = 1dp. Nestas condi¢oes, como F' é

modulo livre, este possui uma base {e; : i € I}, entdo definindo

a; = ¢(e;)
temos que dado a € P entao

x(a) = Z Ti€4

el

onde 1; € A e quase todos r; = 0. Portanto, definindo f; : P — A por

fila) =i
temos que f;(a) = 0 para quase todo ¢, e por fim

a=(¢ox)(a)

como ¢ é sobrejetiva entdo P serd gerado por {a; = ¢(e;) 1 i € I}.
(<) Suponha que existam elementos {a; : i € [} C Pe {f; : i€ I} C P* assim
como enunciado. Defina F' como um moédulo livre com base {e; : i € [}, e defina também
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a aplicacao ¢ : F' — P dada por
Ples) = a;

basta agora determinar y : P — F tal que ¢ o y = idp, pois assim pela Proposicao 1.3.5

teremos P projetivo. Assim sendo, considere
x(@) = > fila)es
iel
por hipoétese, este somatoério ¢é finito, para cada a, e tem-se

¢(x(a) = ¢ <Z fz'(a)ez)

p(x(a)) = Z Jila)p (es)

$(x(@) = Y fila)a,

¢(x(a)) = a

o que nos da o resultado. [ ]

No Capitulo 5 veremos alguns exemplos de modulos projetivos que nao sao livres.

1.4 Homotopias

Nesta secao veremos algumas defini¢oes e propriedades referéntes a homotopias, o
principal resultado que buscamos daqui sao a respeito de espacos contriteis, pois nestes

obteremos propriedades excelentes nos fibrados vetoriais. Vejamos como

Definicao 1.4.1 Sejam f,g: X — Y funcoes continuas. Diz-se que [ é homotdpica a

g se existir uma funcao continua F : X x I —'Y tal que

F(x,0) = f(x) e Flz,1)=g(z)

para cada x € X, onde I = |0,1]. A aplicagdo F € dita uma homotopia entre [ e g. Se

| € homotdpica a g denotamos [ ~ g.

Exemplo 1.4.2 Considerando as funcgoes f,g : [0,1] — [0,1] onde f(x) = x funcgdo
identidade, e g(x) = ¢ fun¢do constante com c € [0, 1] temos que [ =~ g, para tal vejamos

que a aplicagdo F(x,t) = (1 —t)x + c-t € uma homotopia entre [ e g

F(z,0)=(1-0)x+c¢-0 Flx,)=(1—-1lx+c-1
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F(z,0) ==z F(z,1)=c

F(x,0) = f(x)  F(x,1) = g(x)

Facilmente vé-se que F é continua, pois € uma combina¢do de continuas. Portanto temos

f homotdpica a g

Definicao 1.4.3 Um espaco topologico X € dito contrdatil se as aplicacoes identidade e

constante sao homotdpicas.

No caso do Exemplo 1.4.2 temos que o espago [0, 1] é contratil. Podemos ainda

extender este resultado para qualquer intervalo [a, b).

Proposicao 1.4.4 Se X ou Y é contrdtil entao toda aplicagao continua f : X — Y é

homotdpica a aplica¢do constante.

Demonstracao: Suponha X contratil e seja F' uma homotopia entre id,c: X — X,

onde id(x) = x e ¢ ¢ uma func¢do constante. Assim, podemos definir
K:Xx|0,1] —Y

K(x,t) = f(F(x,1))

assim teremos

Por outro lado temos
K(x,1) = f(F(x,1))

K(z,1) = f(c)
K(x,1)=0p

Onde p é uma constante. Portanto temos que K é uma homotopia entre f e a aplicacao
coustante p.
Por outro lado suponha Y contratil. Seja F' uma homotopia entre id,c: Y — Y,

onde id(y) = y e ¢ ¢ uma fun¢do constante. Assim, definimos
K:Xx|0,1] —Y

K(z,t) = F(f(x),1)
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Assim, temos que
K(z,0) = F(f(x),0)  K(z,1) = F(f(z),1)

K(x,0) = f(x) K(x,1)=c

portanto f é homotopica a c. [

Estes resultados serdao de extrema importancia quando definirmos os fibrados ve-
toriais sobre um espaco contrétil, que nos dara como principal consequencia que o fibrado

serd trivial, consequentemente o modulo de secoes serd livre.
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Capitulo 2

Fibrados Vetoriais

Vejamos agora a definicdao de fibrados vetoriais e suas principais caracteristicas.
Comecemos pela defini¢io dada por Milnor e Stasheff (1974).

2.1 Definicao

Definicao 2.1.1 Um Fibrado Vetorial £ sobre um espaco topoldgico X, dito Espago
Base, ¢ uma tripla & = (E(&),p, X), onde:

1. E(&) € um espago topoldgico dito Espago Total
2. p: E() — X é uma aplica¢io continua sobrejetiva dita projegao.

3. Para cada v € X, p~Y(x) = F.(€) possui a estrutura de um espaco vetorial, este
dito fibra de & em x.

4. (Condigao de Trivializa¢do Local) Para cada x € X existem vizinhanga U de
x, um natural n. e um homeomorfismo ¢ : p~1(U) — U x K™ de forma que ¢ restrito

a p~Hy) € um K-isomorfismo para todo y € U.

Em outras palavras cada fibra de & tem o formato de um espaco K-vetorial de
dimensao finita. Porém esta dimensao nao necessariamente serd constante, ela pode variar
conforme tomamos diferentes fibras, mas certamente ela serd localmente constante, uma
vez que, pela definicdo, todas as fibras correspondentes aos elementos que pertencerem a
vizinhanca U serdo isomorfos ao espago K™, para algum n.

Sempre que for possivel tomar U = X diz-se que £ é um fibrado vetorial trivial,

Exemplo 2.1.2 Considere E como o segquinte subconjunto do R3:

E = {(x,y,z) € R? | ycos (%) = zsin (%) ,—1<x< 1}
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Este conjunto pode ser visto também como

B = {(x,usin (%) , U COS (%)) lueR,xe [—1,1]}

Definindo p : E — [—1,1] como a projecdo na primeira coordenada, temos o fibrado
¢ = (E,p,|-1,1]) Para cada x € [—1,1] temos que a fibra F,.(£§) € a reta, no plano y0z,
que passa pela origem formando um angulo de %T radianos com o €ixo z.

Afim de verificar que £ € um fibrado vetorial, vejamos a condicao de trivializag¢ao

local. Para tal, seja x € R e considere a sequinte aplica¢do:

¢:U xR — p~(U)

o(x,u) = (x,usin (%) , U COS (%))

Onde U é uma vizinhanga de x. Temos entao que ¢ € uma aplicagao continua, uma vez
que cada funcao coordenada é continua. Para que ¢ seja a trivializacao local desejada,

precisamos que estd tenha inversa continua. Mas temos que ¢~' é:
xm xm
o Ny, 2) = (x,ysin <7> + zcos <7>>

Que € continua. Portanto ¢ € uma trivializacao local para x numa vizinhanga U. Portanto
¢ € um fibrado vetorial sobre |—1,1|. Veja que U pode ser tomado como U = [—1,1],

portanto £ € trivial.

Exemplo 2.1.3 Um exemplo bem simples de um fibrado que nao é vetorial é o conjunto:
E={(z,y) eR*|z=0=y =0}

Com a projecao sendo a propria projecao na primeira coordenada. Neste caso, cada fibra
de E € a propria reta real exceto em x = 0 onde a fibra € nula. Este fibrado nao € vetorial
exatamente pelo fato da fibra ser nula em x = 0, uma vez que em qualquer vizinhanca de
zero, a dimensdo das fibras nao é constante, e a trivializacao local trata exatamente deste
fato.

2.2 Secoes

O primeiro, e um dos mais importantes, objetos construidos nos fibrados vetoriais
sao as secoes. Durante toda a analise feita nesta dissertacdo, vemos que praticamente
todos os problemas envolvendo fibrados vetoriais sao reduzidos a problemas envolvendo
secoes, tanto que o principal resultado desta dissertacao é dado em termos das secoes

globais de um fibrado vetorial. Vejamos agora como Milnor e Stasheff (1974).
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Definicao 2.2.1 Uma Seg¢ao de um fibrado £ sobre um subconjunto B C X ¢é uma
aplicagdo continua s : B — E(&) tal que para todo x € B tem-se (po s)(x) = x

Em outras palavras, uma secao ¢ uma funcao onde para cada x € B esta o associa

a um elemento de F,(¢) de forma continua, como se literalmente fatidssemos o fibrado.

Exemplo 2.2.2 Em um fibrado vetorial £, sobre X, qualquer, podemos definir a secao
nula onde so : B — FE(§) € dado por so(x) = O, com O, sendo a origem da fibra F,(§).
A continuidade de so estd diretamente relacionada com as trivializacoes locars de &, visto

para cada x € X eziste uma vizinhanca U de x que nos dd uma trivializacao local
¢:p N U) — Ux K"

Considerando a origem O de K™ temos que so(x) = ¢~ (x,0), e este é exatamente a

origem de F,(&) pois ¢~ |(zyxkn € um isomorfismo.

Exemplo 2.2.3 Se considerarmos & = [0, 1| x R temos que uma se¢do sobre £ serd qual-
quer fung¢do real continua no intervalo 0,1|. Este fibrado € trivial, e veremos na sequencia

dos resultados, que todas as segoes deste fibrado sao geradas pela fun¢do identidade em
[0, 1].

Definicao 2.2.4 (Base Local) Seja & um fibrado vetorial sobre X. Dado x € X, uma
vizinhanga U de x e se¢ées sy, ...,sx : U — F¢ continuas, diz-se que {s1,...,si} formam
uma base local na vizinhanga U de x, se s1(y),...,sp(y) € uma base para F,(€),
Yy e U.

Por comodidade, diremos apenas que sq,..., s formam uma base local em x.

Exemplo 2.2.5 Na esfera S? C R? se definirmos E = {(x,v) | v € S%,v € T,,5%} Sendo
T,S? o conjunto dos vetores tangentes a esfera no ponto x. Temos que I define um fibrado

vetorial, visto que dada a aplicacao

f:R* — S?—{(0,0,1)}

2a1 2a5 a? + ai — 1>
aAdt+as+1’a?+di+1 a2 +a3+1

flar, az) = <

Comumente conhecida como Projecao Fstereogrifica que é um difeomorfismo onde sua

P = (1)

: . d
Assim, temos que T,S* é gerado pelos vetores 8—f(f Yx))

wnversa € dada por

A7 (=Y(x)), exceto para
e

€ daa
= (0,0,1), e como [ € difeomorfismo, tem-se que 871( I(x)) 8—f( Yx)) variam
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continuamente em rela¢do a x assim como f~'. Assim, considerando D1y f como

sendo o operador diferencial de f em f~(z), temos que o homeomorfismo ¢ é dado como
¢:p N (U) = U x R?
Onde U = 5% — {(0,0,1)} e ¢(e) = (p(e), [Ds-1x) f](€)). Analagomente se definirmos

g:R?* — S* — {(0,0,—1)}

2a1 205 a% + a% —1
glar,az2) = | — 2 12 2 ) 2
ai+as5+1 af+as+1 af+a;+1
Entdo teremos que V = S? — {(0,0,—1)} também nos dard uma trivializagio local. Por-
tanto E define um fibrado vetorial.

Assim podemos definir as secoes si,s2 : S? — I de forma que
(. 0f
o) = (05 (@)

As segoes s; sao continuas, uma vez que dependem das derivadas parciais de [ e da
aplicacio [~ que sdo continuas. E formam uma base para T,S? para todo v € U —

S2 —{(0,0,1)}. Assim podemos dizer que sy, sy formam uma base local para x em U.

A proposicdo a seguir nos da a garantia de que sempre existirdo tais bases locais

em um fibrado vetorial.

Proposicao 2.2.6 Seja & um fibrado vetorial sobre X. Entao existe base local em Yx €
X.

Demonstracao: Dado z € X, como £ é fibrado vetorial, entdao deve existir uma tri-
vializagao local em z, ou seja, existem vizinhanca U de x, um natural n e um homeo-
morfismo ¢ : p~(U) — U x K™ de forma que ¢ restrito a p~!(y) ¢ um K-isomorfismo
para todo y € U. Agora considere ey, ..., e, base para K", logo para cada y € U temos
que (y,€e1), ..., (y,€,) formam uma base para {y} x K. Como ¢ é um homeomorfismo
K-linear, temos que ¢~ '(y,e1),...,¢7 (y,e,) formam uma base para F,(¢). Portanto de-
finindo s; : U — E(&) com s;(x) = ¢~ 1(x,¢;) temos que s; ¢ continua, pois ¢~ também o
é, e s1(y), ..., sp(y) formarad base para F,(¢) uma vez que ¢ é homeomorfismo K-linear. m

Em alguns espacos bases, cada secdo local podera ser extendida para uma secio
global, ou seja, teremos s : X — FE(£) o que nos possibilitard analisar a estrutura de
modulo do conjunto de tais secoes.

Neste ponto, ¢ possivel observar a grande importancia das secoes. Nos proximos
resultados veremos o quanto os fibrados e as secoes estdo bem relacionados, a principal
relacao entre estes se da quando analisamos o modulo de secoes. Primeiramente, vejamos

alguns importantissimos resultados a respeito das secoes:
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Proposicao 2.2.7 Seja & um fibrado vetorial sobre X. Dado uma se¢io s : U — E (&) e
uma base local sy, ...,s, : U — E(&). Entdo s serd continua se, e somente se, existirem

fungoes continuas ay, ...,ar : U — K tal que s(y) = a1(y)s1(y) + ... + ax(y)se(y).

Demonstragao: Seja sy, ..., 8¢ : U — E(£) uma base local sobre U.

(<) Suponha que existam fung¢oes continuas ay, ..., a : U — K tal que s(y) = ai(y)s1(y)+
o+ ap(y)sk(y), Yy € U, logo trivialmente s serd continua.

(=) Suponha s continua, considere a trivializacio local ¢ : p~H(U) — U x K", dado
y € U considere (y,e;) = ¢(s;(y)) temos que e; formam base para K™, portanto temos
o(s(y)) = (y, sz biel>. Seja p; : {y} x K™ — K a projecdo na i-ésima coordenada, logo
pi(d(s(y))) = b;, assim temos:

b(s(y)) — <yzb>

Por linearidade e utilizando as igualdades acima,

Hsl) = 3 b ()

Hs(0)) = - Pdls ) - (0.2

i=k

$(s(y)) =Y (o dos)(y) - dlsily))

i=1

Novamente por linearidade,

o(s(y)) — ¢ <Z<pz- 0 o s)(y)- si<y>>

i=1

Que implica em,
ik

sty) = (piodos)(y) siy)

i=1

Pois ¢ ¢ homeomorfismo. Por fim temos que

ai(y) = (pio g o s)(y)

Que ¢é continua, pois é composicao de continuas. [ ]
O Lema 2.2.8, a seguir, nos da um resultado muito importante, no qual uma base
de F,.(§) pode ser extendida para uma base local numa vizinhanga de x, de maneira mais

geral um conjunto linearmente independende em F,(£) também o serd em uma vizinhanca
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de x.

Lema 2.2.8 Sejam tq,...,t, segoes de & sobre uma vizinhangca U de x de forma que
ti(x),...,te(x) sdo linearmente independentes. Entdo erxiste uma vizinhang¢a V de x tal

que t1(y), ..., t(y) sdo linearmente independentes para todos y € V.

Demonstragao: Suponha F,(£) com dimensdo n, e ty,...,t; se¢oes de & sobre uma
vizinhanga U de x tal que t1(x), ..., tx(x) sdo linearmente independentes. Pela Proposi¢io
2.2.6, existem secoes sq, ..., S, que formam uma base local numa vizinhanca W C U de .

Pela Proposicao 2.2.7 temos que para cada i
L(y) =Y ay(y)s;ly),  YyeW
j=1

Definindo a matriz A(y) = (as;(y)), temos que A tem ordem k X n, e como t;(x), ..., tx(x)
é linearmente independente, entdo deve existir uma submatriz de A(x) de ordem k x k
que seja inversivel. Portando esta submatriz também serd inversivel em uma vizinhanca
V C W de x, uma vez que o determinante é uma funcao continua e podemos tomar a
funcio G : W — M(k, k) que leva y na submatriz inversivel de A(y) que também ser&
continua, assim tendo uma composicao continua, por fim existirA uma vizinhanca V de x
em que G associard y € V' a uma submatriz inversivel de A(y), logo t1(y), ..., tx(y) serdo
linearmente independentes. [ ]

2.3 Morfismos

Nesta secao, trabalharemos com as aplicacoes continuas entre fibrados vetoriais.
Vejamos a defini¢do mais geral dada por Husemoller (1994):

Definicao 2.3.1 Dados dois fibrados vetoriais € e n sobre X e Y com as respectivas
projecoes pe : & — X epy:n — Y. Dizse que (f,u) : £ — n € um morfismo de fibrados
vetoriais se [ @ E(§) — E(n) ew: X =Y forem continuas tal que p,o f = uopg e
[ lrey: Fo(§) = Fuwy(n) € um aplicagio K -linear.

Durante o decorrer desta dissertacao trabalharemos muito com fibrados sobre o
mesmo espaco base de forma que a aplicacdo entre os espacos totais se sucessa entre as

fibras do mesmo ponto. Vejamos

Definigao 2.3.2 Dado dois fibrados § e n sobre X, com projecoes pe : & — X e p, :
n — X, respectivamente. Diz-se que [ : & — n é um morfismo de fibrados sempre que
[ E&) — E(n) for continua com pyo f =pe e [ |pe): Fol§) — Fu(n) € um aplicagdo

K-linear.
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Obs.: Esta definicio é uma restricio da anterior, onde a aplicacio u = idy. Em geral
nos referiremos a um morfismo como dado na segunda defini¢do. Os casos onde este nao
se aplica, as aplica¢oes (f,u) estardo explicitas.

O lema a seguir, dado por Milnor e Stasheff (1974), nos d& a primeira forma de

equivaléncia entre fibrados a respeito de isomorfismos:

Lema 2.3.3 Sejam & e n fibrados vetoriais sobre X, se f: E(&) — E(n) € morfismo de
fibrados tal que f |p,(¢) € isomorfismo Vo € X, entdo f ¢ um homeomorfismo, consequen-

temente £ € isomorfo a 1.

Demonstragido: Dado x € X, tome duas trivializagoes locais ¢¢ : p~(U) — U x K™
para e ¢, : p~ (V) — V x K" para 5, com U e V vizinhangas de z. Afim de provar o
lema, basta mostrar que a aplicacao

Qb;lofoﬁbg:(UﬂV)XKn%(UﬂV)XK”

¢ um homeomorfismo. Temos que se y € U NV entdo (¢;' o fo gzﬁgl)(y,a) = (y,b) com
a,b e K", logo existe uma matriz M tal que b= M - a, onde M = [¢,]7" - [f |5 )] - [¢e]
sendo f |p,e) o isomorfismo das fibras sobre y. Assim, M é inversivel, portanto M ~!

define a aplicacao
gelofTogy (UNV)x K" - (UNV) x K"

que é dada por (¢7' o f7' o dy)(y,b) = (y,a), com a = M~'-b. Como a matriz M
depende continuamente de f que por sua vez depende continuamente de y, temos que
M~ dependera continuamente de y, assim ¢, ' o f o ¢ serd homeomorfismo, e como ¢,
e ¢¢ sao homeomorfismos f também o serd, provando o lema. |

Com o lema anterior, podemos identificar fibrados triviais de uma forma muito ttil

observando-se apenas as secoes, vejamos:

Proposicao 2.3.4 Um fibrado vetorial & sobre X € trivial se, e somente se, existirem n

S€¢oes 81, ..., 8y : X — (&) tais que s1(x), ..., sp,(x) € base de F,(£) para todo x € X.

Demonstragao: (=) Suponha ¢ trivial, logo existe uma trivializacio local ¢ :
p~H(U) — U x K™ onde U = X, portanto dado uma base ey, ..., e, de K™ defina

si(x) = ¢z, e)

Logo s; sera continua para todo 1 < ¢ < n. Como ¢ |Fz<5) ¢é isomorfismo entao sy, ..., s,
serd base de F,(&) para todo x € X.
(<) Suponha que existam n se¢oes 1, ..., 8, : X — E(£) tais que s1(x), ..., s,(x) é base
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de F,(¢) para todo x € X. Definindo [ : X x K" — E(&) por

flx,a) = Zaisi(x),

com a = (ay,...,a,). Temos que f é morfismo de fibrados, visto que é combinagio de
fungoes continuas, portanto continuo. Como si(x),...,s,(x) é base de F,(£) para todo

r € Xeaec K" logo f |p ¢ isomorfismo entre as fibras sobre x. Assim pelo Lema
2.3.3 £ é trivial. ]

Exemplo 2.3.5 No caso do fibrado ¢ = X x K" onde K é um corpo e X € qualquer
espaco topoldgico, temos que existem ey, ..., e, que formam base para K™, portanto podemos

definir, para todo 1 = 1,...,m, as segoes

i X — X xK"
r (:C)ei)

Onde sy, ..., s, trivialmente geram todas fibras e sao continuas.

Definicao 2.3.6 Dado dois fibrados vetoriais & e n com o mesmo espago base X, de
forma que E(n) C E(¢). Diremos que n é um Subfibrado Vetorial de & se para cada
x € X a fibra F.(n) for um subespago vetorial da fibra F,(§).

Tendo em vista que a imagem de cada fibra, de um fibrado vetorial, por um mor-
fismo é, com certeza, um subespaco vetorial. Faz-se sentido nos questionarmos se a
imagem deste morfismo ¢é necessariamente um subfibrado vetorial, e a resposta é nao.

Vejamos um exemplo bem simples:
Exemplo 2.3.7 Seja £ = [0, 1] x R podemos definir f: & — & por

f: [0,1]xR — [0,1] xR
(x,€) —  (r,1-€)

Temos que Im(f) é exatamente o fibrado definido no Exemplo 2.1.3 que ndo € vetorial,

pois as fibras numa vizinhanca de x = 0 ndo é constante. E temos também que o nicleo
ker(f) = {(z,e) €[0,1] xR |z £ 0 = ¢ = 0}

nao € um fibrado vetorial pelo mesmo motivo, as fibras em qualquer vizinhanga em torno

de x = 0 nao tem dimensao constante.

Vejamos agora as condicoes para que a imagem e o nicleo de um morfismo sejam

fibrados vetoriais.
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Proposicao 2.3.8 Seja f: & — n um morfismo de fibrados sobre X. Entao as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. Im(f) é subfibrado de n;
2. ker(f) € subfibrado de &;
3. as dimensoes das fibras de Im(f) sdo localmente constantes.

4. as dimensoes das fibras de ker([f) sdo localmente constantes.

Demonstragao: As implicagoes (1) = (3) e (2) = (4), s@o consequencias diretas da
definicao de subfibrados vetoriais.

Para verificar a equivaléncia (3) < (4), basta ver que dado x € X e uma vizinhanga U
de x temos que dim Fy,(§) = dim Fy(ker(f)) + dim F,,(Im(f)), Yy € U, portanto se as
dimensoes das fibras de Im(f) sdo localmente constantes consequentemente as dimensoes
das fibras de ker(f) também o serdo, e vice-versa.

A fim de provar a proposi¢do, mostrar-se-4 que (3) = (1) e (3) = (2). Primeiramente
(3) = (1), dado = € X, temos, pela Proposicio 2.2.6, que existem sy, ..., s,, se¢oes de
&, que formam base local em x. Da mesma forma existem £y, ...,%,,, secoes de n, for-
mando base local em x. Assim, f o si(x),..., [ o s,(x) serdo geradores de F,(Im(f)),
supondo que dim F,(Im(f)) = k e como as dimensoes das fibras de £ e n sdo local-
mente constantes e finitas, existirdo k se¢oes s; de forma que fos; (x),..., fos; () serdo
linearmente independentes e geradores de F,(Im(f)). Por outro lado ser& possivel com-
pletar o conjunto f o s; (%), ..., f o s; (x) com m — k elementos ¢; de forma que tenhamos
Josy(x), ..., fosy(x) ty. (), ... 1, (x) linearmente independentes. Pelo Lema 2.2.8 te-
mos que fos; (%), ..., f o8 (x), Ly, (), ..., L, (x) serd linearmente independente em uma
vizinhanca U de z. Como a dimensao das fibras de n é localmente constante igual a m,
Lt
2.2.8 juntamente com a hip6tese de que a dimensdo das fibras de Im(f) sdo constantes,

entao fos;, ..., fos;,1 formard uma base local de n em x. Por fim, o Lema

Tl m

temos que f o s, ..., f os; formard uma base local de Im(f) em x. Portanto Im(f) é
subfibrado de 7.

Para verificar (3) = (2), dado = € X, suponha s, ..., s, base local de £ em x, pela mesma
constru¢do anterior, temos que como fo sy, ..., f o s, ¢ uma base local de Im(f) em x, logo

para i > k temos f o s;(y) = Zle aij(y) f o s;(y). Defina

k
si(y) = sily) = > ai(y)s;(y)
7j=1
Logo fos, = 0 para ¢ > k. Portanto s/, ,,..., s/, sdo secoes locais de ker(f), pois por

fosiy)=Ff <Sz'(y) - Z a,-j(y)sj(y)>
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fosi(y) = fosly <Z )

fosi(y) = fosily Zaw ).f o s;(y)

. Por outro lado temos que s/, _,, ..., s, sdo L.I., uma vez que

> y)si(y) = 00— Z by < )—Zazj(y)sj(y)>

l=n—k l=n—k

Reagrupando os termos temos:

> bly)sily) + Z < > bzazj(y)> si(y) =0

l=n—k l=n—k

E como $4, ..., s, sdo L.I. portanto b,,_(y), ...,b,(y) = 0 para todo y numa vizinhanca de x.
Por fim, como a dimensdo de F,(Im(f)) é k consequentemente a dimensao de Fj(ker(f))
é n — k, e como temos exatamente esta quantidade de se¢oes de ker(f), entdo s/, ,,..., s,
é base local de ker(f), portanto subfibrado de &. |

Uma consequéncia muito boa deste teorema é que mesmo nao sabendo que a ima-
gem é um subfibrado vetorial ou, equivalentemente, se as dimensoes das fibras sao lo-
calmente constante, podemos garantir com certeza que essa dimensio nio descresce. E
facil ver isso pois, dado um morfismo f : & — 5 temos que f |, ) ¢ uma aplicacio K
linear, por tanto existird uma base, {e,...,ex} para a imagem de f |7.(¢), portanto este
conjunto serd linearmente independente em uma vizinhanca V' de z, que portanto nos

dird que existem ao menos k vetores linearmente independente nas fibras em V, assim
dim F,(Im(f)) > k para todo y € V.

Definicao 2.3.9 (Pull-back) Seja & um fibrado vetorial sobre o espagco X com proje¢éio
p:&— X, e seja B espago topologico qualquer. Dado uma aplica¢ao continua g: B — X
definimos g*& como o fibrado induzido por g sobre B, onde o espago total de g*¢ € o

subconjunto
EX(E) = {(z,e) € Bx E(S) | g(x) = ple)}

e a proje¢do € p*(x,e) = x.

Na definicdo acima, a aplicacdo ¢ definird um morfismo de fibrados ¢* de forma

que o diagrama abaixo comute:
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E*g—*>E

"

B—2>X
Ou seja g o p* = po g*, a aplicacdo serd naturalmente ¢*(x,e) = e, uma vez que

e e Fg@) (f)
Sendo £ um fibrado vetorial, teremos que ¢*¢ também serd um fibrado vetorial,

uma vez que dada uma trivializacao local de £ sobre o aberto U
¢:pHU) = Ux K"

Poderemos construir uma trivializagio sobre g=Y(U), que ¢ aberto em B, da seguinte

forma:
b () gTHU)) = g (U) x K"
Onde
P(x,e) = (x, (72 0 $)(g(x), €))

Onde 7y : U x K™ — K™ é projecao. A aplicacdo ) serd uma trivializacdo para ¢*&,
portanto este é fibrado vetorial.

Definicao 2.3.10 Dados dois fibrados vetoriais & e 1 sobre espagos topoldgicos X e Y
respectivamente. Diremos que n € induzido por £ se emstir aplicacao suave g: Y — X de

forma que n e g*& sejam isomorfos.

2.4 Mobdulo de Secoes

Agora iremos definir o conjunto das secoes globais continuas sobre um fibrado

vetorial, veremos que este conjunto tem uma estrutura de moédulo:

Definicao 2.4.1 Dado um fibrado vetorial & sobre X, defina
') ={s: X = E() | s € continua}

FEste conjunto é um C(X)-Mddulo, dito Mdédulo de Segoes de &.

Para verificar que I'(¢) ¢ um C(X)-mo6dulo basta definir as operacoes:
(1) (s1+ s2)(x) = s1(x) + sa(x) com 81,8, € ['(§)

(i) (a-s)(x) = a(x)- s(x) com s € ['(€) e a € C(X)
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Por relacdo de continuidade de secoes, (s1+52) e (a-s) serdo trivialmente continuas,
consequentemente (s; + sq) € I'(€) e (a - s) € ['(£).

A definicdo de I' nos sugere um funtor entre as categorias de morfismos entre
fibrados e a categoria de morfismos entre o modulo de secoes destes fibrados, pois dado
um morfismo de fibrados f : £ — ne umasecio s € ['(£) como s e f sdo continuas teremos
que fos € ['(n), logo definimos o funtor da seguinte forma:

Definicao 2.4.2 Dados dois fibrados vetoriais & e n com base X, definimos I' como um

funtor da seguinte forma:

I': Mor(&,n) — Mor(I'(§),
f — L'(f)

De forma que Vs € I'(§) temos que I'(f)(s) = [ o s.

O primeiro resultado importantissimo a respeito do modulo de secoes é a respeito
dos fibrados triviais, vejamos:

Proposicao 2.4.3 Dado um fibrado vetorial & sobre X, temos que £ € trivial se, e so-

mente se, I'(&) € um mddulo livre.

Demonstragao: (=) Suponha ¢ trivial, portanto pela Proposi¢io 2.3.4 temos que exis-
tem $q,...,8, : X = F(£) que formam base para todas as fibras de ¢ e consequentemente
temos também que F(£) ~ X x K™, com n sendo a dimensdo das fibras. Assim uma secido
s: X — FE(&) pode ser escrita através do isomorfismo E(§) ~ X x K™ como s(zx) = (x,¢)

e si(x) = (x,eq), logo

s(r) = (x,e) = <x, Za,@,) = Zai (x,e;) = Zaisi(x)

Sendo 7; a projecdo de (x,e) na i-ésima coordenada temos 7;(z,e) = a; portanto temos

que

como isto é valido para todo x temos

n
S = E T 84
i=1

Além disto essa decomposicdo é Gnica, uma vez que se existissem by, ..., b, € C(X) tal que

n
§ = E bz 8.
i=1
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Logo terfamos que

Analisando em x tem-se
0="> (mix) - bi)) - si(x)
=1

E como si(x), ..., s,(x) € base conclui-se que

Como x é arbitrario tem-se m; = b; para todo 1 < ¢ < n. Portanto sy, .., s, formam uma
base para ['(£), portanto este ¢ C'(X)-modulo livre.

(<) Suponha I'(¢) um C(X)-modulo livre. Logo existem sy, ..., s, que geram ['(§) de
forma tnica, portanto dado x e e tal que p(e) = x temos que existe s : X — E() tal que

s(z) = e, por outro lado s = > | a;s; logo

e=s(x) = Zaz(x)s,(x)

Assim s1(x), ..., 8, (x) geram F, (&), e esta forma é Gnica uma vez que outra se¢io s : X —

E(§) com s'(x) = e teriamos

o que resultaria em

que implica em a; = b;. Assim temos que s1(x), ..., s,(x) é base para F,(£) para todo
x € X portanto £ é trivial. ]

Este resultado sera indispensavel para o resultado principal desta dissertacao. Para
que possamos continuar com a analise dos modulos de secoes, primeiramente iremos ana-

lisar os fibrados vetoriais sobre alguns espacos topologicos especificos.
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Capitulo 3

Fibrados com Espaco Base Especial

Como dito no primeiro capitulo, fibrados vetoriais sobre alguns espacos topolo-

gicos especificos geram caracteristicas extremamente tteis no fibrado, proporcionando a

extencao de alguns conhecimentos prévios.

3.1 Espaco Base Paracompacto

Nesta secao iremos trabalhar alguns aspectos particulares de fibrados vetoriais

sobre espacos bases paracompactos. Primeiramente definiremos o que é um produto

interno em um fibrado.

Definicao 3.1.1 Um produto interno em um K-espaco vetorial V' é uma funcao:
( , ) VxV-oK

Tal que:
i) (1 + @2, y) = (21, y) + (22,9)
i) {y,x) = {x,y)*, com {x,y)* sendo o conjugado.
iii) {(x,x) >0sex#£0, (xr,z) =0sex=0
Definicao 3.1.2 Um produto interno em um fibrado K-vetorial £ é uma funcao:
( , )Y =K
Onde Y = {(e1,e2) € E(§) x E(§) | pler) = ple2)}. Dado por
(e1,€2) = (€1, €2) -
Com (,), o produto interno definido em cada fibra F,(§).
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Como o produto interno é definido apenas para espacos vetoriais, e em cada fibra
de & temos esta estrutura, faz-se sentido que tenhamos um produto que dependa da fibra
em questao, porém como temos as trivializacoes locais, podemos criar este produto de

forma que este varie continuamente em relacao ao espaco base.

Lema 3.1.3 Se X € paracompacto, entao qualquer fibrado sobre X admite um produto

terno.

Demonstracao: Suponha X paracompacto. Para cada x € X, a definicao de fibrado
vetorial nos d& uma trivializagdo local numa vizinhanca V' de x. Considere a familia
{V,} de tais conjuntos, ou seja, p~*(V,) = V, x K™, Como X ¢é paracompacto, existira
um refinamento localmente finito {U,} de {V,}. Assim para cada a e para cada x €
Uy, é possivel construir um produto interno na fibra F,(£) C p~}(U,), para tal, basta
escolher um produto interno em K", seja (, ), tal produto interno. Agora, como X é
paracompacto, existe uma parti¢io da unidade 1), subordinada a {U,}. Portanto, dado
e1, 63 € E(§) com p(e;) = p(ep) = x definimos o produto interno de F,(¢), independente
de a, por:

61,62 x = E ¢a 61762

E facil ver que esta funcio é produto interno, verifiquemos as condicdes (i), (44), (i) da
Definicao 3.1.1:

(i) Dados ey, 63,63 € E(&) com pler) = plea) = ples) = x, logo
{er,e3 + €3)y = Z¢a($)<€1, es + €3)za

Como U, é localmente finito temos que este somatoério é finito, e temos também que

(,)z.o € um produto interno para cada « e para cada x € U,, portanto:

k

(.62 T es)e = > dal@)[(er, e2)na + (€1, 5)ral

a=1

Como o somatoério é finito temos:

k k
<61, e + 63>gg = Z¢a($) <617 62>m,a + Z%(SU) <617 63>$704

(e1,e2 +es)y = (€1, €2)z + (€1, €3)x

(i) Dados e1,e3 € E(&) com pley) = pley) = x, temos
{e1,€2)z ZZ% )er, e2)x
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Assim, o conjugado é:

*
62761 <E ¢a 62;61 >

Temos que o somatoério é finito, por X ser paracompacto, e utilizando propriedades

de conjugado temos:

k
*
62761 g 62761 gca)

a=1

(eg, €100 g Yo (x){es, e1)s

Tem-se 9 (x) = 1} () pois & niimero real e (ez,e1)} ,, = (€1, €2)za POis & produto

interno. Logo
k

62,61 E wa 61,62

<€2;€1>Z = (e1,€2)a

(iii) Dado e € E(£) com p(e) = x temos
€)a = Z%($)<6 €

Da defini¢do de particio de unidade tem-se ¢,(xr) > 0, da defini¢do de produto

interno temos que (e, €), o > 0, logo

{¢,€)x 20

Agora suponha
<67 6>ﬂc =0

0= tulr)lee)

Como {1} é particido da unidade logo > 1, = 1, e lembrando que ¢,(x) > 0,
tem-se que ao menos uma ,, (x) # 0, portanto para que o somatoério se anule, temos

que (e,€),q; = 0 0 que nos da e = 0.

Por fim, ¢ facil ver que este produto interno é continuo em x, pois dada uma base local

81, ..., S em uma vizinhanca U de x, e dados e1,ez € E(x) com p(e)) = p(ea) = x, tem-se

k

= Zai(x)si(x); ey = Z bi(x)s;(x)
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Assim, tem-se:

(e1,€2)0 = > () <Z ai(x)si(x), bj($)5j($)>

J=1 xz,00

Pela linearidade do produto interno temos:

)

(e ea)e = 3 ta(@) Yy a(@) Y bi(w) {si().s5(@)),.

i=1 =1

Como o somatorio em « é finito, e numa vizinhanga de x tem-se (s;(z), s;(z)), , constantes
para cada 1 < 4,7 < k, temos que (e, €3}, € uma combinagio de fun¢ées continuas em x,
portanto continua. [ |

Quando definimos produto interno em espacos vetoriais n-dimensionais, um re-
sultado muito importante ¢ com relacdo ao complemento ortogonal de um subespaco
vetorial. Assim, afim de utilizar este resultado, primeiramente vejamos como Hausmoller

define soma direta entre fibrados.

Definicao 3.1.4 Se &, 1 sdo dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco X, definimos

pela soma direta £ & n como sendo o fibrado vetorial com:
1. Espago Total: E(S ®n) = {(e1,e2) € E(&) X E(n) | pe(er) = pyle2)}
2. Projecio: p: E({ ®n) — X com pler,ezx) = pe(er) = pyle2)
3. Fibras: F,(§E®n) = F,(§) x F.(n)

Para verificar que {61 é de fato um fibrado vetorial, construiremos as trivializacoes
locais deste. Dado x € X como £ e n sdo fibrados vetoriais, existem trivializacoes

¢ UX K" = p(U); ¢y Ux K™ = p(U)
numa vizinhanga U de x. Agora defina
¢ Ux K™ — p~Y(U)
Por ¢(x,e,,em) = [@(x, €,), d(x, e,,)]. Facilmente vemos que ¢ é continua, e temos que se

¢ Her, e2) = (o, 7(¢g e, €2)), (0 en, €2)))

Onde 7 : Ux K' — K'éa projeciao. O que nos da ¢! continua, portanto homeomorfismo.
Esta definicao é comumente chamada de soma de Whitney.
Vejamos agora a principal propriedade de fibrados vetoriais sobre espacos para-

compactos:
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Proposicao 3.1.5 Se X € paracompacto, entao qualquer subfibrado vetorial n de um

fibrado vetorial £ é um somando direto.

Demonstracao: Sejam X paracompacto, & fibrado vetorial sobre X e n subfibrado
vetorial de £. Pelo Lema 3.1.3, é possivel construir um produto interno (), em &, que
varia continuamente em func¢io de x. Agora, dado x € X, como F,(n) é subespaco vetorial
de F, (&), utilizando o produto interno (, ), é possivel determinar o complemento ortogonal
de F.(n), seja ele W, e portanto como as dimensoes sdo finitas teremos F, (&) = F.(n)oW,

considere a seguinte funcao:
fo  Fu(§) — Fu(n)

como sendo a projecdo ortogonal em F,(n). Dado uma base de se¢oes sq, .., s, de 1 em

uma vizinhanca U de x, é possivel ortonormaliza-la, seja ey, .., e tal base, assim teremos

, portanto f.(e) =esee € F,(n)e f.(e) =0seeec W. Assim obtemos

Im(fm) - Fx(n); ker(fm) =W

Como f, depende continuamente de x, teremos um morfismo de fibrados [ : £ — 7. Assim
sendo, temos Im( f) = 7 e definindo { = ker(f), que ser& subfibrado de ¢ pela Proposicio
2.3.8, obetemos que £ = Im(f) @ ker(f) uma vez que

Fo(§) = Fr(lm(f)) © Fa(ker(f))

Como Im(f) = n, a proposicio esti provada. [ |
Um exemplo bem simples desta proposicao ¢ quando analisamos o espago tangente
a esfera S% C R?

Exemplo 3.1.6 Seja T'S? = {(x,v) | x € S?,v € T,S?}, identico ao Exemplo 2.2.5. Este
¢ dito o espaco tangente da esfera, que como vimos é um fibrado vetorial, além disto T S*

é um subfibrado vetorial de
B(€) = S?* x R?

e pela proposicao anterior T'S? deve ser um somando direto de €. Se definirmos o fibrado
v onde
E() = {(z,e) |z € S*, e = A\x, A € R}

Temos que a fibra de v sobre x serd ortogonal ao espaco tangente T,S?, pois pela propria
definicao, tem-se T,S% conjunto dos wvetores ortogonais a x, e consequentemente serao

ortogonais a wm maultiplo de x. Portanto temos v ©TS? que por sua vez € trivial uma vez
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que I,(v) @ F,(T'S?) = R? para todo x € S?, portanto as segoes
Si($):($,€i), 2:17273

com {ey,e,e3} base de R®, geram T'(v ® T'S?) de forma tnica. Facilmente vemos que
TS? € projetivo uma vez que é somando direto de um livre, porém ndo serd livre, veremos

uma generalizacao deste exemplo para o T'S™ que segquird basicamente a mesma ideia.

3.2 Espaco Base Normal

Nesta secao iremos explorar as particulariedades de espacos normais, um importan-
tissimo resultado desta se¢ao é a garantia de podermos tomar uma se¢do continua em um
aberto U C X e extendermos esta secao para todo X sem perdermos a sua continuidade.

Vejamos:

Lema 3.2.1 Sejam X espaco normal, & um fibrado K -vetorial sobre X, U vizinhang¢a de
xes: U — E) uma segio de & sobre U. FEntdo existe uma segio s’ € 1'(§) tal que

s'(y) = s(y) para todo y numa vizinhanga de x.

Demonstracao: Sejam X, &, U vizinhanca de x e s como descritos acima. Como

X é normal temos que existem V e W, vizinhancas de x, tal que

O Lema de Uryshon garante que existe uma fun¢do f: X — [0,1] com f(w) = 1, para
todo w € W e f(y) = 0, para todo y € X — V. Portanto se s é uma secio de ¢ numa
vizinhanga U de z, definindo s’ : X — & por §'(x) = f(z) - s(x) temos que §'(xr) = 0,
Vo€ X — Ve s'(x) = s(x), para todo x € W, como W C W segue o Lema. n

Corolario 3.2.2 Seja X espago normal e & um fibrado K -vetorial sobre X. Entao para
qualquer x € X ezistem segoes sy, ..., 8, € 1'(§) que formam uma base local numa vizi-

nhanca U de x.

Demonstracao: Dados si,...,s, base local de £ em uma vizinhanca U de x,
temos pelo Lema 3.2.1 que existem s}, ..., s, : X — F(§) tais que s,(y) = s;(y) para todo

y € U; vizinhanga de x. Definindo W = N?_,U; temos que para todo y € W s.(y) = s(y)

como W C U logo s/, ..., s, € base local de ¢ na vizinhanca W de x. ]

Corolario 3.2.3 Sejam X espaco normal, & e n fibrados K-vetorial sobre X. Se f, g :
& — n sao morfismos de fibrados e I'(f) = 1'(g) : ['(&) — I'(n) entdo [ = g.
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Demonstragao: Sejam f,g : & — 5 tais que ['(f) = I'(g), logo dado e € E(£)
tomando x = p(e), portanto e = s(x) para alguma secdo s: U — FE(£) com U vizinhanca

de x, pelo Lema 3.2.1 temos s' : X — F(§) com s'(x) = e, assim temos

fe) = (fos)z) = TN )(x) = (D(g)(s)(x) = (g o s)(x) = gle)

Lema 3.2.4 Sejam X um espaco normal, & um fibrado K -vetorial sobre X e s € I'(§). Se
s(x) = 0 para algum x € X enldo existem segoes sy, ..., s, € ['(§) e elementos ay,...,ar €
C(X) com ai(x) =0 parai=1,....k tal que s = a;8;.

Demonstragao: Sejam X, { e s € ['(§) como descritos acima. Suponha s(z) =0
para algum x € X, pelo Corolario 3.2.2 existem sy, .., s, € ['(§) que formam base local de

¢ em uma vizinhanca U de z. Logo

s(y) = Zbi(y)si(y), VyeU

Com b; : U — K. Como X ¢ normal o Lema de Uryshon garante a existencia de funcao
a; € C(X) tal que a;(y) = b;(y) numa vizinhanca W; C U de x. Sendo W a interse¢do de

tais conjuntos, podemos definir

n

Sy)=sy) =Y wlysiy), yeX
=1
Assim §'(y) = 0, para todo y € W. Seja a € C(X) tal que a(x) =0 e a(y) = 1, para todo
y € X — W, logo temos que

n
/
s=a-s + E a; - S;
i=1

Pois se y € W temos s'(y) = 0 ese y € X —W temos que a(y) = 0. Por fim, para verificar

o Lema basta aplicarmos s da forma que estd acima em x, logo:
s(x) = alx) - §'(x) + Z a;(x) - s;(x)
i=1

o que implica em
n

Zai(x) - 8i(x) =0

=1

Como s1(x), ..., sp(x) é base para a fibra F,(£) temos que a;(x), ..., an(x) = 0. |

Corolario 3.2.5 Seja I, o ideal, bilateral, de C(X) formado por todos a € C(X) com
a(x) =0, entao I'(§)/L,I(&) = F.().

47



Demonstracao: Sejam X espaco normal e £ fibrado sobre X | primeiramente note que
dado x € X temos pela definicio I,T'() = {ays; + ... + apse | a; € I, e 8, € T(E),Vi} e
considerando B = {s € ['(§) | s(x) = 0} temos que B = [,1'(¢), é facil notar que 1,.['(§) C
B uma vez que a; € I, implica em a;(x) = 0 portanto (a;s;+...Fagsk)(x) = 0. A igualdade
ocorre notando que dado s € B, pelo Lema 3.2.1 temos que existem $i,...,s, € ['(§) e
ay,...,ar € C(X) com a;(x) = 0 para todo i, tal que s = Ya;s;, portanto s € [,['(£). Agora
para construir o isomorfismo, sejam x € X e e € F,(£), logo existe se¢do s. : U — FE(§)

com U vizinhanca de x e s.(x) = e. Pelo Lema 3.2.1 existe uma secdo s, € I'(¢) tal que

/
€

s.(y) = se(y), para todo y € V com V vizinhanca de x e V C U. Agora, o Corolario 3.2.2
garante que existe elementos sy, ..., s € I'(¢) que formam uma base local numa vizinhanga
W de x. Tomando V NW temos que s.(y) = Ya;(y)s;(y), para todo y € VN W. Por fim
defina b : F,(§) — 1'(€)/L.I'(&) com h(e) = [a1s1+ ...+ a;8;] = [s.]. Note que dada outra
secio L. : U — E(E), pela mesma construgdo anterior, existem ¢y, ..., 1, € ['(§) base local

em x, de forma que t, = ;t; com b; € C(X). Assim he) = [bity + ... + bpty] = [tL], mas

[sL] = [tL] uma vez que (s, —t.)(x) = e —e = 0 consequentemente s, —t. € [,['(§) gerando
a igualdade. Agora, tendo em vista que a definicdo de h independe da se¢do tomada sobre
uma vizinhanca do ponto base, basta mostrar que h é um isomorfismo. Para tal, sejam

e1, e € (&), suponha que [s,,| = [8e,] assim
(Se; — Sep) € LI(E) = (Se; — Se)(@) =0=e1 —ea =0=¢€; = €3

logo h é injetora. Por fim, dado [s] € T'(§)/,I'(§) temos que s € [s.] onde e = s(x),
portanto [s| = [s.] = h(e) e h é sobrejetora, logo isomorfismo. |

Vejamos agora o principal resultado desta secdo, a garantia da existéncia de um
morfismo de fibrados correspondente a um morfismo entre os modulos de secoes destes
fibrados:

Teorema 3.2.6 Seja X espago normal. Dado qualquer aplicagio C(X)-linear ' : T'(&) —
['(n), existe uma unica aplicagio K-fibrado-linear [ : & — n tal que F = T'(f).

Demonstragao: Sejam X normal, £ e 5 fibrados sobre X e F': I'(¢) — ['(n) aplicacdo
C(X)-linear. Para cada z € X, temos que se s € ['(§) entdo s € [s] € I'(€)/L.1'(§), e apli-
cando F' temos que F'(s) € I'(n) consequentemente F(s) € [F(s)] € I'(n)/1.I'(n). Assim
podemos definir f/ : I'(€)/1,1'(€) — T'(n)/1.I'(n) com f.([s]) = [F(s)]. Verifiquemos que
f1 estd bem definida, dados sy, s, € [s] € I'(&)/L.I'(§) temos que s; — 85 = Zle a;t; com

t; e (&) e a; € I, ouseja, a;(x) =0 com i =1,.... k. Assim temos que

F(s;—s)=F <Z aiti>
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Como F' é aplicagdo C(X)-linear e a; € C(X) temos

k

F(s1) = F(s2) = > ail (L),

i=1

mas a; € I, e F'(t;) € I'(n), portanto (F(s1) — F(s2)) € I.I'(n) e F(s1), F(s2) € [F(s)]
I'(n)/1.I'(n). O Corolario 3.2.5 garante que ['(&)/I,1(&) ~ F,(&) e I'(n)/L.I'(n) ~ F.(n),
sejam he e hy, tais isomorfismos, logo temos que f, : F,(§) — F(n) com f, = (h; o fLohe)

Verifiquemos que f, é K-linear, dados e1,e5 € F,.(§) e a € K temos que
fe(er + aeg) = (By' o fr 0 he)(er + aey) = hy ' (fr(heler + aes)))
como hg é isomorfismo e considerando he(e;) = [s;] temos
faler +aez) = hy ' (frlhe(er) + ahe(e2))) = by (fillsi] + alsa])) = by (folls1 + asa]))

pela defini¢do de f. e usando o fato de F' ser uma aplicacdo C(X )-linear temos

faler +aeq) = hy

HIE(s1+aso)]) = by ([F(s1) + aF(s2)]) = hy {([F(s1)] + alF(s2)])
usando agora a linearidade do isomorfismo h, e a definicio de f/ temos
foler + aeg) = by H([F(s0)]) + ahy H([F(s2)]) = by (fr([s1])) + aby N (£(([s2])))
por fim lembrando que he(e;) = [s;] e da definigio de f, obtemos a linearidade
foler +aep) = ho'(filhe(en))) + aby ' (falhe(€1))) = fuler) + afulen).

Como f, é K-linear na fibra F,(§) podemos definir f : { — 1 com f|p, ) = fr. Verifique-
mos agora que f é a aplicacdo desejada. Dado a secdo s € ['(§) temos

(f o 8)(@) = Jals(x)) = by (f2lhe(s(x)))) = hy (f1([s])) = by "([F ()]) = (F(s)) (=),

para todo x € X. Por outro lado (f o s)(x) = (I'(f)(s))(x), para todo x € X, logo temos

que

para todo x € X e para todo s € I'(¢). Portanto I'(f) = F. Vejamos agora que [ é tnica,
supondo que exista g : £ — n com ['(g) = F logo dado s € I'(¢) temos que

9(s(x)) = (g0 s)(x) = (T(g)(s))(x) = F(s)(x) = (L) s))(x) = [(s(x)),  VeeX
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assim f = ¢g. Por fim, mostremos a continuidade de f. Dado x € X existem secoes
$1,.--, 8k € I'(€) que formam uma base local numa vizinhanca U de z, se e € E(&) e

ple) =y € U entdo existem ay, ..., ax € C(X) tal que:

€= Z ai(y)si(y)

aplicando f e usando a linearidade de f, temos

Jle) =11 <Z ai(y)sz'(y)> = fy <Z ai(y)Si(y)> =

i=1

ai(y)(f o s:)(y))

k
1

K2

como I'(f) = F temos
fe) = Zai(y)(F(Sz'))(y))

assim, lembrando que y = p(e), temos que F'(s;) e a; sdo continuas com i = 1, ..., k, pois
F(s;) e I'(n) e a; € C(x), portanto [ também serd continua. |

Corolario 3.2.7 Se X € espaco normal e £ e n sao fibrados vetoriais sobre X, entao

£~ se, e somente se, I'(§) ~ ['(n).

Demonstragao: (=) Suponha X normal, £ e 7 fibrados vetoriais sobre X, com £ ~ 7.
Seja f : & — n o isomorfismo entre os fibrados. Mostremos que I'(f) : ['(§) — ['() é um
isomorfismo. Primeiramente lembremos que dado s € I'(§) temos que (I'(f))(s) = fose
fos e '(n). Agora como f é isomorfismo, entdo f adimite inversa, seja ¢ a inversa de
f. Logo temos que ['(g) : I'(n) — I'(§) é tal que dado t € I'(n) tem-se (I'(g))(t) = got.
Assim temos dado t € I'(n)

NI (g)@) = () o T(g) () = T(f o g)(t) = Td) (1) = ¢,

Por outro lado, dado s € T'(§) temos:

(g (T () (s)) = (Tg) o T(N))(s) = T(g o f)(s) = T'(id)(s) = s,

Como t e s sdo quaisquer temos que

L(f)eI'(g) = Id =T(f) o I'(g),

portanto I'(f) admite inversa, consequentemente é isomorfismo. (<) Suponha agora
['(€) ~ I'(n). Seja F: T'(§) — I'(n) tal isomorfismo. Pelo Teorema 3.2.6 existe morfismo
de fibrados [ : & — ncom F = I'(f). Seja G : I'(n) — ['(§) a inversa de I, novamente

pelo Teorema 3.2.6 existe morfismo de fibrados ¢ : 7 — & com G = ['(g). Assim temos
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que dado x € X e e € F,(§) temos que existe se¢io s € ['(§) com s(x) = e logo
(gof)le) = (go(fos)x) = T (gfos))x) = [(GoI'(f)){s)l(x)
(go f)e) = (G o F)(s)[(x) = Id(s)(x) = s(x) = ¢,

por outro lado se e € F,(n) tem-se que existe se¢io t € ['(n) com t(xr) = e, portanto
(fogie) = (folgot))(x) = (I'(f)got))(x) = [(F o I'(g)(H)](x)
(f ogie) = [(F o G)(1)](x) = Id(t)(x) = t(x) = e,

mostrando que g é inversa de f, logo f é isomorfismo. ]

3.3 Espaco Base Hausdorff Compacto

Nesta secao iremos analisar as particulariedades dos espacos Hausdorff Compactos.
O nosso objetivo é verificar a equivaléncia entre médulos projetivos e modulos de secoes
de fibrados, porém outros resultados preliminares ainda sdo necessarios e extremamente
importantes para a demonstracao. A primeira propriedade excelente a respeito de fibrados
vetoriais sobre espacos Hausdorff Compactos é a existéncia de um conjunto finito de secoes

que geram o fibrado. Vejamos em que isto é importante:

Lema 3.3.1 Sejam X Hausdorff Compacto e & fibrado K -vetorial sobre X. Entao exis-

tem um fibrado K -vetorial trivial ( e um epimorfismo [ : ( — &.

Demonstracao: Suponha X Hausdorft Compacto e £ fibrado K-vetorial sobre
X. Utilizando o Corolario 3.2.2 para cada x € X existe uma base local s, 1, ..., Sp ¢, € I'(§)
sobre vizinhanca U, de x. Assim a familia % = {U,} .y ¢ uma cobertura de X, que é
compacto, portanto existe subcobertura finita Uy, ..., Ug. Logo, tomando todas as secoes
$y,; associadas a algum U, da cobertura, teremos um nimero finito destas, sejam sy, ..., s,
tais secoes. E facil ver que s, ..., s, gera F,(€) para todo € X, uma vez que dado z € X,
como Uy, ..., Uy cobre X entao x € U; para algum 7 = 1, ..., k, como U; € & entao U; = U,
para algum y € X, portanto sy 1, ..., Sy, ¢ base de F,(£), mas s, ..., 5,5, pertencem ao
conjunto si, ..., $,. Agora defina o seguinte fibrado trivial ( = X x K", temos que ['(() é
um C'(X)-modulo livre com n geradores, sejam eles ¢y, ...,t,. Seja F : I'(() — I'(§) com
F(t;) = s;, pelo Teorema 3.2.6 existe morfismo f: ( — ¢ com ['(f) = F. Por fim, basta
mostrar que [ é epimorfismo, para tal, seja e € F(£), logo e € F,(&) para algum x € X,
e existe s € ['(€) tal que e = s(x), como s1, ..., s, geram F, (&) temos

e = Z@z’(%)sz’(%) = Z@z’(l’)(f ot)(x) = f <Z ai($)tz'($)>
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e o termo Y a;(x)t;(x) € E((), ou seja, [ é sobrejetiva, portanto epimorfismo. |

Corolario 3.3.2 Se X ¢é Hausdorff Compacto, entao qualquer fibrado K-vetorial & sobre

X é um somando direto de um fibrado K-vetorial trivial (.

Demonstracao: Suponha X Hausdorff Compacto e seja & fibradro K-vetorial sobre X.
Pelo Lema 3.3.1 existem um fibrado K-vetorial trivial ¢ e um epimorfismo f : { — &.
Defina n = ker(f), a Proposi¢io 2.3.8 garante que 7 é subfibrado de ( uma vez que
im(f) = & Agora, a Proposicdo 3.1.5 garante que ( = n @ &¢. Note agora que dado
x € X temos que F,(C) = Fi(n) x F,(&), portanto dim F,({) = dim F,(n) + dim F,(¢),
por outro lado f é morfismo de fibrados, logo

dim 1 () = dimker (f |r.) + dimim(f [r) = dim Fo(n) + dim F3(£)

Assim dim F,(§) = dim F, (&), ou seja, F,.(§) =~ F,(&') para qualquer x € X, implicando
¢ ~ £. Finalmente temos que 1 @ & ~ (, isto é facil de perceber uma vez que ( =n @ ¢
e & ~ ¢, como ( é fibrado vetorial trivial, este é isomorfo & X x K™, compondo o0s

isomorfismo temos que 1 ¢ £ ¢é isomorfo & X x K", portanto é trivial. [ ]

Corolario 3.3.3 Se X ¢ Hausdorff compacto e £ é qualquer fibrado K -vetorial sobre X,

entdo I'(§) € um C(X)-modulo projetivo finitamente gerado.

Demonstracao: Suponha X Hausdorff compacto e seja £ fibradro K-vetorial sobre X.
Pelo Lema 3.3.1 existem um fibrado K-vetorial trivial ¢ e um epimorfismo f : { — &.
Pelo Corolério 3.3.2 temos que ( = n® &, com n = ker(f). Assim dado s € ['(() temos
que s(x) = e para algum e € F,((), mas como { = 1 @ &, temos que ¢ = e; + €3 com
e1 € F.(n) e ex € F,(€), assim é possivel definir s1(x) = e e s2(x) = ez para todo z € X
e teremos s; € I'(n) e so € ['(§) com s = 81 + sz, ou seja, ['(() = I'(n) + ['(§). Suponha
que existam outros s} € I'(n) e s, € I'(§) com s(x) = s (x) + sh(x), assim

s(x) = s(x) = 8\ (x) + s(x) — s1(x) — s2(7)

0= 51 (x) = s1(x) + s5(x) — s2(x) = (51 = s1)() + (s — 52)(2) ()

Portanto (s)—s1) € I'(n) e (sh—s2) € I'(£), ou seja, f((s1—s2)(x)) = 0, pois (s} —s))(x) €
ker(f) e consequentemente por (xx) f((sh, — s2)(x)) = 0, mas como sh(x), s2(x) ¢ ker(f)
entdo s, — s = 0 portanto s; = s5. Novamente por (%) temos que (s] — s1)(x) = 0 logo
s1 = §). Assim temos que ['(() = ['(n) & I'(§) ¢ direta, além disto ['({) é C(X )-modulo
livre finitamente gerado, consequentemente () serd finitamente gerado e por defini¢do
um C'(X)-moédulo projetivo finitamente gerado. |

Vejamos entao a equivaléncia entre moédulos projetivos finitamente gerados com

fibrados vetoriais, enunciado por Swan (1962):
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Teorema 3.3.4 Seja X Hausdorff compacto. Entdo um C(X)-mddulo P ¢é isomorfo a

um mdodulo na forma I'(§) se, e somente se, P € finitamente gerado e projetivo.

Demonstragao: (=) Suponha que P =~ ['(§) com ¢ fibrado K-vetorial sobre X, logo o
Corolério 3.3.3 garante que ['(¢) ¢ moédulo projetivo finitamente gerado, consequentemente
P também o seré.

(<) Suponha P projetivo finitamente gerado. Logo, por defini¢io, P é somando direto
de um C(X)-moédulo livre finitamente gerado F, ou seja, F' = Q @ P. Defina g : I — F
por g(q + p) = p, assim ¢ serd um endomorfismo idempotente com P = im(g). Como I’
¢ C(X)-modulo livre finitamente gerado, temos que F = I'({), com ( = X x K" fibrado
trivial. Assim pelo Teorema 3.2.6, existe f : ( — ¢ com I'(f) = g. Como ¢? = ¢ logo
temos

L) =T e T(f)

Que pela definicao de I' é
() =T(fof)

E pelo Corolario 3.2.3 temos [ = f2. Assim, pelo fato de f = f? temos que [ |p, () serd

uma projecdo em F,(() para todo x € X, ou seja,
Fo(Q) = Im(f |ro) @ ker(f [rao)
Chamando £ = Im(f) e n = ker(f) a equagdo acima fica

Fo(Q) = Fa(§) @ Fa(n)

Por fim, utilizaremos a Proposicao 2.3.8, para mostrar que £ e n sao subfibrados vetoriais
de (. Para tal, vejamos que se dim F,(Im(f)) = k entdo existirA uma vizinhanca U de
x onde dim F,(Im(f)) > k para todo y € U, e de forma anéloga, tendo em vista que
ker(f) = Im(id — f), tem-se que se dim F,(ker(f)) = h entdo existird uma vizinhanca V'
de x onde dim F,(ker(f)) > h para todo y € V. Assim para todo y €¢ W = U NV tem-se

dim F,(Im(f)) 4+ dim F,,(ker(f)) > k+ h
Mas F,(¢) = F.(§) @ F.(n) para todo z, portanto
dimF,(() > k+h

Reduzindo a vizinhanca W temos que pelo fato de ( ser fibrado, em uma vizinhanca W’
de x as fibras tem dimensdo constantes, temos dimF,(() = dim F,({) = k + h, portanto

dim Fy(Im(f)) + dim F, (ker(f)) =k + h
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Assim, como h e k sdo constantes em W’ temos que a dimensio das fibras de & e n sdo
localmente constantes, que nos garante que & e 1 sao fibrados vetoriais. A fim de verificar

o resultado do Teorema, vejamos que

(=¢en =  TO=TEaln

Como I'(() é livre temos que 1'(£) é projetivo. Por outro lado tinhamos que P ~ Im(g)
onde g = I'(f), portanto Im(g) = Im(I'(f)) = ['(€) logo P ~ I'(§). n
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Capitulo 4

Fibrados Vetoriais sobre Variedades

Suaves

Vejamos agora que ao mudarmos a hipotese do Teorema 3.3.4 de X compacto
Hausdorff para M variedade suave conexa, continuamos com a sua validade, para isso serao
feitas algumas adaptacoes na teoria descrita nos dois capitulos anteriores e adicionaremos
algumas definigoes.

Primeiramente, vamos refinar um pouco mais nossa ideia de fibrado vetorial, de
forma que nao tenhamos trivializagoes apenas homeomorficas e sim difeomorficas, desta
forma o proprio fibrado vetorial sobre uma variedade suave torna-se uma variedade suave.
Vejamos como Nestruev (2003) refina a defini¢do de fibrado vetorial sobre uma variedade

suave:

Definicao 4.0.1 Um Fibrado Vetorial Suave £ sobre uma variedade suave M, dito
Espaco Base, é uma trio (E(§),p, M), onde:

1. E(&) € uma variedade suave dita Espago Total
2. p: E() — X é uma aplica¢io continua sobrejetiva dita projegao.

3. Para cada v € X, p~Yx) = F,(£) possui a estrutura de um espaco velorial, este
dito fibra de & em x.

4. (Condigao de Trivializa¢do Local) Para cada x € X existem vizinhanga U de
x, um natural n e um difeomorfismo ¢ : p~H(U) — U x R™ de forma que ¢ restrito

a p~ty) € um isomorfismo para todo y € U.

Definicao 4.0.2 Uma Segao Suave de um fibrado vetorial £ sobre um subconjunto

aberto B C M é uma aplicagdo suave s : B — E(§) tal que Vax € B tem-se (po s)(x) = x.

Definicao 4.0.3 (Base Local Suave) Seja & um fibrado vetorial sobre a variedade su-

ave M. Dado x € M, uma vizinhanga U de x e secoes sy, ...,s; 1 U — Ee suaves, diz-se
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que {81, ..., 8 } formam uma base local suave na vizinhanga U de x, se s1(y), ..., sk (y)
é uma base para F,(€), Yy € U.

As demonstracoes dos resultados a seguir serdao omitidas uma vez que estas sao pra-
ticamente idénticas as demonstracoes ja feitas, alterando-se as hipdteses de continuidade

para suavidade e homeomorfismo para difeomorfismo.

Proposicao 4.0.4 Seja & um fibrado vetorial sobre a variedade suave M. FEntdo dado

x € M existe base local suave em x.

Com esta proposicao estamos aptos a mostrar que um fibrado vetorial suave é uma
variedade suave. Para tal, basta tomar um ponto e € FE(§) logo p(e) = x € M, como
M & variedade e F,() é espago vetorial, podemos tomar dois sistemas de coordenadas
(21, ..., %y,) para uma vizinhanca U de x e (eq,...,e,) para F,(£) assim, podemos repre-
sentar qualquer elemento de p~Y(U) pelo sistema (xq, ..., Zm, €1, ..., €,). Portanto dados

dois sistemas compativeis de U e U’, (xy, ..., %) e (2], ..., 2}), respectivamente. Podemos

rm

extendé-los para os sistemas (r1,...,Tm,€1,...,€,) € (X}, ..., 2}, €}, ...,€l), assim a com-

Y

patibilidade em U e U’ juntamente com a matriz mudanca de base de (ey,...,e,) para

(€],...,€e,,) nos dard a respectiva compatibilidade entre os sistemas do fibrado vetorial,

e
assim sendo variedade suave.

Desta forma, um fibrado vetorial sobre uma variedade suave, torna-se variedade
suave, se a dimensao das fibras for constante k e considerando a dimensao do espaco base

m, o fibrado vetorial sobre tal variedade terd dimensao m + k.

Proposicao 4.0.5 Seja & um fibrado vetorial sobre M variedade suave. Dado uma segao
s : U — E(&) e uma base local suave sq,...,s, : U — FE(§). Entdo s serd suave se, e

somente se, existirem fungoes suaves ay, ..., a1 U — K tal que s(y) = ay(y)s1(y) + ... +

ar(y)sk(y)-

Lema 4.0.6 Sejam & um fibrado vetorial sobre M variedade suave, e tq,..., 1y secoes su-
aves de & sobre uma vizinhanga U de x de forma que t;(x), ..., tx(x) sdo linearmente in-
dependentes. Entdo existe uma vizinhanga V de x tal que t1(y), ..., tx(y) sdo linearmente

independentes para todos y € V.

Lema 4.0.7 Sejam & e n fibrados vetoriais sobre M wvariedade suave, se f: E(§) — E(n)
¢ morfismo de fibrados tal que f |p, ) € isomorfismoVx € X, entdo f € um difeomorfismo,

consequentemente £ € difeomorfo a 7.

Proposicao 4.0.8 Um fibrado vetorial & sobre X € trivial se, e somente se, existirem
n segoes Suaves Sy, ..., s, : X — FE(&) tais que s1(x),...,sp(x) € base de F,.(§) para todo
rxeX.
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Definicao 4.0.9 Seja & um fibrado vetorial sobre uma variedade suave M com projecao
p:&— M, e seja N uma variedade suave. Dada uma aplicacao suave g : N — M
definimos ¢*& como o fibrado induzido por g sobre N, onde o espaco total de g*& € o

subconjunto

EY(&) = {(z,e) € N x E() | g(x) = ple)}
e a proje¢do € p*(x,e) = x.

Definicao 4.0.10 Dados dois fibrados vetoriais £ e n sobre variedades suaves M e N
respectivamente. Diremos que 1 € induzido por £ se existir aplicagao suave g : N — M

de forma que n ~ g*&.

Definicao 4.0.11 Dado dois fibrados vetoriais € e n com o mesmo espaco base M, de
forma que E(n) C E(¢). Diremos que n é um Subfibrado Vetorial de & se para cada
x € M a fibra F.(n) for um subespaco vetorial da fibra F,(§).

Proposicao 4.0.12 Seja f : € — n um morfismo de fibrados vetoriais suaves sobre a

variedade suave M. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1. Im(f) € subfibrado de n;
2. ker(f) € subfibrado de &;
3. as dimensoes das fibras de Im(f) sdo localmente constantes.
4. as dimensoes das fibras de ker([f) sdo localmente constantes.

Definicao 4.0.13 Se £, 1 sao dois fibrados vetoriais sobre a mesma variedade suave M,

definimos pela soma direta £ & n como sendo o fibrado vetorial com:
1. Espago Total: E(S ®n) = {(e1,e2) € E(&) X E(n) | pe(er) = pple2)}
2. Projecio: p: E({ ®n) — X com pler,ezx) = pe(er) = pyle2)
3. Fibras: F.(§®n) = F.(§) x F.(n)

Proposicao 4.0.14 Qualquer subfibrado vetorial suave n de um fibrado vetorial £, sobre

uma variedade suave M, é um somando direto.

A demonstracao desta proposicao, em si, é idéntica a enunciada anteriormente, vale
ressaltar aqui que como M ¢ variedade suave teremos uma particio da unidade suave.

Que, quando adicionada a demonstracao anterior, nos da o resultado em questao.

Definicao 4.0.15 Dado um fibrado vetorial & sobre M, defina
') ={s: X = E(&) | s € suave}

FEste conjunto é um C*°(M)-Mddulo, dito Médulo de Segdes de &.
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Para verificar que I'(¢) ¢ um C*°(M)-médulo basta definir as operagoes:
(1) (s1+ s2)(x) = s1(x) + sa2(x) com sy, 85 € ()
(i) (a-s)(x) = a(x)- s(x) com s € ['(€) e a € C(X)

Por relagdo de suavidade de secoes, (s; + s2) e (a - s) serdo trivialmente suaves,
consequentemente (s; + s2) € ['(§) e (a-s) € I'(§).

Lema 4.0.16 Sejam £ um fibrado vetorial sobre variedade suave M, U vizinhanca de x
es: U — FE(&) uma se¢io de & sobre U. Entdo existe uma segdo s € 1'(&) tal que

s'(y) = s(y) para todo y numa vizinhanga de x.

Demonstracao: Novamente a demonstracao segue idéntica a enunciada anteri-
ormente. Aqui, pontua-se a escolha da fun¢ido f: M — [0, 1], pois esta deve ser suave, e
nao apenas continua. Dado U vizinhanca de x e s como descritos acima, temos que M é

normal portanto existem V' e W, vizinhancas de x, tal que

Assim, definimos @
w(x
e e
onde pu(z) =inf{|x—y |,y € W}ev(z) =inf{|z—y |,y € X=V}. Como W e X —V sio
fechados, logo 1 e v estao bem definidas, pois sempre existirao tais infimos. Facilmente
vé-se que p e v sdo suaves, consequentemente [ serd suave, e possuird a condi¢do f(x) = 0,
Vre X —Ve f(x) =1, Yo € W, portanto temos que s’ : X — ¢ definida por

S,(x){f(x)s(x) , vel
0 , xelU

satisfaz o Lema, onde s’ = s em na vizinhanca W. ]

Coroléario 4.0.17 Seja & um fibrado vetorial sobre a variedade suave M. FEntdo para
qualquer x € M ezistem secoes sy, ..., 8, € ['(§) que formam uma base local numa vizi-

nhanca U de x.

Proposicao 4.0.18 Dado um fibrado vetorial & sobre variedade suave M, temos que £ é

trivial se, e somente se, 1'(&) € um mddulo livre.

Corolario 4.0.19 Sejam & e n fibrados vetoriais sobre a variedade suave M. Se f,q :
& — n sao morfismos de fibrados e I'(f) = 1'(g) : ['(&) — I'(n) entdo [ = g.
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Lema 4.0.20 Sejam & um fibrado vetorial sobre a variedade suave M e s € I'(£). Se
s(x) = 0 para algum x € M, entdo existem segoes sy, ..., s, € I'(§) e elementos ay, ..., ax €
C®(M) com a;(x) =0 para i =1, ...k tal que s = > a;s;.

Corolario 4.0.21 Seja [, o ideal, bilateral, de C™°(M) formado por todos a € C*(M)
com a(x) =0, entdo I'(&)/1.1'(&) ~ F.(¢).

Teorema 4.0.22 Sejam £ e n fibrados vetoriais sobre a variedade suave M. Dado qual-
quer aplicagio C™(M)-linear F : 1'(¢) — I'(n), entdo existe uma unica aplicagdo K-
fibrado-linear f : & — n tal que = T(f).

Corolario 4.0.23 Se & e n sao fibrados vetoriais sobre a variedade suave M, entao & ~n

se, e somente se, I'(€) =~ ['(n).

4.1 Grassmanniano

Nesta se¢do veremos o primeiro passo para que o resultado de Swan (1962) valha
também para variedades suaves. Vejamos como Nestruev (2003) define o espaco Gras-

manniano e o fibrado Tautologico:

Definicao 4.1.1 Define-se o Espago Grassmanniano G, j, com k < n, como o con-

junto de todos os planos k dimensionais de R™ passando pela origem O.

O espaco G, ¢ uma variedade suave com dim G, = k(n — k). Para verificar este
resultado considere o sistema cartesiano em R” como sendo (x4, ..., z,), considere U como

sendo o conjunto de todos os k-planos dados, neste sistema, pelas equagoes
k
Lhyi — E Qi35 1= 1,...,n—k
=1

Agora considere p : U — R¥"=) tal que para cada k plano L € U, tem-se que

p(L) = (am, ey Al ks ooy Ap—k 1y« an_hk)

Trocando-se a ordem do sistema cartesiano, cobrimos todo G, ; com tais U. A com-
patibilidade das cartas em U; N U, provem da relacao de mudanca de base, que é um

isomorfismo. Portanto G, é variedade suave.

Definicao 4.1.2 Define-se por Fibrado Tautologico ©,,, como sendo o fibrado sobre
o Grassmanniano G, onde o Espaco Total é F, . formado por todos os pares (L, x) tal

que x € L € G, . E sendo a proje¢io p: E,, — G,y onde p(L,x) = L.
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Tendo em vista que cada fibra de O, ¢ F(O,x) = L, e este ¢ um plano k
dimensional, portanto cada fibra de © é isomorfa a R*. Seja I = {i1,...,49;} onde 1 < i) <
... < 1x < n, considere agora U; como construido anteriormente, em outras palavras, U
¢ o conjunto de todos os planos que ndo se degeneram ao projetarmos sobre R¥ ~ R*.
Como a projecao é um difeomorfismo, temos que em uma vizinhanca de L, a projecao de
todos os planos nao se degenera, mais precisamente, a projecao nao se degenera em todos
os elementos de U;. Portanto temos uma trivializacio difeomorfa que nos da p=!(U;) ~
U x R,

Vejamos agora que o moédulo de se¢oes do fibrado tautoldgico é finitamente gerado.
~ . . n N
Proposicao 4.1.3 O Fibrado Tautologico ©,, ) € gerado por k <k> segoes.

Demonstragao: Considere 9 ,, sendo o espaco de todas as matrizes de ordem
(k x n) com posto k. Dados uma matriz M € My, e uma J-upla J = (j1, ..., jx) onde
1 <71 < ... < jr £ n, defina M; como a matriz de ordem %k x k formada pelas colunas
de M com indices jq, ..., jr. Assim, como M tem posto k ao menos uma matriz M terd
determinante n&o nulo, portanto >, det*(M;) > 0.

Agora, fixado uma [-upla I = (i1, ...,49x) defina a seguinta fungdo sobre My,

o det(M])
M) = S e ()

Como det é uma aplicacao suave, e visto que v esstid bem definida para todo M, temos

que v também sera diferenciavel, além disto dado qualquer N € G L{k,R) temos que:

(N M) — det(NM;)  det Ndet(M;) (M)
! TS det’(NMy) S, det? Ndet? (M) det N

Considere Maty,, o conjunto das matrizes de ordem k x n, e defina my : My ,, = Maty,
por:
m](M) = V](M) . adJ(M]) -M

Esta aplicacio satisfaz a relagdo m;(NM) = m;(M) para qualquer N € GL(n,R), facil-
mente vemos isso:
my(NM) = v (NM) adj(NM;)NM

mi(NM) = ”fe(M ) adi(M;) adi(N)N M

(VD) — YLD ) det(V) M
m](NM) — V](M) adJ(M])M — m](M)

Temos m; diferencidvel, pois é produto de diferencidveis. Além disto, temos ainda

que se det(M;) # 0 entdo my(M) € 9 caso contrario m;(M) é a propria matriz nula.
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Agora considere a aplicacdo ¢ : My, — Gy, de forma que (M) é o subespago
de R™ gerado pelas linhas de M. Se M e M’ forem tais que ¢)(M) = ¢»(M') entdo existira
N € GL(k,R) tal que M’ = NM, para tal basta ver que as linhas de M e M’ formam,
cada um, uma base para o subespaco gerado, assim N ¢é a propria matriz mudanca de
base. Assim sendo, temos

P(mi(M)) = (M) = det(M5) 7 0

Pois caso este determinante fosse nulo, entdo o espaco gerado seria nulo, em outras pa-
lavras se det(M;) = 0 entdo ¢(M) se degeneraria sobre a proje¢io nas coordenadas I.
Assim sendo, se ¢p(m(M)) = (M) temos que (M) ndo se degenera sobre a projecio
nas coordenadas [, portanto pertence ao aberto Uj.

Por fim definimos as se¢oes do fibrado tautolégico como:
Sri Gk,n — Bk

Definidas por:
s74(L) = (i — ésima linha de m (M), L)

Onde M é qualquer matriz de 9y, tal que (M) = L. Como temos:
(M) = (M) = M = NM = mr(M) =m (M)
Entao s;; estd bem definida. A definicao de my, por ser diferenciavel, nos garante que

s7; também o serd, uma vez que a i—ésima coordenada de m (M) pode ser vista como

) n
uma projecdo. Assim sy, é secao suave do fibrado tautologico ©y,. Como existem <k>

I-tuplas e k linhas em cada matriz m;(M) logo temos k Z secoes da forma s/, 1.

A fim de verificar que as se¢oes sy; geram 1'(0y,) basta ver que dados s : Gy, —
E.re L € Gg,, temos que L pertencerd apenas aos abertos U onde L nao se degenera

na projecao sobre as coordenadas /. Assim temos
S(L) =Y ar(L)spa(L)
I

onde s;;(L) é nulo para todo I tal que L ¢ Uy e a;;(L) sdo os coeficientes da combinacao
obtida quando olhamos x sabendo que x € L. [
Nota-se ainda que a combinacao, descrita na demonstracdo acima, nao é tnica,

uma vez que L pode, e pertencerd, a mais de um aberto Uy.
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4.2 Variedades Suaves Conexas

Agora enunciaremos uma das proposi¢oes mais importates deste capitulo:

Proposicao 4.2.1 Dado um fibrado vetorial suave £ sobre uma variedade suave M co-

nezxa, entio Ee € induzido por um fibrado tautoldgico.

Demonstragao: Primeiramente considere dim M = n e dim F,(§) = k Vo € M,
logo dim E; = n + k, isto é possivel pois M é conexo. O Teorema da Imersao de Whitney

nos garante que existe uma imersao
P By — RHH

Onde
dap : T.Fe — Ty R* )

é injetora para todo z € L.

Considere a sequinte aplicagao:
Do : R2(n+k) SN R2(n+k)

pa(V) =v—a

Como sendo a translacao linear, facilmente vé-se que d,p, = ud.

Agora considere a aplicagao
dZ(pw(z) o @b) : Tz(Eg) - TOR2(n+k)

Esta aplicacao pode ser vista de uma forma bem simples, quando fixado 2z temos que a
aplicagao py ()01 faz a imersao de ¢ em R ) tal que 2 é levado na origem, ao tomarmos
o espaco tangente em z e considerando T,(F,(£)) como sendo o espago tangente da fibra
de z em (z,0) a origem de F,(§), temos que T,(F,(§)) é levado injetivamente em um

subespaco vetorial k-dimensional, uma vez que

dim P, (€) = dim T, (F.(6)) = dimd.(pycs) o ) (T.(FL(0)) = k

Tendo em vista as aplicacoes definidas acima, definiremos a aplicacao ¢, comumente

chamada de Aplicacao de Gauss, como sendo:
g M — G2<n+k)7k
Tal que para cada z € M, tem-se:

9(2) = d:py() © PITAFL(E)))
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Ou seja, g associa a cada z € M a imagem do subespago T,(F,()) através da aplicagio
d.(py(z) © 1). Como dito anteriormente, tem-se d,p, — id e d,i) injetiva, portanto a
composicao d,(py() © ¥) serd injetiva, assim a imagem do subespaco T,(F.(£)) serd um
ponto de Gagnir) k-

Por fim temos que a aplicacao

9§ — Oopnii)k

g*(e) = (9(2), d:(pu(z) 0 ¥)(e))

com z = p(e), nos da o resultado do Teorema, uma vez que o diagrama

Ee — Bapnyiyk

pl l

M —% Gopmiiy i

Comuta, ou seja, (mo g*)(e) = (g o p)(e). |
Este resultado nos garante que existird um conjunto de se¢oes geradores do fibrado

vetorial sobre a variedade suave conexa, vejamos:

Corolario 4.2.2 Dado um fibrado vetorial suave £ sobre uma variedade suave M coneza,

entdo 1'(§) € finitamente gerado.

Demonstracao: Temos pela Proposicao 4.2.1 que £ é induzido por um fibrado tauto-
16gico Oz ik k, Onde dim M = n e dim F,(§) = k, e pela Proposi¢ao 4.1.3 temos que

2(n+ k)

I'(©g(n1k)k) € gerado por m = k - secoes. Sejam tq, ..., 1, tais secoes.

A Deftinicao 4.0.10 de fibrados induzidos, nos diz que £ ~ ¢*© de forma que
e B = {(2,0) |2 € Me € Fy(©))

Pelo Corolario 4.0.23 temos que

Além disto, as se¢oes definidas por s;(x) = (x,t;(x)) sdo suaves, para i = 1,...,m, e
geram ['(E). Consequentemente, como ['(§) ~ I'(F), temos que existem, a menos de um
difeomorfismo, m se¢bes Sy, ..., S, € ['(§) que geram este modulo, isto é possivel uma vez
que se ndo existissem tais se¢oes 5; a afirmacdo ['(§) ~ ['(E) seria um absurdo. Assim,
temos ['(¢) finitamente gerado. |

Este resultado faz um papel importantissimo na continuacao deste estudo, uma vez

que o fato de este modulo ser finitamente gerado esta diretamente ligado com o enunciado
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do teorema em que temos P um moddulo projetivo finitamente gerado isomorfo a um
modulo de secoes de um fibrado vetorial sobre uma variedade suave.

Vejamos agora que o teorema de Swan continua valido ao trocarmos a hipotese de
espaco Hausdorff compacto para variedade suave.

Teorema 4.2.3 Seja M variedade suave conexa. Entdo um C°(M)-mddulo P é isomorfo

a um médulo na forma () se, e somente se, P é finitamente gerado e projetivo.

Demonstragao: (=) Suponha que P =~ ['(£) com ¢ fibrado vetorial suave sobre
M. Pelo Corolario 4.2.2 temos que ['(¢) é finitamente gerado, sejam sy, ..., s, seus gera-
dores. Agora considere ( = M x K™, portanto I'(¢) ¢ um C*(M)-mdbdulo livre de posto
m, sejam ey, ..., ey, geradores de ['(¢). Defina o homomorfismo

F:T(() — T'(©) onde F(e;)) = s, parat=1,....,m

Como sy, ..., 8y, geram ['(€), temos que F' é epimorfismo. Assim pelo Teorema 4.0.22,
existe uma tnica aplicagdo f : ( — £ tal que F' = I'(f). Como F é epimorfismo, entdo f
também o serd. Portanto pela Proposi¢io 4.0.12 temos que ker(f) e Im( f) sdo subfibrados

de ( e & respectivamente. Assim, temos que

(= ker(f) @

Onde n ~ Im(f). Consequentemente temos,

[(¢) = I'(ker(f)) @ I'(n)

Com I'(n) ~ I'(Im(f)). Por fim, como ['(n) é somando direto de um médulo livre, portanto
este é projetivo, e como ['(n) ~ I'(Im(f)) ~ P temos P projetivo e finitamente gerado,
pois I'(Im(f)) = ['(§) que é finitamente gerado.

(<) Suponha P projetivo finitamente gerado, suponha m geradores. Logo, pela
Proposi¢io 1.3.5, P é isomorfo & um somando direto de um C*(M)-moédulo livre finita-
mente gerado, ou seja, ['(() =Q ® P com P~ P' e ( = M x K™ fibrado trivial. Defina
g : I'(¢) = I'(¢) por g(q +p') = p/, assim g serd um endomorfismo idempotente com
P =~ im(g). Assim, pelo Teorema 4.0.22, existe f : ( — ¢ com I'(f) = ¢g. Como ¢* = ¢
logo temos

L) =T e T(f)

Que pela definicao de I' é
L(f)=T(fof)

E pelo Corolario 4.0.19 temos f = f2. Assim, como [ = f? temos que [ |p, () serd uma
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projecio de F,.(() para todo x € M, ou seja,

12(Q) = Im(f ) @ ker(f [ru(0)

Chamando £ = Im(f) e n = ker(f) a equagdo acima fica

Fo(Q) = Fo() & Faln)

Por fim, utilizaremos a Proposicao 4.0.12, para mostrar que £ e n sao subfibrados vetoriais
de (. Para tal, vejamos que se dim F,(Im(f)) = k entdo existirA uma vizinhanga U de
x onde dim F,(Im(f)) > k para todo y € U, e de forma anéloga, tendo em vista que
ker(f) = Im(id — f), tem-se que se dim F,(ker(f)) = h entdo existird uma vizinhanca V'
de x onde dim F, (ker(f)) > h para todo y € V. Assim para todo y € W =U NV tem-se

dim F,(Im(f)) + dim Fy,(ker(f)) > k + h
Mas F,(() = F,(§) @ F.(n) para todo z, portanto
dimF,(() > k+h

Reduzindo a vizinhanca W temos que pelo fato de ( ser fibrado, em uma vizinhanca W’

de z as fibras tem dimensdo constantes, temos dimF,(() = dim F,({) = k + h, portanto
dim F,(Im(f)) + dim I, (ker(f)) =k + h

Assim, como h e k sdo constantes em W' temos que a dimensao das fibras de £ e 7 sdo
localmente constantes, que nos garante que & e 1 sao fibrados vetoriais. A fim de verificar

o resultado do Teorema, vejamos que

(=¢en =  TO=TEaln

Como I'(() é livre temos que 1'(¢) é projetivo. Por outro lado tinhamos que P ~ Im(g)
onde g = I'(f), portanto Im(g) = Im(I'(f)) = ['(¢) logo P ~ I'(§) u
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Capitulo 5
Exemplos

Neste capitulo trabalharemos alguns exemplos sobre modulos de secoes, utilizare-

mos as construcoes anteriores para verificarmos que estes médulos sao ou nao projetivos.

5.1 Moébdulo de Secoes de 1'S”

No exemplo 2.2.5 mostramos que 7'S? é fibrado vetorial sobre S2, que ¢ basicamente
formado pelos planos tangentes a esfera em cada ponto x € S?. Mostramos que cada plano

é gerado pelos vetores

of of Fu.) 2u 20 u? ot -1
- L u,v) =
ou’ ov’ ’ w1 w2+ 17w+ 41

s1(x) = <x,g—£> o osla) = <x’%>

Geram todas os planos tangentes exceto em x = (0,0, 1) que ndo faz parte da imagem de

Assim as secoes

[, ou seja, sy e sp estio definidas apenas em S? — {(0,0,1)}, mas podemos extender s; e

s, para S? fazendo:

af of
51(2) <x, %> , sex#(0,0,1) ; 52(2) <x, %> , sex #£(0,0,1)
(z,0), sex=(0,0,1) (,0), sex=(0,0,1)

Estas secoes serao continuas, pois

lim si{x)= lim so(x) = ((0,0,1),0)

z—(0,0,1) z—(0,0,1)

Uma vez que

lim )sl(x)< lim 2, lim or

2—(0,0,1 2—(0,0,1)  x—(0,0,1) Ou

> =((0,0,1),0)
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Assim teremos s; e sy definidas em toda a esfera S2, se repetirmos o processo para

a funcao

2u 2v u? +v* -1
gluv) = <_u2+v2+ D@t U @Rt 1>
E da mesma forma como definimos s; e sy poderemos definir s3 e s;, porém estas estarao
apenas definidas em S? — {(0,0, —1)} e analogamente extenderemos sz e s4 para todo S2.
Assim teremos como consequéncia desta construcio que {s;(x), s2(x), s3(x), s4(x)} serdo

geradores de I, (T'S?) para todo x € 52, o que implica em dado s € ['(T'S?) tem-se

4
S — E a;8;
i=1

com a; € C(T'S?) parai = 1,2,3,4. Ou seja, {s1, 82, 53, 54} geram I'(T'S?), porém nao de
forma tinica, pois caso o fosse teriamos que pela Proposicio 2.4.3 o espaco T'S? seria um
fibrado trivial o que nos daria que {si(x), s2(x), s3(x), s4(x)} seria base para cada fibra,
o que nio ¢ verdade. Temos que T'(T'S?) ndo ¢ livre pois T'S? nao é paralelizavel, este
resultado é muito forte, na verdade T'S™ s6 serd paralelizavel se n = 0,1,3,7 e nestes
casos ['(T'S™) & livre.

Agora iremos verificar, utilizando como exemplo o espaco tangente e o espago

normal a esfera S™, que em geral se tivermos
Fl @ Ml — F2 @ M2

Onde F| ~ I, sao modulos livres, nao necessariamente teremos M; ~ M.

Exemplo 5.1.1 Considere o espaco tangente a esfera S™ C R*!
B(r) =TS5" = {(z,v) [z € 5", v € T,5"}

Onde T,5™ € o conjunto dos vetores tangentes a esfera. De forma andloga ao caso de
TS?% ¢ possivel mostrar que em cada v € S™ existe uma trivializagdo local, basta utilizar
as projecoes estereogrdficas f:R™ — S™ — {(0,...,0,1)} e g : R* — S™ — {(0,...,0,—1)}

2y 2u, |ul*—1
flu) = T T T T
lul? + 1 lul2 + 17 Jul2 + 1

2y 2, Ju|? = 1> (5.1.1)

g(u) = TR U WP U u

onde u = (Uy, ..., Up).

Agora considere o espago normal a mesma esfera

EWw)={(x,v) | x € S"v=Ax, ) € R}
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Tem-se v trivial, uma vez que na aplicacao

¢p: UxR — p Y U)
(x,A) — Az

é continua com inversa continua e U C S™ pode ser tomado como S™. Ou de forma
equivalente temos que a se¢do s'(x) = (x,x) gera o mddulo de se¢oes de T'(v), pois dado

s € I'(v) tem-se que s(x) = (x,g(x) - x) com g fungdo continua, logo

s(a) = (z,9(x)) = g(2) - (z,2) = g(x) - §'()

Portanto s = g - §', que nos dd I'(v) mddulo livre, consequentemente v fibrado trivial.

Agora considere o fibrado ( = 7 & v, temos que cada fibra de ( € da forma:
F(¢) = Fo(r) & Fo(v)

e por construcdo F,(7) € o espaco T,S™ enquanto que F,.(v) € o espago normal a S™ em
x, portanto
Fm(o =R

assim, dado a base {ey,...,e, 1} de R" temos que as segoes da forma

s (5.0 (5.1.2)

sao continuas e geram todas as fibras de ( de forma vnica, portanto { serd fibrado trivial

onde
E(¢) ~ 8" x R*

Como construido acima, E(v) é formado pelos pares (x,u) € S™ x R™"! onde u é

multiplo de x, sendo assim podemos fazer a projecao de ( sobre v através da aplicagdao:

f(x,u) - ('x? <x,u> $)

Sendo (x,u) = Y, x;u; o produto interno.
Como dito as secoes de 5.1.2, geram todas as fibras de forma inica, logo tais se¢oes

geram também 1'((). Assim vejamos que
(fosi)(z) = (z, (x,s:(x)) - x)
(fosi)(z) = (z,(x,e) @)
(fosi)(x) =(z,z; - x)
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(f o si)( $z< Zx]6]>
(fosi)( fszxjxe]

(f o si)( —szx]S]

Portanto temos fos;, = x; Zj xjs;, € como as segoes s; geram I'(() entdo toda aplicagdo
sobre T'(¢) poderd ser definida através de polinémios.

Considere entao o anel
A =R(xg, ..., xn) /(x5 + .. + 22— 1)

como sendo o conjunto das classes de todos os polindmios de R™! idénticos sobre a esfera
S™. Certamente temos A C C(S™).
Agora considere ' como um A-mddulo livre com geradores si,...,8,41. Defina

g: ' — F como
n+1

(50) = i Y w;s,
=1
n+1
g(si) =y <$z > xﬁj)
j=1

n+1
g (si(x)) = g <xizszj> (z)

n+1

T)) = 4 Z%’g (si(x))

tem-se g idempotente, pois

Aplicando em x € S™

Pela definicao de g
n+1 n+1
x)) = w5 ij <xj Z%Sk(ﬂf))
j=1 k=1

n+1 n+1

*ng E l"kSk
=1

Como x € 8™ tem-se
n+1

) = x5y awsela) = glsi)(@)

Assim, pela mesma construgdo do Teorema 3.3.4, temos que F = P @ Im(g) com

P = ker(g), portanto P € projetivo. Além disto, temos também que Im(g) € livre, uma
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vez que sendo id a fungao identidade temos que

n+1 n+1
g(id(x)) =g <Z xisi(x)> = ing(si(x)), Vo e S”

n+1 n+1 n+1
g <Z $15z($)> = Zl’? Z$j8j(l’), Ve e "
i=1

i=1  j=1

n+1 n+1
g <Z x,s,(x)) = ijsj(x), Vo e S™
i=1 j=1

que nos dd g(id) = id, ou seja, g(s;) = x; - id o que implica em Im(g) finitamente
gerado, portanto livre.

Por outro lado, temos que C(S™) @ P € projetivo, pois C(S™) é gerado pela funcgdo
identidade enquanto que P € gerado por 2n polindmios obtidos através das funcgoes f
e g definidas em 5.1.1. Portanto C(S™) @5 P € gerado por 2n elementos, logo temos
C(S™) @p P = (1) que € projetivo. Ou seja, por um lado temos que

Q) =T'(r) el
Onde I'(v) é mddulo livre e I'(7) = C(S™) @a P que é projetivo. Por outro lado temos que
Q) =T el
onde 7y € o fibrado trivial definido por E(y) = S™ x R™. Portanto, temos que
Fy)eT(v)=T(r) e (v)
Mas, isto nao necessariamente implica em
D(3) ~ D(r)

uma vez que na esfera, se n # 0,1,3,7, a esfera nao € paralelizdavel, implicando no fibrado

T nao podendo ser livre.

O fato utilizado neste exemplo de tomar C(S™) @y P ~ ['(r) com A C C(S™)
¢ muito Gtil em outros casos, pois em geral é muito dificil construir moédulos projetivos

tomando todo o anel de funcoes continuas.
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5.2 Mobdulo Projetivo nao Finitamente Gerado

Nesta secao, contruiremos um moédulo projetivo ndo finitamente gerado. Este
exemplo foi criado por Kaplansky e trata de um submodulo do anel de func¢oes continuas
no intervalo [0, 1]. Primeiramente precisaremos dos seguintes resultados dados por Bott
e Tu (1982):

Teorema 5.2.1 Suponha X espaco Hausdorff Compacto, Y espaco topologico qualquer e

€ fibrado vetorial sobre Y. Se f,g: X — Y sao aplicagoes continuas e homotdpicas entao

&= g€

Demonstragao: Seja F': X x [0,1] — Y uma homotopia entre f, g, como enunciadas

no teorema, onde
F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(x), Ve X
Considere, a cargo de simplicidade, F' da seguinte forma
fi(x) = F(x,t), V(x,t) € X x [0,1]

assim fo = fe fi1=g.

Seja F*¢ o fibrado induzido pela homotopia F' sobre X x [0, 1].

Considere também as aplicagoes 71 : X x [0,1] = X ez : X x [0,1] — [0, 1] como
sendo as projecoes nas respectivas componentes.

Agora, suponha que para algum ¢y temos que fr¢§ ~ n, onde n é algum fibrado
vetorial sobre X, considere 7in o fibrado induzido por 7y sobre X x [0,1]. Como X é
compacto, temos que tanto X X {{y} quanto X x [0,1] serdo compactos, logo existem
finitos abertos

Wi, ..o, W, € X x [0, 1]

que cobrem X X {tq}, consequentemente os conjuntos {m(W;)}, serdo abertos e cobrem
X. Por outro lado, é possivel construir uma cobertura finita {U;}?_, de X composta por
trivializacoes locais ¢; : p~1(U;) — U; x K™ Assim definindo

Vij =71 (U) N W

temos que existirdo n - m abertos V; de forma que {V;} cobrem X X ty5 e 7(V) sdo tri-
vializagoes locais de 1. Agora, os conjuntos mo(V;) serdo abertos em [0, 1] contendo ¢,

portanto existird o > 0 pequeno o suficiente tal que

(to — 6,t0 + 6) C ma(Vi), Vi=1,..,n-m
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assim temos que

XX(to—é,to*Fé)CUV;
i=1

Ou seja, temos que f¢ € isomorfo a  que por sua vez é isomorfo a 7yn quando
fixamos neste ultimo ¢ = ¢;. Assim, utilizando o Lema 2.2.8 podemos reduzir ¢ de forma
que as trivializagoes {V;}, que a principio sdo apenas trivializacoes de f£ ¢, sejam também
trivializacoes de f;¢ para todo t € (tp — 6, to + 9).

Assim para cada ty € [0, 1], podemos construir uma faixa X X (tg — 9,4o + ¢), onde
Ji& ~ fi€ para todo t € (lo — d,1p + ). Passando a uma subcobertura finita, pois [0, 1]
é compacto, e levando em considera¢do que [0, 1] é conexo temos que n ~ f}¢ para todo
t € [0,1]. Particularmente temos que f*¢ =~ g*¢. |

Corolario 5.2.2 Se X ¢é contrdtil, entao todo fibrado vetorial sobre X ¢ trivial.

Demonstracao: Seja £ fibrado vetorial sobre X, logo se considerarmos as apli-
cagoes [ : X — X com f(x) = x, a identidade, e g(xr) = ¢ para algum ¢ € X, temos
que por X ser contratil f e g sdo homotopicas, e pelo teorema anterior f*¢ ~ ¢*¢ onde
g &~ |0,1] x F.(&) é trivial. u

Agora vejamos o exemplo de Kaplansky, de um moédulo projetivo nao finitamente
gerado, dado por Lam (1999):

Exemplo 5.2.3 Considere X como sendo o intervalo 0,1], e seja M o seguinte C(X)-
modulo:

M=1{feCX)]| fx)=0,Yrc0,c),ccR}

em outras palavras, M € formado pelas fun¢oes que se anulam em uma vizinhanca de x.

Agora considere o sequinte conjunto de fungoes {bg}tren:

1
0, 0<xr<-=
bi(z) = | | 2 (5.2.3)
2r+=, -<zx<l
x+2, 2_3:_
(0 0< !
| =TT
1 1
2 _ . < —
(k* +k)x — k, k+1_x<
bi(x) — (5.2.4)
1 1
2 < -
(k* —k)x + k, PSS
0 <
L ) k—l_x_

Graficamente temos:
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Y

0 1 1

1
k+2k+1 Kk k-1

Nestas condigées, para cada x € |0,1] temos que ezxistirdo apenas duas fungoes da
forma by, onde by(x) # 0. E como consequéncia da defini¢do, sendo b, e b,y1 as funcoes
acima descritas, para um n fizado, temos que (b,(x) 4 b, y1)(x) = 1, como bi(x) = 0 para

todo k # n,n + 1, logo concluimos que

Zbk(x) =1, YV e [0,1]

i>1

Além, disto temos também que b, € M Yk € N, pois by(x) = 0 se x € [0, =)

Assim, podemos definir as aplicacoes
a : C([0,1]) — C([0,1])

com ap(f) = ¢ - f, onde ¢, = \/b. Desta forma dado f € M temos

Portanto f = Y crap(f). Note que ¢, € M, para k € N e a; pertence ao dual

de M. Assim, pelo Lema da Base Dual, temos que M ¢é um mddulo projetivo. Pela
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construg¢do acima, vemos que M ndo pode ser livre, pois a combinag¢io f = > cpar(f)
nao € unica para a aplicagao nula, pois dado qualquer f € M temos que existird um k
suficientemente grande onde % < e donde f-br = 0.

Agora, por outro lado, vemos que M nao pode ser finitamente gerado, pois se o
fosse entdo teriamos M ~ ['(&) onde £ é um fibrado vetorial sobre |0,1]. Mas todo fibrado
sobre [0, 1] € trivial, pois [0, 1] € contrdtil, o que nos diz que I'(§) € livre, portanto teriamos

M livre, o que é um absurdo. Assim, temos M maodulo projetivo nao finitamente gerado.

5.3 Mobdulo de Secoes da Projecao de um Fibrado Ve-

torial

Considere o fibrado & com o mesmo espaco total do Exemplo 2.1.2:

E(¢) = {(x,y,z) € R? | y cos (%) = zgin (%) ,—1<x< 1}

Como wvisto, & € vetorial, e além disto é trivial, pois temos E(&) ~[—1,1] x R.
Considere também o fibrado trivial n onde E(n) = [—1, 1] x R. Podemos identificar

E(n) por
E(m) ~{(z,y,2) eR* |y =0,-1 <z <1}

Assim, podemos definir um morfismo [ : E(§) — E(n) da sequinte forma:

f(xPyPZ) - (xﬂyﬂo)

A proje¢io no plano xz. Facilmente vemos que se x = 0 entdo f(0,y,2) = (0,0,0), pois

em E(§) temos que x = 0 implica em
y cos(0) = zsin(0) = y=0

Ou seja, Im(f) é o fibrado sobre |—1,1] com F,(Im(f)) = R sex # 0 e F,.(Im(f)) ~
{(0,0,0)} se x = 0. Que ndo é vetorial, pois as fibras numa vizinhanga de x = 0 ndo sdo
constantes.

Veja agora que para podermos aplicar o Teorema 3.3.4 € extremamente necessdrio
que Im(f) seja fibrado vetorial, pois primeiramente veja que se tomarmos uma segdo
s € I'(§) com certeza teremos [ os € I'(Im(f)), porém neste caso o funtor I' ndo possui

um bom comportamento. Veja que 1'(&) é finitamente gerado por uma tunica se¢do, seja
ela s: [—1,1] = E(£). Logo (I'(f))(s) = fos e '(Im(f)).
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Considere agora t : |[—1,1] — E(Im(f)) como sendo a aplicacdo:

ain (1) 7(sta) w40

t(x) = x
0 , =20

Como a fungdo seno € limitade e s(x) — 0 quando x — 0 temos que t(x) — 0 se
x — 0 portanto t é continua em x = 0, e consequentemente t € ['(Tm(f)).

Como 1'(€) € finitamente gerado, logo Im(I(f)) também o é, pois deve ser gerado
por fos, e temos também que Im(I'(f)) C I'(Im(f)). Mas veja que a aplicagdo t €
I'(Im(f)) ndo pertence a Im(I'([)), pois se pertencesse t(x) = a(x)- (f o s)(x) para algum

: : ) (1 L ]
a € C([0,1]), isto sd seria possivel se a(x) =sin | — | que ndo é continua em x = 0.
x

Perceba que o mdodulo I'(Im(f)) pode ser representado como

P(Im(f)) =~ {g € C([=1,1]) [ ¢(0) = 0}

Este modulo nao serd projetivo finitamente gerado, pois caso o fosse seria isomorfo a um
mddulo de segoes 1'(¢) para algum fibrado vetorial { sobre |—1,1], mas isto significaria
que C € trivial, pelo mesmo resultado do exemplo anterior. Portanto I'(Im(f)) deveria ser
mddulo livre, entdo suponha que existam fi, ..., fr € U(Im(f)) que geram unicamente cada

elemento deste mddulo. Mas isto € um absurdo, pois na combina¢ao

ap - fi+ ..o tag- fr

onde a; € C(|—1,1]), se tomarmos a1 = f1+ fa, az = fo — f1 € a; = 0 para i > 2 temos o

elemento

g=(+f2) it (fo=f1) fo

que com certeza pertence a I'(Im(f)), porém se tomarmos a; = fi, ax = fo e a; = 0 para

1> 2 temos o elemento
h=fi-fi+ for fa

que € o mesmo elemento g anteriormente construido, portanto fi, ..., fr ndo admite uma
base finita de geradores, consequentemente I'(Im(f)) ndo é projetivo finitamete gerado,

apesar de Im(f) ser a projegdo geométrica do fibrado & em n.
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