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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo de Circulos. No primeiro capitulo, apresentamos
os conceitos basicos da Geometria Euclidiana e seus principais teoremas, em particular, o
Teorema de Euler. Nos outros capitulos estudamos os Circulos de acordo com a abordagem
de C. Breard. Apresentamos as Familias de Circulos Tangentes, Familias de Circulos de Pon-
celet, Familias de Circulos de Apolénio, Familias de Circulos Ortogonais e suas propriedades.
Para concluir o estudo apresentamos algumas construcoes em Geogebra.

Palavras chaves: Circulo, Familia de Circulos,Teorema de Euler, Geogebra.



ABSTRACT

In this work we present a study of circles. In the first chapter we listed the basic concepts
of Euclidean Geometry and its main theorems, in particular, Euler’s theorem. In the other
chapters we study the circles according to the C. Breard approach. We present the Families
of Tangent Circles, Families of Circles of Poncelet, Families of Circles of Apollonius, Families
of Orthogonal Circles and their properties. To finish the study we present some constructions
in Geogebra.

Keywords: Circle, Families of Circles, Euler’s Theorem, Geogebra
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1 Introducao

Afirmacoes sobre a origem da matematica, seja da aritmética seja da geometria sao bas-
tante arriscadas, pois os primérdios sao mais antigos que a arte de escrever.

Para informacoes sobre a pré historia dependemos de interpretacoes baseadas nos poucos
artefatos que restaram, de evidéncias que a antropologia moderna nos oferece. Herodoto e
Aristoteles nao quiseram se arriscar a propor origens mais antigas que a civilizacao egipcia,
mas a geometria que tinham em mente tinham raizes mais antigas. Her6doto mantinha que a
geometria se originava no Egito, pois acreditava que tinha surgido da necessidade pratica de
fazer novas medidas de terras apos cada inundagao anual do vale do rio. Aristoteles acreditava
que a existéncia no Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é que tinha conduzido ao
estudo da geometria. O fato dos gedmetras egipcios serem as vezes chamados de "estiradores
de corda", pode ser tomado como apoio de qualquer das duas teorias. O homem neolitico
pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de medir terras, porem seus desenhos e figuras
sugerem uma preocupacao com relacoes espaciais que abriu caminha para a geometria.Seus
potes, cestas e tecidos mostram exemplos de congruéncia e simetria que em esséncia sao
partes da geometria elementar. No periodo pré-historico nao hé documentos, portanto é
impossivel acompanhar a evolu¢ao matematica. A preocupa¢ao do homem pré-historico com
configuracoes e relacoes pode ter origem em seu sentimento estético e no prazer que lhe dava
a beleza das formas.

O ensino da Matematica na forma cientifica surgiu no periodo das antigas civilizacoes
orientais, mas eram destinados a membros previlegiados: os escribas, dos altos funcionarios
e dos dirigentes, sendo considerada uma ciéncia nobre, desligadas das atividades manuais.

O surgimento da Matemaética racional, buscava os principios que regiam os resultados
matematicos, priorizando os estudos teodricos e a desvalorizacao das aplicacoes praticas.

Foi entre os séculos VI e IV a.c na Grécia, que mudancas profundas aconteceram, nao
apenas nos estudos matematicos mas tambem no ensino. Foi nesse periodo que a Matematica
passou a ser elemento fundamental para a formacao do individuo. Esta valorizacao ocorreu
inicialmente pelos Pitagéricos apenas para o circulo fechado dos filosofos e depois ampliada
pelos sofistas.

O aprimoramento da Geometria se deu pelo aparecimento do primeiro sistema axiomético,
escrito por Euclides, no seu livro "Os Elementos", escrito entre 330 a.C. a 320 a.C., um
trabalho que permaneceu sem contestacao até fim do século X71.X.

Euclides baseou o desenvolvimento da Geometria nas chamadas nog¢oes comuns, principios
aceitos por todos os ramos do conhecimento e um grupo de postulados.

Os postulados sao:

I Pode-se tracar uma reta por quaisquer dois pontos.

II Pode-se continuar uma reta infinitamente.

IIT Pode-se descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.
IV Todos os angulos retos sao iguais.

V' Se uma reta corta duas outras retas e a soma dos angulos colaterais internos ¢ menor que
dois angulos retos, as duas retas continuadas infinitamente encontram-se no lado no
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qual a soma é menor que dois retos.

O valor formativo da matematica se iniciou pelos Pitagoricos, que defendiam o poder de
desenvolver o pensamento humano e racional e era destinado apenas para seus seguidores mas
foi difundido pelos sofistas, que associavam este valor as necessidades retoricas, onde quem
quisesse ser bom orador, deveria conhecer ao menos alguns elementos béasicos da Matemaética,
porem s6 nao se chegou a um acordo quanto a profundidade no qual esses estudos deveriam
ser desenvolvidos.

No periodo helenistico, os romanos valorizavam os estudos literarios o que acarretou uma
reducao dos espagos destinados aos estudos matematicos.

Na Idade Média, o ensino essencialmente religioso fez com que os estudos matemaéticos,
praticamente desaparecessem do Ocidente.

A Matemética resurgiu na Grécia, como "Moderna Matematica", associada as aplicagoes
praticas, as artes produtivas, as artes mecanicas, ou seja mais uma vez em resposta as
necessidades praticas da sociedade.

A tensao entre "artes cultas"e "artes manuais"se intensificou na Grécia e o ensino da
Matemaética especialmente por meio das propostas filosoficas dos pitagoricos e dos platdnicos
e o ensino da Matematica passou a ser fundamental as duas.

Por um lado, o ensino ligado a "arte culta", voltada ao raciocinio, baseado na proposta
platonica, interessado na formacao das classes privilegiadas.

Por outro lado, o ensino voltado as "artes praticas", destinados aos membros de uma classe
emergente, privilegiava o ensino das ciéncias praticas, chamadas de "Nova Matematica" !, que
foi desenvolvida nas escolas técnicas de nivel médio e nos cursos superiores técnicos enquanto
a matematica antiga foi desenvolvida nas escolas do tipo secundario e nas universidades.

Até o final do século X1.X, estes dois tipos de ensino foram desenvolvidos em diferentes
escolas, até que se tornou impossivel essa convivéncia, o que enraizou o Primeiro Movimento
para a Modernizacao do Ensino da Matematica. As discussoes educacionais deste século,
nao se limitaram as questoes ligadas a universalizacao e a relacao educacao trabalho. Outros
temas como a laicizacao e a estatizacao da educacao também estavam no centro das discussoes
e foram contemplados de forma variada e em diferentes ritmos pelos sistemas nacionais da
educacao que organizados criaram escolas para todas as camadas da populacao.

A importancia cada vez mais acentuada das ciéncias para o desenvolvimento social, poli-
tico e econdmico , acabou gerando pressao para modernizar o curriculo das escolas secundéarias
e universidades.

A nova proposta de ensino que se seguiu propunha a juncao da Matematica Tedrica
e Aplicada nao apenas para satisfazer as necessidades do desenvolvimento industrial, mas
também para renovar as formas antiquadas de pensamento. Surgem os campos especializados,
a preocupacao com o rigor e a revolugao na Geometria.

O século XIX ficon conhecido como a Idade Aurea da Matematica, porém o rapido
desenvolvimento ocorrido criou uma estrutura enorme e complexa, que deram origem as
publicacoes de periddicos e organizacoes especializadas nacionais e também os Congressos
Nacionais, onde se discutia a Educagao Matematica.

O Brasil participou do 5° Congresso Internacional de Matematica, que ocorreu em Cambridge-
Inglaterra entre os dias 21 a 28 de outubro de 1912, que tinha em pauta algumas questoes

LA nova Matematica se iniciou com Newton em (1642-1727) e Leibniz (1646-1716)
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para melhorar o ensino da matemética, entre eles:

Quais os resultados dos esforcos para remover as barreiras entre topicos como Algebra e
Geometria ou ainda para ensinar os dois ao mesmo tempo?.

Quais seriam os contetidos minimos para o ensino da Geometria Euclidiana?

Qual é o lugar do rigor no ensino da Mateméatica?

Iniciaram-se assim esforcos de matematicos e educadores e de comissoes nao apenas para
as reformas mas também em recolher informacgoes para serem utilizadas nesta reforma, ori-
ginando o 1° Movimento Internacional para a modernizacao do estudo da Matematica.

A percepcao da existéncia de uma Educacao Matematica das escolas secundéarias desvin-
culada da educagao universitaria, levou o comité a sugerir algumas modificagoes.

O Brasil participou das atividades desta comissao, como convidado, mas aderiu ao mo-
vimento alegando a necessidade de aperfeicoamento da organizacao dos estudos, mas as mo-
dificacoes sugeridas seriam apresentadas apenas no Congresso Internacional de Matematica,
que nao ocorreu pois eclodiu a Primeira Guerra Mundial.

As idéias modernizadoras ressurgem e comecam a penetrar no ensino brasileiro s6 em
1928, até entdo, o ensino da Aritmética, Algebra e Geometria eram feitos separadamente.

Foi com a primeira reforma educacional do ministro da educacao e satide, Francisco Cam-
pos, em 1931, que ficou estabelecido o curriculo seriado, a frequéncia obrigatoria, dois ciclos,
um fundamental e outro complementar, no qual o ensino tinha por fim desenvolver a cultura
espiritual do aluno pelo conhecimento dos processos matematicos, habilitando-os ao mesmo
tempo a concisao e ao rigor do raciocinio.

Apesar de nao ser eliminado o estudo da geometria dedutiva, que, entretanto, ficara
restrito a geometria plana, sugeria-se que ele fosse introduzido de forma gradual e tivesse por
base as observacoes intuitivas e a necessidade de uma demonstracao.

A organizacao da Matematica Moderna baseava-se na teoria dos conjuntos, nas estruturas
matematicas e na logica, sendo estes trés elementos responséaveis pela unificagao dos campos
matematicos, um dos maiores objetivos do movimento e para isso enfatizou o uso de uma
linguagem precisa e de justificagoes matemaéticas rigorosas, porém nao se conseguiu resolver
o problema do ensino da Matematica e no final da década de setenta a Matematica moderna
sofreu grandes criticas, entretanto nesse momento as mudancas propostas seriam implantadas
lentamente, devido a forte penetracao do movimento da Matematica Moderna.

Apesar de diferentes, as posi¢oes assumidas pelos dois movimentos de modernizagao ocor-
rida no nosso século influenciaram profundamente o ensino da disciplina daquele momento
em diante.

Ainda hoje sentimos a presenca das duas vertentes nas discussoes teoéricas e na pratica
da educacao matematica.

Em busca de reforcar a importancia do ensino da Geometria, de sua linguagem precisa,
de sua aplicacao e preciosidade de detalhes é que desenvolvemos o presente trabalho.

Para iniciarmos nossos estudos elencamos os Postulados da Geometria Euclidiana (Axio-
matica de Birkhoff), que fundamentou as demonstracoes aqui apresentadas, definimos con-
gruéncia de triangulos, apresentamos o postulado LAL(Lado—Angulo—Lado), que nos ajudou
na demonstracao dos teoremas: ALA(Angulo-Lado-Angulo), LLL-(Lado-Lado-Lado), LAA,
(Lado—Angulo—Angulo Oposto) de congruéncia, demonstramos ainda os Teorema do Angulo
Externo, Desigualdade Triangular, Teoria das Paralelas: com conceitos, postulados e teore-
mas que utilizam o V Postulado de Euclides, postulado este que causou grande polémica e que
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deu origem as Geometrias nao-Euclidianas. Estudamos tambem a demonstracao do Teorema
Fundamental sobre Proporcionalidade e seu reciproco, que sao teoremas que aparecem com
muita frequéncia nas demonstracoes dos outros teoremas. Ainda se fez necessario a apresen-
tacao do teorema que relaciona a area do triangulo com sua base, Teoremas Fundamentais
sobre Semelhancas de Triangulos.

Tao importante quanto o estudo até aqui desenvolvido, temos um capitulo especial para
os Circulos, com seus elementos, posi¢oes entre circulos, Triangulo Inscritivel, Poténcia de um
ponto em relacao ao circulo, Circulo no Plano Cartesiano, com destaque especial ao teorema
de Euler com riqueza de aplicacoes de conceitos e teoremas para demonstrar a relacao da
distancia entre o Circuncentro e o Incentro de um tridngulo inscrito e circunscrito no circulo.
Neste mesmo capitulo, resgatamos o conceito de Eixo Radical entre circulos, nas diversas
posicoes que eles se apresentam, sendo para cada caso, exemplificado e para finalizar este
capitulo temos ainda como encontrar o Centro Radical de Trés Circulos, quando os centros
deste formam um triangulo e terminamos o capitulo com o Teorema da Borboleta, onde
aplicamos semelhancas de triangulos.

No dltimo capitulo, resgatamos da década de 70, as Familias de Circulos, as Familias
Lineares de bases (D e D’), podendo ser D e D’, retas, circulos ou reta e circulo e as Familias
de Circulos de Poncelet, Apollonius, Tangentes e as Ortogonais, com suas propriedades.

No campo de anexos deixamos duas construgoes no Geogebra, que foram exemplos de-
senvolvidos ao longo do trabalho.
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2 Conceitos Basicos da Geometria Euclidiana

2.1 Postulados da Geometria Euclidiana Axioméatica de Birkhoff

George David Birkhoff (1884-1944) foi um dos matematicos mais produtivos e versateis
de sua geracao, escreveu cento e noventa trabalhos em varios ramos da matematica pura e
aplicada e varios livros sobre relatividade.

Os postulados que utilizamos, sao modificacoes de um conjunto de postulados devidos a
Birkhoff, que apesar de nao estarem entre suas grandes contribui¢oes para o conhecimento,
eles contribuem para a clareza dos mesmos.

O estudo da Geometria se baseia nas no¢oes primitivas de ponto, reta e plano e nos pos-
tulados que sao afirmacoes aceitas sem demonstracao, que serviram para o desenvolvimento
da Geometria Euclidiana Moderna.

A seguir, apresentamos os Postulados de Birkhoff.

2.1.1 Postulado da Distancia

Postulado 1. A todo par de pontos distintos corresponde um unico numero positivo.

Definicao 1. A distdancia entre dois pontos é o numero dado pelo postulado da distincia. Se
0s pontos sao denotados por P e @, a distdncia serd representada por P(Q)

Para a possibilidade de P e Q serem o mesmo ponto, dizemos que PQ = 0. A distancia é
definida para um par de pontos e nao depende da ordem em que estes pontos sao mencionados.
Portanto temos que PQ = QP.

2.1.2 Postulado da Régua

Postulado 2. Os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia com os nimeros
reais, de tal modo que :

(1) a cada ponto da reta corresponde exatamente um nimero real.
(2) a cada nimero real corresponde exatamente um ponto da reta; e

(3) a distancia entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto da diferenca dos nimeros
correspondentes.

Definicao 2. Uma correspondéncia do tipo descrito pelo postulado de régua é chamado de
sistema de coordenada. O nimero correspondente a determinado ponto € chamado de coor-
denada do ponto.

2.1.3 Postulado da Colocacao da Régua

Postulado 3. Dados dois pontos P e () numa reta, o sistema de coordenadas pode ser
escolhido de tal modo que a coordenada de P seja zero e a coordenada de () seja positiva
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Definicao 3. B estd entre A e C se: (1) A, B e C sao pontos distintos de uma reta e (2)
AB+ BC = AC

Dizer que B esta entre dois pontos A e C é dizer que trés pontos estao na mesma reta,
podendo estar dispostos de duas maneiras a seguir:

\j

A

Figura 1: B entre A e C

Figura 2: B entre C e A

2.1.4 Postulado da Reta

Postulado 4. Para cada par de pontos distintos existe exatamente uma reta que 08 contém.

w
<

A reta r que contém A e B é representada por j@ (r= 1@)

Definicao 4. Dados dois pontos quaisquer A e B, o segmento AB € o conjunto cujos pontos
sao A e B, juntamente com todos os pontos que estao entre A e B, isto é AB ={C/A—-C —
B}y U{A, B}. Os pontos A e B sao chamados de extremidades de AB

Figura 3: Segmento de Reta
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Definicdo 5. O nimero AB é chamado de comprimento do segmento AB.

Definicao 6. Sejam A e B pontos de uma reta s. A semirreta 1@ € o conjunto reuniao do
segmento AB e o conjunto de todos os pontos C para os quais B estd entre A e C, isto é
AB =ABU {C/A— B —C} O ponto A é chamado origem de AB.

Y.

Figura 4: Semirreta

Se A esta entre B e C em s, entao as duas semirretas zﬁ e R apontam em direcoes
opostas.

Figura 5: Semirretas opostas



17

Postulado 5.
(a) Todo plano contém pelo menos trés pontos nao colineares.
(b) O espago contém pelo menos quatro pontos nao coplanares.

Postulado 6. Se dois pontos de uma reta estao em um plano, entao a reta estd contida nesse
mesmo plano.

2.1.5 Postulado do Plano

Postulado 7. Trés pontos quaisquer pertencem pelo menos a um plano e trés pontos nao
colineares quaisquer pertencem a exatamente um plano.

Postulado 8. Se dois planos distintos se interceptam, a interse¢ao € uma reta.
/
/— -

2.1.6 Postulado da Separacao do Plano

Definicao 7. Um conjunto A é chamado convexo se, para todo par de pontos P e @) do
conjunto, o segmento P(Q) estd inteiramente contido no conjunto.

Postulado 9. Dados uma reta e um plano que a contém, os pontos do plano que nao per-
tencem a reta formam dois conjuntos tais que:

(1) cada um dos conjuntos é convezo, e

(2) se P pertence a um dos conjuntos e ) ao outro, entdo o segmento PQ intercepta a reta.

T

A
Y.
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2.1.7 O Postulado de Separacao do Espaco.

Postulado 10. Os pontos do espaco que nao pertencem a um plano dado formam dois
conjuntos, tais que:

(1) cada um dos conjuntos é convezo, e

(2) se P pertence a um dos conjuntos e QQ ao outro, entao o segmento P_Q intercepta o plano.

'

2.1.8 Postulado da Medida do Angulo.

Definicao 8. Se duas semirretas tiverem a mesma origem mas nao estiverem contidas na
mesma reta, entao a sua reuniao € um dangulo. As duas semirretas sao chamadas lados do
angulo e a origem comum das semirretas é chamada vértice do dngulo. Se as semirreta forem
Ié e 1@, o dngulo serd representado por BAC ou CAB.

Postulado 11. A todo dngulo BAC corresponde um niumero real v entre 0 e 180.

Definicao 9. O nimero dado pelo Postulado da Medida do dngulo é chamado de medida do
angulo BAC' e é escrito m(BAC).

2.1.9 Postulado da Construcido de um Angulo.

Postulado 12. Seja /ﬁ uma semirreta contida na origem de um semiplano H. Para todo ni-

mero r entre 0 e 180 existe exatamente uma semirreta AP, com P em H, tal que m(P/fE') =
T,O



(@)

é

Y

>
O

2.1.10 Postulado da Adicdo de Angulos

Postulado 13. Se D esta no interior do B/fﬁ', entao:

m(BAC) = m(BAD) + m(DAC)

19
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2.1.11 Postulado do Suplemento

Postulado 14. Se dois dangulos formam um par linear, entao eles sao suplementares.
(r{ +r3 = 180°)

A
Y

A seguir, apresentaremos os conceitos de congruéncia de triangulos que nos permite che-
garmos as propriedades geométricas que utilizaremos nas demonstracoes dos teoremas que
se seguem.
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2.2 Congruéncia entre Tridngulos

Intuitivamente, a nocao de "igualdade"entre triangulos que recebe o nome de congruéncia,
aparece quando dizemos que dois triangulos sao congruentes, ou seja, quando conseguimos
mover um deles, sem deformé-lo até faze-lo coincidir com o outro.

Definicao 10. Dois dngulos sao congruentes se tem a mesma medida. Dois segmentos sao
congruentes se tem o mesmo comprimento.

Definicao 11. Seja dada uma correspondéncia ABC <— DEF entre os vértices de dois
triangulos. Se os pares de lados correspondentes sao congruentes e os pares de dngulos cor-
respondentes sao congruentes, entao a correspondéncia ABC <— DEF ¢é chamada uma
congruéncia entre dois tridngulos.

Quando escrevemos AABC =2 ADEF, queremos dizer que a correspondéncia ABC <—
DEF ¢ uma congruéncia. Isto é o mesmo que dizer:
AB =~ DE < AB = DE
AC = DF < AC = DF
BC EF & BC =FEF
A~D & m(A) m(D)
B = E < m(B) =m(E)
C~F < m(C)=mF)

A congruéncia é uma relacao de equivaléncia:

De fato
i. AABC = AABC(Antissimétrica)

ii. AABC 2 ADEF = ADEF = AABC(Reflexiva)
iti. AABC = ADEF = ADEF = AGHI(Transitividade)
O ponto de partida para o estudo da congruéncia de triangulos é o postulado LAL.
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2.2.1 Postulado LAL: Lado-Angulo-Lado

Postulado 15. Toda correspondéncia LAL é uma congruéncia

Figura 6: Caso Lado-Angulo-Lado

Observamos que ABC +— A'B'C’ é chamada uma correspondéncia LAL quando dois
lados e o angulo determinado por eles, do primeiro triangulo, sao congruentes aos elementos
correspondentes do segundo, neste caso, segue-se que AABC = AA'B'C".

2.2.2 Teorema ALA: Angulo-Lado-Angulo

Teorema 2.1. Se dois tridingulos tem dois lados repectivamente congruentes e os dngulos com
vértices nas extremidades desses lados respectivamentes congruentes, entao os dois tridngulos
sao congruentes.

Figura 7: Caso Angulo-Lado-Angulo

Demonstra¢ao. Consideremos os triangulos AABC e AA'B'C’ tais que :

BC =B'C'", B=B, =" Queremos provar que AABC = AA'B'C".

Seja D um ponto sobre AB de forma que B-D-A, tal que BD = B'A’. Temos que
ADBC +— AA'B'C’" ¢ uma correspondéncia LAL, segue entao:

BC =BC, B=DB e BD = BA, logo ADBC = AA'B'C’, e o angulo BCD =
B'C"A’, por serem angulos correspondentes.

Observamos que BCD=C =Ce pelo postulado da construcao do angulo temos que

CD = CA.
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Observamos ainda que duas retas distintas se interceptam no méximo em um ponto,

portanto D=A.
Como ADBC =2 AA'B'C" temos AABC = AA'B'C' ]

Definicao 12. Um tridngulo € isdsceles se possui dois lados congruentes.

B c

Se AB = AC, dizemos que AABC ¢ isésceles de base BC

Proposigao 2.2. (Pons Asinorum)? Em todo tridngulo isdsceles os dngulos da base sao
congruentes.

Demonstracio. Seja o AABC isosceles, com AB = AC. Consideremos a correspondéncia:

A A

-~

A; AC =2 AB. Logo por LAL, AABC = AACB. Portanto

A
Q
ey
[l

R Te/EnOS AB

2.2.3 Teorema LLL: Lado-Lado-Lado

Teorema 2.3. Se dois tridngulos tem os trés lados respectivamente congruentes, eles sao
congruentes.

Demonstragao. Sejam os triangulos AABC e AA'B'CY, tais que:
AB= A'B', BC=B(C' e AC=AC"

Pelo postulado de construcao de angulo, existe uma tinica semirreta @, com D € H,,
tal que @ = @’ e um tnico ponto E € ﬁ, tal que BE = B'A'.

Temos entao pelo caso LAL

AA'B'C' = AEBC (2.1)

2Ponte de Asnos
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o
Figura 8: Caso Lado-Lado-Lado
Observamos agora que AABE e AACE sio isésceles de base AE.
Temos entao da Proposicao (2.2) que
BAE = BEA. Que chamaremos de 6
CAFE = CFEA. Que chamaremos de
Logo pelo caso LAL
AABC = AEBC (2.2)
Segue de 2.1 e de 2.2 que : AABC =2 AEBC = AA'B'C'
Como congruéncia é uma relacao de equivaléncia temos por transitividade
AABC = AA'B'C’ []

2.2.4 Teorema do Angulo Externo

Definicao 13. Se ABC é um tridingulo, os seus dngulos A/B\C, BCOA e C/'A\B, sao chamados
de dgulos internos ou simplesmente de dngulos do tridngulo. Os suplementares destes dngulos
sao chamados de dngulos externos do tridngulo.

Teorema 2.4. Um dngulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um de seus dngulos

internos nao adjascentes.

== —
Demonstra¢ao. Seja E o ponto médio de BC' e F um ponto da semirreta oposta a E'A, tal
que B = FA.

Temos que A/@ = F/E\C, por serem angulos opostos pelo vértice e B~ E/C\F, pois o
AABE = AFCE, pelo caso de congruéncia LAL.
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Temos ainda pelo Postulado da Adicio de Angulos que:
m(BCD) = m(ECF) + m(FCD)
e como m(@) = m(B), temos que
m(BCD) = m(B) + m(FCD),

logo m(B/@) > m(ﬁ), portanto:

— ~

BCD > B

2.2.5 Teorema LAA,(Lado-Angulo-Angulo Oposto)

Teorema 2.5. Toda correspondéncia LAAy € uma congruéncia.

Figura 9: Caso Lado-Angulo-Angulo Oposto

~ ~

Demonstragao. Sejam os triangulos AABC e AA'B'CY, tais que: A = A/,
B~B ¢ BC~BC(C

Se os lados congruentes sao determinados pelo angulo congruente, entao sabemos, por
ALA, que a correspondéncia ¢ uma congruéncia.

Ha trés possibilidades para AB e A'B’
(1) AB=A'B
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(2) AB < A'B’
(3) AB > A'B’

Se (1) se verifica, entdo o teorema vale porque, neste caso ABC +— A'B'C’' é uma
correspondéncia LAL. Iremos mostrar que (2) e (3) sdo impossiveis.

A A
-+
f\ (D\
B c B'

Suponhamos que (2) se verificasse: AB < A’'B’.

D B
/g\ /(\
P
t t
A c A

Figura 10: AB < A'B’

SeJa D o ponto d de zﬁ tal que AD = A’B’. Entao AADC AA'B'C’, por LAL. Por-
tanto ADC = A/B'C C" Por hlpotese temos que B = B/, logo ADC =~ B. Mas pelo teorema
do angulo externo, ABC > ADC’, portanto (2) nao se verifica.

Suponha que (3) se verifique: AB > A'B’.

Seja D o ponto sobre o segmento E,A tal que A-D-B e AD = A'B’, logo AADC =
AA'B'C’, pelo caso LAL, logo ADC' = A'B'C".
Por hipotese B=DBeB = m, temos que ADC = B, mas pelo teorema do angulo
externo ADC > B, portanto (3) ndo se verifica.
Se (2) e (3) nao se verificam, (1) deve se verificar e AABC' = AA'B'C’
O

A seguir iremos demonstrar o Teorema do angulo externo, um importante teorema que
serd mencionado nas diversas demonstracoes.

Intuitivamente sabemos que a distancia de um ponto A até um ponto B é menor do que a
soma das distancias se fossemos de um ponto A até um ponto C e de C até um ponto B, com
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Figura 11: AB>A'B’

os trés pontos nao colineares, mas a demonstracao deste conceito tao primitivo é realizado
abaixo através da Desigualdade Triangular.
2.3 Desigualdade Triangular

Teorema 2.6. Se dois lados de um tridngulo nao sao congruentes, entao os dngulos opostos
a ele nao sao congruentes e o maior dngulo se opoe ao maior lado.

Demonstracao. Consideremos o AABC e que AB > AC.
Seja D um ponto sobre a semirreta 1@, exterior ao triangulo de modo que AD = AB,
logo 0 AABD é isosceles e os angulos ABD = @, pois sao angulos da base do AABD.
Observamos AB = AD > AC, pois A—C —D. Logo pelo Postulado da adi¢ao de angulos:

m(ABD) = m(ABC) + m(CBD)

= m(ABC) < m(ABD)

= ABC < ABD = D
pelo Teorema do Angulo Externo, segue que D < ACB
Como ABC<D e D< A/C??, temos que ABC < 1@, ou seja:

B<C
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]

Teorema 2.7. Se dois dngulos de um tridngulo nao sao congruentes, entao os lados opostos
a estes nao sao congruentes e o maior lado se opoe ao maior dngulo.

Demonstra¢ao. Consideremos o AABC e por hipotese, os angulos B>C
H4 trés possibilidades para os nimeros AB e AC.

12) AB=AC
22) AB<AC
32) AB>AC

Para AB=AC temos B = C’, por serem os angulos da base do triangulo isosceles, que
contradiz a hipétese.

Para AB>AC, implica que C' > B, o que contradiz a hip6tese.

Portanto a tnica possibilidade restante é que AB < AC = C<B ]

Teorema 2.8. (Desigualdade Triangular)
A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer de um tridngulo é maior que o com-
primento do terceiro lado.

Demonstra¢ao. Seja D um ponto sobre a semirreta @, talque B-C-De AC = CD, como
na figura.

Observamos que o triangulo AAC'D é isosceles, logo CAD = D.
Do triangulo AABD temos:

m(BAD) > m(D)

BD > AB
BC+CD > AB
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2.4 Teoria das Paralelas

Conhecido como 5° Postulado de Euclides, este Postulado é um dos pilares da Geometria
Euclidiana.

O postulado das paralelas nao era tao simples quanto os outros postulados que nunca
geraram questoes filosoficas, pois nao era tao evidente.

Para muitos matemaéaticos, o quinto postulado de Euclides, tratava-se, muito provavel-
mente , nao de um postulado, mas sim de um teorema e como tal deveria ser demonstrado
dentro da prépria Geometria, utilizando apenas os quatro primeiros postulados de Euclides,
mais os cinco axiomas e o conjunto de definicoes fixados.

A busca de provar este postulado envolveu muitos matematicos durante mais de dois mil
anos.

Durante muitos anos os mateméticos tentaram provar que ele era um Teorema, o que
resultou no surgimento de outras Geometrias ditas nao Euclidianas que se baseiam num
sistema axiomatico distinto da Fuclidiana.

Existiram tentavivas que vao das mais simples, que foram facilmente descartadas até as
mais elaboradas que, no inicio do século X 1.X, apareceram na Europa e necessitaram de um
olhar mais apurado para serem desqualificadas, pois escondiam a prépria esséncia do quinto
postulado.

A suposta verdade sobre a existéncia de uma tinica paralela estava tao inserida no pensa-
mento cientifico que era facil usa-la sem se dar conta. Foram tantos resultados obtidos como
consequéncia direta da unicidade das paralelas, que até entao nao era questionada, como por
exemplo a simples existéncia de um retangulo e a soma dos angulos internos do triangulo.

Os fatos eram utilizados sem que se percebessem a relacao destes com o quinto postulado.

A comunidade dos matematicos adotou entao dois caminhos a serem seguidos:

No primeiro, deveriam substituir este postulado por outro mais auto-evidente, ou no
segundo, demonstri-lo através de seus anteriores, mostrando com isso que ele nao era au-
tosuficiénte, devendo ser provado através dos outros postulados ou tomado por absurdo e
ataca-lo até encontrar uma contradicao.

No primeiro caminho temos varias op¢oes como a de Jhon Playfair, que ficou amplamente
conhecida: Por um ponto fora da reta dada nao ha mais do que uma reta paralela a esta reta.

2.4.1 Postulado das Paralelas

Definicao 14. Duas retas sao paralelas se: (1)sao coplanares e (2)nao se interceptam.

i
oV

Definicao 15. Quando duas retas j@ e Cﬁ sao cortadas por uma reta ﬁ(gemlmente
denominada "transversal”), sao formados 8 dngulos nos pontos de interseccao G e H.
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A
\

A
Y

Nestas condigoes, os dngulos o, ', v e d sao chamados dngulos internos enquanto «,
B, v'e d sao chamados angulos externos. Os pares de dngulos (o/,7) e ((,0) sao chamados
de alternos-internos, enquanto os pares(f,0') e (a,v') sao chamados alternos-externos. Os
pares (o, ), (B, 5'), (7,7) e (6,0") sao chamados angulos correspondentes.

Teorema 2.9. Se uma reta cortando duas outras retas formam sobre elas dngulos alternos-
internos congruentes entao as duas retas sao paralelas.

Demonstragao. S({]am as retas 1@ @ cortadas pela tran%verqal Gﬁ nos pontos E e F.
Os angulos BEF = CFE pois sao suplementares dos angulos AEF = EFD por hipotese.
Devemos mostrar qua AB|/C'D. Vamos supor que nao fossem paralelos. Entao elas
deveriam cruzar-se em um ponto P e ficaria assim formado o AEFP. Com AEF = GEB =
EFD. Observamos entdo que o angulo externo @, seria igual ao angulo interno E/F\D,
que ¢ um absurdo pelo Teorema do angulo externo. Portanto AB || C' O

Proposigao 2.10. Se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, entao cada par
de dangulos correspondentes é formado por dngulos congruentes.

Demonstragao. Consideremos as retas r || s cortadas por uma transversal ¢. Sendo r || s,
temos que os angulos alternos-internos « sao congruentes. Como angulos opostos pelo vértice
sao congruentes a = 3. Como « e 3, sao correspondentes e § = « e portanto os angulos sao
congruentes. ]
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Teorema 2.11. Se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal entao os angulos
alternos-internos sao congruentes

Demonstracao. Considere as retas r || s e t uma transversal interceptando as paralelas nos
pontos A e B . Suponha que os angulos alternos-internos nao sejam congruentes,ou seja,
a # b. Seja a reta u que passa por A para a qual os angulos alternos sejam congruentes
¢ = b. Pelo Postulado da Construgao de um Angulo, u é tnica e isso significa que u = r, mas
pelo teorema anterior ¢ = b, logo u || s, segue entdo que por A passam duas retas paralelas
a s, porem isso contradiz o postulado das paralelas, portanto @ = b O

Postulado 16. Por um ponto fora de uma reta, existe somente uma reta paralela a reta
dada.

Consideremos uma reta r e um ponto P tal que P nao pertenca a r. Podemos construir
por um ponto P uma reta s || r.
Escolhemos um ponto @ € r e seja § = m(PQR).

Construimos @Q'PQ, tal que m(Q'PQ) = 0, como demonstrado anteriormente quando
temos duas retas interceptadas Eor uma transversal, formando angulos alternos internos

congruentes, podemos dizer que Q'P =se s | r.
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Figura 12: Angulos Alternos Internos

Q P

| s

A

A
Y=

Figura 13: Retas Paralelas.

2.5 Teorema-Relacao entre areas e bases

O teorema que relaciona bases e areas de triangulos que possuem a mesma altura, funda-
menta a demonstracao do Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade.

Teorema 2.12. Se dois tridngulos tem a mesma altura, entdo a razao entre suas dreas €
igual a razao de suas bases.

Demonstragao. Sejam os AABC e AA'B'C’, de mesma altura e de bases by e by respectiva-
mente.



Entao:

AreaNA'B'C’ bZTh by

AreaAABC % by

AreaAABC b
AreaANA'B'C" by
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2.6 Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade

Teorema 2.13. Se uma reta paralela a um lado de um tridngulo intercepta os outros dois
lados em pontos distintos, entao ela determina segmentos que sao proporcionais a esses lados.

Demonstragao. Consideramos no AABC, que DE | BC. Observamos que os triangulos
AADE e ABDE de bases AD e BD respectivamente apresentam a mesma altura e pelo
teorema 2.12 | temos que a razao das areas (A) dos triangulos é igual a razao entre suas
bases.

AreaABDE B BD
AreaAADE — AD

(2.3)

Analogamente:
Temos que os triangulos AADE e ADEC de base AE e EC, respectivamente tambem
apresentam a mesma altura. Sendo assim:

AreaADEC B CFE
AreaAADE AFE

_ Mas os tridngulos ABDE e ACDE tem a mesma base DFE e a mesma altura, porque
DFE e BC sao paralelos.

(2.4)

Logo:

AreaABDE = AreaACDE (2.5)
Substituindo 2.3 e 2.4 em 2.5 , obtemos:
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BD CE
AD  AFE
Adicionando 1 a ambos os membros da equac¢ao

E+1:E+1
:>BD+AD:CE+AE
AD AF
| AB_Ac
AD AE

2.6.1 Reciproco do Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Teorema 2.14. Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e determina segmentos
proporcionais a estes dois lados, entao ela € paralela ao terceiro lado.

A

Demonstracao. Dado o triangulo AABC, seja D e E pontos sobre AB e AC respectivamente.

N <——
Tracemos uma reta paralela a DFE, passando por B que intercepta AC' em C’ (Reta BC”).

. . / .,
Pelo Teorema fundamental da Proporcionalidade fx_g = %, mas por hipotese:
AB _ AC AC' _ AC r_
AD — AE’ segue que AE — AR’ lOgO AC = AC

Usando o sistema de coordenadas, sejam:
x, a coordenada de A;
T a coordenada de C’;
2. a coordenada de C.

Podemos supor sem perda de generalidade que z, =0e z. > 0; x» > 0.
AC' = AC
& vy — 0| = |z, — 0
& |zo| = |z
@xc/:zc@C’:C
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A seguir veremos a proporcionalidade principalmente na forma de semelhanca entre tri-
angulo que foi um dos conhecimentos geométricos mais titeis ao longo dos tempos.

2.7 Teoremas Fundamentais sobre Semelhanca de Triangulos

Definicao 16. (Semelhan¢a de Triangulo)

E dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se os dangulos correspondentes fo-
rem congruentes e o0s lados correspondentes forem proporcionais, entao a correspondéncia €
chamada uma semelhanca e os triangulos se dizem semelhantes.

B

Quando escrevemos AABC ~ AA'B'C’, queremos dizer que os triangulos sao semelhan-
tes, isto ¢ ABC +— A'B'C' é uma semelhanca. L

Conq1derando a, b e ¢ os lados opostos aos angulos A,BeCed, b ed oslados opostos
aos angulos A’ B e respectivamente e ainda os angulos correspondentes congruentes,
podemos escrever:

a b c BC AC AB

¢ b o BO  AC AB

Em resumo a semelhanca requer as condicoes:
(1) angulos correspondentes congruentes.
(2) lados correspondentes proporcionais.

No caso especifico dos triangulos uma das condigoes acima é necessaria e suficiente para
definir a semelhanca.

A seguir apresentaremos os principais Teoremas sobre semelhanca.

2.7.1 Teorema AAA

Teorema 2.15. F dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os dngulos corres-
pondentes sao congruentes a correspondéncia € uma semelhanca.

Demonstragao. Consideremos a correspondéncia ABC +— A'B'C’ entre dois triangulos.
Temos por hipotese que A = A’,B ~ B ¢ C = (e devemos mostrar que os lados
correspondentes sao proporcionais, ou seja:

AB AC AB
T T A B,C/ Vamos mostrar que 75 =

AC
Arcr
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Figura 14: Caso Angulo-Angulo-Angulo

Adotamos os pontos D e E sobre os lados AB e AC respectivamente tal que AD =
A'B" e AE=AC". -
Temos pelo caso de congruéncia LAL que AADE = AA'B'C’, portanto ADE = B'.

Como B'~ B segue que ADE =~ ABC.

Consideremos:

(1.) Se D = B entao AABC =2 AA'B'C’, temos % = /‘ﬁ—g, e A= A’ com a constante de
proporcionalidade igual a 1.

(2.) Se D for diferente de B entdo DE e BC, sio paralelas.

Pelo teorema fundamental da proporcionalidade temos: g—g = % e por construcao
temos que AD = A'B’ segue que:

AB AC A _ A

A/BI - A/Cl e A - A/

A demonstracao da segunda igualdade segue o mesmo raciocinio anterior.
O
2.7.2 Corolario da Semelhancga de Tridngulos-Aplicagcao da Proporcionalidade

Corolario 2.16. Se uma reta paralela a um lado do tridngulo interceptar os outros dois lados
distintos, entao ela determina um tridngulo semelhante ao tridingulo dado.




38

Demonstragao. Consideremos as retas paralelas (por hipotese) ﬁ % cortadas pela trans-
versal j@ Esta determina sobre as paralelas angulos correspondentes congruentes. Logo
ADE = B. Temos que A e angulo comum aos dois triangulos. A soma dos angulos inter-

nos dos triangulos nos garante que AED = C. Portanto AADE ~ AABC, pelo caso de
semelhanca AA. O

2.7.3 Teorema LAL

Teorema 2.17. F dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se dois pares de lados
correspondentes sao proporcionais e 0s dngulos que eles determinam, congruentes, entao a
correspondéncia ¢ uma semelhanca.

Demonstragao. Consideremos os triangulos AABC e AA’B'C’ e a correspondéncia ABC' +—
A'B'C.

Por hipotese os lados correspondentes sao proporcionais, isto é:

AB _ AC
ap — ac © A=A

A :

B c B c

Figura 15: Caso Lado-Angulo-Lado

Sejam D e E os pontos de AB e AC tais que AD = A'B’ e AE = A'C". Por LAL temos
AADE = AA'B'C’. Por hipotese:

AB __ AC AB _ AC
TE = Ao portanto A0 = 4b-

Pelo Reciproco do Teorema Fundamental sobre proporcionalidade temos que:
I , tendo AB como transversal determinando angulos corrrespondentes B = ADE.

A soma dos angulos internos do triangulo nos garante que C = @, pois A angulo
comum aos triangulos e B = ADFE.

Portanto, se AABC' ~ AADE e AADE = AA'B'C’, entao: AABC ~ AA'B'C".

A transitividade resulta da defini¢do de congruéncia e semelhanca. ]
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2.7.4 Teorema LLL

Teorema 2.18. F dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os lados correspon-
dentes sao proporcionais entao a correspondéncia é uma semelhanca.

/

B C B' c

Demonstra¢ao. Sao dados os triangulos AABC e AA'B'C’ e a correspondéncia ABC <—
A'B'C.

Por hipotese temos:

AB AC BC

A/B/ = A/O/ = B/Cl (26)
Sejam D e E pontos de AB e AC, tais que:
AD=A'B" ¢ AE=AC' (2.7)
Substituindo 2.7 em 2.6 temos: ﬁ—g = %

Como A = A\, temos pelo teorema LAL de semelhanca que AABC ~ AADE, que pela
definicao temos:

DE AD AD
—=—=DFE=BC - —
BC _ AB C- B
e como AD = A'B’ segue
A'B’
= DFE = BC -
AB
Como de 2.6 temos AB BC B
= B'C' = BC -
ap ~po B¢ AB

Obtemos que DE = B'C’ e de 2.7 que AD = A'B’; AE = A'C’, logo pelo caso LLL de
congruéncia temos AADE = AA'B'C".

Portanto AABC ~ AADE e AADE = AA'B'C’ e pelas defini¢des de semelhanga e
congruéncia temos; AABC ~ AA'B'C’ O
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3 O Circulo

Definicao 17. Seja A um ponto do plano e r um nimero real positivo. O circulo de centro
A e raio r € o conjunto constituido por todos os pontos B do plano, tais que AB =r

B P

Definicao 18. Dizemos que todo ponto P estd no interor do circulo se satisfaz a desigualdade
AP < r e o0s que satisfazem a desigualdade AP > r, estao no exterior do circulo.

3.1 Arco do Circulo

Definicao 19. Sejam A e B dois pontos distintos sobre o circulo. Tracemos a reta que passa
por estes dois pontos.

Ela separa o plano em dois semiplanos. Cada um destes semiplanos contém uma parte do
circulo. Estas partes sao denominadas de arcos determinados por A e B do sequinte modo: o
arco que fica no mesmo semiplano que o centro do circulo é chamado de arco mator; o outro
€ chamado de arco menor.
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3.2 Corda do Circulo

reta secante

7

Definigcao 20. Denomina-se corda de um circulo a qualquer segmento de reta que tenha suas
extremidades sobre o circulo.

Definicao 21. Uma reta que intercepta o circulo em dois pontos é chamada de reta secante.

A corda que passa pelo centro do circulo é chamado de didmetro (ou corda de comprimento
maximo).

3.3 Raio perpendicular a corda.

Proposigao 3.1. Um raio é perpendicular a uma corda (que nao é o didmetro)se e somente
se a divide em dois segmentos congruentes.

A

| |

B

Demonstragao. Consideremos o circulo de centro O e raio r = OC perpendicular a corda
AB. Seja P o ponto de intersecao da corda com o raio.

Observamos que AABO., é isosceles com base AB |, logo A=DhB.
Temos ainda que OPA = OPB, por hipotese, portanto temos pelo caso de congruéncia
LAA, que AAOP = ABOP e que AP = PB.

Inversamente, se temos que AP = P B, pelo caso de congruéncia LLL, temos que AAOP =
ABOP, logo OPA = OPB e como os dois angulos sao suplementares cada um deles mede
90°.

Portanto a corda é perpendicular ao raio que passa por P. ]
Definicao 22. Uma tangente a um circulo é a reta (no mesmo plano) que intercepta o circulo

em um e apenas um ponto.
Esse ponto é chamada de ponto de tangéncia ou ponto de contato.
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Q

Proposicao 3.2. Se uma reta é tangente a um circulo, entao ela é perpendicular ao raio que
liga o centro ao ponto de tangéncia.

Demonstra¢ao. Consideramos um circulo de centro O e uma reta s, tangente ao circulo no
ponto T. Seja P o pé da perpendicular baixada do ponto O a reta s.

Devemos provar que P e T coincidem. Vamos supor que P e T sejam distintos. Obser-
vamos o0 AOTP, retangulo em P, cuja hipotenusa ¢ OT. Segue que OP < OT. Como OT é
o raio, temos que P é um ponto no interior do circulo. Tomamos entao, um outro ponto T’
sobre a reta s tal que PT = PT’, com T e T’ distintos. Pelo caso de congruéncia LAL temos
que AOPT = AOPT'. Portanto OT = OT' e T’ sera outro ponto da reta s que tambem
pertence ao circulo. Logo s ndo é tangente. Contradicdo! Assim P e T coincidem e OT ¢é
perpendicular a s. O

Definigao 23. Dois circulos sao chamados exteriores(ou externos) um ao outro quando todos
0s pontos de cada um deles estao no exterior do outro.
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3.4 Circulos tangentes

Definicao 24. Dois circulos que tem apenas um ponto em comum sao ditos tangentes um
ao outro e o ponto em comum é chamado ponto de tangéncia.

C Cy

Figura 16: Circulos tangentes.

3.5 Angulos Central

Definicao 25. Um dngulo central de um circulo é um dngulo cujo vértice é o centro do
circulo.

3.6 Angulos Inscritos

Barbosa (2012,p.112), apresenta que um angulo é chamado de inscrito quando seu vértice
A é um ponto do circulo e seus lados cortam o circulo em pontos B e C distintos de A.
Os pontos B e C determinam dois arcos. O arco que nao tiver o ponto é chamado de arco
correspondente ao angulo inscrito. Dizemos tambem que o angulo subentende o arco.
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Corolario 3.3. Todos os dangulos inscritos que subentendem um mesmo arco tem a mesma

medida.
Demonstragao. Sejam o circulo C' e as cordas AA” e BB’
Tracemos as cordas AB’ e A’B Temos:

med(ﬁ) = % BA

-~

1 b )
med(B) = §-BA

-~ -~

—> med(A) = med(B)

Al

Corolario 3.4. Todo dngulo inscrito em um semicirculo é um dngulo reto.

Cl

Demonstracao. Seja o circulo C’ de raio r e centro O e as cordas CA e C'B, de tal maneira

que AB seja diametro do circulo.
Temos que o angulo inscrito:

|

| —

|

P
Q
Sy
Il

i
Q
sy
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Como AOB = 180°, temos:
ACB = 90°

3.7 Triangulo Inscrito no Circulo

Proposicao 3.5. Todo tridngulo estd inscrito em um circulo.

Demonstra¢ao. Para mostrarmos que qualquer triangulo ABC esta inscrito em um circulo,
devemos mostrar que sempre existe um ponto P equidistante dos vértices A, B e C que sera
o centro do circulo de raio PA = PB = PC =r.

Consideremos o triangulo ABC. Tracamos as mediatrizes m, referente ao lado AB e a
mediatriz n referente ao lado BC. Chamamos de P o ponto de interseccao entre as mediatrizes.
Sabemos que P € m, logo p é equidistante de A e de B, e como P € n , P tambem ¢é
equidistante de B e C, logo P ¢é equidistante de A, B e C. Portanto P é o centro do circulo
de raio PA. O]

a2
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3.8 Poténcia de um Ponto em Relacao a um Circulo

Definigcao 26. Seja C' um circulo de centro O e raio R. Se um ponto P esta a uma distdncia
d de O, definimos a poténcia do ponto P em relagio ao circulo C' por Pot(P) = d* — R?

Pela definicao, temos que a poténcia de P serd um ntimero positivo se P for exterior a C,
um ntimero negativo se P for interior a C' e a poténcia seré zero quando P pertencer a C.

Proposicao 3.6. Seja o circulo ¥ de centro O e duas cordas AA" e BB' se interceptam em
um ponto P no interior de circulo, entao PA- PA' = PB - PB’

Demonstragao. Observamos que o AAPB’ e o ABPA’ , sao semelhantes pelo caso AA, pois
APB' = BPA'(opv) e B'AA’” = B'BA (pois subentendem o mesmo arco), logo temos a

proporcao:

PA _ PB’ —
PA _ B . pA.PA = PB-PB

]

Proposicao 3.7. Seja um circulo 3 de centro O e se duas cordas AA’ e BB’ se interceptam
em um ponto P no exterior ao circulo, entao:

PA-PA' = PB-PB = PT?

Demonstracao. Tracando a tangente PT a X, observamos que o APAT e o APTA’, sdo
semelhantes pelo caso AA, pois PTA = PA'T (subentendem o mesmo arco) e TPA = A'PT
(angulo comum aos triangulos), logo temos a proporgao:
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LA — PT - P72 = PA. PA’

Por outro lado, na figura abaixo temos que o APBT e o APTB’, sao semelhantes pelo
caso AA, pois PT'B = PB'T (subentendem o mesmo arco) e TPB’ = TPB (angulo comum

aos triangulos), logo temos a propor¢ao:

PB PT

Portanto:
PA-PA = PT?e PI?=PB-PB = PA-PA = PB-PB OJ

Teorema 3.8. Sao dados um circulo ¥ e um ponto P. Se uma reta passa por P e corta X
nos pontos A e A’, entao o produto PA - PA’ é constante.

Demonstragao. Seja O o centro do circulo ¥, R o seu raio e P um ponto que nao pertence
a ¥ com PO = d. Consideremos uma secante PA’ e o ponto médio M de AA’ tal que
MA=MA" =m.

Consideramos ainda que OM é perpendicular a AA’. Consideremos entao os seguintes
casos:

a) Se P ¢é exterior a X

PA-PA' =
& (PM —m)(PM +m) =

& PM?—m? =

& PM? +OM? — (m? + OM?) =
& PO? — 0A” =

& d? — R?* = Potp
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b) Se P é interior.
—PA-PA =
o —(m — PM) - (m+ PM) =
& —(m? — PM?) =
& PM?—m? =
= PM2+ OM? — (m? + OM?) =
& PO? — 0A” = & d?> — R?> = Potp

Proposigao 3.9. O nimero Pots(P) = OP — R? , tem a sequinte s propriedades:
i. Potys(P)=0< PcX
ii. Poty(P) > 0< P esta no esterior do circulo X

iii. Pots(P) <0< P esta no interior do circulo X

Demonstracao. De fato :
i Poty(P)=0< OP? -~ R?>=0 < OP?= R?> < OP = R, portanto P€ ¥

ii Poty(P) >0« OP?—R?>>0& OP?> R? & OP > R, portanto P esta no exterior do
circulo

iii Pots(P)<0& OP?—R? <0< OP? < R?& OP < R, portanto P esta no interior do
circulo.

]
3.9 Circulo em um Plano Cartesiano.
Seja 7 o plano euclidiano e adotemos um sistema de coordenadas ortogonais (0, e, e_2>)

onde O é a origem do plano e {e_1>, 6_2>} ¢ a base ortonormal.
Seja Pem; P = (x,y)

Definigao 27. O circulo de centro O=(0,0) e raio r = OP € o conjunto dado por C = {P €
R%/d(O, P) =r}.
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Seja P = (z,y) € C. Isto é:

Equagao do circulo de centro na origem O(0,0) e raio r.
Analogamente, o circulo de centro = (a,b) e raio r > 0 é o conjunto:

{(z,y) eR?/QP =r}

ou seja:

QP =r o /(x—a)?+(y—0b2=r

(= (=) =1

Ly

P(xy)

< ¥




Teorema 3.10. O grdfico da equacio x> + y*> + Ax + By +C =0 é:
(1)um circulo, (2)um ponto ou (3)o conjunto vazio.

50

Demonstragao. Consideremos a equagiao z? + y*> + Az + By + C = 0, que completando qua-

drados obtemos:

4+ Ar +y*+By +C=0

A B A B
2’ + Az + (5)2 +y*+ By + (5)2 =-C+ (5)2 + (5)2

A B A? 4+ B? —4C
(0t 9P+ y+ 5P =

2 2 4
Sendo assim existem trés possibilidades:
. 2 2_ ~ . 2 2_ .
iSe W > 0, entdo existe r > 0 tal que r? = W, ou seja:

A2+ BT—4C
2

T =

Portanto a equagao representa um circulo de centro (a,b) = (

r:%\/AQ—kBQ—ZLC

.. 2,32 . ,
ii Se 448=1€ =, isto ¢, se (x+2)°+ (y+£)? =0

A2_ B,
(:’(1'4'5) —(2/4-5)
A2_ B,
A B
<:>($+§)——<y+§)—0
_ A __B
Ty YTy

Isto é, a equagao representa um ponto (z,y) = (—é, —%)

iii Se M < 0 entdo, (z+5)%+ (y+ £)? < 0, 0 que é um absurdo. Logo a equacdo

representa o conjunto vazio.

]
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3.10 Circulo-Lugar Geométrico de Poténcia Nula
Seja d a distancia entre dois pontos P = (z,y) e Q = (a,b):

d®> = (z—a)*+ (y —b)?

Assim, a poténcia de P = (x,y) em rela¢ao ao circulo de centro @) = (a,b) e raio r é por

definicao:
& —r*=(x—a)+@y—0b*—r?

Em particular se d*> — r? = 0 (poténcia zero) temos:
(x—a)*+ (y—b)?*=1r?
Sendo assim o circulo é o lugar geométrico dos pontos (x,y) de poténcia zero.
Consideremos o circulo C' expresso na forma:
2+ —2ax —2by+c=0
onde ¢ = a% + b* — 2
A poténcia de um ponto arbitrario P = (z,y), pode ser expresso por:
2 4+ y* — 2ax — 2by + ¢
Consideremos ainda um outro circulo C” de centro (a’,0') de equagao:
2?4y —2dx —2y+ =0

Seja a’ # a ou b’ # b ou ambos.
Assim, o conjunto dos pontos P = (z,y), que possuem a mesma poténcia em relagdo aos
circulos C' e (', deve satisfazer a equacao:
22+ y? —2ax —2by +c=a?+y? —2dx -2y +
& —2ax —2by +c= —2d'x — 20y + ¢
& —2ax +2d'x — 20y + 20y = — ¢
<2 —a)r+200 —by=d —¢
& (d —a)z+ U -by=3( -0
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Podemos supor sem perda de generalidade que b = = 0 (isto &, os centros dos circulos
C' e (', estao sobre o eixo dos z).

Logo (¢/ — a)z = 1(¢' — ¢), para a’ # a temos:

1(c —
x:_u
2ad—a

A equacao acima representa uma reta paralela ao eixo y e portanto, perpendicular ao eixo
dos x.

Neste caso, os circulos nao-concentricos C' e C’ tem a forma:
C: 22+y>—2ar+c=0
C': 2?4y —2dz+d =0
e o "locus"é x = 0.

Reciprocamente, todo ponto (0,y) na reta x = 0 tem a mesma poténcia y2 + ¢ em relacao

aCe(.

Portanto o "locus"de todos os pontos cuja poténcia em relacao a dois circulos nao-
concentricos é uma reta perpendicular a reta que une os centros dos dois circulos.

A seguir veremos um importante Teorema, que nos permite calcular a distancia entre dois
pontos notaveis do triangulo.
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3.11 Teorema de Euler

Teorema 3.11. Sejam O e I o Circuncentro e o Incentro respectivamente, de um tridn-
gulo AABC' inscrito e circunscrito em um circulo de raio R e r, respectivamente. Seja d a
distancia OI. Entdo tem-se: d> = R> —2-r-R

Q

Vi
BX c
L

Demonstragao. Seja ¥ o circulo circunscrito e I' o circulo inscrito ao AABC.

Tracamos a bissetriz interna do angulo A de maneira que intercepte a circunferéncia X
em L, sendo o mesmo o ponto médio do arco BC, que nao contem /A R

Seja, LM o diametro do circulo ¥, perpendicular a BC' a*% -Ae ﬁ*% - B

Observemos que med(B/]W\L)*med(B/ﬁ/)*a, med(@)*med(m)*a

O angulo externo BIL do AABT em T mede a + [ que é igual a med(L/B\I), logo ALBI é
isosceles de base BI, portanto LI = LB.

Calculando a poténcia do ponto I em relacao ao circulo ¥ temos:

R—@—TI.TA-TB-TA=> R - —-TB-TA (3.1)

Onde R é o raio da circunferéncia circunscrita e d = Of

Seja O o Circuncéntro, I o Incentro do AABC e Y o pé da perpendicular de I sobre AC.
Se ALBM ¢é semelhante ao AIYA pelo caso AA entao:

LB 1Y — IY-LM
LM 1 IA (32)

Substituindo 3.2 em 3.1 temos:

1Y - LM

2_d*=LB-IA 2=
R S R i

IA
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SR —d*=1Y - LM
., sendo /Y = r (raio da circunferéncia inscrita no AABC) e LM =2-R

SR -d=2-r-R

=d=R"~-2-R-r

3.12 Eixo Radical de dois Circulos

Definicao 28. Sejam os circulos X1 e ¥o. O lugar geométrico dos pontos P tais que:
POTy, (P) = POTx,(P) é chamado de Eizo Radical.

Teorema 3.12. Sendo X1 e Yo dois circulos nao-concéntricos, entao o lugar geométrico
(Locus) dos pontos do plano tais que POTy,(P) = POTx,(P) € uma reta perpendicular @
reta que une os centros de >y e Y

X
01 02

0 >
R1 R

Figura 17: Eixo Radical

Demonstracao. Suponhamos que P pertence ao eixo radical dos circulos, com R; e Ry raios
dos circulos X1 e X, respectivamente, isto é:

POTs, (P) = POTs,(P)

PO,* — R? = PO,” — R}

Seja Q o pé da perpendicular de P em O;0,. Subtraindo PQ? de ambos os membros da
igualdade temos

PO,* — R} — PQ* = POy* — R3 — PQ* (3.3)



Como:

PO? = PQ*> + 01Q% e POy> = PQ* + 05Q*
Substituindo 3.4 em 3.3 temos:

01Q2 - R% - O2Q2 - Rg

01Q* — 0,Q* = R? — R?

(01Q + 0:Q) - (01Q — 0:Q) = R} — R}

R} — R3
0,Q + 02Q

Observamos que existe um unico ponto Q em O;0, que satisfaz 3.5

0:1Q — 02Q =

(ol R Q o

De fato:

Suponhamos por absurdo que exista um ponto R que tambem satisfaca 3.5.

01Q — 0:Q = O1R — O:R

< (O1R+ RQ) — 0:Q = O1R — (RQ + QO,)

< 2-RQ=0
< RQ =0
SQQ=R
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(3.4)

Portanto P esta no eixo radical de dois circulos que é perpendicular a reta que une os

centros de 2; e 2o

O
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Exemplo 1. Dadas as equacoes dos circulos:
Cr: 2>+ —8r—4y+11=0 (3.6)

Co: 2°4+y*—4r+4y—8=0 (3.7)

Vamos calcular a equagao do eizo radical de Cy e Cy e mostrar que o eixo radical é
perpendicular a reta que une os centros dos circulos.

Ay
& &
Oy
/ .
Cy 0,

Para que se encontre a equacao do eizo radical basta multiplicarmos a equacao 3.6 por

(-1) e adicionarmos a equagao 3.7, de onde obtemos a equagao da reta 4x+8y—19 =0, com
coeficiente angular igual a _71

A equagao do circulo Cy, nos fornece o centro (4,2), enquanto Cy, nos fornece o centro
(2,—2), de onde obtemos o coeficiente da reta que passa pelos dois centros calculando _22__42 =
2, que € o inverso negativo do coeficiente do eizo radical. Logo sao perpendiculares.

Portanto o eixo radical € perpendicular a reta que une os centros dos circulos.

Exemplo 2. Calculemos a equagao do circulo de raio %5, que passe pela inteseccao dos

circulos C7 e Oy, de equacoes:

Cr: 22+ y*+20—6y—16=0 (3.8)
Cy: 2+ —6x+2y=0 (3.9)
Os pontos A e B de interseccio entre C; e (s, pertencem ao eizo radical A @ x —

y—2 =10, que obtemos da multiplica¢ao da equagao 3.9 por (-1) adicionado a equagdo 3.8. A
e B sao a interseccao do eixo radical com qualquer um dos circulos. Substituindo a equacao
do eizo radical A em C, encontramos A—(4,2) e B—(0,-2).

Como buscamos o(s) ponto(s) que distam 52 do A e B, tracamos por estes dois pontos,

2
0s circulos de raio v = %
Cy: 222 4+2y>— 162 —8y+15=0
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Cy: 202422 +8y—17=0

Sabemos que C3 N Cy, nos fornece o eixo radical:

Ar: x+y—2=0 e aintersecgao de Ay com Cy nos fornece:
O, = (%, %) e Oy = (%, _73) dos circulos procurados de onde obtemos as equacao:

Cyh: 2+ —2—-3y—10=0
Cyn,: 2249y —Tr+3y+2=0

3.12.1 Eixo Radical de dois circulos Tangentes:

Sejam os circulos tangentes Y, e Y,,de raios respectivamente r e r', d = PO; e d = PO,

Figura 18: Circulos Tangentes internos e externos
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Temos:

PA, - PA,=PT° ¢ PB,-PBy=PT
Logo:

PA,-PA, = PB, - PB, = PT"
(d—7r)-(d+7r)=(d~7")-(d+71")=PT
&Z—r2=d" — " =PT"

POTy, (P) = POTs,(P) = PT"

PT é o eixo radical de > e >y

2

3.12.2 Eixo Radical de dois circulos Secante:

Sejam os circulos secantes Y1 e Yo,de raios respectivamente r; e 7.

Sy = POTs,(P) = PO;," — 12 = PA-PDB
Sy = POTs,(P) = PO,” —12 = PA-PDB
POTy, (P) = POTy,(P) = PA- PB

PB ¢é o eixo radical de 31 e X9

3.12.3 Centro Radical

Teorema 3.13. Se os centros dos trés circulos formam um triangulo, entao existe apenas
um ponto cuja poténcia em relacao aos trés circulos sao iguais.

Demonstracao. Sejam dados trés circulos X1, ¥y e Y3 nao concéntricos de centros 01,05 e
Os respectivamente; eq, €5 € €3, 0s eixos radicais de g e Y3; X1 € Xz e 21 e Yo respectivamente.

Temos que 0203 1 €1, 0103 1 €9 € 0102 1 €3

Logo se duas destas retas sao paralelas (suponhamos sem perda de generalidade e; || es),
entdo 0,03 || 0103 = Oy, 05 e Ojsao colineares, logo e3 tambem é paralela a e, e a es.
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Se eq, es e e3 sao duas a duas concorrentes.

Seja P = e; N ey entdo Poty,(P) = Pots,(P) e Pots,(P) = Pots,(P) , segue por
transitividade que Potyx, (P) = Pots,(P) = Pots,(P), logo P € e3, portanto ey, es e e3 sao
concorrentes. Como trés retas nao-paralelas se intersectam em no maximo um ponto , P é
iinico.

P é chamado Centro Radical. ]

Exemplo 3. Seja dados os circulos C1 :  2?> +y*+2x —4y —6 =0,
Co: 2249?42 —-2y=0 e Cs3: 2?2+y>+2x+12y+ 36 =0, devemnos encontrar o
centro radical dos trés circulos , caso exista.

Se multiplicarmos a equagao Cy por (-1), e adicionarmos a Cy, encontramos a equagao
do eixo radical e; :  6x — 2y — 6 = 0.

Ao multiplicarmos a equagao Cs por (-1) e adicionarmos a C, encontramos a equa¢do do

eizo radical es :  —16y—42 =0, ey = _TZI que substituindo na equagao de ey obtemos x = %.
Temos que eq N ey serd C' = (%, —Tm)’ cujas coordenadas satisfazem:
e3: —6x — 14y — 36 =0, que obtemos ao multiplicar Cs por (-1) e somarmos a Cs.

Logo o centro radical de C,Cs e C3 € o ponto C' = (%7 %>

Exemplo 4. Seja dados os circulos: Cy 1 x? +y* 4+ 10z + 2y + 17 = 0,
Cy: >4y’ +4de—4y+4=0 e Cy: a°>+y*>—8x— 16y + 71 = 0, encontremos o
centro radical dos trés circulos , caso erista.

Se multiplicarmos a equagao Cs por (-1), e adicionarmos a Cy, encontramos a equagdo
do eizo radical ey : 12z 4+ 12y — 67 = 0, que é uma reta com coeficiente angular my = —1
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"

Ao multiplicarmos a equagao Cs por (-1) e adicionarmos a Cy, encontramos a equag¢ao
do eizo radical ey :  18x 4+ 18y — 54 = 0, que € uma reta com coeficiente angular mqo = —1
Temos que ey || ea, logo 0s centros dos circulos sao colineares, portanto:
egxNeaNes={ } endao existe centro radical.
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3.13 Teorema da Borboleta

Coxeter (1967,p.45), apresenta o teorema abaixo como Teorema da Borboleta, em fun¢ao
da sua representacao geométtrica:

Teorema 3.14. &a M o ponto médio de urﬂcorda PQ do circulo ¥ e as cordas AB e CD
dadas; as cordas AD e BC' interceptam em PQ nos pontos X e Y. Entao M é o ponto médio
de XY.

Demonstragao. Seﬁm M o ponto médio da corda PQ.as cordas AB e C'D dadas.
Tracemos AD e BC cordas que interceptam P() nos pontos X e Y.

Temos DAB =~ DCB (angulos inscritos que subentendem o mesmo arco DB) e ADC =

ABC (angulos inscritos que subentendem o mesmo arco AC.
Tracemos as perpendiculares x; e z9, tracadas de X sobre AB e CD respectiva-
mente y; e 1y tracadas de y sobre AB e CD.

Chamemos de X e X5, os pés das perpendiculares x; e x5 e Y e Y5, 0s pés das perpen-
diculares y; e y».
Convencionamos PM = MQ =a x=XM e y=MY

Observamos os pares de triangulos semelhantes, pelo caso de semelhanca AA

i. AAXX, ~ ACYY,, pois tem XAX, 2V CY, e AX X = CY,Y.

Desta semelhanca obtemos a razao:

AX
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ii. ADXX, ~ ABYY,, pois tem XDX, =Y BY, ¢ XX,D=YY,B.

Desta semelhanca obtemos a razao:

) DX

. BY

iti. AXX, M ~ AYY;, M, pois tem X, MX =V, MY e XXM =

Desta semelhanca obtemos a razao:
T . T
Yy n

iv. AMX, X ~ AMY,Y, pois tem XMX, =YV MY, e XX M =

Desta semelhanca obtemos a razao:
L2
Y2

<R

Se multiplicarmos 3.10 por 3.11, temos:

1 X9 . AX XD
v m  CY YB
Da substituicao de 3.12 e 3.13, segue:
x? _AX XD

v CY YB

@AX-XD_PX-XQ
CY-YB QY-YP

<:>PX~XQ: (a—x)- (a+x)
QY-YP  (aty) (a—y)

(3.11)
YY1 M.

(3.12)
Y'Y, M.

(3.13)



& a22? — 2%? = ay? — 2%y
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4 Familias de Circulos

Definicao 29. Chama-se familia de circulos todo conjunto de circulos que admitem o mesmo
eizo radical.

Adotamos um sistema de coordenadas ortogonais (O, e_f, e_g) para o plano, onde e_f =(0,1)

e =(0,1) e O = (0,0) é a origem do sistema.

Ay

€2

|
o |

Sejam duas curvas C e C dadas pelas equacoes:

{C’: f(x,y)=0
" glxy)=0

Observamos que:
i. - f(xz,y) =0; Va # 0 representa a curva C.
ii. B-g(x,y)=0; VB #0 representa a curva C'.

Agora consideramos a familia de curvas planas ), de base (C,C") , dada por:

0:a- flz,y)+5-g(z,y) =0

Observamos que:
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1. Se a = 0, entdo - g(z,y) = 0, e para 8 # 0 temos (- g(x,y), que representa a curva
Cl

2. Se 8 =0, entao a- f(z,y) = 0, que para o # o temos a- f(z, y), que representa a curva C.

’ e
Portanto as curvas C e C' pertencem a familia de curvas planas ¢.

3. Se a #0e f+#0, entao
:>f<xay>+§g($>y) =0
= f(z,y) + Ag(z,y) = 0; onde A = 2

Que é a Equacgao da Familia Linear de Curvas Planas de base (C, C'), sendo A
um parametro real.

Observamos que para A = 0, obtemos a curva C.
Seja A = (x4,ya) tal que A € CNC". Logo f(za,ya) = g(xa,ya) =0 e por conseguinte

temos:

a- f(za,ya)+ B -g(xa,ya) = 0 que significa que as curvas de uma familia linear passam
pelos pontos de interseccao das duas curvas de base.

Exemplo 5. Sejam dadas as equagoes das retas:

D: wuz+vy+r—0
D": wz+vy+r'=0
A equagao da familia linear de base (D,D’) é:

(ux +vy+7)+ ANz +0y+7)=0

S (u+ M)z + (v+ M)y + (r+ ') =0

Exemplo 6. Sejam dadas as equacoes das retas:
D: x+y-1-=0

{ D' fx+Ty-10=0
A equagao da familia linear de base (D,D’) é:

(x+y—1)+ Adx + Ty —10) =0

S 144Nz + 1+ TNy + (=1 —10A) =0

que sao todas as retas que passam pelo ponto (-1,2), que é o ponto de interse¢ao entre D e
D’
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Exemplo 7. Sejam
C:2?+(y—2)*=4
C':(z—1)2+y*=1

A equagao da familia linear de base (C;C") é:

(2 +y* —dy) + M2 +y* — 27) =0

S (1+N@*+y°) -2\ —4y =0

As curvas da familia de base (C,C") sao circulos com intersec¢io nos pontos: A
(0,0) e B=(53)

Fazendo A = —1 temos 2z —4y = 0 que € a equacao do eixo radical, que pertence a familia
de circulos de base (C,C").

Ay

Exemplo 8. Consideremos as equacoes dos circulos:
Cr:a”+y* +8r+8=0
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Cs:a’+y?—62—20=0

Temos que os dois circulos se interceptam nos pontos A=(-2,2)e B=(-2,-2) e a equagao
da familia de circulos que tem como base os dois circulos acima serd:

(1+k)(x*+y?) + (8 — 6k)x + (8 —20k) = 0, de onde obtemos, para k=-1, o eizo radical z=-2.

Cs

\J

Q
k‘
Il
|
wul % = >

Exemplo 9. Sejam:
Cr:2®>+y*+72— 10y +31=0
Cy 2?24+ y>—2—6y+3=0

Consideramos Cy e Cy, base desta familia de circulo. Vamos calcular a equacao do
circulo que pertence a esta familia e que possui centro sobre a reta r: x —y—2=0.

Sabe-se que a equacao que se busca pertence a familia:

F (P P+ Te— 10y +31) + ANa? +y* —2 -6y +3) =0 (4.1)
S 1+NE+y2) +(7T—=Nz— (10 + 6Ny + (31 4+3)) =0

O centro de qualquer circulo que pertence a esta familia tem coordenadas :

A=T 3X+5

'P:%u+AY1+A)

Como esta coordenada deve satisfazer a equacao da reta r, temos:

A—=T 3A+5

— —2=0
2(1+X) 1+




de onde obtemos
7
A=——
3
e substituindo na equacao 4.1 , obtemos a equacao do circulo Cs procurado.

Oy 2?4y -7 —3y—18=0

Cy

-
-
’
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4.1 Familias Linear de curvas Planas

Consideramos os circulos C' : f(z,y) =0e C": g(x,y) de centros O e O’ e eixo radical A.

Sabemos que a equacao da Familia Linear de Curvas Planas se escreve na forma:

f(z,y) + Ag(z,y)
Consideramos ainda que:

1) O eixo x é eixo suporte de OO’

2) Y é eixo suporte de A

3

3) O ponto P € A, logo P tem a mesma poténcia
Poto(P) = Pote(P) = ¢

em relacao aos dois circulos.

8

Seja as equacoes dos circulos :
flay) = (z—a) + (y —b)* -1
= flz,y) =(z—a)’+(y—0)> -1’
= f(z,y) = 2*> +y* — 2ax + a*> — 1?
= 22+ y? —2ax+c=0
g(z,y) = (x — )+ (y =) —1r"”
g(z,y) = (x —d)? + (y — 0) — 1
= g(z,y) = 2> +y* — 2d'x + a* — 1"
= 2> +y? —2dr+c=0

A equagao da familia de circulos de base (C,C’) e parametro K sera:
f+Kg=0

2 +y? =20z +c+ K@*+y* —2dv+c)=0
1+ K)(2*+9*) — (2a+2dK)r + (1+ K)e =0

Dividindo a equagao por (1 + K), para todo K # —1

(a+dK)x

2 2
_9
vty 1+ K

+c=0

30 ponto P pertence a mediatriz de OO’
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Portanto a equacao da familia de circulos se escreve da forma:

2 4 y? — 2(%)% 4+ ¢ =0, que é a equacao de um circulo de centro:

a+dK
14+ K’

A= 0)

2yt =22 +c=0

Temos ainda de (1 + K)(z* +y?) — (2a +2d K)x + (1+ K)c =0
que para K=-1, obtem-se x=0 que é o eixo radical A

Exemplo 10. Seja as equacoes dos circulos :

C: f(z,y) = (x—a)’+(y—b)?—r?

— f(,y) = (3 + (y — 0 — (V3D

= 2 +y*+6x—25=0

C" gla,) = (v — 6)° + (y)* — (VBT

= g(z,y) = 2> +y* — 122 — 25

= 2?4+ y? - 122 —-25=0

A equagao da familia de circulos de base (C,C’°) e pardmetro K serd:

f+Kg=0

2?4y + 6 — 25+ K(2? +y* — 120 —25) =0
(1+ K)(z*+9*) — (12K — 6)r — (25 + 25K) = 0

Temos para K = —1, z=0 que € o eizo radical A
Para todo K # —1, a equacao da familia de cirulos se esceve da forma:

2 2 653 25425K _ ; ~ 2 .
Tt 4 y° — Q(H—K)x — 5% =0, que € a equagao de um circulo de centro:

6K —3

A= (—=
(1+K’

0)
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4.2 Familias de Circulos de Poncelet

Consideremos a familia de circulos 2% +1? —2\x +c¢ = 0. Obtemos para ¢ = —a? a familia
de circulos de Poncelet:
PP+ -2 —-a?=0

Temos:
= (22 -2\z)+y*—a*=0
=@ -MN?=XN+y?—a’=0
= (= A)?+9%=a?+ A2, com a? + \? = r?
= (z - N2 +y* =12
ou seja, os circulos que pertencem a esta familia tem centro C= (A, 0) e raio r = Va2 + A2, VA

Em particular temos que para A\ = 0, os circulos terao centro (0,0) e 7 = Va2, ou seja, os
circulos sao da forma

2

Fixado a > 0, os circulos de equacdo z? + y?> — 2 \x — a® = 0 passarao por A =

(0,a) e A" =(0,—q)
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A A=0
(0,)TA
2?1 y2 .
.
(07 —CK) A

Figura 19: Circulo da Familia de Poncelet para A = 0

De fato:
A : (0, ) pertence ao circulo = 02 +a? —2X-0—a? =0
A’ (0, —a) pertence ao circulo = 0% + (—a)? =2\ -0 — (—a)? =0

Portando a familia de Circulos de Poncelet pode adotar como base x? + y? = a? e eixo
radical x=0 (eixo y) e terd A e A" como pontos da base.
Exemplo 11. Consideremos as equagoes de circulo Cy : 22 +y?> + 62 — 16 = 0 de centro(-

3,0) e r=5cm e o circulo Cy : x* +y* — 22 — 10 = 0 de centro (1,0) e r=3cm. Fagamos
algumas consideracgoes a respeito desta familia.
Observamos entao que:

1. A equacao da familia de circulos de base Cp e Cy, é:
Ci+XCy=0
(22 +y* + 62— 16) + AN(z? +y* — 22— 10) =0
(L+N)(2® +y?) + (6 —2X\)z — (16 + 10A) = 0

2. Para que um circulo Cs pertenca a esta familia ele deve ter o mesmo eizo radical de C4
e Cy e passar pelos ponto A e B que sao 0s pontos de intersecgcao dos circulos da base.

3. O eizo radical de Cy e Cy, obtemos da equagao da familia para N = —1, ou seja o eiro
radical (A) é x = 3.

Logo os pontos A e B de interseccao dos circulos tem como abscissa © = % que quando

substituido em qualquer uma das equagoes do circulo nos fornece a ordenada y = :|:5T‘ﬁ,

portanto A = (3, 50) ¢ B = (3, 20)

4. Podemos observar que para diferentes A\ temos diferentes circulos que pertencem a esta
familia, que por terem seus centros sobre o eixo da abscissa e o mesmo eixo radical,
pertencem a familia de circulos de Poncelet.
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Se adotamos N\ = 2, obtemos a equacdo de um dos circulos desta familia: x* + y* +
2

5. Para sabermos se um circulo Cs : 2% +y? — 102 — 4 = 0 pertence a familia de base C, e
Cy, devemos verificar se tem centro (X, 0) e se os pontos A e B pertencem ao circulo Cs.

Temos:.

(22 —10z) +y* —4=0

(22 =102 +25)+y*—4—-25=0

(x —5)2+ 4> —29 =0, logo Cs tem centro (5,0) e 7 = /29

Se Ae (3= (%, ST‘ﬁ) € C3, a equagao a sequir deve ser verificada.

De fato:
2+ y? 10z —4=(3)2+ ()2 —10(3) —4 =0

Se Be (3= (%, %ﬁ) € (3, a equagao a sequir deve ser verificada.
De fato: 2® +y* — 10z — 4 = (2)? + (=272 10(3)—4=0

4

Portanto C3, pertence a familia de Poncelet de base Cy e Cs.

Y.
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4.3 Familias de Circulos de Apollonius.

YA A

Cy

we
L e 4

=y

N

Consideremos a familia de circulos 2%+ y* —2Az + ¢ = 0. Obtemos para ¢ = o a Familia
de Circulos de Apollonius, cuja equacao é:
oy -2 +a? =0

Observamos que a equagao acima representa circulo se e somente se,
(x=A24+y* =X -a’e X —a?>0.

Observamos também que para x—0 temos:
)\2 + y2 — )\2 o a?
y = —a
y== i«

Portanto s6 pode existir circulos com centro no eixo dos x.
Devemos impor entao A2 — a? > 0

i. Para N> —a? =0 \=+a
Logo

(—=A?*+y*=0
que ocorrerd quando:

e (z-N?=0zr=A=ta&

e P =0&y=0

Portanto P=(«,0) e P'=(—a,0) sao circulos degenerados ou pontos limites e M e M’
sao pontos onde o circulo C) intercepta o eixo x.



75

)
®
\j

P'(~a,0) P(a, 0)

ii. Para \> —a? > 0 a equagaor® + 3> — 2 \x +a? =0 & (v — \)? + 4% = A\? — a?, serd um
circulo de centro (A, 0) e raio r = VA2 — a?

Este circulo C), s6 existird e serd nao degenerado para:

Noad?>0e 2>

que apresentard solucao para A > a ou A < —«

Observamos ainda que para 2%+ y? — 2\z +a? = 0, podemos ter y—0 de onde obtemos:
Oy : 2% — 2)\x + a? = 0, que para \? — o > 0 encontramos :

r=A+r

¥ =A—re

A+7r)-A=r) =X —r’=a>c N —a?=1?

Exemplo 12. Sob que condicio a equacao x* + y?> — 2X\x + 4 = 0, pode representar uma
familia de circulos de Apollonius?

1. Sabemos que as equacoes que representam esta familia sao escritas da forma x® + y* —
2\x + o =0 e s6 irdo representar circulos para \*> — o > 0.

Sendo assim temos que N> —4 > 0 e 56 terd solugdo para X < —2 ou X > 2.

2. Para N2 —4 =0 = \ = £2 temos 2> + y> = 0 que representa circulos degenerados, que
chamamos de pontos limites P = (2,0) e P =(-2,0)

3. Temos que \?> —4 > 0 s6 ird representar circulo para X\ < —2 ou X > 2

4. Temos ainda que para —2 < \ < 2 a equacio x> + y?> — 2 \x +4 = 0, s6 terd solugcdo no
conjunto dos numeros complezos.
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Exemplo 13. Verifiguemos se o circulo Cy : x? + y> — 4x — 5 = 0, pertence a familia de
Apollonius z* + y* — 2 z + 7 = 0.

Sabemos que todas as familias de circulos de Apollonius € escrito na forma:
22+ y? — 2 \x + o® = 0 e que 56 representam circulos nao degenerados para \* + o? > 0.
Neste caso a familia de Apollonius é formado pelos circulos que tem seus centros (A, 0), para

A< VT ou \>VT.

Completando quadrados na equagio de C, temos (x — 2)*> 4+ y?> = 9, logo o circulo tem
centro (A, 0) = (2,0), com X\ = 2. Portanto Cy nao pertence a esta familia de Apollonius.

Ay




7

4.4 Familias de Circulos Tangentes

Consideremos a familia de circulos 22 4+ y? — 2\z + ¢ = 0. Obtemos para ¢ = 0 a equacao
da familia de circulos tangentes:
T2+ y? =2 =0

Temos:
(2 =22 2)+y? =0= (22 = A\)? = N2+ =0 = (2> — N\)? +y? = \?, ou seja a familia de
circulos tangentes tem centro O = (£X,0) e r = A

Observamos que para A = 0 segue 22 +y?> = 0 & y = 2 = 0 0 que ird representar um
ponto A—(0,0)

Exemplo 14. Encontremos a equacao do circulo Cy, que pertence a familia de circulos tan-
gentes T, que passe pelo ponto A=(2,3).

A familia de circulos tangentes é escrita sempre da forma x? + y? — 2 \xz = 0.

Como A € Cy e Cy € T, substituimos as coordenadas na equagao da familia e encontra-

mos \ = 1743.
Logo a equacao do circulo é a equacao da familia de circulo para \ = 14—3, portanto a

equagao de Cy é 22 +y> — Bax =0
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4.5 Condicao de Ortogonalidade de Familias de Circulo

Consideremos que o angulo entre duas curvas ¢ definido como o angulo entre suas tan-
gentes no ponto de inteseccao.Temos que duas curvas sao mutuamente ortogonais quando as
curvas de uma familia interseccionam as curvas da outra, formando angulos reto, obtendo
assim uma rede ortogonal.

Quando sao dadas as curvas de uma familia e queremos descobrir uma outra familia
ortogonal,as curvas da familia a ser obtida sao chamadas de trajetéria ortogonais das curvas
dadas.

Seja uma familia de curvas que pode ser representada por uma equacao diferencial ¢ =
f(z,y). Uma curva da familia que passa por um ponto (g, o) tem nesse ponto o coeficiente
angular f(zo,yo).

O coeficiente angular da trajetoria ortogonal que passa por (zg,yo) deve ser o reciproco
negativo de f(zo,yo), isto é —m, porque esta é a condicao para que as tangentes das
duas curvas em (xg,yo) sejam perpendiculares.

Consideremos 1 e s as retas tangentes as curvas no ponto de intersec¢ao, devemos mostrar
que a condicao de ortogonalidade deve satisfazer: 2(aa’ + bb') = ¢+ ¢

Demonstragao. Seja a equacao da reta r:y =m,x + h, e s : y = mgx + hs, sendo:
m, = tan e my = tan(90 — ()
tan(90 — B) = sen(90-5)

cos(90—73)
o _ sen90-cosB+senfB-cos90 __ cosB __  —1
tan(go B) T c0s90-cosB—sen90-senf ~  —senf ~ tanf

Logo m, = ;71
T

Escrevamos as equacoes das retas:
riar+by+c= === m, ="

b

s:dx+by+d= _a/;f_cl = my =

_al

b/

Como m, = =% temos 7 =
S

2
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90° - 8

s N

Figura 20: Retas Ortogonais

A
Y«

—a _ b

b a’

—a-a =b-V

aa' + b0 =0 = 2(aa’ +0V') =0

2(ad’ +00') = * — a?

2(ad’ +0b') =c+ ¢ O

Da Geometria Analitica temos que duas retas r e s sao perpendiculares se o produto dos
coeficientes angulares for igual a -1.

4.6 Familias Ortogonais.

Seja 22 + 1% — 2\x — a® = 0 a equacao da Familia ¢ de circulos de Poncelet e ¢'a a Familia
de Circulos de Apollonius de equacao x? + y? — 2uy + a? = 0.

Estas duas familias sao chamadas de familias conjugadas.

As familias ¢ e ¢’ sao ortogonais seja qual for A e p, com efeito a condi¢ao de serem
ortogonais sera:
2(ad +0b') =c+ ¢

E sempre verificada aqui a=\ b=0 e c=—-a*d =0 0V =pu =a>

Podemos dizer que dois feixes sdo ortogonais quando os pontos A e B sao pontos base de
¢ e pontos limites de ¢'.

Temos ainda que ¢ e ¢’ serao familias de circulos tangentes.

Exemplo 15. Encontremos as coordenadas dos pontos limites da familia de circulos de Apol-
lonius, dados:

Cr:x?+9y* -8 —9=0

Cy 2?2+ +12y —9=0

sabendo que ambos os circulos sao da familia de Poncelet:

Como as familias de circulos de Poncelet e de Apollonius sao familias conjugadas, sabemos
que o pontos de base da familia de circulos de Poncelet serdao os pontos limites da familia de
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=Y

circulos de Apollonius. Sendo assim multiplicamos a equag¢ao de Cy por (-1) e adicionamos
a equagao de Cy encontramos os pontos P = (—3,0) e P' = (3,0), que sdo os pontos limites

da familia de Apollonius.

LY

SO,
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4.7 Propriedades das Familias de Circulos

Tomamos uma familia C, de circulos: 2% 4+ y* —2X\z +¢ =0

I. A poténcia de um ponto P em relacao a um circulo de C,, serd chamada de P=c

Se um ponto P tem a mesma poténcia para todos os circulos C), da familia p, entao P
estard sobre o eixo radical A de dois circulos quaisquer.

IT Uma familia de circulos pode ser definida por um circulo C;, e umareta I' I' : © = 0
Co:x?+y*+c=0

Observemos a equacao 2° + 3> +c=0< 22 + 9> = —¢
Como 22 +942>0 = —c>0=c<0.

temos
¢ = —a? onde a > 0.

Ou seja 22 + y? + ¢ = 0, s6 ira representar circulo quando ¢ = —a?

IIT Seja a familia C, de circulos 22 + y*> =2 \x + ¢ =0 (c = a?).
Se um ponto A = (x,,y,) pertence a esta familia, entao:
24+ y? =2 \z, +a* =0
= 2\r, =22+ y2 +csex, #0

24yt +e

= A=
2x,

Para z, # 0

Temos ainda que a equacao 22 + y?> — 2 \x + ¢ = 0, representara um circulo

(22 =2\z) +y* +c=0

(—=A)?*=N+y2+c=0
(=AM +y* =X —c¢
com X2 —c=1r2=r=y/X—-c(A>coul< —c)

Logo, um ponto que pertence ao eixo radical, possui abscissa x, = 0 e nao satisfaz a
equacao.

24yt +c
2x,

A:
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Portanto, por um ponto A = (z,,¥y,) que nao pertenga ao eixo radical ird passar apenas
um circulo desta familia, com centro (), 0).

IV Seja uma reta s qualquer que intercepta o eixo radical A em @ = (0,y) e o circulo C)
em M e M.

Seja Q¢,, a poténcia de Q em relagao ao circulo Cy. Sabemos que a poténcia de Q ¢ a
mesma para todos os circulos da mesma familia, logo temos:

QM'QM/:@C)\:K

Se C, ¢ uma familia de circulos de Poncelet entdo QM - QM = QB - QA=K

A XY

Cy
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Se C, ¢ uma familia de circulos de Apollonius e P e P’ circulos degenerados, entao:
QM- -QM =QP?=QP*=K

Aky

3
| e

vy

<Y
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5 CONCLUSAO

Quando buscamos uma especializacao, buscamos um aperfeicoamento profissional, para
que possamos melhorar nosso desempenho como professores. Tentamos esclarecer duvidas
quanto ao método a utilizar para atingirmos os objetivos, a sequéncia mais coerente, a lin-
guagem apropriada, os exemplos mais significativos, a aplicabilidade de forma a valorizar o
estudo da Matematica.

O PROFMAT nos fez refletir, quanto a clareza de nossa linguagem, métodos, postura e
forma de ensinar. Nos tornou mais preparado para garantir que a aprendizagem de nosso
aluno se torne mais significativa e que se reflita em uma leitura de mundo melhor.

O trabalho foi desenvolvido pensando sempre em resgatar a linguagem matemaética, o
rigor da escrita nas demonstracoes, aplicacao de postulados nas demonstracoes dos principais
teoremas e resgatar os conceitos e propriedades das Familias de Circulos.

A ideia principal é mostrar o quanto a Geometria tem a oferecer e contribuir & Algebra e
a Aritmética, reforcando sua aplicabilidade.

Ao apresentarmos os capitulos foi se criando uma estrutura conceituada, interligada e
autossuficiente.

Quando se pensa em Circulo nao nos damos conta da quantidade de elementos, proprie-
dades, Teoremas ao qual ele se relaciona.

Ao mostrarmos o triangulo inscritivel no Circulo, possibilitamos demonstrar os Teoremas
de Euler e o Teorema da Borboleta, com aplicagoes de importantes conceitos como: Con-
gruéncia, Semelhanca, Poténcia de um Ponto, Principio Fundamental da Proporcionalidade.

As familias de Circulos, nos apresentou aplicabilidades de conceitos como eixo radical e
poténcia de um ponto.

Pensando nas tendéncias tecnoldgicas escrevemos nos anexos sugestoes para se trabalhar
nas salas de informatica, construcoes do Geogebra, mostando os ambientes do programa,
com a finalidade de mostrar recursos geométricos que facilitam resolugoes de problemas e
construcoes.

O trabalho foi desenvolvido para ser utilizado por alunos e professores, como referéncia
de estudo, com uma linguagem simples mas respeitando o rigor da linguagem, seguindo um
raciocinio claro e conciso.
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ANEXO 1

CONHECENDO OS AMBIENTES DO GEOGEBRA.

O Geogebra oferece trés diferentes vistas ou representagoes dos objetos matematicos: Al-
gébrico, Gréfico, Numérico.

Tendo o programa geogebra instalado e aberto, visualizamos a janela principal com os
campos onde desenvolvemos nossos trabalho, que sao:

! 7 GeoGebra - ] x ‘

|Arquiv0 Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda |<:| Barra de Menus Entrar...

E C

2
BaJTa de
.
Ferramentas

I* Janela de Algebra||~ Janela de Visualizagio ~ Planilha X
1 [ #tc~ rEEE=E
: 1 |
Zona Algébrica 8 A | B ‘ |
i ol B
t 51
Zona Grafica 1 Folha de Calculo
4
1
2
1
0 v
-4 -3 -2 -1 i P >

Entrada: i @

Barra de ferramentas e menu: Sao os icones com ferramentas utilizadas na construcoes
geométricas da Zona

Grafica, que tem tambem uma representacao algébrica. Cada icone na barra de ferra-
menta representa uma caixa de ferramentas com ferramentas similares, que sao abertas
ao se clicar na pequena flecha no canto inferior direito de cada icone. Estes icone pos-
suem orientagoes de ajuda.

Zona Algébrica: Nesta janela ird aparecer as representacoes algébricas dos objetos criados
na zona grafica ou na folha de Céalculo. Estes objetos matematicos sao divididos em
duas classes: Objetos livres e dependentes.
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Zona Grafica: E a janela do geogebra responsavel pelas representagoes graficas criadas nas
outras janelas ou na barra de ferramentas.

Folha de Céalculo: Nesta folha, cada célula é identificada com nome especifico e nelas pode-
mos inserir todos os tipos de objetos matemaéticos e estes imediatamente aparecem nas

Zona Algébricas e Grafica.

Campo de entrada: E o campo onde inserimos diretamente expressoes algébricas no geoge-
bra e quando clicado em enter, aparece na Zona Algébrica e na Zona Grafica.
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ANEXO 2

EIXO RADICAL DE CIRCULOS EXTERNOS.

Iremos mostrar como construir o eixo radical entre dois circulos externos.

No campo de entrada, digitamos a equacao do circulo 22 + y? + 10z — 6y + 30 = 0 e na
janela de visualizacao, aparece o circulo C.

Ao digitarmos a equacao x? + y? — 14z + 12y + 76 = 0, aparecera a representacao grafica
do circulo D.

Na barra de ferramentas clicamos em ponto e na caixa que se abre escolhemos ponto
médio ou centro, e na janela de visualizagao selecionamos o circulo C, repetimos o processo
para o circulo D, assim o programa ird mostrar os pontos A e B, centro dos circulos na janela
grafica, bem como suas coordenadas na janela algébrica.

€7 anexol.ggh - O X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. . o/ agc | o=2 Mover Janela = =
/7 /rv b? ®T¢' ®7 &7 "\ | +7 ‘%.? de . : &
¥ Jan Panto Visualizagdo X
Co
= Panto em Objeto
Pol Vincular / Desvincular Ponto 4
®
Intersecéa de Dois Objetos
i
Ponto Médio ou Centro 5 6 Ty T2 0 2 i 6 3 10 12 4

Namero Complexa

Extremum

EE.N .'./\'\/ ‘\v'»

Roots

< >

Entrada:
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7 anexol.ggb — m] x
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
’ ‘ . \v ancl[2=2 Mover Janela e
A ool 4lNped=][+] & -
+ Janela de Algebra X| ~ Janela de Visualizacao [
Cénica Ll A C~

@ Ci(x+5P+(y-3)=4
=9

4

2

S q

12 -0 -8 -6 -4 2 02 4 6 8 10

Entrada:|

5
IE

Na barra de ferramenta selecionamos reta e na janela de visualizacao,

centros dos circulos construindo assim a reta r = AB.

selecionamos os

Podemos observar na janela de algebra a equagao da reta jﬁ: que o geogebra nomeia

como f:3x+4y = —3.

O.anéxoz‘ggb - m] X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1
{ A . ey e
o AB
kv ° V‘Afv b‘v ®v ®v 4\7 x Cv +v ‘%.v #
(* Janelade| o7 gy o
¢~ Conica
" Segmento
+*  Segmento com Comprimento Fixo
/'/ Semirreta
S Caminho Poligonal 5 1 5 3 0K
< Vetor
<% Velor a Pariir de um Ponto
il

Entrada:
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7 anexo2.qgb

Arquiva Editar Exibir Opctes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar...

MR EENCERENEE R

» Janela de Algebra

i

~ Janela de Visualizagao

Cdnica

@ o (x+5P+(y-3P=4
@ di(x-TR+(y+6F=9
Ponto

-

- ALw | o'

-/

® A=(53)
~® B=(7,-5)

i 0
|® f:3x+dy=-3 5 4 ) 0 2 1 B H 10 4

Entrada:

Para encontrarmos a equagao do eixo radical, multiplicamos D por (-1) e somamos a C'
e obtemos a equacao do eixo radical 12z — 9y — 23 = 0, que digitada no campo de entrada
nos fornece na janela de visualizagao a reta g.

Temos que as retas f e g possuem coeficientes m; = —3 e my = %, respectivamente.

A multiplicacao entre os coeficientes m; - my resulta em -1 que satisfaz a condicao de
perpendicularidade entre retas.

]

‘ €7 anexol.ggh X

tArquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

& LA D L O N o] =2 ]

» Janela de Algebra X
Conica
SO c(x+BP+(y-3P=4
L@ d:(x-TP+(y+6P=9
- Ponto
[ ®A=(53)
L B=[7, -G]
~ Reta
e f

Entrar...

- o

Ir

=

~ Janela de Visualizagao
Hv A~ [N | Pequeno

v|* o

—n

X4y =- -6 -4 -2 i 2 4 6 ]

| Enfrada: *

No geogebra temos ainda a opc¢ao na barra de ferramentas o icone angulo e na janela de
visualizacao selecionamos f e ¢ e aparece o angulo a = 270°, mas para representarmos o
angulo reto, selecionamos o angulo com um clique com o botao direito do mouse e na caixa
de ferramenta que se abre selecionamos Propriedades e a Caiza de Preferéncias se abre, se-



lecionamos Bdsico e Angulo entre 0° e 180°.
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Podemos ainda clicar com o direito sobre angulo na janela de visualizagao e na caixa que
se abre podemos tirar a selecao Ezibir Rotulo, assim tiramos a marca¢ao numérica do angulo.

Lo ] anexo.ggbh

O x

Arquivc Editar Exibir Op¢des Ferramenta Janela Ajuda

7 Preferéncias - anexo.ggb

"He EES

A 4
..v/v)rvbv

O Ol4

L ftC~

5 10 7y

s

3

R A

B

Angulo p: Angulo er
Exibir Objeto

\| Exibir Rétulo

Renomear

' Apagar

Propriedades ...

Cdnica
[
®d
Ponto
Reta
e f
Angulo
-1

Bésico Cor Estilo Algebra Av

Nome:

B
Definicio: Anguloff, g]
Legenda:

Exibir Objeto
[1Exibir Rétulo:  Valor

[ Definir como Objeto Auxiliar

~

Angulo Entre: | 0° e 360°

Realgar AnfiEPRTTE

180° e 360°

Podemos alterar o tamanho do desenho do angulo, para isso clicamos com botao direito
do mouse sobre o angulo e na caixa que se abre selecionamos Propriedades que abre a Caiza
de Preferéncias e escolhemos FEstilo, tamanho 20 e na barra de ferramentas da mesma caixa,
podemos ainda escolher a cor que o angulo ird aparecer na zona grafica.

7 Preferéncias - anexo2.ggh
[ EH® :

Preferencias - snexol.ggb

D BES

Conica

0

Basico

Visualizar: : 0,0,

Transparéncia

Cor Estilo Algebra

EEEEEE L
I [

25 50 75 100

Conica
e

Badsico Cor Estilo Algebra Av

Espessura da Linha

0 2 4 6 8 1012

Opacidade do Traco

0 25 50 75 100
Estilo; ——8 ™M ~
Tamanho

1020 30 §0 5060 70 80 90100

Preenchimento: Padréo i

Decoracdo: 1 ~

Podemos trocar a cor do eixo radical, selecionando ele com o mouse no botao da direita
na janela grafica e na caixa de ferramentas selecionamos Propriedades Cor e escolhemos a
cor que se deseja, aqui escolhemos azul.
O eixo radical g fica assim representado na janela gréfica.
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

. -
R Siol )P4 N B Y
» Janela de Algebra * Janela de Visualizacéo

Cénica W ————~ v~ |
@ i (x+BP+(y-3F=4 g

® d:(x-TP+(y+6P=9|f
Ponto
® A=(53)
@ B=(7,-6)
Reta
@ f3x+dy =3
® g:12x-9y=23
Angulo &
® a=90°

Entrada:

92
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ANEXO 3

EIXO RADICAL DE CIRCULOS SECANTES.

Dadas as equacoes dos circulos:

Cr: 2>+ —8r—4y+11=0

Co: 2249y*—dx+4y—8=0

Vamos encontrar a equagao do eixo radical de C'y e (s, utilizando o Geogebra.

No campo de entrada , digitamos a equacao do circulo 2%+y?—8x—4y+11 = 0 e no campo
de visualizacao aparece o circulo ¢, fazemos 0 mesmo com a equacao % +y? —4x +4y—8 =0
e no campo de visualizacio aparece d e na janela de Algebra fica registrado as equacoes dos
dois circulos.

Podemos renomear os circulos, com a selecao da ferramenta Mowver na barra de ferramenta,
clicamos em cima do circulo ¢ com o botao direito do mouse, na caixa de ferramentas que se
abre, clicamos em renomear e digitamos C, repetindo o processo para d, renomeamos para Cy

€ anexoS.ggh - m} *
IArquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

%7 Renomear hd

Novo nome para Circulo d

C_{2} [a]

Cancelar

Os circulos ocupam toda a area destinado a janela de visualizacao. Para que visualizemos
melhor todos os circulos, podemos utilizar na barra de ferramentas Mover a Janela de visua-
lizacao, clicamos sobre a flecha que fica a direita e abre uma caixa de ferramenta onde temos
a opcao de reduzir, podendo assim clicarmos em cima dos circulos, reduzindo o tamanho dos
elementos em construgao. Tambem temos a opcao de usarmos o teclado e executar a mesma
tarefa utilizando a tecla ctrl e — simultaneamente.
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Mover Janela de Visualizagiao |
Arraste a janela de visualizac&o ou um eixo (Shift + Arrastar)

Mover Janela de Visualizacdo
Ampliar

Reduzir

Cxibir / Csconder Objeto
Exibii / Esconder Rolulo

Copiar Estilo Visual

w a2 0 (P pe [

Apagar

Na barra de ferramentas clicamos em Ponto e na caixa que se abre optamos por Ponto
médio ou centro e na janela de visualizacao com a seta selecionamos primeiro o circulo Cf
e depois repetimos os comandos para Cy, assim aparecem os pontos A e B respectivamente
na janela de visualizacao e as coordenadas aparecem na janela de algebra. Como visto
anteriormente, o eixo radical serd uma reta que passa pelos pontos de intersecao dos dois
circulos, que no geogebra podemos encontrar clicando na flecha que fica a direita do icone
Ponto na barra de ferramenta e na caixa de ferramenta que se abre selecionamos Intersecao
de dois objetos, na sequéncia vamos na janela de visualizacao e selecionamos C; e Ch.
Imediatamente irao aparecer os pontos C e D, bem como suas coordenadas na janela algébrica.

|
©F anexod.ggh

" Arquivo Editar Exibir Opcées Ferrament:

o anexod.ggh

/ il ,:r_v, I>v @v ®: Arquivo Editar Exibir Opcdes

Ponto

Ponto em Objeto » Janela de Algebra X
Cdnica

@ C(X-4P+(y-2F=9

@ C(x-2P#(y+2r=1

Vincular / Desvincular Ponto

Intersecéo de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro

Nimero Complexo

°. ',-/\,{ ‘\.9 .
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Para encontrarmos o eixo radical, serd necessario na barra de ferramentas selecionarmos
o icone Reta e na janela de visualizacao clicarmos sobre os pontos C e D e assim criamos a
reta nomeada como f, que chamamos de eixo radical. Podemos destacar o eixo, trocando a
cor, como visto no exemplo anterior e ainda podemos redimencionar a espessura do trago.
Para isso na Barra clicamos em Mower, na janela de visualizacao com o botao da direita
do mouse selecionamos a reta e na caixa que se abre teremos Propriedade e na janela de
preferéncia que se abre temos FEstilo e Espessura de linha, que aqui utilizamos a medida 3.
Assim construimos o eixo radical, que aqui ficou representado em vermelho.

o anexod.qgb
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A Py OO L N e 2

e | = &7 Preferéncias - anexod.ggh

"THe EFE®

Conica Basico Cor Algebra |

Espessura da Linha

1 3 5 7 9 11 13|

Opacidade do Traco
Reta f: Reta CD

Exibir Objeto
Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

v
- Reta
LeF 0 25 580 75 100

%z

Estilp | —————
Renomear

Apagar
Propriedades _..

k=il

Os circulos e seu eixo radical ficaram assim representados:




