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RESUMO

Esta pesquisa busca investigar o eventual beneficio propiciado pela consideracdo da nao
hidrostaticidade da distribuicdo de pressdes em escoamentos fluidos. Para tanto propde-se as
equacdes de Boussinesq deduzidas neste trabalho em sistema de coordenadas cartesianas para
duas dimensdes espaciais, para aplicagdo a escoamentos classicos. Para a solugdo numérica
foram utilizados os métodos de Galerkin Descontinuo e de Runge-Kutta, respectivamente para
a discretizacdao no espago e no tempo. Para o desenvolvimento da presente tese ¢ apresentada
uma revisdo dos temas matematicos e computacionais necessarios. Foram aplicadas as
Equagodes de Boussinesq a escoamentos bidimensionais de ruptura de uma barragem cilindrica
com duas condi¢gdes de fluxo e a um escoamento supercritico em uma contrac¢do, onde ocorre a
formacao de ondas de choque. Os termos de corre¢ao da nao hidrostaticidade foram calculados
a partir de derivadas espaciais e temporais das componentes do vetor velocidade. Foi adotada a
Série de Fourier para permitir a determinagdo de uma superficie espacial interpolando os
valores de velocidades, a partir da qual foram determinadas as derivadas. Os resultados obtidos
com a consideracdo da ndo hidrostaticidade — Equacdes de Boussinesq — apresentam resultados
similares aos obtidos com a adogdo das Equacdes de Aguas Rasas, porém com um esforco
computacional maior.

Palavras-chave: escoamento bidimensional; escoamento n3o permanente em canal;
rompimento de barragem; equacdes de Boussinesq; método de Runge-Kutta Galerkin
Descontinuo.



ABSTRACT

This research investigates the possible benefit of considering the non-hydrostaticity of the
pressure distribution in fluid flows. We propose the Boussinesq equations deduced in this work
in Cartesian coordinate system for two spatial dimensions, applied to classical flows. For the
numerical solution, the Galerkin Discontinuous and Runge-Kutta methods were used,
respectively for the discretization in space and time. A review of the necessary mathematical
and computational themes is presented. The Boussinesq equations were applied to two-
dimensional rupture flows of a cylindrical dam with two downstream flow conditions and to a
supercritical flow in a contraction, where shock waves occur. The non-hydrostatic correction
terms were calculated from spatial and temporal derivatives of the velocity components. The
Fourier Series was adopted to allow the determination of a spatial surface interpolating the
velocity values, from which the derivatives were determined. The results obtained with the
consideration of non-hydrostatic pressure distribution - Boussinesq equations - present similar
results to those obtained with the adoption of Shallow Water Equations, but with a greater
computational effort.

Keywords: 2D flow; unsteady flow in channel; dam break; Boussinesq equation; Runge-Kutta
Discontinuous Galerkin method
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CAPITULO1- INTRODUCAO
1.1. JUSTIFICATIVA E RELEVANCIA DO TEMA

A Mecanica dos Fluidos Computacional (CFD, na sigla em inglés de ‘Computational
Fluid Dynamics’) tem avancado muito em fun¢ao da grande evolucdo da informatica, seja nos
microcomputadores seja nos clusters para processamento de alto desempenho. Logo, a
utilizag¢ao das equagdes completas de Navier-Stokes esta cada vez mais acessivel em termos de
programas comerciais ou mesmo em codigos livres. Casos pontuais de engenharia podem ser
resolvidos por este caminho. No entanto, para casos em que o escoamento ocorre em uma
grande area — por exemplo, rios e reservatorios — a discretizagdo espacial e temporal dos
fendmenos, na escala dos programas em 3D, torna a analise muito dispendiosa, seja em custo
de software, de maquina ou mesmo no tempo de processamento. Tal abordagem somente ¢
possivel em escoamentos sem descontinuidades importantes, onde ¢ possivel utilizar uma
malha de discretizagdo espacial maior, com passos de tempo também maiores. Para
escoamentos com descontinuidades, sejam ondas — com rompimento de barragem — ou mesmo
fortes aceleracdes localizadas, a malha a ser adotada deve ser muito refinada, o que acaba

conduzindo, por consequéncia, a menores passos de tempo.

Assim, muitas analises no ambito das Engenharias Civil e Ambiental sdo realizadas
com modelos que se utilizam de simplificagdes, principalmente com a reducdo do niimero de
dimensdes espaciais relevantes para o estudo. A nao permanéncia, quando presente no problema

(caso de problemas transientes), ndo pode nunca ser abandonada.

A simplificagdo para uma dimensao espacial ¢ muito comum e realizada ha muito
tempo pois possibilita a analise de problemas reais de forma rapida. Com a melhoria dos
métodos e equipamentos computacionais a analise em duas dimensoes ja esta difundida. Da

mesma forma, a modelagem em trés dimensdes espaciais também tem evoluido muito.

Este estudo busca analisar a necessidade, ou mesmo a viabilidade, da consideracao
de que a distribui¢do de pressdes no corpo fluido ndo ¢ obrigatoriamente hidrostatica, ou seja,
existem variagoes de velocidades verticais que causam aceleragdo e, portanto, forcas verticais
no escoamento. Estas forcas causam variagdo do perfil de pressdes no corpo fluido, alterando a
caracteristica hidrostatica da distribuicdo de pressdes. Esta analise, realizada em modelos em

uma ou duas dimensdes, pode ser importante em fun¢do do caso em estudo.
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Pode-se ver em Roger et al. (2009) e Roger et al. (2010) que foram observadas
diferengas entre os resultados obtidos em experiéncias (laboratoriais) com simulagdes
matematicas em 3D e em 2D, com erros maiores nesta, como esperado. Essas diferencas,
segundo os autores, podem ser creditadas as distribui¢des de velocidades e de pressdes
diferentes das usualmente assumidas nas hipdteses preliminares das dedugdes das equagdes
(velocidade constante e pressao com variacao linear). Em modelos 3D essas consideragdes nao
sdo relevantes, mas sim a adog¢do de um modelo apropriado de turbuléncia (e seus respectivos
parametros) que seja capaz de reproduzir o fenomeno em analise. Esses trabalhos apresentam a
necessidade de estudos de distribuicdes de pressdes diferentes da hidrostatica na busca de

resultados com maior aderéncia aos obtidos experimentalmente.

A simplificac¢do inicial de praticamente todas as formulagdes, tanto em 1D como em
2D, ¢ assumir que a distribuicdo de pressdes na vertical ¢ hidrostatica. Isto implica em que as
linhas de corrente sejam retilineas e paralelas — ou seja, ndo existem velocidades na dire¢do em
que foi feita a simplificacdo, a vertical. Muito embora isso ndo seja correto em vdrias analises,
esta simplificagdo conduz a resultados muito proximos da realidade na grande maioria dos

casos, e tem sido utilizada ha muito tempo em todo o mundo.

Com o intuito de entender melhor os fenomenos fisicos envolvidos e melhorar a
precisdo dos resultados, este trabalho busca identificar qual a melhoria nos resultados a partir
da troca da distribuicdo hidrostatica de pressdes por uma nao-hidrostatica. A formulagdo ¢
chamada de Equagdo de Boussinesq e assume que existe uma velocidade vertical variavel de
maxima na superficie livre e nula no fundo (condicao de impenetrabilidade). Esta variagao da
velocidade causa uma aceleracao e, a partir dela, uma forga, que causa variagdo na Quantidade

de Movimento do escoamento.

Com esta hipodtese assumida, foram desenvolvidos modelos computacionais capazes
de corrigir os calculos pelos métodos tradicionalmente utilizados — Saint-Venant ou Aguas
Rasas — comparando os resultados obtidos e o esfor¢o computacional adicional necessario para

atingir tal precisao.

Um escoamento com caracteristicas extremas de variacoes de velocidades e de
profundidade ¢ o causado pelo rompimento de uma barragem. Este ¢ um acidente infelizmente
comum, ¢ podemos citar como exemplos o rompimento das barragens de Euclides da Cunha
(1977 — Brasil), Teton (1976 — EUA) e Malpasset (1959 — Franca) — esta barragem com
fotografias mostradas na Figura 1.1 — USDI (1976).
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Figura 1.1 - Barragem de Malpasset, recém-construida e logo apds a ruptura - USDI (1976)

O fendmeno em andlise ¢ complexo, com caracteristicas de escoamento
tridimensional e rapidamente variado no tempo. A complexidade dos modelos em trés
dimensdes dificulta em muito, até o presente momento, o desenvolvimento de modelos 3D para
analise de ruptura de barragens em casos reais. Observa-se, ainda, que os grandes gradientes
que se apresentam necessitam de uma discretizagao espacial e temporal muito refinada, o que
aumenta em muito o custo computacional da analise, assim como o tempo para obtencao dos
resultados. Os modelos comerciais existentes, e que permitem tratar tal fendmeno, sdo
normalmente simplificados para escoamento em uma dimensao. Os modelos mais modernos —
ainda académicos — levam em conta duas dimensdes, mas sao de divulgacao e utilizagdo
restritas aos pesquisadores que os desenvolveram. A utilizagdo das equagdes de Boussinesq, da
forma proposta para este estudo abre uma nova perspectiva, pois a sua aplica¢ao a hidraulica
fluvial nao foi encontrada na revisao bibliografica. Ela tem registros apenas em modelagens em
uma dimensao; para estudos de ondas oceénicas, existem modelos em duas dimensdes, mas

sem a consideragdo da perda de carga (ou seja, da rugosidade) e da declividade do fundo —
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simplificagdo completamente aceitdvel no oceano profundo, mas muito grosseira no caso de

um rio.

O estudo da propagacao de ondas de ruptura de barragens em canais de rios serve
ainda de base para a elaboracdo do Plano de Ag¢des Emergenciais (PAE), preparado pela

proprietaria e/ou concessiondria da barragem em conjunto com a Defesa Civil da regido afetada.

Modelos computacionais que conseguem reproduzir o fendmeno da propagacao de
uma onda de ruptura de barragem podem analisar as ondas de enchentes naturais ou mesmo
operagdes muito rapidas de comportas, tendo em vista que estas ndo possuem diferencas de
niveis de dgua e de vazdes tao grandes como as observadas no caso da ruptura de barragem. Os
estudos atuais de ondas de rupturas sdo realizados, normalmente, por modelos em uma
dimensao, utilizando a formulagdo de Saint-Venant, ideal para canais com aguas rasas. Quando
os fenomenos possuem fortes gradientes — como ondas de mar proximas da arrebentacido ou nas
ondas de rupturas de barragens — a consideragdo da formulagdo de Boussinesq pode ser
interessante, uma vez que leva em conta uma distribuicdo ndo hidrostatica de pressdes na
vertical (gerada por aceleragdes verticais). Em regides onde ocorre forte curvatura do fluxo, o
uso das equacdes de Saint-Venant pode levar a erros, o que pode ser corrigido pela adocao das

equacdes de Boussinesq.

Segundo PEREIRA (1996), quando o nivel de 4gua a jusante de uma barragem antes
da ruptura ¢ alto, frente a altura a montante, a consideragdo de distribuicdo nao hidrostatica de
pressdes conduz a resultados mais realistas. Algumas barragens atuais, em projeto, em
construgdo ou em operacao, apresentam pequena altura de barramento ¢ um nivel de agua
elevado a jusante, o que justificaria o estudo do escoamento gerado na sua hipotética ruptura

com a consideracdo das equacdes de Boussinesq.

1.2. BREVE DESCRICAO DA SITUACAO ATUAL NA AREA DE PESQUISA

Podemos analisar as pesquisas atualmente publicadas dividindo em dois grandes

grupos:

e Equacodes utilizadas para a analise do escoamento em canais, bem como o

nimero de dimensdes relevantes ao problema; e

e Mc¢étodos matematicos e computacionais utilizados para a sua solucao.
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Quanto as dimensdes relevantes, encontramos trabalhos atuais em uma ou duas
dimensdes, utilizando as equagdes de Saint-Venant ou de Aguas Rasas, conforme o caso.
Existem algumas publicacdes sobre a aplicacdao direta das equagdes de Navier-Stokes, ainda
que utilizando a formulacao de Reynolds (valores médios no tempo e turbuléncia) para analise
em trés dimensoes. As equagdes de Boussinesq sdo analisadas apenas em uma dimensao, sem
estudos apresentados desta formulagdo em duas dimensdes para canais, mas apenas para
engenharia ocednica. Existe um método em trés dimensdes que tem sido aplicado em areas
pequenas, mas com bons resultados e em trés dimensdes; ¢ o SPH (Smoothed Particle
Hydrodynamics). Esse método foi desenvolvido inicialmente para problemas de astrofisica'.
Uma referéncia recente nesta linha de pesquisa ¢ Vasco (2014), que tratou, principalmente, de
intrusdo de massas solidas em campo fluido, simulando deslizamentos de encostas em
reservatorios. Embora os resultados tenham apresentado pequena concordancia entre valores
numéricos e experimentais, os fendmenos foram reproduzidos, o que indica que o método ¢
passivel de utilizagdo, mas deve ser aprimorado, em termos de controle de erros e condi¢des de

contorno.

Quanto aos métodos de solucdo das equacdes diferenciais resultantes, os artigos mais
antigos versavam sobre Método das Caracteristicas ou das Diferengas Finitas. Atualmente, a
maioria dos pesquisadores utiliza 0 método dos Volumes Finitos. O Método dos Elementos
Finitos tem sido muito utilizado em hidraulica costeira, ou onde ndo existem fortes
descontinuidades, pois 0 método tradicional ndo permitia uma boa representacdo desse tipo de

fendmeno.

Ha pouco mais de uma década, Cockburn e Shu (2001) apresentaram um método
chamado de Galerkin Descontinuo, que permite capturar descontinuidades no campo de analise,
associado ao Método de Runge-Kutta para a aproximagao no tempo (chamado genericamente
na literatura pela sigla RKDG). Schwanenberg (2003) aplicou em seu doutoramento esse
método as equagdes de Saint-Venant e de Aguas Rasas (1D e 2D) com bons resultados. O

método original (método de Galerkin cldssico) tinha problemas de continuidade e a

! O desenvolvimento inicial do método SPH foi apresentado nos trabalhos:
e R.A. Gingold and J.J. Monaghan, “Smoothed particle hydrodynamics: theory and application to non-spherical
stars”, Mon. Not. R. Astron. Soc., Vol. 181, pp. 375-89, 1977.
e L.B. Lucy, “A numerical approach to the testing of the fission hypothesis,” Astron. J., Vol. 82, pp. 1013-1024,
1977.
Atualmente existem programas em cddigo livre que podem ser acessados, por exemplo, em:
https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/Main_Page (acessado em 20/07/2016).
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aproximacdo no tempo era convencional (diferencas finitas explicita ou implicita), o que
conduzia a fortes instabilidades, ndo permitindo a sua aplicagdo aos casos estudados, com fortes

gradientes.

Roger et al. (2009) e Roger et al. (2010) aplicaram esse método juntamente com
outros (método dos volumes finitos e 0 STAR CD® — um software comercial em 3D, hoje
denominado STAR CCM+?), ao caso de uma ruptura de dique. Levantaram a hipotese de que
as diferencas de resultados ainda existentes entre os modelos 2D de Aguas Rasas e os resultados
experimentais — ou modelados em 3D — podem ser creditadas a distribui¢ao nao hidrostatica de
pressoes e, ainda, a distribui¢ao nao uniforme de velocidades. Este trabalho busca analisar a
influéncia da distribuicao de pressdes sobre os resultados, deixando o estudo da distribui¢ao de

velocidades para estudos futuros.

Motivacao do Estudo

A consideragdo da distribuicao hidrostatica de pressdes esta no nicleo das equacdes de
Saint-Venant (1D) e de Aguas Rasas (2D), usadas ha mais de um século para representar o
escoamento em canais, rios € estuarios de forma simplificada, permitindo o seu calculo com as
ferramentas existentes na época. Pequenas diferencas entre os valores reais obtidos e os
calculados sdo aceitos ou sdo realizados ajustes nos coeficientes de rugosidade (em alguns
métodos através da criacdo de uma viscosidade artificial). Isto pode ser observado, mesmo em
movimentos chamados de potenciais, creditando todas as diferencgas observadas a consideracao

de fluxo potencial, o que € totalmente equivocado, pois outros fatores influenciam os resultados.

A generalizagdo de modelagem 3D com as equacdes de Navier-Stokes completas
(levando em conta as tensoes de Reynolds), pode-se observar as diferencas entre os resultados
e tentar identificar a sua origem. Roger et al. (2009) e Roger et al. (2010) apresentam estudos
de escoamento em uma ruptura de dique, analisado como movimento permanente, onde
podemos observar variacdes entre os valores experimental e calculado de velocidades,
profundidades e vazdes. Para esse caso apresentado a modelagem 3D completa ainda apresenta
um erro de cerca de 3% em relagdo aos resultados experimentais de vazao, enquanto que na

modelagem 2D este erro médio fica em torno de 8% para esse tipo de escoamento.

2 Informagdes sobre esse programa comercial pode ser acessado em: http:/www.cd-

adapco.com/products/star-ccm%C2%AE (acessado em 20/07/2016)
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Em Roger et al. (2009) observa-se a seguinte citagao:

“Additionally, a non-hydrostatic pressure distribution depending
on the free surface curvature should be adopted. Depth-averaging and above
all the hydrostatic pressure assumption are reasons for the observed
differences between the experimental and numerical investigations of dike-

break induced flows .
Em outro artigo, Roger ef al. (2010), 1é-se:

“...demonstrate that non-uniform velocity profiles as well as non-
hydrostatic conditions near the breach in the channel are most probably the
main reasons for this underestimation. Additional simulations introducing a
reliable spatial distribution of Boussinesq and pressure coefficient may clarify

their respective impact”.

Tais citagdes demonstram a necessidade de estudos referentes a distribuicao de pressdes

e, também, da distribuicao de velocidades.

1.3. OBJETIVO

O objetivo central desta tese € deduzir as equagdes de Boussinesq em duas dimensdes
espaciais com termo de correcdo de nao hidrostaticidade, para analisar escoamentos em canais
ou planicies bidimensionais, quantificando a melhoria nos resultados e o custo computacional

relativo dispendido nessa melhoria, em relagio a utilizagdo das Equagdes de Aguas Rasas (2D).

Como objetivos especificos e que permitirdo atingir o objetivo central temos:

e Deducdo das equacdes de Boussinesq, levando em conta a distribui¢do ndo
hidrostatica de pressdes em duas dimensdes horizontais, em sistema
cartesiano de coordenadas, considerando a declividade e rugosidade do

fundo;

e Andlise da adog¢do da distribuicio de pressdes hidrostatica ou ndo-
hidrostatica na vertical, isto ¢, analisar a necessidade ou ndo de utilizar as

equagdes de Boussinesq no lugar das equagdes de Aguas Rasas;

e Discretizagdo das derivadas espaciais e temporais, necessarias para a

representagao dos termos de correcao; e
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e Avaliagdo da aplicabilidade dos métodos de Galerkin Descontinuo com

Runge-Kutta para a equacao de Boussinesq.

Deve-se lembrar que o objetivo principal desta pesquisa ¢ aumentar a aderéncia de
um modelo 2D aos resultados reais, tornando a andlise mais rapida e com menos esfor¢o
computacional que o necessario para a modelagem 3D, mas com mais precisdo do que os

obtidos com modelos 1D ou 2D com distribui¢cdo hidrostatica de pressoes.

1.4. DESCRICAO DOS CAPITULOS
Este trabalho esta dividido em cinco capitulos, divididos como descrito a seguir:

- No CAPITULO 1 sdo apresentadas as justificativas para o estudo proposto, a

relevancia do tema e os objetivos — geral e especificos;

- O CAPITULO 2 apresenta a revisdo bibliografica dos pontos teoricos
necessarios para a realizagdo da pesquisa, tanto em termos fisicos, como
matematicos. Os casos a serem analisados s@o também apresentados, com os

resultados obtidos em estudos realizados por outros pesquisadores;

- A deducgdo das equagdes propostas é apresentada no CAPITULO 3, onde
também sao apresentadas as discretizagdes adotadas para os termos adicionais

criados na dedugao;

- No CAPITULO 4 a formulagdo proposta ¢ aplicada a trés casos — dois
rompimentos de barragens e uma transicdo em largura em um canal com
escoamento torrencial — buscando quantificar as variagdes nos resultados

obtidos;
- No CAPITULO 5 sio apresentadas as conclusdes deste estudo e recomendagdes

para a continuidade das pesquisas.

Complementarmente, o0 APENDICE 1 apresenta a deducdo detalhada das equacgdes de

Boussinesq, apresentada de maneira abreviada no corpo do texto, no CAPITULO 3.
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CAPITULO2- REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1. CONSIDERACOES GERAIS

Este capitulo apresenta a revisdao bibliografica sobre os temas abrangidos por esta
tese, bem como alguns temas auxiliares necessarios a compreensao dos pontos principais. Sao

eles:

e Equacdo do movimento:
o Equacao de Navier-Stokes;
o Equacio de Aguas Rasas 2D;
o Equacdo de Saint-Venant, ou equagdo de aguas rasas 1D;
o Equacdes de Boussinesq 1D;

e Rompimento de Barragem;

e Mc¢étodos Numeéricos para Solucao das Equagdes;

e Me¢étodo de Galerkin Descontinuo;

e Método de Runge-Kutta.

Estes topicos serdo tratados individualmente na sequéncia.
2.2. ESCOAMENTO NAO-PERMANENTE EM CANAIS

Neste item sdo apresentadas as formulagdes matematicas para o equacionamento do
escoamento ndo-permanente de fluido incompressivel em canais abertos. Fluido incompressivel
¢ uma simplificagdo de cédlculo muito utilizada. Ela ¢ valida para fluidos com coeficiente de
elasticidade alto e em escoamentos com velocidades baixas quando comparadas com a
velocidade das ondas eldsticas no meio (ou velocidade do som no meio). Para escoamentos em
canais abertos esta hipotese ¢ perfeitamente aplicavel. O equacionamento do problema parte
das equagodes de conservacao da massa e da quantidade de movimento linear. A equacdo da
conservagao da energia pode ser desconsiderada no caso do estudo de fluidos incompressiveis;
em muitos casos, esta equacdo resulta idéntica a da conservagdo da Quantidade de Movimento
Linear. Nao serdo analisados neste trabalho a difusdo ou conveccdo de substancias no meio

liquido.
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2.2.1. Equacdes de Navier-Stokes

Os movimentos dos fluidos sdo representados matematicamente pelas equagdes de
Navier-Stokes. Elas expressam a conservagdao da quantidade de movimento linear nas trés
diregdes espaciais. E usual agregar-se a elas a equagdo da continuidade (ou da conservagio da
massa), mantendo-se a nomenclatura. Uma deducdo dessas equagdes pode ser encontrada, por
exemplo, em Schlichting (1979) ou Fortuna (2000). A sua forma geral, tridimensional e para

qualquer sistema de coordenadas, pode ser assim escrita:

ap =\ 2.1
L1 v(pV)=0 2.1

[6p17 (2-2)

-t (Vo) (p 7)] = pF — Vp + uv?v
Onde:

p : massa especifica do fluido (kg/m3);

u: viscosidade dinamica do fluido (Pa.s);

V : vetor velocidade (m/s);

p : pressdo no ponto (Pa);

F: forga de massa, ou aceleragio (m/s?).

A equacdo (2.1) representa a conservagao da massa, enquanto a equacao (2.2) vetorial
(conjunto de trés equacdes) representa a conservagao da quantidade de movimento linear nas

trés direcdes espaciais.

Em coordenadas cartesianas, e considerando apenas as duas dimensdes horizontais,

as equacdes podem ser escritas da seguinte forma (equagoes (2.3) a (2.5)):

( dp dpu 0 )
op  Opuw Opv _ (2.3)
Jat  Ox dy

dpu dpu? Adpvu op 0 ot

p + p p = pF, ——p-l- Txx + Xy

Jat 0x dy Jdx  Ox dy (2.4)
dpv dpuv dpv? op 0t ot

e Ry O . P 1

Lot Ox dy dy dx = dy (2.5)
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Onde F\ e F) sdo as componentes do vetor F; u e v (m/s) sdo as componentes do vetor
. = ~ ~ . . ~
velocidade V; Tyy, Txy, Tyx € Tyy sd0 as tensdes cisalhantes no fluido (Pa). As tensdes

cisalhantes em um fluido newtoniano, incompressivel e isotropico (caso da dgua) podem ser

calculadas pelas equagdes (2.6) a (2.8):

( du 2 (Ou OJv (2.6)
x = Z“a‘§ﬂ(a+$)
Jv 2 /0u 0dv
Yoy =25 = 3u(G3 45 ) &P
Ju OJv
[ T T T S H (@ * a) 2.8)

Os valores das grandezas nessas equagdes sdo instantaneos, o que torna o conjunto de
equacdes de aplicagdo direta apenas para escoamentos laminares. Uma forma pratica de utilizar
estas relagdes para escoamentos turbulentos — mais comuns na pratica — ¢ dividir as incognitas
na soma de um valor médio e de uma flutuagao turbulenta ao redor do valor médio, com média
nula. Utilizando esta hipdtese, e realizando as médias em um intervalo de tempo
suficientemente curto — para podermos analisar a variagdo no tempo das grandezas — mas
suficientemente longo — que permita obter uma flutuacdo com média nula — teremos a forma de
Reynolds para as equagdes de Navier-Stokes, reproduzidas nas equagdes (2.9) e (2.10) em
substitui¢do as equagdes (2.4) e (2.5) — a equagdo (2.3) continua valida, mas escrita em termos

de velocidades médias:

YL P B (B . N A B
4 ot ox  dy * ox 0x2  0y?2 ox dy

v 90 0D op 020  0%u ouv ov?
lp(aﬂa”@)=Fy‘@+“<w+w>‘f’( ox +w) (2.10)

Onde u, v e p sao valores médios temporais € u'e v' representam as flutuagdes
turbulentas. Estas equacdes ja se encontram simplificadas para o caso de escoamento em duas

dimensoes.

Para resolver estas equacdes, as quais incluimos duas novas variaveis (as flutuagdes

turbulentas), necessitamos de equacdes de fechamento, conhecidas como modelo de
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turbuléncia. Este procedimento ndo serd adotado neste trabalho, tendo em vista as andlises que

deverdo ser realizadas em termos da consideracdo da forma da distribuicao de pressoes.

A seguir sdo apresentadas, de forma geral, as equagdes que serdo utilizadas ao longo

deste trabalho.

2.2.2. Simplificaciio para duas dimensdes — Equacdes de Aguas Rasas

As equacoes de Navier-Stokes, acima apresentadas, representam o escoamento
laminar em trés ou duas dimensdes (equacdes (2.1) a (2.5)). A considera¢do de escoamento
turbulento conduz a forma de Reynolds para as equagdes de Navier-Stokes (equagdes (2.9) e
(2.10)). O escoamento que ocorre apds a ruptura de uma barragem, ou mesmo escoamento
normal em rios, € claramente turbulento e, normalmente, o escoamento pode ser simplificado
para duas dimensoes, supondo que a altura da barragem ¢ muito inferior as duas dimensoes
horizontais do problema. Neste caso, podemos utilizar uma simplificacdo chamada de Equacdes
de Aguas Rasas, onde as equagdes representam a conservagdo da massa e da quantidade de
movimento linear nas duas dire¢des horizontais, x € y. Uma das formas deste conjunto de

equagoes ¢ representada nas equagdes (2.11) a (2.13):

( oh od(uh) 0 2.11
oh  0Qwh) 9Cuv) (2.11)
Jat d0x dy

du ou du dh
) —+u—+v—+ga=g(50x—5fx)

v N ov N ov N oh _ (S g )
ar " ax Ty 99y T Iy Ton (2.13)

Onde:

So, € So,, - declividades do fundo nas dire¢des x e y, que representam a

componente da forca de massa em cada dire¢ao (m/m);

Sg. € Sfy - declividades da “superficie” de energia nas dire¢des x € y
(m/m), calculadas, por exemplo, pela equacdo de Manning, como
mostrado nas equacdes (2.14) e (2.15) (ver Apéndice I, equacdes (A.108)
a(A.111)):
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_ iun? (2.14)
Sfx - h4/3
__|vlvn?
Sfy - h4/3
(2.15)

V =+vu? + v? - vetor velocidade total (m/s);
n: coeficiente de rugosidade da formula de Manning (m™'3s).

O valor do coeficiente de Manning €, muito provavelmente, um caso Unico na ciéncia

135) ou em unidades

moderna, pois o seu valor numérico ¢ o mesmo em unidades do SI (m
inglesas (que deveriam ser ft'*s). Neste caso, a formula de Manning apresenta uma constante
multiplicadora na formula¢do em unidades inglesas — igual a 1,4859, ou (0,3048 ") — que faz
a correcao das unidades utilizadas nas outras grandezas envolvidas. A equagao de Manning ¢
uma equagdo empirica de resisténcia do escoamento, muito utilizada na pratica para
escoamentos em rios e condutos. Como a maioria das equacdes empiricas, ela leva em conta a
rugosidade do contorno e o raio hidraulico da secao, considerando que o fluido que estad

escoando seja agua. Levando em conta apenas a rugosidade do contorno, o valor de n pode ser

calculado pela relagdo de Strickler, de 1923 (equagdo (2.16)):

p./s (2.16)

_ 50

=75

Com Ds representando o didmetro médio (m) dos graos de areia do contorno.

2.2.3. Simplificacdo para uma dimensao — equac¢io de Saint-Venant

Nos casos em que uma das dimensdes predomina sobre as demais (caso de rios, ou
onde as sec¢des transversais sdo praticamente constantes), podemos simplificar ainda mais a
formulagdo, desprezando-se uma das dire¢des (normalmente a dire¢do y), e mantendo-se apenas
a dire¢do principal (normalmente a x). Com isto, o conjunto de equagdes resultante, apresentado
nas equacgdes (2.17) e (2.18) para canais retangulares de grande largura (e em uma das formas

ndo-conservativas possiveis), recebe o nome de Equacdes de Saint-Venant:

dh 9d(uh) (2.17)
E-I_ ox 0

ou ou oh

E+ua+ga=g(50—5f) (2.18)



38

Onde: 4 ¢ a profundidade do escoamento (m); u a sua velocidade média (m/s); g a
aceleragio da gravidade (m/s?); Sy a declividade do fundo (m/m) e Sya declividade da linha de

energia — ou a perda de carga unitaria (m/m), calculada pela equacdo (2.14), onde V = u.

As equagdes acima estdo escritas na forma ndo-conservativa, ou seja, a formulacao
matematica discretizada ndo obriga a conservacao da massa nas pequenas por¢des do dominio,
muito embora respeitem a equacio da conservagdo da massa. E um problema matemético e ndo
fisico. O grau de significancia da ndo conserva¢ao da massa esta intimamente ligado ao modelo
numérico adotado, a discretizagdo espacial e temporal e ao esquema de solucdo adotados.
Operagdes matematicas simples (adicdo da equacdo da conservagdo da massa a da quantidade
de movimento — equagdes (2.17) e (2.18) e simplificagdes resultantes) podem, no entanto,
transformar estas equagdes em sua forma conservativa, onde as quantidades parciais sdao
localmente preservadas. Estas equagdes na forma conservativa sdo escritas como nas equagdes

(2.19) e (2.20) abaixo:

oh  d(uh) . (2.19)
at = ox
6u+ g 2h + 7 h(So — Sf) (220
\oc Tax\" "I ) T I T

2.2.4. Equacoes de Boussinesq em uma dimensao

Uma simplificacdo importante adotada nas equagdes de Saint-Venant, e também nas
Equagdes de Aguas Rasas, ¢ que a distribuigdo de pressdes na vertical é hidrostatica, isto é, a
pressdao varia apenas com a profundidade, e de forma linear. Isto implica em que ndo haja
velocidade na direcao vertical (pois as linhas de corrente devem ser retilineas e paralelas), o
que ndo ¢ uma simplificacdo valida para todos os escoamentos, principalmente nos sujeitos a
fortes gradientes ou grandes descontinuidades. Boussinesq (segundo Chaudhry (2008)) propde
alterar as equagdes de Saint-Venant para levar em conta uma distribui¢ao nao-hidrostatica de

pressdes. As equagdes podem ser escritas como em (2.21) e (2.22).
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( oh  d(uh) (2.21)
E-I_ dx =0
|20 + 4 “h + h_n | + il <6u)2 l = gh(S, — Sf)
ot ox 97 "3 |oxar T Y axz  \ax) | TIM0T s (2.22)
\ Corregao de Boussinesq

Onde se observa que o terceiro termo da segunda derivada da equacao (2.22)
(conservagdo da quantidade de movimento na dire¢do x) € uma corre¢do em fungdo da alteragdo
da distribuicdo de pressdo hidrostatica usual — representado pelo segundo termo da mesma
derivada. As equagdes mantém a forma conservativa (comparar as equagoes (2.21) e (2.22) com
as equacoes (2.19) e (2.20), o que ¢ bom em termos dos resultados numéricos, tendo em vista
que esta formulacao representa de modo matematicamente mais correto a conservagao da massa

no dominio de estudo.

2.3. ANALISE DA ORDEM DAS APROXIMACOES DAS EQUACOES DO
ESCOAMENTO NAO PERMANENTE

Nascimento (2001), citando Seabra Santos (1989a, 1989b), apresenta uma analise das
equagoes chamadas de “classe Boussinesq”, que sdo equacdes que levam em conta aceleragdes
verticais do escoamento. A equagdo apresentada ¢ unidimensional, mas as suas consideragdes
sao validas para duas dimensdes. Este modelo proposto — “classe Boussinesq” — apresenta
derivadas de ordem superior, ¢ admite velocidade horizontal uniforme na profundidade,
enquanto a velocidade vertical varia linearmente entre o valor maximo na superficie até nula

no fundo. Esta analise parte das equacgdes fundamentais da Mecanica dos Fluidos, utilizando-
se de parametros adimensionais fisicos o = h/ jea= f/ h onde temos /4 representando uma
profundidade caracteristica, / um comprimento caracteristico ¢ £ a sobrelevacao em relacao ao

nivel de 4gua em repouso (todos em metros). Na hipotese de aguas rasas temos h/ 1K1 (muitos

2

autores colocam como limite maximo h/ 1= 0,05). O parametro o representa os efeitos

dispersivos, enquanto € representa os efeitos ndo-lineares. A relagdo entre estes parametros

conduz ao nimero de Ursell, que apresenta a forma mostrada na equagao (2.23):

a &2 (2.23)
Ur=0=%
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Assim, se U, < 1 temos que a < ¢2, ou seja, os efeitos dispersivos predominam sobre
os ndo-lineares. J4 quando U, > 1, temos que a > o, ou seja, os efeitos ndo-lineares
predominam sobre os dispersivos. Analisando-se as combina¢des dos efeitos descritos,

podemos ter modelos com as seguintes caracteristicas — para escoamentos em uma dimensao:

a. Aproximacdo linear ndo-dispersiva (LND) — equag¢des em primeira aproximacgao,

independentemente do valor de U,;

b. Aproximag¢do nao-linear nao-dispersiva (NLND) — ainda em primeira aproximagao,

obtém-se as equacdes de Saint-Venant (ver item 2.2.3), que conduzem as equacgdes
de Airy, no caso de ondas em uma dimensao e pequena amplitude. Neste caso, temos

U, > 1, pois predominam efeitos nao-lineares.

c. Aproximacao linear dispersiva (LD) — ¢ uma equacdo em segunda aproximacao,

considerando € < 2, e onde predominam efeitos dispersivos (U, < 1).

d. Aproximacdo ndo-linear dispersiva (NLD) — ainda em segunda aproximagdo e

escoamento unidirecional, obtém-se as equacdes de Serre (ou Sistema Serre). No
caso de fundo variavel no espago, as equagdes sdo chamadas de Equagdes de
Boussinesq e, no caso em que as ondas se propagarem em apenas um sentido, as
equagdes recebem o nome de Korteweg-de Vries. No caso de escoamentos em duas
dimensdes, com fundo variavel no espaco ¢ no tempo, as equagdes resultantes sao
denominadas de Green e Naghdi e, se a amplitude das ondas for pequena, estas

equagoes reduzem-se as equacdes de Wu.
Mais detalhes podem ser obtidos em Nascimento (2001).

Com este ponto de vista, da mecanica da propaga¢ao de ondas, o modelo estudado nesta
tese se assemelha mais a um modelo de Serre que de Boussinesq puro, pois neste caso, apenas
a derivada cruzada da equacao de correcao (equagao (2.22)) € utilizada, e ndo os trés termos de

forma conjunta.

Tossou (2009) fez um trabalho de desenvolvimento de um equacionamento de ondas de
Serre em 2DH, utilizando o software MATLAB® e a formulacio de Elementos Finitos de
Taylor Galerkin, um método classico. Aplicou a escoamentos fluviais sem choque e, ainda, a
casos de rompimento de barragens. Os seus resultados mostraram uma aproximagdo aos

resultados obtidos pela formula¢do de Saint-Venant classico (com distribui¢do hidrostatica de
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pressdes na vertical). Apresentou, ainda, uma formulagdo mais abrangente — com incremento
da difusdo e variacdo de velocidade no fundo, chamada de SVP (Saint-Venant Plus) — mas sem

nenhuma aplica¢do a casos praticos.

2.4. ESTUDOS SOBRE RUPTURA DE BARRAGENS

Neste item descrevem-se os estudos para o calculo de uma onda de choque

proveniente da ruptura de uma barragem.

2.4.1. PRIMEIROS ESTUDOS

O estudo das ondas de rupturas de barragens ¢ antigo. O primeiro caso bem
documentado ¢ o de Johnstown, ocorrido em 1889, nos EUA, causando cerca de 2.200 mortes,
mais de 11.000 desabrigados e prejuizos de aproximadamente 40 milhdes de dolares (da época).
Ferris (1889) apresentou uma descri¢do deste caso, sob diversos pontos de vista. A partir deste
ponto, e até 1959, as pesquisas foram eminentemente tedricas. Foram desenvolvidos métodos
analiticos para casos simples, como o método de Ritter, em 1892 — ver Stoker (1957) e

Henderson (1966).

A partir da ruptura da barragem de Malpasset (na Franga, em 1959), iniciou-se o
desenvolvimento de diversos métodos unidimensionais para o estudo da onda em casos reais,
utilizando diferencas finitas. Desta época sdo classicos os trabalhos de Strelkoff (1970)
(métodos explicitos e implicitos, em uma dimensao, com secao transversal do rio variavel),
Sakkas e Strelkoff (1973) (unidimensional, método das caracteristicas, leito seco a jusante em
canal prismatico) e Mahmood e Yevjevich (1975) — livro em trés volumes sobre escoamento
ndo permanente em canais das mais diversas formas (uma e duas dimensdes, método das

caracteristicas ou diferencas finitas, em estudrios ou rios, etc...).

Com a ruptura da barragem de Teton, nos EUA em 1976, os estudos neste campo se
intensificaram ainda mais. Os trabalhos seguiram na linha de diferencas finitas, basicamente
em uma dimensao, pois este era 0 método melhor adaptado ao problema e aos computadores da
época, e produzia respostas razoavelmente rapidas e com precisdo aceitavel para a finalidade
de protecdo das populagdes ribeirinhas expostas a riscos de inundagdes. Na década que se

seguiu, foram publicados centenas de artigos, propondo algoritmos utilizando basicamente
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métodos de diferengas finitas e comparando os resultados obtidos com outros autores, testes de

laboratorio ou casos reais.

2.4.2. ESTUDOS COM MODELOS MATEMATICOS

A linha de pesquisa melhor sucedida foi iniciada em anos anteriores a ruptura de
Teton por Danny L. Fread — ver Fread (1971, 1973, 1978); Fread e Harbaugh (1973) e Fread e
Smith (1978) — e que culminou com o modelo DAMBRK (modelo em uma dimensdo, com o
ponto de vista Euleriano), com a ultima versdo publicada em 1988 (Fread (1988a)), e resumo
apresentado em Fread (1988b). Este modelo ¢ o mais difundido a nivel mundial para analise de
ruptura de barragens de acumulagao de agua ou detritos, em canais com escoamentos sub ou
supercriticos. Atualmente este codigo ¢ parte integrante do FLDWAYV, também do National
Weather Service e do HEC-RAS, do U.S. Army Corps of Engineers, além de ter outras versdes
em software proprietario (por exemplo, 0 BOSS DAMBRK —

http://www.bossintl.com/html/dambrk_overview.html). Sua abordagem ¢ euleriana, ou seja,

preocupa-se com as condigdes em segoes pré-definidas, ndo se importando com a localizagao

precisa da frente de onda em si.

Chen e Armbruster (1980) apresentaram uma solugdo para o rompimento de
barragens utilizando o método das caracteristicas 1D e ajuste do choque (com a utilizagao das
equacdes de Hugoniot-Rankine, também chamadas de equacdes do choque), aplicando o seu
modelo a um canal de se¢do transversal qualquer (no caso, com aplicagcdo ao caso real de

Johnstown).

Alguns autores estudaram a ruptura de barragens em modelos bidimensionais e os
aplicaram a canais curvos ou rupturas com brechas (rupturas apenas em parte da largura do

canal). Entre eles, podemos citar:

e Xantopoulos e Koutitas (1976), modelaram em duas dimensdes com método
explicito, aplicado a escoamento em canal de laboratorio, com uma superficie
quadrada representando uma planicie de inundagdo. Obtiveram bons resultados
para pequenas profundidades de escoamento e ruins para escoamentos mais

profundos, o que incluiu o caso real simulado no trabalho;

e Katopodes e Strelkoff (1978), utilizam o método das caracteristicas, com uma

malha movel (que vai se expandindo de acordo com o andamento da frente de
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onda, com nimero fixo de pontos). O custo computacional dessa abordagem ¢
alto, frente aos modelos de diferencas finitas em uma dimensdo. Sugerem mais
testes em modelos fisicos, para melhorar a compreensdo do fenomeno do
rompimento de barragem ¢ o desenvolvimento de modelos matematicos que o
represente mais precisamente. Comentam ainda que problemas sdao observados
nas regides de expansao do fluxo, onde a hipotese de distribuigao hidrostatica de

pressdes nao se aplica;

e Miller e Chaudhry (1989), apresentam medi¢des em um canal curvo, se¢do
retangular em laboratorio, com desvio de 180°. Utilizaram um método de
diferengas finitas explicitas (Lax), para as equagdes escritas nas formas
conservativa e ndo conservativa. Os resultados da forma conservativa se
ajustaram bem aos resultados experimentais; a forma ndo conservativa localizou
a onda em local mais a jusante e com niveis mais altos. Isto refor¢a a indicagao
de utilizacdo de equagdes na forma conservativa, para reduzir os erros da

simulacgao.

Katopodes e Schamber (1983) apresentaram cinco modelos baseados no método das
caracteristicas unidimensionais, e os aplicaram aos mesmos dados de laboratdrio (com e sem
rugosidade). Fizeram uma anélise do custo de rodar cada modelo, concluindo que o Zero Inércia
¢ o mais barato (do ponto de vista de recursos necessarios — maquina e homens-hora), mas mais
limitado, enquanto o melhor ¢ o0 Método das Caracteristicas aplicado com diferengas finitas no
tempo. A onda cinematica pode ser aplicada a calculadoras de bolso, de custo muito reduzido,

mas com pequeno espectro de utilizagao.

Tonwson e Al-Sahili (1989) estudaram a onda gerada pela ruptura instantanea de
uma barragem em um sistema de coordenadas r-t (canal retangular com paredes laterais
convergentes, paralelas ou divergentes — modelo 1D axi-simétrico). O método de solucdo
utilizado € o das caracteristicas; os resultados obtidos por eles sdo coerentes com resultados

obtidos em canais de laboratoério.

Basco (1989) comenta algumas limitacdes das equagdes de Saint-Venant quando
aplicadas a ruptura de barragens e propde a adoc¢do das equacdes de Boussinesq, que contém
uma derivada cruzada no espago e no tempo. Usa o método das Diferencas Finitas implicito,
informando que os erros de truncamento — comuns a métodos numéricos — gerados pela

aproximac¢ao numérica tendem a ser da mesma ordem de grandeza dos termos corretores da
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hipotese de Boussinesq, o que obriga a que seja prestada muita atencdo na precisdo das contas
realizadas e valores das varidveis armazenadas. Os resultados obtidos mostram que a utilizagao
das equacdes de Boussinesq ¢ mais importante para os pequenos tempos apds a ruptura. Para

longos periodos apds o rompimento, as equagdes de Saint-Venant se mostram suficientes.

Mohapatra e Chaudhry (2004), utilizando as equagdes de Boussinesq, propdem a
utilizacao de esquemas de 4* ordem (pois as equagdes sao de 3* ordem), porém sem grande
melhora nos resultados. Propde a utilizacdo das equacdes de Saint-Venant para o estudo de
rompimento de barragem. Conclui, ainda, que apenas o primeiro termo dos trés que surgem da
corre¢ao de Boussinesq (o que contém uma derivada cruzada no espaco € no tempo) causa
variacao em relacao as equacgdes de Saint-Venant, tendo em vista a pequena contribuicao dos
outros dois termos. Indica que a importancia desta correcao de Boussinesq se apresenta quando
a profundidade a jusante da barragem ¢ da ordem de 40 %, ou superior, da profundidade de

montante.

2.4.3. ESTUDOS NO BRASIL
No Brasil, destacam-se os trabalhos:

e Pasinato e Tucci (1992) apresentaram um modelo baseado em Preissmann
Generalizado — 1D — separando o campo de estudo em fungdo do tipo de
escoamento e as equagdes de choque, e aplicaram esta metodologia a canais
retangulares com rugosidade, declividade e largura constantes. Considerava,
ainda, que no caso de mudanca de regime de escoamento (supercritico e
subcritico), o canal era dividido e cada trecho era resolvido separadamente.

O método aplicado a casos da literatura, apresentou resultados coerentes;

e Mascarenhas e Silva (1987), Silva e Mascarenhas (1989) e Mascarenhas
(1990) apresentam os métodos de solugdo para a onda de ruptura em uma
dimensao, utilizando os pontos de vista euleriano e/ou lagrangeano (onde se
localiza primeiramente o choque para depois calcular o escoamento no
restante do canal), utilizando o método de diferengas finitas implicitas de
Preissmann convencional. Os modelos apresentados por Mascarenhas sio
aplicaveis a canais retangulares ou trapezoidais, e forma aplicados a rupturas

hipotéticas de barragens reais, em vales de rios. Os resultados obtidos ndo
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podem ser comparados com reais, tendo em vista que os rompimentos nao

ocorreram, mas sao coerentes com o esperado para escoamentos deste tipo;

e (Costa (1978) aplicou o modelo SMPDBK (modelo DAMBRK simplificado),
procurando quantificar os danos provenientes da ruptura hipotética da
barragem de Trés Marias, no rio Sao Francisco. Os resultados serviram de
base para a delimitagdo da area da planicie de inundacao, ainda que de forma

preliminar, tendo em vista o carater expedito do modelo adotado;

e Nogueira (1984) procurou estabelecer o mecanismo de erosao do macico das
barragens de terra durante a ruptura e obter o hidrograma efluente pela
brecha. Essa abordagem foi desenvolvida a partir do trabalho de Fread (1971,
1973), na geragio do modelo BREACH. E um modelo baseado em transporte
de sedimentos, calculando a erosdo juntamente com o aumento da vazao na

brecha formada;

e (ollischonn (1997), em seu mestrado na UFRGS, estudou o hipotético
rompimento da barragem de Ernestina, no rio Jacui, Rio Grande do Sul,
utilizando o software comercial DAMBRK (uma dimensao), apresentando as
consideracoes do modelo e fazendo diversas analises de sensibilidade aos
parametros de entrada. O estudo permitiu definir cendrios de inundag¢do no
caso de ruptura e concluir que quanto mais perto da barragem, mais sensiveis

sdo os resultados, frente aos dados de entrada.

Fabiani (1995) analisou o fendmeno de rompimento de barragem com o método das
caracteristicas em canal retangular, verificando a sensibilidade do desenvolvimento da onda a
diversos parametros (como declividade do canal, rugosidade, largura do canal e profundidade a
jusante). Foi utilizado o ponto de vista lagrangeano, ou seja, primeiro o choque foi localizado e
caracterizado. Na sequéncia, os dominios definidos sdo calculados isoladamente e o resultado
agrupado. O modelo proposto foi aplicado a dois casos constantes na literatura, com resultados
coerentes com os anteriormente publicados. Adicionalmente, realizou estudos de sensibilidade a
rugosidade do contorno, largura do canal, profundidade e velocidade do escoamento inicial e
declividade do fundo do canal, além de aplicar o método proposto a um caso hipotético de

ruptura, apresentando os possiveis resultados esperados neste caso.
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Ainda no Brasil, diversas teses de doutorado na USP (Universidade de Sao Paulo)

abordaram o tema de escoamento em canais, com analise de ruptura de barragens. Entre eles

podemos destacar:

Pereira (1996) confrontou as equacdes de Saint-Venant e de Boussinesq com a
utilizagdo de um esquema de diferencas finitas explicito de dois passos em uma
dimensdo (de Lerat-Peyret’), comparando-os com resultados experimentais.
Concluiu que para o caso de leito seco a jusante, as equagdes de Saint-Venant
representam bem o fendmeno. Em caso contrario (e mesmo para pequenas
profundidades a jusante) sugere a utilizagdo das equagdes de Serre (das quais

considera que as equagdes de Boussinesq sao uma linearizagao);

Marcacuzco (1998) apresentou simulagdo numérica das equagdes de aguas rasas,
com SIMPLEC (método dos volumes finitos explicito) e pressao hidrostatica,
mas levando em conta efeitos de curvatura de fundo, em duas dimensdes. A
malha utilizada foi retangular e uniforme, com armazenamento co-localizado.
Foi estudado apenas escoamento permanente, com bons resultados em termos de

precisdo, convergéncia e estabilidade.

2.4.4. OUTROS ESTUDOS PERTINENTES

Uma pesquisadora atuante ¢ Pilar Garcia-Navarro, de Zaragoza, Espanha, que tem

publicado diversos artigos sobre escoamento ndo-permanente em canais. Entre eles destacamos

o trabalho de Garcia-Navarro e Vazquez-Cendron (2000), que apresentaram um tratamento

diferente para os termos-fonte (normalmente sdo os termos de declividade do fundo — que

introduz a forca da gravidade — e os termos de perda de carga — gerada pela rugosidade do

contorno e viscosidade do fluido), pois afirmaram que os resultados dos modelos numéricos

sdo muito sensiveis ao tipo de tratamento dado a estes termos. Basicamente, recomendam

manter nos termos de calculo de fluxo apenas os termos conservativos, transferindo os demais

3LERAT, A.; PEYRET, R. Non centered schemes and shock propagation problems.

Computers and Fluids, n. 2, p. 35-52, 1974.
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componentes para o termo-fonte, incluindo a sua correcdo nas iteracdes ja necessarias ao

calculo.

Hervouet e Jankowski (2000) usaram diretamente os modelos TELEMAC 2D e 3D
(modelos da EDF — Electricité de France) para analisar escoamentos com distribui¢do nao-
hidrostatica de pressdes. Aplicaram pressdao hidrostatica na primeira iteragdo e depois
corrigiram com uma variagdo na distribuicdo gerada pelo campo de velocidades. O custo

computacional ¢ da ordem de oito vezes superior para a aplicagdo da Equagao de Boussinesq.

Realizado pela OTAN (Organizagdo do Tratado do Atlantico Norte), o projeto
CADAM envolveu toda a Europa com a finalidade de normatizar o estudo de rupturas e
elaboragdo de planos de emergéncias. Uma jornada técnica, realizada em janeiro de 1999,
realizou uma compilagdo das legislagdes europeias sobre seguranca de barragens. O livro “Dam
Break Flood Risk Management in Portugal™, foi publicado em 2003 a partir de estudos deste
projeto. Foram realizados quatro seminarios a respeito, em um intervalo de um ano e meio —
Wallingford, em marco de 1998, Munique, em outubro de 1998, Mildo em maio de 1999 e
Zaragoza em novembro de 1999, que apresentaram 82 artigos abrangendo os temas de
escoamentos uni e bidimensionais, volumes finitos com func¢des de interpolag¢do (basicamente
TVD), teoria sobre volumes finitos com malha triangular, dados estatisticos e avaliacdo da
precisdo dos mapas de inundagdo elaborados, simulacdo de células secas, utilizacdo da fenda

de Preissmann, entre outros pontos.

Caleffi et al. (2003) utilizou as equacdes de aguas rasas com um esquema de
discretizagao chamado HLL, justificando sua escolha dizendo que a fungdo de interpolagao
MUSCL oscila muito sem a utilizagdo de um limitador. O método proposto ¢ de segunda ordem
no espaco ¢ no tempo. Foi aplicado, com malha retangular, a casos de rompimento em duas
dimensdes, com resultados comparados com os obtidos em modelo reduzido, apresentando boa

aderéncia.

Gomez-Gesteira et al. (2004) apresentam um método lagrangeano de estudo de

escoamentos, incluindo rupturas de barragens. Utilizou o SPH (Smoothed Particle

4 Antonio Betamio de Almeida, Carlos Alberto Matias Ramos, Maria A. Santos e
Maria Teresa Fontela Viseu; Dam Break Flood Risk Management in Portugal, INEC :
Lisboa, 2003, 265 paginas.
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Hydrodynamics), que analisa o movimento de particulas discretas do fluido, calculando os seus
deslocamentos individuais (semelhante ao estudo do movimento simultaneo de diversos corpos

solidos que interagem entre si).

O trabalho de Bristeau et al. (2011) faz uma andlise unidimensional, e simplifica a
corre¢ao devida a nao hidrostaticidade da pressao, criando um modelo intermediario entre
Saint-Venant e Boussinesq, chamado de Saint-Venant Estendido, utilizando volumes finitos.
Este modelo ¢ aplicado a diversos casos com resultados experimentais, com bom ajuste. J&
Yasuda (2010) comparou as formulagdes de Saint-Venant e Boussinesq — onde utilizou duas
abordagens para a profundidade, concluindo que a utilizagdo da profundidade total como
propriedade do escoamento, ao invés da variagao em relagao a um nivel de base — comum em
trabalhos de hidraulica maritima — € mais ajustada a dados medidos em laboratorio e em campo.
Utiliza uma versao reduzida da formulacdo de Boussinesq, que diz ser precisa o suficiente

(utilizag@o apenas do primeiro termo da corre¢do mostrada na equacdo (2.22)).

Os trabalhos de Lai et al. (2003a, 2003b) aplicam-se a escoamentos em trés dimensoes,
mas apenas a escoamentos convencionais (naturais ou nao, confinados ou em canais) € nao ao
rompimento de barragem (que possui caracteristicas especiais de fortes gradientes de pressao e

velocidades).

Elizarova e Bulatov (2011) apresentam a analise de ondas de ruptura de barragens a
partir das equagdes de dindmica dos gases em duas dimensdes, utilizando diferencas finitas com
esquema de discretizacao centrado, associado a processamento paralelo; os resultados obtidos
sdo condizentes com os esperados. Betancourt ef al. (2007) também trabalham com as equagdes
de fluidos compressiveis, mas para escoamentos permanentes em canais com duas dimensoes,
com estreitamentos e soleiras, com bons resultados em casos com solucdes analiticas;

utilizaram o modelo PHOENICS, de escoamento de gases.

J& os trabalhos de Fagherazzi et al. (2004), Schwanenberg e Harms (2004), Kesserwari
et al. (2008) ¢ Sun e Sun (2011), tratam de analises com outros modelos matematicos — em
uma ou duas dimensdes, com métodos numéricos de diferengas finitas ou de elementos finitos

(Galerkin Descontinuo) e com a utilizagdo do método de Runge-Kutta para avango no tempo.

Ge et al. (2008) apresentam um modelo estocastico para determinacio de escoamentos
em uma dimensdo, onde ¢ possivel introduzir a probabilidades na determinacdo da

profundidade do escoamento, na sua velocidade e tempo de propagacao.
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Como demonstrado nas pesquisas acima citadas, varios autores tém se dedicado a
campos correlatos ao proposto nesta pesquisa: ruptura de barragens, escoamento em duas
dimensodes, tratamento da pressdo de forma nao hidrostatica em uma dimensao ¢ mesmo em

duas dimensdes, mas sem o tratamento da declividade do fundo e da rugosidade do contorno.

Nenhum trabalho ¢ apresentado na area especifica desta linha de pesquisa: anélise da
necessidade da consideragdo ou ndo da distribui¢ao ndo hidrostatica de pressdes (utilizagdo das
equagdes de Aguas Rasas ou das equagdes de Boussinesq) em duas dimensdes em rios com
fortes gradientes de profundidade e velocidade — como o existente em rompimento de
barragens, ou mesmo em alguns escoamentos fluidos. Este trabalho busca contribuir para o

preenchimento desta lacuna na literatura técnica.

2.5. ASPECTOS TEORICOS-MATEMATICOS SOBRE ONDA DE RUPTURA

A seguir sdo apresentados os pontos tedricos necessarios para o desenvolvimento dos

trabalhos a serem apresentados no CAPITULO 3.

A onda gerada pela ruptura de uma barragem ¢ uma onda de choque, ou de translagao,
de grandes dimensoes (seja em termos de celeridade, velocidade ou altura). O estudo da sua
formacao e desenvolvimento pode ser realizado através de métodos analiticos (em casos especi-
ais bastante simplificados) ou numéricos (nos casos reais). A ocorréncia de choques em
escoamentos de fluidos ¢ descrita matematicamente em Cunge et al. (1980). A demonstragdo
provém da natureza fisica do fendmeno, que conduz a equagdes diferenciais chamadas
hiperbolicas; na regido do espaco ¢ do tempo onde ocorre o choque, as equagdes nao mais
admitem uma solug¢do Unica. Assim, na regido vizinha ao choque, a hipdtese basica de
continuidade da solug¢do nao ¢ mais valida, necessitando-se equacdes que fagam a ligacdo entre

as regides com escoamentos distintos.

Os modelos analiticos para o estudo da onda provocada pela ruptura de uma
barragem tratam de casos muito particulares. Na literatura encontramos modelos deste tipo, que
diferem basicamente pela ocorréncia de ruptura em leito seco ou submerso a jusante. Dentre os

modelos para leito seco a jusante em canais retangulares podemos destacar os propostos por
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Ritter, em 1892 — método classico — e Whitham, em 1955 — que introduz o efeito da rugosidade
e da viscosidade na frente de onda — como mostrado por Mahmood e Yevjevich (1975) — para
canais prismaticos ndo necessariamente retangulares. Para leitos submersos a jusante, o método
original ¢ o proposto por Stoker (1957). A seguir analisaremos esses métodos de maneira
concisa. Maiores detalhes odem ser obtidos em Mahmood e Yevjevich (1975). Sakkas e
Strelkoff (1973) e Mariles ¢ Romero (1997) apresentam casos analiticos (para canais
prismaticos de formas diversas) e, inclusive, modelos numéricos em uma e duas dimensoes,

porém bastante simplificados.

2.5.1. Solugdes para o perfil da onda para leito seco a jusante — método de Ritter

E 0 mais antigo método proposto para o estudo da onda resultante da ruptura de uma
barragem. Ele parte da retirada gradual e com velocidade constante, no sentido do escoamento,
de um obstaculo existente no leito do rio (ver Figura 2.1.a). Suas hipoteses basicas sao:

- Contribuicao lateral nula;
- Canal retangular com fundo horizontal;

- Fluido ideal (sem resisténcia);

- Abertura total (na largura), com retirada do obstidculo a velocidade

constante para jusante.

No caso de ruptura de uma barragem, o obstaculo ¢ retirado com grande

velocidade, ndo mais interferindo no escoamento. A frente de onda avanca no leito seco a

jusante com velocidade igual ao dobro da celeridade inicial e a onda negativa (que se desloca

para montante) possui velocidade igual a celeridade (ver Figura 2.1.b). A velocidade de retirada

(simbolizada pela letra w) deve ser assumida maior ou igual a duas vezes a celeridade da onda
(61 = \/ﬁ), isto é:

w>2/gh (2.24)

Devido a estas simplificagdes, o perfil da superficie livre resulta parabdlico, seguindo

as equacoes (2.25) e (2.26):
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2
{ v(x, t) = §(§ + ghl) (2.25)

kh(x, t) = 9i(2 ghy — %)2
g (2.26)

Na se¢do da barragem (x = 0) teremos escoamento permanente, com profundidade e

velocidade constantes de acordo com as relagdes das equacoes (2.27) e (2.28):

(2.27)

4
v(x, t) = §h1

2
h(x,t) = §w/gh1

(2.28)

w<2C,

2
ne (2C, W)
49

t>0

M Por dbolo

T 1
~ifan =0 2Vanm 4

Figura 2.1 - Solucao de Ritter para a remocao total de uma parede retangular; a retirada ¢: a)
"gradual” ou b) "instantanea" (Henderson (1966), Mascarenhas (1990) e Fabiani (1995))

2.5.2. Solugdes para o perfil da onda para leito submerso a jusante — método de
Stoker
E um método derivado do método de Ritter, porém admite escoamento e, portanto,

profundidade a jusante da barragem no instante inicial da ruptura (ver Figura 2.2).

Neste método, devido a existéncia prévia de um nivel de dgua a jusante — com ou

sem fluxo — forma-se uma onda semelhante a um ressalto hidraulico movel, e cujas
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caracteristicas sdo calculadas a partir da solu¢ao do sistema de equagdes ndo-lineares (2.29) a

2.31):

((wW—v,)% EE(E 1) (2.29)
J ghs  2hy \hy, (230)
| (W —v)hy = (W —v3)hs ’

\vs = —2y/ghs + v, + 2/ghy 2.31)

Onde w ¢ a celeridade da onda de choque (m/s). As demais variaveis encontram-se

representadas na Figura 2.2.

As equagdes (2.29) a (2.31) representam a conservagao da quantidade de movimento
(2.29), da massa (2.30) e juntamente com uma equagdo da caracteristica positiva (2.31), que
permite o fechamento do sistema de equag¢des. Uma descricdo sucinta do método das

caracteristicas pode ser encontrada no item 2.6.1.

O escoamento na se¢do primitiva da barragem sera permanente se
0< hy / hy < 0,138. Neste caso, a profundidade e a velocidade nessa se¢do sdo obtidas através
das equagdes de Ritter aplicadas a se¢do da barragem (equagdes (2.25) e (2.26)). Caso
h4/ hy > 0,138, a vazdo, a velocidade e a profundidade tornam-se fungao de 7, (Stoker (1957)).
Stoker (1957) apresenta, ainda, uma relagdo grafica entre a altura da onda (%, - h,) € a

profundidade a montante da barragem antes da ruptura (4,); esta relagdo ¢ maxima (e igual a

0,32.,) para h‘*/h1 —0,176.
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Figura 2.2- Perfil longitudinal para os tempos: t=0 (— ——) e t=0 (——) — Método de Stoker
(Townson e Al-Sahili (1989) e Fabiani (1995))
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2.5.3. Softwares comerciais ou de dominio publico

Na categoria de simulagdo de escoamento real unidimensional encontra-se o software
comercial mais difundido, o DAMBRK (que hoje em dia se encontra acoplado ao modelo
computacional HEC-RAS, entre outros, ndo mais operando de modo isolado). Ele utiliza
equagoes de Saint-Venant completas — evolug¢ao das equagoes (2.17) e (2.18) — que permitem
analisar canais com se¢des varidveis, fluxos laterais e outras caracteristicas que o tornam
bastante flexivel para utilizacdo em casos reais. Ele necessita de diversos parametros para
determinagdo das condigdes de rompimento e geracdo da onda. Uma forma de obter tais
parametros, para barragens de terra ou de enrocamento € o programa BREACH, com interface
grafica em Java, mas que opera ainda de forma isolada. Os softwares citados sdo de dominio
publico. Existem softwares comerciais que fazem a interface do DAMBRK, mas que sofrem
forte concorréncia dos softwares de dominio publico. Um modelo simplificado ¢ o SMPDBK,
que também apresenta atualmente uma interface grafica Java intuitiva, mas € aplicavel apenas

a canais de grande declividade.

2.5.4. Analise de ondas de choque sob pontos de vista euleriano e lagrangeano

A proposta desta pesquisa € analisar as ondas com formulacdo bidimensional,
fazendo uso do ponto de vista euleriano (também chamado de captura do choque), pois se busca
uma solugdo de engenharia para a localizagdo da posi¢ao da frente de onda dentro da propria
formulacdo. A andlise de um ponto de vista lagrangeano, ou ajuste do choque, teria um alto
custo computacional, principalmente em problemas em duas dimensdes. Neste caso, primeiro
define-se o andamento da frente de onda no passo de tempo, para depois se determinar as
caracteristicas do escoamento no canal como um todo, separadamente para o trecho de montante

e de jusante.

No caso do escoamento em duas dimensodes ¢ incluida a andlise da equagdo da
quantidade de movimento na direcdo y, o que faz aumentar bastante o volume de célculo
necessario. Por outro lado, as equagdes resultantes sao mais simples do que as utilizadas no
caso da analise de um escoamento real em uma dimensao, pois termos como area, perimetro,
raio hidraulico, largura de escoamento, largura de armazenamento e vazdo sdo diretamente
relacionados as variaveis independentes (4, u € v), e ndo fungdes por vezes complexas destas
variaveis. Neste caso, as equacoes de dguas rasas sao utilizadas (ver item 2.2.2). As maiores

dificuldades, no caso de modelos em duas dimensodes sdo referentes aos contornos. Podemos
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ter, ainda, grande variagdo de largura de se¢do, o que pode complicar a montagem do sistema

de equagdes.

Uma operacao delicada, tanto em modelos em uma como em duas dimensdes, ¢ a
considera¢do do “molhamento” e do “secamento” de volumes junto as margens. Isto implica
em que as fronteiras do modelo sejam moveis, via de regra. A consideracdo de uma area maior,
que uniformize os volumes e fixe as fronteiras afastadas do problema em foco, pode introduzir

instabilidades e dissipagdes, além de aumentar o volume de calculo.

2.6. METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DE PROBLEMAS HIDRAULICOS

Neste topico sdo apresentadas consideracdes a respeito de alguns dos métodos mais
utilizados para a solugdo de problemas expressos por equagdes diferenciais parciais. Alguns
pontos serdo mais detalhados, tendo em vista que serdo utilizados neste trabalho. Outros, apenas

citados.

2.6.1. Método das Caracteristicas

E um método de solugdo de equagdes diferenciais parciais, que consiste na
determinagdo de linhas (para problemas em duas dimensdes: x e f) ou superficies (para mais
dimensdes) que transportam caracteristicas/propriedades do problema das fronteiras para

pontos interiores vizinhos e, progressivamente, por todos os pontos do dominio.

No caso de equacdes hiperbodlicas, como as equagdes de Aguas Rasas 1D ou 2D,
temos duas familias de curvas caracteristicas. Basicamente o método transforma o par de
equacdes diferenciais parciais em dois pares de equagdes diferenciais ordinarias, de solug¢ao

mais simples.

Este método ¢ pouco recomendado para problemas multidimensionais reais, onde
existem fontes, sumidouros, rugosidade, e outras propriedades envolvidas, pois nesse caso a
solucdo torna-se altamente iterativa. No entanto, este método ¢ muito bom para analisar
problemas nas fronteiras, fronteiras moveis e, principalmente, na imposi¢ao das condi¢des de

contorno.

2.6.2. Método das Diferencas Finitas

E um método muito utilizado para a solugdo de equagdes diferenciais, partindo da

expansdo das derivadas em séries de Taylor ou através de ajustes de polindmios. O dominio €
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subdividido em porcdes onde sdo escolhidos pontos discretos (por exemplo, afastados de 4x e
de Ay), onde a solucio sera obtida através de uma equagdo algébrica. E 0 método mais antigo

(data do século XVIII) e ¢ o mais facil de aplicar para geometrias simples.

Os valores das derivadas nas equagdes sdo substituidos pela expansao em série de

Taylor, a qual ¢ truncada para permitir a obten¢do de uma solu¢do. Chamando-se de f(x) uma

fungao de x, o seu valor em (x; + Ax) sera calculado como:

_ Mof()| |, M2o%F()| |, Ax?o%f(x) 2.32
G A T T B P T = A (232
Entao:
of|  flag+Ax)—f(x) [Axd*f(x)|  Ax*?0°f(x) N (2.33)
oxl; Ax 2! 0x2 31 9x3

Normalmente chama-se de erro a parte entre colchetes na equagdo (2.33),
representado por O(4x). A ordem do erro é o menor expoente de Ax no termo. Esta expansdo

pode mudar de acordo com o esténcil (padrdo) de pontos a serem utilizados. A Figura 2.3

apresenta trés formas simples de calcular uma derivada numericamente — avante, central e a r¢.

.- Central

i Avante

Figura 2.3 - Discretizacao do dominio através de diferengas finitas (figura 3.2 de Ferziger e

Peri¢ (1999))

Com isto, transformam-se as equagdes diferenciais parciais em um sistema de

equacdes algébricas com a aplicacdo das equacdes governantes aos pontos discretos, mostrados

na Figura 2.4
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Figura 2.4 - Discretizacdo do dominio através de diferencas finitas (figura 3.1 de Fortuna

(2000))

Com os passos acima, temos um sistema de equagdes com tantas equagdes quantas

sdo as incognitas no dominio (nimero de varidveis em um nd vezes o numero de nos).

Maiores explicagdes podem ser obtidas em Fortuna (2000).

2.6.3. Método dos Volumes Finitos

Este método consiste em discretizar o dominio de aplicacdo da equagdo diferencial
em pequenas por¢des do espago contendo um volume de fluido. Estas por¢des, denominadas
volumes finitos, sdo normalmente representadas por um ponto interior, normalmente central, e
por superficies de contorno (solido — contorno do dominio — ou interface com outro volume de

fluido).

Segundo Maliska (1995), o método dos volumes finitos obtém as suas equacdes
aproximadas a partir de balancos das propriedades em questdo nos volumes elementares (ou
finitos). De maneira equivalente, podemos obter as equagdes aproximadas a partir da equagao

diferencial na forma conservativa e integrando-a no volume elementar.

O M¢étodo dos Volumes Finitos diferencia-se do Método das Diferencgas Finitas por
este fazer aproximagdes das fungdes em cada ponto da malha, enquanto aquele faz uma
integracdo em um volume de fluido, aproximando este resultado. Para alguns esquemas de
discretizagdo, as equagdes resultantes sao idénticas, ainda que obtidas por caminhos diferentes,

a partir das mesmas equacoes diferenciais originais.

As aproximacgoes no espago podem ser de diversas ordens, como pode ser visto na
Figura 2.3. As aproximagoes ditas “avante” e “a ré” sdo de primeira ordem, enquanto a
diferenga central ¢ de segunda ordem. Segundo Maliska (1995), podemos dizer que (observando

a Figura 2.5):
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- Os esquemas de segunda ordem usam para determinacao dos valores nas faces

uma interpolagdo linear entre os valores dos volumes vizinhos. Este tipo de média

pode causar oscilacoes numéricas.

- Ja os esquemas de primeira ordem utilizam somente os valores dos volumes a

montante ou somente os de jusante, o que pode causar difusdo numérica.

¢ A d) A
Oscilagdes numéricas
(Wiggles)

: Solugdo dissipada

(Difusdo numérica)

/,

VBV—

(a) (b)

v
v

Figura 2.5 - Pulso analitico e solu¢ao numérica com oscilacdes e dissipagdo (figura 5.2 de

Maliska (1995))

No caso das equagdes de Aguas Rasas, 1D ou 2D, estas sio classificadas como
equacdes diferenciais parciais (EDP) hiperbdlica ou parabdlica (em alguns casos), em funcao
do tipo de escoamento (fluvial ou torrencial) e da magnitude/importancia dos termos
dissipativos. Maiores explicagdes sobre esta classificagdo podem ser obtidas em Maliska (1995)
e Fortuna (2000). Essas equacdes necessitam de condic¢des iniciais e de condi¢des de fronteira,
ou de contorno. Possuem termos dissipativos (referentes a viscosidade) e advectivos (onde as

propriedades sdo transportadas pela velocidade do escoamento).

O esquema de aproximacgao por diferengas centrais €, segundo Maliska (1995), muito
bom para representar os processos difusivos. No entanto, sua aplicagdo aos termos advectivos
pode causar instabilidade ou mesmo a ndo convergéncia da solugdo. Isto ocorre pois neste
esquema, ¢ para malhas ndo excessivamente refinadas (casos praticos), ocorre a formagao de
coeficientes negativos na matriz, o que causa instabilidade. A utilizacdo de aproximagdes de
altas ordens nos termos advectivos quando estes forem dominantes, normalmente gera

instabilidades, produzindo solu¢des com oscilacdes numéricas em regides de grandes
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gradientes (o que ¢ o caso no estudo de ruptura de barragens). A Figura 2.5 mostra uma solug¢ao
convergida para um pulso, apresentando oscilagdes (a) ou difusdo numérica (b), conforme o
esquema numérico utilizado. Uma maneira de evitar o coeficiente negativo no sistema ¢ utilizar
o esquema de diferenga “a ré”, ou a montante. Este tipo de esquema apresenta todos os
coeficientes positivos, mas a sua solucao ¢ dissipada e ndo captura o gradiente real do problema,

como pode ser visto na mesma Figura 2.5.

Um esquema que combina as vantagens desses dois métodos € o esquema de correcao
adiada nos termos advectivos no esquema de segunda ordem. Ele pode, inclusive, levar em
conta a alteracao na dire¢ao do fluxo, com a consideragao do sinal da velocidade. Consiste em
se adotar o valor da velocidade obtida em uma iteracdo anterior, o que mantém a criacao de
oscilagdes (tipico de esquemas de 2* ordem) contidas pelo amortecimento observado nos
métodos de 1* ordem. A introducdo desse esquema torna a obten¢do dos coeficientes mais
complexa que nos processos tradicionais. Com respeito aos coeficientes, temos que apenas 0s
termos independentes, ou termo fonte, diferem dos coeficientes obtidos com o esquema de
primeira ordem; os coeficientes vinculados aos volumes resultam exatamente iguais, uma vez

que a corre¢do ¢ adiada, ou seja, ¢ transportada ao termo fonte.

Outros esquemas podem ser propostos, buscando manter as qualidades dos esquemas
e minimizando os seus “defeitos”. Em Maliska (1995) encontramos outros seis esquemas de

interpolagdo. Em Tannehill ef al. (1997) sdo apresentados diversos outros esquemas.

2.6.4. Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos ¢ muito utilizado para a solucdo aproximada de
equacdes diferenciais. Consiste em encontrar fungdes de interpolacdo das variaveis que sejam
validas em intervalos espaciais pré-definidos, os chamados elementos finitos. Entretanto, para
os problemas com fortes descontinuidades (como € o caso da frente de onda gerada pela ruptura
de uma barragem) os métodos convencionais dos elementos finitos ndo sdo diretamente
aplicaveis, pois tentam suavizar as transi¢cdes entre elementos, obtendo uma solugdo continua.
Uma descri¢ao deste método geral pode ser obtida em Becker et al. (1981, p. 2 e seguintes), de

onde tiramos as descri¢des abaixo apresentadas.
Sao dois os métodos tradicionais de Elementos Finitos:
e M:¢étodos Variacionais Diretos (ex. Método de Raleigh-Ritz); ou

e O Me¢étodo dos Residuos Ponderados (ex. Método de Galerkin).
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O primeiro método ¢ aplicavel a fendmenos que possuem um Funcional, isto €, uma
fun¢do de fungdes, para a qual a integracdo conduz a resposta das varidveis originais. Este tipo
de abordagem ¢ possivel em alguns fenomenos — por exemplo, analise estrutural — mas ndo em

todos. A Mecanica dos Fluidos ndo se encaixa nesta categoria.

Para a Dinamica dos Fluidos ¢ necessario, portanto, utilizar o Método dos Residuos

Ponderados, cujo método mais utilizado ¢ o de Galerkin.

O método dos residuos ponderados consiste em criar uma aproximagao para as
variaveis através de fungdes de aproximagdo conhecidas, mas com coeficientes a determinar.
Esta equacdo aproximada ¢ integrada no espago, com a utilizacdo de uma funcdo peso, que
conduzira a um erro minimo (seja no valor da varidvel nos pontos — solu¢ao chamada de forte

— ou no valor da integral em todo o dominio — denominada solugao fraca).

Vamos exemplificar o método de uma maneira simples, utilizando a equacio

diferencial (2.34) abaixo,

d?u N (2.34)
——tu=x
dx?

Definida no intervalo [0<x<I] e sujeita as seguintes condi¢des de contorno:
u(0) =0ecu(l) =0. (2.35)

Devemos encontrar uma fungdo u(x) que satisfaga a equagdo e as restrigdes acima
(equagdes (2.34) e (2.35)), que seja valida em intervalos e possua uma forma simples (por
exemplo, polindmios). Como temos uma derivada segunda, as equacdes devem ser, no minimo,
duas vezes diferenciaveis. Desta maneira teremos uma “fun¢ao residuo” R(x) dada pela equacao

(2.36):

R(x)=—3271;+u—x (2.36)

Para minimizarmos o erro no residuo em todo o dominio, devemos pondera-lo com

uma fungao peso (v(x)). Assim, teremos:
fol R(x)v(x)dx =0 (2.37)

Ou ainda:

1 2
f I—d—l; +u-— xl v(x)dx =0 (238)
o | dx
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Utilizando-se polindmios para as fungdes u(x) e v(x):

N (2.39)
u(@) = ) @)

i=1

N (2.40)
v() = ) 6 0:(9)
i=1
Onde a; e fB; sdo coeficientes a determinar.
@) método de Galerkin consiste em utilizar

Y;(x) = 6;(x), ou seja, utilizar as mesmas fung¢des na aproximacio e na fung¢do peso. Neste

caso os f3; podem assumir qualquer valor, desde que a equagao seja reduzida a
iLiKija; — fj = 0 paraj=1,2,..,N (2.41)

No sistema de equagdes representado pela equagdo (2.41) temos que N € o nimero

de elementos finitos, a; € o valor de u(x) em cada ponto (solugdo procurada), K;; ¢ conhecida
como matriz de rigidez, e depende do problema e das fungdes de aproximagdo utilizadas e f; ¢

o vetor fonte, ou de termos independentes.

Estes coeficientes podem ser mapeados de um dominio real para um dominio virtual,
onde o célculo ¢ generalizado, sendo montado o conjunto todo de equacdes em fungdo das
coordenadas espaciais do problema em questdo. As fungdes resultantes desta analise resultam

continuas no dominio, muito embora as fung¢des de interpolagdo ndo o sejam.

Katopodes (1984) apresenta uma forma alternativa para as fung¢des de interpolacao
que permite capturar descontinuidades no escoamento. Estas fun¢des sao conhecidas como
hermitianas, e apresentam degraus embutidos e imposi¢ao de derivadas descontinuas nas faces
do elemento. Dziedzic (1988) utilizou este método de forma computacional aplicado a diversos
exemplos em canal retangular. Arnold (1996) apresenta um modelo bidimensional em
elementos finitos que conduziu a bons resultados quando comparados com os resultados obtidos
por ele em modelo fisico; 0 método numérico ¢ semelhante aos anteriormente citados, incluindo
um tratamento especial para células do contorno, que secam ou molham com a passagem do
escoamento. Este método ¢ utilizado para solucdo de escoamentos em rios, baias e estuarios,

onde os escoamentos ndo apresentam as fortes descontinuidades inerentes a escoamentos
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gerados por rupturas de barragens ou mesmo ondas de choque abruptas. Este método ¢, ainda,

a base de um grande niimero de softwares comerciais existentes.

2.6.5. Método de Galerkin Descontinuo

Este método admite que as fungdes resultantes sejam descontinuas entre os
elementos, permitindo a introdug@o de fluxos nos contornos. Desta maneira, o método passa a
analisar descontinuidades como, por exemplo, frentes de onda. Da mesma forma, este artificio
matematico permite zerar o residuo citado no item anterior dentro de cada elemento, trazendo
para o método dos elementos finitos a grande vantagem do método dos volumes finitos, o qual
fecha o balango de massa e de forgas em cada elemento. Este método normalmente é combinado
com a aproximagao no tempo pelo método de Runge-Kutta, e aparece na literatura como RKDG

(Runge-Kutta Galerkin Discontinuous).

Segundo Cockburn e Shu (2001) e Schwanenberg (2003), esta ndo continuidade de
funcdes deve ser controlada através de limitadores de valores ou de inclinagdes, que sao funcdes
semelhantes as aproximagdes de TVD (Total Variation Diminish) nos métodos de Volumes
Finitos. Este tipo de aproximagao busca evitar fortes descontinuidades — de origem numérica —

que podem conduzir a simulagdo a apresentar grandes instabilidades.

Schwanenberg (2003) apresenta a aplicacdo do método de Galerkin Descontinuo as
Equacdes de Saint-Venant e de Aguas Rasas. Tal apresentacio sera descrita a seguir, ja sendo

incluido o termo referente a correcao de Boussinesq, ponto principal deste trabalho.

As equacdes de Aguas Rasas podem ser escritas de maneira vetorial e conservativa

conforme a equagdo (2.42), abaixo apresentada.

0:U + 0,F(U) +9,G(U) = S(U) (2.42)
Onde:
{ h } (2.43)
U=4Juh
vh
uh (2.44)
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vh (2.45)
Gy={ i
2 )
h + > gh
( 0 \ (2.46)
| h(So, — S;,) + 98 |
sy = | 9075 0 $
| B|
kg (Soy N Sfy) ay

E B sera dado pela equacao (2.47), a ser deduzida no item 3.2 deste texto em uma
forma util computacionalmente, e que representa a corre¢ao de Boussinesq para as equagoes de
Aguas Rasas, levando em conta a distribuigdo ndo-hidrostatica de pressdes em duas dimensdes.
Este termo ja aparece aqui sendo deslocado para o termo fonte, o que induz a uma solu¢do com
corre¢ao adiada, descrita no item 2.6.3. Esta forma de tratamento estd de acordo com a
orientagdo de Garcia-Navarro e Vazquez-Cendron (2000), de tratar nos métodos numéricos os
termos convectivos, transportando os demais componentes para o termo fonte, para correcdes

adiadas.

Em termos mais elegantes matematicamente, podemos escrever o termo de corre¢ao
de Boussinesq, B, da seguinte forma:
h?d*h (2.47)
3 dt?
O Método dos Elementos Finitos multiplica a equagao original por uma fun¢ao peso

(¥) e a integra em cada elemento K, como descrito pela equagdo (2.48):

(2.48)
f (0.U + 0,F (U) + 0,6(U) — S(U) ) hddxdy = 0
K

Onde devemos trocar a incognita U pela sua aproximacao Uy, dada pela equagao

(2.49).

noo (2.49)
Up = Z Ut(x)
=1

No método RKDG as discretizagdes espaciais e temporais podem ser totalmente
separadas, pois este € um processo explicito. Desta forma, podemos escrever a equagao (2.42)

na forma da equacgao (2.50) abaixo:
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9.U + V(F(U,VU),G(U,VU)) = S(U) (2.50)

Onde podemos deixar explicito que as incognitas sdo a profundidade (h) e os fluxos nas
diregdes x € y (qx = h.u, q, = h.v). Os vetores podem ser escritos como nas equagdes (2.51)
a (2.54), onde ¢ introduzido o conceito de viscosidade turbulenta (v;), a fim de permitir a

dissipacdo de energia — noc¢do esta vinda das equagdes de Navier-Stokes.

h 2.51)
dy
( qx )
q.> 1 q
F(U) = 5+ 5 9h* = 20hd; (F") > (2.52)
qxqy qy qx
7 — Uth(axz-i— ayz)J
( ay )
qxqy qx dy
G =4 h _ veh (ay 7 o 7) Y (2.53)
q,° 1 2 4y
" + Egh — 2vho,, (W)J
0
h(So, — Sp,) + i
sy =4 90 7o) TGy (2.54)

| gh (So, = Sp,) + iy
9" oy, =95 ) T 5 y
Na maior parte das aplicagdes realizadas por Schwanenberg (2003), e nos trabalhos
aqui apresentados, a viscosidade adicional ¢ desconsiderada, restando apenas a consideracao da

perda de carga, normalmente por Manning.

O método de Galerkin Descontinuo necessita, para garantir a sua estabilidade e
convergéncia, de controle dos fluxos existentes nas fronteiras dos elementos. Dessa maneira a
cria¢do de oscilagdes numéricas fica contida. Sdo técnicas conhecidas em geral por TVD — Total
Variation Diminish. Uma descricao detalhada do avango destas técnicas pode ser observada em

Cockburn e Shu (2001) e Schwanenberg (2003).

Lai e Khan (2012) aplicaram este método RKDG a rupturas de barragens em duas
dimensdes, utilizando as equagdes de aguas rasas, com bons resultados obtidos para os casos

analisados. Entre eles estava o caso da ruptura de Malpasset.
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Silva (2015), em seu trabalho de mestrado, analisa 0 método com utilizagao de altas
ordens para problemas hiperbolicos. Propde que o controle de estabilidade do método seja
realizado com a utilizagao de fungdes constantes ou lineares com limitadores de inclinagao, o
que permitiu o controle de oscilagdes nos casos por ele analisados, que foram sistemas de
equagoes diferenciais parciais hiperbdlicos em uma dimensdo espacial, desconsiderando a

existéncia de termo fonte.

2.7. METODOS QUE CONSIDERAM A VARIACAO NO TEMPO

Os métodos apresentados até agora sao aplicaveis apenas a equagoes diferenciais com

variacdo espacial. A variagdo no tempo nao segue estes métodos.

Para a aproximacdo das derivadas temporais normalmente ¢ utilizada uma

ponderagdo entre os valores no tempo conhecido e os valores no tempo de célculo.

Fazendo uso de um parametro de ponderacio no tempo & (com 0 < 8 < 1) teremos
para as variaveis (h) e (u.h) — em uma dimensdo apenas, por simplicidade de explicacdo —
segundo Maliska (1995):

(W? = W°+6[(h) — (W] (2.55)

0 — 0 — 0
(uh)? = (uh)° + 6[(uh) — (uh)°] (2.56)

As demais variaveis seguem o mesmo processo de formacgao. O superindice 0 indica que
o valor € o correspondente ao tempo anterior (conhecido), enquanto a falta de superindice indica
que o valor ¢ tomado no instante de tempo desconhecido (que esta sendo calculado no

momento). Quanto ao valor de 8, podemos dizer que:

e Se 6 = 0, teremos um esquema explicito, onde os valores no tempo futuro

sao fungdo somente dos valores no instante de tempo anterior;

e Se 6 =1, teremos um esquema totalmente implicito, onde os valores no
tempo futuro sdo funcdo somente do valor no instante de tempo anterior no
ponto e dos valores vizinhos no instante de tempo futuro, o que cria uma forte

vinculagao entre eles, no futuro;

e Se (0<6<1) teremos um esquema implicito, onde os valores no tempo

futuro sdao funcao dos valores no tempo anterior e, também, dos valores no
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instante de tempo futuro. Com isto, calculam-se valores das varidveis em

posi¢des intermedidrias no tempo.

No caso de @ = 0,5 | temos um caso especial, chamado de esquema de Crank-

Nicolson’.

A Figura 2.6 mostra os nds que se relacionam ao n6 P em cada caso.

. t+At
E t
w P
- : t AL
0<8<1- Implicita
¥ 5 -—
W P E
& —— = t+At
0 = 1- Totalmente
implicita
R e e
W P E t

Figura 2.6 - Relacionamento dos nds para cada esquema de interpolagao no tempo (figura 3.5
de Maliska (1995))

Este esquema para tratamento das derivadas temporais ¢ utilizado em praticamente

todos os métodos de solucgao (diferengas finitas, volumes finitos e elementos finitos).

Todos estes métodos apresentados resultam em uma aproximagdo de 1* ordem para

0 tempo.

> Crank, J.; Nicolson, P. (1947). A practical method for numerical evaluation of
solutions of partial differential equations of the heat conduction type, Proc. Camb. Phil. Soc.

43 (1): 50-67. doi:10.1007/BF02127704.
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Um esquema adicional aos anteriormente expostos ¢ conhecido como Métodos de
Runge-Kutta (pois sdo varios os métodos em fun¢ao da ordem de aproximacgdo e de escolhas
de constantes). Os métodos sdao detalhadamente apresentados em Valle (2012). Ele ¢ um método
recursivo, € pode ser de alta ordem, ainda que sempre explicito. O método pode ser de qualquer
ordem, mas como os métodos de Runge-Kutta podem aproximar exatamente polindmios de
ordem (2N-1), o método de ordem mais alta comumente utilizado € o de 4* ordem, que aproxima

exatamente polindmios até de 7° grau.

Os métodos de Runge-Kutta consistem em se comparar um polinomio de Taylor
apropriado para eliminar o célculo das derivadas, realizando-se diversos calculos sucessivos da
funcdo em cada passo. Os métodos diferenciam-se basicamente pela ordem do polindmio
utilizado. Utilizando-se o polindmio de Taylor com resto de ordem £, e se a fun¢do y(x) possuir

(k+1) derivadas continuas no intervalo aberto entre x,, € x,,,1 , podemos escrever que

o) (2.57)
=vy(x,) +y (xn)% bt y®(x,) n+1k—'n
(x 11X )k+1
(k+1) n n
Ty ) (k + 1)!

Onde ¢ ¢ algum numero entre x, e x .. A distancia entre x, e x,,, ¢ denominada 4.

n+l*

Vamos a seguir apresentar os métodos mais usuais.

2.7.1. Método de Runge-Kutta de 1" ordem, ou Método de Euler
2
Utilizando k=1 na equacdo (2.57) e desprezando-se o erro %y”(c), por ser muito
pequeno, obtemos a formula de Runge-Kutta de 1* ordem, que € igual a formula de Euler, que
pode ser escrita como
VYn+1 = Yn + hY'n = Yu + hf (0, v0) (2.58)

A Figura 2.7 apresenta essa formulacao de forma gréfica, destacando o erro cometido

neste tipo de formulagao.
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curva integral

Y y(x)
y o)== _}erro
y=Loa) — v
| Reta tangente
| |
N : |
I
I
L (X)/ :4 h .Il i

X, X1=X%+h X

Figura 2.7 - Visualizacao grafica do método de Euler ou de Runge-Kutta de 1* ordem (Valle

(2012, p. 14))

2.7.2. Método de Runge-Kutta de 2% ordem, ou Método de Euler Melhorado

Fazendo-se k=2 na formulacdao de Runge-Kutta, teremos:

, h? h (2.59)
Y(xni1) =yt + h) = y(x,) + hy'(xp,) + ETRA (xn) + T4 (o)

hd ., .
Onde o termo de erro P (¢) pode ser desconsiderado.

Podemos escrever a equagao (2.59) da seguinte forma:

y(xn+1) = y(xn) + h(p(xnr Yns h) (2.60)

Onde ¢ = ak, + bk,. Procurando determinar a e b (constantes) e k; e k> fungdes

capazes de igualar a aproximagao ao polindmio de Taylor, tem-se:
h (2.61)
h(p(xn' Yni h) = h(akl + ka) =h y,(xn) + Ey”(xn)

Considerando k; = y'(x,,) € k, = f(x,, + ah,y, + Bhk,). Expandindo k, em uma

série de Taylor, teremos um sistema de equagdes da seguinte maneira:
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fCtwyn)  (2:62)

af (xn, Yn)
T bBhf (xn, yn) Fp

(

! ak, + bk, = (a + b)f (x, yn) + bah
h h{9f G, yn Of (X, Y

| YO+ 3y G =[O +3 PCun) | 1,y 2L 2n)

Resolvendo-se o sistema, teremos:
a+b=1ba=1/;bp=1/, (2.63)

Que possui infinitas solugdes. Adotando-se a = b = 1/2 ,a =1, =1, temos um
dos métodos de Runge-Kutta de 2*ordem mais tradicionais, que ¢ o método de Euler melhorado.
Este método pode ser visto graficamente na Figura 2.8, onde podemos ver que ao invés de
avangar com a inclinagdo do ponto inicial, faz-se uma média entre as inclinagdes dos pontos

inicial e final, melhorando a aproximacao. A equagao resultante ¢:

_ +hf(xn,yn)+f(xn+1,y;§+1) (2.64)
Yn+1 = In 5

Onde y; 11 = Y + hf (0, V).

Ya
curva
integral
,f'mmed
my = flxyy*)
\ /My = f(XoYo)
(Xu¥Y")

med 2
% % -
X X X
h

Figura 2.8 - Visualizagao grafica do método de Euler melhorado, ou de Runge-Kutta de 2*
ordem (Valle (2012, p. 14))



2.7.3. Método de Runge-Kutta de 3" ordem
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Utilizando O método de Runge-Kutta de terceira ordem mais conhecido (tendo em

vista o desenvolvimento anterior e escolhas de algumas constantes) ¢ apresentado no sistema

de equagdes (2.65) a seguir:

( h
Yn+1 =Yn T+ g(k1 + 4k, + k3)

ki = f(xnyn)
h h
ko= f (3 +5.0m +3k1)

&k3 = f(xn + h, yn + thz - hkl)

2.7.4. Método de Runge-Kutta de 4* ordem
Utilizando

(2.65)

De modo andlogo, o método de Runge-Kutta de 4* ordem mais conhecido ¢

representado pela expressao (2.66):

( h
Yn+1 = Yn + g(k1 + 2k, + 2k3 + ky)
kl = f(xnl Yn)

h h
ko= f (n + 590 + 5K

h h
ks =f(xn +5 +§k2)

k k4 = f(xn + h,yn + hk3)

A

(2.66)

Observa-se na Figura 2.9 que o método faz uma média ponderada das declividades

da fun¢ao no intervalo.
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Figura 2.9 - Visualizagao grafica comparativa dos métodos de Runge-Kutta de 1* a 4* ordem

2.8. CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNO (ENTRADAS, SAIDAS,
CONTORNOS “RIGIDOS”)

As equagdes anteriores englobam apenas os elementos internos. As condi¢des de
contorno sao aplicadas no método RKDG como fluxos nos contornos dos elementos

fronteiri¢os, de forma direta.

Sao condig¢des de contorno usuais a vazao/fluxo, ou velocidade, na entrada e um nivel
de 4gua na saida, para escoamentos fluviais, ou subcriticos. Em escoamentos torrenciais, ou
supercriticos, as duas condigdes sdo aplicadas na entrada do canal. Internamente, o método
consegue encontrar descontinuidades, que seriam condigdes de contornos internas moveis em

alguns métodos de solucao (do tipo ajuste do choque).

Outras condi¢des de contorno usuais sao paredes solidas (onde fluxo ndo € permitido)

e fronteiras abertas (por onde pode ocorrer fluxo).
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2.9. CASOS A SEREM ANALISADOS

2.9.1. Generalidades

Sao revisados aqui os trés casos a serem estudados nos capitulos sequentes, € o que

sera observado em cada caso.

2.9.2. Rompimento de barragem cilindrica com nivel de agua a jusante baixo

Este caso ¢ o “Testproblem 5 (designado de TP5) da tese de Schwanenberg (2003),
onde ¢ estudado o escoamento ap6s 0,69 s do rompimento de um tanque cilindrico com raio de
11 m, e profundidade interna de 10 m, em um tanque quadrado com 40 m de lado, e preenchido
previamente com 1 m de profundidade de dgua; como condi¢do inicial adicional, ndo existe
fluxo em nenhuma regido (todo o fluido estd em repouso e as fronteiras sdo fechadas). A
apresenta uma visao do caso a ser estudado (condi¢des iniciais ¢ malha adotada, com 5.422
elementos). Os resultados obtidos por Schwanenberg (2003) sdo apresentados na Figura 2.11 e
na Figura 2.12. Este caso pode ser comparado com resultados semi-analiticos, segundo Toro
(2001), apresentados também na Figura 2.12. Este caso também foi estudado com o Método
dos Volumes Finitos por Tseng e Chu (2000) com o esquema TVD-MacCormack e por Gottardi
e Venutelli (2004) com a utilizacdo de um esquema TVD (Kurganov-Tadmor) e Runge-Kutta
no tempo. A Figura 2.13 apresenta os resultados obtidos por estes autores. No item 4.2 serdo

apresentados estes resultados em confronto com o semi-analitico (a ser explicado naquele item).

y(m]

a) Perfil inicial (pré-ruptura) b) Malha adotada no plano (5.422 elementos)

Figura 2.10 — Condicao inicial para o estudo do rompimento de uma barragem cilindrica
(Schwanenberg (2003, p. 111 el112))



72

12 12
10 104
B By e
—_ — Ao
E 6 E 6/ I
Mg Mg ﬁ!"jﬁﬂw%
N 1 b S NRAR
2 R 2 AN
AT A Wi «
AN A
0
20

ylml =20 -20 x [m]

Figura 2.11 — Escoamento apds 0,69 s do rompimento de uma barragem cilindrica
(Schwanenberg (2003, p. 112)) em 1* e 2* ordem de aproximagao

12

— quasi-1D Lésung
T 2D-RKDGO-HLL
—_— 2D-RKDG1-HLL

z [m]

0 5 10 15 20
x[m]

Figura 2.12 — Resultados de Schwanenberg (2003) — pg. 113 —em 1% e 2 ordem de
aproximacao (RKDGO e RKDGI, respectivamente), comparados com os resultados semi-
analiticos de Toro (2001)
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a) Tseng e Chu (2000) b) Gottardi e Venutelli (2004)

Figura 2.13 — Escoamento apds 0,69 s do rompimento de uma barragem cilindrica —resultados
obtidos por Tseng e Chu (2000) e Gottardi e Venutelli (2004)

2.9.3. Rompimento de barragem cilindrica com nivel de agua a jusante alto

Este exemplo estd sendo criado para este trabalho, tendo em vista consideragdes de
Pereira (1996) e Basco (1989), que indicam que a consideragdo de Boussinesq ¢ relevante para
rompimentos de barragens onde a profundidade a jusante da barragem ¢ superior a 56% do nivel

a montante da barragem.

Desta forma, alterou-se o caso anterior para um nivel de agua inicial a jusante de 6 m,
mantendo-se o nivel de agua interno da barragem em 10 m. Todos os dados serdao apresentados
no proximo capitulo. Foi utilizada a mesma malha do caso anterior, assim como as condigdes

de contorno.

2.9.4. Contracio em um escoamento supercritico

Este exemplo foi estudado por Schwanenberg (2003) e por outros pesquisadores. O caso
foi originalmente estudado por Ippen e Dawson (1951). Consiste na contracdo de um canal de
dois pés de largura (0,6096 m) para um pé (0,3048 m) em 1,457 m de comprimento (dngulo de
6°). A vazio é permanente e igual a 0,0408 m?/s, com uma profundidade na entrada de 0,1 pé
(0,03048 m). A declividade do canal ¢ de 0,05664 m/m, e o coeficiente de rugosidade de
Manning (n) é de 0,0107 m™".s. Este caso também foi estudado por Berger e Stockstill (1995).
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As figuras Figura 2.14 a Figura 2.16 apresentam os resultados obtidos nos trés trabalhos citados,
por medi¢io em laboratorio, ou calculo com Equagdes de Aguas Rasas convencionais.
Schwanenberg (2003) utilizou duas malhas; nesta pesquisa adotou-se a malha com 4.935

elementos, apresentada na Figura 2.17.

Figura 2.14 — Contragdo em um canal com escoamento supercritico - resultados de Ippen e
Dawson (1951)

Figura 2.15 — Contragao em um canal com escoamento supercritico - resultados de Berger e
Stockstill (1995)

<
(4]
T

Figura 2.16 — Contragdo em um canal com escoamento supercritico — resultados de
Schwanenberg (2003) com 4935 elementos
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As figuras Figura 2.14 a Figura 2.16 mostram os resultados como apresentados por seus
autores, isto ¢, em unidades inglesas (comprimento em pés). No CAPITULO 4, quando da
apresentacdo dos resultados deste trabalho, estes serdo transformados em unidades inglesas,
para comparac¢ao visual. Observa-se a formagdo de ondas de choque em todos os casos, com o

aumento da profundidade do escoamento ao passar pelo estreitamento, e pico proximo ao final

da contragao.
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Figura 2.17 — Malha utilizada por Schwanenberg (2003) e neste estudo, com 4935 elementos

No proximo capitulo serdo desenvolvidas as técnicas que serdo aplicadas, baseadas

na revisao bibliografica realizada neste capitulo.
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CAPITULO3- MATERIAIS E METODOS

3.1. GENERALIDADES

Este capitulo apresenta as formulagdes adotadas para representar matematicamente
o escoamento de fluido em canal em duas dimensdes, levando em conta a distribui¢do nao

hidrostatica de pressdes na vertical.

Sao apresentados, ainda, os métodos aplicados na sua solugdo e implementagdo

computacional.

3.2. DEDUCAO DA EQUACAO DE BOUSSINESQ EM DUAS DIMENSOES

A deducao das equagdes de Boussinesq em duas dimensodes segue, basicamente, o
roteiro apresentado em Chaudhry (2008), citado no item 2.2.4 deste trabalho. Utiliza-se, ainda,
as caracteristicas do escoamento em duas dimensdes, apresentado no item 2.2.2. Deste modo,
pode-se expandir a hipotese de Boussinesq — qual seja, a existéncia de uma aceleragao vertical
provocada pela curvatura das linhas de corrente, causando uma distribui¢ao nao-hidrostatica de
pressdes — para duas dimensdes horizontais, criando um conjunto de equagdes com
caracteristicas assemelhadas as Equagdes de Aguas Rasas, porém incluindo a nova distribuigo
de pressdes. As variaveis do escoamento utilizadas na dedu¢do a seguir sdo apresentadas na
Figura 3.1, onde Ax e Ay sdo os intervalos espaciais, u e v sao as velocidades, respectivamente

nas direcdes x ¢ y, e h € a profundidade do escoamento.

O Apéndice I deste trabalho apresenta uma dedugao mais detalhada destas equagoes,
a partir das equagdes de Saint-Venant, Aguas Rasas e Boussinesq 1D. Esta dedugio detalhada,
apesar de ser ponto muito importante deste trabalho, foi deslocada para o apéndice a fim de ndo
sobrecarregar o texto principal. Apresentam-se, no entanto, as equacoes fundamentais utilizadas
nesta pesquisa, incluindo o efeito da velocidade vertical na pressdao, como corre¢ao de

Boussinesq para escoamentos em duas dimensdes.
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Figura 3.1 — Variaveis utilizadas na dedu¢@o das Equacdes de Boussinesq em duas dimensdes.

3.2.1. Equacao da Continuidade

A Equacao da Continuidade escrita para o escoamento de um fluido incompressivel
em duas dimensdes horizontais ¢ uma dimensao vertical adicional (que sera simplificada para

um valor tnico de profundidade apenas) ¢ expressa na Equagdo (3.1):

6u+6v+aw_0 -
ox dy 0z 3.1)

Com w sendo a componente do vetor velocidade (m/s) na dire¢do z. Fazendo-se uma
série de operagdes matematicas, na ordem: multiplicando por dz; integrando na profundidade
h; utilizando a regra de Leibniz (de derivagdo de integrais) e impondo as condi¢des de contorno

no fundo — onde (z = 0) resulta w;, = 0, pois w = 0 no fundo impermeavel — e na superficie

livte — onde (z = z;) resulta p; = 0 (pressdo atmosférica) e, ainda, adotando-se fundo

aZb

. aZb _
horizontal ( o By

= 0), pode-se escrever que a velocidade vertical na superficie livre €

dada pela Equacao (3.2):

dh oh  oh  oh
_dh_0h 0Oh 0Oh (3.2)
at ot T tax T Vay

Ws
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Retornando a Equagdo (3.1), integrando novamente com a utilizagdo da regra de

Leibniz e, ainda, lembrando que z; = h, obtém-se a Equacao (3.3):

Oh  owh) owh)

(3.3)
ot T Tox oy

Que ¢ idéntica a equagdo da Continuidade nas Equagdes de Aguas Rasas, como
esperado. Esta ¢ a primeira das Equagdes de Boussinesq. Expandindo a Equacao (3.3), e apds
alguns tratamentos matematicos, pode-se escrever a velocidade vertical como mostrado na

Equacao (3.4):

1/0n oh ok
(2L (3.4)
w h(6t+u6x+v6y)z

3.2.2. Equacao da Conservacido da Quantidade de Movimento na dire¢do z

A Equagdo da Conservagdo da Quantidade de Movimento na direcdo z pode ser

escrita como na Equagdo (3.5):

aw aw aw aw 1dp
— — — T (3.5)
ot " Yax Ve "W T T oz

sendo p a pressao do fluido no fundo (Pa) e p a densidade deste mesmo fluido
(kg/m?).

Desprezando-se a perda de carga no fluxo vertical, multiplicando a Equacao (3.5)
por z e rearranjando os termos resulta que o termo de pressao p/ p pode ser escrito como na

Equagao (3.6):

p 1ldpz owz 0(uzw) 0J(vzw) 0d(w?z2) 5 (3.6)
s poz Tt T Ty tTa VW

Integrando a Equagao (3.6) na direcdo vertical (z) obtém-se a Equagdo. (3.7), a qual
mostra que se a velocidade na dire¢do z for nula (w = 0), a distribui¢do de pressdes hidrostatica
é obtida diretamente, como apresentado na Equagio (3.8), ¢ utilizada nas Equagdes de Aguas

Rasas convencional.
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hp 0 h 9 h 9 h 1 h
f —dz = —j wzdz + —] uwzdz + —j vwzdz + = gh? — J widz (3.7)
o P at J, ax Jo dy Jo 2 0

Ry 1 (3.8)
—dz = = gh?
fo p 29

3.2.3. Equacao da Conservaciao da Quantidade de Movimento na dire¢ao x

A Equagdo da Conservacdo da Quantidade de Movimento na dire¢do x pode ser

escrita como mostrado na Equacao (3.9):

6u+ 6u+ 6u+ du 1ap+ P s (3.9)
at ”ax ”ay Woz~ p 0x 920 = 91
Onde o termo (gSOx) representa a componente da for¢ca peso na dire¢ao do

movimento e (gSfx) representa por sua vez a perda de carga na direcdo (fruto da viscosidade

do fluido e da rugosidade do contorno). Integrando a Equag¢ao (3.1) segundo a vertical e apos

algumas operagdes matematicas obtém-se a Equacao (3.10):

d(uh) d(uh) d(uvh) f "1ap 1 _ (3.10)
[at o Tyt pa = gh(So, — 51.)

Retornando a Equacdo (3.6) e integrando-a na profundidade, obtém-se a Equagao

(3.11):
h 0 h 9 h 0 h 1 h

f gdz=—f WZdZ+—f (Wuz)dz+—f (sz)dz+—gh2—f w2dz (.11
o P at J dx Jo ay Jo 2 0

A Equacgdo (3.12) resulta da aplicacdo da regra de Leibniz na Equagao (3.10), apos

reordenamento de termos:

d(uh) d(u?h) d(uvh) 0 fhp (p) dh (p) 0z
ot * dx * dy axopz p/y0x \p/, 0x g(Sox Sfx)
Lembrando que (p/p)s = 0 (pressdo atmosférica na superficie) e que —ZZ: =0

(horizontal), e com a substituicdo da Equacao (3.11) na Equagao (3.12), obtém-se a Equagao
(3.13):
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d(uh) ,, 1 .\ d(uvh)
ot +6x( h+2gh>+ 3y

RiL (3.13)

9 h bl h h
) —_ - _ 2 _ _
6 5% j wzdz + i jo wuzdz + 3y jo wvzdz jo w dzl gh(SOx Sfx)

parcela referente a influéncia da velocidade vertical

O ultimo termo do primeiro membro da Equacao (3.13) — em destaque — resulta de
uma soma de quatro parcelas, discretizadas individualmente nas Equagodes (3.14) a (3.17).

Focando nesse quarto e tltimo termo (entre colchetes), teremos:

f iy = j‘[ Ou av]zd_ a(au 6v>h3
ac ). VP T 5t 2= 79 \ox " ay) 3

(3.14)
h3(0%u 09%v ou 0dv\_ ,oh
= —— + - (— + —) h* —
3 \0xdt Jdydt dx dy Jt
0 fh p d fh[ <au+6v)] 2,4 0 [<au 617) h3
— | wuzdz = — z*udz = ——|(=— U—
ox J, ox J, ox 0 ox|\dx dy (3.15)
B h3 (0%u N 0%v N <6u N av) B2 oh N <6u N 61]) h3 ou
%3 \ox2 dyodx dx 0y “ox T \ox dy/) 3 0x
d Jh dy — h3 [ 0%u N 0%v N <6u N 617) , Oh N (au N av) h3 ov (3.16)
ay J, wvzaz == v dydx = 0y? dx 0y dy \dx ady/ 3 dy
au av h3 fdu v\
29, _ 24, — (22,27 (3.17)
f dz = f [ ]zdz I3<6x+ay>l

A soma dessas parcelas contém a equagdo da continuidade, e que pode ser
simplificada (por ser igual a zero), assumindo finalmente a forma da Equacao (3.18). A Equacdo
(3.13) com a substituigdo do quarto termo pela Equagao (3.18) ¢ a segunda equacao de

Boussinesq.
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0 h3 62u+62v N 62u+62v N 62u+62v

~ ox| 3 |\9xat  ayot “\ox? dydx Y dydx = dy? (3.18)
<6u+6v)2
dx 0dy

3.2.4. Equacio da Conservaciao da Quantidade de Movimento na dire¢do y

A equacdo da Conserva¢do da Quantidade de Movimento na dire¢cdo y pode ser
escrita como na Equagao (3.19):
dv Jdv Jdv Jdv 1dp
—4tu—+v—4+w—=———+gS, —gS (3.19)
Jat ”ax ”ay e p oy 20y~ 95,
Onde todos os termos j& foram definidos anteriormente (com a troca da direcao das
declividades do fundo e da linha de energia, em relagdo a Equagao (3.9)). Pelos mesmos passos
descritos no item 3.2.3, e lembrando que na dire¢do y temos a troca do vetor velocidade u pelo

vetor v, e as dire¢des x por y, a correcao do Gltimo termo resulta como escrito na Equacao (3.20).

0 h3 62u+62v N 62u+62v N 62u+62v

= 7 9y)3 W\axat T ayac) T |“\ox2z T ayax) T U\Gyax T ay?
(3.20)

<6u+0v>2

dx dy

Que ¢ similar a Equacao (3.18) com a troca da derivada mais externa. Resulta, dessa forma,

a terceira equacao de Boussinesq.

3.2.5. Forma final das equagdes de Boussinesq em duas dimensdes horizontais

As equagoes (3.3) e (3.18) — modificada a partir da equagado (3.13) — assim como a
deducdo da equacdo omitida neste texto — na dire¢do y, e que resulta em tudo semelhante a

equacdo (3.13) — e que pode ser escrita na forma da Equagdo (3.20), permite escrever as trés
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equacdes de Boussinesq, em coordenadas cartesianas, no plano horizontal. Elas tém a forma da

Equacao (3.21):

( oh d(uh) d(vh
Lo awh) _

at d0x dy

ouh) a ( , h? d(uvh)
—_ - _ = - 3.21
o ax {u h+g >~ B+ % gh(So, — Sz,) (3.21)
d(vh) d(vuh) a ( , h?
"ot + ax +@ Uh+g7—B —gh(Soy—Sfy)

Onde B representa o termo de corre¢ao de Boussinesq, que € escrito como mostrado na Equagao

(3.22):

g (0% o\ | (0%w %) (o' 9% <6u+6v>2 (3.22)
=3 \axat " ayac) T ["\axz T ayax) T V\ayax T ay? ax | ay

E ainda as declividades de fundo e da superficie de energia em cada dire¢ao podem

ser calculadas pelas equacdes (3.23) a (3.26) a seguir, onde ¢ adotada a equagdao de Manning

para a perda de carga:

So, = tg0, = senb, (3.23)
So, = tgb), = senb, (3.24)
_ viun® (3.25)
Sfx - h4/3
;e
_ Vivn? (3.26)
fy — h4/3

Onde V = Vu? + v2, como comentado anteriormente.

3.3. APLICACAO DOS METODOS DE GALERKIN DESCONTINUO E RUNGE-
KUTTA AS EQUACOES DE AGUAS RASAS

Para solucionar o sistema de equagdes apresentado anteriormente (equacgdes (3.21) e
(3.22)), quaisquer que sejam as simplificacdes adotadas, ¢ necessaria a ado¢do de um método
de solucdo para resolver as aproximagdes no espago e no tempo. Vimos no CAPITULO 2 que
os métodos sdo diferentes para cada dimensdo (espacial ou temporal). Neste trabalho

seguiremos os métodos propostos por Schwanenberg (2003): o Método dos Elementos Finitos
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(Galerkin Descontinuo) no espaco ¢ o Método de Runge-Kutta no tempo. O conjunto dos
métodos ¢ abreviado por RKDG nas bibliografias referentes ao tema. O Método de Galerkin

Descontinuo ¢ um método de Elementos Finitos do tipo Galerkin, descrito no item 2.6.5.

O Meétodo de Runge-Kutta mais utilizado ¢ o de 4* ordem, mas para a solugdo das
equacdes de dguas rasas Schwanenberg (2003) utiliza também os métodos de ordens inferiores,
tendo em vista as fortes restrigdes de avango no tempo ligadas ao método. Neste trabalho sera

utilizado o método de 2% ordem.

Como o método de Runge-Kutta ¢ um método de solugdo explicito no tempo, ele
deve respeitar a condicdo de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) — ver mais
detalhes em Cockburn e Shu (2001) — de forma cada vez mais restritiva quanto maior a ordem
do método utilizado. A condi¢do CFL representa a relacdo entre a velocidade do escoamento e
uma velocidade ficticia, ou numérica, relacionando os passos de tempo e de espago. Desta
forma, a equacdo (3.27) representa este valor de controle que deve sempre ser menor do que a
unidade para esquemas explicitos, de maneira geral. Dependendo do método utilizado, e/ou de

sua ordem, ele pode ser mais restritivo ainda.

Vo .
CFL=——F7—<<1,0 (3.27)

min (Ax 22 )
At’ At

No caso dos métodos de Runge-Kutta, a limitagao ¢ muito forte, sendo fornecida pela

equagao (3.28) — citada por Cockburn e Shu (2001), para problemas unidimensionais:

p— (3.28)

2k —1

Onde (2k — 1) representa a ordem do polindmio maximo ajustado por um método
de ordem k. Schwanenberg (2003) recomenda a utilizagdo de um CFL de 90% do maximo, a
fim de evitar problemas de instabilidade e convergéncia caso fosse utilizado o valor maximo
permitido. A Tabela 3.1 apresenta estes valores para uma dimensao, enquanto a Tabela 3.2

apresenta estes valores para escoamentos em duas dimensoes.

Esta limitacdo pode ser forte para escoamentos tranquilos, mas ndo o ¢ para
escoamentos com fortes gradientes, onde os passos de tempo e de espago devem ser

necessariamente pequenos para conseguir reproduzir convenientemente o fenomeno.
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TABELA 3.1 - VALORES MAXIMOS E RECOMENDADOS PARA O CONTROLE CFL

EM UMA DIMENSAO
Ordem do CFL CFL
Runge-Kutta maximo | recomendado
1? 1,00 0,90
2? 0,33 0,30
3? 0,20 0,18
42 0,14 0,13

TABELA 3.2 — VALORES MAXIMOS E RECOMENDADOS PARA O CONTROLE CFL

EM DUAS DIMENSOES

Ordem do CFL recomendado
Runge-Kutta

1? 0,90

2? 0,50

3? 0,35

4* Sem referéncias

localizadas

O método RKDG ¢ desenvolvido a partir do método de Galerkin classico para

discretizagdo espacial. A particularidade do método reside no mapeamento das

descontinuidades das variaveis nas fronteiras do elemento. No método classico, as variaveis

nas fronteiras sdo representadas por apenas um valor, com uma transi¢do continua sobre as

fronteiras do elemento. Ja o método de Galerkin Descontinuo (DG) aproxima a variavel na

fronteira com um valor por elemento (Figura 3.2). Se estes valores ndo forem iguais nos

elementos, as descontinuidades podem ser mapeadas para as varidveis, através de valores

diferentes em cada elemento, ou valores médios e inclinag¢des diferentes em cada elemento.
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X

>

Figura 3.2 — a) Discretizagao espacial continua (esquerda); b) discretizagao espacial nodal

descontinua (centro); c¢) Discretizagdo descontinua modal (direita)

O método RKDG pode ser resumido da seguinte forma:

1. A Discretizagdo de Galerkin Descontinuo espacial com fun¢des de base de polinomio
grau k transforma a equagao diferencial parcial em um sistema de equagdes diferenciais
ordinérias.

2. O sistema de equagdes diferenciais ordindrias ¢ integrado no tempo, com um método
TVD Runge-Kutta de ordem k + 1.

3. Em caso de problemas puramente hiperbolicos um limitador de inclinagao tipo TVD ¢
aplicado a cada passo intermediario do método de Runge-Kutta. Isto garante a
estabilidade de frentes de choque. A aplicacdo do limitador de inclinagdo pode ser
dispensada no caso da inclusdo do termo de viscosidade nas equagdes — como mostrado

nas equagdes (2.52) e (2.53).

Como visto no item 2.6.5, o método de Galerkin Descontinuo necessita de controle
do fluxo nas fronteiras, a fim de controlar a estabilidade e convergéncia do resultado. Existem
diversos métodos de controle que podem ser utilizados. Cockburn e Shu (2001) orientam a
utilizacao do método de Godunov para problemas nao lineares. Em segundo lugar, orientam a
utilizacao do método de Lax-Friedrichs Local, mas este apresenta a desvantagem da criacao de
uma maior viscosidade artificial na solugdo. Comentam, ainda, que os resultados obtidos e a
aplicabilidade dos métodos sdo semelhantes. Schwanenberg (2003), em sua modelagem,
utilizou diversos métodos — Godunov, Lax-Friedrichs, HLL (Harter-Lax-van Leer) e Roe.
Concluiu que quanto mais alta a ordem da discretizagdo, € quanto mais refinada a malha

adotada, menor a influéncia do limitador no resultado. Usaremos neste trabalho o limitador de
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HLL, que se encontra na maioria dos resultados apresentados por Schwanenberg (2003) e que

serdo utilizados para confronto de resultados obtidos.

3.4. ADAPTACAO DO METODO PARA LEVAR EM CONTA A HIPOTESE DE
BOUSSINESQ

Os trabalhos apresentados por Basco (1989), Pereira (1996) e Mohapatra e Chaudhry
(2004) demonstram que a corre¢do de Boussinesq ¢ pequena frente as outras parcelas das

equacdes. Desta forma, a sua consideragdo pode ser feita como um termo fonte adicional.

Desta forma, a adaptacdo das equagdes de Boussinesq em uma ou duas dimensdes
pode ser realizada por adicdo de um termo as equagdes anteriormente apresentadas, como

descrito a seguir.

As equacdes de Boussinesq em uma dimensao podem ser escritas da seguinte forma:

doh N duh _0
J at = dx (3.29)
0 0 1 d .
e I B Zon2l = _ -
Lat (uh) + % {u h + 2gh } gh(So Sf) + % {B}
Saint—Venant Classico Corregao de Boussinesq
Onde:
R¥[0%u  0%u souy’
={— - (= (3.30)
b { 3 |oxac T Vo2 (ax) }
Ou em duas dimensoes:
( 6h+6uh+6vh_0
at  ox = dy
d 0 1 d 0
e I ) Zop2l . 2 _ _ v
15¢ (uh) + % {u h + > gh } + 3y {uvh} gh(SOx Sfx) + o {B} (3.31)
0 d d 1 d
_ _ _ 2 - 2( — _ —{B
5% (vh) + % {uvh} + 3y {v h + > gh } gh (Soy Sfy) + ay{ }

\ Equacgio de Aguas Rasas Classica Corregdo de Boussinesq
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5}

Na equagdo (3.31), os termos P { + %ghz} e % { + %ghz} representam a influéncia

da pressao hidrostatica no escoamento. O termo de corre¢ao para distribuicdo ndo-hidrostatica

de pressoes € dado por :—x {B}e :—y {B}, onde {B} é calculado pela equagdo (3.32).

g (P[(0%w , 0%\ [ (0%u o) [0%u 0% <6u+6v)2 (3.32)
13 |\axat " ayac) T |“\axz T axay) T V\axay T ay2 ox | ay

Vemos que teremos derivadas terceiras no tempo e no espago, tendo em vista que o

termo corretor B ainda ¢ derivado nas diregdes espaciais (ver equagdes (3.29) e (3.31)), além

das derivadas segundas que aparecem explicitas nas equagoes (3.30) e (3.32).

3.4.1. Discretiza¢ao dos termos de correcio de Boussinesq em duas dimensoes

A discretizagdo dos termos de Boussinesq em duas dimensdes exige que se possa
obter derivadas de 1°grau no tempo e de 2° grau nas direg¢des espaciais. Desta forma optou-se
por analisar o método de discretizag@o a partir dos elementos utilizados em duas dimensoes:

elementos triangulares sem maiores restrigoes.

Desta forma, e lembrando que para se obter uma aproximagdo de 2° grau no espaco
sdo necessarios no minimo quatro pontos conhecidos, ficaremos com o elemento em analise e
seus trés vizinhos (com os quais o elemento compartilha um lado/aresta). A Equacao (3.33)
mostra que a equagdo quadratica necessita de seis parametros para ser definida. Desta forma,
precisamos de seis ou mais pontos para ter um sistema possivel para aplicacdo do método de
minimos quadrados (numero de pontos igual ou superior ao numero de coeficientes a
determinar); os quatro pontos inicialmente selecionados nao permitiram a determinacao dos
parametros. Desta forma, utilizaremos, adicionalmente, os elementos vizinhos aos vizinhos
(chamados de circunvizinhos), em um acréscimo de seis pontos, conduzindo a um total de 10

pontos para a analise.
Desses dez elementos, conhecemos:
e Suas caracteristicas geométricas (pontos formadores do tridngulo, dimensdes dos

lados, posi¢ao do centroide e pontos de integracao de Gauss);

e Na iteragdo anterior (tempo ja conhecido): profundidade (%) e fluxos (u.h e v.h),
podendo-se obter diretamente as velocidades (u e v) pela divisao dos fluxos pela

profundidade do escoamento; e
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e No passo de tempo que estamos dando em direcdo ao futuro (#+A4¢) temos uma
primeira aproximagdo para os valores de profundidade (/') e fluxos ((u.h) e (v.h))
— onde o superindice f indica a varidvel no tempo futuro, podendo-se obter
diretamente as velocidades (#/ e V/). Esta aproximagdo vem da aplicacio das

equacdes de aguas rasas originais, sem o termo de correcdo de Boussinesq.

A Figura 3.3 apresenta uma representacdo esquematica do elemento genérico e seus

vizinhos e circunvizinhos, com uma fung¢ao representada em seu centroide. As discretizagdes a
seguir se baseiam nesta figura, onde ¢ representa a funcao valida em cada caso (u, v, h, du/ dx’
etc...).

Baseado na descrigdo genérica da Figura 3.3, podemos escrever uma fungao genérica

(¢) na forma da Equagdo (3.33), que é a forma geral de uma superficie quadratica no espago:

p=a+bx+cy+dxy+ex®+f.y? (3.33)

Neste equacionamento, os coeficientes a a f'sdo determinados para cada fungao, em
cada elemento, enquanto x e y sdo as coordenadas de cada ponto dentro do “dominio da fun¢do”
(elemento e seus vizinhos). Como temos dez pontos e seis coeficientes a determinar, podemos
utilizar um método numérico para determina-los; o método adotado foi o Método dos Minimos

Quadrados, a ser descrito no item seguinte (3.4.2).

As corre¢des de Boussinesq, apresentados nas equagdes (3.31) e (3.32) podem ser

escritas em trés parcelas basicas, como mostrado na Equag¢do (3.34) a seguir:

B = B1 + BZ + B3
_(RP[[ 0%u N 0%v N h3 62u+ d%v N 0%u +02v ]
~ 13 |\oxar " ayar 3 [“\oxz T axay) T “\axay T ay?)|
7 s (3.34)

-GlG-5) ]

B3



14 -

12"

10 -

v : velocidade (m/s) na dire¢@o y, tomada com exemplo no elemento 2 da aplicacdol deste trabalho

Figura 3.3 — Elemento genérico (central), seus vizinhos e circunvizinhos utilizados para

desenvolver as discretizagcdes dos termos de correcdo de Boussinesq em duas dimensdes.

Podemos observar desta equacao que necessitamos, em cada elemento, aproximagoes

para as varidveis u,veh, suas derivadas Ou/ ax’ au/ ay',av /ax,'av/ ay’

2 2 2 2 2 2 .
J u/axz’a u/axay 0 u/ayz,a U/axz,a v/axay»a U/ayz e das derivadas cruzadas no

tempo e no espago azu/axat ¢ azv/ayat'

89
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Tendo a Equacgdo (3.33) em vista, podemos escrever as derivadas como mostrado

nas Equacdes (3.35) a (3.44):

ou

0x

u

dy

ov

0x

ov

dy

= b, +d,y + 2e,x

=cy +dyx + 2f,y

b, +d,y + 2e,x

=c, +d,x +2f,y

0%u

axz 2
0%u 3
oxdy
62

ayz = qu
0%v

ﬁ = Zev
0%v 3
dxdy "
d0%v
9y 2f,

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

As derivadas cruzadas podem ser calculadas como a variagdo no tempo da derivada

espacial ou pela variacdo espacial da derivada temporal. Utilizando a primeira defini¢do,

teremos as aproximagoes das velocidades futuras calculadas pelas Equagdes (3.35) e (3.38).

Desta forma teremos uma equacgao para a velocidade no tempo conhecido e outra para o tempo

futuro (e suas derivadas espaciais), sendo a derivada cruzada temporal calculada pelas Equagdes

(3.45) e (3.46).
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o () () o
dxdt %(&) - At
0’v 9 (Ov\ (z_;)f _(Z_;) (3.46)
dyot a(@) - At

Em todos os termos, o valor da parcela (h3/3) é calculado, pois o valor da profundidade

em cada ponto ¢ conhecido (¢ utilizado o tempo conhecido).
As Equacdes (3.45) e (3.46) permitem escrever o termo Bj.

As Equagdes (3.39) a (3.44) permitem escrever o termo B,. Neste termo, precisamos em

cada centroide do valor das velocidades u e v.
Finalmente, as Equagdes (3.35) e (3.38) permitem escrever o termo Bs.

As equagoes citadas sao diferentes para cada varidvel abordada, mas todas se baseiam
no Método dos Minimos Quadrados, com os valores dos coeficientes determinados para cada

variavel e elemento da malha.

3.4.2. Aplicacio do Método dos Minimos Quadrados para determinaciao dos

coeficientes de discretizacdo das equacdes de correcio de Boussinesq

A Equagao (3.33) apresenta a equacao de uma superficie polinomial quadratica no
espago. A sua solucao precisa do conhecimento dos seus seis coeficientes. Como estamos
utilizando 10 pontos (o centroide do elemento em analise, os centroides dos seus trés elementos
vizinhos e dos seis circunvizinhos), precisamos encontrar os coeficientes através de calculo

numérico.

O Método dos Minimos Quadrados se baseia em minimizar a soma dos quadrados
das diferencas entre o valor realmente observado e o estimado pela equacgdo de ajuste adotada.
Isto ¢ realizado montando-se um sistema de equagdes, onde os termos da equagdo (a a f) sdo as
incognitas e os coeficientes da matriz sao os diversos somatérios dos produtos das coordenadas

e funcdes. A equacao matricial tem a forma da equacao (3.47):

[A].% = b (3.47)

Com os seguintes vetores e matriz (Equagdes (3.48) a (3.50)):
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n Yx Yy Yxy yx? Yy? ]
x  Yx* Yxy Yxly Y Yxy?
4] = Yy Xxy Yy? Yxy? Yxty Xy’ (3.48)
Yxy Yx*y Yaxy? yxfy?  ¥xdy  Yxy®
xt o Yx® YxPy Yxdy xt o Yxty?
Yy? Txy? Ty? Tyl Yxly? Yyt |
a
(v
> C
x:| d| (3.49)
\¢)
f
pX%
Z¢x\
> | oy 3.50
b= Xoxy (3-59)
Ypx?
Yoy?

A solugdo desta equacdo matricial ¢ realizada através da matriz inversa, na forma da
Equagdo (3.51), obtendo valores dos coeficientes diferentes para cada incognita (# e v, por
exemplo), porém com a matriz inversa definida por elemento, e uma multiplicagdo de matriz

por incognita.

A matriz inversa para cada elemento ¢ calculada e armazenada no inicio da
simulagdo, uma vez que depende exclusivamente dos valores das coordenadas dos pontos — ¢
da fun¢do de aproximacao utilizada. A multiplicacdo de matrizes para obtencao dos coeficientes

¢ realizada a cada iteracdo e para cada variavel.

Ao final dos calculos das parcelas B;, B2 € B3, a soma das parcelas que importam no
caso em andlise (podemos analisar cada parcela, ou o conjunto) ¢ determinada e a sua derivada
espacial calculada pelo método de RKDG, como as demais derivadas espaciais da equacgdo

(3.31).
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3.4.3. Alteracdo da Funcio de Aproximacao do Método dos Minimos Quadrados

A aproximagdo acima descrita foi implementada e ensaiada, mas ndo conduziu a
resultados satisfatorios, devido a ndo convergéncia dos resultados. Tal fato ¢ decorrente da
utilizagdo de polinomios em fungdes com fortes gradientes, o que conduz a derivadas de valores

elevados, o que causa instabilidades na simulagao.

Optou-se por utilizar uma nova fun¢ao de aproximacao, na forma de uma série de
Fourier. Esta funcdo tem a caracteristica de permitir a representacao de fortes gradientes e ser
continuamente derivavel. Como temos duas dimensdes, a fungdo toma a forma da equacdo

(3.52), onde se considera duas fungdes em seno e em cosseno em cada diregao.

2
mmx mmx mm mmn
Q =ag+ E a,,CoS ( ) + bmsen( ) + ¢, c0S Y + d,,sen Y (3.52)
) L, L, L L
m=

y y

Neste equacionamento, temos 9 incognitas (ao, a1, a2, b, bz, ¢1, ¢2,di e dz). Os valores
de L. e L, sdo a periodicidade da fun¢do, neste caso assumida como a amplitude das coordenadas

dos elementos utilizados para o calculo em cada elemento.

Esta formulacdo nao serd detalhada aqui, muito embora tenha sido implementada na
presente pesquisa. Os resultados obtidos foram melhores do que os apresentados no caso da
aproximagao das fungdes por polindmios, mas apresentou problemas de instabilidade em alguns
elementos. Tais problemas observados decorrem da utilizagdo de um maximo de dez elementos
para calcular as nove incognitas, permitindo ainda um grau de liberdade para o método. Mas
em alguns elementos, a geometria adotada na geracdo de malha pode resultar em menos
elementos disponiveis, pois dois elementos vizinhos ao elemento de calculo podem apresentar
0 mesmo circunvizinho, como mostrado na Figura 3.4, onde restam apenas 8 elementos para

determinar 9 varidveis, o que conduz a um sistema matematicamente indeterminado.

Para solucionar esse problema, a série de Fourier foi simplificada para apenas um
harmoénico, o que conduz a equacao (3.53), onde temos cinco varidveis com um minimo
possivel de sete pontos de calculo; na maioria dos elementos temos os 10 pontos convencionais,

0 que garante no minimo dois graus de liberdade para o método.

X X T s
@ =ay+ a,cos (—) + a,sen (—) + ascos y + a,sen ny (3.53)
L, L, L, L,
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Figura 3.4 — Arranjo geométrico hipotético identificando uma indeterminagdo para o Método

dos Minimos Quadrados

Outra solugdo possivel para este caso, mas ndo adotada, seria aumentar ainda mais o

numero de elementos para a aplicacdo do método. No entanto, este procedimento aumentaria

em muito a area de abrangéncia, e tenderia a suavizar a solu¢do em um espago maior. O método

¢ aplicado para calcular as derivadas no ponto do elemento central.

Para aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados monta-se um sistema de

equacdes, onde os termos da equagdo (3.53) — apa as — sdo as incognitas e os coeficientes da

matriz sao os diversos somatorios dos produtos das coordenadas e fun¢des. A equacao matricial

tem a forma da equagdao (3.47). A matriz dos coeficientes e o vetor independente sao

apresentados nas Equagdes (3.54) a (3.56).

[4]

X wy
R X
X TX TX T[y X
z cos (E) sen (Z) z cos (Z) cos (E) Z coS (K)
z sen? (Z_x) Z sen (E) cos (ﬂ) sen (E) sen
x L, L, L,
my 5 [TV
sen C‘OS (a) Z cos (E)
my my my
sen sen (Ly) Z CcoS (E) Sen (E)

(3.54)
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(3.55)

(3.56)

A partir dos coeficientes definidos pela inversdo da matriz apresentada na equagao

(3.54), e resolvendo a equagdo (3.51) com o vetor dos termos independentes dado pela equagao

(3.56), onde ¢ representa os vetores velocidade u e v, nos tempos anterior ou futuro (de

calculo). Com os coeficientes determinados para cada varidvel, as derivadas podem ser

calculadas pelas equagdes (3.57) a (3.61).

ap
0x

o
ay

0%¢ T\2
7ar = () cos(
X

T 2
3y = - E ascos

T

L

y

)

/s X /s
= — Z a;sen (Z) I
T <ny> s
= ——agsen|—
L, L,) L
nx) (
Ly Ly
62
¢ _ 0
0x0dy

2
/s

L

y

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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Com estas derivadas determinadas, podemos calcular os termos da parcela de
correcao de Boussinesq (equagdo (3.34)) e aplicar esta corre¢do na equagdo (3.31), usando o

método de Runge-Kutta Galerkin Descontinuo (descrito no item 2.6.5).

Na proximidade dos contornos fisicos da malha estudada, a correcdo de Boussinesq
ndo foi calculada, tendo em vista ser necessario um niimero significativo de elementos em volta
do elemento em anélise, a fim de calcular a aproximacao por elementos finitos. Esta escolha ¢
realizada a partir dos elementos vizinhos; se um deles ndo existir (significando que estaria fora
do dominio), o calculo nao é realizado. Tal caracteristica de calculo ndo interfere no resultado,
uma vez que os contornos sao escolhidos afastados das regides de fortes declividades, onde o

termo de Boussinesq ¢ relevante.

3.4.4. Verificacao da estabilidade do método proposto as correcoes aos termos

fonte

Para implementar as alteragdes descritas acima, adotou-se o modelo DGFLOW,
desenvolvido por Dirk Schwanenberg em seu doutoramento (Schwanenberg, 2003) e

disponibilizado para este trabalho.

Utilizando-se o caso de rompimento de barragem cilindrica, descrito no item 2.9.2,
foram realizados testes de estabilidade com o programa, alterando a declividade do fundo — em
forma conica e em rampa com declividade Unica — a rugosidade do fundo e incluindo variagdes

adicionais as corregdes que sao geradas pelas Equacdes de Aguas Rasas convencionais.

O programa mostrou-se estavel, admitindo variagcdes percentuais de correcdo
constante superiores a 10% da correcio calculada pelas Equagdes de Aguas Rasas, e mesmo de
valores fixos (da ordem de 1/3). Essa anélise mostra que o programa pode ser utilizado, uma
vez que os valores esperados para a correcdo de Boussinesq sdo inferiores a 10%, conforme

apresentado por Mohapatra e Chaudhry (2004) para escoamento unidimensional.

No proximo capitulo as técnicas aqui desenvolvidas serdo aplicadas aos casos de estudo,

apresentados no final do CAPITULO 2.
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CAPITULO4- APLICACOES DA EQUACAO DE BOUSSINESQ
4.1. GENERALIDADES

Este capitulo contém os resultados obtidos para a modelagem em duas dimensodes

utilizadas para verificar a correcdo de Boussinesq.

O programa com corre¢ao de Boussinesq em duas dimensdes partiu do modelo de
Schwanenberg (2003), com a inclusdo das rotinas necessarias para o calculo dos coeficientes e
sua aplicag¢do. O nucleo do codigo-fonte, assim como arquivos de entrada de dados e forma dos
arquivos de saida dos resultados foram mantidos, o que permite a comparacdo direta dos
resultados obtidos. Foi adotado o Método de Runge-Kutta de 2* ordem para o avango no tempo,
pois este método mostrou-se preciso o suficiente nos estudos de Schwanenberg (2003). Ordens
superiores gerariam um grande esforco computacional, tendo em vista o volume de
determinagdes necessarias e, principalmente, a restri¢do do passo de tempo pela condi¢cdo de

CFL mais restritiva.

Espera-se um grande crescimento no tempo de computacdo, em funcdo da inversao de
matrizes, que ¢ um algoritmo custoso computacionalmente, ¢ que deve ser realizado com
matrizes de 5* ordem, para cada um dos elementos do dominio (facilmente da ordem de milhares
de elementos). Além disso, sdo criadas quatro multiplicacdes de matrizes para cada iteragao,

além dos célculos necessarios para o ajuste dos equacionamentos.

A consideracdo da ndo hidrostaticidade foi introduzida na modelagem a partir da
consideragdo das derivadas das velocidades, calculadas a partir de uma superficie criada para
cada elemento, para cada componente da velocidade e para os tempos conhecido e de calculo,
como descrito pela interpolagdo da Série de Fourier no item 3.4.3 descrito anteriormente. Foi
introduzido um limitador adicional para este calculo, adotando-se como limite o valor maximo
apresentado por Basco (1989), de 10% da variacio calculada pelas Equagdes de Aguas Rasas.
Uma limitagdo adicional é necessaria neste caso, pois ao se tratar de derivadas em escoamento
com fortes descontinuidades, facilmente o valor desta derivada pode atingir valores
excessivamente elevados, o que levaria o modelo a instabilidades numéricas € a nao

convergéncia.
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4.2. ROMPIMENTO DE BARRAGEM CILINDRICA

Este caso foi descrito no item 2.9.2 deste trabalho. L4 sdo mostrados os resultados
obtidos por Schwanenberg (2003), e as condigdes de simulacdo com a utilizacdo das Equagdes
de Aguas Rasas. O tempo de simulacdo final, 0,69 s, foi adotado em fung@o deste tempo ser
referenciado em diversos trabalhos, tendo em vista que a onda estd praticamente atingindo os

limites do dominio computacional adotado.

A Figura 4.1 apresenta a evolug@o no tempo da frente de onda. Observa-se que as frentes
de onda tém um amortecimento, caracteristico dos métodos de primeira ordem; métodos de

ordem mais alta tenderiam a apresentar oscilagdes nas regioes de altos gradientes.

Profundidade (m)

Raio (m)

----- Inicial (t=05s) e t=023s e t=046s t=069s

Figura 4.1 — Evolugdo do escoamento do instante inicial até 0,69 s

Utilizando as indicagdes de Basco (1989) para o calculo do nimero de Ursell para este
caso, obtém-se 1.400 (ver equagdo (2.23), h=h=1 m; [ =20 m; a = (hm + hj)/Z = 5,5m),
bem maior do que a unidade, o que indica um caso fortemente nao-linear.

Em Toro (2001) foi apresentado um tratamento numérico, que apresenta resultados
muito bons, fazendo-se uma analise em duas dimensodes axi-simétrico do escoamento da
ruptura. Ainda que o calculo seja numérico, ele € tratado como ‘“semi-analitico” pelo autor; o
método utiliza grande discretizagdo no tempo e no espaco. A Figura 4.2 apresenta os resultados

obtidos neste trabalho, sem a consideracdo da corre¢do de Boussinesq; os resultados sao
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praticamente idénticos aos obtidos por Schwanenberg (2003) considerando as Equagdes de

Aguas Rasas.

10

Profundidade (m)

0 2 - 6 8 10 12 14 16 18 20
Raio (m)

----- Inicial — o mi-analitico ®  Equacdes de AguasRasas (Bou = 0)

Figura 4.2 — Escoamento apods 0,69 s do rompimento de uma barragem cilindrica — resultados
obtidos neste estudo sem a consideracao da corre¢cdo de Boussinesq

A Figura 4.3 apresenta uma visdo em 3D da condig¢@o inicial estudada e o resultado apos

0,69 s do rompimento.

As parcelas da correcao de Boussinesq foram simuladas isoladamente e em conjunto,
como apresentadas na equagdo (3.34) — B;, B> ¢ B3, com a soma das parcelas sendo chamada de
By e as equagdes de Aguas Rasas, onde a corre¢dio de Boussinesq ndo ¢ utilizada, sendo
representada por By. Na programacao, estas indicagdes sao realizadas através e uma variavel de
controle denominada Bou. Se Bou ¢ igual a 0, estamos com as equagdes de aguas rasas; se Bou
¢ adotado igual a 4, estamos com as equacdes de Boussinesq completas. Se Bou for adotado
igual a 1, 2 ou 3, apenas esta parcela — 17, 2% ou 3* — do termo de corre¢do sera levada em conta

nos calculos.

A Figura 4.4 apresenta os resultados das trés parcelas e do total em confronto com a
solucdo de Aguas Rasas convencionais. Na Figura 4.5 ¢ apresentada uma visdo em destaque da
frente de onda com as mesmas consideracdes referentes as correcdes. Nestas figuras a plotagem

se deu pelo raio, o que concentra todo o leque de resultados obtidos em coordenadas cartesianas

x € y) no raio (r = 1/x? + y?). Observa-se uma dispersido dos resultados em rela¢do ao valor
y y P

de referéncia — obtido com as Equagdes de Aguas Rasas. A regido onde se observa a formagao
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da onda ¢ onde sdo observadas as variagoes nos valores calculados com a consideracao da
correcdo de Boussinesq. Nestas figuras pode-se observar que os termos Bi, B> ¢ B3 tém
influéncia decrescente nos valores obtidos, como comentado por Basco (1989) e Abbott (1979),

que citam que o primeiro termo como o de maior influéncia.
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8,000
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0,000
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- 7.000
6,000
5,000
4,000
3,000
2,000
1,000

)y V2

0,000

t=0,69 s

Figura 4.3 — Condi¢ao de escoamento inicial e apos 0,69 s no rompimento de uma barragem
circular com nivel de 4gua a jusante baixo
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A determinagdo da correcdo de Boussinesq implica em um aumento substancial no
esforco computacional dispendido na obtencdo da resposta. A Tabela 4.3 apresenta uma
comparagao entre os tempos de processamento para cada andlise envolvida e a relagdo entre o
tempo da simulago e o tempo de simulagio para a consideragio de Aguas Rasas, que representa
o esfor¢o computacional adicional. Observa-se que o tempo de processamento ¢ ampliado em
no minimo 6 vezes, em relagao ao calculo de Aguas Rasas, atingindo oito vezes, como citado

nos estudos de Hervouet ¢ Jankowsi (2000).

A Figura 4.6 ¢ a Figura 4.7 apresentam secdes do escoamento na regido dos eixos y
(onde x = 0 m) e x (onde y = 0 m), respectivamente. Devido ao fato de se utilizar uma malha
triangular, a representagao de segdes transversais nao ¢ direta. Desta forma, adotou-se uma area
de abrangéncia para permitir o tragado, como mostrado na Figura 4.8, plotando-se em relacao
a distancia em cada eixo (adotou-se uma dispersdo de 0,50 m em torno do eixo, para efeitos
graficos). A malha gerada possui em sua totalidade 5.422 elementos. Mostram-se nas figuras
citadas acima as trés parcelas individualmente, juntamente com a soma das parcelas, todas em
comparagdo com a analise por Aguas Rasas (representada por Bou= 0). A oscilagdo observada
anteriormente revelou uma pequena assimetria do fluxo. Esta assimetria se apresenta em todas

as parcelas.

TABELA 4.3 - TEMPOS DE PROCESSAMENTO EM FUNCAO DA CORRECAO DE
BOUSSINESQ ADOTADA (TEMPO SIMULADO DE 0,69 S) E CORRECAO MEDIA

Opcao de simulagao Tempo de Relagao entre Correcdo
simulagdo (s) tempos de média
processamentos (%)
Aguas Rasas (Bou=0) 21,04 1,00 -
Primeiro termo da corre¢ao B; 172,93 8,22 3,41
(Bou=1)
Segundo termo da correcao B» 139,73 6,64 2,35
(Bou=2)
Terceiro termo da corregdo Bs 140,30 6,67 1,99
(Bou =3)
Corre¢do de Boussinesq completa 175,51 8,34 3,41
Bi1,B2e B3 (Bou=4)
Observagoes:

A relagdo entre tempos de processamento toma por padrao o tempo de calculo para a equagio de
Aguas Rasas;

A Corre¢do média ¢ a média aritmética das correcdes observadas, em valores absolutos em cada
ponto, em relagio ao valor obtido com as Equagdes de Aguas Rasas.

O computador utilizado nas simula¢des foi um AVELL 1513 — processador i7, com 16 GB de
memoria RAM, placa grafica de 1GB e armazenamento em disco SSD de 128 GB.
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Figura 4.4 — Escoamento ap6s 0,69 s do rompimento de uma barragem cilindrica — resultados
obtidos neste estudo em cada parcela de Boussinesq em confronto com a Equacao de Aguas
Rasas
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Figura 4.5 — Detalhe na regido da frente de onda do escoamento ap6s 0,69 s do rompimento
de uma barragem cilindrica — resultados obtidos neste estudo em cada parcela de Boussinesq
em confronto com a Equacao de Aguas Rasas
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Figura 4.6 — Secdo transversal no entorno do eixo y (x~0 m)

st 2 L=

®fundo +Bou=1 Bou=2 XBou=3 @Bou=4 @Bou=0

Figura 4.7 — Secdo transversal no entorno do eixo x (y~0 m)
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Figura 4.8 — Pontos adotados para elaboracdo das se¢des transversais

Analisando-se as parcelas isoladamente, observa-se que a primeira parcela, que ¢
referente a derivada cruzada no tempo e no espago, ¢ a que mais tem influéncia. As segundas e
terceiras parcelas — que representam as variagdes apenas no espago, em primeira ¢ segunda
derivadas — apresentam pouca influéncia. Na Tabela 4.3 sdo apresentados, ainda, os valores
médios das corre¢des observadas em cada simulagao, tendo como referéncia o resultado com
as Equagdes de Aguas Rasas. Esse calculo é realizado com os valores absolutos das diferencas.
Observa-se uma corre¢ao média em torno de 3 % em todo o dominio. Foi adotado o limitador

na corre¢ao de no maximo 10 %, apresentado no item 3.4.4.

A assimetria observada pode ser creditada a forma como as derivadas calculadas em
cada ponto sdo compostas com a formulagdo original. As velocidades sdo basicamente
simétricas, em funcao das condi¢des do escoamento. As primeiras derivadas possuem o mesmo
sinal, e sdo elevadas ao quadrado; desta forma, de um lado a corre¢do — parcela B; — aumenta o
valor positivo e do outro diminui o valor negativo, causando assimetria. Ja a observacao da

derivada segunda mostra que seus valores sdo contrarios, pois de um lado a sua representacao
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¢ concava e do outro convexo. No entanto, para a geracdo da correcdo B2, € necessario
multiplicar esta derivada pelo valor da velocidade, também com sinais contrarios. Desta forma,
o termo final serd sempre de valor positivo, sendo adicionado de um lado do eixo, e subtraido
do outro. A analise da derivada cruzada no tempo e espacgo — parcela B; — € mais complexa, mas

pode seguir na mesma linha que as parcelas anteriores.

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos com a formulagdo completa de
Boussinesq — soma das trés parcelas — em confronto com resultados de outras referéncias
bibliograficas. Tseng e Chu (2000) e Gottardi e Venutelli (2004) estudaram o mesmo caso de
rompimento de barragem. Os calculos de ambos os artigos foram realizados utilizando a técnica
de Volumes Finitos, com discretizagdo TVD; o artigo de Gottardi e Venutelli (2004) utilizou,
ainda um esquema Mac Cormack para refinamento. A Figura 4.9 apresenta os resultados desses
pesquisadores, retirados da Figura 2.13 em confronto com o resultado analitico e os resultados
obtidos neste estudo, utilizando a formulagio de Aguas Rasas — idéntico a Schwanenberg
(2003) — e a de Boussinesq (completo). Esta plotagem foi realizada pelo raio, agrupando-se
todos os resultados obtidos, o que causa a dispersdo apresentada na figura. Observa-se que o
método de Schwanenberg (2003), e adotado como base deste estudo, representam melhor os
resultados esperados. A utilizagdo da correcio de Boussinesq nas equacdes de Aguas Rasas
conduziu a assimetrias no escoamento. Os estudos de Tseng e Chu (2000) e Gottardi e Venutelli
(2004) aproximam-se dos resultados semi-analiticos, mas os valores obtidos por Schwanenberg
(2003) ajustam-se melhor aos resultados semi-analiticos. A suavizagdo que pode ser observada
nos resultados dos estudos citados apresentados na Figura 4.9 ¢ devida a precisdo dos
resultados, obtidos graficamente a partir das poucas informagdes disponibilizadas nas figuras

das referéncias.

Conclui-se que o Método RKDG ¢ o melhor adaptado para o caso estudado em
relacdo os modelos propostos por Tseng e Chu (2000) e Gottardi e Venutelli (2004). A
considera¢do da corre¢do de Boussinesq ndo melhorou os resultados obtidos — criando inclusive
uma assimetria — ¢ aumentou o tempo de processamento substancialmente. Deve-se ter em
mente que a solu¢io semi-analitica foi desenvolvida a partir das equagdes de Aguas Rasas e,
portanto, era de se esperar diferengas quando se comparasse o resultado das Equagdes de

Boussinesq com a solu¢do semi-analitica.
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Figura 4.9 — Escoamento apds 0,69 s do rompimento de uma barragem cilindrica —resultados
obtidos por Tseng e Chu (2000) e Gottardi e Venutelli (2004) em confronto com o resultado

semi-analitico e com os resultados deste estudo — Aguas Rasas e Boussinesq

A Figura 4.10 apresenta as diferencas obtidas entre os niveis de dgua considerando a
correcao de Boussinesq ou ndo (equacao de Saint-Venant). Observa-se que as diferengas sao
normalmente inferiores aos 10% adotados como limitador. No entanto, na regido da frente de
onda os valores podem ser bem mais elevados, pois um pequeno deslocamento da onda pode
causar grande elevagao no nivel de agua, tendo em vista o forte gradiente observado nesta

regido.
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Figura 4.10 — Diferencas observadas — percentualmente — entre os niveis de agua

considerando ou ndo a corre¢do de Boussinesq, para nivel inicial a jusante baixo
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4.3. ROMPIMENTO DE UMA BARRAGEM CILINDRICA COM NIVEL DE
JUSANTE ALTO

Este caso foi descrito no item 2.9.3 deste trabalho. Apresenta como diferencial do caso
anterior uma alta relacdo de profundidade inicial e profundidade a montante (60%) que,
segundo Pereira (1996), conduz a necessidade de se utilizar aproximagdes de ordens superiores
as de Saint-Venant (o seu estudo foi unidimensional). Ainda segundo Pereira (1996), para
relacdes entre as profundidades a jusante e a montante entre 1,00 e 0,56 formam-se ondas
secundarias no escoamento, denominadas ondas de Favre — detalhes podem ser observados em
Favre (1935) — com ondulagao em uma grande extensao do canal, devido a nao hidrostaticidade
das pressdes. Neste caso, a utilizacdo das equagdes de Saint-Venant apresenta resultados médios
€ ndo 0s maximos € minimos necessarios para a determinacao das ondula¢des. A Figura 4.11
apresenta uma imagem destas ondas em um escoamento unidirecional, apresentada por Pereira

(1996).

EQUACAO DE SERRE 8n
HETODO NUMERICO DE LERAT~PEYRET NC : 1.0000

[ 200 400 600 600 1060 1300 14B0 16060 1860 Zodo
DISTAMCIA (m)>

Figura 4.11 — Configuragdo do escoamento unidimensional no rompimento de uma barragem

com nivel de 4gua alto a jusante — Pereira (1996)

Utilizando as indicagdes de Basco (1989) para o calculo do nimero de Ursell para este
caso, obtém-se 3,70 (ver equacdo (2.23), ~=h=6 m; [ = 20 m; a = (hm + hj)/Z = 8,0 m).
Observa-se que frente ao caso anterior, este apresenta maior difusdo, mas ainda a nao-

linearidade esta presente.
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A Figura 4.12 apresenta uma visdo em 3D da condi¢do inicial estudada e o resultado

apos 0,69 s do rompimento.
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Figura 4.12 — Condi¢ao de escoamento inicial e ap6s 0,69 s no rompimento de uma barragem
circular com nivel de agua a jusante alto

Foram realizados os mesmos estudos referentes aos termos de Boussinesq realizados
para o caso do escoamento raso, com os resultados mostrados na Figura 4.13, onde se pode

observar os resultados das trés parcelas e do total em confronto com a solugio de Aguas Rasas
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convencionais. A Figura 4.14 apresenta uma visdo em destaque da frente de onda, para cada
parcela de corre¢do. Para este caso analisado, observa-se que as variagdes dos valores
calculados considerando ou ndo a corre¢do de Boussinesq restringe-se apenas as areas de forte

gradiente (inicio e final da onda gerada).

As Figura 4.15 e Figura 4.16 apresentam secdes do escoamento na regido dos eixos X e
y, da mesma maneira que o descrito na Figura 4.8, plotando-se em relagdo a distancia em cada
eixo. Observa-se novamente leve assimetria dos niveis, sem obter as esperadas oscilagdes nos

niveis de agua, como indicado nos estudos de Pereira (1996) para uma dimensao.

A Figura 4.17 apresenta as diferengas obtidas entre os niveis de agua considerando a
corre¢ao de Boussinesq ou ndo (equacao de Saint-Venant). Observa-se que as diferengas sao

sempre inferiores aos 10% adotados como limitador.

As conclusdes desta aplicagdo sdo as mesmas que as obtidas no item 4.2 (com nivel de
dgua a jusante baixo). A adog¢do das equacdes de Boussinesq, levando em conta a distribui¢cdo
nao hidrostatica de pressdes, com a modelagem adotada, aumentou o tempo de processamento
— como era esperado — mas nao capturou a formacao das ondas de Favre — esperadas para esta
configura¢do — gerando apenas uma assimetria no fluxo, em intensidade inferior a observada
no primeiro caso analisado, com nivel de 4gua a jusante da barragem baixo. Os valores
observados para as correcdes neste caso sdo inferiores as corregdes observadas no primeiro caso
(com nivel de jusante inferior). A causa para esta menor corre¢ao esta na inércia do escoamento;
com mais agua em repouso neste caso — sao 4 metros de diferenca de nivel, ao invés de 9 metros
no caso anteriormente analisado — o rompimento da barragem tem uma menor capacidade de

aceleragdo do fluxo e, portanto, menor capacidade para gerar esfor¢os.
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Figura 4.13 — Escoamento apds 0,69 s do rompimento de uma barragem cilindrica com nivel

de agua alto a jusante — resultados obtidos neste estudo em cada parcela de Boussinesq em

confronto com a Equagio de Aguas Rasas
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Figura 4.14 — Detalhe na regido da frente de onda do escoamento ap6s 0,69 s do rompimento
de uma barragem cilindrica com nivel de 4gua alto a jusante — resultados obtidos neste estudo

em cada parcela de Boussinesq em confronto com a Equagdo de Aguas Rasas
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Figura 4.15 — Se¢do transversal no entorno do eixo y (x~0 m), para nivel de 4gua inicial alto a

jusante
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Figura 4.16 — Se¢ao transversal no entorno do eixo y (x~0 m), para nivel de agua inicial alto a

jusante
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Figura 4.17 — Diferengas observadas — percentualmente — entre os niveis de agua

considerando ou ndo a corre¢do de Boussinesq, para nivel inicial a jusante alto
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4.4. CONTRACAO EM UM ESCOAMENTO SUPERCRITICO

Este caso foi descrito no item 2.9.4 deste trabalho. A malha adotada nos célculos foi de
4.935 elementos, conforme mostrado na Figura 2.17. A simulacdo da correcdo de Boussinesq
partiu de uma solugdo aproximada pelas Equacdes de Aguas Rasas e, ao final, introduzida a
corre¢ao de Boussinesq para a ndo-hidrostaticidade. Foram analisadas as trés parcelas de
correcdo (B, B> e B3), assim como a soma das trés parcelas (B4), que € a corre¢do total. Os
resultados foram confrontados com os resultados obtidos com a aplicacdo das Equagdes de
Aguas Rasas convencional. A Figura 4.18 apresenta o valor da correcdo basica (antes da
multiplicagdo pelo termo /4°/3) para o termo B; e para cada elemento. Resultados semelhantes
sdo apresentados pela Figura 4.19 (para a parcela B:), pela Figura 4.20 (para a parcela Bj3) e
pela Figura 4.21 (para a soma das trés parcelas — By). Todas estas corre¢des sdo apresentadas

para o ultimo passo de tempo calculado.

08

Correcdo bhasica -B1

-0.8

Elemento

Figura 4.18 — Valor basico da corre¢do de Boussinesq — parcela B;
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Figura 4.19 — Valor basico da corre¢do de Boussinesq — parcela B>
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Figura 4.20 — Valor basico da correcdo de Boussinesq — parcela B3
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Figura 4.21 — Valor basico da corre¢do de Boussinesq — parcela B4

Todas essas corregdes devem ser multiplicadas por um ter¢o da profundidade do
escoamento ao cubo; neste caso este valor varia entre 9,0x10% ¢ 1,1x10™*. As corre¢des finais
resultam aproximadamente nulas para todas as parcelas e em todos os elementos. Os resultados

obtidos para todas as corre¢des sdo, portanto, muito semelhantes aos obtidos com as Equagdes

de Aguas Rasas.

A Figura 4.22 apresenta o resultado obtido com a consideragdo da corregdo total de

Boussinesq.
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Figura 4.22 — Resultado da profundidade obtido com a corre¢do completa de Boussinesq

A Figura 4.23 apresenta a visdo em perspectiva do escoamento supercritico na

contragdo, mostrando as ondas geradas pelo fluxo ao longo do canal.
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Figura 4.23 — Visualizag@o em perspectiva dos niveis de d4gua do escoamento na contragio
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c) Schwanenberg (2003) — computacional
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d) Este estudo — computacional com consideragdo da correcdo de Boussinesq

Figura 4.24 — Comparativo dos resutados com o escoamento supercritico em uma contragao
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Para permitir a comparagdo com os resultados apresentados nos estudos de Ippen e
Dawson (1951) — experimental —, Berger e Stockstill (1995) — elementos finitos — e
Schwanenberg (2003) — Runge-Kutta Galerkin Descontinuo, apresentados no item 2.9.4, os
valores aqui obtidos, em metros, foram transformados para pés (1 pé = 0,3048 m), e sdo
apresentados na Figura 4.24. Observa-se na comparacdo que os métodos computacionais se
aproximam bastante dos resultados experimentais. Os valores maximos obtidos por Berger ¢
Stockstill (1995) sdo mais proximos dos valores experimentais, mas o campo de profundidades

obtidos por Schwanenberg (2003) e neste estudo sdo mais simétricos e coerentes.
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CAPITULOS5- CONSIDERACOES E RECOMENDACOES FINAIS
y.1. GENERALIDADES

A maioria das formula¢des matematicas de escoamentos admite como hipotese basica a

distribuicdo hidrostatica de pressoes.

Este estudo foi desenvolvido buscando responder as indicagdes da literatura de que a
consideragdo de uma distribuicdo de pressdes mais apropriada, diferente da hidrostatica,
poderia conduzir a melhores resultados na determinagdo numérica do escoamento com fortes
gradientes como, por exemplo, em um rompimento de dique lateral em um canal — Roger ef al.
(2009) e Roger et al. (2010). Os trabalhos de Basco (1989) e Pereira (1996), desenvolvidos com
modelos unidimensionais, sugerem que a distribuicao nao hidrostatica de pressoes conduz a
melhores resultados de niveis de 4gua ao longo do canal quando do rompimento de barragem
com niveis de dgua a jusante elevados. Como se esperava que o escoamento em duas dimensdes
mostrasse a formacdo de ondas secundarias proximas a frente da onda principal, este também

foi um foco do presente estudo.

5.2. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho ¢ apresentada a formulacdo de Boussinesq, que leva em conta uma
distribuicdo de pressdoes corrigida — nao hidrostatica na vertical — em escoamentos
bidimensionais. E adotado um sistema de coordenadas cartesianas, e leva-se em conta a
declividade do fundo e a perda de carga do escoamento. Esses resultados sao apresentados nas
equacdes (3.31) e (3.32), que estdo deduzidas detalhadamente no Apéndice I. A apresentacao
destas equagdes ¢ um ponto importante deste trabalho, e vem a preencher uma lacuna
observada na revisao bibliografica, onde estas equagdes sdo apresentadas apenas para
escoamentos unidimensionais, ou onde a declividade e rugosidade do contorno sao

negligenciados.

Uma discretizag¢@o para o termo de correcdo de Boussinesq ¢ proposta neste trabalho,
utilizando-se os valores de profundidade e velocidades calculados em cada ponto e admitindo-
se uma superficie gerada pelo Método dos Minimos Quadrados, a fim de calcular as derivadas
existentes nos termos de corre¢io em cada elemento. E proposta e adotada uma série de

Fourier como func¢do de interpolagdo, com um harmdnico em cada dimensdo espacial e
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utilizando dados de 10 elementos (o elemento em estudo e nove vizinhos a ele). Os resultados

apresentados referem-se todos a esta funcdo de interpolagao.

Como alternativa, foram testadas também funcdes polinomiais de segundo grau e série
de Fourier com dois harmonicos em cada dimensido coordenada, mas os resultados ndo foram
convergentes. A ado¢cdo de menos pontos, quatro ao invés de dez, apresentou problema

semelhante.

O método numérico Runge-Kutta Galerkin Descontinuo (RKDG) mostrou-se aplicavel
as equagdes de Boussinesq, considerando-se uma corregdo a partir das Equagdes de Aguas

Rasas convencionais.

Tendo em conta os trés casos analisados, onde foram aplicadas a consideracao de
Boussinesq de nao-hidrostaticidade e os métodos de solugdo de RKDG (Runge-Kutta

Galerkin Descontinuo) pode-se concluir que:

- Os resultados computacionais obtidos com a aplicacao das Equacdes de
Boussinesq foram semelhantes aos obtidos com a aplicagdo das Equacdes de Aguas
Rasas convencionais. Nos casos analisados com escoamento simétrico, o método
adotado criou uma leve assimetria nos resultados, em func¢ao dos calculos das derivadas
de cada lado dos eixos. No caso da contracdo em um escoamento supercritico, os
resultados obtidos foram praticamente idénticos — indistinguiveis — aos resultados
obtidos com a aplicagio das Equacdes de Aguas Rasas convencionais. Esta corre¢io de

pequena monta pode ser creditada a inércia do escoamento, que ndo permite uma

aceleragdo tal que altere o campo de pressdes no fundo do canal;

- A inclusdo da formulagdo de Boussinesq aumenta em muito o tempo de
processamento quando comparado com a formulagdo de Aguas Rasas convencionais.
Nos casos analisados, o aumento do esfor¢co computacional foi da ordem de seis a oito
vezes o esforco computacional necessario pelo mesmo programa, considerando as
Equagdes de Aguas Rasas convencionais. Os resultados obtidos, no entanto, foram
muito préximos entre as duas formulagdes, nao se apresentando melhoria nos resultados

obtidos.
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A hipotese original, de que a considerag@o da distribuicdo ndo hidrostatica de pressdes
conduziria a resultados mais precisos nas variaveis do escoamento, ndo foi verificada nos
exemplos analisados. No entanto, os testes realizados ainda podem nao ser suficientes para
descartar em definitivo tal hipdtese, originando entdo o interesse por estudos ainda mais

avancados.

5.3. RECOMENDACOES PARA CONTINUIDADE DO ESTUDO

Com base nos estudos desenvolvidos e resultados obtidos, recomenda-se os seguintes

pontos como continuidade deste trabalho:

- A fungao de interpolagdo adotada — em série de Fourier com um harmdnico
em cada direcdo espacial — pode ser alterada, com a inclusdao de mais pontos, ou mesmo
a alteracdo da fungdo para outra forma, com a inclusao de mais harmdnicos. A busca
deve ser feita em fungdes que possam capturar e representar as ondas secundarias
esperadas teoricamente — denominadas ondas de Favre. Como tentativas iniciais

recomenda-se as fungdes spline cubica ou spline exponencial;

- O método de Runge-Kutta, adotado para a discretizacao no tempo, pode ter

a sua ordem aumentada, buscando uma maior estabilidade numérica;

- A adogdo de uma malha retangular pode ser uma boa op¢ao a ser estudada.
Esta formulag¢ao conduz a complexidades na parte de tratamento de contornos, mas deve
conduzir a métodos de tratamento dos termos de correcdo de Boussinesq mais

simplificados do que os adotados em malhas triangulares;

- Buscando quantificar a influéncia da distribuicdo ndo hidrostatica de
pressdes sobre o fundo do canal, o valor da pressdo resultante em cada ponto, e em cada
instante de tempo, pode ser determinado e confrontado com os valores resultantes da
consideragdo de distribuicdo hidrostatica de pressdes. Pela formulagdo em duas
dimensdes proposta e adotada, ndo € possivel determinar o perfil da distribuigdo de
pressdes, mas apenas a sua influéncia total no ponto. Ha, portanto, espagos para

pesquisas mais detalhadas;
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- Novos casos podem ser analisados, como rompimento de barragens, ondas
em canais com relativamente pequena amplitude ou escoamentos em canais com
declividades de fundo mais intensas, a fim de verificar se € possivel analisar a influéncia

da distribui¢@o de pressdes nesses escoamentos.
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APENDICE I - DEDUCOES DAS EQUACOES DE ESCOAMENTO EM
CANAIS

I- DEDUCAO DAS EQUACOES DE SAINT-VENANT E DE AGUAS RASAS

INTRODUCAO

O estudo do escoamento ndo-permanente em canais € muito util, tendo em vista os
efeitos que inundagdes ou o transito de ondas podem causar as populagdes ribeirinhas. Esse tipo
de escoamento ¢ formalmente calculado a partir das equagdes de Navier-Stokes, que
representam, em trés dimensoes, a relagdes entre a pressao e as velocidades em cada ponto do
espaco ¢ do tempo. As equagdes de Navier-Stokes ndo permitem, ainda, uma solugcao
generalizada para qualquer tipo de escoamento. Para aplicagdes praticas, estas equacdes devem
ser aproximadas através das Equagdes das Tensdes Médias de Reynolds (RAMS, na sigla em
inglés), com a aplicagdo de algum sistema de fechamento das equacdes de turbuléncia. A
apresentacdo dessas equagdes ndo faz parte deste artigo, mas pode ser visualizada em, por
exemplo, Schlichting (1968), Fortuna (2000) e Lai et al. (1993).

Estas equacdes adicionais, associado ao maior numero de pontos de discretizacdo em
uma modelagem em trés dimensdes aumentam em muito o tamanho dos sistemas de equagdes
a serem resolvidos computacionalmente, encarecendo ou mesmo inviabilizando as andlises no
nivel de obras de engenharia.

Para contornar esse problema sdo muito utilizados modelos que simplificam os
escoamentos para uma ou mesmo duas dimensdes principais de escoamento.

As equacdes de Saint-Venant fazem uma aproximagao das Equacdes de Navier-
Stokes para uma dimensdo, onde apenas as variagdes no sentido longitudinal do escoamento
sao representadas, sendo desprezadas as variagdes da velocidade e pressao na dire¢ao
transversal, ou mesmo vertical. Elas podem ser deduzidas sem se partir da equagdo de Navier-
Stokes, e foram primeiramente apresentadas por Adémas Jean-Claude Barre, Conde de Saint-
Venant, em 1871.

Ja no caso das Equagdes de Aguas Rasas, que fazem a expansdo das aproximagdes
para duas dimensdes, as variagdes ao longo da dire¢do transversal sdo levadas em conta, mas
ainda ndo se permite analisar variacdes de velocidade — e, portanto, aceleragdes — no plano
vertical.

As Equacdes de Boussinesq, em uma ou duas dimensoes, se diferenciam das
equagdes anteriormente citadas — Saint-Venant ou Aguas Rasas — por levar em conta variacio
da velocidade na direcao vertical, o que causa uma aceleracdo do fluxo nessa direcdo. Isto
inviabiliza a ado¢ao de distribui¢do hidrostética de pressdes realizadas nas equacdes anteriores,
e pode permitir analises mais precisas, com menos varidveis para calibragao.
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Segundo Rouse e Ince (1957) — “History of Hydraulics” — Joseph Boussinesq estudou
diversas areas do conhecimento, com elasticidade, mecanica dos solos, termodinamica,
hidrodinamica e hidraulica. Conseguiu emprego de professor universitario por influéncia de
Saint-Venant, ¢ substituiu-o na Academia de Ciéncias da Franga. Seus trabalhos versaram,
basicamente, sobre comportamentos nao lineares de parametros nos campos de estudos acima
citados.

Existem equacdes chamadas de equacdes de Boussinesq nas areas acima, mas este
trabalho versa sobre a hidraulica de canais, buscando apresentar a dedugdo dessas equacdes de
Boussinesq para escoamento ndo-permanente em canais, em duas dimensoes, permitindo que
escoamentos com fortes aceleracdes verticais possam ser analisados futuramente.

ESCOAMENTO NAO-PERMANENTE EM CANAIS

Neste item sdao apresentadas as formulagdes matemadticas para o equacionamento do
escoamento ndo-permanente de fluido incompressivel em canais abertos. Fluido incompressivel
¢ uma simplificagdo de célculo muito utilizada. Ela ¢ vélida para fluidos com coeficiente de
elasticidade alto e em escoamentos com velocidades baixas quando comparadas com a
velocidade das ondas elasticas no meio (conhecida também como velocidade do som no meio).
Para escoamentos em canais abertos esta hipdtese € perfeitamente aplicavel. O equacionamento
do problema parte das equacdes de conservagao da massa e da quantidade de movimento linear.
A equacdo da conservacdo da energia pode ser desconsiderada no caso do estudo de fluidos
incompressiveis. Nao serdo analisados neste trabalho a difusdo ou convecgao de substincias no
meio liquido.

Equacoes de Navier-Stokes

O movimento dos fluidos ¢ representado matematicamente pelas equagdes de Navier-
Stokes. Elas expressam a conservagao da quantidade de movimento linear nas trés direcoes
espaciais. E usual agregar-se a elas a equagio da continuidade (ou conservagio da massa),
mantendo-se a nomenclatura, agora ao conjunto. Uma deducao dessas equagdes pode ser
encontrada, por exemplo, em Schlichting (1968), Fortuna (2000) ou Lai et al. (1993). A sua
forma geral, tridimensional e para qualquer sistema de coordenadas para fluidos
incompressivel, pode ser expressa por:

V(pr)=0 (A.01)

p{_+ (v 17)17} =pB—Vp+u diV<V ’7> (A.02)

Onde: p — massa especifica do fluido (kg/m®);
u - Viscosidade do fluido (Pa.s);

—

V=ul+vj+ wk — vetor velocidade (m/s);
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B=- gﬁ — vetor forgas de massa (m/s?);
g —aceleragdo da gravidade (m/s%);
p

— pressao (Pa).

A equagdo (A.01) representa a conservagao da massa, enquanto a equagao (A.02) vetorial
(conjunto de trés equacdes) representa a conservacao da quantidade de movimento linear nas
trés direcdes espaciais.

Em coordenadas cartesianas, e considerando apenas as duas dimensdes horizontais, as
equagoes podem ser escritas da seguinte forma:

a_p+aﬂ+aﬂzo (A03)
o ox 0Oy
) o (A.04)
8pu+6pu +6pvu:pr_6_p+%+&
ot ox oy ox Ox oy
) P P (A.05)
6pv+8pvu+8pv :pF_—ﬁ—p+ ryx+ 7,
ot Ox oy Yoy ox Oy

Onde: Fx— Forca de massa na dire¢ao x;

Fy — Forca de massa na diregdo y;
Txx; Txys Tyxs Tyy — tensoes nos fluidos, fungdo da viscosidade e da rugosidade
do contorno.

As tensdes em um fluido Newtoniano, incompressivel e isotropico (caso da agua) podem
ser calculadas pelas expressoes (A.06) a (A.08) a seguir:

ou 2 (ou oOv (A.06)
mzzlu___lu ~ ~
ox 3 \(ox Oy
., v 2 6_u+@ (A.07)
=y T3 e T oy
(A.08)
ou Ov
Txy:Tvx: ~t
oy Ox

Os valores das grandezas nessas equacoes sao instantaneos. Uma forma pratica de utilizar
estas relagdes ¢ dividir as incognitas em um valor médio e uma flutuagdo turbulenta ao redor
do valor médio, com média nula. Utilizando esta hipdtese, e realizando as médias em um
intervalo de tempo suficientemente curto — para podermos analisar a variagdo no tempo das
grandezas — mas suficientemente longo — que permita obter uma flutuagdo com média nula —
teremos a forma de Reynolds para as equagdes de Navier-Stokes, reproduzidas nas equagdes
(A.09) e (A.10) abaixo:
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on oW _ou op (o o ou  ouv (A.09)
pl—+u—+v— |=F ——+ st—|—p +

ot ox oy ox ox~ oy ox oy

o _ov_ _ov ap (o ou ouv'  ov? (A.10)
pl —t+tu—+v_—|=F—-——+uy —S+—5|—-p +

o  x y ooy ox~ Oy ox 0Oy

Onde u, V€ p sdo valores médios temporais ¢ u'e V' representam as flutuacdes

turbulentas. Estas equagdes ja se encontram simplificadas para o caso de escoamento em duas
dimensdes. A essas equagdes deve ser somada a equagao (A.03) que representa a continuidade.

Para resolver estas equagdes, as quais incluimos duas novas variaveis (as flutuagoes
turbulentas) necessitamos de equacdes de fechamento, conhecidas como modelo de turbuléncia.
Este ndo ¢ o objetivo deste trabalho, sendo apresentado apenas para introduzir as dedugdes
seguintes.

EQUACAO DE SAINT-VENANT

Nos casos em que uma das dimensodes predomina sobre as demais (caso de rios, ou onde
as secdes transversais sdo praticamente constantes), podemos simplificar ainda mais a
formulacao, desprezando-se a dire¢do transversal (normalmente a dire¢do y). Essas equagdes
possuem as seguintes hipoteses:

Distribui¢ao hidrostatica de pressoes;

O escoamento ¢ unidimensional;

O fluido ¢ incompressivel e homogéneo (viscosidade e densidade constantes);

A declividade do leito ¢ suficientemente pequena para que possamos assumir que
o seno do angulo seja igual a sua tangente (sen 6, = tg0, = S,); €

e As perdas por atrito sdo consideradas iguais as que ocorrem em movimento
permanente, com as mesmas profundidade e velocidade.

Conservagdo da Massa — Equagdo da Continuidade

A primeira equacdo deduz-se a partir do principio da conservagdo da massa, ou seja, a
massa que entra em um determinado volume de controle, menos a massa que sai deve ser igual
a massa acumulada dentro desse volume. Em Mecéanica dos Fluidos esta equacgdo ¢ conhecida
como Equacdo da Continuidade. Assim, com base na Figura 01 e considerando largura unitaria
podemos dizer que:

ou Ax dh Ax ou Ax dh Ax _ah (A.11)
(-5 7) (37| - [+ 7)) (e )| = e
oh Ax aqu ou dh Ax?
l“h_”a_7_ 2 Toxox 4 A1)
oh Ax oulAx OudhAx? oh ou oh
[uh ua—7+ aT gaT =—UaAX—haAX=EAx
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h-Oh/Bx.Ax/2 |7 . Ax/2

u-aU/a A?/}

FIGURA 01 — descri¢ao das caracteristicas utilizadas na dedu¢ao das Equagdes de Saint-
Venant

Que simplificada resulta na equagdo (A.13), que ¢ a aplicagdo da equagdo (A.01) a
uma dimensao.
dh d(uh
oh | wh) _ 0 (A.13)
at 0x

Conservagdo da Quantidade de Movimento Linear na diregdo x

A conservacao da Quantidade de Movimento (Q.M.) pode ser escrita como: a Q.M.
que entra menos a Q. M. que sai, somada as for¢as que atuam sobre o elemento fluido ¢ igual a
taxa de acumulagdo da Q.M. dentro do volume. A Quantidade de Movimento é definida como
sendo o produto da massa do fluido pela sua velocidade. Assim teremos:

Q-M.entra = {(Puh)u - [% (puh)u Az_x]} (A.14)

As forgas que atuam sobre o fluido podem ser agrupadas em trés tipos: gravidade,
pressdo e forgas dissipativas (fun¢do da viscosidade e da rugosidade do contorno das paredes).

A forca da gravidade ¢ a componente do peso do fluido, decomposta na direcao do
escoamento.

F, = pg(hAx) sen 6,
mas: senf, =tgh, =S,
F, = pg(hAx)S, (A.15)
A forca de pressao (hidrostatica) ¢ dada por:

h h 1 (A.16)
B, =f0 pdz=f0pg(h—2)dz=§pgh2
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A forga dissipativa pode ser representada a partir das equagdes conhecidas como de
perda de carga em hidraulica, devidas a Darcy, Darcy-Weisbash, Manning, Chezy, entre outras.
Todas dependem de coeficientes que representem a viscosidade e o contorno e podem ser
resumidas a definicdo de uma inclinagdo da linha de energia, que ¢ a perda de carga,
representada por Sy. A equagdo final pode ser expressa com na equagdo (A.17), onde se remete
a escolha da forma de célculo da perda de carga a determinagdo de S.

Fs = pghSgAx (A.17)
: G = To -5 —
Tendo em vista que pg = y; S5 = = ] = R © ainda, 7y = a0 © Ry, = h (canal
de grande largura):
d Ax d Ax (A.18)
2p | — 2py |0 2 _ 21\ .
o= [ eem ]} fown + [ e
+{pghsonrx + L pg |(n2 = 28%) _ (2 OB hS;A
PINS0AX T 509 9x 2 x 2 pgnsgfx
0
=5 (puh)Ax

Combinando os termos, dividindo por (pAx) e lembrando da equagdo da
continuidade:

o(uh) d(w?h) g o
ot " ax 20x

h? = gh(S, — Sf)
2

9 a(, gh
&(Uh)ﬁ'a u h+7 :gh(SO—Sf) (A19)

As equacodes (A.13) e (A.19) representam uma das formas das Equagdes de Saint-
Venant em sua forma conservativa. Se fizermos a expansdo da equagdo e a sua simplificacao
posterior, chegaremos a forma nao-conservativa da equagao, que ¢€:

Jdu u oh

E+ua+ga=g(50—5f)

EQUACOES DE AGUAS RASAS

A equacdo de aguas rasas € a expansao das equagdes de Saint-Venant para duas
dimensdes horizontais, acrescentando a dire¢do y a diregdo x € ao tempo ¢. A terceira dimensao
espacial continua sendo a vertical z. O elemento de volume adotado ¢ uma expansao do
elemento unidimensional, ¢ ¢ mostrado na Figura 02. A Figura 03 apresenta as variaveis
utilizadas e suas variagdes nas duas dimensoes horizontais.
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x=tar1txn":sinct

Ly

So, = tan f = sinf§

FIGURA 03 — VARIAVEIS INVOLVIDAS NA DEDUCAO EM DUAS DIMENSOES
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Equacado da Continuidade
Com o fluido entrando e saindo pelas quatro faces laterais (desprezando
contribui¢des adicionais), a equagdo da continuidade pode ser expressa por:

{[( 6qu>(h ahAx)A +< avAy)(h (’)hAy)A]
T2 ox 2)°0 T\ dy 2 dy 2 *

[( +6qu)(h+6hAx>A +( +6vAy)<h+6hAy>A ]}
u dx 2 dx 2 yr\v dy 2 dy 2 x (A.20)
_ahA A
~ o
oh 0d(uh) 0d(vh
(u )Jr wh) _ 0 (A.21)

at d0x dy

Conservagdo da Quantidade de Movimento na dire¢do x

Na analise da conservacao da Quantidade de Movimento, temos que levar em conta
as contribui¢des nas duas diregdes espaciais. Assim, as equagoes (A.14) resultam para a direcao

X:

(Q.M.ontra)x = {(puh)u — [:_x (puh)u Az_x]} Ay + {(puh)v — [aa_y (puh)v %]} Ax A2

(Q.-M.gpi), = {(puh)u + [aa_x (puh)u Az—x]}Ay + {(puh)v + [aa—y (puh)v Az—y]}Ax

As parcelas das forcas nas dire¢des dos escoamentos sdo levemente alteradas,
considerando as inclinagdes dos fundos nas dire¢des x e y (respectivamente S e Soy), assim

como as inclinagdes das linhas de energia (S N Sfy)' Agrupando-se os termos, teremos:

{(puh)u — [aa_x (puh)u %]} Ay + {(puh)v — [;_y (puh)v A%]} Ax

- {(puh)u + [aa_x (puh)u Az_x]} Ay — {(puh)v + [aa_y (puh)v A_Zy]} Ax

+ {pghSOxAxAy — pgthxAxAy (A.23)
+1 B2 0h?\ Ax h2+8h2 AxA _6( hAxdy)
2P9 ax ) 2 ax ) 2 |7V T e PR
Reagrupando e simplificando:
d d 1 o0h? 0 (A.24)
- 2py — — — = _ - 4
5 (P = 3 (uh)v + pgh (So, = 57, ) = 5095+ 5 (ouh)
Ou, ainda, lembrando que a densidade ¢ constante:
1 on? (A.25)

9 9 9
—_ (2 el - 0 _
5z (4 + 5 (Ph) + 5= (wh)v + 3 g 5 gh (So, =55
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Conservagdo da Quantidade de Movimento na dire¢do y

Da mesma forma, na direcao y teremos que a equagao da conservacao da Quantidade
de Movimento pode ser escrita como:

(Q-M.entrady = {(pvh)u - [:—x (pvh)u %]} Ay + {(pvh)v - [;—y (pvh)v %y]} Ax A26)
(Q-M.sq;)y = {(pvh)u + [aa_x (pvh)u Az—x]}Ay + {(pvh)v + [aa_y (pvh)v %]}Ax |

As parcelas das forcas trocam de direcao resultando, na jun¢do de todas as parcelas:
d Ax d Ay
— = — —|=— —|tA
{(pvh)u [Ox (pvh)u > ]}Ay + {(pvh)v [ay (pvh)v 5 ]} X
v+ [ ovnn ]} ay — fovmyw + [ ovmyw 2]
prhyu + |-~ (prh)u— y pvh)v aypvvz X
+ {pghSo AxAy — pgthyAxAy (A.27)
1 0h?\ Ay dh?\ Ay 0
_ 2 _ 2 = — (pvhAxA
+2pgl<h 6y>2 (h +ay>zle} at(pv xAy)
Rearranjando e simplificando, inclusive para fluido incompressivel:

0 0 0 1 0h? (A.28)
— — — (v? —g— = -S
5% (vh) + Fp (uvh) + 3y (v°h) + 59 3y gh (Soy fy)

As equagdes (A.21), (A.25) e (A.28) formam as conhecidas Equagdes de Aguas
Rasas, reproduzidas a seguir em suas formas ndo-conservativa e conservativa:

( oh d(uh) N a(vh)
ot 0x dy
h2
X —(uh) + —(uzh) + —(uh)v + 7955 = =gh (Sox - Sfx)
L. 1 oR?
\a(vh) + —(uvh) + —(v h) + ng =gh (Soy — Sfy)
( oh a(uh) N a(vh)
at 0x dy
2
X %(uh) + :—x (uzh + %) + aa—y (uh)v = gh (Sox — Sfx) (A.29)
2
L% (vh) + aa_x (uvh) + aa_y (vzh + %) = gh (Soy - Sfy)
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II - DEDUCAO DAS EQUACOES DE BOUSSINESQ EM UMA DIMENSAO

A dedugdo das equacdes de Boussinesq em uma dimensdo sdo mostradas por Chaudhry
(2008), no seu capitulo 12 e reproduzida a seguir.

Se as linhas de corrente do fluxo possuem curvaturas acentuadas, entdo a distribui¢do de
pressdes nao pode ser hidrostatica, devido a aceleragdo. Observando o escoamento
bidimensional na vertical (eixos x e z) e adotando a hipotese de Boussinesq serao deduzidas as
equagoes de Boussinesq, a partir das equagdes de Saint-Venant.

A hipédtese de Boussinesq diz que a velocidade vertical varia de zero junto ao fundo até
um maximo na superficie livre. Na dedu¢ao ainda assumiremos as seguintes hipoteses:

e Velocidade do fluxo na diregdo lateral ¢ nula;

e A declividade do canal ¢ baixa, de modo que S, = tg 6 = sen 6. Na parte inicial da
deducdo sera adotada igual a zero (horizontal);

e A velocidade do fluxo na dire¢ao do escoamento (u) ¢ uniforme na profundidade;

e O DATUM (referencial das cotas) situa-se no fundo (horizontal); e

e O canal ¢ assumido inicialmente sem atrito (Sy = 0); ao final ela serd introduzida.

By

"~
— h
u, v

~
7 X,y

FIGURA 04 — PERFIL 2D PARA A DEDUCAO DAS EQUACOES DE BOUSSINESQ

Equacao da Continuidade

A equacdo da Continuidade para um escoamento bidimensional pode ser escrita como
abaixo, para escoamento de um fluido incompressivel:

- 0 0
V.V=—u+—W=O (A.30)
Jdx 0z

Multiplicando a equagdo por dz e integrando do fundo do canal (z = 0) até a superficie
livre (z = y), obtemos:

—dz + 57

Y9 Y9
u j W =0 (A.31)
o 0x 0
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Pela regra de Leibniz ', a equagdo se torna:

fd+ 0z
a uaz uax

Referindo as quantidades no fundo pelo indice b e na superficie por s, teremos:

z=0 uax
d 0z 0z A33
aj;udz+ubg—u56—xs+ws—wb=0 ( )

(A.32)

+ le:y — W= =0
z=y

Podemos dizer da velocidade vertical na superficie livre, wg, que:
dy dy 0y (A.34)
Wy = E = E + ua
Como o referencial acompanha o fundo do canal, 02y / gx = 0. Temos ainda que, para

fundo rigido, w;,, = 0. Entdo, baseado na equacgdo (A.34), a equagdo (A.33) pode ser escrita
como:

dy  Oduy (A.35)
ac tox =0
Que pode ser expandida:
dy ~dy du _ (A.36)
5 T TV 0
ou
Ju 1,0 0
dx y\dt 0x
Agora, de (A.30) temos:
ow_ _ou (A.38)
0z d0x

Visto que u ¢ assumido constante na se¢ao transversal com profundidade y, podemos
integrar a equacao (A.38) como:

ou
w2 (A.39)
0x
Substituindo a equacao (A.37) na equagao (A.39) resulta:
Loy 0y (A.40)
= -5 (G +13)

"' A regra de Leibniz define a derivagdo de uma integragdo, da seguinte forma (segundo
M. R. Spiegel(1973) — Manual de Férmulas e Tabelas Matematicas — eq. 15.14):

d (%20 $2(®) 9F (x, ) do, de,
—f F(x,a)dxzf ———dx + F(¢y,a) —— — F(¢y, a) ——
da Jy, @) pr@ 0 da da
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Equagdo da Conservagao da Quantidade de Movimento Linear na diregdo z

A equacido da quantidade de movimento na dire¢do z pode ser escrita como:
aw ow 6W 10p (A41)
u — — — — —

at + dx Tw 0z p oz
Multiplicando por z a equacdo (A.41), lembrando da equacdo da Continuidade e
rearranjando:

p 10(pz) o(wz) d(uwz) 0J(w?z) 2 (62 62) (A.42)
p p 0z tgz+ at + 0x + 0z v 6t+uax

Sabendo que temos um referencial fixo, assim 92/ 9t = 0z/ 9y = 0. Assim:

14 16(pz) o(wz) 0d(uwz) dI(w?z) ) (A.43)
o p oz 9T Tor YT YT TV
Integrando esta equacdo ao longo da profundidade:
y
f Edz
o P y y y y
B 10d(pz) d(wz) d(uwz)
_fo oz alz+j0 gzdz+J;) R dz+j0 e dz (A.44)
Yo y
+ f (w” Z) dz — f widz
o 0z 0

Aplicando novamente a regra de Leibniz e referenciando as quantidades na superficie
livre e no fundo do canal pelos indices s e b, respectivamente, a equagao (A.44) pode ser
reescrita como:

fdeZ
o P
f (wz)dz — (WZ)S 3¢ Y 4 (wz )b_ +—— f (uWZ) dz — (uWZ)S a (A.45)

0z 1 y
+ @w)y 24 (W22), = WD)y + 5957 - j wedz + 5 (p2)s = (2]
0

As condi¢des de contorno na superficie livre e no fundo sdo descritas por:
e Superficie livre (z = z):

0 Wg = % + ug g—z (equacdo (A.34));

o ps = 0 (pressdo atmosférica).
e Fundo do canal (z = 0):

o wy, =0 , pois w = 0 no fundo (fundo impenetravel);

0ppz, =0 ,poisz, =0.

Baseado nessas condigdes a equagdo (A.45) resulta:



142

Y a (¥ a (Y 1 y
J de = —f wzdz + —J uwzdz + = gy? — j w2dz (A.46)
0 P ot 0 ox 0 2 0

Podemos observar que no caso de velocidade descendente nula (portanto sem aceleragdes
verticais), a distribui¢ao de pressao mostrada pela equacao (A.46) acima ¢ hidrostatica, pois
w = 0, resultando:

y

14 1 (A.47)
—dz = = gy?

fo ) 59y

Equacgdo da Conservagdo da Quantidade de Movimento na dire¢do x

A equagdo da quantidade de movimento na direcao x pode ser escrita como:
du du du  10p (A.48)

at 0x+Waz p 0x

Baseado na equacao (A.31), na equacdao da continuidade e rearranjando os termos, a
equacdo (A.48) pode ser escrita:
ou oJu® ouw 1dp

gu  ou” duw 1 (A.49)
Jt  Ox 9z  pox

0

Multiplicando a equagdo (A.49) por dz, integrando na altura (de 0 no fundo a y na
superficie livre) e aplicando as condi¢des de contorno de superficie livre e de fundo j4 citadas,
obtemos:

Y10p (A.50)

g +a 2 +j dz=0
3¢ W) + (%) L paxtt=

Aplicando a regra de Leibniz resulta:

p) dy (Z) 0zp _ 0 (A.51)

> )+ i) 4 [ Bdr—
at”y Oxuy axopz p/ 0x , 0x

Como ja visto, p; =0 e aZb/ 9x = 0. Substituindo estas condigdes de contorno ¢ a
equacdo (A.46) na equagdo (A.51) e rearranjando os termos, teremos:

d 0 1 ala (¥ o (Y Y (A.52)
= — vy +z9y? )+ —|= dz + — dz — 2d
at(uy)+ax(uy+2gy)+axlatj;wz z+axj0uwzz jow zl
=0
Vamos simplificar o tltimo termo da equagao.

Substituindo a equacdo (A.39) na primeira expressao do ultimo termo:
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2 o= (=522
sz_at ox) % T 8t\ ox 3
Da mesma forma, a segunda e a terceira expressoes do tltimo termo resultam:
d J‘y . d j‘y ( au) . d auy (A.54)
ax J, " T ax ), M\ T ax) P T ax\ T ax 3
E
y du\*y3 ou\’y3 (A.55)
[fwar=(-2075- 2%
0 ox/) 3 ox/) 3

Substituindo as equagdes (A.53) a (A.55) no terceiro termo da equacdo (A.52) e
expandindo a expressao resultante, teremos:

y y
FM P f wzdz + — J. uwzdz — J. Wzdzl
x ot L0 (A.56)
__a|d*uy? +6uay/3+y3 a< au) uay/g <6u)2y3
T Tox|oxot 3 Tox ot T 3ox\"ox) T Yox ox 3

+6x

al|a (Y
a—a—f wzdz + — fuwzdz—fw
x |0t J, (A.57)
3 ,0u (ay i 6y> N y3[0%u o (au) N 0%u
=5 ax\ae Thad) T | T2 G) tiae
Baseado na equagao (A.36) a equagao (A.57) pode ser reescrita como:

aloa v a9 [ y
—j wzdz + —f uwzdz —f wzdzl (A.58)
ox J, 0

ax at
19 0%u 9%u <6u)2
=~ " 30x” axat Yoxz ~ \ox

2
Pois {y " (6y + ua—y) = —y3 (a_u) }, em funcao da equacao (A.35) e da equacdo da

ot dox dx
continuidade.

A equacdo (A.58) apresenta o termo de correcao devido a hipotese de Boussinesq.

Finalmente, a equagdo da conservagao da quantidade de movimento na direcao x resulta
da aplicacdo da equacdo (A.58) na equagdo (A.52):

6{ 1 y3 0%u auzl_o
(”y”_k 3 aat ﬁ_(ax” = (A.59)

corregdo de Boussinesq
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As equagdes (A.35) e (A.59) sdo conhecidas como equacgdes de Boussinesq. Alguns
autores referem-se a estas equacoes como Equacdes de Sérre, dentro de uma familia de modelos
da “Classe Boussinesq”. Segundo Basco (1983), na maioria das vezes os termos acrescidos a
equagdo de Saint-Venant com produto de derivadas ou derivada terceira no espago podem ser
negligenciadas, resultando:

0( )+6{2+1 2}
ot Y T (MY T 9

y* ot (A.60)
3 dx2dt

Observa-se que a hipotese de Boussinesq — distribuicao nao-hidrostatica de pressdes em
funcdo de aceleragdo vertical — altera o termo de pressdao da equacao de Saint-Venant que €
originalmente:

i(lgyz) —yg 2 (A-eh
dx \2 dx

Para:

o1 , ¥ 62u+ 92%u <8u>2 (A.62)
9x 1297 " 3 |oxar T Y oxz T \ox

Portanto, se incluirmos os termos devidos a declividade (forca de campo devido a
gravidade) e rugosidade (atrito do escoamento com o contorno e internamente, fun¢do ainda da
viscosidade) teremos que a equagdo (A.35) — equacgdo da continuidade — se mantém inalterada
(e igual a equagdo (A.13)), mas a equacdo (A.59) ¢ alterada no seu termo direito, que deixa de
ser nulo e passa a representar as forcas adicionadas, como vista na equacao (A.19). Assim:

dy @
t ox , (A.63)
6( )+6 5 +1 , ¥’ 62u+ 0%u (au) _ oy(S0—5,)
lat T\ 29 T3 axar T M axz " \ox) |J T 90T

Uma forma de escrever o termo de corre¢do de Boussinesq ¢ como uma derivada segunda
total no tempo da profundidade, como mostrado na equagao (A.64). No entanto, tal notacao nao
¢ passivel de utilizagdo computacional, servindo apenas como referéncia.

d (y3 62u+ 0%u (611)2 0 (y*d?y (A.64)
ox |3 |oxor T “oxz  \ox/) || T ax\ 3 drz

corregao de Boussinesq

A equacgao (A.63) ¢ referenciada por Mahmood e Yevjevich (1975, pg. 62) como uma
formulag@o de mais alta ordem da equagdo de Saint-Venant — o que significa que w ndo ¢ mais
nulo, como no caso das equagdes de Saint-Venant.
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III - DEDUCAO DAS EQUACOES DE BOUSSINESQ EM DUAS DIMENSOES

A partir do exposto no item anterior, podemos expandir a hipdtese de Boussinesq —
existéncia de aceleracdo vertical em fun¢do da curvatura das linhas de corrente causando
distribuicdo nao hidrostatica de pressdes — para duas dimensdes horizontais, criando uma
alteracdo similar a das Equagdes de Saint-Venant para as Equagdes de Aguas Rasas.

Este ¢ o objetivo central deste trabalho: a apresentacdo destas equacdes, bem com as
hipoteses adotadas durante a dedugao.

Seguiremos o caminho proposto por Chaudhry, fazendo as corre¢des necessarias para
duas dimensoes. Nessa deducao trocaremos a profundidade y adotada anteriormente — e que
agora representa uma das dimensdes horizontais — por 4. A declividade do fundo e da superficie
de energia sdo consideradas desde o inicio, ao contrario da deducdo de Boussinesq em uma
dimensdo que, de acordo com Chaudhry (2008), entram ao final, por comparagdo com as
equagoes de aguas rasas.

Equacao da Continuidade
A equacao da Continuidade em duas dimensdes horizontais € uma dimensao vertical (que
sera simplificada) pode ser escrita:

ou Jdv 0
u v il w —0 (A.65)
dx 6y 0z

Multiplicando por dz e integrando em toda a profundidade h:

hou (A.66)
—dz+f —dz+f —dZ—O
o Ox

Utilizando a regra de Leibniz e impondo as condi¢des de contorno no fundo — onde
(z = 0) resulta: w, = 0, pois w = 0 no fundo (fundo impenetravel) — e na superficie — onde

(z = z;) resulta: pg =0 (pressdo atmosférica) e, ainda, a nocdo de fundo horizontal —
9zp _ 9zp

ox oy 0 — teremos:
a (" 0z 0z a (t 0z 0z
af udz + ( ax)z . — (u a_X)Z=h + @.]; vdz + (v $>Z=O — (v @)Z_h A6
+ (W)z=p — (W)= = [i (uh) + 2 (vh)] L S ws =0
0x dy 0x dy
Podemos dizer da velocidade vertical na superficie livre:
dh 0h doh doh (A.68)

W= "ot Yax T Vay

Retornando a equagdo (67), e lembrando que z; = h:
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oh d(uh) d(vh
oh . (u)+ (”):o (A.69)
Jat 0x dy

Que ¢ idéntica & equagdo da continuidade nas Aguas Rasas (equagdo (A.21), como era
esperado. Expandindo a equagdo (A.69):
doh dh Ju dh av

E+uax+hax+v$+h@:0

Reescrevendo a equacao (A.65) multiplicada por h:

ow 1/0h oh oh
(—+u—+v—>

0z h\ot ' ox oy
(g—?+u3—:+vg—z)+ (Z—Z+Z—;)=o (A.70)
Mas:
ow _ _ (a_u N 6_”) (A71)
0z ox 0y
Entdo:
Integrando na altura h:
w=%(%+u%+v%)z (A73)

Equacao da Conservagdo da Quantidade de Movimento na diregdo z

A equacgao da conservacao da Quantidade de Movimento Linear na dire¢do z pode ser
escrita como:
adw adw ow ow  10p (A.74)

E'l'ua'l'vw-l-WE PYE

Multiplicando a equagdo (A.74) por z e rearranjando os termos, teremos:



147

aw aw aw ow 1 0p (A.75)
ZE+UZa+UZE+WZa—Z— pZaz gz

owz 9d(uzw) d(vzw) d(w?z 10z
,Jaw) | Ovzw)  OWwz) | o, 4 1070

Jt 0x dy dz p 0z
_p+( 02+ 6(uz)+ 6(vz)+ 6(WZ)> (A.76)
o T\ TV oy "W ey "W oz
P
p 2
_ 9wz Od(uzw)  Od(vzw) O(w°z) 10pz
_lat Y ox YT tTaz t9t5%r
0z 0d(uz) 0d(vz) 0(WZ)>
W(8t+ ax oy | oz

0z 0z 0z
_o_ o)

Tendo em conta a equacgao da continuidade e que o sistema ¢ fixo (5 =93y

0z Jd(uz) 0d(vz) 8(WZ)) _
(6t+ ax oy oz )V

10 0 0 ] a(w? AT7

14 Pz wz N (uzw) N (vzw) N w7z) 2 ( )

p=EE+gZ+ at dx dy dz

Que ¢ assemelhada a equacao (A.43).

Equacdo da Conservagdo da Quantidade de Movimento na dire¢do x

A equagao da Conservacao da Quantidade de Movimento Linear na dire¢ao x pode ser
escrita como:

u du du du 10p (A.78)
— — — —=———+9S5,. — g5 '
ot Tl Tyt T T 19T 9k

Onde os termos S € Sy, representam, respectivamente, a declividade do fundo na diregéo

x e a declividade da linha de energia na mesma diregao.

Tomando por base a equagao (A.66) simplificando os termos e rearranjando, teremos:

ou du? oJ(uv) J(uw) ou ov Jdw\ 10dp (A.79)
5t ot oyt a5t ey ar) e = 90— k)
continuidade=0
ou oJu®* Jd(uv) Jd(uw) 10 A.80
N ( )+ ( )+_ p ( )

at + dx dy 0z pa - g(Sox B Sf")



148

Multiplicando a equagdo (A.80) por dz, integrando de 0 a A, teremos:

" ou hou? "o (uv) "o (uw) h1op (A.81)
—dz + —dz+f dz+f dz+f ——dz
o Ot o 0x o 0y o 0z o POx
= gh(So, — Sr,)
Aplicando a regra de Leibniz e as condi¢des de contorno de fundo e de superficie

(Zs =hz, =0 u=u,=u; w, =0; wy = ah/at _|_u6h/ax + vah/ay )’ resulta:

h h
[6(uh)+6(u2h)+6(uvh)+j a(uw)d”J la_pdzl
0 0

at dx dy 0z p 0x (A.82)
6h+ 6h+ ah]_ h(S .S')
o T ¥ ax T Vayl T 90 Tk
d(uh) d(u?h) 9(uvh) h1op (A.83)
——dz| = gh(S,. —
[6t+6x+ dy +Lp0xz g(o" Sf")
Que ¢ similar a equagdo (A.50).
Voltemos a equagado (A.77) e a integremos ao longo da altura:
h
f de
o P
hawzd +jh6(uzw)d +Jh6(vzw)d +jh6(wzz)d +Jh p (A.84)
= | —dz z z z gzdz .
o Ot o Ox o Oy 0 haz 0
10
+f Pz | wrdz
o POX 0

Aplicando a regra de Leibniz e as condigdes de superficie e de fundo e, na sequéncia,
simplificando os termos resultantes, teremos:

h
f de
o P N (A.85)

—afhd+afh d+afh d+1h2J2d
_atOWZZ axo(wuz)z ayo(wvz)z 2g 0W z

Similar a equacao (A.46).

Aplicando a regra de Leibniz a equagdo (A.83) e reescrevendo, teremos:

d(uh) 0d(u?h) d(uvh a (Mt oh 0 A.86
(wh) o) (uv)+_fgdz_(p)_+<g>ﬁ (A.86)
at dx dy ox J, sO0x  \p/, oOx

p
= gh(So, = Sp)

Lembrando que (p/ p) =0e % = 0 (horizontal), e substituindo a equacao (A.85) na
S

p

equagao (A.86), resulta:



149

d(uh)
ot

d(uvh)
dy

a h a h h
+— —J wzdz +—j wuzdz +—j wvzdz —J w?dz
ox |0t ), ox J, 2y J, 0

= gh(So, = Sp,)

1
—( u?h+ 2 gh?) +

(A.87)

Centrando a atenc¢ao no ultimo termo, teremos:

dou Jdv OJw ow (au 617) <6u 6v) (A.88)
- _ W= —

a-i_E-I_E:O E— a‘F@ ai‘@Z
0 fh iy = 0 j‘h[ <6u+6v)] 24, — 0 (6u+8v>h3
at )y " o)y T \ax T ay/lT T T |\ox T ay) 3 (A9)
_ h¥(0%u N 0%v <6u N 617) W2 oh
3 \oxot ayat dx dy at
0 o ("r (ou ov 0 av h3 (A.90)
—f wuzdz = — —<—+ )]Z udz———
ox J, ox J, ox dy ox
B h3 (0%u N 0%v (au ) <6u N 617) h3 ou
~ %3 \ox2 dyox dy) 3 ox
0 J 4 j [ au av ] 204 9] (au N av) h3 (A91)
3y wvzdz = zvdz = 37 |\5x 6yv3
B 62 62 <6u N 617) 2 oh N (au N av) h3 ov
B v 3 8yax ay dx OJdy ”ay dx 0dy/ 3 dy
au av h3 jou ov (A.92)
2 2
,[ dZ_,[ [ ]zdz— 3(6x ay)l

O ultimo termo resulta, entdo da soma das equagdes (A.89) a (A.92):
] h3 [ 0%u 2%v du | 0v\ , o 0h h3 (9%u = 0%v
a{‘ 3 (axat + ayat) (ax + E) i [u? (ﬁ + ayax) +

ou  9v\,, 0Oh (6u 617) h3 ou [ h3(62u 6217) (6u 617) 2, 0h
(6x+8y)hu8 + 6x+6y 3 ox 173 6y6x+6y2 T dx 0y h*v +

du  9v\ h3 dv ou  ov\*)_ 8 |\n¥([fo%u |, o%v %?u | 9%v
G+ 2o s -2 G ) oG v ) + [ Gy
2%u | 9%v ou | av\? d (Lo (0u , O ou ov | oh on
(et )] - G Y - (e ) (h3 e n e e i+
oh
v5))

O segundo termo da parcela acima contém a equacao da continuidade, ou seja, ¢ nula.
( du dv dh dh 6h> _ 0h ahu dhv _ 0 (A.94)

(A.93)

ha ha—+a+ua+va

ot T ox T oy
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A parcela de corre¢do da Equagdo de Saint-Venant devida a hipotese de Boussinesq
resulta:

0 h3 62u+62v N 62u+ d0%v N 62u+62v

= " ox )3 \axae T ayar) T |“\axz T ayax) T V\ayax T ay2 (A.95)
<6u+6v>2
dx 0y

Equacao da Conservagdao da Quantidade de Movimento na diregdo y

A equacdo da Conservacao da Quantidade de Movimento Linear na dire¢do y pode ser
escrita como:
Jv dv v dv_ 10dp (A.96)

P ouZ S, —gS
ot Tl ax Vet ez T Tpay 90w T

Tomando por base a equacdo (A.66) simplificando os termos e rearranjando, teremos:

ov d(vu) dv? Jd(vw dJu ov odw\ 190 A.97
( )+ 4 ( )—v( ) Jap ( )

i —p— So. — gS
ot Tox "oy T oz ox "oy T oz) T ooy T 90w T 9%
continuidade=0
ov d(uv) dv? d(vw) 10dp (A.98)
ad Z= = gSy. —gS
6t+ 0x +6y+ dz +p6y 920y = 95y

Multiplicando a equagao (A.98) por dz, integrando de 0 a A, teremos:

ov h o (uv) h ov? "o (vw) h1op (A.99)
J —dz f dz+] —dz+] dz+] ——dz
o Ot o Ox o 0y o 0z o POy

= gh (Soy N Sfy)
Aplicando a regra de Leibniz e as condi¢des de contorno de fundo e de superficie
(zs =Rz = 0; ug = wp = w5 wp, = 0; wy = O/ 1w R/ 4 vah/ay ) resulta:

d(vh) d(uvh) 0(v?h ho(wwh 10 A.100
(vh) , d(uvh) O(v )+f (W)dz+f——pd (A.100)
at d0x dy o 0z o POy

[6h+ 6h+ ah]_ h(S S)

VIar "M ox T Vayl T 9oy Ton

owh) _ auwh) a(vzh) 10p (A.101)
I ot ox f dzl —gh(Soy SfY)

Que ¢ similar a equacdo (A.50), como a equagdo (A.83).



151

Aplicando a regra de Leibniz a equagdo (A.101) e as condi¢des de superficie e de fundo
e simplificando os termos resultantes, teremos:

d(vh) a(uvh) a(vzh) J‘hp (p) @+(E> % (A.102)

p/, 0y
= gh (Soy - Sfy)

Lembrando que (p/ ,0) =0e— azb = 0 (horizontal), e substituindo a equacao (A.45) na

—dz —
s 0y

at 0x dy 6y

equacdo (A.102), resulta:
d(vh) a(uvh) +

1
2 2
R I ( h+= gh)

h

+—latf wzdz+—f Wuzdz+—f szdz—J 2dzl
0

= gh (Soy - Sfy)

Comparando as equagdes (A.103) e (A.87), observa-se a troca das derivadas nos 2° e 3°
termos, enquanto no quarto termo ocorre apenas a troca da derivada espacial. Assim, por
analogia, podemos escrever que o termo da correcao de Boussinesq nessa equacao resulta:

0 h3 62u+62v N 62u+ 20%v N 62u+62v

= "oy 3 W\axae Tayar) T [“\axz T ayax) T U\ ayax T ay2 (A.104)
<6u+6v>2
dx 0y

Que ¢ assemelhada a equacdo (95) com a troca da derivada mais geral. Da mesma forma
podemos acrescentar as forcas devidas a declividade e a rugosidade.

(A.103)

RESUMO DAS EQUACOES DE BOUSSINESQ

Com isto, as equagdes conhecidas como equagdes de Boussinesq, aplicadas a canais com
declividade e rugosidade de fundo podem ser escritas das seguintes formas:

¢ Em uma dimensao espacial:

( ah+a(uh)
ot 15)4 (A.105)
< 2
aun) o | , h* h®| du U (6uj
+—u-h+g.———. +U——| — =g.h(S, -S
ot ox 95 3 ot Yax |\ ox 9.n(S; ~S;)
\ corregéo de Boussinesq ‘
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e Em duas dimensdes espaciais horizontais:

Oh Ouh Ovh
—+—+—-=0
o ox Oy
ouh) o, h? Auv.h) (A.106)
Iy~ uth+ g —-Bi+———Z=ghlS, - :
o +ax{” e TR T8 (5,,=5,.)
ov.n) ouvh) o, n
— WV h+g—-Br=gh(S, -
o o T8 ghls, =5,

Onde B representa a corre¢ao de Boussinesq, que ¢ igual a:
Rl ou v ou v ou Y| (ou avY (A.107)
B=— + +lul —+ +v. + |- | =+
3 |\ oxot  ov.ot ox~  Ox.0y ox.0y Oy ox Oy

CALCULO DAS DECLIVIDADES DO TERRENO E DA LINHA DE ENERGIA

Os termos de declividade de fundo (S, ¢ Soy) nas equacdes (A.105) e (A.106) sao

calculados baseados na geometria espacial do problema, em cada dire¢do do movimento.

Os termos referentes a dissipagdo (Sy, € Sfy) nas mesmas equagdes podem ser calculados

a partir de formulas de perda de carga. O usual em modelos computacionais de escoamento em
canais € a utiliza¢ao da formula de Manning, onde ¢ determinado o coeficiente n de rugosidade
(tendo em vista que o escoamento ¢ de agua e assumido sempre turbulento rugoso) — a unidade
usual é m'.s. A equacdo de Manning pode ser expressa (levando em conta apenas uma direcio
de escoamento):

u = Lpag (A.108)
n h°f

Onde podemos aproximar o raio hidraulico pela profundidade, como no caso de canais
de grande largura. No caso da velocidade ao quadrado, para se preservar a informacao da
direcdo do escoamento, modifica-se para o produto da velocidade pelo seu modulo. Desta
forma,

o - u?n? B u?n? B ulu|n? (A.109)
f = R4/3 - h4/3 - h4/3
h

No caso de escoamento em duas dimensdes, a ideia ¢ a mesma, porém o modulo ¢ da

velocidade total V = vu? + v?, enquanto a velocidade na diregdo considerada é mantida. Desta
forma decompde-se a linha de energia nas dire¢des x e y diretamente. Assim:
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_ulV|n? (A.110)
Sfx T4
h /3
S _vlvin’ (A.111)
fy h4/3 :

Uma forma mais atual de calcular a perda de carga ¢ a utiliza¢do da equacdo geral da
resisténcia, ou equacdo de Darcy. Neste caso, € necessario indicar rugosidade equivalente de
areia (k, em milimetros), que permitird determinar o coeficiente de perda de carga, f
(adimensional). Neste caso teremos:
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O valor de fpode ser calculado, de maneira aproximada, mas geral, pela equagdo de
Colebrook-White, valida para escoamento turbulento, em qualquer condigdo (liso, turbulento
ou de transicao):
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Onde: R. = puD — pUu4Rp — pudh
e I I m

No fluxo bidimensional, a consideragdo do produto do modulo da velocidade total pela
componente da velocidade na direcdo do escoamento continua valida.
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