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Resumo

Neste trabalho, estudamos a estabilidade assintotica e exponencial do
semigrupo gerado por uma versao abstrata da equacao integro-diferencial
com memoria

gy — Au+ / p(s)Au(t — s)ds =0,
0

a qual descreve comportamento transversal de um sélido linearmente
viscoeldstico. Para o nicleo da memoria p, assumimos que existe uma
sequéncia estritamente crescente, (s,), possivelmente finita, até mesmo
reduzida a apenas sy = 0, ou convergindo para um valor s,, € (0, o0],
onde p tem descontinuidades em cada s, e é absolutamente continua em
cada intervalo (s,_1,$,) € no intervalo (S, o), se definido.

Palavras-chave: Viscoelasticidade Linear, Equagoes com Memoria, Es-
tabilidade, Estabilidade Exponencial.



Abstract

In this work, we study the asymptotic and exponential stability of the
semigroup generated by an abstract version of the integro-differential
equation with memory

uy — Au + / p(s)Au(t — s)ds =0,
0

which describes transverse behavior of a linearly viscoelastic solid. For
the memory kernel p, we assume that there exists a strictly increasing
sequence, (s,), possibly finite, even reduced to just sy = 0, or converging
to a value so, € (0,00], where p has discontinuities in every s, and it
is absolutely continuous in each interval (s,_1,s,) and in the interval

(Soo, 00), if defined.

Keywords: Linear Viscoelasticity, Equations with Memory, Stability,
Exponential Stability.
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Capitulo 1

Introducao

Consideremos 2 C RY um conjunto limitado com fronteira suave e a equacao integro-
diferencial com meméria

w(x, t) — Au(z, t) + /00 p(s)Au(x,t —s)ds =0, (x,t) € Q xR, (1.1)

com condigoes iniciais e de fronteira

u(z,0) = up(x),
u(z,0) = vo(x),
U(.I, _S)|8>0 = ¢0(gjv S))
u($7t)|:0€89 = 07 t>0

onde ug, vg, ¢p sao dados prescritos. A funcao p : RT — R* é naturalmente chamada
nucleo da memoria.

A equacao acima modela o deslocamento transversal de um sélido linearmente vis-
coelédstico ocupando um volume em repouso €2, onde a massa total do niicleo nao supera
o coeficiente de elasticidade, isto é

/ p(s)ds =: Kk < 1.
0

Para exemplificar melhor, consideremos 2 C R? representando uma membrana com
propriedades linearmente viscoeldsticas. A equacao (1.1) modela as vibragoes transversais
dessa membrana ao longo do tempo, o termo integral, o qual usualmente é chamado
termo de memoria, é responsavel pelo envelhecimento das vibragoes, isto é, sobre certas
consideracoes adicionais no nicleo da memoria, as vibracoes tenderao a se estabilizar ao
longo do tempo. Uma das perguntas feitas por muitos pesquisadores que estudam esta
equacao é, quais sao estas consideracoes, isto é, quais hipdteses devo tomar sobre o nicleo
para que a solucao da equagao (1.1) se estabilize, isto é quando

lim [Ju(z,t)|| = 0,
t—o00

para um conjunto de dados iniciais admissiveis? E com qual taxa ocorre a estabilizacao?

Nesta dissertacao, seguindo Pata [18], estudaremos a estabilidade assintética e a esta-
bilidade exponencial da equagao (1.1) assumindo que existe uma sequéncia estritamente
crescente, (s,), possivelmente finita, até mesmo reduzida a apenas sy = 0, ou convergindo
para um valor s, € (0,00], onde p tem descontinuidades em cada s,, e é absolutamente
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continua em cada intervalo (s,_1,$,) e no intervalo (S, 0), se definido. Os resultados
descritos ao longo da disserta¢ao podem ser encontrados em [15, 18, 19, 20, 23, 24, 25].

Ao longo da dissertagao, trabalharemos com a forma abstrata da equacao (1.1). Con-
sideremos A um operador definido num dominio denso de um espaco de Hilbert separavel
H, tal que A é auto-adjunto, estritamente positivo e tem inversa compacta. Com estas
consideragoes, existe uma sequéncia 0 < A\; < --- < A\, < ..., de autovalores e uma
sequéncia de autovetores unitérios, (v,), tal que, o conjunto {v, },eny é um conjunto or-
tonormal completo de H, ver [1]. Note que A = —A, com D(A) = H}(Q) N H*(Q), tem
essas propriedades, entao tendo as mesmas consideragoes sobre o nticleo, temos a equacao
abstrata

ug(t) + Au(t) — /000 p(s)Au(t — s)ds =0, u(x,t) =u(t), (1.2)

com condigoes iniciais andlogas (exceto a condigao de fronteira). Usando a teoria bésica
de semigrupos (ver por exemplo [10]), no Capitulo 2, provamos a existéncia e unicidade de
solucdo do problema (1.2). Para isso, devido ao termo de memdria, temos um problema
para colocar a equagao na forma abstrata com a varidvel s, portanto usamos a técnica
introduzida por Dafermos em seu trabalho pioneiro em viscoelasticidade linear [11], a qual
estende a equacao (1.2) em um sistema de equagoes, o qual pode ser escrito da forma

€(t) = AL(D),
{5<0> — &, (13)

onde £(t) = (u(t), v(t),n(t, s)) € D(AV?)x H x Lj,(R*, D(A'?)), & = (u(0),v(0),7(0, 5)),
n(t,s) = u(t)—u(t—s) e A é o operador definido em H = D(AY?) x H x L%(R*, D(AY/?))
por

D(A) = {(u, v,m) € Hyv € D(A1/2), (1 —rK)u+ /000 wu(s)n(s)ds € D(A),n € D(T)}

A(u,v,1) = <v, A ((1 — R+ /OOO u(s)n(s)ds) T+ u) ,

com T o gerador infinitesimal do semigrupo de translagoes a direita definido em
L2(R*, D(AY?)). A existéncia e unicidade de solugdes ¢ provada pelo bem conhecido
Teorema de Lumer-Phillips, que afirma que o operador A é gerador de um semigrupo de
contragoes, {S(t)}+=0, de classe Cy.

A estabilidade assintética é estudada no Capitulo 3, e um fato bastante curioso acon-
tece, o semigrupo gerado (portanto a solu¢ao de (1.3)) ndo é assintoticamente estavel
apenas se o nucleo for da forma

/L(S) = Z Y X [kn—1,0kn] (S)7

n=1

onde (k,) é uma sequéncia estritamente crescente de niimeros naturais, (7, ) uma sequéncia
estritamente decrescente de ntimeros reais, e £ é tal que, para algum m € N,

i\//\m eN,
2T

onde A, é o m-ésimo autovalor de A.
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A estabilidade exponencial do semigrupo é estudada no capitulo 4. Relacionando os
semigrupos de translagoes a direita e {S(¢) };>0, obtém-se uma condi¢ao necessaria imposta
ao nucleo, isto é, se o semigrupo ¢ exponencialmente estavel entao existem constantes
C >1ed >0 tais que

u(t + ) < Ce~p(s), (1.4)

para todo ¢ > 0 e quase todo s > 0. Se C' =1 entao a condigao (1.4) é equivalente a
i (s) + bu(s) <0, (1.5)

e esta condicao é imposta em quase todos os resultados obtidos sobre a estabilidade
exponencial até agora. Se C' > 1 entao a lacuna entre a condigdo necessaria (1.4) e a
condigao suficiente (1.5) é enorme. Por exemplo, qualquer nicleo com suporte compacto
satisfaz (1.4), mas nao necessariamente satisfaz (1.5).

Um dos principais resultados do Capitulo 4 é que, usando estimativas de energia
provamos que o semigrupo é exponencialmente estével se a condigao (1.4) é satisfeita e se

1 1
R, = E/ﬁu(s)ds <3
onde

Fo={seR":pu(s) >0, ¢(s) =0}.

Isto é, se p satisfaz a condi¢do (1.4), que é também necesséria, e (a grosso modo) se o
conjunto onde p é plano é pequeno entao o semigrupo é exponencialmente estavel. E
importante notar que, se ' < 0 em quase todo ponto, entdao R, = 0. Quando R, =1 é
dado um contraexemplo, em um caso particular do operador A, de que o nicleo nao decai
exponencialmente, o caso R, € [1/2,1) (ver [23]) é provado ser exponencialmente estavel
usando um resultado abstrato de semigrupos, uma prova usando estimativas de energia
para este caso ainda é um problema em aberto.

O Apéndice A (ver [25]) contém uma introdugao do semigrupo de translagoes a direita
e a identificacao do seu gerador infinitesimal.

No apéndice B (ver [24]), verificamos que para nicleos escada da forma

o0

pu(s) = Z TnX[sn—1,50) (s),

n=1

sobre certas consideragoes nos autovalores do operador A nao se tem a estabilidade expo-
nencial do semigrupo. Alguns exemplos sao o caso unidimensional, quando

d2

de?’

A= Q= (0,m),

e o caso multi-dimensional quando A = —A e 2 é uma bola aberta ou um retangulo.
Note que nestes casos, R, = 1.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Funcoes Periddicas

O objetivo desta secao é obter alguns resultados com respeito a funcgoes periddicas.
Tais resultados terao grande importancia no Capitulo 3. Aqui X denotard um espago
vetorial e v : R — X uma funcgao.

Definigao 2.1.1. Dizemos que u € periddica (de periodo P) se existe P € R\{0} tal que
u(s+ P) = u(s), VseR.

O menor periodo positivo de u, caso exista, € chamado de periodo fundamental.

s

Observacao 2.1.2. Se P é um periodo de uma func¢ao u entio nP, com n € Z\{0}, é
um periodo de w. De fato, para n € Z

u(s+nP)=u(s+(n—1)P+P)=u(s+(n—1)P), VseR,
entao por um processo indutivo prova-se o pretendido.
Teorema 2.1.3. Se u € periddica, continua e nao constante entao
i) Py :=1inf{P > 0: P € periodo de u} > 0;
ii) Py € o periodo fundamental de u;

ii1) Todos os periodos de u sao da forma nP,, com n € Z.

Demonstra¢ao. Provemos i) pelo absurdo, isto é, suponhamos que Py = 0. Portanto
existe uma sequéncia de periodos positivos decrescentes de u, (P,), tal que P, — 0
quando n — oo. Como u nao é constante, existe sy tal que u(sg) # u(0). Note que
u(sp) pertence a imagem por u do intervalo (0, P,), Vn € N. Para cada n € N escolhamos
sp € (0, P,), tal que u(sg) = u(sy,). Logo s, — 0 quando n — oo e pela continuidade de
u temos que

u(so) = lim u(s,) = u(0),

n—oo
o que é um absurdo.
ii) Consideremos (F,) uma sequéncia de periodos positivos de u convergindo para Fj.
Da continuidade de u segue que
u(s) = lim u(s+ B,) =u(s+ FR) Vs €R,

n—oo
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ou seja, Py é um periodo de u e como é o infimo dos periodos positivos tem-se que Fy é o
periodo fundamental.

iii) Suponhamos que existe um periodo P # 0 que nao é da forma P = nP,, para
todo n € Z\{0}. Sendo assim, existe m € Z tal que mFPy < P < (m + 1)F,, ou seja,
0< P —mPFPy < PFy. Como P, é um periodo de u segue da observacao anterior que

u(s+ P —mbPy) =u(s+ P) =u(s) VseR.

Portanto P — mF, é um periodo positivo de u menor que Fy, o que é um absurdo, pois
Py é o periodo fundamental de w. |

Definicao 2.1.4. Dizemos que dois periodos, P e @), de u sao racionalmente indepen-
dentes se P/Q € irracional.

Corolario 2.1.5. Se u € periddica, continua e tem dois periodos racionalmente indepen-
dentes entao u € constante.

Demonstracao. Basta notar que, se u nao é constante, com periodos P e (), entao do
teorema anterior segue que existem m,n € Z tais que P = mFPy e Q = nF,, onde Fy é o
periodo fundamental de u. Logo devemos ter que

P m
_— = — E
5= €Q
o que contradiz a hipdtese dos periodos serem racionalmente independentes. [ |

Corolario 2.1.6. Se u : R — X € periddica, continua tal que
inf{P > 0: P € periodo de u} =0
entao u € constante.

Demonstracao. Procedamos por contradi¢cao. Se u nao é constante entao do teorema 2.1.3
o infimo deve ser positivo, o que contraria a nossa hipdtese. |

Teorema 2.1.7. Seja u : R — X wuma func¢do periddica e continua. Se (Ck,), k, € N,
¢ >0, € uma sequéncia de periodos com mdc{k,} =1 entdo ¢ é um periodo de u.

Demonstragao. Definamos v(s) = u(fs), Vs € R, logo k, é um periodo de v para todo
n € N. Provemos primeiramente que 1 é um periodo de v. E claro que se v é constante
entao 1 é um periodo de v. Suponhamos entao que v nao é constante e consideremos F,
seu periodo fundamental. Do Teorema 2.1.3 temos que, para cada n € N existe r,, € Z tal
que k, = r, Py, logo Py € Q. Sejam entao a,b inteiros primos entre si, tal que b/a = F.
Dai

kn,a =1r,b VYn € N.

Como b nao divide a entao b divide k, para todo n € N, como mdec{k,} = 1, segue que
b=1. Assim Py = 1/a e portanto 1 = aFy, e novamente do Teorema 2.1.3 segue que 1 é
um periodo de v. Finalmente temos que

u(s—i—f)-v(s—;g) :v<%+1) :v<§> =u(s) VseR,

ou seja, £ ¢ um periodo de wu. [ |
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2.2 Funcoes Absolutamente Continuas

Denotemos com X um espago de Banach com norma || - || x

Definigao 2.2.1. Dizemos que uma fun¢ao f : [a,b] — X € absolutamente continua se,
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para qualquer cole¢ao (finita ou ndo) de subintervalos
disjuntos [a;, b;], temos

> bi—a)<s = D |Ifb) - fla)|x <e.
Denotemos com AC([a,b], X) o conjunto das funcgoes absolutamente continuas definidas
no intervalo [a,b] com valores em X.

Note que se f é Lebesgue integrével entao definindo F' : [a,b] — X por

— [ 1)
temos que F' € AC([a,b], X).
Teorema 2.2.2. Seja f : [a,b] — X uma fungao absolutamente continua tal que f' = 0

em quase todo ponto, entao f € constante.

Demonstragao. Ver [13]. |

Um importante resultado sobre as fungao absolutamente continuas é que elas sao quase
sempre diferenciaveis.

Teorema 2.2.3. Uma fun¢io f : [a,b] — X ¢é absolutamente continua em |a,b] se, e
somente se, [ € quase sempre diferencidvel em [a,b] f' € LYa,b] e vale

I /f’
para a < T < .

Demonstragao. Ver [13]. |

2.3 Alguns Resultados de Analise Funcional

Nesta se¢ao, H denotara um espago de Hilbert, com norma |||, induzida pelo produto
interno (-, ). O simbolo (-,-) denotard o produto de dualidade entre espagos implicitos
no contexto. Notemos com X um espaco de Banach com norma || - || x. Muitos teoremas
e definicoes serao omitidas, e serd apresentado apenas conceitos que serao mencionados
ao longo da dissertacao.

2.3.1 O Teorema da Limitacao Uniforme

Teorema 2.3.1. Seja (T,,) uma sequéncia de operadores lineares limitados T,, : X =Y,
com X um espago de Banach e Y um espago normado, tal que (||Tx|y) € limitado para
cada v € X, digamos,

| Thx|ly < Cry Vn €N,

onde C, € um numero real. Entdo existe C' > 0 tal que
|T.|| = sup | Thzx|ly <C, VneN.

llzllx=1

Demonstragao. Ver [3], pagina 249. [ |
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2.3.2 O Teorema de Lax-Milgram

Definicao 2.3.2. Dizemos que uma aplicacio b : X x X — C € uma forma sesquilinear
se para cada v € X a aplicagio u — b(u,v) € linear, e se para cada uw € X a aplicagdo
v — b(u,v) € linear conjugado. Dizemos que esta forma é continua, ou limitada, se
existe C' > 0 tal que |b(u,v)| < Cllul|x||v||x para todos u,v € X. Se eziste § > 0 tal que

b(u,u) > 0||ul|%, Yue€ X,
entao dizemos que b € coerciva.

Teorema 2.3.3 (Lax-Milgram). Assuma que b(u,v) é uma forma sesquilinear continua
e coerciva em X . FEntao, dado qualquer ¢ € X*, existe um unico elemento u € X tal que

b(u,v) = (p,v), YveX.

Demonstracao. Ver [5] pagina 140. |

2.3.3 Resultados Importantes Sobre Espacos de Hilbert

Teorema 2.3.4 (Representacao de Riesz). Todo funcional linear limitado f, em um
espaco de Hilbert H pode ser representado por meio de um produto interno, isto €,

flx) = (z, 2)n
onde z depende apenas de f e € o unico com tal propriedade. Além disso,
1A= 11zl a-
Demonstragao. Ver [3], pagina 188. [ |
Teorema 2.3.5. Sejam H um espaco de Hilbert e x € H. Entao

||z = sup (y,2)n.
lyll=1

Demonstragao. Basta usar o Corolério 4.3-4 de [3] e o Teorema de representagao de Riesz.
[

Teorema 2.3.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espago com produto in-
terno, entao
[(@, 9)ul < llzllulylla, Ve,ye H.

A igualdade ocorre se, e somente se, x = \y, para algum o € R.

Demonstracao. Para y = 0 a desigualdade é evidente. Para y # 0, consideremos A € C,
entao

0< lz = Myllfy = (z = Ay, @ = My = ||zl — My, @) — Mz, y)hm + Nyl
Escolhendo A = (z,4)5/||yl|%, temos que

(z,y)?
0< [|lz|F — —||y||2H,
H

o que prova a desigualdade pretendida. Das estimativas acima, temos que a igualdade
ocorre se, e somente se, ||z — A\y||g = 0, isto é, x = \y. |
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Definigao 2.3.7. Dizemos que uma sequéncia (v,) num espaco de Hilbert H é uma
sequéncia ortonormal completa se

1 sem =n,

<’Un7Um>H:{0 Sem%n,

e o conjunto span{v, }nen, 0 conjunto de todas combinagdes lineares de {vy }nen, € denso
em H.

Teorema 2.3.8 (Identidade de Parseval). Sejam H um espago de Hilbert separdvel, e
{Vn}nen um conjunto ortonormal completo de H, entdo para todo uw € H € wvdlida a

identidade
lull? = [(u, vn) al”
n=1
Demonstragao. Ver [5], pagina 143. [ |

Defini¢ao 2.3.9. Seja A : D(A) € H — H um operador linear densamente definido.
Dizemos que A € um operador simétrico se

(Au,v) g = (u, Av), Yu,v € D(A).

Definigao 2.3.10. Seja A: D(A) C H — H um operador linear densamente definido. O
adjunto (ou adjunto de Hilbert) de A € o operador A* : D(A*) C H — H definido por

D(A*) ={v € H: " € H tal que para todo u € D(A), (Au,v)y = (u,v" )y},
e A*v = v*. Dizemos que A € auto adjunto se A* = A.

Observagao 2.3.11. E claro que se A ¢é autoadjunto entao A € simétrico. A reciproca
nao € sempre verdadeira.

Definigao 2.3.12. Dizemos que um operador A : D(A) C H — H € estritamente positivo
se

(Au,u)g >0, Yu e D(A)\ {0},
2.3.4 Medida e Integracao em Espacos Abstratos

Aqui, Q C R” sera um conjunto qualquer e p sera uma medida em €2, sempre consi-
deraremos a o-algebra de Borel em R".

Definigao 2.3.13. Seja 1 < p < co. Definimos o espago L% (S, X) como o conjunto das
(classes de equivaléncias de) funcgoes u : 2 — X, mensurdveis p-integrdveis, isto é,

Lh(Q,X) = {u :Q — X :u € mensurdvel e/Q (@) ||Pu(z)de < oo} :

full={ [ Hu<x>upu<x>dx}l/p.

Se X € um espaco de Hilbert e p = 2 entao Li(Q,X) € um espaco de Hilbert com o
produto interno

com a sequinte norma

(1) 15000 = [ (ula),o(@)en(o)de

Q
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Quado p é a medida de Lebesque em S, escreveremos apenas LP(Q,X). E se X =R
escrevemos apenas LE ().
Para p = oo, definamos

L, X) ={u:Q — X :u é mensurdvel e AK > 0 tal que ||u(z)|| < K em q.t.p de Q},

com a norma
|t|loo = Inf{K > 0: ||u(z)|| < K em q.t.p de Q}.

Observacao 2.3.14. A integral anteriormente considerada é denominada Integral de
Bochner, e a definicao de mensurabilidade e mais detalhes sobre o assunto podem ser
encontrados em [2, §].

Teorema 2.3.15. C§°(Q2, X), o espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com su-
porte compacto em ), € denso em LE(S2, X), onde Q@ C R™. Além disso, se Y é um espago
denso em X, entio C5°(2,Y) € denso em LE (€2, X).

Demonstragao. Ver [9] pagina 121. |

Teorema 2.3.16 (Desigualdade de Young com ). Sejam a,b nimeros reais nao negativos
el <p,q<oo tais que 1/p+1/qg =1, entao se € > 0 temos

ab < ea? + C(e)b?,
onde C(g) = (ep) /g1

Demonstragao. Provemos primeiramente a desigualdade de Young (onde € = 1/p). Con-
sideremos a fungao h : [0,00) — R dada por
sP 1
h(s) =—+ - —s.
p q
Note que h tem um minimo absoluto em s = 1, logo h(1) < h(s) para todo s > 0, e
portanto

st 1

s —+ —.

p q
Escolhendo s = A/B%/? segue a desigualdade de Young. Considerando agora A = (p)'/?a,
e B =b/(ep)"/? na desigualdade que acabamos de obter segue o pretendido. |

Observacao 2.3.17. A desigualdade de Young com e serd muitas vezes usada com p =

q = 2, e neste caso temos
b2
ab < ea® + —.
4e
Teorema 2.3.18 (Desigualdade de Holder). Consideremos X = R. Sejam 1 < p,q < o0

tais que 1/p+1/q =1, entao se u € LP(Q,R), v € LI(Q,R) temos

/Q fu(z)o(z)|dz < [[ully o]l
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Demonstracao. Da homogeneidade da desigualdade, é suficiente mostrar apenas quando
|lull, = |lv||; = 1. Da Desigualdade de Young com ¢ = 1/p temos

/ fu(z)o(@)lde < / () Pl + - / o(@)ldz = 1 = Jull, o]l

Teorema 2.3.19 (Desigualdade de Holder em espagos abstratos). Sejam u,v € L*(Q, H).
Entao

/ (ule),v(@)) mdz < Jullallo]l
Q

Demonstracao. Basta aplicar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e Holder, isto é,

/Q<U(w),v(w)>Hdw < /Q lu(@)[|al[o(@) | ade < fulla]v]]s-
u

Teorema 2.3.20 (Teorema da convergéncia dominada). Sejam (2, u) um espago de me-
dida, (fn), fn: Q C R = R, uma sequéncia de fungoes integrdveis que convergem em
quase todo ponto para uma funcao f : Q C R"™ — R. Se existe uma fungao integravel
g:Q — R tal que |f,| < g, para todo n € N, entao f € integrdvel e

[ fdn=tim_ [ fudu

Demonstragao. Ver [9], pagina 32. [ |

Teorema 2.3.21. Seja p a medida de Lebesque em R. Se (P,,) € uma sequéncia decres-
cente, no sentido da inclusao, de borelianos de R tal que pu(Py) < 0o, entdo

Demonstragao. Ver [7] Lema 3.4, pagina 21. [ |

Definicao 2.3.22. Sejam f,g : R — X funcoes mensurdveis. A convolugao de f e g é
a funcao f *x g definida por

frg(r) = . f(x —y)g(y)dy.

Definimos para f,g: Rt — R

f gl / o —v)

Teorema 2.3.23 (Desigualdade de Young para a convolugao). Sejam 1 < p,q,r < o0
tais que
1 1 1
1+>-=>=+-.
r p g

Se f € LP(R") e g € LY(R"™), entdo

1f* gllor@wey < || fllze@m |9l any-
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Demonstragao. Ver [9], pagina 235. [ |

Observagao 2.3.24. Sejam f,g: RT — R, e assumamos que f € L'(RT) e g € L*(R™T).
Dai se denotarmos com f,§ as extensoes de f,g a todo R, respectivamente, colocando o
valor zero na semi-reta nao positiva, entao temos que f € L'(R), g € L*(R), e do teorema
anterior temos que

1f* g2 < | fllzrw 19l 2w

Por outro lado
f*ﬂ@=i/wf@—ywwﬂy=[fﬂs—ywwﬂy=f®9@)

Portanto
If ® gllrewey < | fllorwn)ll gl L2y (2.1)

Teorema 2.3.25 (Lema de Riemman-Lebesgue). Seja f € L'(R) entdo

lim /f(a:)e“’xdx = 0.
R

[v|—o00

Demonstragao. Ver [22], pagina 56. [ |

2.3.5 Compacidade

Definicao 2.3.26. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que X estd injetado
continuamente em Y, e escrevemos X — Y, se X CY e existe uma constante C > 0 tal
que

Jzlly < Cllzlx, VvoelX.

Defini¢ao 2.3.27 (Compacidade).

1. Dizemos que um conjunto K de um espaco de Banach X € compacto se toda

sequéncia limitada em K admite uma subsequéncia convergente para um elemento
em K.

2. Dizemos que um subconjunto K C X € pré-compacto se seu fecho em X € um
conjunto compacto.

3. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — 'Y um operador linear. Dizemos que T
¢ um operador compacto se T (M) € pré-compacto em Y para todo M C X limitado.

4. Dizemos que um subconjunto X de Y estd injetado compactamente em Y, e escre-
vemos X €Y, se X CY e o operador identidade, I : X —'Y, dado por I(z) = x,
¢ um operador compacto.

Teorema 2.3.28. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador linear.
Entao T é compacto se, e somente se, T aplica toda sequéncia limitada (z,) em X em
uma sequéncia (Tx,) em'Y que possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Ver [3], pagina 407. [ |
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Teorema 2.3.29. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T : X — Y um operador
linear. Entao se T € limitado e T(X) € um espago vetorial de dimensao finita entao T €
um operador compacto.

Demonstragao. Ver [3], pagina 407. [ |

Teorema 2.3.30. Seja (T,) uma sequéncia de operadores lineares compactos de um
espaco normado X em um espaco de Banach Y. Se existe um operador linear T tal
que ||T,, — T|| — 0, quando n — oo, entdo T' é compacto.

Demonstragao. Ver [3], pagina 408. [ |
Teorema 2.3.31. Sejam p,q tais que 1/p+1/q =1, consideremos
W ={v:velLP0,T;By),DveL0,T;By)},
ondeT' > 0 ¢ finito e By C B C By, com By, By reflexivos e By @ B. Entao
W e LP(0,T; B).

Demonstragao. Ver [6] pagina 58. |

2.3.6 Convergéncia Fraca

Consideremos aqui X um espaco vetorial normado. Denotemos com X* o espaco dual
de X, isto é
X*={f:X — C: f élinear e continua}.,

CcOo1m norma

[fllx- = sup (f, ).

]| =1
Denotemos com X** o espaco dual de X*.
Definamos agora a inje¢do canonica J : X — X**: Dado x € X, a fungao f —— (f, z)
¢ um funcional linear em X*, o qual é um elemento de X**, que denotamos por Jx. Temos
assim

(Ja, fYx=x=(f,x)x-x, VeeX, VfeX"

Portanto J é linear e é uma isometria, isto é

[Jz|xe = sup [(Jz, )] = sup [(f,z)] = =[],
I£ll=1 ll£ll=1
o que segue de uma generalizagao do Teorema 2.3.5. Temos assim que J é injetiva, porém
pode acontecer que J nao é sobrejetiva.

s

Definicao 2.3.32. Dizemos que X € um espaco reflexivo se a aplicacao J : X — X** ¢
sobrejetiva.

Varias propriedades dos espagos duais podem ser encontradas em [3, 5]. Em particular,
o seguinte teorema serd util em nossa futura andlise.

Teorema 2.3.33. Seja X um espaco de Banach reflexivo, e (x,) uma sequéncia limitada
em X. Entdo existe uma subsequéncia (z,,) que converge fracamente para um elemento
re X, isto é

Demonstragao. Ver Teorema 3.18, pagina 69 de [5]. [ |
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2.4 Poténcia Fracionaria de Operadores

Consideremos H um espaco de Hilbert real e separavel de dimensao infinita, e A um
operador linear autoadjunto, estritamente positivo, com inversa compacta, definido num
conjunto denso D(A) C H. O objetivo desta segao é definir a raiz quadrada do operador
A, e obter propriedades tais como

(Au,v) = (AYV?u, AY?0),  para u,v € D(A),

que é uma generalizacao, quando A = —A, da igualdade

/vAu:—/Vu-Vv,
Q Q

onde u,v € H}(2) N H?(Q2), com Q um subconjunto de RN, com fronteira de classe C.
Antes de definir a raiz quadrada de A, enunciemos o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1. Seja B um operador linear compacto, simétrico e nao nulo em H. Entao
podemos construir uma sequéncia (ji,) de autovalores ndo nulos de A e uma sequéncia
(vy) de autovetores correspondentes tais que:

i) |pn] = |pnsl, Y € N e p, — 0, quando n — oc;

i1) {Un}tnen € um congunto ortonormal completo de H e € vdlida a representa¢ao

Bu = Z(Bu, Up)Up = Zun<u, Un)Up, Yu € D(A). (2.2)

n=1 n=>1

Aplicando o teorema acima ao operador B = A~!, segue que existe uma sequéncia
() de autovalores positivos de B, e uma colegao (v,) de autovetores que satisfazem
as propriedades do teorema. Logo, definindo \; = 1/p;, j = 1,2,..., temos que \; é
autovalor de A associado ao autovetor v;. Da primeira propriedade do teorema segue que

Ang1 = A, ¥n € Ne \j — 00, quando j — o0.

E como {v, }nen € um conjunto ortonormal completo, temos também que

Au = Z(Au,vn>vn = Z An (U, V)V, Yu € D(A).

n=1 n>1

Sendo assim, definamos o operador A2, como segue

D(AY2) {“ € H Y Ml(u,va)* < OO} C A=y N v

n>1 n=1

Note que D(A) C D(AY?). De fato, seja u € D(A) entdo Au € H, e da Identidade de
Parseval

> Aalu )P = [ Aul® < oo

n=1

Por outro lado, como 0 < A; < A\, Vn € N entao

)‘lz/\n|<U,Un>|2 < Z)‘i|<u7UN>|2 < 00,

n>1 nz>1
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isto é,
D Aal{u,va)? < o0

n>1

e portanto u € D(AY?).
Além disso, para u € D(A)

AV2(AV2y) = AV? (Z A2, vn>vn)

n=>1

-3 (S
m>1 n=1

= D N N, 0n) (0, v v
m>=1 n=1

=) NN U ) v
m>=1

= Au.

Para simplificar a notacio escrevamos V = D(AY2). Em V definamos a norma
(u,v)yy = (AY?u, AY?), Yu,v e V.
Temos assim que V' é denso em H, e como
lalld = >~ AalCu, va) P = A Y [y on) [P = A,
n>1 n>1

temos que a injecao V — H ¢é continua. A desigualdade acima é uma versao abstrata da
desigualdade de Poincaré, que pode ser reescrita como

1
vl < A—lllvlliw VueV. (2.3)

Se considerarmos W = D(A) com a norma ||ul|w = ||Au| g, entdo
1 1
lullfy = 1A 2ully < 1A 2ull = luly,
A A1

portanto W — V.
Sejam u,v € D(A) entdo

(Au,v) = Z()\n(u, Up ) U, V) = Z An (U, ) (U, V).
n>1 n=1
Por outro lado

(AYPu, AYP0) = <Z A2 (v )vn, > A (v, vm>vm>

n>1 m>1

ZZ)\n<U»Un><UvU">’

n=1
donde segue que
(Au,v) = (AYV?u, AY?0) = (u,v)y, Yu,v € D(A),

e esta igualdade sera frequentemente usada.
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Teorema 2.4.2. W e V' sao espacos de Hilbert.

Demonstracao. Seja (u,,) uma sequéncia de Cauchy em W, logo, dado € > 0 existe N € N
tal que se m,n > N entao
|t — un|lw < &,

ou ainda ||Au,, — Au,||p < €, e como H é completo existe w € H tal que Au, — w, e
como A é sobrejetivo existe v € W tal que w = Av, e assim

|lun — v|lw = [|Aun, — w|| — 0, quando n — oo,

e portanto W é completo.
Para V', basta aplicar o mesmo raciocinio. Neste caso, precisamos apenas verificar que
A2 & sobrejetivo. De fato, para w € H definamos u € V como

1
u= Z W(w, Up)Un,

n=1 7'\n
~1/2 s :
e como (u,vg) = A\, (w,vy) segue que u € V e é facil verificar que
1/2
AV = w,

donde segue a sobrejetividade de A'/? e portanto V é um espaco de Hilbert.

Teorema 2.4.3. Temos que W €V eV € H.

Demonstragao. Provemos que V € H. Sejau € V C H tal que ||ul|g = 1, entdo
u = Z<u>vn>HUm
n>1
consideremos o operador I : V — H dado por

k

Iyu = Z(u,vj>HUj.

j=1

Como a dimensao de [(V') é finita e I}, é claramente linear e limitada entdo do Teorema
2.3.29 segue que, para todo k € N, I, é um operador compacto. Além disso, dado € > 0,
existe K € N tal que se k£ > K entao

[kw — ullp <,
ou seja
|l — I|| — 0, quando k — 0.

Assim, do Teorema 2.3.30 segue que o operador identidade I : V' — H é compacto, isto
¢V eH.
Com um raciocinio totalmente andlogo, prova-se que W € V. [ |

Teorema 2.4.4. Temos que V* = D(AY?)* =~ D(A/2), onde

D(A™Y?) = {u € H: Zx\;1|(u,vn>|2 < oo}

n=>1
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Demonstracio. Seja f € D(AY?)* e consideremos

Zf vk, para n € N.

)\2
k=1
Entao
n n 9\ /2
el =3 L < < cufuqunuH—cufn( f@) ,
k=1 k k=1 k

onde C' é uma constante devido a W — V. Ou seja

n 2
Zf(;”;) < C?||f|I?, ¥neN.
k=1 k

Fazendo n tender a infinito e usando o Teorema de representacao de Riesz, segue que
existe um tinico v € V tal que f(v) = (v, vp)y = Ay 2(AY20, 03, logo

DA A 20,0
k=1

e portanto w = AY?v € D(A7'/?). Consideremos agora a aplicacdo injetiva 7' : V* —
D(A~/?), dada por T'f = w, para f € V*. Para finalizar a prova, basta mostrar que 7' é
sobrejetiva. Seja w € D(A~Y/?), definamos g € V* como

(o)
E w, vg)(u, vg), ue V.
k=1

Dai g(vg) = (w,v) g, para todo k € N, logo T'g = w.

2.5 Semigrupos de Operadores Limitados

Nesta secao, primeiramente serao apresentados conceitos fundamentais da teoria de
semigrupos de operadores lineares limitados, alguns teoremas de estabilidade, e em seguida
apresentamos o problema de Cauchy e um teorema de boa colocagao do mesmo.

No que se segue X denotard um espago de Banach real ou complexo, e L(X) denotara
o espago dos operadores lineares continuos definidos em X e || - || x denotard a norma em
X. Em L(X) consideremos a norma

T[]l = sup |[Tzlx, T € L(X).

lzll x=1

2.5.1 Conceitos Basicos

Definicao 2.5.1. Um semigrupo de operadores lineares limitados em X é uma fung¢ao
S :[0,00) = L(X), denotada por {S(t)}i=0, tal que

i. S(0) =1 (operador identidade);
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ii.  S(t+s)=S(t)S(s) para todos t,s > 0.

Se além disso
lim ||S(t)z —z||x =0,  para cada x € X,
t—0+

entdo dizemos que o semigrupo ¢ fortemente continuo, ou de classe Cy.

Definicao 2.5.2. Dizemos que o semigrupo {S(t)}i=0 € uniformemente limitado se existe
M > 1 tal que |S(t)|| < M, para todot > 0. Se M = 1 dizemos que {S(t)}1=0 € um
semigrupo de contragoes.

Defini¢ao 2.5.3. Seja {S(t) }i=0 um semigrupo Cy, para h > 0 consideremos o operador

S(h) — 1
h

O gerador infinitesimal de {S(t)}i>0, € 0 operador A : D(A) C X — X, definido por

Ay =

D(A) ={r e X :3 lim Az} e Az = lim Apx.

h—0+ h—07+

Teorema 2.5.4. Se A € gerador infinitesimal de dois semigrupos fortemente continuos

{Sl(t)}t>0, {Sg(t)}t>0, entao Sl(t) == Sg(t), Vt 2 0.
Demonstragao. Ver [10], teorema 2.6, pagina 6. [ |

Proposicao 2.5.5. Seja A o gerador de um semigrupo Cy, S(t), num espaco de Hilbert
X, entao

d 2 _
ZIS@z]* = 2(AS(t)w, (1)) x.

Demonstragao. Ver [4]. |

Definigao 2.5.6. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢ dito dissipativo se para cada
r € D(A) existe x* € J(x) :={z* € X*: (z*,x) = ||z]|* = ||=*||*}, tal que

(x*, Ax) <0,

onde (-,-) denota a dualidade entre X* e X. Se adicionalmente, o operador (A — A) :
D(A) C X — X for sobrejetivo para algum X > 0, dizemos que A é m-dissipativo.

Observagao 2.5.7. Pelo teorema de Hahn-Banach, J(x) # 0 e se X € um espago de
Hilbert, usando o teorema da representacdo de Riesz, podemos identificar X* com X.
Neste caso J(x) = {x}, e consequentemente, A é dissipativo se, e somente se,

(Az,z)x <0, Vo € D(A).

Teorema 2.5.8 (Lumer-Phillips). O operador linear A : D(A) C X — X € o gerador
de um semigrupo de contracoes se, e somente se, A € m-dissipativo e densamente definido.

Demonstragao. Ver [2], pagina 83. [ |
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2.5.2 O Problema de Cauchy

Introduzimos o problema de Cauchy

(2.4)

{u(t) = Au(t), t>0
u(0) = =, reX

onde u:RT — X, e A: D(A) C X — X é um operador linear.

Definigao 2.5.9. Uma funcdio u : Rt — X € dita uma solugao forte do problema de
Cauchy (2.4) se u € C(RT,D(A)) N C*((0,4+0), X), u(t) € D(A), para todot >0 e u
satisfaz (2.4).

O seguinte teorema exprime, de certo modo, a importancia da teoria de semigrupos
aplicado a equagoes diferenciais de evolucao.

Teorema 2.5.10. Seja A : D(A) C X — X um gerador de um semigrupo de classe Cy,
{S(t)}i=0. Entao, para todo x € D(A), a fungdo

u:t— u(t) == S(t)x
¢ a unica solugao forte de (2.4).

Demonstragao. Ver [2], pagina 145. [ |

2.5.3 Teoremas de Estabilidade

Vamos apresentar dois importantissimos teoremas para o estudo da estabilidade de
semigrupos.

Definicao 2.5.11. Dizemos que o semigrupo {S(t)}+=0 € assintoticamente estdvel se

lim ||S(t)z||x =0, VzeX.
t—r00

Da mesma forma, dizemos que {S(t)}+=0 € exponencialmente estdvel, se existem M > 1
e >0 tais que
1S < Me™, ¥t >0.

Teorema 2.5.12. Seja {S(t)}i=0 um semigrupo Cy. Entao {S(t)}i=0 € exponencialmente
estdvel se, e somente se

IS < 1,

para algum t, > 0.

Demonstragao. Se {S(t)}1=0 é exponencialmente estavel entao existe ¢ > 0 e M > 1 tal
que ||S(t)]| £ Me™®, entdo basta tomar ¢, tal que e ** < 1/M.

Assumamos agora que existe ¢, tal que ||[S(t.)|| < 1. Sabe-se da teoria basica de
semigrupos que ||S(¢)]| ¢ limitado em intervalos limitados, logo existe C' > 0 tal que
|1S(t)]] < C, para todo t € [0,t,]. Consideremos t > 0, logo existe n € N e r € [0,t.] tal
que t = nt, + r, dai
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assim, sendo N = ||S(t*)] < 1,
IS = 1S (nt. +r)ll = [S(nt)S(r)[| = [S(E)"S(r)|| < ISE) IS ()| < NY=CH/E
E como r € [0,t*] segue que existe M > 0 tal que
CHrIt <M, Yr e [0,t7].
Note que N/t = e“* onde w = In(N)/t, < 0. Denotando ¢ = —w, temos que
I1S@#)| < Me™", VYt >0,
|

Teorema 2.5.13. Seja A o gerador de um semigrupo de contragoes de classe Co, {T'(t) }+=0
em um espaco de Banach X. Entao {T(t)}i=0 € exponencialmente estdvel se, e somente
se, existe 6 > 0 tal que

inf [[(iA — A)z]x > of|2]x.

Demonstragao. Ver [16]. |
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucao

Neste capitulo vamos introduzir a equagao, fazer a formulagao abstrata para aplicar
a teoria de semigrupos, verificar a existéncia e unicidade de solugao e fazer algumas
observacoes que serao uteis para o estudo da estabilidade.

3.1 Apresentacao da Equacao

Seja H um espago de Hilbert real e separavel, e seja A um operador linear auto adjunto
estritamente positivo em H com inversa compacta, definido num dominio D(A) C H
denso. Da anélise feita na Segao 1.4 sabemos que existe uma sequéncia crescente, (),
de autovalores de A, com A\ > 0 e A\; = 0o quando j — 0o, e uma sequéncia ortonormal
completa (v,) em H de autovetores correspondentes. Para t > 0, consideremos a equagao
integro-diferencial abstrata

Opu(t) + Au(t) — /000 wu(s)Au(t — s)ds = 0, (3.1)

onde o nicleo de memoria, p : R™ — [0, 00) é uma fun¢ao quase sempre diferencidvel,
decrescente e integravel de massa total

K= /000 u(s)ds € (0,1).

A equagao (3.1) é completada com as seguintes condigdes iniciais

u(0) = uy,
u(0) = vy, (3.2)
u(—5)|s>0 = do(5),

onde ug, v9 € H e ¢y : Rt — H sao dadas. Note ¢, descreve o comportamento da
solugao no passado. Em equacgoes viscoeldsticas, o comportamento da solucao em um
tempo t > 0 leva em consideracao todo o passado, o que é descrito pelo termo integral na
equacao (3.1).

Observagao 3.1.1. Se considerarmos em particular H = L*(Q), onde Q C RY € aberto e
limitado, com fronteira de classe C?, e A = —A, com D(A) = H*(Q)NH(Q), a equagdo
(3.1) fica

Onu(t) — Au(t) + /000 p(s)Au(t — s)ds =0
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com a condi¢ao de compatibilidade u(t)|aq = 0. A equacao acima modela a evolugao de
um solido linearmente viscoeldstico ocupando uma regiao 2 cujo deslocamento transversal
€ u.

Denotemos com V o espaco D(A'/?), com o produto interno (u, v)y = (AY?u, AY?0) g
para todos u,v € V, o mesmo introduzido nas preliminares. Denotemos também M =
L2(R*,V). A seguir, damos uma defini¢ao de solugao fraca para a equagao (3.1)-(3.2).

Definig¢ao 3.1.2 (Solugao fraca). Seja (ug, vo, ¢o) € VX HXM. Uma funciou : R — V
¢ dita uma solugao fraca do problema de Cauchy (3.1) se

u € C([0,t0], V) N CH[0,t0), H), Vto >0,

u satisfaz as condigoes (3.2) em t =0, e a igualdade

(Ouu(t), w) + (u(t), w)v — /OOO p(s)u(t = s), w)yds = 0

¢ valida para todo w € V' e para quase todo t > 0, onde (-, -) denota o produto de dualidade
entre V* = D(A™V?) e V.

3.2 Formulacao Abstrata

Ainda seguindo as notagoes ja introduzidas, vamos transformar a equagao (3.1)-(3.2),
em uma equacao equivalente do tipo (2.4). Para isso, como Dafermos fez em [11, 12],
vamos introduzir uma nova funcao auxiliar

n'(s) =u(t) —u(t—s), t=0,s>0.
A fim de acoplar esta fungao auxiliar a equacao (3.1) observe que
om'(s) = du(t) — du(t — s),

sn'(s) = dyu(t — s),
e n'(0) =0, n°(s) = u(0) — u(—s) = ug — ¢o(s). Portanto n'(s), parat > 0e s > 0, deve
satisfazer o problema
Om'(s) = —0sn'(s) + dpu(t),
n'(0) =0,
1°(s) = 1o — ¢o(s).

Assim, temos que u(t — s) = u(t) — n*(s), e portanto

Breult) + Au(t) — /0 " (s) Au(t — 5)ds
= Buu(t) + Au(t) - / " () Alult) — '(s))ds

= Oyu(t) + A ((1 — K)u(t) + /OOO ,u(s)nt(s)ds) :
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Para formalizar o problema no contexto de semigrupos, vamos introduzir na equacao
o semigrupo de translagoes a direita em M, dado por

(R(t)n)(s) = { ns =) s>t (33)

0 0<s<t.

No Apéndice A provamos que o gerador deste semigrupo é o operador linear 1" dado por
Tn(s) = =Dn(s), D(T)={neM:Dne M,n(0) =0},

onde D é o operador derivada fraca, e n(0) = lim+ n(s) em V.
5s—0

Considerando
11—k
w = ,
K

temos o sistema
ouat) + 4 (weutt) + [~ n(s)(51ds) =
! (3.4)
om' = Tn' + duu(t),
com as condicoes iniciais

vo, (3.5)

onde 1y = uy — Po(s).

Mais adiante mostraremos que o problema (3.1)-(3.2) é equivalente ao problema (3.4)-
(3.5), isto é, as solugoes de ambos os problemas sao exatamente as mesmas. Vamos agora
formalizar o problema de Cauchy abstrato. Consideremos o espaco de Hilbert

H=V xHxM,
com a norma induzida pelo produto interno
<(u? v, 77)7 (ulv Ula 77,)>H = ’%W<u’ u/>V + <Uv v/>H + <77a 77/>M7

para todo (u,v,n), (u/,v',n') € H. Neste espago consideremos o operador linear dado por

D(A) = {(u,v,n) €eH:veV rwu+ /000 wu(s)n(s)ds € D(A),n € D(T)} :

o) = (v (ot [T utomis)ds) o+ 0).

Logo, sendo
E(t) = (u(t),v(t),n') e & = (uo,vo,m) € H,
o sistema (3.4)-(3.5) tem a forma abstrata
£(t) = Ag(t),
i (30
onde &(t) = (Qyu(t), dyu(t), Opt).



Existéncia e Unicidade de Solugao 31

3.3 O Semigrupo de Solugoes do Sistema (3.6)

Provaremos aqui que o operador A é gerador de um semigrupo de contracoes em H,
junto com uma identidade de energia do semigrupo. No final, identificaremos explicita-
mente a terceira componente do vetor solucao e provaremos a equivaléncia dos problemas
(3.1)-(3.2) e (3.4)-(3.5).

Ja mencionamos que o nicleo de memoéria é uma funcao decrescente de massa total
k, com 0 < k < 1. Além disso, supomos que existe uma sequéncia estritamente crescente
(sn), com sg = 0, possivelmente finita, ou convergindo para s,, € (0,00], tal que p é
descontinua em cada s,, n > 0, e é absolutamente continua em cada intervalo (s,_1, s,),
e no intervalo (s, 00) se definido.

Observacao 3.3.1. Note que do Teorema 2.2.3, temos que . € quase sempre diferencidvel,
e também conclui-se que 1/'(s) < 0 para quase todo s € RT. Note também que p pode ser
iimitada numa vizinhanca da origem.

Denotemos
S. =sup{s € R" : u(s) > 0} € (0, 0],

e para n € D(T), definimos
Il =) [ulst) = uls)]lnsa)lI3-

n>1

Antes de enunciar e provar o principal teorema deste capitulo, provemos o seguinte
lema.

Lema 3.3.2. Sejan € D(T). Entao

2T, )t = / " () n(s)|3ds + T,

Demonstracao. Se p tem um numero finito de descontinuidades entao a prova é simples.
Assumamos que p tem um numero infinito de descontinuidades, entao

Soco SOO
T, yp = —2 / u(s)(Di(s), n(s))vds — 2 / () (Dn(s) n(s)hvds  (3.7)

onde a segunda integral ocorre apenas se S, < So. Note que

QV < { | m\mmwuvdy}Q < sl Dnll2,

pu(s)lIn(s)lly = p(s)

/0 S Dn(y)dy

logo
lim pu(s)[n(s)|[3 = 0.
s—0t

Portanto, integrando por partes nos intervalos (s,_1, S, ), obtemos
=2 [ s Dus) s)ves
0

— [ s

= lim ( [ s + 3 (s = )] s - u(sN>|rn<sN>u%> .

N—
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Como o lado esquerdo é finito, e os termos do lado direito sao todos negativos, concluimos
que

- / () (Di(s), n(s))vds

= /Osm W) n(s)Ids + Y [u(sy) = u(s) (s 1} = limp(sy)ln(sn)ll-

Calculemos o tltimo limite. Se s,, < oo entdao como u(s)||n(s)||? é continua numa vizi-
nhanca a esquerda de sy temos que o limite é zero. Se s, = Soe = 00, entao como u é
decrescente, nao-negativa e integravel temos que

pu(s) < / p(y)dy < /Oo p(y)dy = lim p(s) = 0. (3.8)

—1 s—1

Além disso, para a > 0 fixado tem-se
p(s)lIn(sn) [ —n(sx)In(a)17
SN d
= ulsx) [ ) s

< / " u()2(Di(s), 5)vds
= () D(s), v/l (s)hvds
<2 / i) D) v/l ds

<o{[" u<s>|u>n<s>n2vds}é i u(s)Hn(s)szdsf .

Agora para ¢ > 0, como n € D(T), temos que existe a > 0 tal que

/aoo u(s)[[1Dn(s)|[i-ds < \@ /aoo p(s) ()l ds < \/g

e de (3.8) existe Ny € N tal que

€
u(sy) < =——5, YN > No.
M 2ln(a)]
Portanto da estimativa acima segue que
p(sp)lIn(sm)lly < e, YN > No.
Assim, A}im w(sy)lln(sn)|)3- = 0. Resumindo
—00

2

[l se s <
(sl = {

S€ Soe = Sso = 00.

Note também que, se so, = So < 00, entao u(sL)||n(sw0)|Z = 0.
Se Soo < Seo, entao integrando por partes a segunda integral de (3.7) obtemos

Soo
2 [ D). nle)vds

Seo
= [T s+ a(s Il ~ im u)ls) -
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Para finalizar a prova s6 nos resta mostrar que o ultimo limite é zero. De fato, como

1(5) — 7(500) = / " Dily)dy.

temos que
2
i p < mso (VGG + [ VIO 0 Prlvdy)

De (3.8) temos que u(s) — 0 quando s — S, logo o primeiro termo do lado direito
converge a zero, e o segundo, através do teorema da convergéncia dominada, escolhendo
V()| Dn(y ||V como fun¢ao dominante, também converge para zero.

Teorema 3.3.3. O problema de Cauchy (3.6) gera um semigrupo Cy, denotado por
{S(t)}+=0, de contracées em H, o qual satisfaz

GISW1E = [T Wl ol ds + 30 (39

para todo z € D(A).

Demonstracao. Para provar que A é gerador de um semigrupo Cy de contragoes usaremos
o teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.5.8). Para isso, devemos mostrar que

i) A é densamente definido;
i1) A é dissipativo;
iii) Im(I — A) = .

De fato, como
D(A) x V x C°(RY, D(A)) C D(A) C H,

segue que D(A) é denso em H, logo verifica-se (7). Mostremos (ii). Note que para todo
z = (u,v,n) € H, temos

(Az,2)y = Kwlv,u)y + <—A </<ewu + /OOO u(s)n(s)ds) ,U>H + (T + v, )

= kw(v, u)y — kw(AY?u, AYV?0)y —/ w(s)(AYn(s), AY%0) yds
0

+(Tn,m)m + (0,10 m
Logo do lema anterior temos que

(Az,2)3 = (Tn,mm <0 VzeDA), (3.10)

e assim temos (ii). Provemos agora (iii). Seja z = (u,v,7) € H e encontremos
z = (u,v,n) € D(A) tal que (I —A)z = Z, ou seja,

U—v=u,

v+ A (K)OJU + /OOO u(s)n(s)ds) =, (3.11)
n+Dn—v=n.
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Quanto a terceira equagao, com 7(0) = 0, temos

n(s)+ Dnls) = 7(s) v = en(s) = (e — 1o + /Oseymy)dy.

Assim

n(s)=(1—-e o+ (E®n)(s), (3.12)

onde E(s) = e ® e a convolugao (®) ¢ definida na Defini¢ao 2.3.22. Substituindo esta
expressao na segunda equagao de (3.11), com a primeira, temos

v+ yAv = w, (3.13)

onde -
v = Kw +/ wu(s)(1 —e*)ds > 0,
0

w=1v—A <mu+ /Ooou(s)(Ee@n)(s)ds) .

Verifiquemos que a equagao (3.13) tem uma tunica solu¢do v. Para isso consideremos o
problema variacional associado a (3.13),

b(v, ) = (w, ), Vo€V,
onde b: V xV — R é dado por
b(v, ) = (v, )i + (A0, A0y, (v, ) €V X V.

Note que w € V*, pois

lwllv- < f[ollv- + swl| A~ Al +/ u(s)(E @ A2 Aq ) (s)ds
0

= [|9]

ve + rwllally + /OOO pu(s)(E @ ||llv)(s)ds

e como p é decrescente e da desigualdade (2.1) temos as estimativas

/0 T u)E ® |7lv)(s)ds < /OOO\/M(S)(E®\/E||?7||v)(S)dS

< VEIE @ Vilallv e
< VElVEIlvI e

= 7l

Assim a aplica¢ao (w,-) define um funcional sesquilinear continuo. Seja (v,¢) € V x V|
temos da desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré que

1b(v, )| < (v, @) u| + Y[(AY v, AV20) |
= (AL +vllviielv,

ou seja, b é limitada e da desigualdade de Poincaré (2.3)

b(v,v) = [|olF; + Y AY?0ll = (1+ M) ol
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temos que b é coerciva. Do teorema de Lax-Milgram (Teorema 2.3.3) segue que existe um
tnico v € V tal que b(v, p) = (w, ). Portanto v é solugao de (3.13).

Da primeira equacao de (3.11) temos que v = @ +v € V, e também de (3.11) temos
que

Kwu + /000 w(s)n(s)ds = A~ (v —v) € D(A).

Para completar a prova de (i) falta apenas mostrar que o  dado em (3.12) pertence
a D(T). Primeiramente note que n(0) = 0, e da terceira equagao de (3.11), temos que
n € M se, e somente se, Dn € M, logo basta mostrar que n € M. De fato, usando a
desigualdade (2.1), temos as seguintes estimativas

nm&faéwmwm%MQ@
==AMHO—€SW+%E%ﬁXQWw@M8

AWQU—KWM@+ME%MMWu®@

< 260l + 211 E = allv alZo g
< 26l[v ]IV + 20 Bl Ls o Al Vil 2 ey
= 26|[v][y, + 2]l 3 < 0.

N

Finalmente, temos da proposigao 2.5.5 e da igualdade em (3.10) que
d
ZIS@)z13 = 2(AS(1)2, S(1)2)n = 2T’ 0" ) m,

e a igualdade de (3.9) segue do Lema 3.3.2. [

Observacao 3.3.4. Da terceira componente da solucao temos
om'(s) = Tn'(s) + dwul(t).
Assim, usando o semigrupo (3.3), temos que para y < t
Oy (R(t —y)n’(s)) = —R(t — y)Tn?(s) + R(t — y)9n°(s)
= —R(t —y)Tn’(s) + R(t — y)(Tn"(s) + Oyuly))
= R(t —y)9yu(y).
Integrando de O a t seque que
t
1(s) = RO(s) + [ Rt = )d,uty)ay,
0
e dai obtemos a caracterizagao de n:

iy Ju(t) —u(t—s) 0<s<t,
n(s) = {770(3 —t)+u(t) —uy s>t (3.1)

E finalmente estamos prontos para provar a equivaléncia de solugoes.
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Proposicao 3.3.5. Uma fung¢do u € uma solugdo para o problema (3.1)-(3.2) se e somente
se

(u(t), dru(t), n') = S(t)(uo, vo, o),

com n' como em (3.14) € ng = ug — ¢y.

Demonstracao. Devido a construcao do problema a condicao necessaria € imediata. Ve-
jamos agora a condicao suficiente. Note que

(u(0), 0ru(0),1") = S(0)(uo, vo,m0) = (uo,v0, 7o),
logo as condigoes em ¢ = 0 sao satisfeitas e do Teorema 2.5.10 tem-se que
u € C([0,t), D(A)) N C*H[0, 0], H), Vto > 0.
Como D(A) é denso em V', entao podemos estender continuamente v em V' isto é
u € C([0,t0), V) N CH([0,t0], H), Vto > 0.

Além disso, de (3.14) e lembrando que no(s) = up — u(—s), temos que, para todo
wevV,

[ we ) whvds = [ uts)ute) — e - s).wpvis
[ ) s = )+ ult) = o s
= u(O) = [ p(s)utt - 9, w)vds.
Portanto
- [ ueatt = 9. wpvds = <wtutt) why + [ pls) o' (s) wivs,

(Breult), w) + (u(t).wy — /0 () ult — ), whvds

= (Onult), w) + (u(t), w)y — r{u(t), w)y + i p(s)(n'(s), w)vds

= (Opu(t), w) + (kwu(t) + /OOO w(s){n'(s), whvds, w)y
= (Ouu(t), w) + (=A™ Oyu(t), w)y = 0.

Logo, da Defini¢ao 3.1.2, u é solugao de (3.1)-(3.2). [ |
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Capitulo 4

Estabilidade Assintotica

Neste capitulo, vamos estudar a estabilidade assintética do semigrupo {S(¢) }+>0. Antes
de comecar o estudo da estabilidade, vamos dar nomes a alguns tipos especiais de nicleos.
Ntcleos do tipo degrau: Nucleos da forma

p(s) = Z VnX[sn-1,50)(S),

n>1

onde (7,) é uma sequéncia estritamente decrescente (possivelmente finita) de nimeros
positivos. Desta forma temos que

Z%(Sn — Sp_1) = K.

n=1

Nucleos (-espagado: Sao nicleos do tipo degrau, para o qual existe § > 0 e uma
sequéncia (k,) de nimeros naturais, com kg = 0, tal que

Sp, = 0k,, VYn e N.

Note que podemos redefinir a sequéncia (k,,), e assim terfamos um valor ¢ diferente. Por
exemplo, se p € N a sequéncia (pk,), nos daria o mesmo ntcleo acima com 6/p. A fim de
unificar este tipo de ntcleo, escolhemos o maior valor de f para o qual existe a sequéncia
de nimeros naturais, a este valor denotemos com ¢. Isto é

¢ =sup{f : existe (k,) tal que s, = 0k,,Vn € N}.

Note que existe (k) C N tal que s, = (k/,, Vn € N. De fato, das propriedades do
supremo, existe uma sequéncia (6,,) C R tal que 6, — £ e s, = 0,,k", Ym € N. Assim

= e N, Vm e N,

n gm

donde segue que, para cada n € N

s
kK — k= 7”, quando m — co.
Logo s, = (k..
Além disso, para a sequéncia (¢k,,), temos que mdc{k, }reny = 1. pois se mdc{k, }ren =
p > 1 entao k, = pkl,, e dai pf é um valor que supera ¢ e existe uma sequéncia de nimeros
naturais tal que s, = plk],, o que é um absurdo.
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Ncleos Ressonantes: Sao nticleos f-espagado para o qual

i\//\m €N,
21

para algum m € N. Lembrando que )\, é o m-ésimo autovalor de A.
A importancia dos nucleos ressonantes pode ser verificada na seguinte proposicao.

Proposigao 4.0.1. Se p € ressonante entdo {S(t) }+=o tem drbitas periddicas. Assim, em
particular, {S(t)}1=0 nao é estdvel.

Demonstrag¢ao. Como p ¢é ressonante, existe m € N tal que

AVO.N8

27

z= (0, VAU, sin(\/ms)vm> € D(A),

onde vy, é 0 autovetor associado a A, entao a solugdo do problema de Cauchy (3.6) com
dado inicial z é dada por

w(t) = sin(v/ Amt)vm,  0() = v/ Am cos(v/ Amt)vm,  18(s) = u(t) — u(t — s),

a qual nao é estavel. De fato, temos diretamente que, dyu(t) = v(t), On'(s) = —Dn'(s) +
v(t) e

e N.

Consideremos

O (t) = kwAu(t) + /000 w(s)An'(s)ds = =\, </000 11(s) sin(y/ A (t — s))ds) U =0,

pois sin(yv/ A, (t — s)) é ¢ periddica de média zero, e p é constante em cada intervalo da
forma [(k,_1,lk,). Portanto S(t)z = S(t + ¢)z para todo t > 0, logo {S(t)}+>0 possui
orbitas periddicas.

[ |
O objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.0.2. O semigrupo {S(t)}i=0 € estdvel se, e somente se, o nicleo u nao é
ressonante.

Uma das implicacoes do teorema segue diretamente da proposicao anterior. A ou-
tra implicacao sera provada de maneira construtiva, e seguira diretamente dos préximos
lemas. Antes de comecar a demonstracao, vamos fazer uma rapida analise do caso unidi-
mensional.

Exemplo 4.0.3. Vamos considerar a equacao viscoeldstica linear em uma dimensao, onde
H=1L*0,7) e

d2
——
Nao é dificil verificar que os autovalores de A sao da forma N\, = m?, X € N, assim
tem-se que p € ressonante se, e somente se, {/m € Q.

A= D(A) = H*(0,7) N Hy(0, 7).
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Consideremos W = D(A), com a norma |lw|w = [[Aw|/x, e £ = L2(R*;W). Dado
n € M, definamos as caudas de 1 como

Tmﬂ=/ w()lln(s)|2ds, @3> 1.
(0,1/2)U(z,00)

Lema 4.0.4. Seja C C LND(T) satisfazendo as sequintes hipdteses:
sup e < Q. sup| Tl <@, tun (supTlgis]) =
necC necC =00 \ peC

para algum () = 0. Entao, C é pré-compacto em M.

Demonstra¢ao. Consideremos f : [0,S5,) — [0, k) da forma

Note que, como p é decrescente, f é bijetiva. Denotemos com ¢ a inversa de f e conside-
remos

Cy={nog:necC}
Seja no g e C,y, entao para 0 < Sy < 51 < S,
) f(S1) )
o slaisssomwy = [ Ino(s)vds
f(So)

St
=:L u()lln(s)|E ds < Q

e, como W — V entao existe K > 0 tal que
|10 gH%Q(f(SO),f(Sl);V) < K|no g||%2(f(so),f(51);W) < KQ.

Sendo G = max (u(s))™”, tem-se
86[50,51]

f(51)
1D o g Z2(ps0).p500v) = /f(S) 19" ($)2I1Dn(g(s))[17-ds
0

S1
< 6 [ uITne)lds < 6Q
So
Das trés estimativas acima podemos concluir que C, ¢ limitado em

L2(f(S0), f(S1); W) VH (f(S0), f(S1): V) € L*(f(S0), f(S1): V),

onde a injecao é compacta devido ao Teorema 2.3.31. Assim, existe £ e uma sequéncia
ne o g € Cy tal que
mog—& em L*(f(So), f(S1);V).

Por outro lado, n =¢o f € Li(SO, S1; V), e a convergéncia acima implica que

Ny — 1 em LZ(S’O,Sl;V).



Estabilidade Assintdtica 40

Seja agora (7)) uma sequéncia em C, entao para cada k € N existe uma sequéncia (1}')nen
tal que n; — ni em LZ(SO, S1; V'), quando n — oo. Aplicando o método da diagonalizagao,
encontramos uma subsequéncia de (7)) de elementos de C, ainda denotada por (n),
convergindo para algum 7 € LZ(S{],SI;V), para todo 0 < Sy < 57 < Ss. Além disso,
n € M pois C é limitado em M. Note finalmente que

n

portanto, da hipdtese sobre as caudas temos que n, — 1 em M, donde segue a pré-
compacidade. [ |

Lema 4.0.5. Eziste um espago de Banach reflexivo V C D(A), continua e densamente
imgetado em H, tal que, para todo z € V, o conjunto

K.=Js®)=
t>1
¢ limitado em V e pré-compacto em H.

Demonstracao. Definamos o subespaco de H
V=WxVx[LND(T)] C DA),

com a norma
2 2 2 2 2
[[Cw, v, IV = llulli + 0llv + Inllz + 1Tl

Assim, V é um espago de Hilbert (logo reflexivo). Note que W — V «— H, logo V — H,
e a injecao é densa. Apesar de W € V e V € H, V nao é injetado compactamente em H
devido a presenca da terceira componente.

Repetindo palavra por palavra os argumentos do Teorema 3.3.3 (mudando apenas os
espagos), {S(t)}i>0 é ainda um semigrupo de contragoes em W x V' x L. Em particular,
para cada z = (ug,vg,19) € V

”S(t>ZHW><V><£ < ||ZHW><V><£-
Note que de (3.14) temos que

i Ju(t—9) 0<s<t,
Tn(s) = {Tno(s—t) s>t

Além disso,
o < 1S wvxe < 2y xc -
———

=M
Dai,
t fe'e)
T3 = / lo(t — 82 u(s)ds + / I To(s — )2 u(s)ds
t
<M+ / ITno(s)|Zaals + t)ds < wM + [ T2
0
Portanto,

sup || Tn" || m < o0, (4.1)
20
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e também
sup [[S(8)z | < oo,
=0

donde se conclui que K, é limitado em V. Mostremos agora que

Tr—r00 t>1

lim (sup T[nt;m]) = 0. (4.2)
De fato, do Teorema 3.3.3 temos

u(®|Z < 1Sz, < |23 .

[y < 1S5 < || |]|VH

Logo de (3.14)
4N 0<s<t
t 2 < ~N Y
I )l < {6N+3H170(s O s>t

Entao ||n'(s)]|3, < 6N + 3||no(s — t)||3 e parat > 1 e x > 1 fixados
Tly'; z] < 6N p(s)ds + J (x,1), (4.3)
(0,1/x)J(z,00)

onde

3llno(s — )1 pu(s)ds
(0,1/z)U(z,00)

Lo mliute+ syds
max{0,z—t}

J(z,t)

I
w

O primeiro termo de (4.3) converge para zero quando & — 00, pois i é integravel. Quanto
ao segundo, temos as estimativas

| wtar2+ 9mIpds, @ <2t
0

[ pmetas ez
z/2

Quando x — oo, ambas as integrais convergem a zero, o primeiro através do teorema
da convergéncia dominada (y(s)||n0(s)||? como dominante), e o segundo porque 1y € M.
Isto prova (4.2). Além disso,

In*lz < NIS® 2l xv e < Nzl xe = suplln'lle < oo (4.4)

=

Finalmente, sendo C o conjunto das terceiras componentes de S(t)z para t > 1, entdo
de (4.1),(4.2), (4.4) temos que C estd nas condi¢oes do lema anterior. Logo, como ja foi
observado que W € V e V € H, temos que

K.CWxVxCeV xHxM=MH.

Donde se conclui a pré compacidade de IC, em H .
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O préximo lema é a pega chave para demonstrar a estabilidade exponencial para o
caso [t nao é ressonante.

Lema 4.0.6. Assuma que dado qualquer z = (ug, v, m0) € D(A) a igualdade

/0 ()l s)Bds + T =0, V>0 (4.5)

implica que
u(t) = ug, Vt=0.

Entao, {S(t)}+=0 € estdvel.

Demonstracao. De (3.9) e da igualdade (4.5) temos que
d 2
EHS(t)ZHH =0, Vt=0,
e como S(0) = I segue que

15(®)zll = llzll3, Vi = 0. (4.6)

Primeiramente observe que, se (4.6) ocorre para algum z € D(A) e u(t) = g, entdo z = 0.
De fato, v(t) = dyu(t) = 0. Além disso, usando (3.14) tem-se

1S(t)z117, = swlluolly + [[R(E)m0ll3e = rewlluolly, + [Inoll3s,

e uma aplicagao direta do teorema da convergéncia dominada nos dé
. 2 1 2 —
Jim IR = Jim [ e+ 9)llm()lds = .

Logo, o = 0, e novamente de (3.14), n* = 0. Assim de (3.6) tem-se que Auy = 0, e pela
injetividade de A, ug = 0. Em conclusao, a hipétese do lema é equivalente a

(4.6) = =0, VzeD(A). (4.7)

Assumamos entao (4.7) e, com a notagao do Lema 4.0.5, escolhamos qualquer z € D(A).
Definamos o conjunto w-limite de z por

wiz)={¢eH:3t, = oo com S(t,)z— &},

o qual é nao vazio devido a pré-compacidade de K,. Consideremos agora £ € w(z) e uma
sequéncia t,, — oo tal que S(t,)z — £ € H. Como S(t,)z é limitado se t,, > 1 em V), entdo
do Teorema 2.3.33, S(t,)z possui uma subsequéncia S(t,, )z que converge fracamente em
V. Isto implica que £ € V. Portanto, de (3.9) tem-se que a aplicagdo t — ||S(t)z]|n ¢
decrescente e limitada inferiormente por zero, dai

Il = lim [|S(ta)zle = lim S+ ta)zllse = L [S@OS(E)zll = 1S OE]

para todo t > 0. De (4.7), £ = 0 e, consequentemente w(z) = {0}. Novamente da pré-
compacidade de K., temos que S(t)z — 0 quando t — oo. A densidade de V em H
implica que S(t)z — 0, quando t — oo, Vz € H. [ |
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Antes de seguir, vamos fazer uma analise da relagao das descontinuidades de p e a
periodicidade da solucao u, esta relacao é essencial para demonstrar o proximo lema.
Para um dado z € D(A), introduzamos o conjunto

B={seR":n'(s) =0, Vt > 0}.
Note que u é T-periddica para todo 7 € B. De fato, de (3.14), se 7 € B, entao
u(t) =u(t—71), Yt=>r,

isto é, u(t) = u(t + 7) para todo t > 0. Além disso, se (4.5) ocorre, entdo J[n'] = 0
pois ambos os termos do lado direito da igualdade (4.5) tém o mesmo sinal, e como p é
descontinua em cada s,, entao

n'(sy) =0 ¥Yn>1.

Em conclusao temos que u é s, peridédica, para todo n > 1.
Lema 4.0.7. Se o nicleo 1 nao é {-espacado, entao {S(t)}i=o € estdvel.

Demonstracgao. Usaremos o Lema 4.0.6. Seja z € D(A) tal que (4.5) aconteca, logo
{S(t)}+=0 € estdvel se mostrarmos que u é constante. Como u é 7T-periédica para todo
7 € B entao do Corolario 2.1.3 temos que u é constante se B contém dois nimeros
racionalmente independentes. Vamos distinguir duas situagoes:

I. Assumamos primeiramente que g nao é um nicleo escada, entao existe um intervalo
(Sn—1,sn) tal que p ndo é constante neste intervalo, e como p é absolutamente continua
entao de (4.5) temos que

i (8)||n' ()| =0 para quase todo s € (5,1, 5n).

Dai, existe um subintervalo de (s,_1, s,) com medida de Lebesgue positiva tal que n'(s) =
0 para todo t > 0. Portanto B tem medida positiva e assim contém dois ntimeros racio-
nalmente independentes.
II. Assumamos agora que g € um nucleo escada. Entao u tem periodo s, e entao é
constante a menos que
w-{? n=1,

B(pp+1n) n>1,

para algum $ > 0, p, € Ner, € [0,1) N Q, ou seja, S, s, sao racionalmente indepen-
dentes para todos m,n € N. Desta forma temos que fr, é um periodo de u para todo
n € N. Novamente separemos em dois casos:

IT.a Existe um numero infinito de r, distintos, entdao como a sequéncia (r,) esta con-
tida no compacto [0, 1], existe uma subsequéncia (r,, ) de Cauchy. Mas como |r,,,, — 7y, |
é novamente um periodo de u, tem-se que

inf{P > 0 : P é periodo de u} = 0.

Assim do Corolério 2.1.6 temos que u é constante.

IT.b Existe um conjunto finito {qi,qa,...,qn} C [0,1) N Q que contém todos os r,.
Pondo ¢ = ax /by, com a;, € NU {0}, by € N e denotando d = 1/(b; ---b,), temos que
existe k, € N tal que p, + r, = k,d para todo n > 1. Finalmente definindo k1 = 1/d e
¥ = fd, temos que s, = Uk,, ou seja, u é do tipo f-espacado. |

E finalmente o lema que completa a prova do Teorema 4.0.2.
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Lema 4.0.8. Se o nicleo i nao € ressonante, entiao {S(t)}i=0 € estdvel.

Demonstrag¢ao. Do lema anterior vemos que nos resta apenas verificar o caso em que p €
l-espacado. Neste caso, temos que p é da forma

S) = Z’YnX[Ekn_hfkn)(s)‘

n=1

Seja z € D(A) tal que (4.5) acontece, entao temos que n'(¢k,) = 0, para todo t > 0 e n
natural. De (3.14) temos que

u(t) = u(t — lky), Yt = lky

no(s) = ug — u(lk, —s), Vs e (0,lk,].

A primeira igualdade nos diz que u é (k,-periédica, e assim, do Teorema 2.1.7 segue que u
é (-periddica. Estendendo u periodicamente em toda a reta, da segunda igualdade temos
que 1o(s) = ug — u(—s), e portanto devemos ter n'(s) = u(t) — u(t — s) para todo s tal
que u(s) > 0. Multiplicando por p(s) e integrando a tltima igualdade temos que

/000 w(s)n'(s)ds = ru(t) — /Ooo pu(s)u(t — s)ds.

Mas como u é (-periddica e p é constante em cada intervalo [(k,_1, (k,) entao para todo
t > 0 tem-se que

| <>t—sds—z/:f"1 u(t — s)ds

n=1
¢
= Z’yn(kn - knl)/ u(t — s)ds
n>1 0

K

¢
:—/ u(s)ds = u, € V.
€ Jo

Concluimos que a func¢ao w(t) = u(t) — u, satisfaz a equacao abstrata

Para todo m € N, a fungao ¢-periédica a,,(t) = (w(t), v,,) é solugao da equagao diferencial
ordinéria
ar (t) + Amanm(t) = 0.

E como w(0) = uy — u., w'(0) = vy sdo dados conhecidos, temos que

am(t) = apm(0) cos(v/Amt) + \/_ in(v/Amt).

Assim, a,, tem perfodo fundamental 7,,,, com 7,,, = 27/v/A,,. Dai do Teorema 2.1.3 temos
que ¢ = p7,,, para algum p € N, o que contradiz com a hipdtese que p nao é ressonante.
Logo, para nao entrarmos em contradicao, a,, deve ser identicamente nula para todo m,
isto é, u(t) = u, = wy para todo ¢ > 0. Portanto, do Lema 4.0.6 segue a estabilidade
assintotica do semigrupo. [ |
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Capitulo 5

Estabilidade Exponencial

Neste capitulo vamos estudar a estabilidade exponencial para a classe de nicleos de-
finida nos capitulos anteriores. Na primeira se¢ao, faremos uma analise na relacao entre
a estabilidade exponencial do semigrupo {S(t)}>0 e o semigrupo de translagoes a direita
{R(t)}+=0. Na secao seguinte, provamos que o semigrupo {S(¢)}:>0 decai exponencial-
mente sobre uma condicao “restritiva’. Na terceira secao daremos uma prova, usando um
teorema abstrato da teoria de semigrupos, que o semigrupo decai exponencialmente com
uma condigao geral.

5.1 Uma Condicao Necessaria para a Estabilidade
Exponencial

Apresentaremos aqui uma condi¢ao necesséria para termos a estabilidade exponencial

do semigrupo {S(t)}:>0, tal condi¢do é obtida verificando que se {S(t)}1=0 é exponenci-

almente estavel entdo o semigrupo de translagoes a direita {R(t)}i>o deve também ser
exponencialmente estavel.

Proposicao 5.1.1. Se {S(t) }1=0 € exponencialmente estdvel, existe C' > 1 e > 0 tal que
p(t +s) < Ce™pu(s), (5.1)

para todo t > 0 e quase todo s > 0.

Demonstracao. Mostremos primeiramente que se existem M > 1 e € > 0 tais que
ISz < Me™,

entao
IRO|7ag) < Ce™™,

para algum C' > 1 e § > 2¢, com {R(t)};>0 sendo o semigrupo de translagoes a direita
(Ver Apéndice A). De fato, escolhamos z = (0,0,79) € H. De (3.14) tem-se

MQG_ZEtHTIOH%Vl > HS(t)HQL(H)H%H?\A
> (|15 (8)z]13,
2/ pu(s)llmo(s — ) — u(t)|[-ds
t

1 /too w(s)lImo(s — t)|[3-ds — s||u(®)|}

WV

2
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E como [[u()[[}; < [IS5(t)z[I3; < IS@)IF 3012117 < M2e™|[mo]| v segue que

— 1 -
Me ol > 5 IROmollf — M2re> [mol

ou seja,
IR0l < 2(Mk + M)e™* |Ino 3

o que prova a afirmacao. Assim para todo ny € M

IR0l — Ce™"|Inoll3q = / [u(t + 5) — Ce™ u(s)]||no(s)||7-ds < 0. (5.2)
0
Para qualquer ¢t > 0 fixado, consideremos

A= {s € R" : p(t +5) — Ce™®pu(s) > 0}.

Em particular, considerando no(s) = x.,(s)u, com ||@|y = 1, tem-se de (5.2) que

[ lute 9~ ceuts)ds =,
A
logo para quase todo s > 0 temos que

u(t + 5) < Cotu(s),

o que prova o pretendido. [ |

Existem ntcleos que decaem exponencialmente e que nao satisfazem (5.1) como vere-
mos no seguinte exemplo.

Exemplo 5.1.2. Seja o uma fungdo integrdvel decrescente satisfazendo as segquintes pro-
priedades:

1) 0 < pu(s) <e ?;

1) 11 € constante em cada intervalo da forma [n*,n? +n + 1], com n € N.
Entio se assumirmos (5.1) para quase todo s € [n?,n? + 1], temos que

p(s) = p(s+n*+n—+1—s) < Ce 019 (5) < Ce " u(s),

e entao
)
1< Ce,

o que € falso para n suficientemente grande.

5.2 Uma Condicao Suficiente Para a Estabilidade Ex-
ponencial por Meio de Estimativas de Energia

Uma questao interessante é saber se a condi¢ao (5.1) é suficiente para a estabilidade
exponencial. Note que se C'=1 em (5.1) entao

s) — (s e % u(s) — uls
M'(s):nm“(H) 1) i u(i u():_(su(s)’

t—0 t t—0
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e portanto temos que o nucleo satisfaz
1 (s) +dop(s) <0, (5.3)

para quase todo s > 0. Entao se assumirmos que C' = 1 e que p é quase sempre dife-
rencidvel, temos a estabilidade exponencial de {S(t)}>0, (ver [17]). Note também, que
utilizando uma desigualdade do tipo Gronwall, pode-se verificar que a condigao (5.3) im-
plica a condigao (5.1). A condi¢ao (5.3) inclui muitos casos fisicamente interessantes, mas
é bastante restritiva. Quando C' > 1 entao existe uma lacuna entre a condigao (5.1) e a
condigao (5.3), o que pode ser vista no seguinte exemplo.

Proposicao 5.2.1. Vamos considerar, para £ € (0,1), o nicleo simples

1(s) = Xo,0(5),

o qual claramente satisfaz (5.1). Entao, o semigrupo {S(t)}=0 do Exemplo 4.0.3 nao é
exponencialmente estdvel.

Demonstra¢ao. Assumamos que £/m ¢ Q, caso contrario, do Teorema 4.0.2, {S(¢)}i=0
nao é nem estavel. Nos vamos mostrar que a condigao necessaria para a estabilidade
exponencial,

inf [[(IAL = A)zlls > ezl (5.4)

(ver Teorema 2.5.13), para algum ¢ > 0 e todo z € D(A), falha. Para ¢, = (0,0,m e,,) €
‘H, com e, 0 m-ésimo autovetor de A, consideremos a equagao

(tmI — Az, = (o,

para a variavel z, = (U, Un, Tm). Note que ||Gnllz = V€. A ideia é encontrar solucoes
da equacao acima da forma

Um = ——C€m, Um = PmCm, m\S) = Pm\S)Em,
fn s M) = fus)

com p, € Ce ¢, € Li(]R’L, C) tal que ¢,,(0) = 0. Com essas consideracoes, a equacao
torna-se

¢
Cpm — Zm/ Om(s)ds =0,
’ 1

Observe que
. , 4 ' 1
(€700 (5)) = imon ()™ + Do) = e (14 ).

Integrando de 0 a s obtemos

bl(s) = TPy mimsy

m

Substituindo ¢,, na primeira equacio e denotando a,, = e — 1 temos

—iml — o,

Pm =
Moy,
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Como ¢/ ¢ Q, nés temos «,, # 0, Vm € N, pois se a,, = 0 entdo cosml + isinml = 1,
ou seja, cosml = 1, isto é, ml¢ = 2wk com k inteiro, e dai, £/m = 2km € Q. Escolhamos
uma sequéncia (m;) que converge para zero, logo (a.,m;) também converge para zero,
consequentemente |p,,m;| — 0o quando j — 00, e a correspondente solucao, z,;, satisfaz

1z, 17 = [[om, [l = lpmmy| = 00, j = oo,
violando (5.4). u

De fato, a Proposicao 5.2.1 continua valendo para ntcleos escada. Mais geral, sendo
A o operador abstrato com certas consideragoes no espectro, é possivel mostrar que se p
é uma funcao escada entao o semigrupo nao é exponencialmente estavel, a demonstracao
deste fato pode ser verificada no Apéndice B.

Vamos agora estabelecer uma condi¢ao mais fraca que (5.3) para a estabilidade expo-
nencial.

Consideremos a medida de probabilidade de Borel /i dada por

A(A) = = /A u(s)ds, (5.5)

para todo boreliano A contido em R*.

Definicao 5.2.2. O conjunto plano de p € definido como
Fu={seR":pu(s) >0, p/(s) =0},

e o rato plano de j € dado por
Ru = ﬂ(fu)-

O objetivo desta se¢ao é provar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.3. Assumamos que a condicao (5.1) seja satisfeita. Se
1
R, <3
[ 27

entio {S(t)}=0 € exponencialmente estdvel.

Note que se p é tal que £/(s) < 0 para quase todo s € R™, entdo R, = 0, e portanto
temos o seguinte corolario do teorema acima:

Corolario 5.2.4. Se a condigao (5.1) € satisfeita e ' < 0 quase sempre, entao {S(t)}+=o
¢ exponencialmente estdvel.

Da Proposicao 5.2.1, nao podemos esperar a estabilidade exponencial quando R, = 1,
pois neste caso temos que p'(s) = 0 para quase todo s > 0, e como p é absolutamente
continua em cada (s,_1, s,), segue do Teorema 2.2.2 que u deve ser constante em quase
todo ponto. Logo p é uma funcao escada e, em geral, nao temos a estabilidade exponencial
do semigrupo. O caso em que R, € [1/2,1), utilizando apenas estimativas de energia,
ainda é um problema em aberto e segundo Pata [18], um problema desafiador. Na préoxima
secao, daremos uma prova, utilizando o Teorema abstrato 2.5.13, do caso completo R,, <
1, isto é, se R, < 1 e a condigao (5.1) é satisfeita entdo o semigrupo é exponencialmente
estavel.
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Antes de provar o Teorema 5.2.3, vamos introduzir algumas notacoes e comentarios
para simplificar sua prova. Para a prova usaremos o Teorema 2.5.12, portanto ao longo
desta segao fixemos z € D(A) com ||z]|% < 1. Definamos

E(t) = S(t)=13,

Bl = [ WOl lds + )
0
Entao a igualdade de energia (3.9) é reescrita como

%E:Em. (5.6)

Lema 5.2.5. Se R, < 1/2, entao existe k >0 e o < 1/2 tais que, o conjunto
P={seR":ky'(s)+ p(s) >0}
satisfaz i(P) = .
Demonstracao. Para n € Ny definamos
Po={seR" :ny'(s) + u(s) > 0}.
Tem-se entao que

a:ﬁm. (5.7)
n=0

De fato, se s € F,, entao ny/(s) + u(s) = p(s) > 0, para todo n € Ny, logo s € P, para
todo n € Ny. Por outro lado, se s € P,, para todo n € Ny, entao, em particular s € Py, e
daf p(s) > 0. Além disso, temos que

wo(s) > , Vn € Ny,

logo, fazendo n — oo, obtemos que p/'(s) > 0, e como p'(s) < 0, tem-se que p'(s) = 0,
e assim s € F,. Portanto a igualdade (5.7) estd verificada, e como P,; C P,, entdo de
(5.7) e do Teorema 2.3.21 segue que

n—o0

1 . A~ o
5 > Ru=F)=p (ﬂ Pn> = lim f(P,).
n=0

Donde segue que existe k € Ny suficientemente grande tal que

. 1
(Pr) < >

Logo, basta considerar P = Py e oo = ji(Py,). |

Para o conjunto P do lema acima, denotemos

)= [ s, Abi= [ sl
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Dado qualquer v € (0, 1), escolhamos s, € (0, s1) tal que

e consideremos a funcao

77Z)u(8> = M(SV)X(O,SV}(S) + M(S)X(SV,OO)(S)a

a qual é bem comportada numa vizinhanga da origem. Para o dado v € (0, 1) definamos
as fungoes auxiliares

(1) =——/ Bu(s)o(t), 7 () rds,
@2(t — t))H,

2y(1) = % / - ( [ utoreeto) o—) o (5) — (o).

No que segue, ¢, > 0 e ¢, > 0 serdo constantes genéricas, (dependendo apenas de v e
das quantidades estruturais do problema, mas nao da escolha de z na bola unitaria em
D(A) C H), tal que ¢, — 0 quando v — 0.

Lema 5.2.6. Temos a sequinte desiqualdade

d
— @1 <elulli — (1= e)lvllf + (o + )] + e Al]

dt
+w /73 w(s)(u,n)yds — ¢, E[n].

Demonstragao. Derivando diretamente ®(¢)

d

S = /Oww(s)w,am(s)mds—% /Omwy<s><atv,n<s>>Hds. (5.9)

Da terceira componente de (3.6), temos que dyn = Tn + v, donde segue que o primeiro
termo do lado direito de (5.9) é igual a

ol [T = % [T ) Tots) s

Como v, (s) < u(s) e vale a igualdade para s > s, entao
/ Y, (s)ds = / p(sy)ds + / p(s)ds > / w(s)ds
KV v v
> R — 77

e portanto

1, .o [T v 9

el | us)ds < = (1= 5 ) ol

Sendo p, = p(st) — p(s;,), uma mtegra(;ao por partes nos da

——/ Uy (s) (v, T(s HdS———/ Py (s ,1(s)) mds
=+ [ e >>Hds—§2un<v,n<sn>>ﬂ

n>1
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Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young temos

[l Tauds < - <ol ( | #© e lnds + Zunﬂn@n)“ff)

n>1
14
< 2l
1 00 ?
5 ( / M’(S)II’U(S)IIHdS+Zunlln(8n)\lﬂ> .
Sv n>1

Como s, < s, entao

| s = s = Y

n>1

dai, usando esta igualdade e a desigualdade de Poincaré (2.3) temos

( / mu’(s)ﬂn(s)ans+Zun||n<sn>||H) <2 / " (s)ds / () In(s)|ds
23 S it

n=>1 n=>1

2 <,

<o ([ wes+ Y ) B
1 Sv n>1

= — (s )ED)

= )\lﬂ v) &N

Das desigualdades acima temos que
I 1i(sy
o [ e aneads < - lelfy - . 510

Para o segundo termo de (5.9), tem-se de (3.6),

- /OOO 0(5) (00, 1(5)) s

L wr{a{me [ o) )

= [Tt mons [ wtomtorionts >> s

11

Vamos estimar os dois ultimos integrais separadamente, para I temos que

o [T vl (el [ wntspds + 2
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onde
0= / A s = 0 / () — a(s0)) (s m(8))vds.

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young temos que

e <utuly ([ uneivs+ [ uolnolvas )

<Vl + 2 (sl [ uolnls )

<oviuly + 55 ([ wmmovas) + 2 ([ o)

Aplicando a desigualdade de Holder nas duas integrais, usando (5.8) e lembrando que
v e (0,1), segue que

Q S evWfully+ 5 75 (Tl + Alu) + 5 = Al
< wyllul® + mov/ETn] + ’%Am,

Portanto

N

Para IT, como 1, (s) < u(s), entao da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
1 [ oo
== / Vu(s) ( / u<a><n(s>,n(a)>vda) ds
0 0
1 o]

<2 oo vas)

=L (Lueaevass [ )

Usando a desigualdade de Holder e do Lema 5.2.5 tem-se

1< ({1 / u<s>dsrm}l/2 W2 +\Pu(8)d81\[n]}1/2>2

< (Val[n] + /(1 = a)Af])?
= al'[n] +2v/a(1 = a)TAl] + (1 = a)Aln]

< al[n] 4+ 2v/Tn]Aln).

Finalmente, tendo em vista que

/T = 2/oTl | < e + L),

I<w /P () ()i + on/wul} + /Tl + 2 Al
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temos que
1
IT < (a+v)In] + ;A[n].

Em resumo,
— [ )00 (s nds < ol + o+ v+ oV

# (552 ) A+ [ o)y

Unindo esta iltima desigualdade com a estimativa (5.10) temos que

d
Z O <wvllully = (A= )l[oll + (@ + v + rov/v)T]

b (5 52 ) Al + o [ o) untelvds - 42

o que demonstra o pretendido.

Lema 5.2.7. Tem-se a desigualdade

d

702 < —(rw —e)l[ulli + ollf + e Aln] - /Pu(8)<u,77(8)>vd8-

Demonstrag¢ao. Derivando @5 e usando (3.6), temos

d
— Oy =(0v,u) g + (v, Qu) g

' = <—A (Fawu + /OOO u(s)n(s)ds) ,U>H + [loll%

= — wullull} + ol - / " (), n(s)vds

— — rljull? + lolf?, - /P () (1, m(5)) s — / (), m(s)vds.

RH\P

Note que, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young
—/ pu(s){u,m(s))vds < / p(s)l[ullvln(s)vds
R+\P RH\P
1
<v [ uelulbdst g [ us)lnGs) s
RH\P vV Jrt\P
1
< v+ A
wvull + Al

assim,
d

1
G52 < (o = k)l + ol + oAl = [ o) n(s)vds,
dt 2v P

o que prova o pretendido.

53
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Lema 5.2.8. Tem-se a desigualdade

G0 = =37+ [ (o) wn(e)ves.

Demonstragao. Derivando diretamente e usando (3.6) obtemos

%@3 _ % /0 h ( / h ,u(a)xp(a)dcr) 20,m(s) — Oy, n(s) — wvds
= [ ([ wtomstoio ) rate)ats) - wys
= [ ([ orstora) - (<31l + s ) as

integrando por partes temos
= [ o) (5l + o) ) as
= —3Thl+ [ ae) (s

Consideremos agora
1
= - <1
f=ats<l,
e a funcao ®, que depende de v € (0, 1), dada por

(1) = @y (t) + BOo(t) + (w + F)Ds(0)

Lema 5.2.9. FErxiste w > 0 tal que, fitando v suficientemente pequeno, ® satisfaz a
desigualdade diferencial

S0(t) + @Bl < eAlg] ~ Bl

para algum c > 0.

Demonstracao. Das desigualdades obtidas nos Lemas 5.2.6, 5.2.7, 5.2.8, obtemos

d
—®(t) < = (Brw — &) [lully, — (1= B —ev)llvlE - %(w +1-0—¢,)ln]

dt
+ e Aln) = lnl + 20 [ (o) a(t)1'(5)) v
P
Note que, como i(P) = —1/2 entao das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young
2 [ ) w(0) 1/ (Dvits <2 [ o)l (s v
P

<o [ (o) (1l + I )

=2rwallulf}, + ST
w
<ww(28 = )ulf} + ST
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Fazendo uso da desigualdade acima e redefinindo ¢, e ¢,, tem-se que

d 1
0+ (=5 = 2) (el + ol + 5701 ) < codla] - Bl

Como
Inll3 = Tn] + Aln],

entao somando (1 — 8 —¢,)A[n], e novamente redefinindo ¢, e ¢, temos

%Cb(z&) + (1= B—5)E(t) < e, Aln] — o, B[],

Notando agora que 1 — § — ¢, > —¢,,, entao

lim(1—p—¢,) >0,

v—0

e portanto tomando v suficientemente pequeno, de modo que w =1— 3 —¢, > 0, e

considerando ¢ = ¢, obtemos a desigualdade pretendida.
|

Demonstracao do Teorema 5.2.3. Definamos a funcao
U(t) =c(l+k)E(t) + O(1),
com k como no Lema 5.2.5 e ¢ como no lema anterior. Verifiquemos que
v(0) < K,

para algum K > 0 que independe da escolha de z na bola unitaria de H. Note que
E(0) = |1S(0)z]|3, = ||z]|3, < 1. E é facil de ver que ®1(0) e $5(0) sao limitados, logo basta
mostrar que ®3(0) é limitado. De (5.1) temos que

/ p(o)do < / p(o + s)do < / Ce ™ u(s)do < %u(s),
s 0 0

consequentemente
®3(0) < —/ u(s)lImo(s) — uollyds
25 J,

<S ([ uenme s+ [~ ueulias)

< C(l;— /1)’

o que verifica a limitagao de W(0). De (5.6) e do Lema 5.2.9 temos

d d d
T V@) +@E(l) = c(1+ k)2 E(l) + (1) + wE(?)

c(l+ k’)%E(t) + cAn] — cE[n]

<
< cA[n] + ckEln].
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Como kp'(s) + p(s) < 0, para quase todo s € RT \ P, entao
Al =c [ (o))l ds
R+\P

<=k [ il ds
0

< —ckE[n).
Concluimos assim que
V+wE <0 = E<—1 d\I/
at TS ST mdt
logo
! 1 v0) K
E(r)dr < —(V(0) —¥(t) < —= < —.
| B < Z o) —w < =2 < 2

Como E é decrescente temos que

ou seja,
K
S(t)z]|3, < —.
ISW=15 < =

Assim, dado qualquer p € (0,1), existe t* suficientemente grande, que independe de z, tal
que
1S(t)zlln < p,

logo ||S(t.)]| < 1 e do Teorema 2.5.12, {S(¢) }+>0 ¢ exponencialmente estavel. [

5.3 Teorema (Geral para a Estabilidade Exponencial

O objetivo desta secao ¢é finalizar a discussao da estabilidade exponencial demons-
trando o seguinte teorema:

Teorema 5.3.1. Assumamos que a condi¢io (5.1) seja satisfeita. Se R, < 1 entdo o
semigrupo {S(t) }i=0 € exponencialmente estdvel.

Observacao 5.3.2. Definamos o conjunto
R={seR":u(s) <0}

Note que
AR = 1— p({s € R+ i (s) = 0}),
e como i({s € R : u(s) = 0}) = 0 entdo temos que

f(R) =1—a({s € R : p/(s) =0, p(s) > 0}) =1 -R,.

E como i < 1, isto é, se um conjunto tem medida de Lebesgque nula entdo o mesmo
acontece na medida fi, temos que se R, < 1 entao a medida de Lebesgue de R € positiva,
e 1850 serd bastante importante na prova do Teorema 5.3.1.
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Demonstracao do Teorema 5.3.1. Procedamos por contradicao, isto €, supomos que o se-
migrupo {S(t)}>0 nao é exponencialmente estavel, logo do Teorema 2.5.13 deve existir

sequéncias (p,) C R e (z,), com z, = (u,, vy, n,) € D(A), tais que

2all3 = Nually + llvallzr + lmll3g = 1

lim [ (2pn — A) 2l = 0,
n—oo
o qual escrito em componentes
1Py — Uy — 0 em V,
ippUn + A {ﬁ;wun + / /L(s)’r](s)ds} — 0 em H,
0
i — Tny — v, — 0 em M.

Vamos dividir o restante da prova em dois casos:

(5.11)

(5.12)

(5.13)
(5.14)

(5.15)

Caso I (p, - 0): Neste caso, podemos afirmar que para uma subsequéncia (ainda

denotada por (p,)) tem-se
inf |p,| > 0.

Como R tem medida positiva entao o conjunto
J={seR": ku'(s) + u(s) <0}
tem medida positiva, para k suficientemente grande. De fato, note que

R C [ J{s € RT :np/(s) + p(s) < 0},

n=0

logo usando argumentos similares ao usado no Lema 5.2.5, obtemos o pretendido.
Para o que segue, denotemos com Mj o espago de Hilbert

Aﬁ-%@ﬂ%(mww—[M®W$w@ww

A prova deste caso serd consequéncia dos seguintes lemas.

Lema 5.3.3. Tem-se
Tim [, = 0.

Demonstrac¢ao. De (5.11)-(5.12), deduzimos a convergéncia
Re{(ipn — A)zp, 2p) = —Re(Az,, 2,)2 = —Re(Tn, M) m — 0.

Portanto, do Lema 3.3.2 temos que

(5.16)

0~ [ W m(eds < = [ W Em(olds — ] = ~2Re(Tr b ae — 0
0

Como
Il = [ ) m(ds < <k [ w(s) ()]s
3 3
obtemos o pretendido.
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O seguinte lema é um resultado de Teoria da Medida:

Lema 5.3.4. Dado § >0 e g € L*(R"), definamos a func¢io Es[g] como

Es[g](s) = /0 "2 g (y)dy.

Entdo, Es|g] € L*(R") e
2
1Es{g]ll 2@y < 5ll9ll2e).

< s 2
e 2Ydy = —
b=

a desigualdade segue imediatamente de (2.1). [

Demonstracao. Como

Lema 5.3.5. Euziste (n;) C N tal que
lim vy, ||z = 0.
—00

Demonstracao. Mostremos primeiramente que

sup | pp|||vallv < oo. (5.17)

neN

De fato, escrevendo

1PnVn = ippv, + A [ﬁwun +/ p(s)nn(s)ds} —A [m}un +/ ,u(s)nn(s)ds} :
0 0
temos

[oalllonllve <

ipnUn + A [/{wun + / u(s)nn(s)ds}
0

+ HA {/{wun + /0 h ,u(s)nn(s)ds]

% %

<

ipnU, + A {/ﬁwun + / u(s)nn(s)dsl
0

T rwllunlly + / () |70(5) | v .
v 0

Devido a (5.14) e H — V*, o primeiro termo do lado direito converge a zero, enquanto
(5.11) e a Desidualdade de Holder nos da

Kwl|un [|v +/0 p(s) |l (8)llvds = kwl[unllv +/0 V() V ()| (8)] v ds
< kW + VE[nalm < rw + VE,

e isto prova (5.17).
Agora, reescrevendo (5.15) como

annn - Tnn — Un = En,

com g, — 0 em M. Como 7, € D(T), integrando a igualdade acima obtemos a expressao

explicita
1 S
Ma(s) = —(1 —e "), —i—/ e P Ve, (y)dy. (5.18)
1Pn 0
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Além disso, do Lema 5.3.3 e de (5.17),
|in (1hns A ) a5 | = | /JM(S)H%(S)HVHA1vnHvd5

= pal[oallv- /3 VAV ) 1a(5) v ds

assim, aplicando a desigualdade de Holder, o Lema 5.3.3 e (5.17) temos que

|Z'/0n<77nuAilvn>M3| < \/E|pn\||vn| % nnHMa — 0.

Portanto, de (5.18)
an<nn7 A_lvn>/\/l3 = anHUnH?{ + bn — 07 (519)

onde

in = / ul(s)(1 — e ds,

b= [ ts) ([ e et A vy ) s,
J 0

Mostremos primeiramente que b, — 0. Devido a (5.1), (5.17) e ao Lema 5.3.4, tem-se

o [ ([ eatvay ) as

<VCpallltlly- / VS EslValealv](s)ds
2/ kC

5 |pN|||Un|

bl <lpnlllvn|

<

V*

EnHM — 0.

Para estimar a,, consideremos p, o ponto limite de (p,). De (5.16) sabemos que

ps € [—00,00] \ {0}.

Se p. € {—o0,00}, para uma subsequéncia, o Lema de Riemann-Lebesgue 2.3.25 nos
garante que

ay, — /u(s)ds > —k/,u'(s)ds >0,
J J

se px € R\ {0},
ap — /3;4(3)(1 — e %) ds,

com
Re/,u(s)(l — e %) ds = /u(s)(l — cos(pys))ds > 0.
J J
Em ambos os casos, para (5.19) ser vélido, deve existir uma subsequéncia de (vy;) tal que
vn; — 0, quando j — oco. [ |

Lema 5.3.6. Euxiste (n;) C N tal que

lim [|u, [l = 0.
j—00
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Demonstracao. Definamos

De (5.13) e (5.16), segue que
2 :
HgnHV < m“vn - anunHV — 07

logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada tem-se g, — 0 em M. Entao,
reescrevendo (5.18) como

mls) = (= et [ )y 46 (s, (5.20)
0
o qual, devido a (5.11), nos diz que

<77n7 un)/\/lg = an”“n”%/ + ¢, + <§na un>/\/13 — 0, (521)

com a, como no lema anterior e

= [t ([ ememcmmvy) ds

<§n7 un>/\/l;, — 0.

Claramente,

Além disso, usando a mesma argumentacao da prova do lema anterior temos que

2vVkC
)

el < [unllvllenllae = 0.

Sabendo que existe uma subsequéncia de (a,) que converge para um valor nao nulo, entao,
para que (5.21) ainda seja vélido, devemos ter que existe (n;) C N tal que

lim [l [l = 0.
j—o00

Lema 5.3.7. Euxiste (n;) C N tal que
lim {7y, || = 0.
—00

Demonstragao. Multiplicando (5.20) por 7, € M, e usando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz e (5.11) temos

Il < 2 / " )l ()l vds + / () / en() v dylin(s) v ds
T / i) v ln(3)llv s
< 2v/rllunlly + / ) / 1) len () vyl () ds + o Lac
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Usando (5.1), obtemos a estimativa

Il < 2Rl + [ e / G+ 5= ) en®) vyl () lvds + llsulLu
<2l + [Vl [ VE D St vyl (9vds + L
< 2vRluall +VC [ VST ) BslyAleaIv)(s)ds + Lo

o qual, do Lema 5.3.4, segue que

2\/C

Imnll3e < 2V llunlly + == llenllv + llsnllan

Do Lema 5.3.6, segue que existe (n;) C N tal que a subsequéncia (u,;) converge para zero
em V, o que implica, da estimativa acima, que (n,,) converge para zero em M. [ |

Coletando o Lema 5.3.5, Lema 5.3.6 e Lema 5.3.7, encontramos uma subsequéncia
(nj) C N tal que

T 1z, 3 = Jim (i I+ o, s -+ [0, ) =0,

contradizendo (5.11). O que prova o Caso 1.
Caso II: (p, — 0). Devido a (5.11), como

1Gipn = A)znllae = [[Aznllz — lpnl,
temos que ||Az,|lx — 0, e as relagoes (5.13)-(5.15) ficam

vy, = 0 em V,

A {mwun + /00 u(s)nn(s)dsl — 0 em H,
T, + vy —>8em M.
0 que nos da as seguintes convergeéncias
lvalltr = 0, [lwnlly + (1 wn) e = 0, [ Tallag = 0.

Assim, para contradizer 5.11, precisamos apenas mostrar que

10| 1 = 0.

Para isso, usemos o fato de que a condi¢ao (5.1) implica a estabilidade exponencial do
semigrupo de translagdes a direita { R(t)},.,. De fato,

IRl = / " u(s) (s — 6) 2 ds = / e+ 8)lIn(s) 2 ds

<0 [ (o) n(s) s = Ce Ml
Assim, de acordo com o Lema 2.5.13, existe o > 0 tal que
1 1
17alla < = i IGA = T)nallve < Tl

o que finaliza a prova do Caso II. [ |
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Apeéendice A

O Semigrupo de Translacoes a
Direita

Neste apeéndice definiremos o semigrupo de translacoes a direita e identificamos seu
gerador.

Consideremos p : RT — [0,00) uma fungao decrescente, integrével e quase sempre
diferenciavel. Sendo V' um espaco de Hilbert real, notemos M = Li (RT, V).

Teorema A.0.1. O operador T : M — M definido por
D(T) = {neM;Dnpe M en(0) =0}, Tn=—Dn,
onde n(0)= lim+ n(s) em Ve D € a derivada fraca em M, € gerador do semigrupo (de
s—0
classe Cy) de translagoes a direita {R(t)}+=0, onde

o) ={ 7022, (A1)

Demonstracao. Nosso primeiro objetivo é mostrar que o operador 7' é gerador de um
semigrupo de contragoes {S(t) }>o.

De fato, sabemos que C§°(R*, V) é denso em M e como C§°(R*, V) C D(T') segue
que T é densamente definido. Além disso, usando integracao por partes

T = =5 [ uls) (o) Fds = lim / (5)-C n(s)]fy ds

~a (@b GNL-

y 2
0 < liminf (y)|In(y)|2 < limsup j(y) ( / ||Dn<z>||vdz)
y—>0+ 0

1

+ @)@l + / u’(S)Iln(S)IIZ’vdS)(A-Q)

Note que

y—07t
y 2
< limsup ( / \/u<z>|an<z>||vdz)
y—0t 0

Yy
<timsupy [ ()| Dn(a)|dz
0

y—0t

< limsup y|[ Dyl = 0.

y—0t
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Logo
lim u(y)|n(y)|I3 = 0.
y—07+

Como o lado esquerdo de (A.2) é finito, e os restantes dois termos do lado direito sao
negativos, segue que existe o limite e

(T, myan = / " () In(s)|ds <. (A3)

Portanto T' ¢ dissipativo. Mostremos agora que Im(I —T) = M. Seja i1 € M, conside-
remos a equagao

n(s) + Dn(s) = 7(s). (A.4)

Multiplicando por e® e integrando obtemos

n(s) = / ey dy. (A5)

Note que n € M. De fato, para £ € M tal que ||£]|y; = 1 temos

S

< [T VaGlles [ e Vil

= /OOO Vi) IEs) v (E ® ullnllv)(s)ds

1M E ® /el 7llv] Lo
12| @ Vel v | 2@y = 17| ac-

/OOO p(s) /0 e~ i(y), £(s))vdyds

<
<

Onde E(s) = e * e a ultima desigualdade segue de (2.1). Dai, do Teorema 2.3.5, temos

Inllave = sup [, )l < [l < o0
el =1

Verifiquemos que 1 dado em (A.5) satisfaz (A.4). Assumamos primeiramente que 7 €
Cs°(R*, V), entdo denotando g(y) = e¥7j(y) € C5°(RT, V). Se G é tal que DG(y) = g(y),

temos

Portanto,
n(s) =eG(s) = Dn(s)=e DG(s) —e*G(s) =1(s) —n(s).

Consideremos agora 77 € M qualquer, entao da densidade de Cg°(R™, V) em M, segue
que existe uma sequéncia (7,) em C§°(R*, V') que converge para 7 em M. Dai

/0 " (a(s), DY(s))wu(s)ds = — / () — ma(s), () vuls)ds, Vo € C(RY, V).

Fazendo n — oo na expressao acima, e usando o teorema da convergéncia dominada,
segue que 7 satisfaz (A.4).

Claramente n(0) = 0, e da equacdo (A.4), n € M se, e somente se, Dn € M. logo
n € D(T), e assim T é m-dissipativo.

Portanto do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.5.8), temos que T é gerador de
um semigrupo Cj de contragoes, o qual denotamos por {S(t)}>o.
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Vamos agora verificar que {R(t)}+>o definido em (A.1) é um semigrupo de classe Cj e
que coincide com {S(t)}+=0 em D(T)).

Claramente, {R(t)};>0 é um semigrupo. Note que, como C§°(R*, V) é denso em M,
entdo dado ¢ > 0 e n € M, existe f € CP(RT, V) tal que ||n — fllm < /3, e da
continuidade uniforme de f, existe § > 0 tal que se |t| < 0 entao

IF(s =) = f&)I} < o=, Vs €R™.
3K
Portanto, para t < 9,

[R@)n = nllm < [[RE)n = R(E) fllam + [[RE)S = fllaa+1F = nllm <e,

o que verifica que {R(t)}+>0 ¢ um semigrupo de classe Cj.
Denotemos com A seu gerador infinitesimal, se n € D(T) entdo, para h > 0 temos

s—h)—n(s
B - | n()s>h.

h n(s)

Assim

/0°° H (R(h)n)(}j) — ()|’

()5, u(s
i

+/’Hm5—m—m@>

p(s)ds. (A.6)
v

h

Para o primeiro termo do lado direito temos

hmuﬁ—1/|m I p(s)ds < timsup - (/|um |wm0 u(s)ds

h—0t

< limsup /‘/HDn )2 dyspu(s)ds

h—0t
~ timsup /an/mey
i
1. 9
< §hmsup IIDn(y)Ilvu(y)dy =0,
h—0t 0

logo

E para o segundo, note primeiramente que
2

/:_h Dn(y)dy iu(s) < {/:_h ||Dn(y)||v} ()

s—h s—h
< n [ D) dvuts) < b [ IDatw)u)dy
< BIDulR

In(s = h) = n(s)[[vu(s) =




O Semigrupo de Translagoes a Direita 67

Dai, usando o teorema da convergéncia dominada, com a fungao pu(s)||Dnl||3, como domi-
nante, temos que

2

) = / = D) Bu(s)ds.

lim
h—0+

> Hn(s —h) —n(s)
A h

Portanto de (A.6), temos que A|pr) = T, logo do Teorema 2.5.4, R(t) = S(t),vt > 0. R
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Apendice B

Falta de Estabilidade Exponencial
para Nucleos Escada

Neste apéndice, mostraremos que para algumas realizagoes do operador A, para ntcleos
da forma

ILL(S) = Z’ynx[snflys'rL)(s)’ (Bl)
n=1

onde (7,) é uma sequéncia estritamente decrescente, possivelmente =, = 0, para todo
n > N, para algum N € N, o semigrupo {S(t)};>0 ndo decai exponencialmente.
Ao longo deste apéndice denotaremos

o = inf v,.
oo = nen T

B.1 Caso Unidimensional

Vamos considerar aqui a equacio viscoeldstica unidimensional. Fixemos H = L?(0, ),
e neste caso

d2
—
Como ja mencionado, temos \,, = m?, e v,,(x) = sinmzx, com m € N. Note também que
jé verificamos que o semigrupo {S(t) }+>0 nao decai exponencialmente quando (s) = X[o,¢)-

Note que se o nucleo for ressonante entao o semigrupo nao é nem assintoticamente
estavel, portanto devemos considerar que ¢/7 ¢ Q. Mostraremos que mesmo neste caso,
a estabilidade exponencial nunca ocorre. Antes disso, vamos ver dois lemas, o primeiro
¢ um resultado provado por Dirichlet em aproximacao Diofantina simultanea, cuja prova
que daremos, é baseada no principio da gaiola dos pombos:

A= D(A) = H*(0,7) N Hy(0, 7).

“Se n pombos sao colocadas em m gaiolas, com n>m, entao ao menos uma gaiola deve
conter mais de um pombo.”

Lema B.1.1. Sejam aq,...,ay numeros reais. Entdao, para todo € > 0, existe m € N e
Pn €Z comm = 1/¢, tais que
ap,m — p,| < g,

para todon =1,...,N.
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Demonstragio. Escolhamos M € N tal que M > 2/e. Dividamos o cubo unitério [0, 1]Y C
RY em MY cubos de lados 1/M. Denotemos @ = (ay,...,ay), e consideremos M” + 1
vetores “pombos”

dec(ja) = (dec(jai), ... ,dec(jay)), j= M,2M,..., (MY +1)M,

onde dec(x) = x — [z], com [z] denotando a parte inteira de z. Note que temos MY + 1
“pombos’em MY “gaiolas”, portanto, existem j; < jo tais que dec(j1a) e dec(jsa) estao

na mesma “gaiola”. Sendo m = j; — js € p, = [j1a,] — [j2an], entdo paran =1,..., N
temos 5
anm — pn| < |anjy — [Jran]| + |72 — [J2an]| < i <e.

Denotemos a meia transformada de Fourier de p por

i) = [ e us)ds.
0
Lema B.1.2. Para cada m € N, consideremos
Cm = mji(m).
Entao ¢, # 0 para todo m € N, e existe uma sequéncia (m;) C N tal que

lim ¢, = 0.
J—00

Demonstracao. Usando a representacao de p e calculando a transformada diretamente,
temos

C’I’)’l = m/ 6_2m8/"6(8)d8 = m/ e_ims Z ’yTLX[Sn—l,Sn)(S)dS
0 0 n=1

0o Sn 1 )
- m § ’Yn/ e~ Ms s = E :,Yn(efzmsn,l _ efzmsn»
(3
n=1 Sn—1 n=1

Como (7,) é uma sequéncia decrescente limitada inferiormente por zero, entao 7, — Yoo,
quando n — oo, assim podemos escrever

o)

1 —iSpm —1Soom
Cm = ; (’71 - Z(’Vn _7n+1>e = Yo T > )

n=1

onde o ultimo termo do lado direito desaparece quando 7., = 0.
Assumamos, por contradicao, que ¢, = 0 para algum m € N. Entao

o0

n=1
Por outro lado, sabemos que
"= Z(’Vn — Ynt+1) + Yoo (B.2)

n=1
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Como v, — Vny1 = 0 e 75 = 0, a igualdade acima ocorre apenas se os numeros s,m e
Seom sao multiplos de 27, mas como assumimos que o nicleo nao é ressonante, isto é
impossivel. Logo ¢,, # 0, para todo m € N.
Vamos provar a segunda parte do lema. Da representagao (B.2), podemos reescrever
Cyp COMO
1 [ & . ,
Cm = —~ (Z(Vn - 'Yn—I—l)(l - e_zsnm) + ’700(1 - 6—zswm)> .

7
n=1

Fixamos € > 0, e escolhamos N = N(¢) € N tal que

o0

€
MW =Yoo = ) (I = Mmar) < 7
n=N
Entao, como |1 — e™%| < 2, para todo s € R temos
1800 zsnm €
[em| < Yooll — €7 |+Z R (R

Além disso, do Lema B.1.1, podemos encontrar m = m(e) € N, p, = p,(¢) € Z e
Poo = Poo(€) € Z tais que

5
n 2 n
[sum pu| < 471
para todo n = oo, 1,..., N — 1. Usando a desigualdade elementar |e? — 1| < |0|, que é
valida para todo 0 € R, temos
‘efisnm . 1‘ — ’efi(snm72pn7r) o 1| < |snm . 2pn7T’ < i
4m
Portanto
Y0 | € € _ €0 £
X T, - n — In S —— - (CS) - < )
| T n:1(7 Y1) + 5 o, o (1~ Yoo) + 5 S¢€

portanto, podemos construir uma sequéncia (m;) de niimeros naturais tais que ¢,,; con-
verge para zero, quando j tende a infinito. |

Teorema B.1.3. Se i é do tipo escada da forma (B.1), entdo o semigrupo {S(t)}+=o ndo
¢ exponencialmente estdvel.

Demonstrac¢ao. Vamos assumir que g nao é ressonante, caso contrario o semigrupo nao
¢ nem assintoticamente estavel. Mostraremos que a condi¢ao necessaria para se ter a
estabilidade exponencial (ver Teorema 2.5.13)

inf [|((AL — A)zlly > ellzlln, V2 € D(A)e >0,

falha. Para A € R e z,, = (0,0,m 'v,,) € H, consideremos a equagao complexa, na
variavel z = (u,v,n)

(I —A)z = z,.

Note que ||zy]|x = v/k. Vamos procurar uma solugao da forma

L — =
w= L 0= pos 1) =
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compeCeypce Li(]RJF, C) tal que ¢(0) = 0, a equagao acima pode ser escrita da forma

Np — kwm?p — z')\m2/ w(s)p(s)ds =0,
0
ixp(s) = Tp(s) —p= m™".

Integrando a segunda equagao temos

o0 =5 (2 40) A=)

A \m
Substituindo ¢ na primeira equagao obtemos
p(N* = m?) —m(k — i(A) = mpji(\)) = 0.
Aplicando o Lema B.1.2 com A = m;, temos

_Imyk = ey K

Ip| =

— 00, quando j — 00,

=
mj|cmj| |ij|
e a correspondente solugao z satisfaz
12l = |lvllv = |p| — o0, quando j — oo.

o que finaliza a prova, pois se {S(t)};>0 é exponencialmente estdvel, entdao para um dado
e > 0 deveriamos ter

B.2 O Caso Geral

De forma mais geral, temos o seguinte teorema:

Teorema B.2.1. Assumamos que existe uma sequéncia (;) formado por autovalores de
A para o qual o sequinte é vdlido: para todo N € N existe sequéncias de inteiros (py.;),

paran=1,...,N —1, e (apenas se v > 0, 0 que implica que soo < 00) (Pn.oo) tais que
Snr/ B
lim Bj—pn,j =0, Vn=o00,1...,N—1. (B.3)
j—oo | 2w

Entao, se p € da forma (B.1), o semigrupo {S(t)}i=0 nao € exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Vamos prosseguir exatamente como na prova do Teorema B.1.3, recolo-
cando m; por \/f3; = A e redefinindo ¢,,; como

¢ = /Bii\/B;)-

A condigao (B.3) permite reformular a prova do Lema B.1.2; e portanto podemos obter a
convergencia ¢; — 0, quando j — oo. |
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Note que, dado um operador A, a nao estabilidade exponencial do semigrupo se re-
sume a verificar a condi¢ao (B.3). Para isso, é necessario o conhecimento assintético de,
ao menos, alguns dos autovalores de A, e ter em maos algum teorema de aproximagao
Diofantina.

Por exemplo, se o espectro de A contém valores da forma

/Bm = '72m2 + o(m),

para algum v > 0 e todo m suficientemente grande, entao (B.3) é valido para alguma
subsequéncia m;. De fato,
SnVBm _ Sy

5 = 5 M +o(1),
e o pretendido segue do Lema B.1.1.
Consideremos A = —A, com condigoes de fronteira de Dirichlet (as mesmas da Ob-
servagao 3.1.1), com dominio Q = I1?_,[0, ;] C R"™, com L; > 0, para ¢ = 1,...,n. Neste

caso, para todo m € N, é possivel verificar que os ntimeros 72m?/L? sao autovalores de A,
logo, da discussao do pardgrafo anterior, a hipdtese (B.3) é satisfeita. O mesmo raciocinio
pode ser aplicado quando 2 = B(0, R), a bola aberta de R?, de centro na origem e raio
R > 0. Neste caso os autovalores de A sido da forma m?m?/R?, para m € N.
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