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RESUMO

O presente trabalho versa sobre o uso dos estimadores de erro Extrapolagdo de Richardson e
Grid Convergence Index — GCI, baseados tanto na ordem aparente quanto na ordem
assintdtica, na solu¢do das equagdes de Navier-Stokes aplicadas a escoamentos laminares com
solugdo analitica conhecida. Para tal se usa um soffware comercial que utiliza o0 Método dos
Volumes Finitos baseados em Elementos com malhas ndo-estruturadas, o CFX. Todas as
malhas usadas para a solu¢do dos problemas apresentados sdo tetraédricas. Os problemas
escolhidos para o estudo foram: escoamento recirculante na cavidade quadrada e o
escoamento completamente desenvolvido entre duas placas planas paralelas. Esta escolha se
deve ao fato de se querer testar o comportamento das solu¢des com o refino de malha, bem
como as previsdes de incerteza com os erros numéricos das solugdes, avaliando a efetividade
destas. Outro objetivo do estudo é o de se verificar o comportamento dos estimadores de erro
para uma mesma variavel em diferentes pontos de uma malha bidimensional, bem como
quando esta ¢ obtida a partir de diferentes variaveis de base. Os resultados para o problema da
cavidade quadrada se comportaram como o esperado com sobre-estimativas bastante
significativas. Para o outro problema, os resultados mostraram uma elevada sensibilidade da
ordem aparente as variagdes nas solucdes obtidas. No problema do escoamento entre placas
planas verificou-se a total dependéncia das estimativas de erro para diferentes pontos da
malha assim como que diferentes varidveis de base levam a diferentes estimativas de erro,

bem como diferentes comportamentos destas estimativas com o refino de malha.

Palavras-chave: Incerteza numérica; Mecanica dos Fluidos Computacional.




ABSTRACT

The present work is about the use of the Richardson’s Extrapolation and the Grid
Convergence Index — GCI error estimators, based on both apparent and asymptotic orders, on
the solution of the Navier-Stokes equations applied to laminar flows with known analytical
solutions. For this purpose, commercial software that uses the Element-based Finite Volume
Method, with unstructured meshes called CFX was used. All grids used for the solution of the
proposed problems were formed with tetrahedrons. The chosen problems for this study were:
recirculating flow on a square cavity and the completely developed flow between two flat
plates. This choice was made because we aimed to test the behavior of the solutions with the
mesh refinement as well the numerical uncertainty with the numerical errors of the obtained
solutions, evaluating its effectiveness. Another target of this work was to verify the error
estimator’s behavior for the same variable at different points on a two-dimensional mesh, as
well as when this variable is obtained from different base-variables. The results for the first
problem behave as expected with significant over estimation, especially for the GCI error
estimator. For the other problem, the results showed a high sensitivity of the apparent order to
the variations of the obtained solutions. On the flow between two flat plates problem we
verified a dependency of the error estimate with the geometric point where the solution was
evaluated. Results obtained with different base-variables showed different error estimative

and behavior of those with mesh refinement.

Keywords: Numerical uncertainty; Computational Fluid Dynamics.
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A" Volume do volume de controle

1 Fluxo de massa na aresta de um volume de controle

B, BF Fator de peso ou fator de mistura

Q;zf Fluxo advectivo sobre um ponto de integracdo de fronteira;
Qﬁf Fluxo difusivo sobre um ponto de integracido de fronteira;
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1. INTRODUCAO

1.1 Introdugao

A utiliza¢do da simulagcdo numérica como uma ferramenta de projeto ou de analise de
problemas de engenharia ¢ uma realidade em diversos setores da industria brasileira e
mundial. Hoje, simula-se desde estruturas de pontes e prédios até componentes eletronicos
verificando o comportamento fisico destas pecas as mais diversas situagdes de uso.

Esta tendéncia deve-se primordialmente a trés fatores principais:

e Reducdo nos custos de hardware computacional (processadores, memdrias, discos
rigidos, etc.) com um aumento de performance bastante acentuado, tornando o
gerenciamento de grandes bancos de dados (em nosso caso mais especifico, matrizes) uma
tarefa facil e relativamente rapida;

e O amadurecimento dos softwares de simulacdo que passaram de codigos especificos para
resolu¢do de problemas académicos, para softwares completos capazes de resolverem
problemas de elevada complexidade geométrica e fisica. Estes programas computacionais
ainda tém, para uma realidade brasileira, custos bastante elevados estando eles ainda
restritos a companhias de grande porte ou a instituicdes de pesquisa, desenvolvimento e
ensino as quais tém incentivos para a aquisi¢do dos softwares por parte dos seus
fabricantes;

e O aumento nos custos de projeto, instalacdo e manutencdo de laboratorios especializados
para a realizacdo de ensaios e experimentos para o desenvolvimento de produtos e
solucdes de engenharia.

Com o amadurecimento dos softwares de simulagdo numérica comegaram também a
surgir indagacgdes sobre a acuracia das simulagdes realizadas. Em problemas onde a solugdo
analitica n3o era conhecida, eram realizados experimentos para se “validar” as simulagoes,
ou seja, se fazia um processo para determinar o quao precisa era a representacdo do mundo
real sob a perspectiva de inten¢do de uso de um modelo (Oberkampf e Trucano, 2002).

Por outro lado haviam problemas matematicos que utilizavam as equacdes fisicas
(Equacdes de Navier-Stokes, Equacdes de Conservacdo de Energia, etc.) com condi¢des de
contorno especificas com as quais se podia obter uma solucdo analitica para o problema (por
exemplo, Shih, et. A, 1989). Nestes casos a validacdo do codigo ndo ¢ possivel, mas a

“verificagcdo”, isto ¢, determinar se um cddigo computacional representa precisamente a



20

solucdo das equagdes matematicas propostas (Logan e Nitta, 2002 citando Cafeo e Roache,
2002), € possivel.

Mais recentemente houve a publicag¢do de diversas solugdes numéricas de referéncia, ou
solucdes de benchmark, (Ghia, et al, 1982; por exemplo) as quais também tém sido utilizadas
para a verificacdo de codigos.

O propdsito deste trabalho estd em aplicar uma metodologia, j& amplamente divulgada
e aceita, de verificagdo de um cdédigo a um software comercial para problemas de
escoamentos laminares cujas solugdes analiticas estdo disponiveis.

O software escolhido foi o CFX, o qual ¢ baseado no Método de Volumes Finitos
Baseado em Elementos (EbFVM — Element-based Finite Volume Method) (termo proposto
por Maliska, 2004 em substituicdo ao termo Control Volume-based Finite Element Method —
CVFEM), proposto por Raw (1985). Esta metodologia tem como principal atrativo a
facilidade de discretizagdo de geometrias de elevada complexidade trabalhando com malhas
ndo-estruturadas e apresentando uma performance, no que diz respeito aos erros de
convergéncia bastante boa (um estudo mais completo sobre esta metodologia pode ser vista
em Souza, 2000; e no capitulo 2 deste trabalho). Assim, tem-se o primeiro objetivo deste
trabalho: a avaliacdo dos erros de discretizagdo, os quais serdo definidos mais a frente e
também no Capitulo 2, para o EbFVM implementado no CFX.

Um segundo objetivo deste trabalho € avaliar os Estimadores de Erro, Extrapolagdo de
Richardson e Grid Convergence Index — GCI, para malhas ndo estruturadas assim como feito
por Celik e Karatekin (2002).

Para isto foram estudados dois problemas laminares com solu¢do analitica conhecida:
escoamento recirculante em cavidade quadrada, proposto por Shih, et al. (1989); e o

escoamento entre placas planas semi-infinitas.

1.2 Motivacgao

Nos meios académicos ainda ha muita controvérsia sobre a utilizagdo dos chamados
softwares comerciais para a solug¢do de problemas de engenharia. Entretanto, esta utilizagio ¢é
uma realidade tanto no Brasil como em outros paises. Nao se objetiva neste trabalho defender
a utilizacdo ou ndo destes cddigos. Entretanto, defende-se aqui que a utilizagdo de qualquer
codigo, comercial ou académico, para a simulagcdo de eventos fisicos deve ser acompanhada
de cuidados, principalmente no que tange a quantificagdo das incertezas envolvidas nestas

simulagdes.
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Esta preocupacdo pode ser explicada com uma frase de Ferziger (1993), que diz:

“Em calculo, o pior desastre que pode ocorrer ndo ¢ a instabilidade ou a perda de
convergéncia, mas, resultados que sdo, simultaneamente, bons o suficiente para serem criveis
e ruins o suficiente para causar-nos problemas”.

Atualmente, a quantificagdo da incerteza numérica de uma simulacdo ¢é tida como um
dos mais importantes topicos da Dinamica de Fluidos Computacional, ou CFD, como
demonstrado por diversos foruns como o AIAA (American Institute of Aeronautics and
Astronautics), o ERCOFTAC (European Research Community on Flow, Turbulence and
Combustion) e o ITTC (International Towing Tank Conference) além de controles rigorosos
por parte de instituigdes de publicacdo de avangos na area como o Journal of Fluid
Enginering da ASME e os numerosos artigos em revistas e congressos que sdo publicados
anualmente.

A Divisdo de Engenharia de Fluidos da American Society of Mechanical Engineers
(ASME) vem fazendo trabalhos nas 4reas de deteccdo, estimativa e controle da incerteza
numérica e/ou do erro em CFD desde 1990. No entanto, um primeiro trabalho de controle de
qualidade nesta area foi realizado em 1986 por Roache et. A/ e revisado em 1993, por Freitas.
Uma revisdo do procedimento de céalculo foi realizada por Celik em 2003, sendo esta a
referéncia mais recente sobre este assunto que foi encontrada.

Embora a discussdo sobre este assunto ja tenha atingido um certo grau de maturidade
com crescente atencdo para a taxonomia, metodologias detalhadas e numerosos estudos de
caso para diferentes tipos de problemas (por exemplo Marchi, 2001, E¢a & Hoekstra, 2003,
dentre outros), varios pontos de vista ainda ndo convergiram. Assim, sera necessario, neste
trabalho, fazer a definicdo dos termos utilizados, o que serd realizado ainda neste capitulo
inicial.

Outro motivador para este estudo ¢ o fato de haver ainda pouco entendimento dos
efeitos da utilizacdo de malhas ndo-estruturadas sobre os erro numéricos € o desempenho dos
estimadores de erros (Marchi, 2001). Busca-se neste trabalho, mostrar este desempenho para
os dois problemas selecionados.

Além disto, poucos estudos da incerteza numérica para cddigos baseados no Método de
Volumes Finitos Baseado em Elementos (EbFVM — Element-based Finite Volume Method)
(Maliska, 2004) foram encontrados. Os resultados apresentados por Souza, 2000, ndo trazem
nenhum estudo de incerteza numeérica, apesar de apresentar resultados em mais de uma malha
para o problema da cavidade quadrada (Ghia, et. al, 1982) o foco do trabalho estava nos erros

de iteracdo, ou de convergéncia.
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1.3 Objetivos

Neste trabalho se apresenta a metodologia de célculo da incerteza pelo método de Grid
Convergence Index - GCI baseando-se nos trabalhos de Roache (1997), Marchi (2001) e Celik
(2003) e a aplica a um cédigo comercial baseado no EbFVM, o CFX.

O trabalho apresenta resultados somente para problemas laminares com solugdo
analitica conhecida. Objetiva-se com isto verificar apenas o efeito da multidimensionalidade
nos resultados assim como os efeitos da ndo-estruturagdo da malha sobre estes (trabalho

também realizado por Celik e Karatekin, 2002).

1.4 Terminologia basica.

Em todos os objetivos deste trabalho se repete as palavras erros, verificagdo e malhas
nao-estruturadas, entretanto nenhuma definicdo destes termos ou suas fontes foram citadas.

Esta definicdo sera realizada agora.

2.3.1  Erro: Definigao, Tipos e Suas Origens.

Ha diferentes definicdes para o termo erro. Aqui serdo apresentadas e discutidas
algumas delas bem como os tipos de erros que podem ser encontrados em uma simulagdo
numérica e suas origens.

Baseando-se na definicdo metrologica de erro, Stern et alii (1999), define erro como
sendo a diferenga entre o valor da simulagdo ou o valor da solu¢do analitica e o valor
verdadeiro de uma varidvel. Esta mesma definicdo ¢ usada por Marchi (2001), citando
Oberkampf e Blottner (1998); Roache (1997) e Ferziger e Peri¢ (1999), para definir erro de
modelagem.

A origem dos erros esta intimamente ligada ao processo de andlise e solugdo de um
problema. Ha dois grandes grupos de métodos para a andlise e solucdo de problemas: os
experimentais e os tedricos. Estes ultimos, por sua vez podem ser divididos em dois grupos
distintos os analiticos e os numéricos. Na Figura 1.1 ¢ mostrada esta divisdo entre os métodos
de solucdo e os respectivos erros gerados em cada fase.

Neste trabalho ndo serd feita a defini¢do dos tipos de erros para os métodos
experimentais uma vez que estamos tratando apenas de métodos de solu¢do numérica de

problemas, ou seja, apenas de métodos teoricos.
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Para as solucdes numéricas os erros podem ser classificados, de acordo com a sua
origem, em (Marchi, 2001):

o  Erro Numérico como sendo a diferenca entre a solug¢do analitica exata para uma variavel

de um problema qualquer e a sua solug¢do numérica (Férziger e Peric, 1999). E composto
de quatro parcelas a saber:

- Erros de Truncamento: ¢ definido como o residuo que resulta da substituicdo da

solucdo analitica exata de uma varidvel na equagdo discretizada do modelo
matematico;

- Erros de Iteracdo: ¢ a diferenga entre a solugdo exata das equagdes discretizadas e a

solu¢do numérica em uma determinada iteragcdo. Este erro pode ser nulo caso se
obtenha a solu¢do do sistema de equacdes algébricas diretamente e a equagdo
diferencial for linear;

- Erros de Arredondamento: ocorrem devido a representagdo finita dos nimeros reais

utilizada nos calculos em computador. Estes erros dependem de dois fatores: o
compilador usado para gerar o codigo computacional e o processador que o executa e
estdo relacionados com o numero maximo de algarismos que uma variavel pode ser
representada e armazenada na memoria do computador;

- Erros de Programacdo: incluem basicamente:

- erros resultantes do uso incorreto do modelo numérico;

- erros gerados na implementag@o do algoritmo do modelo numérico;

- erros cometidos no uso do programa computacional durante a obtencdo da
solu¢do numérica;

Quando o erro numérico ¢ gerado apenas por erros de truncamento, isto ¢, os demais
erros (arredondamento, programacdo e iteracdo) sdo nulos ou despreziveis, este erro ¢
denominado erro de discretizagdo (Ferziger e Peric, 2002). Estes podem ser estimados de duas
formas:

o A priori: proporcionam uma analise qualitativa do erro de discretizagdo antes mesmo de
se obter uma solugdo numérica;

o A posteriori: o erro de discretizacdo € estimado a partir da solugdo numérica de uma ou
mais malhas. No presente trabalho serdo utilizados os resultados obtidos em diversas

malhas para o calculo do erro de discretizagao.
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Figura 1.1 Métodos usados para a representagio da realidade fisica, com suas fases e erros. Adaptado de ITTC
(2002)

Note-se que na defini¢do de erro numérico € necessario se conhecer a solugdo analitica
do problema o que, na maioria das vezes, ¢ desconhecido. Assim, ndo é possivel se calcular o
erro, mas sim uma estimativa do erro a partir da diferenca entre uma solugdo analitica
estimada e a solu¢do numérica. Esta estimativa de erro ¢ denominada de incerteza. A
incerteza de uma solu¢do numérica é calculada pelos estimadores de erro dos quais dois

exemplos sdo os estimadores de Richardson e o GCI.
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2.3.2 \Verificagao e Validagao.

Virias sdo as possibilidades para as defini¢des dos termos verificagdo e validacio.
Neste trabalho serdo adotados os seguintes (Logan e Nitta, 2002, citando os autores):
Verificacdo (Roache, 1988): Resolver corretamente as equagoes.

Verificacdo de um Codigo (Cafeo e Roache, 2002): Processo que determina o quanto

um cddigo computacional representa precisamente as equagdes matematicas.

Verificacdo de um Calculo (Cafeo e Roache, 2002): Processo que determina o quio o

calculo computacional de um problema de interesse representa precisamente as solugdes de
um modelo matematico de equacdes.

A verificacdo assegura ndo apenas que respostas corretas terdo sido obtidas de um
codigo, mas também que usuarios podem inferir os mesmos dados de entrada obtendo as
mesmas respostas corretas. Portanto, a verificagdo deve ser um esfor¢co prioritario e
automatizado (Logan e Nitta, 2002).

Note-se que neste trabalho se realizard apenas a verificagdo do célculo, ja que a do
software em estudo ¢ bastante maior que o escopo deste trabalho.

Validacdo (Roache, 1998): Resolver as equacdes corretas.

Validacdo (AIAA, 1998): Processo de determinagdo do grau em que um modelo ¢

preciso na representacdo do mundo real da perspectiva da inten¢do de uso do modelo.

Modelo Validado (Cafeo e Roache, 2002): ¢ um modelo que tem os limites de
confiang¢a na saida. Um modelo validado tem as seguintes caracteristicas:
¢ A quantidade de interesse;
e Uma estimativa da variagdo da quantidade de interesse;

e Um conjunto de limites de confianga.

2.3.3 Malhas Estruturadas e Nao-Estruturadas.

Por ultimo, porém ndo menos importante, ficou a defini¢do dos tipos de malha que
podem ser adotados para a discretizagdo de um dominio qualquer. Sao elas (Maliska, 2004):

Malhas Estruturadas: quando os volumes de controle sdo obtidos com uma

discretizacdo que segue um sistema de coordenadas globais. Os volumes da malha possuem
uma determinada lei de construg¢do e sempre o mesmo numero de vizinhos. Normalmente isto
implica na utilizacdo de uma numeragdo ordenada a fim de se obter matrizes diagonais (tri,

penta e heptadiagonais para problemas uni, bi e tridimensionais, respectivamente)
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possibilitando o uso de solvers mais eficientes para a solucdo do problema. Podem ser
divididas em duas classes:
Cartesianas: quando seguem o sistema coordenado cartesiano (Figura 1.2(b));
Generalizada: quando seguem um sistema coordenado generalizado,
normalmente coincidente com a fronteira do dominio (Figura 1.2(a)).

Malhas Ndao-Estruturadas: sdo aquelas malhas que ndo obedecem a nenhuma lei de

constru¢do e onde os volumes de controle ndo se alinham com um determinado sistema de
coordenadas. Elas apresentam como grande atrativo a facilidade de adaptatividade e
discretizagdo de geometrias irregulares com cantos e saliéncias. Entretanto apresentam a
dificuldade de ordenagdo o que da origem a matrizes mais esparsas o0 que requer maior tempo
computacional e algoritmos de resolucdo do sistema de equacgdes mais elaborados e,

normalmente, recursivos (Figura 1.2(c)).

(b)

(2)

(©)

Figura 1.2 Exemplos de discretizagdo estruturada generalizada (a), cartesiana (b) e ndo-estruturada com dois
tipos de elementos (c).

1.5 A Estrutura do Trabalho.

Este trabalho esta dividido em mais quatro capitulos, a saber, obedecendo a numeragédo

dos proprios capitulos:
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2. Revisdo Bibliografica: Apresenta-se a fundamentagdo tedrica e matematica do trabalho
sendo dividida em quatro partes:
- Equagdes governantes;
- Método numérico;
- OCFX;
- Os métodos para a estimativa de incerteza numérica Extrapola¢do de Richardson
e Grid Convergence Index - GCI,

3. O Problema da Cavidade Quadrada: Apresenta-se, neste capitulo, a solu¢do do problema
da cavidade quadrada conforme Shih, et al (1989), comparando os resultados obtidos
com a solucdo analitica do problema e o comportamento das incertezas numéricas.

4. O Problema do Escoamento entre Duas Placas Planas Paralelas;

5. Conclus@o: a partir dos objetivos iniciais mostrados neste capitulo e dos resultados dos
problemas estudados faz-se uma conclusdo geral do trabalho, indicando outras
possibilidades de estudo a partir deste.

Além dos capitulos acima descritos, coloca-se no Apéndice um estudo dos erros de
discretizacdo para o Escoamento sobre uma Placa Plana. Estes resultados tém um carater
apenas ilustrativo uma vez que a solu¢do numérica obtida e a solucdo de referéncia utilizada
(Solugdo de Blasius) ndo s@o compativeis. Isto porque a solucdo de Blasius, por suas
consideracdes, ndo conserva a massa o que ¢ uma premissa basica do software utilizado.
Assim a comparagdo dos resultados e, portanto, as analises referentes a eficiéncia dos

estimadores de erro Extrapolagdo de Richardson e GCI ndo ¢ possivel.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

21 Introducgao

E abordada, neste capitulo, toda a teoria envolvida nas analises que sio mostradas nos
capitulos que se seguem. Também mostra-se como o software utilizado, o CFX, funciona e a
metodologia de calculo da incerteza numérica envolvida. Por isto o capitulo ¢ dividido em
quatro partes principais:

- Equacgdes governantes;

- Método numérico;

- OCFX;

- Os métodos para a estimativa de incerteza numérica Extrapolagcdo de Richardson e Grid

Convergence Index - GCI.
2.2 Equagoes Governantes

Todos os escoamentos obedecem as leis de conservacdo de massa, quantidade de
movimento linear e energia. Estas leis s3o, normalmente, descritas em sua forma diferencial a
qual ¢é aplicavel a um ponto, podendo ser também descritas em sua forma integral aplicavel a
uma regido (Kundu, 1990). Assim, é possivel descrever qualquer escoamento a partir destas
equacgoes.

E apresentada, neste trabalho, apenas a descri¢do diferencial destas equagdes,
primeiramente na forma completa e depois sdo feitas as simplificagdes necessarias para os
problemas que sdo discutidos nos capitulos seguintes. A dedu¢do destas ndo faz parte do
escopo deste trabalho podendo ser facilmente encontradas em livros basicos de Mecanica dos
Fluidos como Kundu (1990), Spurk (1997) e Fox e McDonald (2000), apenas para citar
alguns exemplos.

Todos os problemas a serem resolvidos tém as seguintes caracteristicas comuns:

- Regime permanente;

- Bidimensionais;

- Incompressiveis;

- Propriedades dos fluidos (massa especifica e viscosidade) constantes;
- Efeitos gravitacionais podem ser desprezados.

As equagdes de conservacdo para escoamentos laminares, em notagdo indicial, ficam:
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o Conservagdo da massa:
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o Equacido de transporte de um escalar
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A aplicacdo das caracteristicas acima implica em:

Bidimensionais: apenas as componentes u e v das velocidades e x e y dos deslocamentos

S40 necessarios;

Incompressiveis: deformagdes volumétricas nulas, ou seja:

ou, _

ox,

0 (2.4)

Propriedades dos fluidos (massa especifica, viscosidade e difusividade) constantes: estas

podem ser postas fora das derivadas;

Efeitos gravitacionais podem ser desprezados: as forcas de corpo podem ser desprezadas,
isto ndo inclui termos fontes.

Com isto as equacgdes (2.1) a (2.3) se tornam:

ou, _

—Lt=0 2.5
x 2.5)
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Dependendo do caso as equacdes (2.5) a (2.7) devem ser resolvidas simultaneamente
(problemas de convecgdo natural, por exemplo) acoplando os campos de velocidade, pressdo
e de um escalar (temperatura, no nosso exemplo). Este acoplamento pode ser realizado por
diversos métodos tais como o SIMPLE e o SIMPLEC. Uma descri¢do basica do acoplamento
pressdo-velocidade para o Método dos Volumes Finitos baseados em Elementos ¢ mostrada
na secdo 2.3.3. Para uma descricdo mais detalhada destes recomenda-se Patankar (1980),
Ferziger e Peri¢ (2002) e Maliska (2004).

2.3 Método Numérico.

Solugdes analiticas para as equagdes de conservacdo de massa, quantidade de
movimento linear e de transporte de escalares sdo conhecidas apenas para escoamentos
bastante simples e com condi¢des de contorno especificas. No entanto, a solu¢do aproximada
destes problemas a partir de equagdes algébricas proprias, que podem ser resolvidas por
métodos numéricos, € possivel. Para isto € necessario que tanto o dominio geométrico quanto

as equacdes sejam discretizados. Este processo sera descrito nas se¢des que se seguem.

2.3.1 Discretizagao do Dominio de Calculo

No EbFVM (do inglés Element-based Finite Volume Method, ou Método dos Volumes
Finitos Baseados em Elementos; Maliska, 2004) os elementos s@o criados a partir da unido

dos pontos distribuidos no dominio de calculo, os nos, enquanto que os volumes de controle
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~ . . o . 1
sdo criados em torno destes pontos com contribui¢des de diversos elementos (Souza, 2000) .
Por isto faremos aqui uma nova divisdo: primeiramente se mostrara a obtencdo dos valores
das propriedades dentro de um elemento e depois as parcelas dos varios elementos dentro do

volume.

2.3.1.1 Elemento

O conceito de elemento ndo € tradicionalmente usado no método dos volumes finitos,
pois, para este método, basta, para efeito de integracdo, definir os volumes de controle.
Entretanto, a utilizagdo de elementos, como feito no método dos elementos finitos, para
depois relacionar os volumes de controle aos elementos, permite uma série de generalizagdes
0 que resulta em um algoritimo que pode ser empregado para qualquer tipo de malha,
estruturada ou ndo. (Maliska, 2004)

Apresenta-se, neste texto, uma forma de obtencdo de uma propriedade qualquer e suas
derivadas para um elemento triangular. A generalizagdo para elementos tridimensionais
apresenta dificuldades de natureza geométrica e computacional, mas o conceito continua o
mesmo.

O gerador de malha fornece as coordenadas dos vértices e suas conexdes com 0s nos
adjacentes. Na Figura 2.1 ¢ mostrada uma malha puramente triangular com os elementos 123,
134, 145, 156, 167, 178 e 182, também sao mostrados os volumes A e B, a sua obtengdo sera
explicada na proxima se¢do. Os nos estdo identificados pelos circulos negros.

Agora, seja o elemento triangular qualquer 123, ele pode ser mapeado em um

elemento triangular no plano de referéncia (§,1) como na Figura 2.2 a partir de fungdes de

interpolagdo N(&,n) com as seguintes propriedades (Ansys, 2004):

nos

2N (En)=1 (2.9)

- 1 i=j
Noné j, N, = (2.10)

'o algoritmo de geragdo de malha utilizado nas simula¢des deste trabalho é brevemente descrito na se¢do 2.4.2.
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Figura 2.1 Formagdo dos elementos por triangulagdo geral e os volumes de contorno (em verde) pelo

método das medianas

Para elementos triangulares, com a configuracdo no plano (§,m) mostrada na Figura

2.2, as fungdes de interpolagdo sdo:

N =(1-n)1-¢)
N, :(l""?)f
N; :’7(1+§)
> Nen
. e 3
y An=1

1_’ AE=1

Figura 2.2 Mapeamento do elemento 123 no elemento de referéncia.

2

Vo

2.11)

(2.12)

(2.13)
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Assim, uma propriedade escalar qualquer, ¢, pode ser interpolada dentro do elemento

através de uma combinagdo linear das fungdes de interpolagdo, ou seja

3

#(En =Z (&P, (2.14)

Como estas fung¢des sdo continuas dentro dos elementos, é possivel diferencia-las de

tal maneira que:

0 0N,
=N 14 2.15
& Z & ¢ @15)
% _ 0N,

on Z o é, (2.16)

onde as derivadas da fun¢do de interpolagdo em relagdo as coordenadas & e n sdo

obtidas por simples diferenciacdo das equagdes (2.11) a (2.13). Como alguns gradientes de
propriedades também s3o necessarios, ¢ importante sabermos como a derivagdo da fungdo ¢
em relag@o as coordenadas x e y € obtida. Considerando ainda a continuidade da func¢do ¢ no

elemento, estas podem ser diferenciadas resultando em:

N,
. Z p» &, (2.17)
o & ON,
TNy 2.18
y ; y ¢ 219

Entretanto, as derivadas das fung¢des de interpolacdo N em relacdo a x e y também sdo
desconhecidas. Para obté-las utiliza-se a Regra da Cadeia, chegando a um sistema de

equacdes cuja solugdo é:

oN, :l(azvia_y_azvi 8_yJ 2.19)

ox o on on o
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ON;, 1(0N,ox ON, ox (2.20)
op J\ o on on o
onde J € o jacobiano da transformacao, dado por:
j_Oxoy oxoy (2.21)
oc on onoc

As derivadas de x e y em relagdo de & e m s@o facilmente obtidas a partir da

diferencia¢do mostrada pelas equacdes (2.15) e (2.16).

2.3.1.2 Volume de Controle

A criagdo dos volumes, conforme ja dito, ¢ feita com base nos elementos. Existem
duas classes basicas de métodos de criacdo dos volumes, baseadas na relatividade geométrica
entre o volume de controle (VC) e o elemento (Maliska, 2004):

- Cell Center: o centro do volume de controle coincide com o centro do elemento e as
variaveis a serem determinadas ficam armazenadas no centro do VC. Esta ¢ a abordagem
classica do Método dos Volumes Finitos para malhas estruturadas e ndo sera abordada
com mais profundidade neste trabalho;

- Cell Vertex: o centro do VC fica no vértice do elemento, ou seja, junto a um no. Neste
caso as variaveis a serem determinadas ficam armazenadas nos nds e o VC, definido agora
como um ente geométrico onde serdo realizados os balangos, ¢ formado por partes (

- Figura 2.1) dos elementos vizinhos aos quais o n6 onde a incdgnita esta sendo armazenada
pertence. O volume de controle ¢ construido ligando-se os centroides dos elementos ao
ponto médio de suas faces, método conhecido como das medianas. Os pontos de
integragdo, necessarios para o calculo do balango, sdo colocados a meia-distancia entre o
centrdide e a face do elemento, sobre a linha que os une.

Na Figura 2.3 ¢ mostrado um elemento triangular sub-dividido em trés subvolumes de
controle (SVC). No elemento da Figura 2.3, apenas o SVC 1 entrard no balango do volume
centrado em 1, a partir dos pontos de integracdo PI2 e PI3. Os demais entrardo no balango dos

seus respectivos nos.
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Figura 2.3 Elemento finito e seus pontos de integragdo. Note que apenas os pontos de integragdo P12 e PI3
contribuem para o volume centrado no né 1.

Conhece-se, até aqui, a forma de se obter qualquer grandeza a partir das contribuigdes
de cada nd, no entanto ndo se conhece a forma de célculo de um dos entes geométricos
relativos aos volumes de controle, ou seja, a sua area.

A érea fisica do elemento é dada por uma relagdo entre o jacobiano e a area do

elemento no plano (§,1). Para o elemento triangular da Figura 2.2 tem-se que:
1 1
A4 = E\J\And.f = E|J\ (2.22)

O SVC 1 da Figura 2.3 ¢, na verdade, um quadrilatero criado a partir da unido dos
centroides com o ponto médio das arestas dos elementos e metade das arestas, assim a sua
area ¢ obtida através da integragdo da funcdo de area entre 0 e /2 em ambas as dire¢des, o que

resulta em:

W)
Agye, = | [Vndé (2.23)
00

Note-se que a constante 'z foi retirada do calculo uma vez que estamos calculando a
area de um quadrilatero e ndo de um triangulo. A area total de um volume de controle ¢ a

soma das areas dos SVC's que compdem este volume. Ou seja,
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Aye = ZASVCI' (2.24)

Uma vez que se tém todos os entes definidos pode-se agora passar a discretizacdo das

equacdes governantes do problema descritas na parte 2.2 deste capitulo.

2.3.2 Discretizagao das Equag¢des Governantes

Considere-se as equagdes (2.5) a (2.7). Estas equacdes devem ser integradas sobre um
volume de controle e o Teorema da Divergéncia de Gauss € aplicado para a conversdo das

integrais de volume em integrais de superficie. Assim, as equagdes (2.5) a (2.7) se tornam:

[v,dn, =0 (2.25)
N
- ou,

jU,.U,.dn,z—ijdn,+ jv(%+ f}dnﬁjsudrf (2.26)
5 s s\ O ) Ty

_ [ o0
[U6dn; = [a Pl (OB [s,av (2.27)
N N J 4

onde V e S sdo, respectivamente, o volume e a area das regides de integracdo e dn; sdo

as diferenciais das componentes cartesianas o vetor normal da superficie, definidas por:

dn, =dy
(2.28)
dn, = —dx

As integrais de superficie representam as integracdes de fluxos enquanto que as
integrais no volume representam termos fonte.

O primeiro passo na solu¢do numérica destas equagdes, ainda continuas, ¢ aproxima-
las usando fung¢des discretas. Considerando, agora o elemento mostrado na Figura 2.3, os

fluxos de superficie sdo representados discretamente pela avaliacdo destes termos diretamente
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nos pontos de integracdo (PI), enquanto os termos fonte devem ser avaliados em todo o sub-
volume de controle.

Assim, as equagdes discretizadas podem ser escritas como:

ﬁ(ﬂUjAnj)k =0 (2.29)

N N, N
S i (U ), = _i(l PAnl.j s V[%+ o, }m sy (2.30)
k i r

Ni N
zp:mk @), => o{ﬁjgnj +S,V (2.31)
k=1

k

onde o fluxo de massa que passa no ponto de integracdo k, ou seja, o fluxo de massa

que passa pela aresta do volume de controle, ¢ dado por:
i, = (U, 4n,), (2.32)

Como os célculos serdo sempre realizados para os sub-volumes de controle, o termo

fonte deve ser linearizado® na forma, para uma grandeza qualquer ®:
S, = S;f@p +S? (2.33)

Olhando para as equagdes (2.29) a (2.31), pode-se ver que todos os fluxos estdo
referidos aos pontos de integracdo. No entanto, para criar uma equac¢do aproximada, é
necessario relacionar estes fluxos as variaveis nos pontos nodais.

Para esta tarefa, nos termos difusivo e de pressao ¢ possivel utilizarmos as fungdes de
interpolacdo lineares (ou fungdes de forma) e suas derivadas mostradas no item anterior.
Porém, o termo advectivo, devido a importancia da velocidade no transporte das variaveis no
dominio, ndo ¢ possivel a utilizagdo destas fun¢des de forma. Isto porque a aproximacao
resultante seria sempre linear, o que ¢, devido aos problemas de oscilacio numérica,

inapropriada para a modelacdo destes termos (Maliska, 2004).
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Se mostra, agora, a forma de aproximagao dos termos advectivos para uma variavel ¢
qualquer. Em seguida se mostrara a forma final dos termos de presséo e difusivo e finalmente,

a equacdo completa discretizada.
2.3.2.1 Funcgbes de Interpolagéo para os Termos Advectivos de ¢.

Seja o elemento da Figura 2.4 e uma linha de corrente que passa pelo ponto de
integracdo PI2 e sobre o qual estdo identificados os valores ¢m, ¢; € Ppir. Pode-se expandir o

valor de ¢, qualquer em torno do seu valor a montante através da Série de Taylor como

o¢ 1]0°¢ )
o=¢ +|—| ds+—|—| ds° +... 2.34
¢P12 ¢m {as }pi S 2/|:8S2 :|pi S ( )

onde ¢, ¢ obtido por interpolagdo linear dos valores nos pontos nodais da aresta cortada pela
linha de corrente (seguimento 1-3 na Figura 2.4). Os esquemas de interpolacdo normalmente

usam (2.34) da seguinte maneira:

b =1, +ﬂj—¢~An (235)
n

onde 3 é um coeficiente empregado para pesar a participagdo do termo de segunda ordem no
calculo da difusdo. Alguns autores o denominam de “Fator de Mistura” ou “Fator de Peso™.
Por exemplo, se B = 1 ter-se-4, formalmente um esquema de segunda ordem o qual ndo ¢
recomendado para problemas advectivos-dominantes devido ao problema de oscilagdo
numérica que pode ocorrer (Ansys, 2004). Caso B = 0: se tera um esquema de primeira
ordem, o UDS (Upstream Differencing Scheme)’, o qual proporciona estabilidade numérica
porém introduz uma excessiva difusdo numérica. Adotou-se, neste trabalho, a denominagao

original em inglés do termo, ou seja, Blend Factor, ou BF.

% O procedimento de linearizagdo do termo fonte pode ser visto em Maliska (2004).
* Os termos sdo tradugdes possiveis para o termo em inglés Blend Factor.
*Foi encontrada na literatura a descrigdo de Upwind Differencing Scheme para UDS.
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Figura 2.4 Linha de fluxo passando pelo ponto de integragio 2 (PI2) do elemento centrado no né 1.

2.3.2.2 Forma Final dos Termos de Avaliados nos Pontos de Integracéo.

Dos termos a serem avaliados nos pontos de integracdo ainda € necessario determinar

a pressdo e o termo difusivo nos pontos de integracdo em termos dos pontos nodais utilizando
as fung¢des de forma.

A pressdo nos pontos de integragdo fica, entdo:
P, =2.N, (€m0 )P (2.36)

e o termo difusivo para uma variavel ¢ qualquer como:

Npi 3 3
S| 2 Jan,| 33 Doy Do @)
k=1 axj ‘ L P = Ox = Oy x

Com isto se fecha a dedugdo de todos os termos da equagdo (2.31), a qual pode ser

escrita, para o volume de controle centrado em 1, se mostrando apenas as contribui¢des do
SVC 1, da seguinte maneira:
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. ) ON 4 ON
m,;; (e)piZ Tm,; (e)pm _{aez_lellly} _{aez_leldy}
DL pi3

= Ox 2 =T Ox
4 4
+a'> ON, 0,4x| + aHZ%,Ax = 8,0,V srer = SV sy (2.38)
0 0
=1 y pi2 =1 y pi4

+ Contribuicoes de outros SVC's =0

2

Colocando os termos de “Contribui¢des de outros SVC's” dentro de um somatorio,

podemos escrever a equagdo (2.38) acima da seguinte maneira:

A,0,=> 4,0, +B (2.39)
Vi

A equagdo aproximada para as componentes do vetor velocidade (equacdo de
conservagdo da quantidade de movimento linear — eq. (2.30)) ndo tera a forma de (2.39) uma
vez que aparecerdo na mesma equacdo, implicitamente, todas as componentes do vetor

velocidade e a pressdo. Isto sera tratado na se¢do que se segue.

2.3.3 Acoplamento Pressao-Velocidade.

Quando as equacdes de conservagdo sdo escritas na forma de (2.39) significa que
apenas uma das varidveis foi escolhida para ser tratada implicitamente, com as outras
variaveis sendo colocadas no termo fonte e, portanto, sendo tratadas de forma explicita. Com
isto o sistema de equacdes a ser resolvido tem a seguinte forma, para uma situagdo

bidimensional:
A'u= B"
Av=RB"
(2.40)
A"P=B"

A’p=B*

Que ¢ resolvido de forma segregada, tratando as ndo-linearidades e o acoplamento

através de iteracdes nas matrizes de coeficientes, que sdo funcdo das variaveis. Se o Método
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SIMPLE for aplicado, deve-se criar equacdes de corre¢do da velocidade para os pontos de
integragdo substituindo-as na equagdo de conservacdo da massa para gerar uma equagdo de
corre¢do de pressdo. Com esta solugdo corrigem-se os campos de velocidade, para que
satisfacam a conservacdo de massa, e de press@o. Uma descricdo completa do Método
SIMPLE e algumas de suas variagdes pode ser vistas em Maliska (2004) e Patankar (1980).

Em Rhie e Chow (1982) ¢ apresentada uma outra metodologia de solugdo segregada
do sistema (2.40), bastante similar ao SIMPLE, onde a correcdo da pressdo ¢ obtida a partir
das equacdes de diferencas finitas para a equag¢do de conservacdo da quantidade de
movimento linear.

O CFX utiliza uma modificacdo da metodologia de Rhie e Chow (1982) na qual a
equacdo da continuidade ¢ uma aproximagao por diferenca central para a derivada de primeira
ordem da velocidade alterada por uma derivada de ordem 4 da pressdo a qual atua para

redistribuir a pressdo. Isto resulta na seguinte representa¢do unidimensional (Ansys, 2004):

3 4
(aa_Uj +A:‘A(Z {fj =0 (2.41)
x ), m \ ox* )
Onde
= pU Mn, (2.41a)

Note-se que com o refinamento da malha, o modulo do segundo termo em (2.41) vai a

3 . N . . . .
zero com uma taxa de A X relativo a derivada de velocidade, o que indica que a forma

diferencial desejada para a equacdo da continuidade ¢ rapidamente recuperada.

2.3.4 Aplicagao das Condigoes de Contorno.

A aplicagdo de condi¢des de contorno em um método de volumes finitos se resume em
especificar os fluxos difusivo e advectivo nas fronteiras e substitui-los nas equagdes de
conservagao integradas, como a equacdo (2.31), para uma propriedade 6, qualquer. (Maliska,
2004).
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Volume de Controle de Fronteira

Figura 2.5 Aplicagdo de condi¢@o de contorno em um volume de controle de fronteira, centrado no no 2.

A Figura 2.5 mostra um volume de fronteira, onde notamos que dois pontos de
integracdo deste volume parcial estdo sobre a fronteira. Nestes pontos € necessario especificar

os fluxo advectivos e difusivos através, respectivamente, de:

o =§mw9pif (2.42)
Di
20
Oy = Z(rﬁ = 4n ]J (2.43)
Py W pif

onde 77 ¢é a difusividade da propriedade 6 ¢ m »ir € 0 fluxo de massa no ponto de integragdo

da fronteira.

2.3.3.1 Fronteira Impermeavel — 0 Prescrito.

Quando a fronteira ¢ impermedvel, ndo existe fluxo advectivo, logo,
0 ;’if =0 (2.44)

Neste caso, sdo conhecidos os valores de 8 nos pontos nodais e o fluxo difusivo ¢

determinado por:
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k=1 6xj

oz,

3
Z%k]m ; (2.45)
pif Dif

em que dois dos quatro valores de 6 nos pontos nodais sdo conhecidos pelas condigdes de
contorno. As equagdes (2.44) e (2.45) sdo entdo levadas a equagdo (2.31), somando-se as
contribui¢des dos outros pontos de integracdo para formar a equacdo aproximada para o

volume na forma de (2.39).

2.3.3.2 Fronteira Impermeavel — Fluxo de 6 Prescrito.

Para este caso ter-se-a o seguinte par de equagdes para os fluxos advectivo e difusivo:

0,y =0 (2.46)
Ql;f= valor prescrito (2.47)

onde o mesmo procedimento do item anterior deve ser realizado.

2.3.3.3 Fronteira Permeavel com Fluxo de Massa Entrando no Volume de Controle.

Este tipo de situagdo acontece quando o tamanho do dominio deveria ser grande o
suficiente para que os efeitos difusivos deixassem de se propagar, mas que, devido a
necessidade de se diminuir o tamanho do dominio computacional por economia de
processamento € memoria, foi arbitrado de tal forma que possamos admitir que 8 ¢ conhecido.
Ao se fazer isto, admite-se que existe um determinado fluxo advectivo, conhecido, entrando

pela fronteira e que o valor de 0 nesta fronteira é tratado como especificado. Assim,

A .
Qpizz mesp eesp (248)

pif

0, =0 (2.49)
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2.3.34 Fronteira Permeavel com Fluxo de Massa Saindo do Volume de Controle.

A condi¢do de contorno neste caso, para qualquer variavel, requer a especificagdo do

fluxo advectivo que deixa o volume de controle, dado por:
Q;if - mpif‘gpif (2.50)

Se o fluxo de massa for especificado, os valores de velocidade sdo conhecidos nos
pontos de integracdo da fronteira. Se a condi¢do de contorno nio é de fluxo de massa saindo,
mas, por exemplo, de pressdo prescrita, a massa que sai ¢ resultado da simulagdo e pode ser
calculada com os valores das velocidades nos pontos nodais disponiveis. O valor de Oy
também é um resultado da simulacdo das condigdes internas do dominio e pode ser
determinado com os valores de 6 disponiveis nos pontos nodais, observando o esquema de
interpolagdo utilizado para os volumes internos.

Quanto ao fluxo difusivo, o0 mesmo procedimento do item anterior ¢ valido aqui, ou
seja os fluxos difusivos devem ser nulos uma vez que estes fluxos a jusante ndo afetam o

escoamento a montante.
2.4 O CFX-5

O CFX-5 ¢ um codigo de CFD para uso geral o qual combina um solver poderoso com
ferramentas de pré e pos-processamento que permitem ao usuario definir, resolver e analisar
os resultados de simulagdes de elevada complexidade geométrica e fisica.

O pré-processador CFX-Pre permite a utilizacdo de malhas advindas de diferentes
softwares de geracdo de malha e de diferentes tipos, desde malhas estruturadas a nao
estruturadas com elementos de diversas formas geométricas. Isto permite ao usudrio escolher
o melhor tipo de malha para o problema em estudo. Isto é possivel uma vez que o CFX-5
utiliza em seu so/ver uma forma generalizada do Método de Volumes Finitos Baseado em
Elementos, descrito no item anterior.

O pds-processador CFX-Post permite ao usudrio analisar qualitativamente os
resultados obtidos e, para andlises mais aprofundadas como as realizadas neste trabalho,
permite que estes resultados sejam gravados em arquivos texto de forma organizada, ou ainda,
permite que alguns calculos de variaveis definidas pelo usudrio sejam realizados dentro do

proprio pds-processador.
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2.4.1 A Estrutura do CFX-5.

O CFX-5 ¢ constituido de cinco modulos os quais sdo unidos pelo fluxo de informagao
necessario para se realizar uma andlise de CFD. A Figura 2.6 mostra estes modulos e como
eles se relacionam.

Nas se¢des que seguem sdo descritas as funcdes de cada um dos modulos sendo dada

uma especial aten¢do ao modulo solver.

CFX-5 Solver

| Gerador de Malha | Manager

'

| CFX - Pre |—>| CFX-5 Solver |—>| CFX-5 Post

Figura 2.6 Esquema geral de funcionamento do software CFX-5

2.4.2 O Gerador de Malha.

O software de geragdo de malha utilizado foi o ICEM CFD 4.0. Este gerador de malha
faz a geracdo de malhas tridimensionais tetraédricas a partir de um algoritmo denominado de
“Abordagem Octree”, descrito abaixo (Ansys, 2003). Este algoritmo permite o refinamento da
malha onde necessdrio, mas mantém elementos maiores onde for possivel para uma
computagdo mais rapida.

Uma vez que o ‘“tetraedro inicial”, que envolve a geometria (Figura 2.7)
completamente, for inicializado o Tetra’ o sub-divide até que todos os requisitos de tamanho

para os elementos sejam atingidos (Figuras 2.8 € 2.9).

> Tetra é o nome do médulo de geragdo de malhas tetraédricas no ICEM CFD 4.0, o qual também pode gerar
malhas hexaédricas uniformes ¢ ndo-uniformes dentro do médulo Hexa. Este mddulo nédo estava disponivel
durante a realizacfo das simula¢des deste trabalho para as licengas adquiridas.
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Figura 2.7 Geometria Inicial para a gera¢do de malha.

Figura 2.8 Geometria totalmente envolvida por tetraedros, vista em "wire frame".

Neste ponto, o Tetra “harmoniza” a malha de forma que os elementos que dividem um
lado ou face ndo difiram em tamanho em mais que um fator 2.
Depois disto, o Tetra perfaz uma conformagdo na malha, isto ¢, garante que cada par

de elementos adjacentes vao dividir uma face completamente.
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Figura 2.9 Sec¢do transversal mostrando como os tetracdos sdo postos em torno da geometria.

A malha, neste ponto, ainda ndo concorda perfeitamente com a geometria dada, entdo

o gerador de malha coloca novos nos junto a pontos, curvas e superficies prescritos pela

geometria (Figura 2.10).
O gerador de malha “corta fora” toda a malha que ndo for alcangada por um ponto

definido pelo usudrio sem intersec¢do com a superficie (Figura 2.11).
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Figura 2.10 Malha antes da captura das superficies e separagdo do volume util (em azul e vermelho)
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Figura 2.11 Malha apo6s o corte dos elementos desnecessarios, porém antes da suavizagao.

Finalmente, a malha é suavizada movendo-se ou combinado-se nos, mudando-se
contornos de elementos e até mesmo, em alguns casos, apagando elementos muito ruins

(Figura 2.12).

Figura 2.12 Malha final.

243 O CFX-5Pre.

Neste modulo sdo definidas todas as condigdes fisicas e matematicas do problema em
estudo, tais como, tipo de escoamento, regime, fluido em estudo, condi¢des de contorno,
valores iniciais, parametros do solver tais como residuo maximo permitido para a
convergéncia, numero maximo de iteragcdes para convergéncia, tipo de fungdes de
interpolagdo dos termos advectivos, dentre outros.

O CFX-5 Pre (Figura 2.13) pode importar arquivos de malha produzidos por varios
softwares de geracdo de malha tais como o ICEM-CFD, Ansys, I-DEAS e até¢ mesmo

geradores de malha ndo-comerciais, desde que seja feita uma rotina em linguagem C para que
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0o mddulo possa reconhecer o padrdo de armazenamento dos nés da malha.A imposicdo das
condi¢des de contorno segue, basicamente, o que foi descrito na secdo 2.3.3 e subsecdes,
assim como a fungdo de interpolagdo dos termos advectivos segue a metodologia descrita em
2.3.2.1.

2.4.4 O CFX-5 Solver.

Para um problema especificado dentro do CFX-5 Pre, o CFX-5 Solver calcula todas as
varidveis para a simulagdo.

Uma das mais importantes caracteristicas do CFX-5 Solver é o uso de um “Solver
Acoplado”, no qual as equagdes hidrodindmicas sio resolvidas como um sistema tinico®. O
Solver Acoplado ¢ mais rapido que um solver segregado e menos iteragdes sdo necessarias
para se obter uma solu¢do convergida do fluxo.

=loix

Flo Edh Sewsion Cioats Viewsr Jools Heb
IDFE %l SocllfoxERRAO
Hw::TMmh | Pegons | Matedsh | Reactons | Ex 4 |4 [ :

&' Sohiton Urds
= Libway
< CFX Expression Language
B8 Expressions
T Fuidet
& New Mateial

e i |

Figura 2.13 Tela do CFX-Pre mostrando uma malha com condi¢@o de contorno imposta (setas sobre as bordas do

dominio)

O fluxograma da Figura 2.14 ilustra o procedimento geral de solugdo. A solugdo de

cada conjunto de equagdes mostrados no fluxograma consiste de duas operagdes:

SPara maiores detalhes ver Maliska, 2004, pp. 337-338.
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1. As equagdes ndo-lineares sdo linearizadas (iteragdo sobre os coeficientes) e montadas
na matriz de soluc¢io.

2. As equagdes lineares sdo resolvidas (iteragdo de solug¢do da equagdo) usando um
Método de Multigrid Algébrico’.

A iteragdo no passo de tempo ¢ controlado pelo passo de tempo fisico (global) ou por
um fator local ajustado para avangar a solucdo no tempo para uma simulagdo em regime
permanente. Neste caso ha apenas uma iteracdo de linearizacdo dos coeficientes por passo de
tempo. Para analises transientes, o usudrio controla as iteracdes de passo de tempo e de
coeficientes.

Ao final € calculado um residuo bruto, [r], como um “desbalanceamento” no sistema
linearizado das equagdes discretizadas, ou seja, o qudo longe de zero estdo os resultados dos
valores das variaveis calculados substituidos nas suas equagdes de transporte. Os residuos
brutos s@o normalizados com o propdsito de monitoramento da solugcdo e para se obter o
critério de convergéncia.

Para cada varidvel da solugdo, 6, o residuo normalizado ¢ dado por:

7 1= ] 2.51)

onde ry € o residuo bruto do “desbalanceamento” do volume de controle, a, ¢ um
coeficiente representativo do volume de controle e 40 é uma diferenga representativa da
varidvel no dominio. O célculo exato de a, e de 460 ndo serd mostrado neste texto. No
entanto, algumas recomendagdes que estdo sendo seguidas pelo software sao:
1. Os residuos normalizados devem ser independentes da escolha do passo de tempo;
2. Os residuos normalizados devem ser independentes dos valores iniciais adotados;
3. Para escoamentos multi-fasicos (ndo tratados neste texto) a fragdo volumétrica® é
considerada para prevenir que grandes residuos, em locais onde esta é desprezivel,

possam ter grande influéncia na convergéncia do problema.

"Para maiores detalhes ver CFX Solver Theory Manual, 2004, pp. 242-244.
¥Define-se fragdo volumétrica como sendo a proporgdo do volume de controle ocupada por uma determinada
fase de um fluido em escoamento.
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Figura 2.14 Fluxograma mostrando o funcionamento do CFX-5 Solver.
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2.4.5 CFX-5 Solver Manager

O CFX-5 Solver Manager (Figura 2.15) ¢ um modulo de gerenciamento da solug¢do do
problema de CFD em questdo. Suas principais fungdes sio:

. Especificar os arquivos de entrada (advindos do CFX-Pre) para o CFX-Solver;

. Especificar a precisdo das varidveis de entrada e saida (se precisdo simples, default do
programa, ou dupla)

« Iniciar/Parar o CFX-Solver;

« Acompanhar o progresso (comportamento dos residuos normalizados passo-a-passo)
da solugdo;

. Arbitrar os pardmetros para que o CFX-Solver trabalhe com processamento em

paralelo (mais de um processador em uma mesma maquina ou diversas maquinas em

uma mesma rede).
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Figura 2.15 Janela do CFX-Solver Manager, mostrando a evolucdo dos residuos por iterag@o e os resultados em
algumas destas iteragdes.
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2.4.6 CFX-5 Post

O CFX-5 Post (Figura 2.16) ¢ provido de ferramentas iterativas para o pos-
processamento grafico da solugdo das simulagdes incluindo:

« Pos-processamento quantitativo;

« Varidveis definidas pelo usuario;

. Geragdo de uma grande variedade de objetos graficos nos quais a visibilidade,
transparéncia, cor e tipo de renderizacdo das faces podem ser controlados pelo
usuario;

«  “Power Syntax” permite arquivos de sessdo de pos-processamento totalmente

programaveis.
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Figura 2.16 Janela do CFX-Post mostrando os resultados de uma simula¢do numérica.

2.5 Os Métodos para a Estimativa de Incerteza Numérica Extrapolagao de
Richardson e Grid Convergence Index - GCI

No capitulo 1 deste trabalho foram feitas diversas definigdes que nos serdo uteis neste

momento. Isto porque nesta se¢do serd mostrada a forma de célculo da estimativa da incerteza
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numérica pelos estimadores de Richardson e GCI. Ambos os estimadores se baseiam em
solucdes numéricas sobre duas ou mais malhas, podendo ser, portanto classificados como
estimadores a posteriori baseados em diversas malhas.

Antes de falarmos sobre os estimadores de erro ¢ importante lembrar as defini¢des de
erro de discretizagdo e incerteza numérica diferenciando-as.

Quando o erro da solu¢do numérica ¢ provocado apenas por erros de truncamento, a
diferenca entre a solugdo analitica exata do sistema de equagdes diferenciais parciais de uma
variavel qualquer (@) e a sua solugdo numérica (¢) ¢ denominada de erro de discretizacdo (E),

ou seja:

E(g)=®—¢ (2.52)

Uma outra forma de se calcular o erro de discretizagdo € pela equagdo geral do erro de

discretizacdo (Marchi, 2001), isto é:

E(g)=Ch"t +C,h"> + C;h™ + C,h" +--- (2.53)

onde os coeficientes C; sdo independentes do tamanho (#) dos elementos. Os
expoentes de 4 para os termos ndo nulos na equacdo do erro de truncamento sdo chamadas de
ordens verdadeiras (p,). As ordens verdadeiras sdo nimeros inteiros positivos que constituem
uma série aritmética e seguem a relagdo p; < p, < p3 < ps < etc. Por defini¢do, o menor
expoente de 4 na equagdo de geral do erro de discretizacdo é chamado de ordem assintdtica
(pr) sendo sempre um numero maior ou igual a unidade. Quando o valor de #—0 o primeiro
termo domina o erro de discretizacdo (£). Se for feito um grafico logaritmico de £ vs. A, a
inclinacdo da curva de E obtida em relagdo ao eixo das abscissas quando ~#—0 tende a ordem
assintotica (p;). Quanto maior esta inclinacdo, maior ¢ a ordem assintdtica e, por
conseqiiéncia, maior a taxa de reducgdo do erro de discretizacdo com o refino da malha.

O valor do erro de discretizagdo s6 pode ser calculado se a solugdo analitica do
modelo matematico do problema for conhecida. No entanto, poucos sdo os problemas cuja
solucdo analitica ¢ conhecida, ainda assim para condi¢des de contorno bastante especificas.
Assim ¢ necessario, pelo menos, estimar um valor para esta solugdo analitica e,
conseqiientemente, calcular-se-4 o valor da estimativa do erro de discretizagdo. Esta
estimativa é chamada de incerteza (U) da solu¢do numérica (Marchi, 2001; Metha, 1996;

Chapra e Canale, 1994) e ¢ calculada pela diferenca entre a solug@o analitica estimada, com
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uma solugdo numérica onde /#—0, para a varidvel de interesse (@) € a sua solugdo numérica

(@), ou seja,
Ulg)=¢.-¢ (2.54)

A incerteza de uma solugdo numérica ¢ calculada com os chamados estimadores de
erro dos quais se deseja que tenham as seguintes caracteristicas (Marchi, 2001):

» Confiabilidade: a magnitude da incerteza deve ser maior que a magnitude do erro de
discretizacdo.

o Acurdcia: quando a magnitude da incerteza ¢ aproximadamente igual a magnitude
do erro de discretizag@o.

Assim os melhores estimadores de erro sdo aqueles que nos fornecem uma incerteza
confidvel e acurada, ou seja, uma incerteza com magnitude apenas um pouco maior que a
magnitude do erro de discretizag@o.

A seguir ¢ mostrada uma formulag@o geral para os estimadores de Richardson e GCI

para uma razdo de refino qualquer.

2.5.1 O Estimador de Richardson

O estimador de Richardson calcula a incerteza (Ug;) de uma solugdo numérica (@)

através da equacdo (2.54) com a solucdo analitica estimada (¢.) através da extrapolacdo de

Richardson generalizada (Roache, 1994) que ¢ dada por:

¢, = ¢ {@} (2.55)
q*-1

onde ¢@; e @2 sdo as solucdes numéricas obtidas com as malhas fina e grossa, respectivamente,
isto €, para malhas estruturadas com tamanhos de elementos /; e />, respectivamente; p; € a
ordem assintética do erro de discretizagdo e g € a razdo de refino da malha, definida, para

malhas estruturadas, por:

g=-2 (2.56)
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Para malhas ndo-estruturadas a razdo de refino, agora denominada de razdo de refino
efetiva (g.) € calculada, baseando-se em estudos de refinamento de malha do Método dos

Elementos Finitos, por (Roache, 1994):

qy = [ﬁjD (2.57)

onde N; e N; sdo o numero de elementos na malha mais fina e mais grossa, respectivamente ¢
D ¢ o nimero de dimensdes do problema analisado (1, 2 ou 3).
Celik (2003), por sua vez, recomenda que seja definido um tamanho representativo

para o elemento ou para a malha, /', definido por:

1

! L < D
—{NZ } (2.58)

i=1

onde N ¢ o nimero de elementos ou volumes usados na malha, Ad; ¢ o comprimento, area ou
volume, caso o problema seja uni, bi ou tridimensional respectivamente, do i-ésimo elemento
ou volume da malha e D ¢ o nimero de dimensdes do problema. A razdo de refino ¢, entdo,
calculada pela equacgdo (2.56).

A equagdo (2.58) ¢ para ser utilizada quando se estd avaliando variaveis globais,
como, por exemplo, o coeficiente de arrasto em escoamentos sobre perfis aerodinamicos. Para
variaveis locais, o tamanho da célula onde se esta avaliando o comportamento da variavel
pode ser utilizado (Celik, 2003).

Em Celik (2003) ainda ¢ recomendado que a razdo de refino seja maior que 1,3. Este
refinamento deve ser feito de forma sistematica, isto ¢, mesmo a malha sendo nio-estruturada,
o refinamento deve ser estruturado. Ainda se preconiza a utilizagdo de elementos
geometricamente semelhantes.

Substituindo-se a equagdo (2.55) em (2.54), o estimador de Richardson, baseado na

malha mais fina’, resulta em:

R1(¢1) ¢pL ijzl (2.59)



57

A utilizagdo da equagdo (2.57) para estimar a solucdo analitica (¢.,), € por conseguinte
o estimador de Richardson, pode levar a uma sub ou sobre-estimativa da incerteza numérica,
dependendo se onde o algoritmo de refinamento da malha atuou é critico ou ndo (Roache,
1994).

Um importante aspecto da extrapolacdo de Richardson € que ela pode ser usada tanto
para variaveis locais (que dependem diretamente das coordenadas onde estdo sendo avaliadas)
quanto para variaveis globais, desde que métodos consistentes ou de alta ordem sejam
utilizados assim como que a ordem do método ¢ aplicavel tanto globalmente quanto
localmente.

Para o caso onde a ordem assintdtica ndo ¢ conhecida, pode-se aproximar o valor da

estimativa da solugdo analitica do problema através da chamada ordem aparente (py).

2.5.2 Ordem Aparente

A ordem aparente ¢ definida como sendo a inclinag@o local da curva de incerteza (U)
da solu¢do numérica (¢) vs. o tamanho do elemento (#) da malha num gréfico logaritmico. O
calculo da ordem aparente ¢ feito a partir da solu¢do numérica do problema em trés diferentes
malhas (¢@;, ¢, e ¢3), denominadas de fina, grossa e super-grossa, as quais t€ém numero de

elementos N;, N>e N3, respectivamente, onde podem se definir duas razdes de refino efetivas:

1
N D
Gy, = {ﬂ (2.60)
1
N D
A, = [Vj (2.61)

Define-se, também a partir das solu¢cdes numéricas ¢;, @-e @3 a razdo de convergéncia

da solucdo numérica para a solugdo analitica (Marchi, 2001) como sendo:

_¢2_¢3
Y, =——-= 2.62
g ¢1_¢2 ( )

Roache (1994; 1997), faz o calculo da estimativa de erro baseado na malha mais grosseira, entretanto esta ndo
sera utilizada neste trabalho.
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Caso a razdo de refino seja constante, isto é, 9, ~ 9o, ™ 9o tem-se que:

_ log(¥,,) 2.63
loglg,, ) (2:69)

Py

Caso a razdo de refino ndo seja constante a ordem aparente pode ser calculada a partir

da solucdo da seguinte equagdo (Roache, 1997; Marchi, 2001):

(2.64)

Note que a equacdo (2.64) ¢ transcendental em py. Técnicas usuais para a solucdo
deste tipo de equacdo (Newton-Raphson, por exemplo) podem ser aplicados, sendo possivel
se chegar a um resultado em que py < 1 ou até mesmo negativo. Este ultimo caso
normalmente indica que as solugdes ainda ndo se comportam de forma assintética (Roache,
1997).

Uma forma de solugdo da equacdo (2.64) adotada por Roache (1997) foi a substituicio
por iteragdes com um fator de relaxag¢do (w) na ordem de 0,5. Sendo 1 o valor da iteragdo

anterior de py, a equacdo de iteracdo para este método € dada por:

py = wi+(1- w)k’g—(m (2.65)
logq,y,
onde
A
q‘? 32 B 1
p=v, {—_ (2.66)
ef3

Assim, a estimativa da solu¢do analitica do problema baseada na ordem

aparente (¢£U )é dada por:
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® Pu _

¢PU :¢1 4 ¢l _¢2 (267)
qé.‘le 1
e a estimativa da incerteza numérica calculada pela extrapolagdo de Richardson também

baseada na ordem aparente por:

Ut (4)= M (2.68)
e

A equacdo (2.68) ¢ a forma mais geral de calculo da incerteza numérica pela
extrapolagdo de Richardson, pois ela depende exclusivamente de relacdes entre dados da
malha (nimero de elementos ou tamanho destes) ¢ das solugdes numéricas obtidas com estas

malhas e destas entre si.

2.5.3 Grid Convergence Index - GCI

Apresentado primeiramente por Roache (1993; 1994 e 1997) o Grid Convergence
Index — GCI tem como idé€ia principal relacionar o valor do erro numérico entre duas malhas
(41 - ¢2) obtido com um estudo de refinamento qualquer (ndo importando quais sejam os
valores para a razdo de refino e da ordem aparente (ou assintotica) usadas com o valor do erro
numérico para 0 mesmo problema com a mesma malha fina usando os valores de ordem
aparente (ou assintdtica) e de razdo de refino iguais a dois (Roache, 1994).

Esta relagdo ¢ baseada na igualdade das estimativas de erros. Assim, o GCI pode ser
demonstrado a partir do cdlculo da estimativa de erro U; a partir das equagdes (2.68) ou
(2.59), e entdo calcular um erro equivalente o qual pode reproduzir o mesmo valor de U;, mas
com a ordem aparente, ou assintotica, e a razdo de refino igual a dois. Este valor equivalente ¢

proposto pelo GCI, para a solugdo da malha mais fina como sendo (Roache, 1998):

GCI™ (¢,)= FSMP;%I‘ ou (2.69)
qY -
GCI" (¢,)= FSM (2.70)

1
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onde FS ¢ um fator de seguranca e os demais valores tém as mesmas defini¢des da
extrapolacdo de Richardson.

Os valores para FS mais freqiientemente encontrados na literatura sdo 1,25 (Roache,
1997; Celik, 2003, por exemplo) e 3,0 (Roache, 1997 e 1994). Existem trabalhos que
propdem faixas nos valores das ordens onde os valores de 1,25 e 3,0 devem ser utilizados
(E¢a e Hoekstra, 2003). Neste trabalho se adotara o valor de 3,0 uma vez que este se mostra

mais conservativo e conforme recomendado por Roache (1997).

2.5.4 Ordem Efetiva

A ordem efetiva (pg) € definida como a inclinagdo local da curva do erro de
discretizacdo (E) da solugdo numérica (¢) vs. o tamanho (4) dos elementos da malha em um
grafico logaritmico. O seu calculo permite verificar se, a medida que 4 € reduzido, a ordem do
erro de discretizacdo da