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Resumo

A partir da construcao de novos objetos e conceitos matematicos, este trabalho dis-
cute algumas propriedades de teoria da medida no contexto da andlise nao-standard
(anélise sobre os nimeros hiperreais devida a Abraham Robinson). Mostra a relacao
entre a medida de Lebesgue na reta real e a medida de contagem de Loeb na reta
hiperreal, uma das principais aplicacoes desta teoria.

Este trabalho inicia com a construcao da extensao nao-standard da reta real, sua
estrutura, linguagem subjacente, além de propriedades importantes como o principio
de transferéncia. Sao introduzidos conceitos como funcao "parte standard", superes-
truturas e objetos internos, e termina com a representacao hiperfinita da medida de
Lebesgue.

Palavras-Chave: Nameros Hiperreais, Analise Nao-Standard, Medida de Loeb.

Abstract

From the constrution of new mathematical objects and concepts, this work discusses
some properties of measure theory in the context of nonstandard analysis (analyse
over hyperreal numbers, which is due to Abraham Robinson ). It shows the connection
between the Lebesgue measure in the real line and the Loeb counting measure in the
hyperreal line, one of the main aplications of this theory.

This work begins with the construction of nonstandard extension of the real line,
its structure, subjacent language, besides important properties such as the transfer
principle. It introduced concepts such as "standard part" function, superstructures
and internal objects, and it finished with the hyperfinite representation of the Lebes-
gue measure.

Keywords: Hyperreal Numbers, Nonstandard Analysis, Loeb Measure.



Introducao

Os conceitos de "infinito" e "infinitésimo" em matemética remontam-se a mais de dois
mil anos. Até o aparecimento da Anélise Nao-Standard, no século XX, no entanto, os
raciocinios baseados nesses conceitos foram quase sempre fonte de controvérsia. Este
fato levou a que os "ntmeros" infinitesimais tivessem uma existéncia quase sempre
polémica, embora o seu uso nunca tenha sido deixado de constituir uma ferramenta
atil na pratica, por exemplo, por fisicos e engenheiros.

No tempo dos gregos, os infinitésimos ja possuiam um conceitualizagao. No tra-
tado "O Método", que era desconhecido até o inicio do século XX, Arquimedes
afirmava que também usava infinitésimos nos seus trabalhos, nao para demonstrar
resultados, mas sim para descobri-los. Ja na Europa do século XVII, os ntmeros
infinitesimais foram utilizados como ferramenta porém sem uma fundamentacao. Foi
com Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried W. Leibniz (1646-1716) que o Célculo
conheceu sua primeira formulacao geral, e foram feitas as primeiras aplicacdes desta
nova técnica tanto & matematica como a outras ciéncias, particularmente a fisica e a
astronomia. As descobertas de Newton e Leibniz foram realizadas independentemente
um do outro. Embora ambos tenham chegado ao mesmo tipo de resultados, os seus
métodos de trabalho baseavam-se em concepcoes distintas. Newton pensava mais em
termos do que acabou por evoluir para a moderna teoria dos limites enquanto que
Leibniz baseava seus raciocinios em termos de infinitésimos, conferindo ao calculo,

entdo chamado de Cdlculo Infinitesimal, uma feicao mais algébrica ' . Leibniz de-

Lyver capitulo 1, pagina 14 de [2]



fendia, para o estudo do célculo, a adog¢ao de um sistema numeérico mais amplo que
os nimeros reais que incluisse, nimeros "ideais” infinitos e infinitesimais e no qual
continuassem a verificar-se as leis usuais dos niimeros ordinérios. Portanto Leibniz
esta na origem da andlise nao-standard, mas nao so6 porque pregava o uso de nimeros
infinitos e infinitesimais para o desenvolvimento do célculo, mas também pelo fato de
que, sendo um precursor da logica matematica, esta na origem do instrumento ma-
tematico que viria a servir para justificar plenamente a legitimidade daquele tipo de
quantidades, a teoria dos modelos. Esta teoria que analisa as relacoes existentes entre
uma estrutura matematica concreta e a sua teoria, no sentido formal do termo, cons-
titui um desenvolvimento no século XX da légica matemética que se revelou crucial
para a fundamentacao da noc¢ao de infinitésimo.

A utilizacao de numeros infinitos e infinitesimais persistiu durante todo o século
XVIIT e parte do seguinte. Euler, os Bernoulli, Lagrange, D’Alembert, Bolzano e
Cauchy, por exemplo, nao s6 obtiveram excelentes resultados usando ntmeros infi-
nitos e infinitesimais, como ainda se empenharam, sem contudo conseguir, em dar
uma fundamentacgao logica destes ntiimeros. J& no século XIX, com a rigorizagao da
analise, e uma boa definicao de limite dada por Cauchy e Weierstrass, estes elemen-
tos estranhos ao conjunto R foram banidos de forma geral da matemética, embora
a referéncia a infinitésimos tenha persistido até os dias de hoje em textos de outras
disciplinas cientificas que fazem longo apelo ao célculo, como é o caso da fisica.

Em meados do século XX, o matemético alemao, Abraham Robinson (1918-1974)
recupera a noc¢ao de infinitésimo que, com o auxilio dos métodos da logica matematica,
em particular da teoria dos modelos, foi estabelecida de forma rigorosa. Ele iniciou
a construgao da chamada Andlise Nao-Standard em 1961 com o artigo do mesmo
nome, onde pela primeira vez, demonstrou que o conjunto dos ntimeros reais pode ser
considerado um subconjunto de um conjunto maior de niimeros que contém infinitési-
mos e também operacoes aritméticas apropriadamente definidas, as quais satisfazem

todas as regras aritméticas obedecidas pelos niimeros reais padrao. Posteriormente,



no ja celebre livro texto também de titulo Andlise Nao-Standard, publicado em 1966
na colecao "Studies in Logic and the Foundations of Mathematics" da editora North-
Holland Publishing Company, Abraham Robinson mostrou como se pode aplicar, com
vantagem, os métodos da andlise nao-standard a muitas areas distintas da matemé-
tica. Contudo, foi o estudo e desenvolvimento do célculo elementar aquela que maior
interesse gerou na comunidade cientifica, embora possa nao ser a aplicagdo mais sig-
nificativa e de consequéncias mais fecundas, pois, pelo fato de envolver infinitésimos,
permite estudar fendmenos fisicos muito finos como movimentos brownianos e outros
processos estocasticos.

Para Kurt Godel, "existem boas razoes para acreditar que a analise nao standard,
de uma maneira ou de outra, serd a andlise do futuro". Por este motivo foram
dois os objetivos desta dissertacao: primeiro, o de adquirir o dominio de uma nova
técnica ja que a Anéalise Nao-Standard tem se revelado uma técnica importante numa
grande quantidade de areas da matematica tanto pura quanto aplicada; e segundo,
de proposito didatico, escrever um texto auto-contido que possa servir de base para
um estudo inicial da analise nao-standard, obtida pelo preenchimento de lacunas dos
textos ja existentes.

Nesta dissertacao construiremos o conjunto dos ntimeros hiperreais, apresentare-
mos novos objetos de interesse matematico como infinitésimos e conjuntos hiperfini-
tos, poderosas propriedades e principios de raciocinio que incluem a aproximacao e o
principio de transferéncia e mostraremos a relacao entre a medida de Lebesgue em R
e uma medida de contagem nao standard chamada medida de Loeb. Esta relacao é
uma das principais aplicagoes da analise nao-standard. Esta anélise, segundo Robert
Goldblatt, fornece uma visao ampliada do ambiente matematico, além de representar
outro estagio na emersao de novos sistemas numéricos, o que é um tema significativo
na histéria da matematica.

A dissertacao esta dividada em trés capitulos. No primeiro capitulo - Os Numeros

Hiperreais - construiremos a extensao nao standard, apresentaremos sua estrutura e



importantes definicoes como ultrapoténcia, infinitésimos, moénadas, parte standard,
e teoremas como o teorema do ultrafiltro e o principio de transferéncia. No capitulo
dois - Objetos Internos no Universo de *R - falaremos de conjuntos internos, fungoes
internas, subconjuntos hiperfinitos e cardinalidade interna. Entre as definigoes , te-
remos a de superestrutura e a partir dela construiremos a extensao "x". Entre os
teoremas o principal serd o de transferéncia generalizada. E finalmente, no terceiro
capitulo - Medida de Lebesgue via Medida de Loeb - onde faremos uma reformula-
¢ao da medida de Lebesgue, relembraremos conceitos da teoria de medida standard,
apresentaremos a medida de contagem de Loeb, definindo subconjuntos aproximaéaveis,

algebra de Loeb e outros conceitos importantes, culminando com o teorema principal:

representacao hiperfinita da medida de Lebesgue.



Capitulo 1

Os Numeros Hiperreais

Neste capitulo construiremos o conjunto dos niimeros hiperreais por adicao de infini-
tésimos e infinitamente grandes ao conjunto dos niimeros reais padrao. Mostraremos
que da mesma forma que construimos o conjunto dos numeros reais a partir dos
racionais, utilizando seqiiéncias de Cauchy, é possivel construir o conjunto dos nu-
meros hiperreais a partir dos reais, neste caso, levando em conta o comportamento

assintotico das seqiiéncias.

1.1 Construcao do Conjunto dos Numeros Reais

Na visao ortodoxa, os niimeros reais sao criados a partir dos niimeros racionais por
uma construcao limite, na qual juntamos pontos representando certas classes de equi-
valéncia de seqiiéncias de Cauchy. Consideremos, deste modo, o conjunto dos niimeros
racionais, o qual é um corpo ordenado.

O corpo ordenado dos numeros racionais ¢ uma estrutura da forma
<@» +7 ) S? 07 1> )
satisfazendo os seguintes axiomas:

1. Axiomas de corpo:



e Adicao:
Ve,y € Qze+y=y+x;
Vr,y,2€ Q(x+y)+ 2z =2+ (y+2);
30 € Q, tal que, Ve € Q2 +0=0+z = x;
Ve e Q,3—x€Q,tal que, x + (—x) = (—x) + z = 0.
e Multiplicacao:
Ve,y € Qxy = y;
Va,y,z € Q,x(yz) = (zy)z;
J1 € Q, tal que, Vo € Q, 21 = 1z = x;
Ve e Q,z#0,dz7! € Q, tal que, xz~ ! =271z = 1.
e Distributividade:
Va,y,z € Q,z(y + z) = zy + x=z.
2. Axiomas de ordem total ou linear:
e Reflexividade:
Ve e Q,x < z;
e Transitividade:
Ve,y,z€ Qe <yANy<z=1x<z;
e Antissimetria:
Vo,ycQr<yhy<z=z=y;
e Linearidade:
Ve,ye Qe <yVy< .

3. Leis de compatibilidade:

e Com adigao:

Ve,y,2€ Qe <y=z+2<y+ z;
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e Com multiplicacao:

Ve,y,z€ Qe <yAN0< 2z =2z <yz.

Os ntimeros racionais sao também um espago métrico:

O conjunto Q estd munido da métrica
d:QxQ —Q
definida por d(z,y) = | — y|, onde:

xz, se >0
|z| =
—x, se z <0.

Podemos entao definir os seguintes conceitos:

1. Seqiiéncias de ntmeros racionais: Uma sequéncia em Q é uma familia x =
{Zn}nen = {0, 1, T2, ...}, onde para cada n,z, € Q. As sequéncias podem ser

vistas como funcoes que levam niimeros naturais em ntimeros racionais

r:N — Q

n +— x(n) =x,.
Denotamos por QY = {f| f é uma fungio de N em Q}.

2. Seqiiéncias convergentes em Q: Dizemos que uma sequéncia {x,} converge a
xr € Q, e denotamos por x,, — x, se Ve > 0,¢ € Q,dng € N, tal que, Vn >
no, |z, — | < €, isto &,

lim |z, — x| =0.

n—oo

3. Seqiiéncias de Cauchy: Uma seqiiéncia {x,} é dita de Cauchy se Ve > 0,¢ €

Q,3dng € N, tal que, Vn,m > ng, |z, — o] < €, isto é,

lim |z, —2,|=0.

n,Mm—00
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Toda sequéncia convergente é de Cauchy, no entanto, sabemos que existem seqjiién-
cias de Cauchy em Q que nao convergem em Q. O conjunto dos niimeros racionais ¢
incompleto. Do ponto de vista geométrico, a cada nimero racional podemos associar
um ponto sobre a reta euclidiana, no entanto, existem pontos da reta que nao tém
associado nenhum niimero racional. O processo de completamento de Q consistird em
enxergar cada racional como limite das seqiiéncias convergentes em (Q, mais ainda,
identificar cada racional com as seqiiéncias que convergem a ele, podendo ser com-
pletada a reta com as sequéncias de Cauchy que nao convergem em @, isto é, a cada
“buraco” sobre a reta esta associada alguma seqiiéncia de Cauchy de racionais.

Exemplo: 29 = 1,21 = 1.4,y = 1.41, 25 = 1.414,...,— /2 ¢ Q.

Como a um mesmo ponto da reta podem estar associadas varias seqiiéncias, pre-

cisaremos de uma técnica matematica de completamento.

1.1.1 Técnica de Completamento

Seja C' o conjunto de todas as seqiiéncias de Cauchy de racionais. Sobre elas definimos

a sequinte relacao de equivaléncia:

{z,} ={y.} < {z.} e {yn} “convergem” para um mesmo ponto da reta euclidiana
& lim |z, —y,| =0.
n—oo
De fato, sao satisfeitas:

1. Propridade Reflexiva: {x,} = {z,}, pois, |z, — z,| =0 — 0;

2. Propriedade Simétrica:

{In} = {yn} ~ |:L‘n —Yn| =0

A |yn_37n| — 0

< {ynt = {2}

12



3. Propriedade Transitiva:

{In} = {yn} € {yn} = {Zn} = |xn - yn| —0e |yn - Zn| —0

= |z, — 2z, — 0,
pois, |z, — zn| < |Tp — Yn| + |yn — 2u|- Portanto {z,} = {z,}.

Definicao 1.1.1. Os elementos do conjunto dos niimeros reais, tanto os racionais
quanto os irracionais, sao classes de equivaléncia de seqiiéncias de Cauchy maodulo a

relacdo =, os quais denotaremos por r = [{x,}], que abreviaremos por (x,). Assim,
R=C/=CQV/-
A seguir vamos fazer uma reinterpretacao da relacao de equivaléncia =:
{zn} = {yn} & lim [z, —yu| =0,

isto é, Ve > 0,3dng € N, tal que, VYn > ng, |z, — yn| < €.

Para cada m € N, definimos o conjunto
N,, = {n € Njn > m}.
Nestes termos teremos,
{z,} ={yn} & Ve > 0,3Ing € N, tal que, N,,, C {n € N||z,, — y.| < €}.
e Nocao de filtro sobre N

Definicao 1.1.2. Um filtro F sobre N € uma familia de subconjuntos de N que

satisfazem as sequintes propriedades:

1. Nao trivialidade: Ne F e () ¢ F;
2. Intersecao finita: Ay,..., A, € F=A1NAN...NA, €F;

3. Fechamento: A¢ F,ACB= BeF.

Observe que se () € F, terfamos, por 3, que F = P(N) (filtro improprio).

13



Defini¢ao 1.1.3. Um conjunto E C N ¢é cofinito se é da forma E = N\

{mi,...,my} ou seja, E € o complementar de um conjunto finito em N.
Exemplos de Filtros

1. A classe dos conjuntos cofinitos: Seja F = {cofinitos de N} = {4 C
NJ|A°| K < oo}, entdo, por exemplo, se A; e Ay pertencem a F ento,
|AS| < o0, |AS| < co. Deste modo, podemos concluir que |(A; N Ag)¢| =
|AS U AS| < |AS| + |AS| < oo, portanto, A1 N Ay € F.

2. Seja Ag C N, Ay # 0, entao o conjunto F = {B C N|A; C B} é um
filtro.

No exemplo 2, quanto menor o conjunto Ay que tomarmos maior serd o filtro.
Vejamos, fixado Ay C N, Ag # (0, considere o filtro F; = {B C N|A; C B} e o
filtro o = {B C N|By C B, By C Ap}; claramente F; C F,. Um caso extremo
é se rg € Ap. Temos entdo que F' = {B C N|zy € B} é um filtro. Neste
caso, seja £ C N. Suponhamos que F ndo pertenca a F', isto é xy ¢ E, entdo

10 € N— FE, e portanto N— F € F/

Um filtro que satisfaz essa dltima propriedade, isto é, dado £ C N, entao, £ € F
ou F° € F, serd chamado de ultrafiltro sobre N. Prova-se que os ultrafiltros sao

exatamente os filtros maximais.

Familia com a propriedade da intersecao finita (PIF)

Uma familia {A4;} C P(N) tem PIF, se toda subfamilia finita {4, ..., A,,} tem

intersecao nao vazia, isto ¢, A; N ... N A,, # (), em particular, todo A; # 0.
Toda familia com PIF gera um filtro proprio.

Com efeito, seja F' o filtro gerado pela familia {4;}, isto é, o menor filtro que

contém a familia, com a PIF. Vejamos que F' é um filtro proprio.

De fato, o filtro gerado pela familia {A;} é dado por F' = {B C N|B D A1 N

..NA, com Ay, ..., A, € {A;}}. Se 0 € F, entdo, alguma intersegao finita da
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familia {A;} seria () 0 que ndo pode pois a familia tem a PIF. Portanto, () ¢ F

e I resulta um filtro proprio.

Um exemplo importante de familia com a PIF é {N,,}. Observa-se que, nesse

caso, Ny, N, = 0.

Chamando de G o filtro proprio sobre N gerado pela familia {N,,, } temos, entao,

{zn} ={y} © Ve>0,e € Q {n €Nz, —yu| < e} €G

e Estrutura de corpo ordenado de R

Definimos as operacoes de adicao e multiplicacao em R da seguinte maneira:

— Adicao: (z,) + (Yn) = (Tn + Yn);

— Multiplicagao: (x,) (yn) = (Tpyn)-
Observe-se que, no caso da adicao, podemos reescrever a definicao anterior

da seguinte maneira:
(@n) + (Yn) = () & {zn +un} = {2}
& Ve>0,{neN||lz, +y, —2,| <€} €CG
Analogamente para a multiplica¢ao.

— Ordem em R: basta definir (z,) >0 (= (0)), pois, neste caso:

(Tn) < (Yn) € (Yn) — (T0) 2 06 (yn — ) > 0.

Define-se:
(xn) >0 < 3dng €N, tal que ,Vn > ng,x, >0
< {neN|z, >0} €G.

Prova-se que (R, +, -, <,0,1) é um corpo ordenado tal que, Q — R através
da identificacao de cada racional com a classe de equivaléncia da sequéncia
constante correspondente, onde — (x,,) = (—z,,),0 = (0) = [{0,0,-}] e 1 =

<O> = [{17 L, }]

15



1.2 Construcao do Conjunto dos Niimeros Hiperre-
ais

Seguiremos o mesmo procedimento para construirmos os hiperreais a partir dos reais,
porém é necessario levarmos em conta o padrao de convergencia e as propriedades
assintoticas das seqiiéncias. Deste modo terminaremos com um conjuntos de pontos
mais rico que amplia a reta dos reais, a extensao nao standard.

Seja N = {0,1,2,...} o conjunto dos niimeros naturais e RY o conjunto de todas
as seqiiéncias reais f = {x, },en que vem a ser uma funcao f : N — R onde estao

definidas a soma e a multiplicacio da seguinte maneira: sejam f, g € RY entdo,

(feg)(r) = flr)+g(z)
(foOg)x) = flx)g(x).

(RY,®,®) é um anel comutativo com unidade 1 = {1,1,...}, zero 0 = {0,0,...}, e

inverso aditivo dado por
_f = {_xn}neN-

Mas, no entanto, nao é um corpo, pois
{1,0,1,0,...} ®{0,1,0,...} = 0.

Como as duas sequéncias pertencem a RY, sdo ndo nulas, com produto nulo, a es-
trutura <RN,@,®> nao pode ter um inverso multiplicativo para cada um de seus
elementos nao nulos.

A seguir daremos varias aproximacoes para uma definicao adequada de equivalén-
cia entre sequéncias de niimeros reais que nos conduzam aos hiperreais.

Como queremos estudar o comportamento das seqiiéncias no limite, teremos pri-

meiro que identificar seqiiéncias que concordem em um conjunto cofinito.

Definicao 1.2.1. Duas seqiiéncias f,g € RY concordam no conjunto cofinito E se, e

somente se f(m) = g(m) para todo m € E.

16



Observamos que se f, g € RY concordam num conjunto cofinito, entdo elas tém o
mesmo comportamento no “limite”.

Sabendo entdao, quais seqiiéncias concordam num conjunto cofinito, podemos to-
mar o conjunto {n € N|f(n) = g(n)} cofinito e distinguiremos o comportamento
limite de f e g.

Definimos agora em RY a seguinte relacdo de equivaléncia:

Seja f = {&n}nen, 9 = {Un}nen € RY,
{z,} ={y,} & JE cofinito tal que, Vn € E, f(n) = g(n).

O conjunto quociente RY/ = = {[f]|f € RN} onde:

f+gl=1fl+1g] e [fgl=1fllg]

nao é um corpo, é apenas um anel, pois tem divisores de zero. Com efeito, sejam

f=Axn}.g={yn} € RY onde,

1, sen é par 0, sen épar
wn = yn =
0, sen éimpar 1, sen éimpar.

Definidas deste modo, ambos sao diferentes de zero, porém, para todo n € N, temos
que [f]-[g] = [{0}] =0

A existéncia de divisores de zero destroi a algebra usual, consequentemente preci-
samos de algo mais refinado que conjuntos cofinitos.

A partir da definicao de filtro F sobre os naturais, podemos definir alguns filtros
especiais chamados de filtros livres e ultrafiltros (este altimo ja mencionado anterior-

mente), necessarios & construgdo da extensdo ndo standard.

Definicao 1.2.2. Um filtro F sobre N € chamado livre se nao contém nenhum con-

junto finito.

Definicao 1.2.3. Um filtro U é chamado um ultrafiltro sobre N se para todo E C N,
ou Eeld ou N\E ecll.
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Notar que da condicao de nao trivialidade, segue que, se ¢ é um ultrafiltro sobre
N e F C N, entao exatamente um dos dois conjuntos £ ou N\ E pertencem a U.
Também devemos observar que, se uma uniao finita £y U Ey, U ... U E,, pertencem a

U, entao no minimo algum FE; pertence a U.

Definicao 1.2.4. Um filtro nao trivial € dito mazximal se nao existe um outro filtro

nao trivial que o contenha propriamente.

Proposicao 1.2.1. Seja F um filtro nao trivial, deste modo
Fé um ultrafiltro < Fé mazximal.

Prova:

(=) Suponhamos F um ultrafiltro e seja F’' um outro filtro tal que F C F' e F #
F'. Provaremos que F’ é trivial, isto é, 7' = P(N), e para isto basta mostrarmos que
0eF.

Como F esta contido propriamente em F', existe £ € F' tal que E ¢ F. Mas
como F é um ultrafiltro e E ¢ F, temos que N\ £ € F, logo N\ E € F', finalmente,
como F' ¢ um filtro, ) = (N'\ E) N E esta em F'.

(<) Suponhamos que F é maximal. Seja F um subconjunto de N, tal que £ ¢ F.
Provaremos que N\ E € F. Seja F' = (FU{E}). Entdo, 7' ¢ um filtroe F C F' C
P(N). Obviamente F' # F pois E ¢ F, logo, como F é maximal, ' = P(N). Assim
0 € F' = (FU{E}), isto é, existem Ey,...,E, € F,talque EyN...NE,NE =0,
logo, F1N...NE, CN\ E, ecomo E1N...NE, €F, devemos ter que N\ F € F.

Com isto provamos entao que F é um ultrafiltro. U

Teorema 1.2.1 (Teorema do Ultrafiltro). FEzistem ultrafiltros livre U sobre N que

estendem o filtro dos conjuntos cofinitos.
Prova:

1. Existéncia do ultrafiltro U: o argumento principal é o lema de Zorn.
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Lema de Zorn: Se um conjunto A é nao vazio, parcialmente ordenado e toda

cadeia tem cota superior, A tem pelo menos um elemento maximal.

Seja Cof o filtro dos conjuntos cofinitos e A o conjunto de todos os filtros que
estendem Cof. Entao A # (), pois Cof € A, e se {F;} é uma cadeia em A,
entao, prova-se facilmente que UF; € A, isto é, toda cadeia em A tem cota
superior em A. Pelo Lema de Zorn, qualquer familia deste tipo tem pelo menos
um elemento maximal. Seja ¢ um desses elementos, logo pela proposicao 1.2.1,

se U é maximal, entdo U/ é um ultrafiltro que estende o filtro Cof.

2. U é um ultrafiltro livre:

Para que U seja livre, U nao deve conter conjuntos finitos. Provaremos por
reducao ao absurdo que nao existe um conjunto F finito tal que F pertenca ao

ultrafiltro U.

Considere entao E finito, tal que £ € Y. Como E ¢é finito, N\ E é cofinito, logo
N\ E € Cof mas Cof C U. Deste modo, N\ E € U, portanto, como E € U,
EN(N\E)=0€eU, oque é um absurdo, pois U é um filtro proprio. Portanto

o ultrafiltro U é livre. ]

1.3 Construcao da Extensao Nao Standard

Agora sabemos que existem ultrafiltros livres U que estendem o filtro dos conjuntos
cofinitos, ou seja Cof C U. Os elementos de U podem ser considerados subconjuntos
"grandes"de N.

Considere um ultrafiltro livre I/ sobre N. Sobre RY definimos a seguinte relacao

de equivaléncia modulo U:
fruge {neN|f(n)=gh)}eld

onde f,g € RV,
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Veremos que quando tomamos RY modulo U, a dificuldade com os divisores de
zero ja nao existe.

Do mesmo modo que estendemos os racionais aos reais, o quociente RY/ ~y; nos
dard a extensao nao standard *R dos nameros hiperreais. Abreviaremos RY/ ;; por
RN /4.

Definimos *R como o conjunto de todas as classes de equivaléncia modulo um

ultrafiltro U que estende o filtro dos conjuntos cofinitos, isto é:
‘R =R/U.

E muito importante observar que existem muitos ultrafiltros que estendem esse filtro,
e sobre os quais nao temos, de inicio, nenhum controle. Mais ainda, na construcao
de *R nao joga nenhum papel a priori o conjunto N, podendo ser substituido por um
conjunto de indices I(# @) qualquer.

Assim, considerando R = {f : [ — R}, podemos definir, para um ultrafiltro U

sobre I, a relacao ~y como

fruge{iellfi) =g} el
obtendo, *R = R’ /.

e ‘R ¢é chamado de ultrapoténcia de R e dependerda sempre do ultrafiltro U

escolhido;
e 0s elementos de *R serao indicados por f;; para alguma funcao f: N — R;

e se r € R indicamos por *r, a classe de equivaléncia da funcao constante com

valor r em RY isto é, f,.(n) =r,Vn € N.
Temos entao um mergulho natural
TR — *R
ro— = (fi)u
Muitas vezes identificaremos *r com r.
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1.3.1 Estrutura Algébrica dos Niumeros Hiperreais

Devemos agora estender a estrutura algébrica dos R para os hiperreais *IR.

Como vimos, R é um corpo ordenado completo e sua estrutura algébrica é da
forma

(R, +,-,<,0,1)

onde R é o dominio da estrutura, + e - sao as operacgoes binarias de adicao e multi-
plicacao, < é uma relacao de ordem total e 0 e 1 elementos distintos do dominio.

R é completo no sentido que todo subconjunto nao vazio limitado superiormente
tem supremo. O x - mergulho, leva 0 — *0 e 1 — *1.

Para estender a relacao de ordem de R para *R, levaremos em consideracao a

relacao de equivaléncia que nos diz quando dois elementos f;; e gy de *R sao iguais:

fu=9u <= {neN|f(n)=gn)} el (1.1)

De maneira analoga estendemos a relacao de ordem < a *R. Fixando fy, g € *R,

definimos:
fu<ogu < {neN|f(n)<gn)}eU (1.2)

Com esta definicao de < em *R, podemos observar que o dominio estendido *R é
totalmente ordenado, ou seja, < é uma relacao de ordem total.
De fato:

1. < é reflexiva
fu<fue{neN|f(n) < f(n)}=Nel;
2. < é anti-simétrica

Suponhamos fi; < gy e gu < fu-

Deste modo A; = {n € N|f(n) < g(n)} e U e Ay = {n € N|g(n) < f(n)} €
U. Logo, pela propriedade da interse¢ao finita num filtro, A; N Ay € U. Se

n € AN Ay, entdo f(n) < g(n) e g(n) < f(n). Como em R a relacio < é
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antissimétrica, f(n) = g(n). Assim A; N Ay C {n € N|f(n) = g(n)}. Portanto,
pela propriedade do fechamento, {n € N|f(n) = g(n)} € U, logo, fu = qu;
3. < é transitiva

Suponhamos fi; < gy e gu < hy, isto é,
Dy ={neN|f(n) <g(n)} el

Dy ={n e N|g(n) < h(n)} €U.

Pela propriedade da intersecao finita num filtro, D1 N Dy € U. Se n € D1 N D,
entdo f(n) < g(n) e g(n) < h(n); consequentemente, pela transitividade de <
em R, f(n) < h(n). Assim

DN Dy C {n € N|f(n) < h(n)}.

Concluimos, pela propriedade do fechamento, que {n € N|f(n) < h(n)} €U e

portanto fi; < hy,.

4. < é total, isto &, se fy, gu € *R, entao, fiy < gy ou gy < fu
Suponhamos fy £ g e gu £ fu, entdo, {n € N|f(n) < g(n)} ¢ U e {n €
Nlg(n) < f(n)} ¢ U, dai, pelas propriedades do ultrafiltro teremos, A = {n €
N|f(n) > g(n)} eUd e B={n € Nlg(n) > f(n)} €U, portanto, ) = ANB € U,

0 que é uma contradigao.

A relacao < sobre *R introduzida, estende a relacao < sobre R, isto é: dados
quaisquer 71,72 € R vemos que r; < r, em R se, e somente se *r;y < *ry em *R.

Para estendermos as relacoes binérias de adicao e multiplicagao devemos levar em
conta como foram definidas as relacoes de igualdade e de ordem.

Fixando agora f;; e gy pertencentes a *R, definimos
futgu=hy < {neN[f(n)+g(n)=hn)}eld (1.3)
fu-gu="ly & {neN[f(n) g(n)=h(n)}ecl. (1.4)
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Com estas definicoes podemos provar que *R é um corpo que ¢ uma extensao do corpo
ordenado dos reais.

Para isto devemos mostrar que:
1. (*R,+,-,0,1) é um anel comutativo com unidade;
2. todo elemento nao nulo de *R admite inverso multiplicativo;
3. *R é (um corpo) ordenado;
4. % : R — *R é um monomorfismo.
Com efeito,
1. (*R,+,-,0,1) é um anel comutativo com unidade:

(a) O conjunto *R é um grupo abeliano em relacao a adigdo, isto é, valem as
propriedades associativa, comutativa, existencia do elemento neutro e do
simétrico.

L (Yfu, gus b € "R)(fu + (gu + hu) = (fu + gu) + )
Ju+ (gu+ hu) = Fu & {n € N|f(n) + (9(n) + h(n)) = F(n)} € U.
Como f(n),g(n),h(n) € R, temos f(n) + (g9(n) + h(n)) = (f(n) +
g(n))+h(n). Deste modo {n € N|f(n)+(g(n)+h(n)) = F(n)} ={n €
N|(f(n)+g(n))+h(n) = F(n)}. Assim {n € N|(f(n)+g(n))+h(n) =
F(n)} € U. Portanto, (fy + gu) + hu = Fy, donde fi + (gu + hy) =
(fu + gu) + hu;

i (Vfu, gu € "R)(fu+ 9u = 9u + fu)
fu+gu = hu < {i € N[f(n) +g(n) = h(n)} € U & {n € N|g(n) +
f(n)=h(n)} €U < gu+ fu = hy. Portanto, fu + gu = gu + fu;
As propriedades seguintes, iii e iv, provam-se facilmente.

iii. (370 € "R)(fu +70 = fu)

iv. (Vfu € "R)3 = fu € "R)(fu + (= fu) ="0)
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(b) A multiplicacdo em *R é associativa
(Vfus gu, e € "R)((fulguha) = (fugu) hu):
fulguhed) = b < {n € N|f(n) (g(m)h(n)) = K(n)} €U & {n € N|(f(n)g(n))h(n) =
k(n)} € U < (fugu)hu = ky. Portanto,
Sulguhu) = (fugu)hu-

(¢) A multiplicacio em *R ¢ distributiva em relaciio a adicio
(Y fus gus e € *R) (fugu + hae) = fugu + fuhu):
fulgu + hu) = ku < {n € N|f(n)(g(n) + h(n)) = k(n)} € U < {n €
N|f(n)g(n) + f(n)h(n) = k(n)} € U & fugu + fulu = ky. Portanto,
Julgu + hu) = fugu + fuhu.
As propriedades (d) e (e) a seguir provam-se facilmente.

(d) A multiplicagao é comutativa

(Yfu, gu € "R)(fugu = ufu)

(e) existe um elemento em *R que é o neutro da multiplicac¢ao
(Vfu € "R)(fu"l = fu)
2. Todo elemento nao nulo de *R possui inverso multiplicativo
(Vfu € *R)(fu 7§ 0= ng < *R|fugu = *1)
Primeiro vejamos que para que em *R todo elemento nao-nulo possa ter inverso
multiplicativo, nao poderd haver divisores de zero, ou seja, *R nao podera ter
elementos fi, g # *0 com produto fy - gy = *0. Provaremos entao, que caso
fu - gu = *0, teremos obrigatoriamente ou f;; = *0 ou g, = *0. Na prova a

seguir usaremos a notac¢ao de sequéncias e veremos como agem as propriedades

especificas do ultrafiltro.

Proposi¢ao 1.3.1. *R € um dominio de integridade.

Prova: Sejam a,b € *R, tais que ab = *0, isto é, se a = [{a,}],b = [{b,}], entdo
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ab = [{anbn}] = [{0}], isto &, {a,b,} ~y {0}.

ab="0< A= {n e Nla(n)b(n) =0} € Y.
Suponhamos que a # *0, logo, {n € N|a(n) = 0} ¢ U. Sendo U um ultrafiltro,
temos {n € N|a(n) =0} € U, isto é, B = {n € N|a(n) # 0} € U.
Provaremos que AN B C C' = {n € N|b(n) = 0}, ou seja, {n € Nla(n)b(n) =
0} N{n € Nja(n) # 0} C {n € N|b(n) = 0}:
Para um dado n, se n € AN B entdo a(n)b(n) = 0e a(n) # 0. Como a(n) e b(n)

=0

).

Portanto, ANB C C. Como A €U e B €U, pela propriedade da intersecao

pertencem aos reais e a(n) # 0, entao b(n) = 0, logo n € {n € N|b(n)

finita de um filtro A N B € U e pela propriedade do fechamento C' € U. Deste
modo {n € N|b(n) =0} e U, isto é, b ="0 O

Com isto mostramos que *R nao tem divisores de zero. A seguir provaremos

que todo elemento nao nulo possui inverso multiplicativo.

Dado f; # *0, queremos encontrar gy, com g : N — R, que satisfaca fy;gy =

*1. Para tanto, definimos

Basta, entao, provarmos que o conjunto
{neN[f(n)g(n) =1} €U.
Sendo fi; # *0, temos que {n € N|f(n) # 0} € U. Como
{n e N|f(n) #0} € {n e N|f(n)g(n) =1},

podemos concluir que {n € N|f(n)g(n) = 1} € U. Portanto fygy = *1 e

gu = (fu)™".
3. *R é ordenével
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Definigao 1.3.1. Um corpo K ¢ dito ordendvel se é possivel definir uma relagao

de ordem total sobre K, relacao esta compativel com a estrutura de anel de K.

Definicao 1.3.2. Uma relacao de ordem € cosiderada compativel com a estru-
tura de anel de um corpo K, quando, e apenas quando, 0s sequintes axiomas se

verificam

(a) (Va,b,ce K)(a<b=a+c<b+c);
compatibilidade com a adigao
(b) (Va,be K)(0<a e 0<b=0<ab)
compatibilidade com a multiplicagao
Vejamos que a relacao < definida em (1.2) é compativel com a adi¢ao e a
multiplicagao de *RR.

i. da forma com que foi definida a relacao de ordem < em *R

fu<gue{neN[f(n)<gn)}el

temos uma relagao de ordem total, pois, cada dois elementos quaisquer
de *R podem ser comparados.
ii. devemos agora verificar se < é compativel com a estrutura de anel de

“R, ou seja, que os axiomas abaixo se verifiquem:

A (Yo gus hu € *R)(fu < gu = fu+hu < gu + hy)
Temos que fiy; < gy, logo {n € N|f(n) < g(n)} € U. Como f(n) <
g(n) com f(n),g(n) € R e R & um corpo ordenado, entdo, para
h:N — R, f(n)+ h(n) < g(n) + h(n). Assim {n € N|f(n) +
h(n) < g(n) + h(n)} O {n € N|f(n) < g(n)}. Portanto {n €
N|f(n)+ h(n) < g(n) +h(n)} € U. Deste modo podemos concluir
que fy +hy < gu+ hy.

B. Vfu,0u € "R)(CO< fy e *0<gy="0< fugu):
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Temos,

NV<fu © A={neN0o<f(n)}elU

0<gy & B={neN|0<g(n)}el.

Sendo A, B € U, pela propriedade da intersecao finita de um filtro,
ANBelU,entao, ANB={neN0<f(n)ed<gn)}el.

Como f(n),g(n) € R e R & um corpo ordenado, temos para os
mesmos n's 0 < f(n) e 0 < g(n) implica 0 < f(n)g(n). Deste

modo {n € N|0 < f(n)g(n)} € U. Portanto *0 < frgy. O

Com isto provamos que *R é um corpo ordenado.

4. Prova-se facilmente que * : R — *R é uma funcao injetiva. Com efeito, se *r =
s, entdo, (fy)u = (fuus isto &, {n € Nlr = s} = {n € N|f,(n) = f(n)} € U.

Portanto, como esse conjunto é nao vazio, teremos que r = s.

A prova de que *(r 4+ s) = *r + *s e *(rs) = *r*s usa argumentos anélogos.

1.3.2 Existéncia de Elementos Infinitos e Elementos Infinité-

SImos

A nocao de infinitésimos é muito antiga: ela apareceu na Europa no final do século
XVII, com matematicos como Leibniz, Newton, I’'Hospital, no inicio do calculo. Mas a
idéia de "nimero infinitesimal" foi rejeitada por alguns mateméticos porque eles nao
puderam dar uma definicao adequada para esses nameros. A base para a fundamen-
tacao da andlise chamada cléssica ou standard, sem infinitésimos, foi obtida gracas
a definicao de limite dada por Cauchy no século XIX, as custas da intuicao. Porém,
nos anos 60 do século XX, os infinitésimos voltaram a matematica em decorréncia dos
desenvolvimentos da logica matematica. Foi Abraham Robinson quem os construiu

como elementos duma ultrapoténcia dos reais.
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Definicao 1.3.3. Um elemento positivo 6 € *R € um infinitésimo se, e somente se,
Vn >1,|6| < L.(A funcdo |- | em *R defini-se como em R). Um elemento w € *R ¢

dito infinito se |w| > n,¥n > 1. Uma elemento que nao € infinito serd dito finito.

Observe-se que, segundo a definicao, *0 é um infinitésimo.
Prova-se que um infinitésimo positivo 9, deve satisfazer *0 < 6 < *r,Vr > 0,7 € R.

Tomando ¢ = [{+}] temos:
1. "0<d< {neN0<Li} e, pois, {(ne N0 <1} =N-{0} € Cof CU.

2. Seja r > 0 real,
d<*reA={neN:2I<r}el.

Para mostrarmos que o conjunto A € U, devemos lembrar da propriedade ar-
quimediana dos ntmeros reais:

Dado r > 0,3ny > 1 tal que = < r. Dai, Vn > ng, £ < r, isto é, o conjunto
no n

cofinito {n € N|n > no} C {n € N|2 < r}. Portanto A € U.
Como *R é um corpo ordenado, ¢ possui inverso multiplicativo. Seja w € *R, tal que
w = 6 L. Entdo, para qualquer r € R, *r < w, portanto w ¢ um ntimero infinito. Além
disso, podemos notar que &' = [{5}] e W' = [{n?}] definem outro infinitésimo e
outro nimero infinito respectivamente, com ¢’ < d e w < w’ em *R.
Com a introdugao de nimeros infinitos e infinitésimos, obtemos *R como uma

extensao propria nao arquimediana de R e consequentemente uma nova estrutura.

Vejamos agora, que a diferenca de R, *R nao é completo.
Proposicao 1.3.2. N nao é limitado superiormente em R

Prova:
Basta provarmos que para qualquer r € RT, existe n € N tal que n > r. Com

efeito, se r € RT,r = m.dids . . ., entao basta tomar n = m + 2 > r. O

Proposicao 1.3.3. N € limitado superiormente em *R
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Prova:
Devemos encontrar alguma cota superior para N em *R. Seja 6 > 0, onde § <
L Vn. Podemos escolher 6 = [{+}]. Como *R ¢ um corpo e § # 0, entdo existe

w=20""com w > n,Vn. Logo w é cota superior de N. O

Proposicao 1.3.4. O subconjunto N de *R € nao vazio, limitado superiormente,

porém nao tem supremo. Portanto *R nao é completo.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que existe S = sup N. Observe que S ¢ N, pois
se S € N, entao, nao seria supremo, ja que, S + 1 € N. Sabemos que n < S,Vn € N.

Afirmacao: n < S —1,Vn € N, isto € S — 1 é ainda cota superior de N. Uma
contradicao.

Pelo absurdo, suponhamos que existe n € N tal que n > S — 1, entao, S <n+1,
ou ainda, S < n+ 1, pois S ¢ N, 0 que & uma contradigdo, pois S é supremo de N.

Com isso concluimos que *R nao é completo. U

1.3.3 Extensao de Relacoes de R a *R

Do mesmo modo como estendemos as operacoes binarias de adicao e multiplicagao e
a relacao de igualdade de R a *R podemos estender qualquer funcao ou relacao de R
a *R, ou seja, se S C R", entdo, definiremos convenientemente *S C (*R)" de modo

que S C*S.

1. Extensao de subconjuntos de R a *R: observe que todo subconjunto £ C R
corresponde a uma relacao unaria, temos entao a extensao *FE caracterizada
pela condicao:

fue'Es {neN|f(n)e E} eU.

Por exemplo, se ' = (0, 1] entdo *F, como subconjunto de *R, tera todo infini-

tésimo positivo como elemento, mas nao *0.

*E é extensao de F, isto ¢, ' C *F, através do mergulho * : R — *R. Provare-

mos na sequéncia que £ C R implica *r € *E,Vr € E.
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Concluimos que *E & uma extensao de E no sentido de *[E] C *E, sendo *[E]

a imagem direta do subconjunto E através do mergulho *.

Observa-se o seguinte:

e *() ¢ o conjunto vazio em *R.
Suponha que *() nao é o conjunto vazio de *R, logo existe fi; € *) C *R,
entao,
fu €< {neN|f(n) e} el.
Como ) nao possui elementos, o conjunto {n € N|f(n) € 0} =0 , o que &
um absurdo, pois, como U é um filtro, ) & U.

e Seja F = {r}, entao,

fueE < {neN|f(n)eE}elU
< {neN|fn)=r}el
= fu:*T

& *BE={r}

e x ¢ um homomorfismo booleano pois preserva a uniao e a intersecao.

a) *(El U EQ) = *El U *EQ

fu€ELUEy &  fy€*Fyou fy € "Es
& {neN|f(n)e By} el ou{neN|f(n) e Ex} el
*< {neN|f(n)e By} U{neN|f(n) € Ex} el
< {neN|f(n)e EEUE} elU

& fyu €7(E1UE)).

(%): A implicacao (<) decorre de que U é um ultrafiltro.
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b)*(Ey N Ey) = *Ey N *Ey

fue*E\N*Ey & fyu€e*FEre fy€™Fy
< {neN|f(n)eEi}eUe{neN f(n) e By} el
< {neN|f(n)e Ey}Nn{neN|f(n) € Ex} €U
< {neN|f(n)e E1NEy}eld
&

fu € *(Ey N Ey).

o "IN'="Fy < k= F,
(=) Suponha que E; # Es, logo existe r € Ey, tal que r ¢ F5, ou viceversa,
ouseja, {n € Njr € E1} =N €U, mas {n € N|r € E,} =) ¢ U. Portanto,
r€ *Fy e *r ¢ *Fy, dai, *E; # *FE», o que contraria a hipotese. Portanto
Ey = B
(<) é imediato.

e 'rc*bsrek
(<) Como para todon € Ner € E, teremos {n € Njr € E} =N € U,
entao, *r € *E
(=) Suponha que r ¢ E. Como por hipdtese *r € *FE, temos:
re*E < {n € N|r e E} € U. O que ¢ uma contradigao, pois {n €
N|r € E} =0 ¢ U. Portanto r € E.

e x nao é sobrejetor

Nem todo elemento de *R provém de R pela operacao *, pois *R contém

elementos infinitos e todo elemento da forma *r, com r € R, é finito.

2. Extensao de subconjuntos de R? a *R?: dado S C R? uma rela¢io binéria, assim

definimos *S em *R?:
(fusgu) € *S < {n € N|(f(n),g(n)) € S} € U.

Um exemplo desta ¢ a relacao de ordem dos reais.
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3. Extensao de relagoes n-arias: dado S C R"”, definimos *S, da forma

(fits -5 fon) €S & {n e N|(f1(n),..., fa(n)) € S} € U.

*S é uma extensao de S pois Vxq,...,x, € R",

(x1,...,2p) €S & (*x1,...,5x,) €S, ou seja S — *S.

4. Extensao de funcoes de R a *R: dado F' : R — R uma funcao, entao, para

fu € R, definimos

"F(fu) = gu <= {n e N|F(f(n)) = g(n)} € U.
Vejamos que *F' é uma extensao de F, isto é, *Fjg = F
Seja x € R, devemos verificar que *F(*z) = F(z) = *(F(x)).
De fato, basta observar que {n € N|F(z) = F(z)} =N e U.
Como exemplo, definimos a funcao médulo em *R, por

| ful = gu & {n € N||f(n)| = g(n)} € U.

Podemos provar que

fu se fu=>70

| ful =
—fu se fu <*0.
De fato, como f(n) € Re || é a fungdo modulo em R, temos por defini¢ao
fn) se fn) >0
|f(n)] =

Logo,

Nful=fu = {neN[|f(n)]=fn)}eU
< {neN|f(n)>0}elU
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5. Dada a funcao F': E — R, F C R, temos que *F' : *F — *R.

Com efeito, seja f;; € *F
"F(fu) = gu < {n eN|F(f(n)) = g(n)} € U.
Para concluir, basta demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.5. Se dom F = FE, entao, dom *F =*F

Prova:
(dom*F C *E)

Seja fy € dom*F, isto é, *F(fy) esta definido. Se *F(fy) = gu, entdo {n €
N|F(f(n)) = g(n)} € U. Devemos provar que f; € *E, isto &, {n € N|f(n) €
E}elU.

De fato, basta observar que {n € N|F(f(n)) =g(n)} C {n € N|f(n) € E}.
(*E Cdom*F)

Seja fy € *F, isto é, {n € N|f(n) € E} € U, devemos provar que f;; € dom*F.
Sabemos que A = {n € N|F(f(n)) = g(n)} € U é valida para *F' :* R —* R.

Deste modo a conclusao segue de

{n eN[F(f(n)) =g(n)} = {neN[f(n)eEeF(f(n)=gn)}
= An{neN|F(f(n)) =g(n)} O

1.3.4 Numeros Hiperreais Finitos

A fundamentacao da analise nao standard é de alguma forma sutil, assim entao, ela
nos possibilita escrever definicoes de maneira muito natural e intuitiva.

Para todo x real (standard ou ndo), dizemos que (ver definicdo 1.3.3):
e 1 é finito se, e somente se, existe um inteiro natural maior que |z|;

e 1 éinfinito se, e somente se, |x| é maior que qualquer inteiro natural;
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e 1 éinfinitesimal se, e somente se, seu valor absoluto ¢ menor que % para todo

inteiro natural n;
e 1 & infinitamente prozimo de y se, e somente se, x — y é infinitesimal.

Ao contrario dos inteiros, os ntmeros hiperreais finitos nao sao necessariamente
nimeros reais standard, mas estd infinitamente préximo de um tnico nimero real
standard.

Pode-se provar que um elemento x € *R é finito se, |x| < *r para algum r > 0,
com r € R.

Denotamos com *Ry;,, a cole¢ao de ntimeros hiperreais finitos.

Cada = € *R finito é infinitamente proximo a algum r € R, que é tnico, no sentido
de que |z —*r| =0 ou |z — *r| = J, onde ¢ é um infinitésimo nao negativo em *R. O

r unico é chamado de parte standard de z, e é indicado por st(x).

Proposigao 1.3.6. Se z € finito, entdo, existe um tnico r € R, tal que |x — r| é um

infinitesimal.
Prova:

e cxisténcia: seja x finito. Suponhamos x > 0. Como z ¢ finito, existe s € R, tal

que |x| < s. Assim, 0 < z < s.

Considere A, = {s € R||z| < s}. Temos que A, # 0, A, C R, e mais ainda,
A, é limitado inferiormente por 0, ou seja, existe r € R, tal que r = infA,.
Provaremos agora que r é o real procurado, isto é, que |x —r| ¢ um infinitesimal,
ou seja |z —r| < %,Vn > 1.

Seja n > 1, entao % > 0. Como r é o infimo de A,, existe s € A,, tal que

rgsgr—i—%. Poroutrolado,r—%¢A$, destemodo,er—%,exSr—i—%,

ou seja |z —r| < <.

e unicidade: suponhamos ry, 7y € R, tais que |z — 1| e | — ry| s@o infinitesimais,
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entao,

|T1—7’2‘:|7’1—fl]+l’—7’2| S ’7”1—17|+|I—T2|:(51+(52:5.
Como |r; —ry| =0 < % para todo n, entdo |r; — 19| = 0 e, portanto, r| =
Ta. O

Se x € *R e x é finito, entao a parte standard de =, que denotamos por st(x), esta
bem definida, o que permite definir uma fungao
st : *szn — R

r — st(z).
Comportamento da Funcao "Parte Standard"

L.reR=st(*r)=r
Para provar que st(*r) = r, basta observar que [*r — r| ¢ igual a 0 ou um
infinitésimo. De fato, em *R temos |*r —r| = |[*r — *r| = 0.

2. Se z,y sao finitos, entdo st(z + y) = st(x) + st(y)

Seja st(x) = a e st(y) = b, logo, |[x —a] < aely—bl < fonde o e [ sdo
infinitésimos, entao, |z—al+|y—b| < a+G. Como |z+y—(a+d)| < |z—al+|y—0|,

fazendo a+b=re a+ =9, teremos, |z +y —r| <, ou seja st(x +y) = r.

3. Se z,y sdo finitos, entdo st(zy) = st(x)st(y) e st(}) = zig; se st(y) # 0.
Denotando por *Ry = {z € *R|x ¢ infinitesimal}, temos:
Ry C "Ry, € R

Temos as seguintes propriedades:

1. *Ryi, € um dominio de integridade
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(a) (Vz,y)(z,y € *Rpsp = v+ y € *Ryyy,)
Seja z,y € *Ryyy,, entdo |z| < *rq e |y| < *ro , para algum 71,7 € R. Devo
provar que |z + y| < *r, para algum r € R.
lz+y| < |z|+|y| < *ri+*re = *(r1 + 12). Deste modo, |x+y| < *(r1 + r2).
Portanto x +y € *Ryy,.

(b) (Va,y)(z,y € "Rpin = xy € "Rypin)
Como z,y € *Ry;,, existe st(x) e st(y). Sabendo que st(x)st(y) = st(zy),
podemos concluir que xy € *Ry;),.

(¢) (Vz)(x € "Ryip, = —2 € *Ryyy,)
De fato, pois, st(—z) = —st(x).
De 1, 2 e 3 concluimos que *Ry;, ¢ um subanel de *R.

(d) *Ry;, € um anel com unidade. Basta observar que *1 € *Ry;,

Como *R & um corpo, *Ry;, € *R e *Ry;, ¢ um subanel, entao, *Ry;, é um

dominio de integridade.
2. "Ry é um ideal maximal de *Ry;,

(a) "Ry é um ideal de *Ry;,
i. (Vo,y)(z,y € "Ry = x+y € *Ry)
Como z,y sao infinitésimos, x + y é um infinitésimo, logo = +y € *R,.
ii. (Va,z)(a € "Ry, € x € Ry = ax € *Ry)
Como a € *Ryy, |a] < *r para algum r € R. Assim, sendo = um
infinitésimo, |z| < *s para todo s € R,s > 0. Portanto, |ax| =
la||z| < *r*s =*(rs) para todo s > 0, isto é, ax € *R,.
(b) *Rg é maximal em *Ry;,
Suponhamos / um ideal de *Ry;,, tal que "Ry € I C *Ryy,. Devemos

provar que ou I = *Ry ou I = *Ry;,. Suponha I # *IRy, logo existe z €
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tal que x ¢ *Ry. Como I C *Ry;,, existe 7o € R, tal que, |z| < ry. Como
x ¢ *Ry, existe r, tal que, |x| > 7 > 0. Temos, entdo, 0 < r < |z| < ro.
Provaremos que I é todo o anel, e para isto, basta provar que z € [ é
inversivel em *R;),.

Como 0 < r < |z|, temos, + > |1| = |27}, sendo ! o inverso de z em "R

e r~t € R". Portanto, x7' € *Ry;,.

3. A aplicagao

st: "Ry, — R
x +— st(x)

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetivo.

(a) (Vz,y)(z,y € *Rypy = st(x +y) = st(x) + st(y))
De fato, pois como z,y € *Ry;,, a parte standard estd bem definida, ou
seja existem st(z) e st(y). Logo pelo comportamento da parte standard ja
provado st(z + y) = st(x) + st(y).

(b) (Vz,y € "Ryin)(st(zy) = st(z)st(y))
Se x e y sdo finitos, entdo, existem r, s € R, nicos, tais que, |z —r| =a e
ly — s| =7, onde «, sao infinitésimos, e st(x) = r e st(y) = s. Devemos
mostrar que st(xy) = rs, ou seja, que |y — rs| é um infinitésimo. De fato:
vy —rs| = ley—ry+ry—rs| = [y(x—r)+ry—s)| <|ylle—r[+|rlly—s| =
lyla + |r]y. Como *Rg & um ideal, |y|a + |r|y € *Rq.
Portanto st(xy) = rs = st(x)st(y).

(c) st é sobrejetor, pois para cada r € R, existe = € *R, tal que st(x) = r.
4. ker(st) = *Rq

Sabendo que ker(st) = {x € *Rpy,|st(z) = 0}, podemos concluir que = €
ker(st) se e somente se z é um infinitésimo, ou seja, * € *Ry. Deste modo,

ker(st) = *Ry. O
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Definicao 1.3.4. Chamamos por ménada de um nimero real, e indicamos por pu(r),

o conjunto de todos os x € *R, tais que, st(z) =r.
Usando a definicao de monada podemos escrever
Ryin = Ugermon(a).

De fato, a ménada de um nimero real é a classe lateral desse ntimero a respeito

da relacao "infinitamente proximo de" em *Ry;,.

1.4 O Principio de Transferéncia

Com as consideragoes anteriores pudemos notar que *R e R sdo semelhantes em
varios aspectos, como por exemplo, ambos sao corpos totalmente ordenados. Porém,
de forma geral, nem todas as propriedades de R sao transferidas a *R. Veremos que
esta tranferéncia so serd possivel para determinadas propriedades de *R que envolvam
subconjuntos de *R chamados conjuntos internos.

Para tanto, devemos explicitar uma determinada linguagem formal onde tais pro-

priedades possam ser expressas.

1.4.1 Nocao Geral de Estrutura Algébrica

Uma estrutura algébrica ¢ uma upla A = (A, {R; }ier, {fi}jes, {ck}rex), onde
e A é um conjunto nao vazio, chamado de dominio ou universo da estrutura;

e [ J K sao conjuntos quaisquer, que podem ser vazios;

para cada i € I, R; ¢ um a relacdo n-aria (para algum n) definida em A, isto é

R, C A"

e para cada j € J, f; : A™ — A é uma funcdo m-aria (para algum m);

para cada k € K, ¢, € A.
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Exemplo 1: R = (R, {<}, {+,-},{0,1})
R = conjunto de ntimeros reais;
<C R?, isto é, 6 uma relacao binaria;
+,:R? — R;
0,1eR

Esta estrutura corresponde ao corpo ordenado dos ntimeros reais.

Exemplo 2: *R = (RY/y,, {*<}, {*+,*-}, {70, 1})
RY/y = {{z,}]/Vn € N,z, € R}

Esta estrutura corresponde ao corpo ordenado dos niimeros hiperreais.

1.4.2 Linguagens Formais

Definiremos agora uma linguagem formal de primeira ordem ou elementar, adequada
a estrutura algébrica A : L(A).
Para estrutura algébrica A = (A, {R;}i, {f;};, {ck}r), definimos a seguinte lingua-

gem formal:
1. vocabulario

(a) simbolos logicos: V, A, =, V, 3, — «— =.
(b) simbolos proprios da estrutura: {R;}, {f;}, {cr}-
2. expressoes
(a) termos: denotam elementos ou novas fungbes da estrutura A, que podem
ser definidos com o vocabulario basico.
i. varidveis: X,y,Z...;
ii. constantes: ¢, para cada elemento constante ¢, da estrutura A;

iii. se ty,...,t, sdo termos, e f; é uma funcdo n-aria, entdo, f;(t1,...,t,)

¢ um termo.
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(b) formulas: sdo expressos que denotam fatos ou novas relagoes acerca da
estrutura, isto é, sao afirmagoes sobre a estrutura (independente delas
serem verdadeiras ou nao).

i. se t1,ty sdo termos, entao t; = ty € uma formula atomica.
ii. sety,..., t, sdo termos e R; é uma relagio n-aria, entdo, R;(t1, ..., t,)
é uma formula atomica;

iii. se p, 1 sao formulas, entao,

0, eV, e Ao — b0 —— 1, (V) (3x)p
se x for uma variavel, também sao formulas.

3. variaveis livres: uma variavel (z,y, z...) que aparece em uma expressao (termo
ou formula) é dita livre, se nao esté no escopo de um quantificador que quantifica

esta variavel. Em caso contrario, a variavel é dita ligada.

A linguagem L(A) é dita de 1% ordem porque os quantificadores sdo aplicados
apenas em variaveis que denotam elementos da estrutura.
Se p é uma formula da linguagem L(A), e xq,...,x, s@o varidveis livres de ¢,

entao escreveremos o(ry, ..., Ty).

1.4.3 Relacao entre A e L(A)

Para Alfred Tarski(1936)
"O verdadeiro estd na linguagem e nao no mundo real".

Se o(x1,...,x,) € uma formula de L(A) e ty,...,t, sdo termos sem variaveis
livres de L(A), entao denotaremos por A = o(t1,...,t,), o fato de ¢(ty,...,t,) ser

verdadeiro em A.

Definicao 1.4.1. "Denotacao” é a relacao entre termos e elementos de A. Se t é

um termo de L(A), chamaremos d(t) o elemento de A que t denota.
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e d(x) denota um elemento variavel de L(A);
e se t é a constante ¢, entao, d(t) = c;

e setéotermo f(ty,...,t,), entdo, d(t) = fi(d(t1),...,d(t,)).

Verdade Formal

Seja o(x1,...,x,) uma formula de L(A) e ty,...,t, termos de L(A). A seguir defini-

remos por indugdo, o que significa A = p(t1,...,t,).
1. para formulas atémicas:

(a) A (ti=12) & d(t1) = d(t2)

2. para outras férmulas

&) AFpAYv e AREpe AR,

(b) AoV e AR poul 1

() AE-p e AEp;

(d) A= (Vo)p(r) & Va € A A |= o(a);
(€) A= (Fr)p(r) < Ja € A A | o(a).

E importante destacar que a linguagem L(A), apesar de ser construida a partir da
estrutura A, ela é a mesma para qualquer estrutura de mesmo tipo de similaridade
que A. Por exemplo, R e *R sao do mesmo tipo, L(R) e L(*R) é o mesmo. Nesse
contexto, se duas estruturas A e B de mesmo tipo satisfazem as mesmas propriedades

de primeira ordem, diremos que elas sao elementarmente equivalentes e denotaremos

AELB.
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1.4.4 Ultrapoténcias

Para formular e demonstrar o que chamaremos de principio de transferéncia, cons-
truiremos as ultrapoténcias de uma estrutura A, as quais serao do mesmo tipo que

A.

Seja I # () um conjunto (de indices) qualquer. Um ultrafiltro em I é uma colegao

U CP(I), tal que:
1. 0¢ U, Iel;
2. ABeld=ANBelU,
3. AcUe BOD A= BelU,

4. ACI= AeclUou A° € U (filtro maximal).

Construcao da Ultrapoténcia

Seja A = (A, {R;}. {f;},{cx}) uma estrutura. Entao,
Al ={g: 1 — Alg ¢ uma funcio} = {{z, },er|z, € A,Vr € I}

onde

Definimos, agora, a seguinte relacdo de equivaléncia em A’:

{xr}rel =u {yr}rEI < {7’ € I‘xr‘ = yr} euU.

Denotamos por *A = A!/y;, onde *A é o conjunto das classes de equivaléncia médulo

U.
Definicao 1.4.2. A ultrapoténcia de A mdodulo U € a nova estrutura

A= (AT PR UL Cad)
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do mesmo tipo que A, onde se [{x,}] denota a classe de equivaléncia da familia {z,},

definimos:
o "Ri([{z}],... {2 }]) & {r € [|Ri(ay, ... a7)} €U;

d *f]([{xi}L ) [{x?}]) = [{f](l"?l«, e vx?)}re[];

o “cr, = [{cr}] (classe de equivaléncia da familia constante cy,).

A estd mergulhada em *A através de

x: A — Al

a — [{a}]="a

Teorema 1.4.1 (Principio de Transferéncia de Lo$ ~ 1956). Seja A uma estrutura
algébrica e L(A) a linguagem de primeira ordem correspondente.
Entao, para toda formula o(z1,...,x,) e para todo elemento (ay,...,a,) € A",

temos

A ): (p(ﬁl,,@L) @*A ): @(*61,,*6,1)

Prova:

Prova por inducao sobre a complexidade de .

1. se p é da forma t; =ty

AEt =t & d(t) =d(t2)

{relldt)) =dt)}y=1€clU
[{d(t)}] = [{d(t2))]

*d(ty) = *d(t2)

At =t

(O
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2. se Y2 é Til(tl,,tn)

A Ri(ty, ... t) Ri(d(ty),...,d(t,))

{r e I|R;(d(t1),...,d(t,))} =T €U
“Ri({d(t1)}], - [{d(En) })
*Ri(*d(t1),...,"d(t,))

A= Ri(ty,... t,)

tr ¢ 0 T2

3. se p é da forma ¥ A0

AEYND) & AEyYeARED
1) < *A)ZQ/JG*A}ZQ

& FAEYAND
(1): hipotese indutiva
A prova é anéloga para V.
4. se p é da forma —
AE—Y & AFEY
@ & "AFEY
& *AE

(2): hipotese indutiva

5. os quantificadores: basta provar para o quantificador existencial, pois o quanti-

ficador universal pode ser definido a partir dele.

Se ¢ é da forma (3x)y(x)

Ak @) & Joe A AR
@ & Jac *A;*A = y(*a)
& A (Fr)p(z)

(3): hipotese indutiva O
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Ampliacao de L(A)

O objetivo é ampliar a linguagem L(A) mantendo o teorema de transferéncia entre A
e *A.
O primeiro passo sera estender subconjuntos de A e fungoes definidas em subcon-

juntos de A para *A = Al/,,.

1. Extensao de subconjuntos de A.

Seja A uma estrutura e B C A. Sabendo que
A=Ay = {{zi}ied|zs € A,
definimos *B C *A da seguinte maneira,

{zitierl € "B {i € Ilx; € B} €U,

isto é,
‘B ={[{zi}icr][{i € I/x; € B} €U} CTA.
*B é uma extensao de B no sentido de que B C *B, através da identificacao de

a € B com [{a}] € *B, de fato, pois,se a € B,{i€ Ila€ B} =1 €U.

Um exemplo importante é o conjunto dos niimeros hipernaturais que desenvolve-
remos a seguir. O conjunto N de todos os niimeros naturais ¢ um subconjunto
de R que tem uma extensao nao standard *N cujos elementos sao chamados
numeros hipernaturais. *N é o subconjunto de nimeros hiperreais da forma
v = [{m;}ics] onde m; pertence a N para quase todo o i € I (a menos do ultra-
filtro U). N é um subconjunto de *N ja que para todo m € N podemos fazer
corresponder o nimero [{m}] pertencente a *N. Por outro lado, N coincide com
o conjunto de todos os elementos finitos de *N. De fato, se v = [{m;}] for um
elemento finito de *N, entao existe algum p € N tal que m; < p para quase todo
i€l Parak =12 ...,p seja Ay = {i € I|m; = k}. Como A, NA; =0 se

k#jeU_ A, ={i€Ilm <p} €U, entdo um e s6 um dos conjuntos Ay
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pertencem a U, isto é, existe apenas um ntmero natural » < p , tal que A, € U,

dai, v =[{r} ="r e N.

Portanto, *N = {v = [{m; }ics]|m; € R e {i € I|m; € N} € U}.

O conjunto *N\N | é constituido por todos os numeros hipernaturais infinitos,
que denotaremos por *N,.

. Extensao de Funcoes

Considere a estrutura A e seja B C A, entao a funcao h : B — A pode ser

estendida a uma funcao *h : *B — *A da seguinte maneira:

“h({zi}ier]) = {h(xi) fied.
Como [{z;}] € *B, temos que {i € I|r; € B} € U. Em geral {i € I|z; € B} # I,
isto é, algum x; pode ndo pertencer a B. Deste modo quem seria h(z;)?
Para evitar este problema, basta fazer a seguinte re-interpretagao de h(z;) para

i€l:se J=/{ié€l|r; € B}, definimos

() h(xz;) se 1€J
1\Ti) =
a se i1¢.J

onde a é um elemento fixo de A.

Prova-se facilmente que [{hq(z;)}] = [{h(x;)}], pois {hi(x;)} =i {h(x;)}, j& que
{i € I|hy(z;) = h(z;)} 2 J e J € U. Logo pela propriedade do fechamento

Um exemplo importante da extensao de funcoes é a extensao de seqiiéncias em

R a hiperseqiiéncias em *R.

Uma seqiiéncia {x, },en pode ser vista como uma fungao

r:N — R

n +— xz(n) =x,
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Portanto, ela admite uma extensao a *R dada por:
r:'N—"R
onde, *z([{ns}ier]) = {x(ni) bier] = {on, tiet]-
Em geral *h|p = h (*h é uma extensao de h). De fato, se a € B, entdo
“ha) = “h([{a}ier])
= [{h(a)}ie]

= h(a)
Portanto, a seqiiéncia *z|y = x.
Sendo x = (z9, %1, ..., %y, .. .), podemos entender *x da seguinte forma:
neN
o\
7 N
* —_—
x = (x9, 1, ... (T ey Tyl Ty Tyl - ),

V€:§\N
*r pode ser chamada de hiperseqiiéncia.

A linguagem ampliada de L(A) é definida mediante as mesmas clausulas que L(A)
acrescentando no vocabulério inicial, como termos, além das variaveis de individuos
e dos termos constantes ¢, varidveis ou constantes que representem subconjuntos de
A ou fungoes de B(C A) em A. A tnica restrigao é que as tais novas variaveis nao
podem ser quantificadas, e as varidveis quantificadas s6 podem aparecer na forma
(Vz)(xr € B=...) ou (Jz)(x € BA...) sendo B um subconjunto constante de A.

Nesse caso, dada uma sentenca p nessa linguagem ampliada, defini-se *p como
a sentenca p, onde foram substituidas as constantes B de subconjuntos de A por
*BC*Aeasfungoes f: B— Apor*f:*B — *A.

Prova-se, entao, o seguinte principio de transferéncia ampliado, o qual é devido a

Abraham Robinson.

Teorema 1.4.2 (Segundo Principio de Transferéncia). Seja A uma estrutura e p uma

sentenca da linguagem L(A) ampliada. Entao,
AEpes™AE"D O
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Veremos a seguir, como podem ser demonstradas, usando o segundo principio de
transferéncia, algumas propriedades de seqiiéncias em R através das hiperseqiiéncias

correspondentes.
Proposicao 1.4.1. Seja {z,} uma seqiéncia de nimeros reais, entdo
r, — a(€ R) & (W)(v € "Ny = 2, = a).

Prova:
Suponha que x,, — a, e seja v € *N,, fixado mas arbitrario. Pela definicao de
convergéncia temos que, dado um niimero real e > 0, existe n, € N, tal que é satisfeita

a seguinte propriedade expressa na linguagem L(R):
Vnn € N — (n >n, — |z, —a| <e)].

Logo, aplicando o principio de transferéncia, temos

Vn[n € "N — (n > n, — *|z, —a| < e)].

Seja ¥ um nimero hipernatural infinito, entdao, v > n. e, portanto,

lo, —a| =
|z, —a] < e. Como o numero real e > 0 pode ser tomado arbitrariamente, entdo,
|z, — a| € menor que todo nimero real positivo donde |z, — a| é um infinitésimo, isto
é, x, ~a.

Para provar o reciproco, suponhamos que x,, =~ a para todo v € *N,,. Mostraremos
entao que dado um nimero real e > 0 arbitrario, quase todos os termos da seqiiéncia

{z }nen, pertencem ao intervalo (a — e,a + €). Seja ¢ € *N, um namero fixado.

Como z, ~ a
dojo €e ' NAW[v €N — [v >0 — |z, —a| <e€]l.
Aplicando o principio de transferéncia, temos
ds[s e NAVn[n €N — [n>s — |z, —a| <¢]]]

o que significa que a é o limite de x,,, quando n — oo. ([l
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Demonstracoes com argumentos anélogos podem ser encontradas para as seguintes

proposicoes.
Proposicao 1.4.2. Uma segiéncia v = {x,} € limitada < Vv € *Ny, *z(v) € *Ry;y,.
Proposicao 1.4.3. {z,} é de Cauchy em R & Vv, € *Ny, z, = z,,.

Teorema 1.4.3 (Completude de R). Seja {z,} C R, entdo {x,} é convergente se e

somente se {x,} € de Cauchy.

Prova:

(=)

Suponha {z,} convergente, isto ¢, existe a € R, tal que z,, — « . Portanto,
Vi € "Ny, x, = .

Sejam v, 1 € *Ny, entao z, ~ ae x, = «, logo x, = x,, ou seja {z,} é de Cauchy.

(<)

Suponhamos {z,} de Cauchy, entdo {z,} ¢ limitada, isto é, Vv € "Ny, z, € *Ryy,.

Devemos encontrar um « € R, tal que x, — a. Seja v € *N, entao, como
x, € "Ry, existe o, = st(x,), assim z, = a,.

Resta provar que «, nao depende de v, e assim, a = «,,Vv € "N, e r, = a.
Suponhamos v, u € *N, entao, por um lado z, ~ x, e por outro, z, ~ o, e T, = q.

Deste modo, o, = «, , isto é, o, = «,, pois sao reais. U
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Capitulo 2

Objetos Internos no Universo de *R

2.1 Subconjuntos Internos de *R
Dado A C R, haviamos definido(no capitulo 1)
*A={[{x;}] € 'R|{i € I|x; € A} e U}.
Observamos que no conjunto {i € I|z; € A}, A é fixo, isto é, nao depende de i.

Definigao 2.1.1. Seja, agora F = {A; }icr uma familia se subconjuntos de R, entao,

definimos a partir dessa familia, o sequinte subconjunto de *R,
“F(="{Ai}) = {{z:}] € "R[{i € I]ai € Ai} e U},
temos, entdao, *{A;} C *R.

Definicao 2.1.2. Um conjunto B C *R € dito interno se existe uma familia {A;}icr

de subconjuntos de R, tal que, B = *{A;}.

Em particular, para todo A C R,*A é interno.
Por exemplo, *R, *N, sao subconjuntos internos.
Veremos que *N,, nao é interno apesar de ser um subconjunto de *R. Os subcon-

juntos de *R que nao sao internos serao ditos ezternos. Uma pergunta natural é a
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seguinte: se considerarmos *N = N’ /;;. qual sera a relagao entre *N assim definido e
como subconjunto de *R?

Pela defini¢do, como subconjunto interno, *N = {[{z;}] € *R|{i € I|x; € N} € U},
donde existem elementos [{x;}] tais que nem todos os x}s sao naturais, no entanto,

em N’/;; todos os elementos de todas as classes sdo naturais.
Proposigao 2.1.1. Se *N; = N’/ entdo, *N; = *N.

Prova:
Basta mostrarmos que toda classe de equivaléncia [{z;}] € *N, tem um represen-

tante com todas os seus componentes naturais.

Chamemos de J = {i € I|z; € N} e

r;, se 1€J
Yi =
1 se iéJ

Obviamente, [{y;}] € *N;.

Resta provar que {z;} =y {v:}. De fato, {i € Ilx; = y;} 2 J, logo, como J € U,
temos que {i € I|z; = y;} € U, donde podemos concluir que [{z;}| = [{v:}] € *Ny, ou
seja, *N C *Nj. A inclusao reciproca é obvia. 0]

Pode-se provar facilmente que se A, B C *R sao internos, entao: AUB, AN B e
A\ B sao internos.

A seguir veremos que algumas propriedades de subconjuntos de R podem ser

também provados para subconjuntos internos de *R.
Proposicao 2.1.2. Todo subconjunto interno nao vazio de *N tem elemento minimo.

Prova:

Seja A C *N, A # () e A interno, entdo A = *{A;} onde cada A; C N, isto &,
A ={[{n;}] € *N|{i € I|n; € A;} € U}. Como A # (), existe [{n;}] € A e portanto
J={ieln;, € A} elU.

Observa-se que A; # (,Vi € J, logo, como A; C N, temos que para cada i € J,

existe um elemento minimo de A;, m;.
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Definimos

m; se 1€ J

1 se i¢J

xT; =

Afirmacgao: [{z;}] é o elemento minimo de A.

De fato, [{z;}] € A, pois {i € I|z; € A;} € U, ja que contém J.

Finalmente, seja [{n;}] € A, isto &, {i € I|n, € A;} € U.

Provaremos que [{x;}] < [{n;}]. Para que [{z;}] < [{n;}] é necessario e suficiente
que {i € Ilz; < n;} €U, o que é verdadeiro, pois, como J € U, e J C {i € I|x; < n;},

temos que, {i € I|z; <n;} € U. O

Proposicao 2.1.3. Seja B C *R, interno, nao vazio e limitado superiormente, entio

existe o supremo de B em *R.

Prova:

Seja B = *{A;} um subconjunto interno nao vazio de *R limitado superiormente
por a = [{a;}ier] € *R. Entéo para quase todo i € I, o conjunto A; C R é nao vazio
e limitado superiormente por a; € R. Consequentemente, sup(A;) existe para quase

todo ¢ € I e, portanto, o nimero hiperreal

sup(B) = [{sup(Ai) }ies]

é o supremo de B em *R. H

Se B ¢ interno e {4;} ¢ uma familia que define B, denotaremos

B = [{A:}],
isto &, B = *{A;} = [{A}].

Teorema 2.1.1 (Transbordo superior). Seja A = [{A;}icr] um subconjunto interno
de *R. Se A contiver elementos finitos arbitrariamente grandes, entio A contém

algum elemento infinito.
Prova:
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Se A for ilimitado em *R nada temos que provar. De fato, pois se A nao contiver
algum elemento infinito, terfamos que A C *Ry;, e portanto, A seria limitado ja que
Ry 0 €.

Suponhamos, entdo, que A é limitado superiormente. Seja a o supremo de A. E
evidente que a nao pode ser finito pela hipotese. Da definicao de supremo resulta
entao que existe x € A, tal que % < z < a e, portanto, sendo «a infinito, temos que x

também é, logo, A possui um elemento infinito. Il

Teorema 2.1.2 (Tranbordo inferior). Seja A = [{A;}icr] um subconjunto interno de
*R. Se A contiver elementos infinitos positivos arbitrariamente pequenos, entdo A

contém um elemento finito.

Prova: Seja A" o subconjunto constituido pelos elementos positivos de A, o qual
também ¢ interno, e seja b = inf(A"). Da hipotese segue-se que b € *Ry;, pelo que,
da definicao de infimo de um conjunto limitado inferiormente existe x € A" tal que
b<z<b+1e, portanto, x € *Ry;,. Entao, A contém um elemento finito. O

O teorema anterior tem como consequéncia que *N,, nao é um subconjunto interno

de *R.

2.1.1 Subconjuntos Hiperfinitos e Cardinalidade Interna

Um subconjunto B C *R seréa dito hiperfinito se B é interno com B = [{A;}], onde
{i € I|A; é finito} € U, isto é, quase todos os A; sao finitos.
Chamando de J = {i € I|A; é finito}, temos que para cada i € J, existe n; =

|A;| € N (JA| denota a cardinalidade de A). Definimos, entao, u = [{m;}] onde:

n;, se 1€J

k se i¢J

m; =

sendo k qualquer em R. p(€ *N) serd chamado de cardinalidade interna de B e
sera denotada também por |B|.

Vejamos o seguinte exemplo: consideremos *R = RY /;;;
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1. para cada n € N, seja A, = {0,1,2,...n}, entdo B = [{A,}] ¢ um subconjunto
hiperfinito de *R. Tomando w = [{n},.en] = [{0,1,2,...}], temos que w € *N,
e |B| = w;

2. para cada n > 1, seja

Consideremos o conjunto hiperfinito B = [{A,}]. Assim definido, qual sera a

cardinalidade interna de B?

Se w = [{n}nen] = [{0,1,2,...}], entdo, provaremos que |B| = w—+ 1. Para cada
n>1,[Ax| =n+1,logo, | Bl = [{n+1}nen] = {ntnen+{1}] = {n}]+[{1}] =

w+ 1.
Veremos, agora, como ¢ o conjunto B:
Provaremos que B = {f\k =0,1,2,...,w}.

{zn}] € B& K ={ne€Nz, € A,} € U. Para cada n € K, existe k,, tal que,

T, = % gendo 0 < k, < n. Definimos,
n

l k, senec K
p sené¢ K
com p qualquer em R. Se k = [{l,}], podemos afirmar que [{z,}] = £ com

0 < k < w. De fato, definindo

temos que, [{z,}] = [{{n}] = Weal] — [l] _ &

Finalmente, 0 < k < w pois {n € N|0 < k, <n} €U, ja que contém K. [

Proposicao 2.1.4. Se B C *R ¢ hiperfinito, entdo, existe mdrimo e minimo de B.
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Prova:

Suponhamos B = [{A;}], onde J = {i € I|A; ¢é finito} € U.

Como para todo i € J, A; é finito, existem m; = min(4;) e M; = max(A;).
Tomando m = [{m;}] e M = [{M,}], provaremos que m = min(B) e M = max(B).

Suponha que m nao seja o minimo de B. Logo existe m; = [{k;}] € B tal que

my < m, logo, {i € J|k; <m;} €U, o que é impossivel, pois

Portanto, m = min(B). Do mesmo modo provamos que M = maz(B). O

2.2 Funcoes Internas

Do mesmo modo que fizemos para conjuntos, podemos fazer a distincao entre fungoes
internas e externas definidas em um subconjunto A C *R.

Vimos que f: A — R onde, A C R é uma funcao, entao, ela pode ser estendida

a*f:*A— "R=Ry dada por * f([{z:}]) = [{f(2:)}].

Definigao 2.2.1. Seja {A; }icr uma familia de subconjuntos de R e {f; : A; — R}ies
uma familia de funcgoes, entdo, essa familia define uma funcio F : A — *R, onde

A = [{A;}], da sequinte maneira

F({zi}]) = [{filz) }]-
F serd denotado por [{fi}].

Na realidade , como a construcao de *f, f;(x;) pode nao estar definida se z; ¢ A;.

A rigor, devemos considerar para cada i € I e para cada x € R,

Fo) = fi(z), se z €A
k, se x¢& A

onde k & constante, e definir F([z;]) = [{f;(z:)}].
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Proposigao 2.2.1. Se {i € I|f; = f} € U, entao F =*f.

Prova:
Como {i € I|f; = f} € U temos também que {i € I|f;(x;) = f(x;)} € U, logo,
F({zi}]) = {file)}] = {f ()} = f({ai}]). O

Definicao 2.2.2. Seja A C "R e F : A — *R wuma func¢ao, entdo, F é chamada
interna se é obtida pelo processo anterior, isto €, se A € um subconjunto interno de
*R da forma A = [{Ai}] e F = [{fi}] onde para cada i € I, f; : Ai — R. Qualquer

outra funcao € externa.

Vejamos o seguinte exemplo: considere *R = RN/, e w = [{n},en] € *Ny. Defi-

nimos F': *R — *R por F(z) = —%5 € *R.

1+w?z2
Vejamos que F' é interna. Basta considerar f, : R — R, tal que, f,(x) = T
S ~ o w [{n}] _ _Hny n _
Sejax = [{zn}], entdo, F(x) = 1355 = muympeeymean = moeeay = Uimeaz 1 =

{fn(n)}]-

Integral de Funcoes Internas

Consideremos *R = RY/;; e seja f, : K, — R, uma familia de fungoes reais
onde K, é um intervalo finito do tipo K,, = [ay,b,]. Suponhamos que todas as f,
sejam integraveis em K, isto é, existem fKn fn(t)dt (por exemplo, se as fungoes f,
forem continuas). Entdo, definindo F' = [{f,}], isto &, F([{zn}]) = [{falzn)}], €
K = [{K,}], temos que F' : K — *R, para a qual é possivel definir a integral da

seguinte maneira:

* /K Fiydt=[{| f.(t)dt}] € "R.

K’II,
* [ F(t)dt é chamada de integral hiperreal.
2.3 Superestruturas

Seja I um conjunto infinito de indices e & um ultrafiltro livre sobre I fixo. Denotare-

mos *R como o quociente R!/y, o conjunto dos niimeros hiperreais. Para podermos
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estender o principio de transferéncia a todas as "entidades” possiveis da andlise nao
standard, construiremos sistematicamente um hiperuniverso de modo que envolva R,
subconjuntos e relagoes de R, func¢oes reais de uma ou mais variaveis, espacos, etc.

Neste hiperuniverso, poderemos efetuar a quantificacao sobre variaveis que deno-
tem conjuntos de nimeros, funcgoes, etc.

Diferentemente da teoria de conjunto de Zermelo-Fraenkel com o axioma da es-
colha, onde todos os seus objetos sao conjuntos, desenvolveremos uma teoria onde
poderemos considerar certos objetos que nao tem elementos ou seja que é um todo
sem partes. O conjunto de todos esses elementos encarados como nao conjuntos, serd
chamado de conjunto de a&tomos da teoria.

Seja X um conjunto apropriado de atomos, que pode ser R. Consideremos a

familia de conjuntos {X,, },—o1, . definida, indutivamente por
Xo=X; X1 = XoUP(Xo);; Xpp1 = Xn UP(X,),n=0,1,2,...

Definicao 2.3.1. Chamamos de superestrutura sobre o conjunto X de dtomos ao

conjunto definido por
V(X) =[] X..
n=0

Se X = R, temos, V(R), onde se faz a analise real usual. Se X = *R, temos,
V(*R), onde se faz a anélise ndo standard. Os elementos de X, sao os dtomos e, aos
elementos de V(X)) \ Xy da-se o nome de entidades da superestrutura.

Observa-se que X,, C X, 11,Vn > 0, em particular X C X,, o que implica

P(X,) C P(X,1), entdo, por indugao finita, podemos verificar que
Xpi1=XUPX,),n=0,1,2,...
Definicao 2.3.2. Um conjunto Y € dito transitivo se a € b € Y, implica a €Y.

Por exemplo, se A = {a,b,...}, P(A) nao é transitivo, pois, b € {b} € P(A), mas

bé¢ P(A).
Proposicao 2.3.1. V(R) € transitivo.
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Prova:

Seja b € V(R) = UR,, e seja a € b. Devemos provar que a € V(R). Temos que
b € R, para algum k£ > 0, pois b nao pode ser um atomo ja que contém a. Como
Ry = RUP(Ry_1), temos que b € P(Ry_1).

Isto significa que b C Ry_4, portanto, como a € b, temos que a € R,_; C V(R).
O

Prova-se facilmente que X,, é transitivo para n > 1.

Observa-se que Ry = R CR; C Ry, C ... CV(R) = UR,, e também, R € R; €

Ry€...€ER, ER, 4y € ...

Definicao 2.3.3. Se a € X,,11 \ X,,, diremos que a é uma entidade de posto n + 1,
o qual denotaremos por

r(a) =n+ 1.
Set € X, entdao r(t) = 0.
Proposicao 2.3.2.
1. se a € X,,, entao, {a} € X,,1;
2. se a,b € X, entdo, {a,b} € X,,11;
3. se a,b € X, entao, (a,b) € X, 10;
Prova:

1. Como a € X, temos que {a} € P(X,). Sabendo que X, 1 = X, UP(X,),

podemos concluir que {a} € X, 1;
2. analogo a prova do item 1;

3. demonstraremos este item baseados na definicao de par ordenado como um

conjunto; essa definicao é devida a Kuratowski:

(a,0) =aey {{a}, {a,b}}.
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Logo, decorre de 1 e 2 que (a,b) € X,, 1. O

Pode-se provar, também, que se a € X,,, entdo, P(a) € X, 0.

Corolario 2.3.1. Se R € uma relagao bindria em X, isto €, R C X,, x X,,, entao
R € X,13. Em particular, X,, X X,, € X,13 e toda funcao f : X,, — X,, é uma

entidade de X,,13.

Prova:
Ja vimos que Va,b € X, (a,b) € X,12, logo X,, x X, C X, ;5. Portanto, R C

Xpio, ou seja, R € P(X,42) € Xpys. O

Proposigao 2.3.3. Um subconjunto A C V(X) pertence a V(X) se, e somente se

existe max{r(x)|z € A}.

Prova:

(<): se n = max{r(z)|lz € A}, e A C V(X), entdo A C X,,, logo A € X,,;1 C
V(X), isto é, A € V(X).

(=): suponhamos A C V(X), entdo, pela hipitese A € V(X) = (J,5¢ Xa, logo,
existe m, tal que, A € X,,.

Seja z € A, entdo pela transitividade de X,,, temos que = € X,,, portanto r(z) <

m, deste modo existe max{r(z)|x € A} <m. O

2.3.1 Espacos Topolégicos

Um espaco topoldgico é um par (X, 7), onde X é um conjunto e 7 uma topologia em
X. Uma topologia sobre o conjunto X é uma subcole¢ao de P(X) cujos elementos

sao chamados de os abertos de X que satisfaz:
o ). X e
e ABeT=ANBeT;
o {A}CT=UA e
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Proposicao 2.3.4. Se X é um conjunto e 7 uma topologia sobre X, entao, o espaco

topoldgico (X, 1) € V(X).

Prova:

Como 7 é uma topologia sobre X, temos 7 C P(X) C X; C V(X), sendo, entdo,
r(x) < 1,Vx € 7. Portanto, 7 € V(X) = UX,,. Logo 7 € X,, para algum m > 1.

Por outro lado, como, por definicao, os conjuntos X,,n = 0,1,2, ... satisfazem a

seguintes cadeias de relacoes
X CX,CXyC...CX,, C...

XoeXieXoe...eX,,e...

Deste modo, X € X,,.
Assim, como 7, X € X,,, temos pela proposi¢ao 2.4.2, item 3, que (X, 7) € X410
e portanto, (X,7) € V(X). O

Temos como casos particulares:
e se 7 ¢ a topologia usual de R, entdao (R, 7) € V(R);
e se 7 ¢ a topologia usual de R™, entdo, (R",7) € V(R).

O mesmo argumento anterior pode ser usado para espagos mensuraveis (X, X),

onde X é um conjunto e X é uma o-algebra sobre X.

2.4 Mergulho de Superestruturas

Comegamos formulando o seguinte problema:

Como estender a funcgao
*:R— "R paraoutra *:V(R) — V('R),

de modo que restrita a R coincida com a anterior.
As exigéncias minimas para essa extensao serao as seguintes (observe-se que esta-

mos usando o mesmo simbolo * para a extensdo):
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1. se a € R, entdo, *a = [{a}] € *R;

2. se a,b € V(R), entdo, a € b < *a € *b.

n,.n

2.4.1 Construcao da Extensao "x

Para podermos estender a funcao "x" de modo que tenha caracteristicas tais que
as relacoes de pertinéncia e igualdade em V(R) venham a corresponder em V(*R)
verdadeiras relacoes de pertinéncia e igualdade, no sentido conjuntista, para entao
estabelecermos um principio geral de transferéncia, teremos que definir a aplicagao
"x'" por composicao de outras duas aplicagoes: a aplicacdo constante ou mergulho k,
e a aplicagao u chamada de Colapso de Mostowski, como veremos a seguir.

Para aqueles mesmos conjunto de indices I e ultrafiltro U, definimos a ultrapo-

téncia

Os elementos de Vy(R) sao da forma [{a;}cs], onde a; € V(R). Em particular, se
cada A; C R, entao [{A4;}] € Viu(R). Veremos, depois, que [{A;}] corresponde ao que
na se¢ao 2.1 tinhamos definido por *{4;}.

Em Vy(R), temos por definigao:

L [ai}] = [{bi}] = {i € Ia; = bi} e U

2. Ha;}] € {bi}] e {i € I|a; € b} € U.

Observe-se que €' nao é uma pertinéncia conjuntista, pois é a relagao correspon-
dente a "€" em V(R)!/y.
Aplicacao Constante ou Mergulho £

Para V,(R), podemos definir, em analogia com o caso de *R, o mergulho

k:V(R) — W(R)
a — k(a)=[{a}].
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Proposigao 2.4.1. Para todo a,b € V(R), temos:
1. a=bo ka) = k(b);
2. a€be kla) € kb).
Prova:
l.a=be {iclla=bt=1eclU < k(a)=[{a}] = [{b}] = k(b).
2. acbel={icllacb eU e k(a)=[{a}] € [{b}] = k(). O

De (1) resulta que k é injetiva. Portanto, podemos considerar V(R) mergulhado

em Vy(R). Mais ainda, podemos observar que klg =*: R — *R

Definicao 2.4.1. Uma familia a = {a;}icr de elementos de V(R) diz-se limitada se
existir m € N (fizado), tal que {i € I|r(a;) < m} € U. Chama-se Ultrapoténcia
Limitada de V(R) a parte de Vy(R) constituida pelas classes de equivaléncia repre-

sentdveis por familias limitadas. Denotaremos a ultrapoténcia limitada de V(R) por

II,(R).

Desta definigao tem-se imediatamente a igualdade:

IIy(R) = {[{a;}] € Vu(R)|In; {i € I|r(a;) <n} eU}.

Observa-se que k[V(R)] C I (R). Observa-se também que *R C II;,(R), pois se
[{x;}] € "R, entdo, cada x; € R = Ry, logo, os postos dos x; estdo limitados. Também
R CV(*R).

Colapso de Mostowski:

Definiremos agora, uma nova aplica¢ao p que permite passar de II;(R) a V(*R) a qual,
como veremos, por composicao com a aplicacao constante k, nos permitira realizar o

mergulho * procurado, isto é, * = po k.
V(R) — Iy (R) — V(*R)
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N =pok
Definicao 2.4.2. Chamamos Colapso de Mostowski a aplicacao
w1y (R) — V('R)

que satisfaz as sequintes propriedades:
(a) a restricio de p a R /(= *R) é a aplicacao identidade;
(b) para um elemento [{a;}ic1] qualquer de Ty (R) \ (R?/y) define-se a transfor-

mada de Mostowski p([{a;}icr]), indutivamente por

i({aitier]) = {p({witier)|{wibier] € Hai}ier]}-

Essa definicao é a que permite transformar a pertinéncia €’ de II;/(R) numa per-
tinéncia conjuntista em V(*R). A defini¢do de p é indutiva.
A seguinte proposi¢ao mostra que, através do Colapso de Mostowski, subconjuntos

internos de *R podem ser definidos.

Proposicao 2.4.2. Seja {A;} uma familia de subconjuntos de R, e consideremos o
subconjunto interno A de *R, definido pela familia {A;}, isto é, A = *{A;}. Como
cada A; € Ry, temos que [{A;}] € TIy(R). Nesse caso, u([{A4:}]) = A.

Prova:

Como os Als nao sdo nimeros reais, entdo, pela defini¢do de p, temos:
p(l{AS]) = {u({zd)){i € Iz € Ai} €U}
Como quase todo z; € R, temos que [{z;}] € *R, e portanto, u([{z;}]) = [{x:}], logo
n([{Ai}]) = {[{zi}]l{i € I|z; € Ai} €U} = A O

Uma demonstracao analoga pode ser feita para provar que fungoes internas em

*R podem ser definidas mediante o Colapso de Mostowski.
Proposicao 2.4.3. u € injetiva.
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Prova:
Sejam [{a;}], [{b;}] € Iy(R) e suponhamos, [{a;}] # [{b:}], assim, {i € I|a; #

b;} € U. Queremos provar que p([{a;}]) # n([{b:}]).
Caso 1: [{a;}],[{b:}] € *R. Neste caso,

p(lfaid]) = Hai}] # {bi}] = n([{b:})).

Caso 2: [{a;}],[{b:}] € Hy(R) \ *R. Neste caso,

p({ai}]) = {p({z3DIz:}] € [ai}]}
p([{0:3]) = {n(fwiDI{wi}] € [{bi}]}-

O fato de termos [{a;}] € II;(R) \* R, significa que {i € I|a; € V(R)\*R} € U. Logo,
podemos supor que a; € V(R)\*R para todo i € I. De forma anéloga podemos supor
que b; € V(R) \* R, para todo i € I.

Do mesmo modo podemos supor Vi, a; # b;. Portanto, a; # b; equivale a a; nao

estd contido em b; ou b; nao esta contido em a;, isto é

= {i € I|a; ndo esta contido em b;} U {i € I|b; nao esta contido em a;}.

Como I € U e U é um ultrafiltro temos que ou {i € I|a; ndo esta contido em b;} €
U ou {i € I|b; ndo estéa contido em a;} € U.

Suponhamos que {i € I|a; ndo esta contido em b;} € U, isto é, para quase todo
i, existe x; € a; com z; ¢ b;. Provaremos que p([{z;}]) € u([{a;}]) e pn([{z:}]) ¢
p([{b:}]), donde p([{ai}]) # p([{bi}]). Com efeito, u([{x:}]) € p([{a:}]), pois [{x:}] €
{a:}], ja que {i € I|z; € a;} € U.

Analogamente teremos p([{z;}]) & p([{b:}]), pois {i € Ilx; ¢ b;} € U.

Caso 3: [{a;}] € *Re [{b;}] ¢ *R.

Neste caso p([{a;}]) € *Re pu([{b;}]) € V(*R) \* R, logo sao diferentes. O

Como k e p sao aplicacoes injetivas, entao, * = o k é também injetiva.
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Teorema 2.4.1. A aplicacao
*=pok:V(R)— V('R)
definida, para cada a € V(R), por

‘0= o k(a) = pu([{abier)
¢ um mergulho da superestrutura V(R) na superestrutura V(*R).

Prova:

Devemos provar que as duas exigéncias minimas para o mergulho sao satisfeitas.

(i) Se a € R, entdo, “a = p(k(a)) = p({a}]) = Ha}] = "a;

(ii)aebs*ae*

(=) Seja a,b € V(R), quaisquer com b € V(R) \ R. Suponhamos que a € b,
entdo, pela proposicao 2.5.1 k(a) €' k(b) e portanto, da definicao de p, temos que
pok(a) € pok(b), ou seja *a € *b;

(<) Considere agora *a € *b. Temos, entao p o k(a) € o k(b). Logo levando em
conta a deficdo de pu(k(b)), podemos concluir que, a menos do ultrafiltro U, k(a) €

k(b). Portanto, novamente pela proposi¢ao 2.5.1, temos que a € b.

Teorema 2.4.2. O contradominio do Colapso de Mostowski é:
py(R)] ="RU(R)U...U"(Ry) U...

Prova:
Seja a € u[lly(R)] qualquer. Entao, a = u([{a;}ier]) com [{a;}ier] € Ty (R). Isso
significa que [{a;}icr] € RY /iy ou [{a;}ier] € (Ry \ Re_1)! /iy, para algum k > 1. Logo

{i € Ila; € Ry} € U. Deste modo podemos concluir que para algum k € N, temos

a = p([{ai}]) € p([{R}]) = po k(Ry) = *(Ry).

Reciprocamente, seja a um elemento de *(Ry) para algum k pertencente aos na-
turais. Entao, a = pu([{a;}]) com [{a;}] € [{Rx}], para algum k natural e, portanto
a € plly(R)]. O
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2.5 Objetos Internos e Externos de V(*R)

Ja vimos conjuntos e fungoes internas de *R, todos eles recuperaveis através do Co-
lapso de Mostowski, agora veremos como estas definigoes sao estendidas & superes-

trutura V(*R) que ¢ um universo muito mais rico que o universo standard V(R)

Definicao 2.5.1. Uma entidade a € V(*R) € dita interna se o = p([{a;}]) com
[{a;}] € Ty (R) isto €, se a € im(u) C V(*R).

Se a € V(*R) \ im(u), entdo a é chamada de entidade externa de V(*R).

Se a € V(R), entdao *a é uma entidade interna de V(*R), pois

V[R) T (R) #— V(R)
a = Ha)] e ra=p({a)])

*a é chamado de extensao nao standard de a.

Proposicao 2.5.1. Uma entidade a de V(*R) € interna se, e somente se o € *a para

algum a € V(R).

Prova:

(=) Suponha « interna, isto ¢, a = p([{a;}]) com [{a;}] € T (R), e seja n =
maz(r(a;)), entdo {i € I|r(a;) < n} € U, isto &, {i € Ila; € Ry} € U, logo [{a;}] €
[{R.}.

Portanto, u([{a;}]) € u([{R,}]) = *(R,). Tomando a = R, € V(R), temos que
a = p([{a;}]) € "a.

(<) Suponhamos a € *a = u([{a}]). Necessariamente a € V(R) \ R ou seja, a é
wm conjunto, logo a € u([{a}]), isto é, a = u([{z;}]), onde [{z:}] € [{a}], e portanto

« é uma entidade interna. O
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2.5.1 Teorema de Transferéncia Generalizada
Redefinicao de L(R)

Anteriormente definimos L(R) para a estrutura (R, <,+,-,0,1), onde as variaveis
x,y, z ... significavam elementos de R. Agora estenderemos L(R) a V(R), isto é, as
variaveis x,y, z, ... , poderdo representar entidades quaisquer de V(R), podendo ser
quantificadas.

Uma féormula da linguagem L(R) pode conter constantes de V(R) : elementos de

R, subconjuntos fixos de R, fun¢oes de R em R, etc.

Defini¢ao 2.5.2. Dada uma formula ¢ de L(R), chama-se *extensao de ¢ a formula
O = *p de L(R), que se obtém substituindo em ¢ cada constante o € V(R) que nela

ocorra pela sua extensao nao standard *o.

Por exemplo, a formula ¢(a) definida por
o(a) :Ve(e e RY — F6(6 e R"AVz(z € R — (|[z—al < — |f(z)— f(a)] < ¢))))

traduz a continuidade de uma funcao f : R — R num ponto a € R dado. Neste caso
as constantes sdo os conjuntos RT e R, as fungoes f e |.| e a relagio <. As variaveis
g,0 e x sao varidveis ligadas enquanto que a é uma variavel livre. Por uma questao
de simplificacdo denotaremos as *extensao da relacdo < e da funcao |.| pelos mesmos
simbolos, entdo a *extensdo da formula ¢(a) € L(R) dada é a formula *¢(a) € L(*R)

definida por
*p(a) : Ve(e € *(RT) — 35(6 € *(RN)AVz(z € "R — (Jz—a| < § — |*f(2)="f(a)] < €))))

onde ¢, e x variam agora em *(R™) e *R, que expressa a *continuidade de extensao

nao standard *f (da fun¢do f) no ponto a € *R.

Teorema 2.5.1 (Principio de Leibniz). Se ¢(ay,...,a,) € uma formula de L(R),

onde ay,...,a, € V(R), entdo
VR) = ¢lar, ... an) & V(R) =¢(ar, ..., "an). O
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Usando o principio de Leibniz podem ser demonstradas as seguintes propriedades.

Teorema 2.5.2. Se a,b € V(R), entio
1. *0 = 0;
2. a=b<s *a="b
3. *{a,b} = {*a,*b};
4. "(aUb) = (*fa U*D);
5. *(anb) = (fan*b);
6. *(a\b) ="a\"b;
7. *(a x b) =*a x *b.
Prova:

1. Suponha por absurdo que *@ # () ou seja, (3x)(z € *0), logo pelo principio de

Leibniz, (3z)(x € 0) o que é um absurdo. Portanto *() = (;
2. Se a,b € R, temos por definicdo que *a = *b, pois, (Va,b)(a,b € R = *a =
aAN*b=10). Como a = b, temos *a = *b.

Suponha entdo que a,b € V(R) \ R. Deste modo, temos que se a = b, entao,
V(R) E (Vz)(x € a <« z € b), logo por transferéncia, teremos, V(*R) |=

(Vz)(z € *a «— x € *b), ou seja *a = *b.
Analogamente, prova-se que a C b < *a C *b.
3. Seja ¢ ={a,b} € R,,n>1,entdo a,b € R,_;. Logo, temos
VR) E (Vz)(z €eR,y — (x €Ece—xz=aVax=D>)).
Aplicando o principio de Leibniz, temos
V(R) | (Vz)(z € (R

) — (x€e’ce—rz="aVr="D),
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portanto *{a, b} = *c = {*a,* b}.

Como consequéncia de (¢) concluimos o seguinte:

(a,0) = *{{a},{a,b}}
= {"{a},"{a,b}}
= {{"a}, {"a,"0}} = ("a,"b).

. Seja a,b € V(R) \ R, entao
VR) = (Vz)(xr € aUb—— x €aVreb).
Aplicando o principio de transferéncia
V('R) = (Vz)(x € "(aUb) «— z € "aV x € *D),
isto &, *(aUb) = {z|zr € *aVx € *b} = *a U *b.
. Seja a,b € V(R) \ R, entao
VR)E Vz)(x €anb——x €aNz D).
Aplicando o principio de transferéncia
V(R) E (Vz)(x € *(aNb) «— x € "a Az € *D),
isto &, *(aNb) = {x|r € *a Az € *b} = *a N *b.
. Seja a,b € V(R) \ R, entao
VR) E (Vz)(zx €a\b+——z €aNx¢b).
Aplicando o principio de transferéncia
V(R) | (Vz)(z € "(a\b) «— x € "a Nz & 7)),

isto é, *(a \ b) = {z|r € *a Az ¢ *b} = *a \ *D.
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7. Seja a,b € V(R) \ R, entao

V(R)E (Vx)(xr €axbe— x = (r1,22) Nx1 €EaNxy €D).

Aplicando o principio de transferéncia

V('R) E (Vz)(x € *(a X b) «— = = "(21,22) = ("1,  x3) N1 € "aAN*z9 € *D),

donde *(a x b) = *a x *b. O

Teorema 2.5.3. Seja A € V(R) \ R, entao, *(P(A)) ={B C *A/B ¢ interno}.

Prova:

Abreviaremos *(P(A)) por *P(A). Observa-se que *P(A) C P(*A).

1. Seja B € *P(A). Devemos provar que B C *A e que B é interno.

()

Sabemos que em V(R) ¢ valido
(Vz)(x € P(A) — = C A).
Logo, aplicando o principio de transferéncia, temos
(Vz)(x € "P(A) — x C *A)

é valido em V(*R).
Como é vélido para todo z, vale em especial para x = B. Deste modo,
temos

Be*P(A)— BC~A
¢ valido. Como por hipotese B € *P(A), podemos concluir que B C *A.
Para provarmos que B é interno usaremos a proposicao 2.5.1, que diz:

Se v € V(*R), entdo, « é interna se, e somente se a € *a, para algum
a € V(R).

Portanto, como B € *P(A), podemos concluir que B ¢é interno.
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2. Seja B C *A com B interno. Como B ¢ interno, entdo existe C' € V(R), tal

que, B € *C. Por outro lado, sabemos que em V(R), é valido

(Vz)(x e C — (r CA— 2 € P(A))).

(.

-~
sempre valido

Logo, aplicando o principio de transferéncia, temos
(Vz)(x € "C — (z €A — x € "P(A)))

¢ valido em V(*R). Assim, se ¢ valido para todo z, é valido em particula para
r = B, entao

Be*C — (BC*A— Be"P(A)).

Como de fato temos B € *C' e B C *A, temos B € *P(A). O

Defini¢ao 2.5.3. Seja A € V(R) \ R. Chamamos de copia nao-standard de A, e

representamos por ° A, a entidade de V(*R), definida por
A ={%ala € A}.

Teorema 2.5.4 (Compreensdo). Sejam A, B € V(R) e f:7A — *B, entdo, existe

uma extensao F : *A — *B interna, tal queF|o4 = f.

Prova:

Seja z € *A. Devemos definir F'(z) de modo que F seja interna e F'(z) € *B.

Como para cada *a € “A se tem f(*a) € *B, entdo, f(*a) = u([{b;}|icr) com
[({bi}icr] € [{B}icrl, isto é, {i € I|b; € B} € U. Deste modo, podemos supor que
Viel, b €B.

A seguir definimos uma familia de fungoes: para cada i € I,

Ji:A — B
a +— fila) =10

Para cada i € I, f; € P(A x B) pelo que {i € I|f; € Ry} € U para algum k € N e,

portanto, existe j < k, tal que {t € I|f; e R; \R;_1} e U.
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Consequentemente [{ fi}icr] € IIy(R) e, portanto,

F = p([{fi}iet])

estd bem definida. Resta verificar que F' satisfaz as condigoes do teorema. Por um lado
F & uma entidade interna e, por outro lado, visto que para todo z = u([{z;}ies]) € *A
se tem F'(z) = p([{fi(2:)}ics]), entdo F esta bem definida em *A. Para *a € A C *A
vem F(“a) = u({/i(@)}ier]) = u({bi}ier]) = F(“a) € portamto, Floy = f. O

Do teorema de compreensao da andlise nao standard resulta imediatamente que
se {4, }nen for uma familia de entidades de *(Ry), para algum k € N, entdo existe

uma hipersequéncia interna de entidades { B, }, ey tal que A,, = B,, para todo n € N.
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Capitulo 3

Medida de Lebesgue Via Medida de
Loeb

Neste capitulo demonstraremos o teorema principal deste trabalho que relaciona a
medida de Lebesgue com a medida de contagem de Loeb. Para tanto introduziremos
alguns conceitos da teoria da medida standard e aspectos importantes da construcao
de medidas devida a P. Loeb. Também far-se-a a demonstracao de alguns lemas que

serao necessarios a prova principal.

3.1 Conceitos Basicos da Teoria Standard da Medida

Defini¢ao 3.1.1. Seja X # () um conjunto e M C P(X). M € dita uma o-dlgebra

sobre X se
1. 0, X € M;
2. Ae M= A°e M;
8 {A, C M= UL Ay € M. (unidao enumerdvel)

(X, M) é chamado de espago mensurdvel, e os elementos de M de subconjuntos

mensuraveis de X.
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Observa-se que se {A,} C M, entao, NA, € M, pois N4, = (UA,)".

Definigao 3.1.2. Se A C P(X) é uma familia qualquer de subconjuntos de X, entao,
a menor o-dlgebra sobre X que contém A € chamada de o-dlgebra gerada por A e é

dada por
<A> = nN{M/M é o — dlgebra e A C M}.

Por exemplo, seja (X,7) um espaco topologico, onde 7 é uma topologia. En-
tao, a o-algebra gerada por 7 ¢ chamada de o-algebra de Borel e os conjuntos
mensuraveis correspondentes sao chamados conjuntos borelianos. Um caso parti-
cular sdo os espacos métricos. Assim, se X = R (ou R") com a métrica usual e
A = {la,b]|a,b € R,a < b}, entdo, prova-se que os Borelianos de R sdo os elementos

da o-algebra B =< A >.

Definicao 3.1.3. Seja X # () um conjunto e A C P(X).

A € dito uma dlgebra de conjuntos sobre X se:

1. 0, X € A;

2. Ae A= A A;

3. Ai,..., A, e A=A UAU...UA, € A

Como consequéncia temos que, Ay,..., A, e A=A NA,N...NA, € A

Obviamente, toda o-algebra é uma algebra de conjuntos.

3.1.1 Medidas

Definigao 3.1.4. Seja (X, M) um espa¢o mensurdvel. Uma medida nesse espago é
uma func¢ao
M — RU{oo}
A — p(4)

tal que:
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3. € o-aditiva: se {A,} C M € uma familia enumerdvel disjunta, entdo
W(UnAy,) = Zppu(Ayn).

Proposicao 3.1.1. Sejam A, B € M, onde M ¢é uma o-dlgebra, entao,
1. ABeM=A\BeM;
2. AC B = u(B) = pu(A) +pu(B\ A);
3. AC B = pu(A) < u(B).
Prova:
1. Como A\ B=ANB°=(A°U B)°, temos:

AeM = AeM
A BeM = A°UBeM
AUBeM = (A°UB)eM

2. Sendo A C B, entao, B =AU (B \ A). Logo, u(B) = u(A) + u(B\ A). Com
efeito, como A e B pertencem a M, temos pelo item 1 que (B\ A) € M. Deste
modo , sendo A e B\ A disjuntos, (AU (B\ A)) = u(A) + u(B\ A).

3. E consequéncia imediata de (b). O
Os seguintes casos particulares de medidas sao importantes:

e se u(X) é finita, entdo, VA € X, teremos pu(A) < u(X) < oo . Neste caso p é

chamada de medida finita.

e se u(X) =00, mas X =J -, A,, com pu(A,) finita para cada n, entdo, u é

chamada de medida o-finita.
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Por exemplo, seja X = Ne M = P(X).
Aqui podemos definir uma medida chamada de medida de contagem p : P(N) —
R U {0},

|A]  se A for finito
n(A) =

oo se A for infinito
p nao é finita, pois p(N) = oo, mas é o-finita, pois N = (J, {n} e p({n}) =1 < o0
para cada n.
Seja X # () um conjunto. Se M for uma o-algebra sobre X e p uma medida

definida em M, (X, M, u) é chamado de espago de medida.

3.1.2 Ultrafiltros e Medida

Seja X # () um conjunto qualquer. Lembrando que Y C P(X) é dito um ultrafiltro

sobre X se
1. 0¢U,
2. ABeU=ANnBelU
3. AcU,BOA=BelU
4. VAeP(X),AelU ou A° € U.

Proposicao 3.1.2. Se U ¢ um ultrafiltro sobre X, entao, existe uma medida finita-
mente aditiva

pat P(X) — 0.1},
15to €,
1. wy(A) > 0,VA € P(X);
2. () =0 e py(X) = 1;
3. Se Ay, ..., A, € P(X) e AinA; =0 para Yi # j, entao,
(AU UAL) = iy (A) + o4 i (Ay).
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Prova:

Define-se 1y, : P(X) — {0,1} por

1 se AclU
pu(A) =
0 se AcclU.

Observa-se que os conjuntos de medida nula sao justamente os conjuntos que nao

pertencem ao ultrafiltro. Deste modo:

1. para todo A pertencente as partes de X, temos por definicio que se A € U,

entdo, puy(A) =1ese A° € U, entdo 1y (A) = 0, portanto py(A) > 0;
2. 1y (0) =0, pois ) ¢ U, aléem disso, 1y (X) =1, pois X € U,

3. sabendo que
AU UA, eU s Tk A eU
a prova é imediata. [l
Decorre dos itens (1) e (3) acima que se A C B, entao, uy(A) < uy(B).

Proposicao 3.1.3. Se X # 0 é um conjunto e pn : P(X) — {0,1} é uma medida

que satisfaz os itens (1), (2) e (3) da proposicio anterior, entdo o conjunto
U, = {4 € P(X)|u(4) = 1}
¢ um ultrafiltro sobre X.
Prova:
1. 0 ¢ U,. De fato, pois u(0) = 0;
2. Sejam A, B € U,,, logo j(A) = u(B) = 1. Devemos provar que AN B € U,,.
Como A C (AUB) e u(A) =1, entdo, u(AU B) = 1.
Sabendo que (AUB) = (A\ B)U(ANB)U(B\ A), temos
I = (AU B) = u(A\ B) + w(AN B) + u(B\ 4) (1)
pois, (A\ B), (AN B),(B\ A) sao disjuntos.
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Lema 3.1.1. Sendo p uwma medida que satisfaz os itens 1, 2 e 3 da proposi¢ao

anterior, temos, (AU B) = u(A) + u(B) — n(AN B).

Prova do Lema: Sabendo que
(AU B) = p(A) + (B \ A) = u(B) + u(A\ B)

temos
W(B\A) = W(AUB)—u(4) ()
WANB) = wWAUB)—uB)  (3)
Substituindo (2) e (3) em (1):

(AU B) = (AU B) = p(B) + (A N B) + (A U B) — p(A)

e, portanto

AU B) = p(A) + u(B) — (AN B).

Continuando com a demonstragdo da proposicio, como u(A) = u(B) = p(AU

B) =1, podemos concluir que
w(ANB) = u(AU B) — u(A) — u(B) =1,
ou seja, AN B €U,

. Seja AelU, e B2 A, logo ji(A) =1 e deste modo, como p(B) < p(A), temos
que pu(B) =1 e portanto B € U,,;
. Seja A € P(X). Suponha que A ¢ U,,. Devemos provar que A° € U,,.

De fato, pois como p(X) = 1 e por hipdtese temos pu(A) = 0, pois A ¢ U,
entao,

1= u(X) = (AU A°) = pu(A) + p(A°) = p(A°),

portanto, A° € U,,. O
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3.1.3 Construcao de Medidas

e Medidas definidas numa algebra de conjuntos:

Seja X # () um conjunto, e A uma algebra de conjuntos de X. Entdo, uma

medida sobre A é uma funcao
pu:A— RU{oc}
tal que,

1. u(A) > 0,VA € A;
2. () =0;

3. se {4,} € A é uma familia enumerével disjunta de elementos de A, tal

que UA, € A, entao
p(UA) =37 (A,
e Extensao de medidas:

Temos o seguinte problema: dada uma algebra de conjuntos A sobre X e uma
medida p sobre A, queremos construir uma o-algebra A* sobre X e uma medida
w* sobre A* de modo que

1. AC A*

2. w*(A)=p(A),VAe A

Veremos que, em geral, a o -dlgebra A* serd "maior" que a o-dlgebra gerada

por A. Seja E C X qualquer, definimos primeiro a aplicacao
pt e P(X) — RU{oo}
por
W) = inf 1" (A [{AL} € A E C UALY.
p*(E) é chamada de medida exterior de E.

Podem ser demonstradas as seguintes propriedades:
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3. ECF = u*(E) < u*(F);
4. VA e A u*(A) = u(A);

5. Se {E,} C P(X), nao necessariamente disjuntos, entao
p(VE,) < ZM*(En)

Prova-se facilmente que uma medida o-aditiva p definida numa o-algebra M

sobre X também satisfaz essa tltima propriedade.

Temos entdo que a medida exterior x* ndo é, em geral, uma medida em P(X)
por nao ser o-aditiva. Carathéodory consegue definir uma o-algebra A* com

A C A CP(X), de modo que u* restrito a A* é uma medida.

Definicao 3.1.5. Seja E € P(X), entao diremos que E é p*-mensurdvel se VA C X
temos
WH(A) = (AN E) + (AN E°).
Observe que a medida p* é completa no seguinte sentido: se F € A* com p*(E) =
0, entdo, VF C E temos F' € A* e u*(F) = 0.
Se 1 ¢ uma medida o-finita em A, entao, existe uma tnica extensao p* de p em
A*.

A seguir veremos como se constréi a medida de Lebesgue na reta.

Medida de Lebesgue em R:

1. Conjuntos Borelianos: Coonsidere 7 a colegao de abertos de R (topologia de
R), entdo, a o-algebra gerada por 7 e B =< 7 >= {conjuntos borelianos}. B é

a menor o-algebra que contém os abertos.

80



2. Pode-se provar que o mesmo B é gerado por outro conjunto mais simples
A = {todos os intervalos finitos ou infinitos, abertos ou semi-abertos},

os elementos de A sao intervalos do tipo: ]a, b, [a,b], [a,00[,] — 00, b[,..., R =
] - 00, +OO['
A o-algebra dos conjuntos borelianos nao é ainda a o-algebra dos conjuntos

mensuraveis no sentido de Lebesgue.

3. Medidas em B: Pode-se provar que existe uma tnica medida
p:B— RU{oco}

tal que
p(la, 0]) = p(]a, b)) = p(la, b)) = p(Ja, b)) =b—a
(i, em particular, deve ser o-aditiva).
Podemos chamar p de medida de Borel.
4. A colecao de conjuntos mensuraveis no sentido de Lebesgue serd uma outra
o-dlgebra £ O B e a medida de Lebesgue serd uma extensao dessa medida de

Borel
A L — RU{o0},

tal que A(A) = u(A) se A € B.
5. Para construir £ e A\ necessitaremos da medida exterior
pP(X) — RU{oo}

definida anteriormente.

J& vimos que p* nao é necessariamente uma medida pois em geral nao é o-

aditiva.
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6. Os subconjuntos de R mensuraveis no sentido de Lebesgue, serao os elementos

de A*, construidos pelo processo de Carathéodory. Entao, sendo
L = {mensuraveis no sentido de Lebesgue}
prova-se que L é uma o-algebra, tal que B C L e definindo
AL — RU{o0}

por A(E) = p*(E), temos que A é uma medida (o-aditiva) em £ e A(A) = p*(A)

para todo A € B.

A serd chamada de medida de Lebesgue na reta.
7. Algumas propriedades da medida de Lebesgue:

(a) se A € L, entdo, Ve > 0,3G. aberto em R, tal que A C G, e
AA) < NG < A(A) + 6

(b) se A € L, entao existe um boreliano B € B, tal que A C Be A(B\ A) = 0;
(c) se A€ L, entao A\(A) = inf{\G)|A C G, G aberto};

(d) se A € L, com A limitado, entao, Yo > 0, 3F, compacto (fechado e limi-

tado) em R, tal que F, C A e \(F,) < AA) < \(F,) + o;

(e) se A€ L e A élimitado, entdo, \(A) = sup{\(F)|F C A, F compacto}.

3.2 Medida de Contagem de Loeb

A teoria da medida estuda operacoes que atribuem grandezas a conjuntos. Nos es-
pacos de medida onde tais operacoes sao definidas, a o-dlgebra correspondente tem
como propriedade ser fechada sob unioes enumeraveis de conjuntos, o que ¢ funda-
mental para a teoria. Todavia, no caso da anélise nao standard, quando falamos de

conjuntos internos, a uniao enumeravel nem sempre ¢ interna, ou seja, nem sempre
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pertence a algebra. Por exemplo, se (X, A) é um espago mensuravel, isto é, X é um
conjunto e A é uma o- algebra sobre X, nem sempre (*X,*A) é um espa¢o mensuréa-
vel no sentido de *A ser uma o- dlgebra sobre *X. Por transferéncia, *A tem todas
as propriedades de uma o-algebra, menos a o-aditividade. Esta adota a forma de
uma hiper-o-aditividade: se {A,},c+n € uma hipersequéncia de elementos de *A com

A,NA, =0 para v # p, entao, J A, € *A. Essa propriedade nao é a que se

ve*N
precisa para definir uma medida standard em *X.

Entretanto, em 1973, Peter Loeb descobriu que a partir deste problema, podia-se
construir medidas standard em espacgos nao standard, definidos geralmente de forma

mais simples como é o caso da medida de contagem em espacos hiperfinitos.

Os espacos hiperfinitos tem por base um conjunto interno hiperfinito da forma
ko ) *
HZ{—§+]6/] =0,1,...,k* =1} C"R

onde k é um hipernatural infinito par e € é um infinitésimo positivo, definido por
e = k7'. Esse conjunto hiperfinito tem cardinalidade interna k2, o que permite
associar a cada subconjunto interno de II o nimero de elementos que ele contém.
Desenvolveremos agora a construcao de Loeb e depois aplica-la-emos para demostrar
que a medida de Lebesgue sobre a reta, pode ser representada por uma medida de
contagem ponderada sobre conjuntos hiperfinitos usando pesos infinitesimais.

A principio apresentaremos a construcao de Loeb num contexto mais amplo, ou

seja, consideraremos em substituicao a IT um subconjunto interno X de *R qualquer.

Definicao 3.2.1. Chama-se de dlgebra interna sobre X a todo o subconjunto interno
A de partes de X que contém 0, X e € fechado para complementagdo e unido finita,

ou seja: A C*P(X) (=*(P(X))) € uma dlgebra interna se
1. 0, X € A;
2. Ae A= A°c A;
8. A, Ay A e A=, Ak € A
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Definicao 3.2.2. Uma medida interna finitamente aditiva definida em A é uma
funcao interna
§: A— ("R)g U {oo}

que satisfaz as sequintes propriedades ((*R){ € o conjunto dos hiperreais nao-negalivos):

1. £(0) = 0;
2. ABeAeANDB =10 = ¢(AUB) = £(A) +£(B).

A tripla (X, A, &), com A e ¢ relativos as defini¢oes acima, é um espaco de medida
mterno.

Observa-se que sendo ¢ uma funcao finitamente aditiva, temos que A, N A; =
0 = (A U...UA,) = > &(Ax), logo por transferéncia, teremos que ela é
também *finitamente aditiva, isto ¢ 4;NA; =0 = (A U...UA,) =>"7_ E(Ar),
com v € *N, onde Y ,_, &(Ax) € o valor de n = v, da extensao nao-standard da
sequéncia {Y ;_ &(Ag)tnen. Porém em geral £ ndo sera o-aditiva, pois, se {A,} for
uma sucessao de conjuntos internos da o-algebra A a uniao J,, .y An s6 ¢ interna,

se existir um ndimero natural p, tal que |J, .y An = J)_, A,. Contudo veremos que

neN

mesmo a uniao enumeravel nao pertencendo a A, estd muito proximo de um conjunto

de A.

Definicao 3.2.3. Dada uma medida interna & definida em A podemos construir a

partir dela uma medida real
O¢: A — RY U {0}

definida por °¢(A) = st&(A),VA € A, onde por convengao, temos que se r € (*R)T U

{00}, st(r) = 0o ((*R)L, € o conjunto dos hiperreais positivos infinitos).

A medida de Loeb associada a medida interna &, que denotaremos por &, seré,
basicamente, a extensao de °¢ a uma medida o-aditiva. Para isto sera necessario,
primeiramente, estender a algebra A de conjuntos internos de X a uma o-algebra

contendo conjuntos internos, ou "suficientemente proximos" de conjuntos de A.
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Definigao 3.2.4. Um subconjunto B de X (interno ou externo) diz-se &-aprozimdvel

se para todo o numero real e > 0 existirem conjuntos internos de medida-§ finita,

Ae,C. € A, tais que Ac € B C C, e&(C.) —&(Ae) < e

Se reunirmos a familia de todos os subconjuntos £-aproximéaveis de X e os con-
juntos internos pertencentes a A, em geral, ndo teremos uma o-dlgebra, apesar de
estarem na o-extensdo de A. Entdo para obtermos uma o-algebra de conjuntos de
X que inclua A, teremos que considerar certos conjuntos B C X que nao sendo

&-aproximaveis, estardao também, de algum modo, proximos a A.

Definicao 3.2.5. Um conjunto B C X ¢ dito proximo de A se para todo F € A com

E(F) € "Ry, 0 conjunto BN F for &-aprozimdvel.

Levando em conta a definicao acima e considerando todas as situagoes simultane-

amente, podemos definir:

Definicao 3.2.6. Chama-se dlgebra de Loeb gerada pela dlgebra interna A a familia
Ap que € constituida por todos os subconjuntos B de X (internos ou externos) para os

quais BN F é {-aprozimdvel qualquer que seja o conjunto F' € A com &(F) € *Ryy,.
Teorema 3.2.1. A, ¢ uma o-dlgebra que estende A.
Prova:

1. Ay estende A:

Da definicao de A obtemos imediatamente a inclusao A C Ay;

2. Devemos provar agora que A; é uma o-algebra

(a) @,X e Ar.
De fato, pois, como ), X € Ae A C Ay, podemos concluir que ), X € Az;

(b) Be A, =— B e A;
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Seja Be Ap,e >0e F € A, com &(F) € *Ry;,,. Pela definicao de algebra
de Loeb, temos que B N F é &-aproximavel, ou seja, existem conjuntos

internos A, C' € A, com medida-£ finita, tais que
AC(BNF)CC e ¢£0O)=¢A<e.

Entao, tomando o complementar: C¢ C (BN F)¢ C A
Como (BNF)¢ = B°UF*, teremos, C° C (B°UF*) C A¢, portanto, fazendo
a interse¢do com F', podemos concluir: C°NF C (B°UF)NF C A°NF,
ou seja,

C°NFC(B°NF)CA°NF.
Como, F tem medida-¢ finita, C° N F e A°N F, também tém medida-§

finita, deste modo, basta provarmos agora que {(A°NF) —&(C°NFE) < e.

Como
(A°NF)\(C°NF) = ANFN(C°NF)°
= A°NFN(FuUC)
= (CNF)\ACC\A
entao,

ANF)=ECNE) <E0)—&(A) <e
e, portanto, B¢ € Ay.
{Bn}nen C AL = U, Bn € Ap

Seja {Bp}nen € Ap,e > 0 e F € A com medida-¢ finita. Chamemos de

B =J7, B, , logo devemos provar que B € Ay.

Sabemos que por hipotese, para n € N, B,, € Ay, logo, para cada n € N
e e, = 5ug7, existem conjuntos internos, A,, C,, € A, com medida-§ finita,
tais que

A, C(B,NF)CC, e &C,) —&(A) < en.

Temos entdo, {(Cy) — {(An) < 557

86



Como A, C (B,NF) C(BNF)C F paracadan € Ne &(F) € Ry,
temos (J;_; Ax C F, logo £(Ui_; Ak) < E(F) € *Ryyy, , dal:

(| A < O¢(F) e RY

Concluimos que a sequéncia {°¢(UU;_, Ax)}nen é crescente e limitada por

O¢(F), portanto o limite

n—oo

v = lim %([ ] Ax)
k=1

existe e ¢ um ndmero real finito. Deste modo, v = sup,, °¢(U,_; Ax)-

Assim, existe n, € N, tal que:
05(6 Ap) > — -
2
k=1
Chamando de A = [J;2, A que é uma unido finita, temos entdo: £(A) €

Rijn, comAc Ae AC(BNF).

Temos agora que construir um conjunto interno C, de medida-¢ finita, tal

que, (BN F) CC.

Construcao de C: Temos que A, C (B, NF) C C,, onde A,,C,, € A
e tem medida-¢{ finita, com {(C,) — {(A,) < z5r. Logo para cada n,
teremos: | J,_, Cx € A.

Se considerarmos

&l <> €Cr) € Ryin
k=1 k=1

teremos que existe a medida real de | J;_, Ci, ou seja
n
(JCr) =2z, eRT
k=1

Afirmacao:

e

(Hn)(nEN/\HC’k EA/\f(kUle) <rt3)
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Se isto for provado, teremos por transferéncia

(&

(Hn)(ne*NAHCk EAA&(HCk) <7+3):

Tomando n = v e C = |J;_, C, poderemos concluir que
BNF = (UnENBn) NF = UnEN(Bn N F) g UnENOn g U Cn =C
n=1

e que
e e e
£(C) —€(4) <’Y+§—5(A) <7t;-rt5=¢
sendo que, por transferéncia, C € A.
Prova da Afirmacao: Basta tomar n = n.. Temos que provar que
EUrsy Cr) <7 + 5
Temos que
A=JAaclJa
k=1 k=1
logo, §(A) <322, £(Ck)-
Como Cy = A, U (Cy \ Ag), temos
po O = UpZi (AU (G \ Ap))
= ( Zezl Ak) U UZil(Ck \ Ak)
= AUUL (Ce\ Ap)

donde,

A
—
>3
| ®
—
)
N~—
IN

E(A) + Ui (Cr \ Ap))
E(A) + 255 (G \ Ay)

IN

VANAN

’Hezz;#
< 7+5s.

Portanto B € A, como queriamos mostrar. Il
Podemos considerar agora a fungao externa
fLI.AL —>RSFU{OO}
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definida por

€u(B) =inf{°¢(C)|C € Ae BC C}

para todo o B € Ay. Temos entao:

Teorema 3.2.2. £, é uma medida completa definida na dlgebra Ay

Prova:

Para provarmos o teorema teremos que mostrar que &7, é uma medida definida

em Ay e é completa.

(a) & é uma medida definida em A;. Sabendo que

& Ap — R U {oo}

onde, £(A) = inf{°%(C|C € Ae A C C}, devemos provar:

i.

ii.

1il.

§e(A) >0

De fato, pois, para todo A € Az, £1(A) € Ry.

£(0) =0

Como, por defini¢ao, &.,(0) = inf{°,(C)|C € AeD CC} el e A,

podemos tomar C' = (), logo

Sendo o infimo de um conjunto, por definicao, menor ou igual a qual-

quer elemento deste conjunto, teremos
0 < £,(0) < °6(0) = 0.

Portanto, £1,(0) = 0.

(U2 Bn) = >0 €0(By), sempre que {B,} for uma colegdo dis-
junta enumeravel de conjuntos de A;.

Caso 1: £1(B,) = oo para algum n € N.

Entao, temos trivialmente &,,(U2, B,,) = > 7 £1(By)

.

Caso 2: £1,(B,) < oo qualquer que seja n € N.
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Lema 3.2.3. Se B € Ay, € tal que {1(B) < 00, entdo B é {-aproximduel.

Prova do Lema: Temos por hipotese que
£(B) = inf{°%(C)|C e ABCC}=i<o0
logo, dado € > 0, existe C. € A, com

BCcC., ) <i+ %

Do mesmo modo, se tomarmos
sup{"¢(A)|JA € A, AC B} =5 < o0,

teremos para o mesmo € , que existe A, € A com A, C B e Of(Ag) >s— 5.

Prova-se que ¢ = s, portanto, temos

A, Cce Acom A, C BC C.e%(C.) <i+e€/2e %(A) >1i—¢/2, donde
0(C) —e/2 < i < %(A) +¢/2

entao:
06(C) —%(A) < €/2+¢€/2 =e.

Assim, %€(Cc\ A.) = st(E(C\ AJ)) < e

Podemos agora ter duas situagoes:

® > 1 8u(Bn) =0

Como para cada n, &(B,) < °%(A,) + €/2", para certo A, € A com

B, C A, temos
Z €L(By) < Zog(An) e
n=1 n=1

logo > 7 %(A,) = oo Assim, como |J

n=1

A, € A, existe |J;_, Ay de

neN

medida finita, tal que, U;_; Ax € U, ey Bn-

Porém se n — oo, teremos &1, (|J,_, Ax) — 00
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Portanto, a igualdade vale, pois

Domey (Bn) =7y <00
Do lema anterior temos que para cada n, existem A,,C, € A, tais que
%(Cn) — /2" < £1(Bn) < €(An) +€/277,

Aplicando Y7 |, vemos

D %(C) —€/2< ) En(By) =7 <D E(An) +¢/2

Se tomarmos m € N suficientemente grande, entao

U An) =D 6(An) > v —¢/2

s One e
n=1 n=1
onde A € A.

Com isto obtivemos uma aproximacao interior. Para obtermos uma apro-

ximacao exterior, podemos utilizar o mesmo C € A do teorema 3.4.2,

assim
v
Us.clJc.=c
neN n=1
onde v € *N.
Consequentemente

CJA” C GBng OC” e ")/—6/2<£L(U B,) <~v+¢€/2.
n=1 n=1 n=1

neN

Como € > 0 é arbitrario, temos

& Bn) =v=>_&u(Bn)

neN

Como queriamos demostrar. O
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Do fato de que a medida &; é uma medida completa definida na algebra Aj,

resulta a consisténcia da seguinte definicao:

Definicao 3.2.7. Chamamos de Medida de Loeb associada a medida interna € a

funcgao(externa) &1, : A — R U {0} definida para qualquer conjunto B € Ay, por
&0(B) = inf{°%(C)|C € A,B C C}.

Logo, a tripla L(§) = (X, AL,&.) é dita um Espago de Medida de Loeb

associada ao espago de medida interno (X, A, ¢).

3.3 Representacao Hiperfinita da Medida de Lebes-
gue

Nesta secao demonstraremos o teorema principal deste trabalho que relaciona a me-
dida de Loeb com a medida de Lebesgue em R, que é uma das mais importantes
aplicacoes da medida de contagem hiperfinita.

Seja, entao, X = Il e A a algebra de todos os subconjuntos internos de I1. Devemos
lembrar que todo elemento A de A, tem cardinalidade interna hiperfinita menor ou
igual a k?, que denotaremos por |A|. Em A podemos considerar uma fun¢io interna

¢: A— (*R){, definida por
A
) = claj = 2.

Como, dados dois conjuntos A, B € A, temos que A = [{A;}ier| € B = [{Bi}ic1l,
entdo a cardinalidade interna de A e B sera: |A| = [{|Ai|}icr] e |B| = [{|Bil}ierl-

Deste modo, se AN B = (), entao,
|JAUB| = |A|+ |B|-2|AnB| = |A| +|B].

Sendo assim, podemos afirmar que £ é uma medida interna finitamente aditiva, pois

satisfaz:
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b)AN B = () implica

eaup = BB _ gy 1 o)

Definigao 3.3.1. (I, A, &), é um espaco de medida hiperfinitamente aditiva chamada

de medida de contagem.

Definicao 3.3.2. Seja L(&) = (I1, AL, &) o espago de medida de Loeb associado a €.

L(§) € denominada de espago de medida de contagem de Loeb.

Definic¢ao 3.3.3. Dado um ponto r € R, denotaremos por mony(r) o conjunto (ex-
terno) constituido por todos os pontos pertencentes a 11 infinitamente proximos a r,
ou seja

mony (r) = sty (r) = {z € U|st(z) = r} = mon(r) N 1L

A este conjunto damos o nome de II-monada do ponto r € R.

A unido das II-monadas de todos os niimeros reais sera:

i = U monp(r) = st (R) = 1N *Ryyy,
reR

e constitui a parte finita de II.

Definicao 3.3.4. Dado um subconjunto V de R, denotaremos por
st (V) = {z € U|st(x) € V}.

Chamaremos por L a familia de todos os subconjuntos V- C R para os quais stﬁl(V)

pertence a Ay, isto é,

L={V CR|st;" (V) € AL},
e consideraremos, entdo, a funcio X : L — RS U {oo}, definida por
V) = (st (V)
para todo o conjunto V € L.
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Teorema 3.3.1 (Teorema Principal). (R, £, \) € 0 espaco de medida de Lebesgue, isto
é, um conjunto (standard) V C R é mensurdvel a Lebesgue com medida de Lebesgue

I(V), se e somente se o conjunto sty (V) C 11 for &-mensurdvel, e
(V)= AV) = sty (V).

Prova:
Pela definicao 3.3.3, temos que a parte finita de I, esta definida por
—1 _ * _
stp'(R) =110 "Ry = | J {z € I||a| < n}.
neN
Sendo st;;'(R) uma unido enumeravel de conjuntos internos de II, é £;-mensuravel
e, como A estd definido em funcao de &g, podemos concluir que R é A-mensuravel.

Para concluirmos a prova do teorema principal, devemos demonstrar agora quatro

lemas auxiliares. Sao eles:

Lema 3.3.2. Dados a,b € R, o intervalo aberto (a,b) é A\-mensurdvel, e \((a,b)) =

b—a (=1((a,b))).

Prova:
Mostraremos aqui que A coincide, em intervalos abertos de R, com a medida de
Lebesgue.

Para o intervalo aberto (a,b), temos:
sty (a,b) = A = {x € ll|a < st(z) < b}.

Provaremos que A ¢ igual a B=J7” {r €llla+ 2+ <z <b— 1}

Para provarmos a igualdade acima, considere a,b € R.

)ACB

Seja st(z) =rex € A= {zr € llla < st(z) < b}, isto é, a < r < b. Logo, este
r € R é o tinico elemento dos reais que esté infinitamente proximo de x, ou seja, para
todon > 1,z —r| < % Deste modo, como a,b € R, temos que, a + % <zx<b-— %

Assim, z € o ({r e fa+ L+ <z <b- 1}
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ii)BC A

Sejaxz € B=,  {z €lla++ <z <b-— 1} Logo, existe n > 1 pertencente
aos naturais, tal que, a ++ <z <b— <.

Aplicando a desigualdade acima a parte standard, teremos:

stat 1) <stx) < stb— 1)

n

a+

Sl= 3=

a<a-+
Portanto x € A.

Assim, como A = B, para cada n € N, o conjunto
1 1
{rellla+—-<z<b—-}
n n

¢ um subconjunto interno de II, pois, ¢ um intervalo hiperreal fechado, pertence a

)
n=1

A. Logo, sendo Aj uma o-algebra que estende A, temos que, | J —, [a + %, b— %] =

U {z e Ha+ L <2 <b—1} = stg'(a,b) € AL Deste modo, sty'(a,b) é

&-mensuravel e, portanto (a,b) é A-mensuravel.

Seja K = [_71627 % — 1] C Il e t € R qualquer, logo, o conjunto

{ye*ZﬂlClggt}

é interno (intervalo hiperreal fechado) e hiperfinito e portanto tem méaximo. (propo-

si¢ao 2.1.2). Considere, entao
v
vy = max{v € "ZN IC|E <t}

Deste modo, %t = 1€ ¢ 0 maior elemento de II menor ou igual a ¢, pois, sendo
t um namero real e v, € Il C *R, entao, 0 <t — e < € = 0, ou seja t — v, € um

infinitésimo positivo.

Observe que se multiplicarmos II = [—g, g — €] por k, teremos,
E? k2
Kl = [——, — — 1]
2 2



Como pela definicao de II, k£ é par, podemos concluir que:

k? k2

Como vimos acima, 1€ é o maior elemento de II menor ou igual a ¢ . Deste modo,
se considerarmos t = b — %, teremos que v,_1€ é o maior elemento de II menor ou
n
igual a b — 1, entdo,
n
1
v,_1e =maz{r € lllz <b——}
b—— n )
ou seja,
1
vy 1 =k maz{zr € Uz <b— —}.
n n
Do mesmo modo, teremos que v,, 1€ ¢ o menor elemento de II maior ou igual a
n
1 A
a+ -, entao:
. 1
Vi 1€ = min{x € M|z > a + E}’
ou seja,
4 1
Vopr =k min{z € lI|/xz > a + ﬁ}

Logo, a cardinalidade do conjunto A, = {z € llla+ * <z <b— 1}, sera:
1 1 1 1
ell —<z<b—-—-}| = — ~kElb——)—k — .
{l’ ‘CL—l—n_l’_ n} I/IF% I/a+% ( n) (a—l—n)

Com isso, aplicando a funcao interna £ em A, teremos:

§A) = Aale =~ (k(b—7) —k(aty))e

_ p_l_g_1
n n
= b—a—2

Assim, como para cada n € N
1 1
A, ={zellla+-<z<b-——-}cA
n n
gL(An) = OS(AR)'

Por outro lado, podemos expressar

st ((a,0)) = Ar | J(Unz2(An \ Ani)).
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Se aplicarmos a medida &;,, teremos:

Er(st'(a,0)) = %6(A1) +0E((Upza(An \ An-1))
= %¢(A1) + 2205, %(An \ Ant)
= %(UnZ, An)-

Como a uniao é crescente

Of(fj Ap) = llm Og(An)

n=1
sendo, %¢(A,) = st(£(A,)) =st (b—a—2) =b—a— 2, concluimos que:
2

(st (a, b)) = lim = (b—a — ﬁ) =b—a.
Portanto,

M(a,0)) = &(sty' (a,b)) = b—a = ((a,b)),
como querfamos mostrar. O

Lema 3.3.3. L ¢ uma o-dlgebra contendo a dlgebra de todos os subconjuntos de Borel

de R.
Prova:
1. £ é uma o- algebra.
(a) O,R € L. De fato, pois:
stgt (D) = {z € M|st(x) € 0} =0 € Ay,
sty (R) = {x € Il|st(x) € R} = IIN*R € A;.

(b) Ac L= A€ L.
Sabendo que (st;'(A))¢ = sty (A°), temos,

AeLlL = sty (A) e AL
= (st (A))° € AL
= stg'(A°) € Ay
= A°e L.
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() {(Vuhpoe L=U L, Va € L

n=1
Seja {V, }nen uma sucessio de subconjuntos de £. Entdo, para cadan € N,
sty (Vi) € Ap. Isto implica que, [ J02 | st (V,,) também pertence a Ay,
Devemos mostrar agora que sty (U,en Vo) = Unen st (Va)
st (Uneny Vo) = {z € Ulst(z) € U, en Val}
Uneniz € st(z) € V,}
= Unen st (Va)

entao (J, oy Vi € L, ficando provado que £ ¢ uma o-dlgebra.

Na realidade, a prova de 1 nao é outra coisa do que a prova de que a

imagem inversa de uma o-algebra é uma o-algebra.

2. L contém a algebra de todos os subconjuntos de Borel.

De fato, pois, pelo lema anterior
stg'(a,b) € A = (a,b) € L

ou seja, L contém todos os intervalos abertos de R e, portanto, £ contém todos
os conjuntos de Borel de R, pois essa colegao é a menor o—4algebra que contém

os intervalos abertos de R. O
Lema 3.3.4. (R, L, \) é um espago de medida completo.
Prova:

1. (R, £, \) é um espago de medida:

Para isto basta mostrarmos que A é uma medida, pois ja provamos que £ é uma

o-algebra:
(a) A(A) > 0,VA € L, pois, A : L — R} U {oo} ¢ dada por

A(A) = & (st (4)) > 0.

98



(b) A() = 0, pois como, st;' () = 0, temos:

D) = &(st (0) = €.(0) = 0

ja que &7, é uma medida.

(c) A é o-aditiva, ou seja
{Vilnen € L é uma familia enumerével disjunta, entdo A(Upen(V,)) =
2 nen AVn)-
Seja {V,, }neny uma familia de elementos de £, dois a dois disjuntos, entdo,
{stg"' (Vi) }nen € uma familia de elementos de Ay, dois a dois disjuntos,
pois: supondo por absurdo que st (V;) Nsty' (V;) # 0, para i # j, ou seja,
que existe x tal que,

v € sty (V) N st (V)

para i # j, obtemos que, x € sty (Vi) e x € st (V}), ou seja, st(x) € V; e
st(z) € V;, e assim, st(z) € V;NV; =0, o que é um absurdo.

Deste modo
AUnen(Mn)) = (st (UnenVa))

= S(Unen st (Vo).

Como &7, ¢ uma medida, é o-aditiva, ou seja,
&l sta' (Vo)) = D €ulstn' (Vo)
neN n=1

Assim,

A(U Vo) = ZfL(Str_Il(Vn)) = Z A(Va).

neN

Com isto mostramos que A é uma medida e, que (R,£,\) é um espago de

medida.

2. (R, £, ) é um espago de medida completo, ou seja, £ contém todos os subcon-

juntos dos conjuntos de R de medida-\ nula.

99



Considere dois subconjuntos U e V de R, com V C U

Desta forma temos:

V CU = stg' (V) C sty (U).

Sendo &7, uma medida completa, se tomarmos A(U) = 0, teremos,
V) = &ty (V) < &e(sty! (U)) = AMU) = 0.

Sendo assim, A\(V) = 0 e portanto, como st (V) € A por ser &, completa,

VelL.

Fica provado que £ contém todos os conjuntos de medida-A nula. U

Concluimos a partir dos trés lemas anteriores que A é uma medida completa sobre
R que coincide com a medida de Lebesgue em todos os borelianos de R. Sendo
assim, ou A é a propria medida de Lebesgue ou alguma extensao desta medida a uma
o-algebra que contém todos os conjuntos mensuraveis a Lebesgue.

Para mostrarmos que A nao é¢ uma extensao da medida de Lebesgue, mas a propria,
basta provarmos o lema a seguir para subconjuntos de R de medida-\ finita.

A razao pela qual este lema é suficiente para o que pretendemos é que o caso geral
com medida arbitraria sempre pode ser reduzido a este caso, pois, A = U,en(AN1,)
onde {I,} é uma sucessao de intervalos limitados que cobre R, sendo entao cada ANI,
de medida finita.

No lema seguinte, especificamente na proposicao 3.3.1 que o fundamenta, é ne-
cessario fazer uso de uma propriedade conjuntista da superestrutura V(*R), onde
*R = R!/y, que depende da cardinalidade x do conjunto de indices I, a saber, a

k-saturacao. Nos restringiremos a nossa analise ao caso de kK = Ny, isto é, tomando

I =N.

Teorema 3.3.5 (Saturacdo Enumeravel). Seja dada uma sucessao {A,}ren de sub-

conjuntos internos com a propriedade de intersecdao finita. Entao, N,enA, # 0.

100



Prova:
Cada elemento A, da sucessao, por ser um conjunto interno, podemos escrever da
seguinte forma
A= [{Ar,n}neN]
onde, para cada n, A,, ¢ um conjunto standard. Como {A,},cn tem a propriedade
da intersecao finita, temos que para qualquer r € N, A, # (). Em particular, A; # ()
e portanto, sem qualquer perda de generalidade, podemos supor que A, # ), para

todo n € N. Visto que

ﬂ Ar = m [{AT,TL}HEN] - [{ﬂ Ar,n}neN]

r=1

entao, da propriedade da intersecao finita, resulta que

{neN|[Am #0} €U
r=1

para qualquer ¢t =1,2,...
Sendo ‘
in =maz{i € {1,2,.. .}/ () Arn # 0},
r=1

in € um nimero bem definido, pois, por hipotese, se tem A;,, # (. Para cada n € N,
a intersecao mf«:1 A, , é nao vazia, logo, existe ¢,, € ﬂizl Ay
Sendo t = [{t,}nen] € *R mostraremos a seguir que t pertence a interse¢ao de
todos os A, e para tanto é suficiente verificar que para qualquer r € N temos t € A,.
De fato, sendo ¢ um nimero natural qualquer, entao para todo n € N, tal que

in > 1, temos t, € A;, e portanto,
{neN|t, € A;,,} D {n € NJi,, > i}.

Como

{n €Nli, > i} ={n e Nln>i}n{n e N|[ ] A # 0}
r=1

entdo, o conjunto {n € N|i, > i} pertence a U o mesmo acontecendo, por consequén-
cia, ao conjunto {n € N/t,, € A;,}. Assim, ¢t € A, e, pela arbitrariedade de ¢ podemos

concluir que a intersecao dos A, é nao vazia. 0]
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Lema 3.3.6. Seja A um subconjunto A\-mensurdvel de R tal que A\(A) = a < oo.

Entao A é mensurdvel o Lebesgue com medida [(A) = a.

Prova:

Seja A um subconjunto A-mensuravel de R. Temos por hipotese que A\(A) = a <

Sabendo que a definicao de A é
MA) = &r(sty' (A))

onde sty (A) € Ay, temos, & (st (4)) = a.
Deste modo o conjunto B = st (A) é &-aproximavel. Portanto dado e > 0,
existem C, D € A, tais que
C Cstg'(A)C D

logo,
£L(C) < &r(sty' (A)) < €L(D)

com

Observe a proposicao abaixo:

Proposicao 3.3.1. Se A é um subconjunto interno de *R entdo st(A) é fechado para

a topologia usual de R.

Prova da Proposicao:
Chamemos st(A) = B. Devemos mostrar que B coincide com seu fecho, ou seja
B = B. Como B C B é entdo suficiente mostrar que a inclusdo B C B se verifica.

Seja a € B um ponto qualquer. Para cada n € N o conjunto definido por
. 1
A, =An{z e " Rl|la—z| < =}
n

¢ interno pois ¢ a intersecao de dois conjuntos internos. Além disso é nao vazio: de

fato, pois, por hipotese a € um ponto aderente de B, existe a> € B tal que |a> — a| < %;
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como B = st(A), entao, @ = st(x) para algum = € A e, portanto x € A, 0 que mostra
que A, é nao vazio. Por outro lado como ﬂ?:1 A; = A, entdo qualquer intersegao

finita de conjuntos A,, é nao vazia, donde, por saturacao enumeravel, resulta

mnGNAAn 7& @

Se & € NpenAy, entdo z € Ae x =~ a (pois [z —al < % para todo n € N); deste modo,
st(x) = a € B = st(A). Portanto st(A) ¢ fechado. O
A partir deste teorema, podemos concluir que como C € A, C' ¢ interno, st(C) =

C. ¢ fechado contido em A, e deste modo estando C' C st;' (C.) verifica-se que

Mag:g@gwq»z&«n>a_gn. ()

Do mesmo modo, sendo D interno, II \ D é interno e, portanto, st(Il \ D) é
fechado. Logo seu complementar ¢ aberto contendo A. Seja D, = R\ st(II'\ D) este

complementar tal que,

MDJ:&@E%Q»<a+§”. (i4)

Sabendo que stg'(A) C D, queremos provar ainda que A C D,:

st (A) C D
entio
M\ stg'(A) 2 T\ D
St(IT\ stg'(4) 2 st(I1\ D)
R\ st(IT\ stz (4)) C R\ st(II\ D)
ACRN\ st(IT\ stg'(4)) € R\ st(Il\ D) = D,

portanto, A C D..

Como consequéncia de (i) e (ii) temos:
C.CACD, e AMDe) — A(Co) < e.

Provaremos agora que A é Lebesgue mensuravel e que a medida de Lebesgue de

A éigual a a.
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O argumento é o seguinte:

Temos que, para cada ¢ > 0,C. C A C D, onde C, é fechado e D, aberto e
AD.) — AM(C,) < e. Temos também que A(A) = a.

Definindo B = Ncso(D. \ A) e € racional, temos que B é mensuravel, pois cada
D, e A sao mensuraveis.

Por outro lado, B C D, \ A, assim,
0 < A(B) < \D,) — MA) < A(D.) — A\C.) < e.

Logo, sendo a medida de Lebesgue completa e pela arbitrariedade de ¢ > 0, temos
que \(B) = 0.
Deste modo, podemos dizer que A difere de D, a menos de um conjunto de medida-

A nula e, portanto:

Por outro lado, como D, é aberto, A(D.) = I(D.) ja que X e € coincidem em abertos
de R pois coincidem nos intervalos abertos. Assim, A é mensuravel no sentido de

Lebesgue e [(A) = (D) = A(D.) = AM(A) = «. O
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