Sebastiao Romero Franco

METODOS MULTIGRID ESPACO-TEMPO
PARA RESOLVER AS EQUACOES DO CALOR
E DA POROELASTICIDADE

Curitiba

2017



Sebastiao Romero Franco

METODOS MULTIGRID ESPACO-TEMPO PARA
RESOLVER AS EQUACOES DO CALOR E DA
POROELASTICIDADE

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo em Métodos Numéricos em
Engenharia, Area de Concentragao em
Mecanica Computacional, Setor de Ciéncias
Exatas e de Tecnologia, Universidade Federal
do Parana, como requisito parcial a obtencao
do grau de Doutor em Ciéncias.

Orientador: Prof. Dr. Marcio Augusto
Villela Pinto

Coorientador: Prof. Dr. Francisco José
Gaspar Lorenz

Curitiba
2017



F825m

Franco, Sebastido Romero

Métodos multigrid espago-tempo para resolver as equagdes do calor e da
poroelasticidade / Sebastido Romero Franco. — Curitiba, 2017.

217 f. :il. color. ; 30 cm.

Tese - Universidade Federal do Parana, Setor de Ciéncias Exatas,
Programa de Po6s-Graduagado em Métodos Numéricos em Engenharia, 2017.

Orientador: Marcio Augusto Villela Pinto — Co-orientador: Francisco José
Gaspar Lorenz,.
Bibliografia: p. 187-192.

1. Equagao do Calor. 2. Equagdes da Poroelasticidade. 3. Equagbes
diferenciais parciais. |. Universidade Federal do Parana. Il.Pinto, Marcio
Augusto Villela. lll. Gaspar Lorenz, Francisco José . IV. Titulo.

CDD: 519.2




Sebastiao Romero Franco

METODOS MULTIGRID ESPACO-TEMPO PARA
RESOLVER AS EQUACOES DO CALOR E DA
POROELASTICIDADE

Tese apresentada como requisito parcial a
obtencao do grau Doutor em Ciéncias, pelo
Programa de Pés-Graduacao em Métodos
Numéricos em Engenharia, Setor de Ciéncias
Exatas e Tecnologia, Universidade Federal do
Parané.

Trabalho aprovado. Curitiba, 12 de Dezembro de 2017:

% 3
: Wk )y Jene)

Francisco José Gaspar Lorenz Satf(o aciel de Barros

Universidad de Zaragoza — Espafia Universidade de Sao Paulo
Coorientador

Cosmo Damiao Santiago Roberto Ribeiro Santos @'ﬁnior

Universidade Te al do Parana Universidade Federal do Parana

~ Roberto Dalledone Machado x_/ Luciano Kiyoshi Araki
Universidade Federal do Parand Universidade Federal do Parana

Curitiba
Dezembro de 2017



A minha amada esposa Carine, por estar
sempre ao meu lado em todos os momentos,
pelo amor recebido, amizade, carinho,
incentivo e compreensao pelo tempo dedicado

aos estudos.

As minhas filhas Isabela e Geovana

Franco por me fazer feliz.

A meus pais Rosonir de Oliveira Franco (in
memorian) e Olinda Bochenek Franco que
me mostraram, através de seus atos, que
a simplicidade e a humildade sao grandes

virtudes do ser humano.



Agradecimentos

Agradeco a Deus, por tudo, pois sem Ele nada disso seria possivel.

Agradeco muito ao meu orientador, Prof. Dr. Marcio Augusto Villela Pinto, por ter
aceitado me orientar neste trabalho, pelo conhecimento recebido e também pela paciéncia,

amizade e confianga.

Agradezco mucho a mi codirector, Prof. Dr. Francisco José Gaspar Lorenz y a la
Proft. Dra. Carmen Rodrigo por la oportunidad de estudio, por las ensenianzas que recibi
durante mi estancia en la Universidad de Zaragoza (y sigo recibiendo) y también por la

atencion y la amistad, no solo conmigo, sino también con mi esposa Carine e hija Isabela.

Agradeco aos membros da banca examinadora, Prof. Dr. Francisco José Gaspar,
Prof. Dr. Saulo Rabello Maciel de Barros, Prof. Dr. Cosmo Damiao Santiago, Prof. Dr.
Roberto Ribeiro Santos Junior, Prof. Dr. Roberto Dalledone Machado e Prof. Dr. Luciano
Kiyoshi Araki, pelo tempo dispensado a leitura deste trabalho e pelas importantes sugestoes

apontadas.

Agradego ao Programa de Pés-Graduagao em Métodos Numéricos em Engenharia
(PPGMNE) da Universidade Federal do Parand (UFPR) pela oportunidade de cursar o
doutorado e ao Departamento de Matematica da Universidade Estadual do Centro-Oeste

(UNICENTRO) pela licenga concedida para a dedicag¢ao aos estudos.

Agradeco & Coordenagao de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES),
ao CNPq (especialmente ao programa Ciéncias sem Fronteiras) e 8 UNICENTRO pelo

suporte financeiro.
Agradeco aos colegas do PPGMNE e PGMec pela amizade e disposi¢ao em ajudar.

Agradeco aos amigos e familiares, em especial aos meus irmaos: Rosari, Henrique

Rogério, Rosimara e Amando Ronaldo Franco pela energia positiva durante este percurso.



Resumo

Nesta tese apresenta-se um estudo dos métodos usados para resolver equagoes diferenciais
parciais transientes com o uso do método multigrid. Os modelos matematicos usados sao
dados pela equacao do calor e as equagoes da poroelasticidade. O modelo numérico é obtido
através do emprego do Método das Diferencas Finitas, usando aproximacao central de
segunda ordem para a discretizacao espacial e os métodos de Euler e Crank-Nicolson para
as discretizagoes no tempo. Na solucao do sistema de equacoes resultante da discretizacao,
utilizou-se o método multigrid geométrico com esquema CS, ciclos V', F' e W, operador
de restricao por ponderacao completa, prolongacao por interpolacao linear nos casos
unidimensionais e bilinear nos casos bidimensionais, e razao de engrossamento padrao nas
dire¢oes das coordenadas espaciais. Utilizou-se o suavizador Gauss-Seidel para a equacao
do calor e o suavizador Vanka de 3 e 5 pontos para as equacoes da poroelasticidade. Com o
objetivo de desenvolver algoritmos paralelizaveis, além da ordenagcao lexicografica, usou-se
a ordenagao colorida para a suavizagao das incégnitas. Para os primeiros estudos com a
equacao do calor utilizou-se os métodos Time-Stepping - multigrid, Waveform Relaxation
- multigrid e Space-Time - multigrid. Visando algoritmos paralelizaveis, propos-se um
novo método, o Space-Time com engrossamento padrao. Esse método consiste em usar
engrossamento padrao em todos os niveis de malha, um apropriado operador de restri¢ao
e prolongacao, e uma estratégia de suavizagao baseada em um processo que depende do
grau de anisotropia de cada malha; processo esse, que contou com a ajuda da andlise
de Fourier local (LFA). Propds-se o uso do método da dupla discretizagao associado
ao Space-Time com engrossamento padrao para garantir aproximagoes de 2¢ ordem de
acuracia. Essa técnica apresentou robustez, bons fatores de convergéncia e possibilitou o
uso de algoritmos altamente paralelizaveis no espaco e tempo, podendo ser considerado
como um excelente método para resolver esse tipo de problemas. Propos-se também o
método Waveform Relazation - multigrid para o sistema de equagoes da poroelasticidade.
Esse método permite o desenvolvimento de algoritmos que podem ter um maior grau de
paralelizacao que os algoritmos usuais descritos com o método Time-Stepping. O uso do
método Waveform Relazation - multigrid associado ao suavizador Vanka com ordenagao
colorida, além de possibilitar o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis no espaco e
tempo, apresenta robustez e bons fatores de convergéncia. Com isso, pode ser considerado

como um excelente método para resolver os problemas propostos.

Palavras-chave: Multigrid. Waveform Relazation. Space-Time com Engrossamento
Padrao. Equacao do Calor. Dupla Discretizacao. Equagoes da Poroelasticidade. Suavizador
Vanka.



Abstract

This thesis presents a study of the methods used to solve transient partial differential
equations with the application of the multigrid method. The mathematical models employed
are given by heat equation and poroelasticity equations. The numerical model is obtained
by means of the Finite Difference Method, with the application of second-order central
approximation for spatial discretization and Euler and Crank-Nicolson methods for time
discretization. For the solution of the equation system that resulted from the discretization,
the multigrid geometric method was used with CS scheme, V', F' and W-cycles, full-
weighting restriction operator, linear interpolation prolongation for one-dimensional cases
and bilinear for bi-dimensional cases, and standard coarsening ratio in the directions
of the spatial coordinates. The Gauss-Seidel smoother was used for heat equation and
the 3-point and 5-point Vanka smoothers for the poroelasticity equations. Aiming at
developing parallelizable algorithms, besides the lexicographical ordering, color ordering
was employed in the unknowns smoothing. In the first studies with the heat equation,
the Time-Stepping-multigrid, Waveform Relaxation-multigrid and Space-Time-multigrid
methods were employed. A new method, the Space-Time with standard coarsening, was
proposed aimed at parallelizable algorithms. This method consists in using standard
coarsening in every level of the mesh, an adequate prolongation and restriction operator
and a smoothing strategy based on a process that depends on the anisotropy degree of
each grid; process which was assisted by local Fourier analysis (LFA). It was proposed
the use of the double discretization method in conjunction with the Space-Time method
with standard coarsening in order to assure accurate second-order approximations. This
technique presented robustness, good convergence factors and allowed the use of highly
parallelizable algorithms in space and time, and can be considered as an excellent method
to solve this type of problems. Moreover, the Waveform Relaxation-multigrid method was
proposed for the poroelasticity equation system. This method enables the development of
algorithms that might have a higher degree of parallelization than the algorithms usually
described for the Time-Stepping method. The application of the Waveform Relaxation
multigrid method together with the Vanka smoother with color ordering, besides allowing
the development of parallelizable algorithms in space and time, presents robustness and
good convergence factors. With this, it can be considered as an excellent method to solve

the proposed problems.

Keywords: Multigrid. Waveform Relaxation. Space-Time with Standard Coarsening. Heat

Equation. Double Discretization. Poroelasticity Equation. Vanka Smoothers.
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1 Introducao

Nesta tese, buscam-se métodos eficientes para a solugao de sistemas de equagoes
grandes e esparsos decorrentes da discretizagdo de equagoes diferenciais parciais (EDPs)
transientes que modelam matematicamente muitos problemas encontrados em diversas

areas, de aplicagoes industriais, econdémica, de biomedicina, entre outros.

Neste capitulo introduzem-se os conceitos gerais sobre a Dindmica dos Fluidos
Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics, CFD), sobre o acelerador de

convergéncia multigrid, sobre a motivacao e os objetivos deste trabalho.

1.1 Generalidades em CFD

A &drea do conhecimento denominada CFD trata dos estudos de métodos
computacionais para simulaciao de fenomenos que envolvem fluidos em movimento com ou
sem trocas de calor, cujo interesse principal é obter grandezas fisicas, como velocidade,
temperatura e pressdao, na regiao do escoamento (FORTUNA, 2000). Estes modelos
matematicos, em geral, nao tém solucoes analiticas conhecidas. Buscam-se entao solucoes

numéricas transformando-se o modelo continuo em um modelo discreto.

De acordo com Maliska (2004), o engenheiro ou projetista tem a sua disposigao,
fundamentalmente, trés ferramentas para desenvolver seu projeto ou analisar seu problema:
os métodos analiticos, os métodos numéricos e os métodos de experimentacao em

laboratério.

A experimentacao em laboratério trata a configuragao real do objeto de estudo,
porém apresenta, em geral, um alto custo para sua elaboracao e, muitas vezes nao pode
ser realizada por questoes de seguranca ou pelas dificuldades de reproducao das condigoes
reais (MALISKA, 2004).

Os métodos analiticos e numéricos formam a classe dos métodos tedricos, pois
objetivam resolver as equagoes diferenciais que modelam fendmenos fisicos reais. A diferenca
entre eles esta apenas na complexidade das equacoes que cada método pode resolver. Os
métodos analiticos sao aplicaveis a uma classe de problemas que simplificam muito as
hipéteses do fendmeno real. Além disso, sao aplicados a geometrias e condi¢oes de contornos
mais simples. Obviamente, as solug¢oes analiticas nao devem ser descartadas porque auxiliam

na validacao de modelos numéricos e no desenvolvimento de métodos numéricos mais

robustos (MALISKA, 2004).

As simulac¢ées numéricas podem resolver problemas com condigoes de contorno

gerais e definidos em praticamente todos os tipo de geometrias. Para isso, transforma-
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se o dominio continuo (com um ntmero infinito de pontos) em um dominio discreto
(com um ntmero finito de pontos) através do uso de uma malha. Para aproximar as
derivadas, os métodos tradicionais de discretizacdo do modelo matematico sdo os Métodos
das Diferengas Finitas (MDF) (TANNEHILL et al., 1997; GOLUB; ORTEGA, 1992;
FERZIGER; PERIC, 2002; SAAD, 2003), Método dos Elementos Finitos (SAAD, 2003),
Método dos Volumes Finitos (GOLUB; ORTEGA, 1992; MALISKA, 2004), entre outros.
Neste trabalho emprega-se o MDF.

Os fenomenos fisicos geralmente podem ser modelados por Equacoes Diferenciais
Parciais (EDPs). As EDPs que nao dependem da varigvel temporal dao origem ao regime
denominado de permanente (ou estacionario), enquanto que as EDPs que dependem da

variavel temporal dao origem ao regime transiente.

Apods a discretizacdo das EDPs, tem-se um um sistema linear a ser resolvido. A
resolucao desse sistema linear através de métodos diretos nao é recomendavel, visto que
na pratica, a matriz dos coeficientes é muito grande e o custo da inversao da matriz é alto
(GOLUB; LOAN, 1989). Para problemas de grande porte os métodos iterativos sao mais
adequados (BURDEN; FAIRES, 2016).

Os métodos iterativos mais usados para aproximar a solu¢ao (variaveis espaciais)
sao o método de Jacobi ponderado e o método de Gauss-Seidel. Para aproximar a variavel
temporal, tem-se os método de Euler, Crank-Nicolson (CN), entre outros (BURDEN;
FAIRES, 2016; LENT, 2006). Porém, esses métodos iterativos geralmente perdem a
eficiéncia quando o nimero de iteragdes aumenta ou a malha é refinada (BRIGGS et al.,

2000).

Para o caso de sistemas de equacgoes diferenciais, como os decorrentes das equagoes
da poroelasticidade, os métodos que suavizam as varidveis ponto a ponto de forma
desacoplada nao sao eficientes, sendo necessario o uso de métodos que suavizam todas as
variaveis em um ponto de forma acoplada, como por exemplo o suavizador Vanka, ver
Oosterlee e Gaspar (2008) e Rodrigo (2010).

1.2 Método multigrid

O método multigrid, proposto originalmente por Fedorenko (1964), é apresentado
como uma técnica numeérica alternativa para resolver iterativamente sistemas de equagoes
obtidos com a discretizacao de uma equagao diferencial que modela algum fenémeno
fisico. Suas conclusoes mostraram que a velocidade de convergéncia com o uso da técnica
multigrid é melhor que a dos métodos iterativos puros (sem o uso de multigrid). A
ideia basica deste método é usar um conjunto de malhas e alternar suavizacoes em cada
nivel de malha e as aproximagoes destas solu¢gbes em uma malha mais grossa através de

operadores que transferem informacoes da malha fina para a malha imediatamente mais
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grossa (operador de restrigdo), ou transferir informacao da malha grossa para a malha
imediatamente mais fina (operador de prolongacao) (WESSELING, 1992; BRIGGS et al.,
2000; TROTTENBERG et al., 2001).

A sequéncia com que as diversas malhas sao visitadas caracteriza um ciclo multigrid,
que pode ser do tipo V, W, F'| entre outros. Os sistemas lineares em cada malha sao
suavizados com um método iterativo que goza das propriedades de reduzir rapidamente os
erros oscilatorios (propriedades de suavizacao). Podem ser usados dois tipos de esquemas
(BRIGGS et al., 2000): o esquema de correcao (em inglés, Correction Scheme, CS) e o
esquema de aproximagao completa (em inglés, Full Approximation Scheme, FAS). De
acordo com Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001), o esquema CS é geralmente
recomendado a problemas lineares e o FAS, a problemas nao-lineares. Trottenberg et al.
(2001) comentam que uma simples modificagdo no algoritmo do multigrid pode resultar

em uma grande variagdo no tempo computacional (ou tempo de CPU, topy).

O objetivo do método multigrid é acelerar a convergéncia de um esquema iterativo
(TANNEHILL et al., 1997). Os melhores desempenhos do método multigrid sdo obtidos
em problemas totalmente dominados pela difusdo, ou seja, elipticos (WESSELING, 1992).
Ferziger e Peric (2002) comentam que para problemas dominados pela adveccado, os
resultados ainda nao se mostram totalmente satisfatérios e Stitben (2001), Brandt (1977),
Wesseling e Oosterlee (2001) relatam que a eficiéncia ideal do método multigrid ndao tem

sido totalmente alcangada em aplicagoes realisticas em CFD.

1.3 Motivacao

Se por um lado tem-se a grande importancia de modelos matematicos para equagoes
transientes, como a equagao do calor (eq. de Fourier) e as equagoes da poroelasticidade, por
outro lado, tém-se as dificuldades em se resolver numericamente esses tipos de problemas.
Sabe-se ainda que a eficiéncia de certas ferramentas numéricas, como o método multigrid,
ainda nao tem sido totalmente alcancada em aplicagoes realisticas da Engenharia (BRIGGS
et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001), em especial para problemas transientes. Diante
desta situagao, pensou-se em buscar métodos que ajudem a suprir tal necessidade. A
equacao do calor, por exemplo, é uma equacao bastante referenciada na literatura dos
métodos numéricos aplicados na resolugao de EDPs (FORTUNA, 2000; INCROPERA et
al., 2008). Para tal equacdo, usam-se principalmente como metodologias de solucio:
o método Time-Stepping (TANNEHILL et al., 1997; STRIKWERDA, 1989; LENT,
2006), o método Waveform Relazation (VANDEWALLE, 1993; JANSSEN, 1997; LENT,
2006) e o método Space-Time (HORTON; VANDEWALLE, 1995), contudo ainda sem
atingir a plena eficiéncia, principalmente no que diz respeito a paralelizacao. As equagoes

da poroelasticidade (dadas por um sistema de equagbes em regime transiente), por
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exemplo, tém uma ampla area de aplicacbes em escoamentos em meios porosos, como
reservatorio de petréleo, processamento de alimentos, medicina, etc. Para tal equacao,
usa-se principalmente a metodologia Time-Stepping (GASPAR et al., 2003; WIENANDS
et al., 2004; RODRIGO et al., 2016), também sem atingir a plena eficiéncia. Devido a
grande importancia de tais equagoes, suas aplicagoes e também a dificuldade em suas
resolugoes numéricas, pretende-se desenvolver métodos com baixo erro de discretizagao,

baixo consumo de memoria, alta velocidade de resolucao e paralelizaveis.

1.4 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é melhorar ao menos um dos métodos para
solucao de problemas transientes, como os governados pelas equagoes do calor e da
poroelasticidade, com o uso do método multigrid. Os principais métodos estudados para
resolver tais problemas sao: Time-Stepping, Waveform Relaxzation e Space-Time. A partir
desse estudo pretende-se aplicar o método melhorado para resolver a equagao do calor e

usar o método Waveform Relazation para resolver as equagoes da poroelasticidade.

Os objetivos especificos estao resumidos como:

Desenvolver codigos computacionais na linguagem Fortran 90 para resolver a equagao
do calor, com multigrid, e os métodos Time-Stepping, Waveform Relazation e Space-

Time;

Verificar as vantagens e desvantagens de cada um dos respectivos métodos estudados;

Otimizar parametros do método multigrid para cada caso estudado;

Estudar o problema da poroelasticidade e desenvolver um cédigo em Fortran 90

usando o método multigrid e o método Waveform Relazation para resolvé-lo.

1.5 Delineamento do texto

Este texto é delineado da seguinte forma: o Cap. 2 apresenta a revisao bibliografica;
o Cap. 3 descreve a fundamentacao tedrica necessaria para o embasamento deste trabalho
e a teoria sobre o método multigrid é descrita no Cap. 4. O Cap. 5, descreve-se a analise
de Fourier local (em inglés, Local Fourier Analysis, LFA) para um problema modelo dado
pela equacao de Poisson e os modelos matematico e numérico. As aproximagoes para as
equacoes do calor e da poroelasticidade sao apresentadas no Cap. 6. O Cap. 7 descreve
os métodos Time-Stepping, Waveform Relazxation e Space-Time usados na solu¢ao dos
problemas discretizados e com o uso do método multigrid. No Cap. 8 é apresentada uma

breve verificagao dos codigos computacionais desenvolvidos para resolver as equagoes
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do calor e da poroelasticidade. Os resultados preliminares, considerando o estudo dos
métodos Time-Stepping, Waveform Relazation e Space-Time para a equagao do calor sao
mostrados no Cap. 9. Os resultados, comparagoes e discussoes estao descritos no Cap. 10

e as conclusoes finais e as sugestoes para trabalhos futuros estao descritas no Cap. 11.
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2 Revisao bibliografica

Os métodos numéricos usados para aproximar a solu¢ao de problemas oriundos
da discretizacao de EDPs podem ser empregados em casos bem gerais, com geometrias
arbitrarias e condigoes de contorno complicadas, por exemplo. Mesmo assim, na maioria das
vezes apresentam resultados com maior rapidez quando comparados a métodos analiticos
(MALISKA, 2004). De acordo com Fortuna (2000), em muitas situagdes os métodos
numéricos consistem na forma mais pratica, ou até mesmo unica, de se obter informagoes
sobre um determinado problema fisico. Porém, mesmo com o uso de métodos numéricos,
encontrar uma aproximacao para a solucao muitas vezes é dificil, pois esse processo depende
de algumas propriedades das equacoes que modelam o problema fisico, da malha onde as
equagoes serao discretizadas, do suavizador utilizado, entre outros fatores. Neste contexto,
o método multigrid é considerado muito bom para acelerar a convergéncia dos sistemas de

equacoes obtidos a partir da discretizagao dos modelos matematicos.

Neste capitulo sera descrito o referencial tedrico usado para os estudos do método
multigrid e principalmente em suas aplicagoes para acelerar a convergéncia dos problemas

dados pela equacgao do calor e pelas equagoes da poroelasticidade.

2.1 Meétodo multigrid

Os primeiros estudos sobre o método multigrid foram realizados por Fedorenko
(1964), que investigou a convergéncia de problemas de valor de fronteira de segunda
ordem utilizando a equagao de Poisson. Pouco depois, Bakhvalov (1966) fez um estudo da

convergéncia para as equacoes elipticas usando a equacao de adveccao-difusao.

Porém, o reconhecimento do método multigrid ocorreu somente na década de 70,
quando Brandt (1977) apresentou uma anélise tedrica e numérica que, além do método
multigrid usado para equacoes lineares chamado esquema de corregao, CS, incluiu uma
introdugao do esquema especifico para problemas nao lineares: o FAS. O trabalho também
apresenta estudos sobre razdes de engrossamento, analise local de Fourier e taxa de

convergencia.

Wesseling (1992) e Briggs et al. (2000) comentam que o método multigrid pode
ser geométrico ou algébrico. O multigrid geométrico utiliza-se de informagoes das malhas
consideradas na discretizacao do problema, portanto, ele é recomendado para problemas
em malhas estruturadas. Por outro lado, o multigrid algébrico nao faz uso desta estrutura,
ele usa apenas dados da matriz do sistema, por isto, ele é recomendado para problemas em

malhas nao estruturadas. O método multigrid algébrico pode ser usado para varios tipos
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de problemas em que a aplicacao do método multigrid geométrico ¢é dificil ou impossivel.
Ruge e Stuben (1986) citam que, por exemplo, um problema em que a discretizacdo na
malha mais fina ndo permite engrossamento uniforme para todos os pontos, pode ser
resolvido pelo método multigrid algébrico. Neste trabalho, como sao empregadas apenas

malhas estruturadas, utiliza-se o método multigrid geométrico.

No método multigrid podem ser usados dois tipos de esquemas: o esquema CS e
o esquema FAS. O método multigrid com esquema CS é indicado para a resolucao de

problemas lineares e o método multigrid com esquema FAS é indicado para problemas nao

lineares (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001).

A forma com que as malhas sdo percorridas no método multigrid geométrico é
chamada de ciclo. Os ciclos mais utilizados sao o ciclo V', F' e W. Uma forma de acelerar
a convergencia do método multigrid é inicid-lo na malha mais grossa, caracterizando o
denominado multigrid completo (em inglés, Full Multigrid, FMG) (WESSELING, 1992;
BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001)

Trottenberg et al. (2001) afirmam que os métodos multigrid sao talvez, os mais
eficientes métodos para resolugao de sistemas lineares obtidos com a discretizacao de
EDPs elipticas, como a equacgao de Poisson. Esse método foi desenvolvido inicialmente
para equacoes elipticas, mas tem sido aplicado com grande sucesso a uma variedade de

problemas, como as equagoes de Euler e Navier-Stokes discretizadas (GHIA et al., 1982).

Wesseling e Oosterlee (2001) fizeram uma revisao do desenvolvimento do multigrid
geométrico na década de 90, enfatizando aplicagdes em CFD e apresentando o estado da
arte para escoamentos compressiveis e incompressiveis. Stitben (2001) fez uma andlise
semelhante, relativa ao mesmo periodo, enfocando o método multigrid algébrico. Neste
trabalho, Stiiben afirma que apesar do grande nimero de métodos desenvolvidos, ainda
nenhum deles seria capaz de tratar com eficiéncia todos os problemas praticos em CFD.
Apesar de nao ter alcancado a plenitude da eficiéncia, esses autores apontaram o método
maultigrid como um dos mais importantes desenvolvimentos em andlise numérica na segunda

metade do século XX.

Santiago et al. (2015) analisaram o desempenho e os pardmetros que otimizam
o método multigrid geométrico para as equacgoes de Laplace, Navier, Burgers e duas
formulagoes da equagdao de Navier—Stokes (fungao corrente — vorticidade (¢ — w) e fungéo
corrente — velocidade (1) — u,v)) usando discretizacao através do Método das Diferencas
Finitas em malhas uniformes com aproximacoes numéricas de primeira e segunda ordem
acuracia. Eles concluem que o desempenho do método multigrid parece estar relacionado

a fisica do problema e nao a formulacao ou acoplamento entre as equagoes.
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2.2 Equacao do calor

A equagao do calor (ou de Fourier) modela um problema de transferéncia de
calor por conducgao. Existem porém, outras formas de transferéncia de calor, que sao
por convecgao e por radiagao. Um exemplo de transferéncia de calor por convecgao pode
ser observado em Nguyen et al. (2016) que investigaram a convecg¢ao térmica livre em
meios porosos heterogéneos e sua dependéncia nas discretizagdes da malha para realizar
experimentos numéricos. Mossi (2011) estudou a transferéncia de calor por radiac¢do térmica
e analisou seus efeitos em uma chama laminar resultante da combustao de metano com o

ar.

O primeiro método usado para resolver numericamente a equacao do calor foi o
método Time-Stepping. Esse método resolve o sistema discretizado em cada passo de tempo
de forma subsequente até o passo de tempo final, e considera-se a solu¢ao encontrada no
passo de tempo anterior como condigao inicial para o passo de tempo atual. Vandewalle
(1993), Lent (2006), Falgout et al. (2017) e muitos outros autores falam da eficiéncia em
usar o método multigrid associado ao método Time-Stepping. Esta eficiéncia se da pelo
fato de se resolver um sistema discretizado em cada passo de tempo (VANDEWALLE,
1993). Com isso, esse sistema se comporta como um sistema oriundo da discretizagao de

EDPs elipticas, para as quais o método multigrid é comprovadamente eficiente (BRANDT,
1977; WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001).

Vargas (2013) resolveu a equagao do calor uni e bidimensional usando o método
Time-Stepping e fez também uma andlise a priori e a posteriori das ordens efetivas,

aparentes e assintoticas para o erro numérico, usando os métodos de Euler implicito e CN.

Devido ao avanco computacional, o desenvolvimento de computadores com muitos
nucleos de processadores e o fato do algoritmo do método Time-Stepping ndo permitir
paralelizagao no tempo, sao realizadas pesquisas de algoritmos que sejam eficientes e
permitam o uso de paralelizagdo de computadores. Dentre esses métodos pode-se citar
o método Waveform Relaxation (LELARASMEE et al., 1982), multigrid parabdlico
(VANDEWALLE; HORTON, 1993), multigrid paralelo no tempo (VANDEWALLE;
HORTON, 1995), multigrid no espago e tempo (em inglés, space-time multigrid) (HORTON;
VANDEWALLE, 1995), multigrid Waveform Relazation com redugao ciclica (WRMG-CR)
e multigrid com redugao no tempo (MGRIT) (FALGOUT et al., 2017), novo multigrid
espago-tempo em paralelo (em inglés, New Space-Time parallel multigrid) (GANDER,;
NEUMuLLER, 2016), entre outros.

De acordo com Vandewalle (1993), Tannehill et al. (1997), Strikwerda (1989) e Lent
(2006), verifica-se que o método Time-Stepping considera a equacao diferencial parabdlica
como uma sequéncia de equacoes elipticas e soluciona-se uma equacao eliptica a cada

passo de tempo até alcangar uma aproximagcao para a solug¢do no passo de tempo desejado.
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O método Waveform Relazation, também chamado de método de iteracao dindmica
(em inglés, Dynamic Iteration) (MIEKKALA; NEVANLINNA, 1997), é uma técnica
para resolver um sistema de equagoes diferenciais ordinarias com condicao inicial. O
método Waveform Relazation foi inicialmente estudada por Lelarasmee et al. (1982)
como um método de solugao pratica no contexto de simulagao de circuitos integrados.
Sua convergéncia foi descrita por Miekkala e Nevanlinna (1997). A combinacao desse
método com a técnica multigrid foi inicialmente estudado por Lubich e Ostermann (1987),
Lent e Vandewalle (2002). Lubich e Ostermann (1987) descreveram o potencial desse
método para o paralelismo e ilustraram seus resultados tedricos para um problema modelo

unidimensional.

Vandewalle e Horton (1993) trataram a variavel temporal como uma variavel
espacial, caracterizando o método Waveform Relazation. Consideraram este problema
envolvendo variaveis espaciais e temporal como um problema anisotrépico, trabalharam
com paralelismo e utilizaram a analise local de Fourier (LFA) para prever os resultados

numéricos.

Jansen et al. (1994) investigaram a estabilidade e convergéncia do método Waveform
Relazxation aplicado a equacao do calor 1D e 2D de forma tedrica e compararam com

experimentos numéricos.

Vandewalle e Horton (1995) fizeram uma comparagdo das propriedades de
convergéncia entre o método Waveform Relaxation e o método multigrid paralelo no
tempo (em inglés, Time-parallel multigrid) por meio da LFA e mostraram que o método
Waveform Relazation é robusto em relacdo ao tamanho de passos no espago e tempo,
enquanto o método paralelo no tempo depende do fator de anisotropia associado a

discretizacao espacial e temporal para garantir convergéncia.

Horton e Vandewalle (1995) apresentam um método que resolve a equagao do
calor no espaco e tempo simultaneamente, o método Space-Time multigrid. Esses autores
apresentaram os suavizadores com o método multigrid e os operadores de restricao e
prolongacao. Para a estratégia de engrossamento, os operadores de restricao e prolongacao
dependem, na discretizacao em cada nivel de malha, do grau de anisotropia entre as
variaveis espaciais e temporal. Os resultados para a equac¢ao do calor unidimensional e
bidimensional mostraram-se concordantes com os resultados previstos pela analise dos
modos de Fourier — LFA.

Janssen (1997) fez um estudo sobre a forma de se acelerar a convergéncia do
método Waveform Relazation. Entre os métodos descritos, esta o método multigrid. Nessa
tese foram comparados os fatores de convergéncia da equagao do calor unidimensional e
bidimensional obtidos numericamente e com a analise de Fourier. Para isso, foram usados
os métodos de discretizagao das diferengas finitas e dos elementos finitos com diferentes

suavizadores para a variavel temporal.
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Lent e Vandewalle (2002) estenderam o caso do método multigrid aplicado em
problemas estacionarios ou elipticos ao método Waveform Relaxation, para problemas
dependentes do tempo. Nesse artigo, fez-se um estudo de varios tipos de suavizadores e
ordem de atualizacao das incognitas, do algoritmo para o método Waveform Relazation, de
algumas estratégias de engrossamento e da analise de Fourier-Laplace usando modos locais
de Fourier. Os resultados obtidos numericamente para os casos isotrépicos e anisotrépicos

foram comparados com a teoria e apresentaram boa concordancia.

Lent e Vandewalle (2005) e Lent (2006) fizeram um estudo sobre os métodos
iterativos para problemas dependentes do tempo usando como base a equacao do calor.
Mostraram também resultados com métodos implicitos para a aproximacao temporal. Em
sua tese, Lent (2006) usou os métodos Time-Stepping e Waveform Relazation aplicados
a problemas isotropicos e anisotropicos com esquemas de discretizagao ou aproximagao

temporal de altas ordens.

Gander e Vandewalle (2007) estudaram o método Time-Parallel Time-Integration,
que aproxima partes da solucao no tempo subsequente simultaneamente com partes da
solucao no tempo anterior e fizeram um estudo dos tipos de convergéncia com intervalos

de tempo limitados e ilimitados..

Oliveira et al. (2012) fizeram um estudo sobre o método multigrid aplicado
em malhas anisotropicas. Propuseram os seguintes esquemas de restricao para malhas
anisotropicas: meia ponderacao geométrica, ponderagao completa geométrica e ponderacao

completa e parcial ponderadas.

Falgout et al. (2014) descrevem e demonstram com experimentos numéricos a
eficiéncia do algoritmo multigrid com redugao no tempo (MGRIT) para resolver a equagao
da difusdo em duas e trés dimensdes e usando paralelismo também na direcao temporal. Para
o caso de problemas nao lineares, Emmett e Minion (2012) apresentaram um novo método
para a paralelizagao dessas EDPs (ndo lineares) na diregdo temporal. Essa abordagem usa
o esquema FAS e permite uma nova forma de paralelizacao no tempo, em que o método
iterativo consiste em suavizar alternadamente nas malhas fina e na malha grossa de uma
discretizacao espacial e temporal. Os resultados numéricos e em uma, duas e trés dimensoes
espaciais demonstram o potencial da abordagem para proporcionar paralelizagdo eficiente

na direcao temporal.

Gander (2015) faz uma abordagem sobre as técnicas existentes para paralelizagao do
tempo nos ultimos 50 anos e comenta que estas podem ser classificadas em quatro grupos:
métodos baseados em multiplos tiros (em inglés, multiple shooting), método waveform
relazation, técnicas de multigrid em espago e tempo (em inglés, space-time methods) e

métodos de paralelizacao direta no tempo.

Gander e Neumiiller (2016) apresentaram e analisaram um novo método no espago
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e tempo (em inglés, new space-time) para equagoes parabdlicas. Esse método usa uma
discretizacao de alta ordem de Galerkin no tempo e o método de elementos finitos no
espaco. A ideia chave desse novo método consiste no uso do suavizador Jacobi por blocos,

em que para cada plano espacial é usado um ciclo multigrid.

Falgout et al. (2017) compararam os métodos multigrid para EDP’s parabdlicas
que permitem engrossamento no espago, no tempo e no espaco e tempo simultaneamente.
Ao invés de buscar o aumento da velocidade de clock dos processadores, busca-se pelo
desenvolvimento de métodos paralelizaveis no tempo e que permitem a solug¢ao simultanea
em varios passos de tempo. Neste trabalho comparou-se o tradicional método Time-
Stepping com os métodos que abordam o espaco e tempo simultaneamente, que sao:
Space-Time, Waveform Relazation com reducao ciclica e multigrid com redugao em tempo.
Verifica-se que usando o paralelismo o desempenho de todos os trés métodos que resolvem
simultaneamente nas dire¢oes espaciais e temporal (Space-Time) sao melhores que o
método Time-Stepping. Entre os métodos espago-tempo observa-se que com o niimero de
processadores utilizados, o método chamado multigrid Space-Time apresenta melhores
resultados em relagao ao tempo computacional e os métodos multigrid com reducao no
tempo e o new space-time com suavizagao por blocos sao mais eficientes em relagao ao

paralelismo.

2.3 Equacoes da poroelasticidade

Os meios porosos sao assumidos como sendo um composto que contém uma
matriz solida e uma rede de poros. A presenca de um fluido em movimento em tal rede
pode afetar a resposta mecénica do esqueleto solido e, ao mesmo tempo, as mudancas
mecanicas influenciam o comportamento do fluido dentro dos poros. Assim, as equagoes da
poroelasticidade modelam matematicamente a interacao entre a deformacao de um material
elastico poroso e o fluxo de fluido dentro dele. As primeiras explicagdes sobre a influéncia
dos fluidos na deformagao dos sélidos encontram-se em Terzaghi (1943), que descreveu
seus estudos a partir de experimentos unidimensionais. A teoria geral tridimensional da
poroelasticidade foi formulada por Biot em varios trabalhos pioneiros nesta area, descritos
em Biot (1941) e Biot (1955) e recebem o seu nome, sendo até hoje chamada de modelo
de consolidacao de Biot. Hoje em dia, a andlise e a simulagao numérica do modelo de Biot
tornaram-se cada vez mais populares devido a ampla gama de aplicacoes da teoria da
poroelasticidade em diferentes ramos de pesquisa como, medicina, biomecanica, engenharia

de petréleo, processamento de alimentos e outros campos da ciéncia e engenharia.

Gaspar et al. (2003) apresentaram as estimativas de estabilidade e analise de
convergéncia para o modelo de consolidacao da Biot discretizado pelo Métodos das

Diferencas Finitas. Inicialmente, sdo analisadas as diferencas centrais para a discretizacao
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do espago e um esquema ponderado de dois niveis para o tempo. Para melhorar algumas
limitagoes de estabilidade e convergéncia para este esquema, foi considerado discretizagoes
espaciais em malhas deslocadas (em que os valores para os deslocamentos e pressao sao
calculados em diferentes nds). Estes autores apresentaram resultados numéricos para

ilustrar os resultados tedricos obtidos.

Wienands et al. (2003) mostraram um método de suavizagao distributiva para o
sistema de equacoes da poroelasticidade em que também se usaram malhas deslocadas.
As propriedades de suavizacao foram melhoradas com a ajuda da analise de Fourier e em
conexao com o suavizador e aliado a bons operadores de transferéncia e corre¢ao na malha

grossa, obteve-se um método multigrid eficiente.

Em Wienands et al. (2004) foi apresentado um suavizador distributivo e robusto com
o método multigrid para o sistema de equacoes da poroelasticidade. Dentro da estrutura
distributiva, usou-se um sistema desacoplado, que pdde ser suavizado com métodos
iterativos basicos, como o método de Jacobi red-black. As propriedades de suavizacao
foram otimizadas com a ajuda da andlise de Fourier. Os resultados obtidos com a analise
de duas malhas de Fourier e por experimentos numéricos mostraram um método multigrid

altamente eficiente para esse tipo de problema.

Gaspar et al. (2006) usaram o Método das Diferencas Finitas para discretizar o
problema de consolidacao de Biot quasi-estatico. A discretizacao espacial foi feita com
aproximacoes em malhas deslocadas, e para aproximar as variaveis no tempo foi usado o
método de Euler implicito. Foram obtidas estimativas a priori dos deslocamentos e da
pressao e os correspondentes resultados de convergéncia foram comprovados através de

experimentos numéricos.

Gaspar et al. (2007) apresentaram um suavizador robusto e eficiente para uma
versao transformada do sistema de equacbdes da poroelasticidade com multigrid. Essa
transformacao apresentada permitiu tratar o sistema de forma desacoplada. Os autores
mostraram que a referida transformagao se resume a um termo adicional de estabilizacao
no esquema iterativo com a solucao do problema original idéntica a solu¢do do problema
transformado. Um método multigrid altamente eficiente pdde ser desenvolvido, confirmado

por experiéncias numéricas.

Rodrigo (2010) descreve em sua tese a estrutura e a eficiéncia de um método
multigrid geométrico em malhas triangulares semiestruturadas para uma discretizacao
através do método de elementos finitos do problema da poroelasticidade, usando o
suavizador Vanka. Essa autora mostra que as oscilagoes nao-fisicas na pressao sao
eliminadas completamente adicionando um termo de estabiliza¢do (descrito em Gaspar
et al. (2007)). Devido ao fato das equagoes da poroelasticidade apresentarem pontos
de sela, em que o laplaciano da pressao é quase nulo, o esquema de suavizagao usado

para essas equagoes é o esquema de suavizagao por blocos (boz-relaxation) e parece ser a
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melhor opgdo. Esta classe de suavizadores foi introduzida por Vanka (1986) para resolver
a equacao de Navier-Stokes discretizada pelo Método das Diferencas Finitas em uma
malha retangular. Desde entao, pode-se encontrar muitas referéncias sobre a aplicagao
deste tipo de suavizador, principalmente na area de CFD, por exemplo em John (1999) e
Turek (1999). Rodrigo (2010) também usou a andlise de Fourier para obter as propriedades
de convergéncia do suavizador Vanka e comparou os resultados teéricos com resultados

obtidos através de experimentos numéricos.
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3 Fundamentacao teodrica

Neste capitulo faz-se uma breve descricao dos principais temas abordados nesta
tese. Primeiramente, faz-se uma abordagem sobre o Método das Diferencas Finitas
(MDF), que é um método classico e que apesar da base matemética nao ser nova, pode
apresentar diferentes formulagoes de aproximagao numérica (TANNEHILL et al., 1997;
STRIKWERDA, 1989). Depois disso, mostra-se uma das notagoes usadas neste trabalho,
que é a notacgao esténcil. Também faz-se uma abordagem dos métodos iterativos e os
métodos usados para aproximar a variavel temporal, como o método de Euler, o método
de Crank-Nicolson (CN), entre outros, veja por exemplo, Strikwerda (1989), Hirsch (2007)

e Burden e Faires (2016). O método multigrid esté exposto no capitulo seguinte.

3.1 Método das Diferencas Finitas (MDF)

De acordo com Ferziger e Peric (2002), o primeiro passo para a obtengao de uma
solucao numérica é discretizar o dominio geométrico, isto é, definir ao longo do dominio
em quais pontos se deseja conhecer o valor da varidvel dependente através do auxilio de
uma malha geométrica discreta. O principio fundamental do MDF é aproximar, através
de expressoes algébricas, cada termo do modelo matematico em cada ponto (nd) dessa
malha discretizada. Para isso, no MDF a malha geométrica é geralmente estruturada
localmente, ou seja, cada ponto (nd) pode ser considerado como a origem de um sistema,
de coordenadas local, cujos eixos coincidem com as linhas da malha. A Fig. 1 e a Fig. 2
mostram exemplos de malhas cartesianas unidimensional (1D) e bidimensional (2D) usadas
no MDF, respectivamente. Nessas figuras e nas demais figuras desta secao, o simbolo
(e) denota os noés sobre os contornos e o simbolo (o) denota os nés internos da malha.
No caso 1D, cada né é representado pela posicao i. No caso 2D, cada né é unicamente
definido pela interse¢ao das linhas de malhas na posigao (i, 7). Os nés vizinhos sdo definidos
aumentando-se ou diminuindo-se uma unidade de cada indice ¢ ou j. Assim o n6 (i — 1, j)
representa a posigao Oeste, (i + 1, 7) representa o né na posicao Leste, (i, j — 1) representa

o nd na posigao Sul e (7,7 + 1) representa o n6 na posi¢do Norte.

A Fig. 3 mostra o MDF aplicado a um modelo 1D usando a discretizacao uniforme,

isto ¢, uma malha de nos igualmente espacados, com espacgo entre os nés dado por h.

A filosofia do MDF ¢é fazer aproximacoes diretamente da definicdo de derivada
através da série de Taylor. Uma interpretagao geométrica das aproximacoes central,
adiantada e atrasada é mostrada na Fig. 4 com o auxilio de uma funcao continua ®. A
primeira derivada % em um ponto z; indica a inclinagao da reta tangente a curva no ponto

(x;, ®(z;)) e isso é mostrado com a reta marcada "Exata’ na Fig. 4. Essa inclinagao pode



Capitulo 8. Fundamentacdo tedrica 39

—CO—O
1 1

) )
N\ N\

O ®
i+ 1 Nz

e

)
~
1

1

Figura 1 — Exemplo de uma malha unidimensional nao uniforme.
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Figura 2 — Exemplo de uma malha bidimensional nao uniforme.
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Figura 3 — Malha unidimensional uniforme com tamanho dos elementos de malha h.

ser aproximada pela inclinacao da reta que passa por dois pontos vizinhos na curva. A reta
marcada como "Adiantada" mostra que a derivada no ponto (z;, ®(x;)) é aproximada pela
inclinacdo de uma reta que passa pelos pontos(x;, ®(x;)) e (i1, P(z;41)) A reta denotada

'Atrasada’ ilustra que a derivada no ponto (z;, ®(z;)) é aproximada pela inclinagao de
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uma reta que passa pelos pontos (x;, ®(z;)) e (x;—1, P(x;—1)). A reta denominada "Central
representa aproximagao por uma diferenca central, ou seja, a inclinacao da reta tangente
no ponto (x;, ®(x;)) é aproximada pela inclinacdo de uma reta que passa pelos pontos
(i1, ®(xi-1)) € (zi41, P(x441)), que sdo pontos situados em lados opostos do ponto em

que a derivada é aproximada.

O (x)

Atrasada

Exata
* Adiantada

Tq—2 Ti—1 X Ti+1 Ti+2

Figura 4 — Reta tangente (Exata) a curva ® no ponto P e as aproximagoes Atrasada,
Adiantada e Central através da discretizacao pelo MDF.

Na Fig. 4 observa-se que algumas aproximagoes para a derivada sao melhores que
outras (em relagdo a inclinagdo com o eixo x). Para a reta "Central", verifica-se que ocorre
uma melhor aproximagao em relagdo a reta "Exata'. Verifica-se também que se h tende a
zero (h — 0), todas as aproximagoes (Atrasada, Adiantada e Central) se aproximam da

solucao "Exata'.

Definicao 3.1. Uma fungdo ® : I — R, definida num intervalo aberto I, chama-se

e oM (g
analitica quando, para cada x € I existe um € > 0 tal que a série de Taylor Z |()h"
— nl

converge para ®(a + h) desde que |h| < e.

3.1.1 Expansdo em férmula de Taylor

Para expressar cada tipo de aproximacao e a respectiva ordem do erro, usa-se a
série de Taylor (KREYSZIG, 1999; FERZIGER; PERIC, 2002; MARCHI, 2001). Qualquer

fungdo ®(z) analitica na vizinhanca de x;, pode ser expressa como uma série de Taylor:

O, = B, + (x — ;) <d¢>i+(x_mi)2 (d%) L ooy (dg(b) v (3)

dz 21 dz? | . 3! da3

(2

)
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em que P, representa ®(x), ®; representa P(x;) e (%)i representa 42 (z;).

O valor de ®, ¢ exato se forem considerados todos os termos da série de Taylor.
Para aplicar a Eq. (3.1) aos nés i — 1 e i + 1, a partir do ponto ¢, como é mostrado na

Fig. 3 e com o valor de h sendo constante, pode-se fazer

T = Tiy1 — (IIJ - xz) = ($i+1 - 3:1) =h,

dd h? (d*® h3 (d3®
S, 1 =D, +h|— — [ — — [ — 2
. al <d$>i+ 2 (dx2>i+ 6 (d$3>i+ 7 32
T = Tij—1 - (J]—ZEZ) = (ZEi_l—ZEi) :—h,
dd h? (d*® h (d3®
b, =0, — — —— ) — = — i
o 2 h<dx>i+ 2 (dx2>i 6 (dx3>i+ (33)

De acordo com Tannehill et al. (1997), Marchi (2001) e Burden e Faires (2016)
as expressoes para a derivada de primeira ordem podem ser obtidas por combinagao das
Egs. (3.2) e (3.3). A escolha de quais equagoes usar define o tipo de esquema e a ordem
do erro de truncamento cometido. A seguir serao apresentados alguns dos esquemas mais
comuns e que serao usados no decorrer deste texto. Para outras aproximacgoes, veja por

exemplo Burden e Faires (2016) e Ferziger e Peric (2002).

Isolando-se a derivada de primeira ordem, (%) , na Eq. (3.2), tem-se
dg B Sl _é dzj _ }LQ dgj _ (3.4)
dr ). h 2 \dz?2 ). 6 \dz3) )
7 —_——— 7 7

considerado  desprezado (erro de truncamento)

Assim, a derivada de primeira ordem de ¢ é aproximada de forma atrasada (em

inglés, Downstream Difference Scheme, DDS) a partir do ponto i através de

dd\ """ o, — @,

W _ 7 i h )

(5) == rom, 35)
e o erro de truncamento <5 (‘g)fDS> ¢ dado por

do\T_ b (B0 R () B (de) o, g

“\da o 2\de?). 6 \de®), 24\da*), T ' '

Isolando-se a primeira derivada na Eq. (3.3), tem-se
do D, — P, h (d*® h? (d*®
(d:v>4_ o +2<d:v2>._6(d:v3 e (3.7)
i | S— i i

considerado  desprezado (erro de truncamento)
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Assim, a derivada de primeira ordem de ® é aproximada de forma adiantada (em

inglés, Upstream Difference Scheme, UDS) a partir do ponto 4, através de

dd\""" @, — O,
— =4+ 0(h 3.8
(%) — o) 33)
e o erro de truncamento é dado por
do\"?%  h (@d\ B2 (PO B [(d'D
Subtraindo-se a Eq. (3.3) da Eq. (3.2), tem-se que
dd 2h (PP 20 (d>®
b1 — P, =2h|— — | == — | = 1
R (dx>i+ 6 (dﬁ)ﬁmo <dx5>i+ ’ (3.10)
ou
AN T N L AN A A 3.11)
de ). 2h 6 \dz3 ), 120\da®). '
i —— —— i i

considerado  desprezado (erro de truncamento)

Assim, a derivada de primeira ordem de ® é aproximada de forma centrada (em

inglés, Central Difference Scheme, CDS) para o ponto i, através de

O\ B — By
(fm) = % +0(h?), (3.12)

e o erro de truncamento é dado por

Add CDS h2 d3q> h4 d5(I) ,
€<dl'> __6<d5’33>¢_120 (d:ﬁ)i_'”_()(h)' (3.13)

%

De forma semelhante ao que foi feito na aproximacao da derivada de primeira
ordem, seguem-se de Tannehill et al. (1997), Marchi (2001) e Burden e Faires (2016), as

relagbes para expressar as aproximacgoes da derivada de segunda ordem.

Somando-se a Eq. (3.2) e a Eq. (3.3), tem-se

d2® Kt [ d hS [ dS®
D1+ Dyuq =20, + 12 [ — —[— — [ — e 3.14
A * (d:ﬁ)ﬁm <d:c4>i+360 <da:6>i+ (3.14)
ou
@ _ P 2 Pi _ILQ d4£ _ hi d6£ _ (3.15)
dz? ), a h? 12 \dz* ), 360 \da® ), '

considerado desprezado (erro de truncamento)
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Assim, a derivada de segunda ordem de ® é aproximada de forma centrada com 3
pontos (CDS) para o ponto P, através de

(dQ(D)CDS D =20+ Dy

e 2 + O(h?), (3.16)

e o erro de truncamento é dado por

S i WO A i A _0(0?). (317)
“\da? T 12 \det ), 360 \da® ), " 20160 \do® ), T OV

%

3.2 Notacao esténcil

A notacao esténcil é apropriada para definir um operador diferencial discreto Ly,
em uma malha cartesiana retangular Q". Trottenberg et al. (2001) e Wienands e Joppich
(2005) afirmam que é conveniente usar a terminologia esténcil para descrever fungoes de
malhas do tipo wy, : Q" — R e também para facilitar o uso da analise de Fourier local.

Assim, considera-se a funcao de malha
W - Qh — R

(Zﬂ,y) — wh<x7y)'

Um esténcil geral [S,, ,]n dado por

S_11 Sop Sia
[Seiraln =1+ S-10 Sop Sio | Sam€R,
S_1-1 So—1 Si-1

em que ki, kg € 7Z indicam as posi¢oes no esténcil, define um conjunto de func¢oes de malha

dadas por
[Sra)nwn (T, y) = D wh(x + Kihg, y + Kahy), (3.18)

K1,R2

em que h, e h, indicam as distancias entre os nds espaciais nas diregoes z e y,

respectivamente.

Aqui, assume-se que somente um numero finito de coeficientes S, ., sao diferentes

de zero.

Os esténcis mais comuns sao os compactos de cinco pontos e de nove pontos, dados

na malha h, respectivamente por

So,1 S_11 Soa Sia
571,0 50,0 Sl,O € 571,0 So,o Sl,O . (3'19>
So,-1 S_i21 So—1 Si-a

h
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Para ilustrar este procedimento, considera-se o operador Laplaciano Lu = —Au =
—(Ugz + uyy). A discretizagio em uma malha Q" : [0,1] x [0, 1] através do Método das

Diferencas Finitas usando aproximagao de segunda ordem do tipo CDS, conduz a

Lhuh(xay> = _Ahuh(xay>
1
= 2 [4up(z,y) — un(x — h,y) —up(z +h,y) —un(x,y — h) —up(z,y + h)]
. -1
- ﬁ -1 4 -1 uh(x,y). (320)
—1
h
Assim
1 —1
Ly, = 2 -1 4 -1
-1

h
representa o esténcil de cinco pontos do operador Laplaciano discreto —Ay,.

3.3 Meétodos iterativos

Os métodos mais comuns usados para resolver sistemas de equagoes lineares sao
os métodos diretos e os métodos iterativos. Os método diretos sdo mais usados para
matrizes de pequeno porte e densas, enquanto que os métodos iterativos sao mais eficazes
quando aplicados a matrizes de grande porte e esparsas (muitos elementos iguais a zero)
(BURDEN; FAIRES, 2016). Como neste caso a discretizagao ¢é feita através do MDF, as

matrizes obtidas com as discretizagoes possuem como caracteristica a esparsidade.

Os métodos iterativos, ao contrario dos métodos diretos, fornecem a resposta como
uma aproximagao da solucdo, e isso pode ser variavel. De acordo com Saad (2003),
os métodos iterativos comecam com uma solugao aproximada dada e modificam as
componentes da aproximacao, uma variavel ou um bloco de varidveis, em uma determinada
ordem, até que um critério de convergéncia seja atingido. Cada uma dessas modificagoes,

chamadas de passos de relaxamento, destina-se a suavizar as componentes do erro.
Considerando o sistema de equagdes lineares dado por
Au = f, (3.21)
com A sendo uma matriz quadrada de ordem n x n e u e f vetores de ordem n, tem-se
anpuy + apuy + ...+ AU, = fi
A1uy  + AUy + ... + GlU, = fo

(3.22)

AU+ ApaUs + ... + Gpply, = fn
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A matriz dos coeficientes A do sistema (3.22) pode ser dividida na forma:
A=-L+D-U, (3.23)

em que —L é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior da matriz A, D é
a matriz formada pela diagonal de A e —U é uma matriz triangular superior formada pela

parte superior da matriz A.

3.3.1 M¢étodo de Jacobi

Seguindo Ruggiero e Lopes (1996), Saad (2003) e Ferziger e Peric (2002) e
considerando a matriz D nao singular, ou seja d; # 0 Vi, pode-se reescrever o sistema

linear dado na Eq. (3.21) na forma

(-L+D—-U)u=f
Du=(L+U)v+ f. (3.24)

Isolando-se u na iteragao atual e considerando-se v como sendo sua aproximagao, o

procedimento que caracteriza o método de Jacobi na forma matricial é dado por

v =D YL+ U +D'f. (3.25)

3.3.2 Meétodo de Gauss-Seidel

Da mesma forma que o método de Jacobi, considerando-se a matriz D nao singular,

pode-se escrever o sistema linear dado na Eq. (3.21) na forma

(—L+D—-U)u=f,
(—L+D)ju=Uu+ f.

Isolando-se u na iteragao atual e considerando-se v como sendo sua aproximagao, o

procedimento que caracteriza o método de Gauss-Seidel na forma matricial é dado por

v = (=L+ D) 'Uv’ + (=L + D)~ f. (3.26)

Nos procedimentos descritos anteriormente, para Jacobi e Gauss-Seidel, a matriz de
iteracao é constante ao longo do processo iterativo. Os métodos iterativos que possuem esta
propriedade sdo chamados métodos iterativos bésicos ou estacionarios (TROTTENBERG
et al., 2001).

3.3.3 Suavizador Vanka

O suavizador chamado de Vanka faz parte de uma classe de suavizadores que

realizam suavizagdo por blocos (em inglés, boz-relaxation) e é indicado para resolver
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problemas que sdo modelados por sistemas de equagoes e possuem pontos de sela
(KAp = 0). De acordo com Rodrigo (2010), esse suavizador Vanka consiste em um
algoritmo iterativo na forma de Gauss-Seidel com um sistema pontual e que atualiza
simultaneamente todas as incognitas do deslocamento que estao ao redor de um no, em que
também ¢é atualizado o valor da pressao. Um esboco dos blocos de incognitas ¢ mostrado
na Fig. 5. Portanto, todas as incognitas no sistema sao consideradas acopladas, e um

sistema de equagoes deve ser resolvido para cada ponto da malha.

Vilj4+1

ui—l,j@] .pivj [®Ui+17j

Figura 5 — Suavizador Vanka (usado para o problema da poroelasticidade).

Para resolver o sistema de equacoes em cada ponto da malha com as incégnitas

dadas pelos deslocamentos e pressao, como mostra a Fig. 5, tem-se o sistema de equagoes

descrito na Eq. (3.27)
A b x* f
(&) (2)-(0) o

em que se considera A uma matriz contendo os coeficientes associados aos deslocamentos
desconhecidos nas equagoes correspondentes ao deslocamento, b o vetor dos coeficientes
correspondentes a pressao desconhecida nas equagoes correspondentes ao deslocamento, d
o vetor consistindo dos coeficientes associados aos deslocamentos desconhecidos na equagao
correspondente a pressio e ¢ o coeficiente do ponto relacionado a pressao na respectiva
equagao da pressao. Dessa forma x" sao as incognitas relacionadas ao deslocamento e 2P é

a incognita da pressao. Finalmente f e f sdo os correspondentes lados direitos.

Para a solugao do sistema de equagoes descrito na Eq. (3.27) pode-se usar qualquer

método direto.

Para o uso do suavizador Vanka aplicado as equacoes da poroelasticidade, por
exemplo, Rodrigo (2010), Gaspar et al. (2004) e Gaspar e Rodrigo (2015) comentam
que seu uso se da pelo fato de existirem pontos de sela no problema da poroelasticidade.
A iteracdo com o Vanka ocorre sobre todos os pontos da malha seguindo uma ordem
(lexicografica ou colorida) e em cada um dos pontos, o correspondente sistema de equagoes
¢ resolvido (de forma direta). Para o caso unidimensional é resolvido um sistema de 3 x 3

equagoes simultaneamente em cada um dos pontos da malha, centrado em torno do ponto
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da pressao, ou seja, sao resolvidos de forma acoplada para cada ponto, a pressao p; e os
deslocamentos adjacentes u;_; e u;41, ver a Fig. 5(a). Para o caso bidimensional é resolvido
um sistema de 5 X 5 equagoes simultaneamente em cada ponto da discretizacdo, também
centrado em torno do ponto da pressao, ou seja, sao resolvidos de forma acoplada para
cada ponto, a pressao p; ; e os deslocamentos adjacentes u;_1 j, Uit15, Vij—1 € Vjj41, VEr &
Fig. 5(b). Dessa forma pode-se perceber que para cada iteracdo com o suavizador Vanka, a
variavel relacionada a pressao é atualizada uma vez, enquanto que as variaveis relacionadas

aos deslocamentos sao atualizadas duas vezes.

3.3.4 Ordenacao das atualizacdes das incognitas

A eficiéncia destes métodos iterativos esta fortemente ligada a ordenacao em que
as incognitas sao determinadas ou atualizadas. As ordens mais comuns sdo a ordenagao
lexicografica (Fig. 6), a ordenagao red-black (Fig. 7) e algumas variantes, como a ordenagao
de varredura para os métodos de suavizacao por blocos gerando os métodos por linhas
(Fig. 8), zebra (Fig. 9), entre outros (WESSELING, 1992; TROTTENBERG et al., 2001;
WIENANDS; JOPPICH, 2005). Um dos objetivos das ordens de atualizacao coloridas (ou

zebras) é possibilitar o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis.

o o ) ) ) o o o o

ONONONONONONO
ONONONONONONO
ONONONONONONO
®6e 6 @ 6 6 6
e 6 6 6 6 G
&6 660 66 6
ONONONONONONO

o o ) ) ) o o o o

Figura 6 — Ordenacao lexicografica para atualizagdo das incognitas.
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Figura 7 — Ordenacao red-black para atualizacao das incognitas: (()) red e () black.

3.4 Meétodos para a aproximacao temporal

Dado um Problema de Valor Inicial (PVI)

du
E_f

U(l’, Y, tO) =u

) (3.28)

com u e f fungdes das varidveis (z,y,t), em que [z, y] estd contido em um dominio espacial,
t € [to,ts], em que ¢y representa o tempo inicial e t; o tempo final, u° é a condigao inicial
(fungao das varidveis espaciais x e y). Nesta tese, as condigdes para existéncia e unicidade
da solugdo sao garantidas, ver (BURDEN; FAIRES, 2016). Observa-se que a derivada
temporal é ordindria, pois apesar de depender dos valores espaciais (z,y), consideram-nos

conhecidos durante o calculo da varidvel temporal.

3.4.1 Formulacdes temporais de EDPs

Maliska (2004) relata que uma formulagao é dita explicita a um passo de tempo
quando todas as incognitas vizinhas ao ponto ¢ sdo avaliadas nos passos de tempo anteriores

e, portanto, ji sdo conhecidas, como mostra a Fig. 10(a).

Uma formulagao ¢ dita totalmente Implicita a um passo de tempo quando todas as
incognitas vizinhas ao ponto 7 sao avaliadas no passo de tempo atual e, portanto, nao sao
conhecidas em sua totalidade (depende da ordenacao de atualizacdo das incégnitas), como
mostra a Fig. 10(b).

A formulagao implicita a um passo de tempo ocorre quando as incdgnitas vizinhas

ao ponto i sdo avaliadas nos passos de tempo atual e anterior, como mostra a Fig. 10(c).
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(b) Linha Vertical.

Figura 8 — Ordenagdo para atualizagao das incognitas com um método linha.

3.4.2 Método de Euler

O método de Euler consiste em obter uma aproximagao para a solucao u(t) de (3.28)
de forma discreta em diversos valores no intervalo [to, 7], chamados pontos de malha. Para
isso, estipula-se que os pontos de malha tém distribuigdo uniforme no intervalo [to,t¢],

seleciona-se um nimero positivo inteiro N; e os pontos de malha (em t) sdo dados por

tme1 =to+ (m+1)7  paracadam=0,1,..., N, — 1. (3.29)
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Figura 9 — Ordenagao para atualizacao das incognitas com um método zebra.

t —
- "0 ¢ chamada de tamanho do passo de tempo.
t

A distancia entre os pontos 7 =

Seja u(t) a tnica solugao da Eq. (3.28), com duas derivadas continuas em [to, 7],

de modo que sua expansao em série de Taylor para cada m =0,1,..., N, — 1 é dada por
d 72 d>
Wtms1) = ultm) + T%U(tm) + Eﬁu(gk)a (3.30)

para algum &, € (to,ty).

Considerando-se v uma aproximagao para u, o método de Euler constréi v = u(t,,)
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1—1 7 1+ 1
® m—+1
. . . m
1—1 1 1+ 1
(a) Formulacao Explicita.
1—1 7 1+ 1
> @< ° m+ 1
. . . . ' m
1—1 ? 1 +1
(b) Formulacao Totalmente Implicita.
i —1 i i+ 1
4 ® m+ 1
. . . m
1—1 1 1+ 1

(c¢) Formulagao Implicita.

Figura 10 — Conexao espacial e temporal em um ponto ¢ com formulagoes Explicita,
Totalmente Implicita e Implicita (MALISKA, 2004, p. 39).

2 2

para cada m =0,1,..., N; — 1 ao desconsiderar os termos ?@u(fk), de segunda ordem
de aproximagdo em 7. Dessa forma, o método de Euler Implicito (primeira ordem de

aproximagao no tempo) é dado por

0 = 40
para cada m=0,1,..., N; — 1. (3.31)
v =™ 4+ T f (0™ )

Esse método é chamado de método de Fuler Implicito, pois para obter o valor de

™+ sdo necesséarios valores relacionados aos passos de tempo m e m + 1. Se para obter
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m+1l utilizar apenas valores relacionados ao passo de tempo m + 1 o método

o valor de v
de Euler é dito método de Euler Totalmente Implicito e se sdo necessarios apenas valores
relacionados ao passo de tempo m o método de Euler é dito método de Euler Explicito

(BURDEN; FAIRES, 2016; HIRSCH, 2007).

O método Explicito é condicionalmente estavel, ou seja, converge quando satisfaz
um critério de convergéncia (BURDEN; FAIRES, 2016) que relaciona o tamanho
da discretizacao espacial ao tamanho do passo temporal. Os métodos Implicitos e
Totalmente Implicitos sdo incondicionalmente estaveis, ou seja, independem do tamanho
da discretizagao espacial e do tamanho do passo temporal (BURDEN; FAIRES, 2016;
STRIKWERDA, 1989).

3.4.3 M¢étodo de Crank-Nicolson

De acordo com Tannehill et al. (1997), Burden e Faires (2016), Strikwerda (1989) e
Hirsch (2007), o método de Crank-Nicolson (CN) é um método incondicionalmente estavel,
ou seja, a sua convergéncia nao depende da relagao entre o tamanho do passo de tempo e

o tamanho da discretizacao espacial e possui segunda ordem de aproximagao temporal
(O(72)).

Considerando por exemplo a Eq. (3.28), o método de CN consiste em fazer

UO — yO
m+1 m T m—+1 m mzoalv'--aNt_ 1, (332)
v =v"+ 3 [f(v Jtma1) + (0™ )]

em que os subindices m~+1 e m indicam os passos de tempo atual e anterior, respectivamente.
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4 Meétodo multigrid

Quando o problema proposto é discretizado e resolvido em apenas uma malha,
diz-se que este problema esta sendo resolvido com o método singlegrid. Se usar duas
malhas para resolver o problema, diz-se que esta sendo usado o método de duas malhas
(ou two-grid). Porém, com o uso de trés ou mais malhas para a solugdo do problema, diz-se

que esta sendo usado o método multigrid.

O método multigrid é uma técnica eficiente para acelerar a suavizagao das
fortes oscilagdes do residuo usando um método de relaxagao (método iterativo bésico).
Proposto originalmente por Fedorenko (1964), esse método é atualmente muito utilizado
para acelerar a convergéncia de sistemas de equagoes do tipo Au = f. O principio
de funcionamento desse método estd fortemente relacionado ao comportamento de
convergéncia dos métodos iterativos basicos (Gauss-Seidel e Jacobi, por exemplo). Esses
métodos apresentam propriedades de suavizagao dos erros de alta frequéncia (componentes
oscilatérias), enquanto as baixas frequéncias sio mantidas praticamente inalteradas. Assim,
nas primeiras iteragoes reduzem-se rapidamente as componentes oscilatérias do erro e a
medida que esse nimero vai aumentando, o erro comega a cair mais lentamente, indicando
a predominédncia das componentes suaves (BRANDT, 1977; STGBEN; TROTTENBERG,
1981; WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Assim, o
método multigrid consiste no uso de discretizagao do problema em diversas malhas, ou
seja, apds a suavizacdo das componentes oscilatorias em uma malha fina, as componentes
dos erros (suaves) sao transferidas para uma malha mais grossa, tornando-se oscilatérias.
Esse processo pode ser repetido até a malha mais grossa possivel e faz com que o método
iterativo usado nao perca a eficiéncia, pois agird sempre nas componentes oscilatoria dos

€ITros.

Como dito anteriormente, o método multigrid geométrico utiliza-se de informagdes
das malhas consideradas na discretizacao do problema, o que significa que ele é recomendado
para problemas em malhas estruturadas. Como neste trabalho serdao usadas apenas malhas

estruturadas, o método multigrid geométrico serd a ferramenta de trabalho adotada.

4.1 Caracterizacao do método multigrid

A ideia principal do método multigrid consiste em usar uma discretizacao de malha
adequada para que, usando um suavizador (Gauss-Seidel, Jacobi, ...), as componentes
oscilatérias do erro sejam suavizadas rapidamente nas primeiras iteragoes. Apos a
suavizacao, o método multigrid procura trabalhar com uma sequéncia de malhas cada

vez mais grossas, de tal forma que os comprimentos de ondas do erro, que sao longos em
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malhas finas, sejam transformados em curtos em malhas mais grossas, tornando-se mais

oscilatorios, situagao na qual as componentes do erro sao suavizadas mais rapidamente.
A razao de engrossamento entre as malhas q é dada por

= (4.1)

q

em que hy e hy sao o tamanhos dos elementos da malha consecutivamente mais grossa e
fina, respectivamente. A Fig. 11 mostra uma sequéncia de trés malhas bidimensionais (2",

%" e Q) com razdo de engrossamento padrio q = 2.

Qh QQh Q4h

k—A e e
h 2h 4h

Figura 11 — Sequéncia de 3 malhas bidimensionais e uniformes com engrossamento padrao.

4.1.1 Analise de convergéncia

Seja o sistema linear na forma
Au = f. (4.2)
Supondo que este sistema tenha uma tnica solugdo e que v é uma aproximacao
para u, pode-se definir duas medidas importantes de v como aproximacio de u.

Definigao 4.1. O erro (ou erro algébrico) é dado por:

e=u—u. (4.3)

Porém, o erro de uma solugdo numérica é inacessivel quando nao se conhece a
solugao analitica. Assim, uma medida calculavel para verificar o quanto v se aproxima de

u é o residuo.

Definigao 4.2. O residuo da Eq. (4.2) para uma aproximagao v é dado por

r=f— Av. (4.4)
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Como a solugao aproximada v é obtida através de um processo iterativo, pode-se

escrever o erro e o residuo em fungdo da iterada atual v, respectivamente, como

e’ =u—v", (4.5)

r’ = f— AvY, (4.6)

sendo que a magnitude de ambos pode ser medida pelas normas vetoriais conhecidas
(BURDEN; FAIRES, 2016).

Uma importante relagao entre erro e residuo é mostrado em Briggs et al. (2000),

através da expressao

L el _ el Il
< < cond(A) 15, (4.7)
cond(A) [[f]| — ||ull |11l
com cond(A) = ||A]| - ||]A7Y| sendo o niimero de condicionamento da matriz A.

Observe que, pelas inequagdes (4.7), ||r|| = 0 implica em ||e|]| &~ 0 somente se
cond(A) é pequeno, ou seja, proximo da unidade (cond(A) ~ 1). Neste caso, diz-se que a

matriz A é bem condicionada.

A partir das Eqs. (3.25) e (3.26) pode-se construir o método iterativo dado por
v =S¥ + g, (4.8)

em que v é uma aproximacao para a solucao desejada. Nota-se que S dependera do método

iterativo utilizado.

Definicao 4.3. O método iterativo v = Sv”+ ¢ é chamado de convergente se e somente
se lim ||S|]" =0
V—00

Definigao 4.4. O fator de convergéncia do método iterativo dado na Eq. (4.8) é

p(S) = mazx|A(S)]

Na definigao 4.4, A\(S) representa os autovalores da matriz S e o fator de convergéncia
p (méximo autovalor,em moédulo, de S) é também chamado de raio espectral da matriz S.

Este p indica a pior redugdo do erro com o passo iterativo (BRIGGS et al., 2000).

Teorema 4.1. O método iterativo v*™! = Sv” + g é convergente se e somente se p(S) < 1.

Prova: ver Burden e Faires (2016).

O raio espectral ou fator de convergéncia pode ser aproximado numericamente

como descrito em Janssen (1997, p. 43) por

N

[le”]]

p . (4.9)
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O mesmo autor comenta que se usar o residuo ao invés do erro na Eq. (4.9), os

resultados serao semelhantes.

O fator de convergéncia médio pode ser definido como a média geométrica dos

fatores de convergéncia de (4.9). Assim,

pm = pW - p@ ) (4.10)

em que n representa o numero de iteradas ou ciclos multigrid realizados.

4.1.2 Analise de erros

Para uma andlise do comportamento dos erros, Briggs et al. (2000) afirmam que é
suficiente utilizar o sistema homogéneo Au = 0. Neste caso, tem-se a vantagem da solugao

exata (u = 0) ser conhecida e o erro da aproximagao dada por v é simplesmente —u.

Para facilitar os calculos, considera-se aqui o caso unidimensional da equacao de
Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet com estimativa inicial, ou modos de Fourier,
dada por v; = sen (%), 1<j<N—-1lek<N-—1,em que v é uma aproximacao da
solucao u, N ¢é o niimero de pontos da discretizacao, k ¢ o nimero de em que ou modos de

Fourier e 5 é a componente do vetor v.

Definicao 4.5. Os modos de Fourier localizados na metade inferior do espectro, com
1<k< %, sao chamados de modos de Fourier de baixa frequéncia ou modos suaves. Os
modos de Fourier localizados na metade superior do espectro, com % <k<N-—-1,sa0

chamados de modos de Fourier de alta frequéncia ou modos oscilatorios.

A Fig. 12(a) e a Fig. 12(b) mostram os efeitos do engrossamento de malhas para
suavizar os modos de Fourier. Observa-se que o nimero de ondas k£ permanece inalterado,
enquanto que o numero de pontos é reduzido, fazendo com que a onda torne-se mais
oscilatoéria (% <k<N-1).

Ao se projetar um modo suave com niimero de ondas 1 < k < % da malha fina
Q" para a malha grossa Q%' transforma-se o modo em oscilatério (BRIGGS et al., 2000;
TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING, 1992). Por isso é recomendéavel transferir o
problema de relaxagao para a malha grossa apods a suavizacao dos erros oscilatérios, pois
14 os modos de erros suaves se apresentarao mais oscilatorios, e o processo de relaxacao

serd mais eficiente.

Com essa filosofia para suavizar os erros de baixa frequéncia com o uso de malhas
mais grossas, o método multigrid possui uma taxa (ou fator) de convergéncia ideal
(tedrica) que independe do tamanho da malha, isto é, independe do nimero de pontos da
discretizacao da malha (FERZIGER; PERIC, 2002; ROACHE, 1998). Para obter um bom
desempenho do método multigrid, devem-se usar diversos niveis de malhas (TANNEHILL

et al., 1997; PINTO; MARCHI, 2007).
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(b) k = 4 ondas sobre a malha com N = 6 pontos.

Figura 12 — Numero de ondas k = 4 sobre uma malha fina com N = 12 pontos e sobre
uma malha grossa com N = 6 pontos (BRIGGS et al., 2000, p. 32).

4.2 Operadores de transferéncia entre malhas

Os elementos essenciais do método multigrid sao os operadores de restrigao (I ,%h) e
de prolongacao ([gh). Com o problema representado em uma malha fina (Q") é necessario
transferir as informacgoes para as malhas mais grossas (2%, Q% .. .). Isto é feito por um
operador chamado operador de restricio. Para fazer o caminho contrario e transferir as
informagoes das malhas grossas para as malhas mais finas, faz-se necessario um operador

chamado operador de prolongacao.

Nas figuras deste capitulo, o simbolo (e) representa os nés que pertencem a ambas
as malhas, o simbolo (o) representa os nés que pertencem apenas a malha fina e os niimeros

(ao lado das setas) representam os pesos atribuidos a cada tipo de restrigdo ou prolongagao.

4.2.1 Operadores de restricdo

O operador de restri¢ao (I ,%h) é responsavel por transferir informagoes (residuo
e/ou solucio) de uma determinada malha ", com discretizacio de malhas de tamanho h
(em todas as direcdes espaciais), para a malha mais grossa Q22" com 2h. A restri¢do pode
ser por Injecao (Inj), por meia ponderagao (HW), por ponderacao completa (FW), entre
outros (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001; HORTON; VANDEWALLE,
1995).

O operador de restricao por injecao ([ ,%h)I ~apenas transfere a informagao de um

nj
ponto na malha fina em seu correspondente ponto na malha mais grossa. A Fig. 13(a) e a
Fig. 13(b) ilustram este procedimento para os casos unidimensional (1D) e bidimensional

(2D), respectivamente.

Por exemplo, no caso 2D, o residuo calculado pelo operador ([ ,3")] ~na malha
nj
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I e\ e\ e\ Qh

°® ° ® ® ® ()2h

(a) Problema 1D.

(b) Problema 2D.

Figura 13 — Operadores de restricao por injecao 1D e 2D.

grossa, ¢ dado por

o) = (1), moy)
= Th(l',y)- (411)
Em notacao esténcil, tem-se
2h
0 00
2h _
(Ih )Inj_ 010 (4.12)
0 00 .

O operador de restricio por meia ponderacao (],%h> Ly 1O caso 2D, utiliza as
informagoes dos 4 pontos mais préximos ao ponto calculado na malha fina para o

correspondente ponto na malha mais grossa. A Fig. 14 ilustra esse procedimento.
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Qh

Q2h

Figura 14 — Operador de restricdo por meia ponderacao.

O residuo para o caso 2D, por exemplo, calculado pelo operador (I ,QLh) g 12 mal