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Resumo

No estudo das Equagoes Diferenciais Parciais, em particular na equagao do calor ho-
mogénea, nos deparamos com o método de separacao de variaveis para obtencao da solugao
formal do problema. Este método consiste na suposi¢do da independéncia das variaveis
em questao, e a consideragao que a solugao possa ser descrita como um produto de duas
outras funcgoes independentes. Neste caso, nos deparamos com uma equacao diferencial
ordindria no qual temos de encontrar suas solugoes. Assim, neste trabalho iremos utilizar a
Teoria de Sturm-Liouville para a resolucao destas EDO’s mais gerais, e consequentemente
obter um método de encontrar a solucao da equacao do calor nao-homogénea.

1 Conducao de Calor em Uma Barra Homogénea de
Secao Reta Uniforme

Considere o problema de conducao de calor em uma barra de secao reta uniforme
feita com material homogéneo. Escolha o eixo  como sendo o eixo da barra, tal que
x =0 e x = L correspondem as extremidades da barra. Suponha ainda que os lados da
barra estao perfeitamente isolados, de modo que nao haja transmissao de calor. Suponha
também que as dimensoes da sec¢ao reta sao tdo pequenas que a temperatura u pode ser
considerada constante em qualquer sec¢ao reta, entdo u s6 depende da coordenada espacial
x e do instante ¢.



Assim, estamos interessados em determinar uma fungao u = u(x,t) que descreva a
conducao de calor na barra. A equacao diferencial que descreve esse processo, junto com
suas condicoes iniciais e de contorno, ¢ dada por

AUy =1 0< <L t>0
u(z,0) = f(z) 0<z<L (1)
u(0,t) =0 wu(L,t)=0 t>0

sendo o uma constante conhecida como difusidade térmica que depende apenas do ma-
terial da barra. Queremos encontrar uma funcao u(z,t) de modo a satisfazer o problema
(1). Para isso vamos utilizar o método de separagao de varidveis. Portanto, suponha que:

u(z,t) = X(x)T(t) (2)

Assim, substituindo (2) na EDP de (1), temos:

o2 X" ()T (t) = X (2)T'(t)

Agora, podemos separar as variaveis de modo a obter:

X'(z) 1T

X(x) a2 T(t) ®)

Note que, como cada membro da igualdade depende de uma variavel independente, se
fixamos x, por exemplo, e comegarmos a variar t, chegaremos que a igualdade nao serd
satisfeita. Desta forma é necessario que a igualdade (3) seja igual a uma constante, e para
isso tomaremos como sendo —\ por motivos de simplicidade futura. Logo:

Separando a equagao (4), chegamos em:

{ X/”(x) +AX(z)=0 5)
T(t)+ X*T(t) =0
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Note que nosso problema original era resolver um equacgao diferencial parcial, sob
certas condigbes de contorno e iniciais, e agora conseguimos reduzir a solu¢ao de (1) a
resolucao de duas equagoes diferenciais ordinarias. Portanto, a solu¢ao do problema serd
obtida a partir do produto das solugoes do sistema (5). Agora vamos aplicar as condigoes
de contorno (1) em (2). Assim, para u(0,t) = 0 temos:

w(0,2) = X(0)T'(t) = 0

Veja que se tivermos T'(t) = 0 entdo u(z,t) = X(x)T'(t) = 0 para todo x e portanto
a condi¢ao inicial u(z,0) = f(x) s6 seria satisfeita se f(x) = 0. Portanto, como nao
queremos apenas o caso trivial, devemos ter X(0) = 0. Analogamente chegamos que
X (L) =0 e assim obtemos o seguinte problema de valores de contorno homogéneo:

0

X(0) =00 X(L) =0 (6)

{X%m+xwx

Assim, vamos considerar os seguintes casos:

(i) Suponha A < 0. Fazendo A\ = —p?, temos que:

1

X — X =0

Sua equagdo caracteristica é da forma m?—pu? = 0 e portanto sua raizes sio m = .
Desta forma a solugao é da forma:

X(x) = ¢ cosh(pux) + o sinh(px)

Agora, aplicando as condi¢oes de contorno, temos que para X (0) = 0, implica:

¢1 cosh(u0) + o sinh(p0) =0

E assim ¢; = 0. J4 para a segunda condi¢ao temos que X (L) = 0 entdo:

¢y cosh(uL) 4 cosinh(pul) =0

Pelo o que acabamos de ver ¢; = 0, logo:

cosinh uL =0

Como supomos que A < 0 consequentemente p # 0 e portanto sinh L. # 0. Desta
forma, c; = 0. Veja que a solucao da nossa equagao diferencial ordinaria é apenas
a solucao trivial X (0) = 0, e como nao estamos interessados nesse caso, chegamos
a conclusao que para A < 0 o problema de valores de contorno nao possui solugoes
nao triviais.
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(ii) Suponha A = 0. Assim:

X (z)=0

cuja solu¢do é X (x) = c;x + co. Aplicando as condigoes de contorno, chegamos em
¢ = 0 para X(0) =0 e ¢; = 0 para X(L) = 0. Logo, a solugdo para A = 0 é da
forma X (z) = 0, e assim o problema nao possui solu¢oes nao triviais para A = 0.

(iii) Suponha agora que A > 0. Por praticidade, vamos tomar A = 2, desta forma:

X'+ 12X =0
Sua equacdo caracteristica é m? + p? = 0 com m = 4y, e assim a solucdo geral é
dada por:
X(z) = ¢1 cos px + co sin px

Como A\ > 0, por hipdtese, temos que pu # 0 e sem perda de generalidade podemos
tomar p > 0. Assim, para a condi¢do de contorno X (0) = 0 temos:

c1cos p0 + cosin pu0 =0
O que decorre ¢; = 0. J4 para a condigao X (L) = 0, vale:
cosinul =0

Como nao queremos a solugao trivial para nosso problema, é necessério ter ¢, # 0
e assim:

sinpuL =0

nm

Para isso ocorrer, devemos ter ulL = nm. Logo, u = “F com n € Z% . Assim, como
definimos \ = ;2 temos que para cada n.

n?m?

An = I

¢ um autovalor do problema (6). Como j& vimos, a solu¢ao é dada por:

X (z) = ¢; cos px + cosin px

Utilizando os resultados que nés ja obtemos, que:

Xn(z) = ¢ysin ? n ez

E como a solugao é vélida para qualquer c; € R, tomaremos o caso c; = 1, por
simplicidade. Desta forma:

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - UFPR PET-MATEMATICA



Portanto, as tinicas solu¢oes nao triviais para o problema:
X' (2) + A X (2) =
X(0)=0eX (L)

sao as autofuncoes:

Associadas aos autovalores:

n?m?

An = 72

*
n €z,

Agora que ji conhecemos ), vamos substituir na equacao 7" (t) + a?AT(t) = 0. Assim:

Portanto a solugao ¢ dada por:

2.2 2
_ninta®y

T.(t) =e 12

Onde tomamos a constante de proporcionalidade como ¢; = 1. Agora que ja possuimos
as solugoes para os dois problemas, como supomos no inicio que u(z,t) = X(z)T(t),
podemos multiplica-las para obter as solugoes fundamentais do problema, sendo assim:

n27r2a2 nmwr
up(x,t) =e 12 tsinT n € Z;,
Que satisfaz a equagao diferencial parcial e as condigdes de contorno de (1) para todo

n inteiro positivo. Entretanto, resta satisfazer a condicao inicial:

u(z,0) = f(z) 0<az<L

Admitindo que a solu¢do do problema é uma combinagao linear de todas as solugoes
fundamentais encontramos:

o0 oo 2_2 2
)= cottn(z,t) =Y e 7 tsm?

Veja que cada termo da soma satisfaz a equagao diferencial e suas condigdes de con-
torno. Desta forma, vamos supor que a série converge e também satisfaz as condicoes de
contorno. Para a condi¢ao inicial u(z,0) = f(z), devemos ter:

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - UFPR PET-MATEMATICA



fla) =3 casin (7)

Precisamos escolher os coeficientes ¢,, tais que a série de fungoes convirja para a dis-
tribuigao inicial de temperatura f(z), com 0 < x < L. Veja que série (7) é a Série de
Fourier em senos da funcao f, e seu coeficiente é dado pelas Férmulas de Euler-Fourier.
Admitindo que f é uma funcao impar com periodo 7' = 2L, temos:

nmx

Cn =7 / x) sin —dx

Por fim, a solugao formal do problema

APug, =1, 0<z<L t>0
u(z,0) = f(z) 0<z<L
u(0,t) =0 wu(L,t)=0 t>0

¢ dado pela func¢ao

o 222
t) =Y cpe L2 'sin—-

L

com coeficiente ¢, determinado por

Cn L/ sm—dm Vn € N

2 Problemas de de Valores de Contorno de Sturm-
Liouville

Agora, estamos interessados em generalizar os resultados da se¢ao 1, de modo a utilizar
o método de separagao de variaveis em problemas mais gerais. Entao, vamos considerar
equagoes diferenciais parciais

r(@)u, = [p(r)ue]e — q(x)u + F(,t) (8)
junto de condigoes de contorno da forma
uz(0,t) — hqu(0,t) =0 e Uz (L, t) + hou(L,t) =0 (9)

Em determinado momento do processo de obtencao da solugao do problema de valor
de contorno para a equacao do calor, foi necessario encontrar as solugbes para o seguinte
problema

{ X" (x) + A\X (z

)=0
X(0)=0e X(L)=0
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Assim, nesta secao nosso interesse estara voltado para essa classe de problemas, cha-
mados de problemas de valores de contorno de Sturm-Liouville (PSL), em que podemos
caracteriza-lo de uma maneira mais geral por

p(z)y] —q(x)y + Ar(z)y=0 0<z<1
a1y(0) + azy'(0) = 0 (10)
biy(1) + by’ (1) =0

onde p, p’, q e r sdo continuas no intervalo [0, 1] e que, além disso, p(z) > 0 e r(z) > 0 em
todos os pontos deste intervalo. Além disso, para facilitar a notacdo, podemos definir o
operador diferencial linear homogéneo L, dado por

L: C? —(C?
y > Ly = Mr(2)y
onde
Lly] = —[p(z)y] + q(z)y

Assim, vamos estabelecer algumas propriedades para o PSL, de modo a obter uma
solucao para o problema de conducao de calor nao-homogéneo.

Proposicao 1. O operador L € linear.

Demonstragdo. Considere y, z € C?[(0,1)]. Assim, temos que:

Lly+2 = —[py+2)1+aqy+2)
= — [y +p2] +ay+qz
= — ] =[] +ay +qz
= (=] +aqy) + (=[p] +q2)
= L[y + L[2]

Portanto, L[y + z] = L[y] + L|[z]. Agora, considere A € C e y € C?[(0,1)], entéo:

Ly = —[p(y)] +a(hy)
= A= +aw)]
= AL[y]
Entao L[A\y| = ALy e portanto, L é um operador linear. ]

Teorema 1 (Identidade de Lagrange). Considere o operador Lly] = —[p(z)y'] + q(z)y
onde p,p’,q sdo funcdes continuas no intervalo [0,1]. Se u,v € C%([0,1]) entdo vale a
identidade:

1

[ (Lo~ uEfe]}dz = —p(a) [ )ole) — u(z)o! )],

Demonstragao. Integrando por partes a seguinte integral, chegamos que:
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/01 Lujvde = /01[—(pu’)’v + quvdx
= /01[—(pu’)’v]dx + /01 quudx
+ /01 pv'u/ dx + /01 quudzx
— /01 u(pv') dx + /01 quudz

1
+/ —(pv')'u + quu)dx

+ / v]udx

= —opu
= —opu'| +pv'u
= —opu'| +pv'u

= —opu'| +pv'u

o = O = o = O =

S = O = O =

Portanto, temos a seguinte igualdade:

1
/ Llulvdx = —vpu’ + pv u’ +/ v]udz (11)
0

Por fim, manipulando a equagao (11), chegamos que:

1

[ (Lo — L fo]}dz = —p(a) [ 2)ole) — u(z)o' ()],
]

Corolario 1. Se considerarmos a Identidade de Lagrange de modo que as funcoes u e v
satisfacam as condigoes abaixo:

(i) aru(0) + as/(0) = 0
(ii) byu(1) + byr/(1) = 0
(iii) a1v(0) + asv'(0) = 0
(iv) byv(1) + by/(1) = 0

Entao, temos que:

AHLMU—uume:o

Demonstrac¢ao. Vamos considerar primeiro o caso em que as # 0 e by # 0. Assim,

1

[ (Lo — o]}z = —p(a) [ (2)o(e) — u(z)o! ()]

Supondo que u e v satisfazem as condigbes de (i) a (iv), temos que:

0

/Ol{L[UJv — uLfv]}dr = p(1)[' (Du(1) — o(1)u/(1)] = p(0)[v'(0)u(0) — v(0)u/(0)]

Como por hipdtese temos as # 0 e by # 0, e decorrendo das condigoes iniciais, temos:
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V(1) = —Z:v(l) v'(0) = —Z: 0
W) =~ pull) ' (0) = ~2u(0)
Portanto, segue que:
) Celadoutlalyas = o) |- o) + )] -5(0) [~ 2o0u0) + Lu0)000)

1
Assim, / {L[u]v — uL[v]}dx = 0. J4 para o caso as = by = 0, temos:
0

{ a1v(0) =0 b(l) =0
au(0) =0 bu(l)=0

1
E segue disto, que / {L]ujv—uL[v]}dx = 0. Nos casos em que ay = 0 ou by = 0 é analogo
0

aos demais. O

Segue do Corolario 1 que podemos reformular a escrita do resultado, de modo a utilizar
a definicdo de produto interno dada por:

(u,v) = /01 u(z)v(z)dx

Assim temos que:
/OI{L[U]U —uLv]}de =0 <= (L[u],v) = (u, L[v]) (12)

Teorema 2. Sejam u e v fungoes complexas e o produto interno (,) definido por:

(u,v) = /01 u(z)v(z)dx

Entao, o operador L é auto-adjunto, ou seja:

(Llul, v) = (u, L[v])

Demonstragao. Queremos mostrar que vale a igualdade (L[u],v) — (u, L[v]) = 0. Assim,
considere u = uy + tug € v = vy + V9, COM U, Ug, V1, Vs € R:
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(L[], v) — (u, Lfo]) = léthdvdx—iélu Wlde

= /Ol{L[ul + dug|(v1 + ivg) — (ug + tug) Llvy + dve] pdx

= /1{ Lluy| + iL[ug])(vy — dvg) — (ug + dug)(L{v1] + iL[ve]) }dx
= / {(L]u1)vy — iL[ug]vy + iL[us]vy + Lluglvy) —
—(ug L[v1] = tug L{va] + ius L]vy] + us L{vo)) Yda

— /{ Jor — w L)) + i(L[ug)or — Llulvs) +
+(L[ug]vy — usL{vs]) + i(L[ve]us — Livi|ug) dx

Como uq, ug, vy, v9 € R, segue da Corolario 1 que:

/OI(L[ul]vl —uL[vn])de =0 e /OI(L[ug]vg — us L[vg])dx =0

E portanto, temos:

(L[u],v) — (u, L[v]) = / Llus|vy — Llug|vg) + (L[ve]uy — Lvi]ug) }dx
0

Segue do Corolério 1

Por fim, (L[u],v) — (u, L[v]) = 0 o que implica (L[u],v) = (u, L[v]). -

Lema 1. Sejam f continua no intervalo [0,1] e f(x) > 0 para todo x € [0,1], entdo
1

/ f(z)dx > 0.
0

Teorema 3. Todos o0s autovalores do Problema de Sturm-Liouville sao reais.

Demonstracdo. Suponha que A é um autovalor do P.S.L tal que A € C. Logo, A = u + v,
onde u,v € R e considere ¢ = w + 7z uma autofuncdo do P.S.L associada ao autovalor
A, de modo que w,z € R. Assim, tomando u = ¢ e v = ¢ na igualdade do Teorema 2,
temos:

(LI}, ¢) = (¢, Ll¢])

Como ¢ é uma autofuncao do P.S.L, associada ao autovalor A, temos que ¢ é solugao do
P.S.L e portanto L[¢] = Ar¢, de modo que:

(Arg, d) = (&, Aro)

Pela definicao do produto interno complexo usual, temos:

[ wri)o(w)@ = [ oo

Como ja foi definido, r(x) é um funcao real, e assim:
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Como, r(z) > 0 e continua em [0, 1], da definicao do P.S.L, e w?(z) + 2%(z) > 0 e
1

continua em [0, 1], segue do Teorema 1 que / r(z)(w?(x) + 2*(x))dr > 0 e portanto:
0

A=XN=@w+iv—(u—iv)=2v=0 = 0v=0

Portanto, o autovalor A = u + iv tem de ser da forma A\ = u € R, ou seja todo os
autovalores do P.S.L sao reais.

O

Definigao 1. Sejam fi, fo, -+, fu fungoes. Definimos o Wronskiano de fi, fo,- -+, fn no
ponto t, como o determinante:

fi(t) fa(t) Falt)
Wl far - ) (0) = f;() f;() f;“
fl(n—l)(t) f2(n—1)(t) - fr(lnfl)(t)

Definicao 2. Sejam y; e yo duas solugoes de uma equagao diferencial homogénea de
sequnda ordem. Assim definimos o Wronskiano de y, e ys no ponto t, como sendo o
determinante:

1(t)  ya(t)
W (Y1, y2) () =| zg(t) 5;@ ‘

Teorema 4 (Teorema de Abel). Se y; e ys sdo duas solugoes da equagao diferencial

Y +pt)y +q(t)y =0

onde p e q sdo funcoes continuas em um intervalo compacto I, entdo o wronskiano
W (y1,y2)(t) é dado por

W (yr,y2)(t) = CG—fp(t)dt

onde ¢ € um constante determinada que depende de y; e ya, mas ndo depende de t. Além
disso, W (y1,ye)(t) ou € zero para todo t em I, ou nunca se anula em I.

Teorema 5. Seja vy, e ys solugoes da equacdo

Y +pt)y +q(t)y =0

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - UFPR PET-MATEMATICA



12

onde p e q sao continuas em um intervalo compacto I. Entao y; e ys sao linearmente
dependentes em I se, e somente se, W(yy,y2)(t) = 0 para todo t € I. De outro modo,
Y1 € Yz sdo linearmente independentes em I se, e somente se, W (y1,y2)(t) # 0 para todo
tel.

Teorema 6. Os autovalores do Problema de Sturm-Liouville sdo todos simples, isto €, a
cada autovalor corresponde apenas uma autofuncdao linearmente independente.

Demonstrag¢ao. Seja A um autovalor do Problema de Sturm-Liouville e considere ¢, e
¢o autofungoes associadas a A. Desta forma, se calcularmos o Wronskiano para ¢; e ¢o
teremos:

W o) = | G0 G | = eaento) - et

Como, ¢, e ¢o sao solugoes para o Problema de Sturm-Liouville, devem satisfazer as
condicoes de contorno, ou seja

{ a1¢1(0) + az¢ (0)
a192(0) + a2¢5(0)

0
0

Isolando as fungoes ¢] e ¢}, obtemos

¢a<0>:—2¢1<o> e ¢;<o>=—j;¢2<o>

Substituindo estas relacoes no Wronskiano, chegamos que:

W(1,02)(0) = $1(0)¢5(0) — ¢ (0)¢2(0)
= 10) (- 200)) = (= 201(0)) (0
- 0
Como W (¢1,¢2)(0) = 0, segue do Teorema 4 que W (¢, ¢2)(t) = 0 para todo t € [0, 1]

e assim, concluimos do Teorema 5 que ¢, e ¢, sao autofungoes linearmente dependentes,
contradizendo a suposicao inicial. Desta forma, temos

G2 = gy

com « € R. Portanto, a cada autovalor do Problema de Sturm-Liouville corresponde
apenas uma unica autofuncao linearmente independente, ou seja, o autovalor A é simples.

]

Teorema 7. Para cada autovalor do Problema de Sturm-Liouville existe uma autofun¢ao
real associada.

Demonstrac¢ao. Considere A um autovalor do Problema de Sturm-Liouville e seja ¢ uma
autofuncao associada ao autovalor A\. Suponha que ¢ = u 4 1v. Como ¢ é autofuncao do
Problema de Sturm-Liouville, segue da definicado que ¢ satisfaz

L[g] = Ao

Assim, reescrevendo ¢, obtemos:
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Llu+ ] = Ar(u +iv) < Llu] + iL[v] = Aru + i(Arv)

pela linearidade do operador L. Desta forma, segue que dois ntimeros complexos sao
iguais se, e somente se, suas partes reais e imaginarias sao iguais, respectivamente. Logo:

L{u] = Aru e L[v] = Arv

Ou seja, u e v sdo autofungoes associadas a autovalor A. Porém, isso contradiz o Teorema
6 que diz que todos os autovalores do Problema de Sturm-Liouville sdo simples. Assim,
as autofungoes U e v sao linearmente dependentes, e portanto devemos ter que uma é
multipla escalar da outra, e assim para o € R:

v =au
Portanto, a autofuncao ¢ deve ser da forma:

d=u+iv=u+ilau) =u(l+ia) =~yu

com v € C. Desta forma, se tomarmos v = u+:0 € R, a autofungao ¢ sera real. Ou seja,
temos que dado um autovalor, existe uma autofunc¢ao real associada a este autovalor. []

Teorema 8. Se ¢1 e ¢y sao duas autofuncoes do Problema de Sturm-Liouville, corres-
pondentes aos autovalores A\ e Ay respectivamente, e se A\; # Ag, entdo:

/01 r(x)o1(z)p2(x)dr =0

Demonstracao. Considere ¢ e ¢o duas autofungoes do Problema de Sturm-Liouville, as-
sociadas aos autovalores A\; e A\, respectivamente, de modo que A\; # Ay. Assim, segue da
defini¢ao de autofuncao que

L[¢1] = \N¢ire L[¢2] = Ao@or

Pelo Teorema 2, temos

(Llul, v) = (u, Lv]) = 0

assim, fazendo u = ¢ e v = ¢, chegamos em

(L[p1], d2) — (91, Lga]) = 0
1 1
& [ Liol@a@d - [ 6@ LklEd =0
& /01{)\1¢1(x)7"(x)¢2(9c) — ¢1(x) Moo () () }de = 0
Por definigao, a fungao peso r(x) é real. Como ja vimos, segue do Teorema 3 que A\ por

ser um autovalor, deve ser real, e também segue do Teorema 7 que ¢, e ¢9 sao autofuncoes
reais. Portanto
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/01{)\1¢1($)7"($)¢2(95) — 01(x) Ao (2)r(2) }d = O
& (=) [ @ (@)ea(o)ds =0

Como supomos que A; # Ay, segue que

/01 r(x)o1(z)p2(x)dr =0
0

Teorema 9. Os autovalores do P.S.L. formam uma sequéncia infinita e podem ser orde-
nados crescentemente, de modo que:

M <A< <A<
Além disso, \,, — 00 quando n — 0.

Definicao 3. As autofuncgoes do P.S.L que satisfazem a condicdo:

1
/ r(r)¢2(z)dr =1 n=1,2,---
0
sdo ditas normalizadas.

Note que dado um autovalor A, segue do Teorema 6, que existe uma tnica autofungao
¢, linearmente independente associada ao autovalor A, desta forma suponha que ¢, é
normalizada e considere ¢, uma autofunc¢ao associada ao autovalor A de modo que seja
multiplo escalar de ¢;. Entao:

/01 r(@)g(w)dr = /o1 r(z)(agi(z)) dr = o /01 r(x)¢i(x)de = o?

Ou seja, a autofuncao ¢, que é multiplo escalar de ¢, nao é uma autofunc¢ao norma-
lizada.

Definicao 4. Um conjunto ortonormal B de vetores em um espaco de Hilbert H é dito
ser um conjunto ortonormal completo em H, ou uma base ortonormal completa em H, se
o unico vetor de H que é ortogonal a todos os vetores de B for o vetor nulo.

Proposicao 2. Considere o produto interno ( , ), definido por:

(u,v), = /01 r(z)u(x)v(z)de

Onde r(z) > 0,Vx € [0,1]. Assim, o conjuntos das autofun¢des normalizadas formam um
conjunto ortonormal, sequndo o produto interno acima.

Demonstracao. Seja A o conjunto das autofungdes normalizadas, e considere ¢,, ¢, € A
duas autofungoes do P.S.L associadas a autovalores distintos, pois como ja vimos com-
binagoes lineares de autofungoes nao sao normalizadas. Assim:

(Ons Om)r = /01 7(x)¢n(x)dm(z)de =0  Pelo Teorema 8
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Portanto, ¢,, L ¢,,, para todo n,m € N, tal que n # m. Agora, para ¢,, € A, temos:

1
| 6 1= (6 0n)r = [ rla)gl(@)de = 1
E assim, || ¢,, ||[= 1. Logo, o conjunto das autofun¢oes normalizadas é ortonormal. O

Podemos unir a proposi¢ao anterior com o Teorema 8, para isso vamos definir o simbolo
Omn, conhecido como Delta de Kronecker, por:

5o — 0, m#n
™1, m=n
Assim, chegamos no seguinte resultado:

Corolario 2.

[ r)n(@)on@)ds = 5

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 2. O]

Proposicao 3. Seja f uma fungdo uniformemente continua no intervalo [0, 1], e suponha
que [ possa ser expandida em uma série infinita de autofuncoes do P.S.L, isto é:

[e.e]

f(:E) = Z cn¢n(x)

n=1
onde as funcoes ¢, satisfazem o P.S.L e a condi¢do de ortogonalidade do Coroldrio 2.
Assim, os coeficientes ¢, sao dados por:

Cn = /lr(x)f(x)qbndx = {(f,r¢n) n=12,---
0

Demonstracdo. Considere a funcdo f expressa por uma série infinita de autofuncoes,
assim:

[e. 9]

f@) =2 cutn(z) (13)

n=1
Portanto, multiplicado a equagao (13) por r(x)¢.,(z), para um certo m € N fixado e
integrando ambos os membros no intervalo [0, 1], chegamos que:

/o1 f(@)r(z)pm(x)de = /01 i Cn T () P () dx
- 2 Cn /01 Gnr () Py () dx:
= i CnOmn

Utilizando a defini¢ao de d,,,, chegamos que para n = m:

Cm = /01 f(@)r(z)om(z) = (f,rdym) m=12:--
[
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Teorema 10. Sejam ¢1, ¢, , ¢n, -+ as autofuncoes normalizadas do problema de
Sturm-Liouville:

~[p@)y) + q(x)y = Ar(2)y
a1y(0) + azy'(0) =0
biy(1) +boy'(1) = 0
Suponha que f e [ sao seccionalmente continuas em 0 < x < 1. Entdo, a série:

o0

flz) = Z CnPn(T)

n=1

Com os coeficiente c,, dados por:

o= [ H@) @) = (7. 700)

[f(z+) + f(z—)]
2

converge para em cada ponto do intervalo aberto 0 < x < 1.

Problema de Sturm-Liouville Nao-Homogéneo

Ao resolvermos equacoes diferenciais parcial sujeitas a valores de contorno e inicial, nos
deparamos com problemas de Sturm-Liouville, como ja vimos. Entretanto, a teoria que
fizemos até agora, aborda apenas o caso homogéneo. Desta forma, precisamos encontrar
um método para resolver o caso nao-homogéneo, e como veremos, vamos recair em um
problema de Sturm-Liouville homogéneo. Assim, considere o seguinte PSL generalizado

—[p@)y) + a(@)y = pr(z)y + f(z)
a1y(0) + azy'(0) =0 (14)
biy(1) +bay/'(1) = 0
Onde, p é uma constante e f é uma fungao definida no intervalo [0,1]. Além disso,
vamos supor que p,p, ¢ e r sao continuas em [0, 1] e que p(z) > 0 e r(x) > 0 neste mesmo
intervalo. Vamos definir, como haviamos feito antes, o operador L, dado por:

Lly] = —[p(x)y] + q(x)y

Ou seja, nossa equagao diferencial ordindria se reduz a seguinte expressao:

Lly] = pr(z)y + f(2)
Para resolver o problema (14), vamos considerar as autofungoes associadas ao problema
homogéneo. Ou seja, considere o seguinte sistema:

Lly] = Ar(x)y
a1y(0) + azy'(0) =0 (15)
biy(1) +boy'(1) =0
Sejam, pelo Teorema 9, \; < Ay < -+ < A\, < --- os autovalores do P.S.LL (15) e as
autofuncgoes normalizadas ¢, @2, -+ , ¢n, -+ associadas aos autovalores correspondentes.
Suponha que y = ¢(z) é uma solugdo de (14), e que possa ser expandida em:

wmzimmw (16)
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Segue do Teorema 3, que:

by = /()lr(x)qb(x)gzﬁn(x)dx Wn e {1,2,-) (17)

Entretanto, nao conhecemos o valor de ¢, pois esta é a solugao do problema que procu-
ramos, assim vamos determinar b, de modo a satisfazer o problema (14) e posteriormente
substituir na equagao (16). Note que ¢ dado por (16) satisfaz as condigoes de contorno
do problema (14), pois cada ¢, ¢ uma autofuncao do problema (15) e portanto satisfazem
as condigoes de contorno, e ainda mais a combinacao linear de solugao continua sendo
uma solugao, assim ¢ satisfaz as condigoes de contorno de (14). Como supomos y = ¢(x)
solugdo de (14), temos:

L[¢] = pr(z)p(x) + f(x) (18)
Substituindo (16) no lado esquerdo da equagao (18), obtemos:
Liol(e) = | Y 0t (0) = S Ll (19

Portanto, segue que como ¢, é uma autofungdo do problema homogéneo (15), entao
Lip,] = Anro, e assim:

L{)(x) = i b () (1) (20)

Como r(x) > 0 para todo = € [0, 1], podemos multiplicar e dividir por r(z) o termo
nao homogéneo da equacgao (18), isto é:

Ligl) = pr()ola) + )20

Logo, por (20), temos:

>~ budr(@)o.(a) = pr(e)ofe) + ey 20

f(x)
r(z)

Supondo que satisfaz o Teorema 3, entao:

0

r(z)

onde ¢,, é determinado por:

Cp = /01 r(x)f((;) Opdr = /01 f(z)pn(x)dx

Portanto, segue que:

oo

r(z) i buntn() = pir(a) i bubn(z) + (1) 3 ()

n=1

Cancelando r(z) > 0 e reorganizando os termos, obtemos:

i{(/\n — )by — cptpn(z) =0 (21)
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Para prosseguir, precisaremos utilizar o seguinte lema:

Lema 2. Sejam ¢, ¢a, ..., 0p, ... as autofuncoes normalizadas autofuncoes normalizadas

do P.S.L. Se Y _ c,¢n(x) converge a f(z), onde f(x) = 0 para todo x € [0,1], entdo ¢, = 0
n=1

para todo n € N.

Demonstracdo. Considere ¢1, ¢, ..., ¢,, ... as autofungoes normalizadas do P.S.L. Entao,
se tomarmos

[e.9]

0= f(r) = Z Cn®n ()

n=1
como f(z) = 0 é uniformemente continua no intervalo [0, 1], segue da Proposigao 3 que
os coeficientes ¢, sao dados por

_/ )-0-dn(z)dz =0 n=1,2,...
Portanto, temos que ¢, = 0, para todo n € N. O

Assim, segue do Lema 2, que devemos ter (A, — u)b, — ¢, = 0. Portanto, temos de
considerar os seguintes casos:

(i) \p # p, paran = 1,2,---, ou seja, pu é diferente de todos os autovalores do do
problema homogéneo, e portanto segue que:

bn: ) :1727"'
An — 1 "

e consequentemente a solugdo do problema (14) é dada por:

> ¢
y=or)=>
n=1
(ii) A, = p para algum m € N. Assim, temos que:

0.b,, —¢yn =0 (22)

Entao, precisamos considerar dois casos:

e Se it = A\, € ¢y # 0 entdo é impossivel resolver a equacao (22) e consequen-
temente o problema (14) nao tem solugao.

e Se ;1 = A\, € ¢, = 0 entdo a equagao (22) é satisfeita independente do valor de
by, € portanto b, é arbitrario. Neste caso, a solugao o problema (14) possui infinitas
solucoes. Assim, ¢, é dado pela equacao, e estamos supondo ¢,, = 0, chegamos que:

[ 7@ont@)de =0

Ou seja, se u = A\, para algum m € N, o problema de valores de contorno nao-
homogéneo (14) sé possui solugdo se f for ortogonal a autofungdo associada ao
autovalor A,,.
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Teorema 11. O problema de valores de contorno nao-homogéneo

=[p(@)y] + q(x)y = pr(z)y + f(z)
a1y(0) + a2y’ (0) =0
biy(1) + bay/(1) = 0
tem uma unica solugcao para cada f sempre que p for diferente de todos os autovalores do

problema homogéneo correspondente. A solugao € dada por:

(e 9]

oe) = > ()

n=1 )\n —H

e a séria converge para todo x € [0,1] . Se u for igual a um autovalor A\, do problema
homogéneo correspondente, entao o problema de valores de contorno nao-homogéneo nao
tem solugdo, a menos que f seja ortogonal a ¢,,, isto €, a menos que a condi¢ao

[ 7@onte)de =0

seja vdlida. Nessa caso, a solucdo nao é unica e contém um maultiplo arbitrario de ¢,y,.

3 Problema de Conducao de Calor Nao-Homogéneo

Na secao 1, estavamos interessados em encontrar a solucao formal para a equacgao do
calor homogeénea, sujeitas a certas condi¢oes de contorno e inicial. Para isso, utilizamos
o método de separacao de varidveis. Entretanto, quando generalizamos o problema, nos
deparamos com Problemas de Sturm-Liouville mais gerais, e assim necessitamos de re-
sultados auxiliares. Portanto, através dos resultados, obtidos a secao 2, sobre a Teoria
de Sturm-Liouville fomos capazes de generalizar o método de separacido de variaveis de
modo a aplicar ao problema de condugao de calor nao-homogéneo. Deste modo, considere
o seguinte problema

r(@)u = [p(r)ug]e — q(@)u + F(z,t)
e (0,1) — hu(0,4) = 0 wp(1,8) + hou(L,t) = 0 (23)
u(z,0) = f(x)

Assim, vamos primeiramente considerar o caso homogéneo, ou seja, F'(x,t) = 0. Entao
r(@)u = [p(x)us]e — q(z)u (24)

Suponha que a solugdo do problema (23) pode ser expressa como uma produto de duas
outras fungées com varidveis independentes, u(x,t) = X (x)T'(t). Assim, aplicando u na
equagao (24), obtemos

r(@)X (2)T'(t) = [p() X' (2)T (t)]e — q(2) X (2)T(t) (25)

Como nao estamos interessados nas solugoes triviais do problema, podemos supor X (x) #
0eT(t) # 0, para todo z € [0,1] e t € [0,00). Desta forma, dividindo (25) por
r(x) X (x)T(t), temos

- o _al@) (26)
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Onde tomamos (26) igual a uma constante A, devido ao fato que no lado esquerdo da
igualdade depende apenas de t. Assim, para que relacao seja satisfeita, tomamos a equacao
igual a uma constante. Isolando os termos em (26), chegamos em

—[p(@) X + q(2)X = Ar(x)X

Note que, como supomos u(z,t) = X (z)T(t), ao aplicarmos as condigdes de contorno do
problema (23), temos

ug(0,1) — hyu(0,8) =0 = X(0)T'(t) — M X(0)T'(t) =
= X'(0)— th(O) =0 (p01s T(t) #0)

Analogamente, obtemos X'(1) + he X (1) = 0. Assim, vamos considerar o seguinte pro-

blema de contorno
[p(w)X] +q(2)X = M (2)X

X'(0) = X(0) =0 (27)
()+h2 (1)=0

Se tomarmos p,q e r satisfazendo condigoes adequadas de continuidade e p(z) > 0 e
r(z) > 0, entdo (27) é um Problema de Sturm-Liouville. Logo, segue do Teorema 9 que
existe uma sequéncia A\; < Xy < ... < A, < ... de autovalores e autofuncoes normalizadas
correspondentes ¢1, ¢, ..., Py, .... Agora, vamos supor que a solu¢do do problema nao-
homogéneo (23) pode ser expressa como uma série de autofungoes

- i b(t)6n () (28)

Nosso objetivo é determinar um modo de calcular os coeficientes b, () para assim, encon-
trarmos a soluc¢ao do problema em questao. Assim, veja que as condi¢oes de contorno de
(23) sao satisfeitas por u dada em (28), pois cada ¢,,, por ser uma solugdo do problema,
satisfaz as condicoes, isto é

1z (0,1) — hau(0,1) = 0 <= X'(0)T(t) — i X(O)T(t) = T()(X'(0) — 71 X(0))

Analogamente, obtemos para a outra condicao de contorno. Agora, vamos substituir u
dada em (28) na equacao do calor nao-homogénea (23), entao

DS H0() = [a) 3 006 @)~ a(x) 3 b (o) + 1)

= > bu(O{[p(2)¢r, ()] — alx)u(2)} (29)
n=1
Note que, como ¢,, é uma autofunc¢do do problema (27), entao satisfaz a equacao, isto é,

— [p(2)¢,(2)) + q(2)Pn () = Anr(z)¢n(x) (30)

Sendo assim, substituindo (30) em (29), chegamos a seguinte igualdade

2) f_oj b (1) Z b () n() + F(z, 1) (31)
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Nosso objetivo agora, é escrever F'(x,t) como combina¢ao de autofungoes, para isso, su-
F(z,t) (F(z,t)
e
r(z) r(z)

Proposicao 3 que,

ponha ) seccionalmente continuas no intervalo [0, 1]. Entao segue da

F(x,t

- i u(t)6a(2) (32)

onde
it) = [ 10 @it = [ Fla o)

Observe que para calcular v, (), basta encontrarmos as autofung¢oes normalizadas do PSL,
pois F'(z,t) é conhecida. Agora, substituindo (32) na equagao (31), temos que

v) i b, ()u(z) = —r(z) i Auba(B)dn () + r(x) i Tu(£)u(2)

e portanto, como r(x) # 0 para todo x € [0, 1], temos

Z ¢n {b/ <t>/\n - 'Yn(t)} =0

Segue do Lema 2, que b/,(t) + b,(t)\, — 7u(t) = 0, e consequentemente b, (t) ¢ solugao
da equacao diferencial b (t) + A\,b,(t) = 7n(t) para todo n € N. Entao, para deter-
minarmos completamente b,(t), precisamos de uma condi¢ao inicial, assim considere

b,(0) = B,, n=1,2,.... Logo, obtemos o seguinte problema de valor inicial
b () + Anbn(t) = Y (?)
{ ba(0) = B, (33)

Para resolver o sistema (33), considere o fator integrante u(t) = e, desta forma:

V,(1)eM + \ob, (H)er™ = e (t)

[ uweyar = /

ba(t)eMt = / s)ds + C,,
fe

bu(t) = [ ey, (s)ds + Cre ™

Se tomarmos t = 0, temos
0
b,(0) = / ey, (s)ds +C = B, = B, = C
0

Assim

bn(t) = Bpe ™M +/ nlt=s)n s)ds n=12...

Para determinar B, vamos considerar a condi¢ao inicial do problema (23) u(z,0) = f(x)
e a suposicao que u(x,t) = Y0, b,(t)pn(t), logo

. ibn(())gbn(x) = il Bnon(z) = f(x)
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o
e portanto, como f(z) = > B,¢n(x), segue da Proposicio 3 que
n=1

B, - /017"(56)]”(:6)%(:6)0[3: n=12 .

Agora, note que B, depende de f(z), que é a condicao inicial do problema (23), e por-
tanto para determinar B,, basta calcular as autofungoes normalizadas do problema (27).
Portanto, chegamos que a solucao formal do problema

r(@)u = [p(r)ue]s — q(x)u+ F(a,1)
Uz (0,8) — hu(0,t) =0 wuy(1,t) + hou(l,t) =0
u(z,0) = f(z)

é da forma

ula,t) = i bo(t)bu ()

onde ¢, sdo as autofunc¢oes normalizados do Problema de Sturm-Liouville (27), cujo os
coeficientes b, (t) s@o determinados por

t
bu(t) = Bue ! +/ e M=)y (s)ds n=1,2,...
0

onde .

() :/OlF(x,t)gbn(m)dm e Bn:/o r(2) f(2)dn(z)dzr n=1,2,...

Assim, para usar este método para resolver um problema de valores de contorno na forma
(23), é necessario:

1. Calcular os autovalores A, e as autofungoes normalizadas ¢, do P.S.L. correspon-
dente.

2. Calcular os coeficientes B,, e 7,(s).

3. Calcular os coeficientes b, ().

4. Calcular para onde converge a série u(z,t) = > b, (t)dn(z)

n=1
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