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Olhar para trds apés uma longa caminhada pode fazer per-
der a no¢do da distancia que percorremos, mas, se nos deti-
vermos em nossa imagem, quando a iniciamos e ao término,
certamente nos lembraremos do quanto nos custou chegar
até o ponto final, e hoje temos a impressdo de que tudo
comegou ontem. Ndo somos os mesmos, mas sabemos mais
uns dos outros. E é por esse motivo que dizer adeus se torna

complicado! Digamos entdo que nada se perderd.

Jodo Guimardes Rosa



Resumo

Sejam K um corpo, A uma K-dlgebra unitaria e H uma K-algebra de Hopf.
Neste trabalho estenderemos, para o contexto de dlgebras com unidades locais,
os Teoremas de Dualidade de Blattner-Montgomery para produtos cruzados de
A por H, quando a dimensdo de H ¢ finita, e para produtos smash de A por
H, quando H tem dimensdo infinita. Em outra parte abordamos a algebra de
multiplicadores M (A) de uma dlgebra A. Dependendo de como se comporta o
produto de A, M(A) serd extensdo maximal de A dentre aquelas que a contém
como ideal essencial. No caso em que A € algebra com unidades locais e que H
age sobre A mediante algumas condi¢Ges, nos € possivel incluir o produto smash
de M(A) por H na algebra de multiplicadores do produto smash de A por H.
Além disso, conseguimos explicitar condi¢des sob as quais estas dlgebras sao

1somorfas.

Palavras-chave: Algebras com unidades locais; Algebra de Multiplicadores;

Produto Cruzado; Produto Smash; Dualidade.



Abstract

Let be K be a field, A be a unital K-algebra and H be a Hopf K-algebra. In
this work we will extend, in the context of algebras with local units, the Duality
Theorems of Blattner-Montgomery for crossed products of A by H, when H is a
finite-dimensional Hopf algebra, and for smash products of A by H, when H has
infinite dimension. In another part we address the algebra of multipliers M (A)
of an algebra A. Depending on how the product of A behaves, M (A) will be an
extension of A which is maximal among those which contain A as an essential
ideal. In the case where A is an algebra with local units and that H acts on A
complying with some conditions, we can embed the smash product of M (A) by
H in the algebra of multipliers of the smash product of A by H. Moreover, we

determine conditions under which these algebras are isomorphic.

Keywords: Algebra with locals units; Algebra of Multipliers; Crossed Product;

Smash Product; Duality.
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Introducao

Os Teoremas de Dualidade de Blattner-Montgomery, bem como os Teoremas de Du-
alidade de Cohen-Montgomery que os precederam, sdo resultados fundamentais da teoria de
algebras de Hopf obtidos ao longo da década de 1980. Desde entdo varias extensdes destes
resultados foram obtidas em diferentes contextos, como acdes de dlgebras de Hopf fracas [19],
acoes e coacdes de grupoides [20], acdes parciais de grupos e de dlgebras de Hopf [2, 17], e
mais recentemente para agoes de algebras de Hopf em K -categorias [23].

Nesta tese, estendemos ambos os Teoremas de Dualidade de Blattner-Montgomery
para acOes de dlgebras de Hopf em algebras com unidades locais. A motivacdo vem da teoria de
acoes e coacoes de dlgebras de Hopf em K'-categorias desenvolvida a partir do inicio dos anos
2000, que inclui topicos em extensdes de Hopf-Galois [9, 15, 22, 23], recobrimentos de Galois
de K -categorias [8, 9] e acOes parciais em /K -categorias [1]. A passagem de K -categorias para
algebras com unidades locais é sugerida por um resultado de [9] que mostra como associar a
cada K -categoria com um numero finito de objetos ¥’ uma K-algebra com unidade a(%). Se
esta mesma construcdo € aplicada a uma K -categoria % arbitraria entdo a(%’) torna-se uma
dlgebra com unidades locais a(%’), e uma (co)agdo de H em % determina uma (co)acdo de
H em a(%). Com isso, em [18] a autora introduz uma nova construgdo de produto cruzado
para élgebras com unidades locais que estende o produto cruzado de uma K -categoria por H
apresentado em [23], e é com relagdo a esta construgao que este trabalho serd desenvolvido.

Um produto cruzado A#,H entre uma algebra unitaria A e uma algebra de Hopf H €

um U-modulo dlgebra, sendo U uma subdlgebra de Hopf de H°, via

fo(a#th) = a#tf(ha)l, Vac AhecHefeU

sendo assim podemos formar o produto smash (A#,H)#U. Quando o € trivial, veremos
que A#,H = A#H, neste caso, é provado sob certas hipéteses em [5], que (A#H)#U ~

A ® (H#U). Este resultado é conhecido como Teorema de Dualidade. Outra versdo do Te-
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orema de Dualidade € provada em [6] para o caso em que o € invertivel por convolugdo e
H ¢ arbitrdrio de dimensao finita, tal prova passa por conceitos de [ -extensdes e resulta em
(A#,H)#H* ~ A® Endg(H) ~ M,(A). Ambos Teoremas de Dualidade, resultados de
trabalho de Blattner e Montgomery, terdo como foco nos capitulos 4 e 5 deste trabalho as suas
abordagens e respectivas generalizagOes para o contexto de dlgebras com unidades locais.

O presente trabalho estd descrito como segue abaixo.

No primeiro capitulo apresentamos a definicao de produto cruzado entre uma 4lgebra
e uma algebra de Hopf. Exibimos algumas consideracdes bem como resultados envolvendo
produtos cruzados, sem demonstragdo, mas que podem ser encontrados em [11]. Abordaremos
também resultados apresentados em [6] a respeito de produtos cruzados e [ -extensdes. Ve-
remos juntamente com resultados Doi e Takeuchi em [14] e [13] que produtos cruzados com
cociclo invertivel por convolu¢do podem ser caracterizados como certas classes de H-extensoes.

No segundo capitulo provaremos o Teorema de Dualidade de Blattner-Montgomery
apresentada em [6].

No terceiro capitulo fazemos algumas consideracdes sobre sistemas e limites diretos e
K -algebra com unidades locais, bem como definimos produto cruzado entre uma algebra desse
tipo com uma algebra de Hopf. Definiremos o conceito de extensao H-Galois para algebras
com unidades locais e veremos a generalizagdo de um resultado valido para algebras unitérias
dentro desse contexto. O que serd abordado nesse capitulo € baseado no trabalho [18], de onde
se pode encontrar maiores detalhes do que serd nesse capitulo mencionado.

No quarto capitulo generalizamos para o contexto de dlgebras com unidades locais o
Teorema de Dualidade de Blattner-Montgomery apresentado em [6] e abordado no capitulo 2.
Todas as consideracdes feitas e resultados apresentados nos capitulos anteriores sao de funda-
mental importancia para o que serd feito nesse capitulo.

O quinto capitulo € baseado em [5] onde é apresentada uma versao do Teorema de
Dualidade para o caso em que a algebra de Hopf envolvida é de dimensao infinita. Mediante
algumas modificacdes em que em [4] era utilizada a unidade de uma algebra A, para uma res-
pectiva dlgebra com unidades locais adaptaremos expressoes similares, onde valham resultados
analogos para unidades locais adequadas, e com isso mostraremos a respectiva generalizacao
dessa segunda versdo do Teorema de Dualidade. Veremos ainda que segundo uma caracteriza¢ao
topoldgica apresentada em [11] para conjunto de funcdes, tal generalizagdo generaliza o Teo-
rema de Dualidade apresentada em [6] - para o caso em que o cociclo é trivial - e que € abordada

no capitulo 2, e ainda, coincidem no caso em que a dlgebra de Hopf subjacente tiver dimensao
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finita.

No sexto e tltimo capitulo, associado a uma algebra A, veremos o conceito de dlgebra
de multiplicadores desta, sendo esta denotada por M (A) e abordada em [10]. Veremos no caso
em que A for um H-modulo dlgebra com unidades locais e H possuir antipoda bijetiva que
M (A) admitird estrutura de H-mddulo dlgebra, o que nos permitird formar o produto smash
M(A)#H. Em [9] é construido a partir de uma a¢ao de H sobre uma K-categoria ¢ a K-
categoria smash €#H. No caso em que % tem um ndmero finito de objetos, a(%) é um
H-mdédulo dlgebra, o que permite formar o produto smash a(%)# H. Nesse contexto, as K-
algebras a(%€)#H e a(¥#H) sdo canonicamente isomorfas como mostra o referido trabalho.
Em analogia com a dlgebra de multiplicadores, onde temos as dlgebras M (A)#H e M (A#H),
nos questionamos se estas sdo isomorfas, ou entdo, qual a relacio entre ambas. Veremos que ha
uma imersdo de M (A)# H em M (A# H) e que em um caso particular, tal imersdo € ou ndo um
isomorfismo dependendo da finitude da dimensdo de H. Tal exemplo nos faz questionar se no
caso geral a sobrejetividade de tal imersao é um fato exclusivamente peculiar a dimensdo de H.
A ultima subsec¢ado deste capitulo trata de caracterizar no caso geral a imagem de tal imersdo e
concluir dentre outros fatos, que se H for de dimensao finita entdo certamente a imersao € um

isomorfismo.



Capitulo 1

Produtos cruzados

Neste trabalho ' denotard uma algebra de Hopf sobre K. Referente a comultiplicagcdo
A associada a estrutura de coalgebra de H, usaremos a notagdo simplificada de Sweedler dada
por: A(h) = hy ® hg, para cada h € H. Igualmente, para um H-comddulo a direita B via
p: B — B ® H, usaremos a notagio simplificada: p(b) = by ® by, para cada b € B.

Este primeiro capitulo é composto de duas se¢des. Na primeira se¢do abordaremos a
definicdo de produto cruzado, bem como citaremos alguns exemplos e resultados pertinentes.
Quase toda a totalidade dessa secdo foi extraida de [11]. Na segunda secdo definiremos o
conceito de H-extensdes, analisaremos sua relacdo com produtos cruzados e explicitaremos
alguns resultados nesse contexto. As defini¢des, consideracdes e resultados dessa segunda secao

foram extraidos de [6].

1.1 Definicao e resultados

Definicao 1.1 Seja H uma dlgebra de Hopf com uma acdo fraca sobre a K-dlgebra A, isto é,
A é um H-mddulo dlgebra com excecdo da associatividade da multiplicacdo por escalar de H
(ndo necessariamente vale que h - (I - a) = (hl) - a). Seja o : H x H — A um morfismo

K-bilinear. Denotamos por A#,H o K-espago vetorial A @ H com produto:
(a#gh) (b#o’k) = Cl(hl . b)O’(hQ, kl)#hgkg

A#,H ¢ dito produto cruzado se o produto é associativo e 1 #,1y é a unidade em A#,H,

isto é, se A, H for uma K-dlgebra.

Notacao 1.2 Para nao carregar a notagdo denotaremos um elemento a#,h € A#,H simples-

mente por a#h quando o ficar subentendido.



Capitulo um 15

Exemplo 1.3 O produto smash é um produto cruzado onde o cociclo € trivial, isto &,
o(h, k) =e€(h)e(k)1
para cada h, k € H. Nesse caso

(a#h)(b#k) = a(h1 . b)O'(hQ, k‘l)#hgk’g = a(h1 . b)#hgk

Exemplo 1.4 O produto torcido € um produto cruzado onde a agdo de H em A ¢é trivial, isto €,
h-b=e¢(h)b
paracadah € Heb € A, porém o coclico ndo. Nesse caso
(a#h)(b#k) = a(hy - b)o(he, ki) #hsky = abo(hy, ki) #hoks
Proposicao 1.5 Valem as seguintes afirmagoes:
1. A#,H ¢é um produto cruzado se, e so se, valem:
(a) A condigdo de normalidade:
o(lg,h) =0o(h,1y) =€(h)la, Vhe H
(b) A condigdo de cociclo:
(hy - o(ly,my))o(he, loms) = a(hy, l1)o(haly,m), Vhl,mée H
(c) A condicdo de modulo torcido:
(hy-(ly-a))o(hg,ls) = o(hy,lh)((halz) -a), VYh,le Heac A
Assumindo que A4, H seja um produto cruzado, temos que:

2. A fungdo
ta: A — A#.H
a +—— a#ly

€ um morfismo injetivo de K-dlgebras;

3. A#.,H ~ A ® H como A-mddulos a esquerda. Em particular, A#,H ¢é livre como

A-mddulo a esquerda.
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Teorema 1.6 Se A#,H é um produto cruzado com o invertivel com respeito a convolucdo e a
antipoda S de H for bijetiva, entdo A#,H ~ H ® A como A-mddulo a direita. Em particular,

A#,H é livre como A-maodulo a direita.

Observacao 1.7 Nas condi¢des do teorema acima, o isomorfismo citado bem como sua inversa

sdo dadas pelas seguintes expressoes:

p: A#,H — H®A
a#h — h4®(371(h3)'Q)U(Sfl(hg),hl)

ot HRA — A#,H
h®@a +— 0’1(h2,5’1(h1))(h3~a)#h4

1.2 Caracterizacao de produtos cruzados como uma classe

de H - extensoes

Recordamos que um H-comddulo a direita é um K -espago vetorial M, com uma

aplicagdo p: M — M ® H, e tal que os diagramas

M e M®H M
P IQRA p M® K
I®e

comutam. O subespago dos coinvariantes é
Me" ={me M|pm)=m®ly}.

Uma dlgebra B é um H-comddulo édlgebra a direita se (B, p) é um H-comddulo e
p: B — B & H é um morfismo de algebras; dizemos também que p é uma coacdo de H em
B. E ficil verificar que B" ¢ uma subélgebra de B, e portanto toda estrutura de H-comédulo
4dlgebra em B d4 origem a uma extensio de dlgebras B«Y C B.

Seja B = A#,H um produto cruzado e definamos

p: B — B®H
a#th +—— (a#thy) @ hy

Dessa forma temos
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Lema 1.8 p torna B um H-comddulo dlgebra a direita e B<Y := {b € B|p(b) =b® 1y} =

A#, 1. Além disso,
v: H — B

ho s 14#h

€ um morfismo de H-comodulos a direita.

Proposicao 1.9 Seja B = A#,H um produto cruzado. Entdo v é invertivel por convolugcdo

em Homg (H, B) se e s6 se o é invertivel por convolugdo em Homg (H ® H, A).

Definicao 1.10 Sejam A e B K-dlgebras e H uma dlgebra de Hopf. Suponhamos que:
1. B é H-comddulo dlgebra a direita com morfismo p: B — B ® H;
2. Temos morfismo injetivo de dlgebras i : A — B tal que i(A) = B°H,

Dizemos entdo que 0 —— A —'+ B ¢ uma H-extensdo a direita de A.

Teorema 1.11 Sendo B = A#,H um produto cruzado e

iAZA—>B

a +—— a#ly
temos que 0 —— A —2+ B é uma H-extensdo a direita de A.
q

Definicao 1.12 Duas H-extensoes 0 —— A —' 3B e 0——A—"> B de Asdo ditas equi-

valentes se existe uma bijecdo ) : B — B’ tal que o diagrama

e

U B/

comuta e v é um morfismo de H-comodulos a direita e de dlgebras.

Vale observar ainda que se 0 —— A —' + B éuma H-extensdo de A, entdo B torna-

se um A-bimdédulo por restricdes de escalares, isto é, com acdes dada por:
a-b:=1i(a)b e b-a:=bi(a), YVbe BeVac A

Definicao 1.13 Uma H-extensdo a direita 0 —— A — 5B :
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1. é H-Galois a direita se o morfismo

v: BosB — BoH
bRac +—— (b®1g)ple)

é bijetivo;

2. é fendida a direita se existe um morfismo de H-comodulos a direitav : H — B que é

invertivel na dlgebra de convolugdo Homy (H, B);

3. tem a propriedade de base normal a direita se existe um isomorfismo K -linear de AR i H

para B que é um morfismo de A-modulos a esquerda e de H-comdédulos a direita.

Teorema 1.14 A H-extensdo 0 —— A —4 A#.H , tem a propriedade de base normal e é

fendida se o for invertivel por convolugdo.

O seguinte teorema combina resultados de Doi e Takeuchi com o que temos visto até

0 momento:

Teorema 1.15 Seja 0 —— A—— B uma H-extensdo & direita. Sdo equivalentes:

I. 0—sA—"3B ¢ equivalente a 0 —— A A, A#.H para alguma acdo fraca de

H sobre A e algum cociclo normal invertivel satisfazendo a condi¢do de modulo torcido;
2. 0—sA—5B é fendida;
3. 0——> A—"+ B ¢ H-Galois e tem a propriedade de base normal.

Além disso se a antipoda de H for bijetiva, entdo qualquer uma das condicoes acima implicam

que B ~ H ® A como A-mddulos a direita.



Capitulo 2

O Teorema de Dualidade de
Blattner-Montgomery

O objetivo desse capitulo € exibir e demonstrar o Teorema de Dualidade presente em
[6]. Apresentamos inicialmente alguns resultados necessarios para tal demonstracdo. O se-

guinte resultado pode ser encontrado em [16] na Proposi¢do 1.2.

Proposicio 2.1 Sejam B um H-comddulo dlgebra com respeito i p : B — BQH, A = B®H,
sejam v e ' as aplicagcdes
v: BB — B®H
b@ac +— (b®1g)ple)

v: BB — B®H
basc — pb)(c® 1g)

Entdo o homomorfismo de B-mddulos a esquerda v é injetor, sobrejetor ou bijetor se e so se 0

homomorfismo de B-mddulos a direita ' é injetor, sobrejetor ou bijetor respectivamente.
O seguinte resultado é abordado em [16] no Lema 1.3.

Lema 2.2 A imagem de ' : B ®4 B — B ® H pelo funtor Hompg( _, Bg) determina um
homomorfismo de B-mddulos a esquerda de B @ H* em Enda(B4) que é um homomorfismo

de dlgebras do produto smash B# H* na dlgebra End 4(B,).

Observacao 2.3 A acdo de H* sobre B que permite formar o produto smash mencionado no
lema € dada do seguinte modo: sendo B um H-comddulo dlgebra com
p: B — B®H
b +—— by ® b
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entdo B torna-se um H*-mdédulo dlgebra via: f-b = by f(by), paracada f € H* e b € B.

Demonstracao. Fazendo composicdes de alguns isomorfismos candnicos é possivel encontrar

um morfismo 0 : B ® H* — End4(B4) da forma

0: B & H —2 Homp((B® H)p, Bg) s Homp((B ®4 B) s, Bs) — End(B.)

onde a expressao final é dada por:

0(b @ f)(c) = (bf(c1))eo

de onde se pode verificar que 6 satisfaz as condi¢des do enunciado.
Para efeito de esclarecimento, vale informar que o isomorfismo K -linear ¢ € dado pela

composi¢do dos seguintes isomorfismos K -lineares:

¢1: B H* — Homg(H,B® K)
b f — pi(b®f)

onde 1 (b® f)(h) =b® f(h), Vh € H;
(¢2)s : Homg (H, B® K) — Homg (H, B)

que € a imagem do isomorfismo K -linear

po: BRK — B
bk +~— bk

pelo funtor Homg (H, _);
(p3)« : Homg(H, B) — Homg (H, Homg(Bg, Bg))

que € imagem do isomorfismo K-linear
Y3 . B — HOHIB(BB, BB)
b — 3y
dado por @3 (c) = be, Ve € B, pelo funtor Homg (H, _);
Y4 - HOIHK(H, HOHIB(BB,BB)) — HOIIIB((H® B)B,BB)
f — pa(f)

onde pu(f)(h®b) = f(h)(b), Vh®@be H® B,
e

(@5)* : HOIHB((H® B)B,BB) — HOI’I’IB((B X H)B,BB)
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que € a imagem do isomorfismo K -linear
vs: B®@H — H®DB
b@®h +—— h®b
pelo funtor Homg( _, Bpg).
Quanto ao isomorfismo K-linear v, este € dado pelas composi¢des de
¢ : Homp((B®a B)p, Bg) — Homyu(Ba,Hompg(Bg, Bg)a)
f — 1(f)

onde 1 (f)(b)(c) = f(b®c), Vb,c € B, e
(¢2)* : HomA(BA,HOHlB(BB, BB)A) — EndA(BA)

que € a imagem do isomorfismo K -linear

1/}22 HOHIB(BB,BB) — B
/ — f(1p)

pelo funtor Hom4 (B4, -).
Vale ainda ressaltar que os isomorfismos ¢1, ¢4 € ¥; podem ser encontrados em [3]

para maiores detalhes. U

No caso em que tivermos uma extensao H-Galois 0 —— A ' .B , isto €, quando
v:B®s B — B ® H for bijetivo, teremos de acordo com a proposi¢@o vista anteriormente
que v : B®4 B — B ® H sera bijetivo, e por consequéncia do lema anterior, 6 sera
um isomorfismo de dlgebras, pois serd composta de trés isomorfismos. Resumindo, temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4 Seja 0 — A —"— B uma extensdo H-Galois de A. Entdo B#H* ~ End(B,)

como dlgebra.
Finalmente anunciamos o teorema principal, encontrado em [6] no Teorema 2.2.

Teorema 2.5 (Dualidade de Blattner-Montgomery) Sejam H uma K-dlgebra de Hopf com
n = dimg H < oo e A#,H um produto cruzado com o invertivel por convolugdo. Entdo

temos os isomorfismos de dlgebras:

(A#,H)#H* ~ A® Endg(H) ~ M,(A)
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Demonstracao. Sendo o invertivel por convolugdo temos pelo Teorema 1.14 que a H-extensao
0—— A—25 A#,H é fendida, e consequentemente pelo Teorema 1.15 esta H-extensdo é

H-Galois. Sendo assim, pelo teorema anterior temos que

(A#,H)#H" ~ Enda((A#.H) )

Como n = dimy H < oo, temos que a antipoda de H € bijetiva, e juntamente com o fato de o

ser invertivel por convolugao temos de acordo com o Teorema 1.6 que

A#,H~H® A
como A-mdédulo a direita. Também H® A € livre como A-médulo a direita, pois se {hy,- - , hy,}
é base de H como K -espaco vetorial entdo o conjunto {h; ® 14, -+ ,h, ® 14} é uma base de

H ® A como A-mddulo a direita. Assim,
A#,H~>H @A~ A"
como A-mdédulo a direita, e disso segue que
(A#.H)#H" ~ End 4 ((A#,H)a) ~ Endy(A") ~ M, (A)

como dlgebras. Por fim, o conjunto { E”?|1 < p,q¢ < n} de K-endomorfismos de H definidos

por
EPe. H — H

hz‘ — 5iq hp

forma uma K -base para End i H. Consequentemente definimos

0: AEndx H — M,(A)
Z Qjj (029 Ei’j — Z aijEij

ij=1 ij=1
sendo F;; a matriz elementar com 1,4 na linha 7 e coluna j e 0 nas demais. A aplicagdo ¢ assim

definida € um isomorfismo de 4lgebras. ]
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K -Algebras com unidades locais:
Produtos cruzados e extensoes de

Hopf-Galois

Neste capitulo abordaremos o conceito de K -dlgebras com unidades locais, o qual
generaliza o conceito de dlgebras unitédrias, e € o objeto sobre o qual iremos trabalhar nos
proximos capitulos. Trataremos do conceito de limites diretos, sendo esta uma ferramenta util
para obtencao de resultados envolvendo dlgebras desse tipo. Por fim, dentro desse contexto de
algebras com unidades locais, veremos a defini¢do de produto cruzado e extensdao H-Galois,
bem como alguns resultados envolvendo tais estruturas.

Grande parte das defini¢Oes, consideragdes e resultados mencionadas neste capitulo,

foram obtidos de [18], de onde pode obter maiores informacdes.

3.1 Limites diretos

Definicao 3.1 Seja [ um conjunto parcialmente ordenado. Um sistema direto sobre I em uma
categoria € é um par ((Ai)icr, (jo)i<;) sendo A; um objeto em € para cada i € I e

;oG + Ay — A morfismo em € para cada i, j € 1,1 < j, tais que:

1. iOéizlAi, Vi el



Capitulo trés 24

2. Sei < j < kentdo pojo jo; = oy, ou seja, o seguinte diagrama

1e%3

kO

A

J

comuta

Definiciio 3.2 Seja I um conjunto parcialmente ordenado e ((A;)icr, ( jvi)i<j) um sistema di-
reto em €. O limite direto (ou colimite) do sistema em questdo, quando existe, é um par

(A, (evi)icr) onde A é um objeto em € e o; : A; —> A morfismo em € para cada i € I tais

que:
1. ajo ja; = a; Vi< j, ouseja, o seguinte diagrama:

a; A

—
%

=

3%

(_

N

.

comuta.

2. Se X éumobjetoem € e f; : A; — X sdo morfismos em € tais que f;o jo; = f; Vi < j,

entdo existe tinico § : A — X que torna o diagrama

@

comutativo

Notac¢ao 3.3 Quando néo houver risco de confusio denotaremos o limite direto (A, (c;);er) do

sistema direto ((A;);er, (joui)i<;) por lig((Ai)iel, (jou)i<j) = (A, (a;)ier) ou simplesmente

por liﬂAi = A.

Observacao 3.4 O limite direto, quando existe, € tinico a menos de isomorfismo. Com efeito,

supondo que liny ((As)icr, (jo)i<;) = (A, ()ier) e lim ((A)ier, (jai)i<i) = (B, (Bi)ier)

temos o seguinte diagrama comutativo proveniente dos respectivos sistemas diretos:
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BelA YA

rﬁ\ ljai @5

A

J

como @Ai = A,entdo 3 0’ : A — B tal que

Ooa,=p0 Viel (3.1)
também como thi = B,entaod! 0 : B — Atal que

Qofi=a; Yiel (3.2)

Segue também do fato que hgl A; = A que o seguinte diagrama comuta

- 14

ouseja, 14 : A — A é o unico morfismo que torna verdadeira a equacdo 14 0 o; = o; Vi € [.

De 3.1 e 3.2 temos que
(ol )oa;=00(oa;))=00pB;=a; Viel

e da unicidade de 14 tal que 14 0o ; = ; Vi € I, temos que # o 0’ = 1. De maneira andloga,

temos do fato de que hﬂ A; = B que 0 0 = 1p, e consequentemente A ~ B.

32 K -Algebras com unidades locais

Nesta secao definiremos o conceito de uma K -4dlgebra com unidades locais de maneira
andloga a encontrada em [7]. Além disso, boa parte dos demais resultados abordados nesta

secdo encontram-se de maneira implicita no Lema 4.1 da mesma referéncia.

Definicao 3.5 Uma K-dlgebra A ¢é dita ser uma K-dlgebra com unidades locais se possui um

subconjunto u = {e; | i € 1} tal que:

1. e;-e;=¢; Vi € I, ou seja, cada e; € A é idempotente;
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2. Para todo subconjunto finito F C A,de; € utalquee;-a=a-e; =a, Va € F.

O conjunto u satisfazendo as condi¢des da defini¢do precedente, € dito ser um sistema de uni-
dades locais para A. Também dizemos que cada elemento e; € u € uma unidade local de A. O

resultado a seguir € de ficil verificagao.

Proposicao 3.6 Se A é uma K-dlgebra com um sistema de unidades locais uw = {e;|i € I},
entdo os subconjuntos A; definidos por A; = e;Ae; sdo K-subdlgebras unitdrias de A com

].AZ. = €;.

Definicao 3.7 Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado I é direcionado se para cada

subconjunto finito F C 1,31 € [ tal que f <iVf € F.

Se A é uma K-dlgebra com um sistema de unidades locais u = {¢; |i € [} eVi,j € I

com ¢ # j tivermos e; # e;, entdo podemos definir uma ordem parcial em I dada por:
1< J = eej=¢€6=2¢
Com efeito, a relacdo acima é:
1. reflexiva, pois €; - e; = e; 0 que implica em 7 < 7;

2. antissimétrica, pois se ¢ < j, isto €, ¢; - e; = e; - €; = ¢; € também se 7 < 1, isto €,
ej-e = e -e; = ej,entdo e; = e; - e; = e; 0 que implica que ¢ = j, pois estamos

assumindo que Vi, j € I com ¢ # j vale e; # ¢;;

3. transitiva, pois sendo i < j,istoé,e;-¢; = ej-¢; =e;eJ < k,istoé, e e, = e, €; = ¢,
entdo ey - e; = ex - (€j-€;) = (ex - €;) - €; = e - ¢; = e;. Analogamente e; - e, = ¢€;, 0 que

implicaem ¢ < k.

Ademais, com essa relacao de ordem [ se torna um conjunto parcialmente ordenado
direcionado. De fato, sendo F' = {iy,...,i,} € I, consideramos o subconjunto das respectivas
unidades locais {e;,,...,e;, } C A, logo, das propriedades de dlgebra com unidades locais

existe e; € A tal que

€i, T €t = €4 €, = €, Vk‘:l,..-’n_ = 1 <t Vk:L...,n.

k

Vale também ressaltar que com essa relagdo de ordem, temos que A; C A; sempre que ¢ < j.
Com efeito, ¢ < j significaque e;-e; = e;-¢; = e;, desse modo, A; = e;Ae; = (ej-¢;)A(e;-e5) C

GjAGj = Aj.
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Proposicao 3.8 Sejam A uma K-dlgebra com um sistema de unidades locais u = {e; |1 € 1},
{A;}ier a familia de K-subdlgebras unitdrias de A dada por A; = e;Ae; para cada i € I.
Entao hg A; = A na categoria das K -dlgebras.

Demonstracao. Considerando que A; C A;, Vi < j e tomando o, : A; — A; sendo o
morfismo inclusdo, temos que tais morfismo sao morfismos de algebras e além disso satisfazem

as condigoes
io; =14, paratodo i€l e joj0 ja; = poy sempreque @< j <k,

Assim, ((A;);er, (jo;)i<j) € um sistema direto sobre / na categoria das K -algebras.

Considerando «; : A; — A também como morfismo inclusio para todo ¢ € I, o que
acarreta novamente em morfismos de dlgebras, X uma K-dlgebrae f; : A; — X morfismos de

algebras tais que f; o ja; = f; sempre que ¢ < j, teremos o seguinte diagrama comutativo

i

A & A; X
A
definamos entdo
f: A — X

a +— fi(a)

considerando a € A;. Desse modo temos que

e () esta bem definido:
de fato, sendo a € A de modo que a € A; N Ay, tomamos j € [ tal que i,k < j, com

issoa € A;. Assim
fila) = f;(jai(a)) = (fj o jai)(a) = fi(a)

e analogamente

fila) = fi(jox(a)) = (fj o jar)(a) = fr(a)

e () é morfismo de algebras:

dados a,b € A podemos tomar j € I de modo que a,b € A;, pois considerando a € A;
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e b € Ay, basta tomarmos j € [ tal que 7, k < j para que A; C A; bem como A, C A,

em particular a,b € A;. Como A; é K-dlgebraa + kb € A, paratodo k € K, entdo
O(a+ kb) = fi(a+ kb) = fj(a) + kf;(b) = 0(a) + kO(D)

o que verifica a K-linearidade de 6. Vale rassaltar que na segunda igualdade da equagao
usamos o fato que f; é morfismo K-linear, pois € morfismo de dlgebras. Novamente, do

fato de f; ser morfismo de dlgebras temos
0(ab) = f;(ab) = f;(a) f;(b) = 6(a)6(b)

e loq; = f;paratodoi € I:
dado a € A; por defini¢do 0(a) = fi(a), como «; : A; — A se trata de inclusdo entio

a;(a) = a. Logo 0(ai(a)) = fi(a).

Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo na categoria das K -4lgebras

Qj i

o que conclui a demonstragao. O

A seguir definimos o conceito de parte unitdria de um moédulo sobre uma algebra.
Logo ap6s daremos sua caracterizac@o para o caso em que tal dlgebra for uma K -algebra com

unidades locais.

Definicao 3.9 Seja A uma K-dlgebra possivelmente sem unidade.

1. Um A-mdédulo a esquerda sobre A é um K-espago vetorial com uma aplicacdo K -linear

A® M — M tal que o seguinte diagrama é comutativo:

ARAM —AQ M

A M M
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2. Se M é um A-modulo a esquerda mediante a acdo A @ M — M, definimos AM como
sendo o conjunto imagem da acdo A @ M — M, assim, m € AM se, e somente
se, m = Z:.L:l a;m; com a; € Aem; € M. Diremos que AM ¢é a parte unitdria do

A-modulo M.

o7

Observacao 3.10 De maneira andloga, podemos definir a parte unitiria de um A-mddulo

direita M, isto €, o conjunto M A.

Se A é uma K-dlgebra com unidade, a definicdo usual de A-moddulo a esquerda é
equivalente a dizer que (i) M é um A-médulo segundo a Defini¢do 3.9, (ii) 14 - m = m para
cada m € M. Podemos ainda ver que, no caso de uma K -algebra A com unidade, a definicdo
usual de A-modulo corresponde a definicdo de A-mddulo unitario. De fato, se vale (ii) entdao
claramente M = AM; reciprocamente, se M = AM entdao cada m € M pode ser escrito na

formam =Y | a;m;, e disso segue que

No caso de A ser uma dlgebra com um sistema de unidades locais u = {e;|i € I}
temos que m € AM se, e s6 se, existe unidade local e; € u tal que e;;m = m. Com efeito,
se existe tal e; € u C A, entdo m = e;m € AM. Reciprocamente, se m € AM temos que
m = Z?zl a;m;, e considerando o subconjunto finito {a;}! ; C A podemos considerar unidade
local e; € u tal que e;a; = a;, Vi = 1,--- ,n; e comisso,

n

n n
e;jm=e; E am; | = E (eja;)m; = E a;m; =m
i1 i=1

i=1

De maneira analoga, M A, no caso em que A é uma algebra com unidades locais,
¢ o conjunto dos elementos m &€ M tais que existe e; € u com me; = m. Por fim, no
caso em que M é um A-bimddulo e estivermos considerando as partes unitarias a direita e a
esquerda de M ao mesmo tempo, isto é: AM A, podemos inferir que m € AM A se existe uma
mesma unidade local e; que age trivialmente em ambos os lados, ou seja, existe e; € u tal que
e;m = me; = m. Pois caso isso ndo seja imediato no sentido de que a ag@o trivial se dé por
unidades locais diferentes em cada lado, isto €, m = e;m = me; com e;, e, € u, entdo bastaria
tomar j € I tal que i, k < j para que e;m = ej(e;m) = (eje;)m = e;m = m e analogamente

me; = (meg)e; = m(exe;) = mey = m.
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3.3 Produtos cruzados para uma algebra com unidades lo-
cais

Definicao 3.11 Sejam H uma dlgebra de Hopfe A uma K -dlgebra com um sistema de unidades

locais u = {e; | i € I}. Dizemos que H age fracamente sobre A pela aplicacdo K -linear

>: HRA — A

h®a +—— hb>a

se.
1. ho(ab) = (hy>a)(hy > b);
2. h>e; = e(h)ei.

Va,b e AL he Hei € I.

Observe que nessas condicdes € possivel afirmar que H > A; C A;, com efeito, dados h € H e

a; € A; temos

h>a; = hb(e;a;e;) = (hy>e;)(ha>a;)(hg>e;)
= (e(hy)e;)(ha>a;)(e(hs)e;) = e;(h>ay)e; € A;

Agora, para cada K -dlgebra unitaria A; vamos considerar uma aplica¢do K -linear
o, HQH — Az
que satisfaz as condicoes:

1. de normalidade, isto €,

Ui(lHa h) = Ui(ha 1H> = e(h)eia Vh e H

2. de cociclo, isto €,

(hl > Ui(ll,ml))ai(hg, l2m2) = O'i<h1, l]_)Ji(thQ, m), Vh, l,m cH

3. de modulo torcido, isto €,

(hl > (ll > a))ai(hQ, lg) = Ui(h17 ll)((hglg) > a), \V/h,l €cHeac Az
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Destas condicdes segue que cada o; induz um produto cruzado A;#,, H que tem como unidade

o elemento e;#,, 1.

Defini¢ao 3.12 Diremos que a familia 0 = (0;)ic; de morfismos K-lineares é um 2-cociclo
normalizado que satisfaz a condi¢cdo de modulo torcido para uma K-dlgebra A com unidades
locais, se cada o; desta familia satisfizer as condi¢coes de normalidade, cociclo e modulo torcido

mencionado anteriormente e além disso, houver a seguinte compatibilidade:
€i0; = 05 \4) S ]

Suponhamos entdo que temos um 2-cociclo normalizado que safisfaca a condicao de modulo
torcido. Como bem sabemos, como conjunto A;#,, H = A; ® H, podemos entdo considerar
as inclusdes ;3; : Ai#,, H — Aj#,,H, que sob as hipéteses que estamos admitindo sdo

morfismos de algebras. De fato,

iBilat#to,h) Bi(b#ok) = (atts;h) (0o k)
= a(hy>b)oj(ha, k1)#o,;hsks
= a(hy>b)e;oj(ha, k1)#o,haks
= a(hy > b)oi(ha, ki) #q, hsks
= jBilalhi>b)oi(hs, k1)#o, hskz)
= jBil(a#s,h)(b#o,k))
Vamos agora definir o produto cruzado entre uma dlgebra com unidades locais e uma élgebra

de Hopf.

Definicao 3.13 Seja A uma K-dlgebra com unidades locais tal que H age fracamente sobre A
por >, e 0 = (0;)er um 2-cociclo normalizado que satisfaz a condi¢do de mddulo torcido. O
produto cruzado A#,H é o K-espaco vetorial A @ H com a multiplicacdo dada por: dados
a#h e b#k em A#,H, existe indice i € I tal que a#h,b#k € A; ® H. Sendo assim, o produto

fica determinado pelo respectivo produto cruzado A;#.,H que contém esses elementos, isto é,
(a#h) (b#k) = Cl(h1 > b)O‘i(hg, k’l)#hgk’g

Podemos observar que o produto da defini¢do estd bem definido devido a compatibili-
dade dos o/s. Com efeito, se existe i # j tal que a#h,b#k € A; ® H, entdo devido a relacdo
de ordem em I, existe t € [ com i, j < t tal que a#h,b#k € A; ® H. Assim,

(a#h) (b#k’) = a(h1 > b)O’i(hQ, kl)#hgk’g
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= Cl(hl > b)€i0't<h2, /{?1>#h3k32
= G(hl > b)O’t(hQ, kl)#hgkz

e analogamente

(a#h) (b#k’) = CL(hl > b)O’j(hQ, kl)#hgkg
= a(hl Db)ejat(hz,kl)#hgk’g
= a(h1 l>b)0't(h27k31)#h3k’2

Ademais, o produto € associativo, pois, dados a#h, b#k e c#l € A#,H, podemos escolher
t € I de modo que a#h, b#k,c#l € A; ® H, onde o produto destes € associativo devido ao
fato de estar definido em A;#,, H. Finalmente, o subconjunto v’ = {e;#1y |i € I} de A#,H
forma um sistema de unidades locais para A#,H, e as K-subalgebras unitarias induzidas por

este sistema sdo dadas por

(A#UH>1 - A’i#Uz‘H

de fato, dado a#h € (A#,H); e assumindo que a#h € A; ® H para algum ¢ < ¢, temos:

a#th = (ei#lm)(a#h)(ei#1n)
ei(ly>a)o(ly, hi)#1u - ho)(ei#ly)
eia#th)(e# 1)

e:0)(h1 5 )04 (ha, 1 )4hs - i

= eae;#h € Ai#, H

(
(
(
(

de onde temos (A#,H); C A;#,,H. Quanto a inclusdo contrdria, basta tomarmos a#h €

A;#,,H e levar em consideragdo que e;#1y = 1 Aitto, H> pois disso segue que:
a#h = (e;#1y)(a#h)(ei#1n) € (ei#ln)(A#H)(ei#1y) == (A#. H);
segue da Proposicao 3.8 o seguinte resultado:

Proposicao 3.14 Seja A#,H um produto cruzado com A sendo uma K -dlgebra com unidades

locais. Entdo ((Ai# s, H)icr, (j5i)i<;) forma um sistema direto sobre I e
hﬂ ((Ai#m‘H)iEIa (jﬁi)igj) - (A#O'H7 (61)16])

na categoria das K-dlgebras sendo f3; : Ai#,,H — A#.,H inclusdo para todo i € 1.
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Exemplo 3.15 Em [23] € definido um produto cruzado ¥#,H onde ¥ € uma K-categoria, H
¢ uma algebra de Hopf, - = (-, : H ® %9y — ,%:)ywec, ¢ uma familia de morfismos

K-lineares satisfazendo as condi¢des

h:p‘z(fofl) = ( :r'yf)o(hQ y'Zf/>
1H ;B'yf = f

paracadaz,y,z € D, f € Dy, f' € Y., he Hieo=(0,: Hx H— ,%,)sc9, ¢ uma

familia de morfismos K -bilineares com a qual definimos morfismos K -lineares

Y (2, 0H)® (,2.9H) — ,2.9H
(foh) e (f@h) > fo(hiy:f)oo.(ha, hy) ® hshi

paracadax,y,z2 € D, f € .9, f' € ,Z.eh,h' € H. Se forem verificados as condi¢oes

o:(1g,h) = ox(h,1g) =¢€(h)l,
(hl x'xgx(lla ml)) o Ux(h27 lzmz) = Ux(hla ll) o Ux(hzlmm)

(h1ay(liayf)) 0 oy(he, la) = ou(ha,ly) o ((hal2) 2y f)

paracadax,y € %, f € .Y, e h,l,m € H, teremos de acordo com o Teorema 3.3 em [23]
que P#,H serd uma K -categoria onde (9#,H), = Y,, paracada z,y € 9,, ,(Z#.H), =
vZ, ® H e com respeito aos morfismos composi¢do {;Bog}z,y,ze% e morfismos identidades
{1 ® 1 }oea,.

Associada a K-categoria &, podemos definir a(%) = € 9. que é uma K-

y,x€%0 Y
dlgebra com produto dado por: (,a,)(,b;) = (D, ya.0 .b,). No caso em que Z, € um conjunto
infinito, ao considerarmos Py;,(Z,) como sendo o conjunto dos subconjuntos finitos de Z,,
definimos para cada i = {zy,..., 2.} € Prin(%,) asoma E; = 37 | E, , sendo E,; € a(2)
o elemento com a identidade de x; na posi¢do (z;, z;) e zero nas demais. Desse modo, a(Z) é

uma K-algebra com sistema de unidades locais dado por v = {E; | i € Pin(Z,)}.

Mediante a familia de morfismos - = (,-,), +c2, definimos a aplica¢do K -linear
o: H®a(2) — a(2)
h&f +—= hef
dada por: he f = (hy,f.), paracadah € He f = (,f,) € a(Z). Temos que H age

fracamente sobre a(2) pela aplicagéo e. Ademais, a familia de morfismos

0 = (Ux cH x H— $@x)x€@o
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induz outra familia de morfismos K-bilineares ¢ = (&; : H x H — a(Z)i)icp;..(2)
onde ;(h, hy) = ijeiaxj(hl, hy) para cada hy,hy € H e a(2); = E;a(2)E; para cada
i € Ptin(Z,). Dessa forma & é um 2-cociclo normalizado que satisfaz a condi¢do de médulo
torcido para a(%) o que juntamente com a aplicacio e nos permite formar o produto cruzado

a(2)#5H. Segue entdo que a partir do produto cruzado entre uma K -categoria & e uma

algebra de Hopf H induz-se um produto cruzado entre uma K -dlgebra com unidades locais

a(Z)e H.

Observacao 3.16 Observemos que a condi¢cdo 2 da Defini¢do 3.11, referente a acdo e de H

sobre a(2), ocorre naturalmente no exemplo anterior.

3.4 Extensoes H -Galois

Definicao 3.17 Seja H uma dlgebra de Hopf. Dizemos que B é um H-comodulo dlgebra com
unidades locais se B é uma K-dlgebra com unidades locais e um H-comodulo a direita via

p: B — B® H tal que, para todo a,b € B vale:

1. p(ab) = p(a)p(b);

2. ple;)) =e; @1y Vi€ I, ondew = {e;|i € I} éum sistema de unidades locais para B.
Vale observar que segundo essa defini¢do podemos concluir que p(B;) C B; ® H. De fato,
p(B;) = pleiBe;) = ple;)p(B)p(e:) € (6, @ 1) (B H)(e; @ 1y) = e;Be; @ H =B @ H

Também, sendo B«H = {b € B|p(b) = b ® 1y} a subalgebra de coinvariantes de B e sendo
p(e;) = e; @1y, isto mostra que ¢; € B°H e portanto u = {e; | i € I} € um sistema de unidades
locais para B°? o que sugere que tenhamos as K-subélgebras (B<?); de B!. Podemos
concluir que (B®); = (B;)®°H, com efeito, afim de verificar a inclusdo (B«); C (B;)«4

tomemos b € (B«M);, dessa forma b = ¢;b'e; para algum b € B logo

be Biep(b) = ple)p)ple;) = (e; @ 1)V @ 1g)(e; @ 1) = e;be; @ 1g = bR 1y

0 que mostra que b € (B;)*H.

Por outro lado, tomando b € (B;)*°H temos:

be (B)*" = beB, e pb)=bxly

< beB;, e beB”H
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— b=g¢be; e be B

— b=e¢be; € ;B¢ = (BC"H)i

0 que mostra a inclusio contrdria. Podemos entdo denotar B&H = (B;)f = (B«H),.
Sendo B um H-comddulo algebra com unidades locais e usando a notagdo: A = B®°H

e A; = (B°H), = (B;)°°H = B! temos a seguinte defini¢do:

Definicao 3.18 A H-extensdo A C B é dita extensdo H-Galois com unidades locais se cada

extensdo A; C B; é H-Galois, isto é, se os morfismos
vi: Bi®a, Bi — B,®H
b®@a, ¢ +— (b®1g)ple)
sdo isomorfismos.

Para finalizar essa subsecdo, enunciamos um caso de extensdao H-Galois envolvendo

produto cruzado e que serd usado no proximo capitulo. A saber:

Teorema 3.19 Sejam A uma K-dlgebra com unidades locais e A#,H um produto cruzado
com o = (0;);er invertivel por convolugdo (isto é, cada o; é invertivel por convolugdo). Temos

entdo que A C A#,H é uma extensdo H-Galois com unidades locais.

Demonstracao. A#,H é um H-comddulo algebra com unidades locais via

p: A#H — A# H@H
a#h s a#th @ he

sendo A = A#ly = (A#,H)®" C A#,H segue o resultado, pois para qualquer i € I,
(A#,H); = A;#,,H e do caso cldssico para dlgebras unitdrias sabiamos que A; C A;#,,H é

H-Galois ja que o; € invertivel por convolucao. O
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O Teorema de Dualidade de
Blattner-Montgomery para algebras com

unidades locais: Primeiro caso

Neste capitulo iremos generalizar o Teorema de Dualidade de Blattner-Montgomery,
que € abordado no capitulo 2 e proveniente de [6], para o contexto de dlgebras com unidades
locais. A ideia que envolve a demonstracao nesse caso seguird basicamente 0s mesmos passos
do caso original, que como mencionado, pode ser consultado no capitulo 2.

O texto deste capitulo foi organizado de modo que as duas primeiras se¢des tratam
de verificar dois isomorfismos. O primeiro deles, abordado na primeira secao, trata-se de um
isomorfismo de A-médulos a direita entre A#,H e H ® A, onde A#,H é um produto cru-
zado como estudado no capitulo anterior para o caso em que A € uma K-dlgebra com unidades
locais. Nessa ocasido, o limite direto € a ferramenta utilizada para obter tal isomorfismo. O se-
gundo isomorfismo, abordado na segunda secio, trata-se de um isomorfismo de dlgebras entre
B#H* e AEnd4(B4)A, sendo B um H-comddulo dlgebra com unidades locais. Entretanto,
nessa ocasido, além do limite direto que garantird a existéncia de tal morfismo bem como sua
injetividade, serd necessdrio trabalhar um método a parte, que por sua vez nos garantird a so-
brejetividade.

Na terceira e ultima secao reuniremos esses dois isomorfismos citados considerando
B = A#,H. Além disso, juntamente com o estudo das partes unitarias de A-moddulos a es-
querda e a direita, iremos através de isomorfismos de A-bimédulos e dlgebras passar de uma
algebra envolvendo produto cruzado e smash para uma dlgebra de matrizes. Isso em sintese

esboga a demonstragdo do teorema.
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4.1 O isomorfismo de A-moddulos a direita:

A#, H~H® A

O objetivo dessa secdo é exibir, sob algumas hipdteses, a relacdo entre A#,H e HR A.
Para tanto, ao longo do texto, além da Proposicao 3.14 faremos uso do seguinte resultado:

Lema 4.1 Sejam A uma K-dlgebra com unidades locais e H uma K-dlgebra de Hopf. Entdo
((H ® Ai)ier, (jou)i<j) forma um sistema direto na categoria das K -dlgebras e

limy (H® Ai)ier, (jou)i<j) = (H @ A, (vi)ier) onde ja; e o sdo inclusaes.

Demonstracdo. Sendo u = {e; |7 € I} um sistema de unidades locais para A entdo H ® A
torna-se uma K -dlgebra com sistema de unidades locais v’ = {1y ® ¢, |i € I}. De fato, H® A

¢ K -algebra com o produto (h ® a)(l ® b) = hl ® ab, além disso:
. (1®e)(l®e)=1®e? =1® e;,ou seja, 1 ® e; é idempotente Vi € T

2. Seja {h; ®a;}?_, um subconjunto finito de elementos de H @ A. Considerando o subcon-
junto finito {a;}!, de A, temos pelo fato de u ser um sistema de unidades locais para A,

que existe indice j € [ tal que eja; = ae; = a; Vi =1i.---n. Assim 1 ®e; € «' é tal que
(1®ej)(hi®a;)=h ®eja,=h®a Yi=1---n.
e analogamente
(hi®a)1®ej) =h, @ae; =h;®a; Yi=1---n.
o que conclui a afirmagio de que ' forma um sistema de unidades locais para H ® A. Ademais,
as K -subdlgebras (H ® A); de H ® A induzidas por v’ sdo dadas por:
(HRA);,=(1®e)HRA)(1®e) =H®eAe,=H® A,
dessa forma, de acordo com a Proposi¢ao 3.8, temos o sistema direto
(H @ A)i)ier, (jou)i<j) = (H ® As)ier, (j0i)i<;)
sendo jo; : H ® A; — H ® A; inclusdes tais que
i (H © Ay)ier, (j06)i<j) = (H @ A, (o)ier)

sendo também «; : H @ A; — H ® A inclusio.
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Teorema 4.2 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf com antipoda S bijetiva, A uma K-dlgebra
com unidades locais e 0 = (0;);e; invertivel por convolugdo (isto é, cada o; € invertivel por
convolugdo) que é um 2-cociclo normalizado e tal que A é um H-mddulo torcido com respeito

a o. Entdo existe um isomorfismo de A-modulos a direita entre A#,H ¢ H ® A.

Demonstracao. Do Teorema 1.6 para algebras unitarias, segue a existéncia do isomorfismo

vi: Afte,H — H®A;
afth  — ha® (S (hg)>a)o; (S (ha), ha)

de A;-modulos a direita, que tem como inversa
QDZ-_I  H® Az — Ai#UiH
h®a +— a{l(hg,S‘l(hl))(hgba)#m

Vi e 1.

Considerando ;3; : Ai#, H — Aj#, He jo; : H® A; — H @ Aj; inclusdes,

temos devido a compatibilidade e;0; = o; que o diagrama

Aitto, H % H ® A;

j/ﬁzl J/jai

Ate, H2— H® A,

comuta, Vi, j € I sempre que ¢ < j. Com efeito, dado a#h € A;#,, H temos

i o wi(agth) = joi(pi(agth))
= jQ; (h4 & (S_l(h3> > Q)Ui(s_l(hg), hl))
= ha® (87 (hg) > a)oi(S™ (ha), hn)

por outro lado, como a € A; entdo S (h3) > a € A;, assim, S~ (h3)>a = (S (hs) > a)e; e

consequentemente:

pjo jBila#th) = p;(adth)
= hy® (S h3) v a)o; (ST H(hy), hy)
= hy®(S7Y(hs) > a)eio;(STHhy), hy)
Z hy® (S Hhs) > a)oi(S T (hy), hy)
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sendo valido que ;o o ¢; = ¢; o ;3. Usando as fungdes inversas ¢, le goj_l temos que

gpj_l o ja; = jffio gpi_l, ou seja, temos também a comutatividade do diagrama

Vi,j € I sempre que ¢ < j.
Consideremos agora o seguinte diagrama na categoria dos K -espagos vetoriais:

A4t H H®A

/

Afpo H—25 H@ A,

ljﬁi j@zl

Ao, H—2= H @ A,

A

vimos que o quadrado comuta bem como o tridngulo da direita, devido ao fato de termos o

sistema direto ((H ® A;)ier, (ja:)i<;). Assim temos:
(ajopj)o jBi=ajo(pjo jBi) =a;0(jo0p) = (aj0 ja;)op; =a;0p;

e disso segue que temos o seguinte diagrama comutativo:

A#,.H

Como hgl ((Ai#o,H)ier, (8i)i<j) = (A#.H, (B:)icr) em Vecg, entdo garantimos a

existéncia de um tnico morfismo K-linear ¢ : A#,H — H ® A que torna o diagrama
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comutativo, isto €, ¢ € unico morfismo K-linear que torna valido a igualdade:
pofBi=a;0p;, Viel “4.1)

De maneira similar, do fato de termos os quadrados comutativos com 0s morfismos
©: Vs e o limite direto limy (H® Aier, (jou)i<j) = (H ® A, (a;);er) em Vecg, garantimos a

existéncia de tnico morfismo K-linear ¢’ : H ® A — A#,H que torna o seguinte diagrama

comutativo, isto é, ¢’ € unico morfismo K -linear que torna valido a igualdade:
Yo =Pfiop ", Viel (4.2)
De 4.1 e 4.2 temos:
(SOOSOI)O(OHO%) :SOO(SOIOOéiOSOi) =pofi=q;o0p;, Viel
vale ainda ressaltar que sendo ¢; bijetor para todo 7 € I, entdo
(po@)o(aiop)op; ' =a0op0p ' = (poy)oa; =0y, Viel

Porém temos o diagrama comutativo:

H® A,

e novamente do fato que lim (H® A)ier, (jau)i<j) = (H® A, (a;)ier) em Vecg, segue a
unicidade do morfismo 1y 4, isto €, Unico tal que 1yg4 0 oy = o, Vi € I. Porém, vimos

que ¢ o ¢’ também safisfaz essa condicéo, logo
oy =luga
Analogamente, do fato de

(P op)o(Biop;)=¢' o(pofiop;)=¢ oa;=PFiop;', Viel
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€ consequentemente
(Wop)ofi=(pop)o(Biop;)opi=Fiop  op; =0, Viel

do diagrama comutativo:

e de @((Ai#UH)iel, (jBi)i<j) = (A#.H, (B:)icr) em Vecg, que garante a unicidade do

morfismo K-linear 144 g tal que 144 g o B, = B, Vi € I, temos que

o oo =1us,nu

Portanto ¢ : A#,H — H ® A é isomorfismo K-linear. Resta verificar que ¢ é
A-linear a direita. Seja entdo a#h € A#,H e d' € A, existem indices i, j € [ tais que a#h €
Ai#,.H ead € Aj, dessa forma tomamos indice ¢t € [ com 4, j < ¢, entdo a#h € A#, H e

a € Ay, logo

e((afth)a’) = e(Bi((atth)a’))
= ar(pi((agth)a’))
ei((a#th)a’)
¢t Ay —linear o0 (a )
(pe(agth))a’ = o(Bi(agth))d

= o(a#th)a

= at

4.2 O isomorfismo de algebras: B# H* ~ AEnds(Ba)A

Nesta se¢do vamos considerar /{ de dimensao finita. Com isso, //* possui uma estru-

tura candnica de dlgebra de Hopf. Consideremos B um H-comddulo dlgebra com um sistema
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de unidades locais u = {e;|i € [} e A = B®" C B H-Galois com unidades locais, isto &,

A; € B; H-Galois Vi € I. Sendo B um H-comddulo dlgebra com unidades locais via

p: B — B®H
b — b0®b1

entdo temos definida a acdo de /{* sobre B dada por

f-b="bof(b1)

paracada f € H* e b € B, que nos permite formar o produto smash B# H*. De modo andlogo
as K -subdlgebras B]s possuem estruturas de H*-moédulo dlgebra com essa agdo. Ademais,
decorrente do Teorema 2.4 para algebras unitarias, sendo A; C B; H-Galois paratodo i € 1,

temos isomorfismos de /K -dlgebras:
91' : Bz#H* —>EndAi<BiAi), Viel

onde 0;(b;#f)(c) = bif(c1)co, Vbi,c € By e f € H*. Usando expressdo analoga para o

morfismo #;, definimos o morfismo injetivo:
0 : Bi#H* —— End(Ba)
dado por
O.(bi#f)(c) =bif(c1)co € B, Vb, € Bj,c€e Be f € H
Vejamos de fato que & (b;# f) pertence a End4(B,). Dadoa € A = B®f ec € B,
p(ca) = p(c)p(a) = cpa ® ¢

com i8so:
0;(bi#t f)(ca) = bif (c1)coa = (8;(bi# f)(c))a

Sendo B um A-bimédulo, entdo End 4(B4) possui estruturas de:
e A-médulo a direita por (f - a)(b) := f(ab);
e A-modulo a esquerda por (a - f)(b) := af(b).

Sendo u um sistema de unidades locais para B é também para A ja que p(e;) = e; @1y,
isto é, e; € A, Vi € I. Considerando End 4(B4) com a estrutura de bimédulo exibida anterior-
mente, temos de acordo com a Defini¢do 3.9 e a Observagdo 3.10 que f € AEnd4(B4)A se, e

so se, existe e; € utal quee; - f = f-e; = f, ou seja,
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(f - e;)(b) = f(e;b) = f(b)

Vb € B. Observe que o fato de B ndo ter unidade implica que o morfismo identidade I ¢
AEnd4(Ba)A. De fato, se Ig € AEnda(Ba)Aentdo e; - Ig = Ip - e; = Ip para alguma

unidade local e;. Segue disso que para todo b € B,
b=1Ig(b) = ((e;- Ip) - &) (b) = (e; - Ip)(esb) = e;(e;b) = eb = e;b

com isso e; se torna unidade a esquerda em B. E ainda nessas condigdes, para b,c € B ar-

bitrarios temos
(be;)c = b(e;c) = be.

Segue que (be; —b)c = 0. Como c € arbitrario e B é dlgebra com unidades locais, conclui-se que
be; — b = 0, ou seja, be; = b paratodo b € B. Segue entdo que e; é também unidade a direita
para B. O que nao € verdade, pois estamos supondo que 5 ndo possui unidade. Afirmamos
que:

Im(0)) C AEnds(Ba)A, Viel

Com efeito, dados b;# f € B;#H* e b € B mostraremos que:

(- B(b:A#-))(B) = (BbA-F) - e)(b) = Bi(bi#-F)(b), Vb € B.

Vejamos:
(e (b)) (b) = e 0, (bi#1)(B) = B(b#S)(b) Vb e B
€e;B
e com isto

ei - OLbHS) = OUbHS).
Por outro lado, como p(e;b) = p(e;)p(b) = e;by ® by, temos:
(OF(0i#f) - €i)(b) = Oi(bi#[f)(eib)
= b;f(b1)eibo
= bie; f(b1)bo
= bif(b1)bo
= 0i(bi#f)(b)
Vb € B. Logo
Oi(bi#tf) - ei = O;(bi#t f)
Queremos relacionar as dlgebras B#H* e AEnd(B4)A. Comecamos observando o

seguinte lema:
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Lema 4.3 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf de dimensdo finita e B um H-comddulo dlgebra
com um sistema de unidades locais u = {e; | i € I}. Entdo ((B;#H")icr, (j5:)i<;) forma um
sistema direto na categoria das K-dlgebras e hgl (Bi#H" )icr, (j58i)i<j) = (B#H™*, (5:)ier),

sendo ;[3; e B; inclusoes.

Esse resultado segue da Proposi¢ao 3.8, ja que B;#H* = (e;#1p+)(B#H*)(e;#1m~)

para cada ¢ € I. Consideremos agora o seguinte diagrama na categoria das K -algebras:

B#H* AEndA(BA)A

*
B;#H
do lema anterior temos que o tridngulo da esquerda comuta, vejamos que o mesmo vale para o

tridngulo da direita. Para isso, sejam b;#f € B;#H* e b € B, assim:

(6 0 jBi(bi# [))(b) = 055 B: (bt [)(b)) = 6;(bitt )(b) = by f (br)bo = O (bi# f)(b) Vb € B

como lim (Bi#H")icr, (j8i)i<j) = (B#H*,(B:)icr), garantimos a existéncia de tnico mor-

fismo de algebras 6 que torna o diagrama:

comutativo, isto é, 0 : B#H* — AEnda(Ba)A € tnico morfismo de élgebras tal que

Oop =0, Viel.
Afirmamos agora que 6 € uma bijecdo. De fato,

Injetividade: Seja 25:1 bi#fi, € (B#H*) N Kerf. Podemos supor by, #f;, €
By,#H*, Vi € I,j =1, -+, k. Consideramos entdo ¢t € [ talque [; < ¢, Vj=1,--- k. Com

isso By, C B; Vl; e consequentemente Z§:1 bi,# fi, € Bi# H*, assim

k k k k
=0 (Z blj#fl]-) =40 (Bt (Z blj#flj)> = (fof;) (Z blj#flj> = 92 (Z blj#fl]) .
J=1 Jj=1 j=1 =1
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Sendo #; injetor, Z?Zl bi;# /1, = 0 e portanto, ¢ € injetor.

Antes de tratarmos da sobrejetividade em si, fagcamos duas observagdes:

1. Os morfismos 6; : Bi#H* — Endy,(B;4,) sdo A;-lineares a direita. De fato, dados

a; € Ay = BH | b; € Bye f € H*, temos que

(bi#tf) - ai = (b#f) - (a;#1p-) = bi(f1 - ai)# folu-
bi(aifl(lH))#fZ = bi(aifH*<f1)>#f2
= biaidten-(f1)f2 = biaiFt f

e consequentemente
O:((bi#f) - a;)(b) = 0;(bia;#f)(b) = ba; f(b1)by, Vb€ B;.
Por outro lado, sendo p(a;b) = p(a;)p(b) = a;by ® by, temos que
(i (bi# f) - i) (0) = 0s(bi#t-f ) (aib) = bif(br)aibo, Vb € B

Logo, 0;((bi# f) - ai) = 0:(bi#f) - a;.
2. Se A € AEnda(Ba)Acome; - A = X-e; = Aentdo A|p, € Endy,(B;,,) sempre que
1 < t. De fato,
Ademais, como \ é A-linear a direita é em particular A;-linear a direita, logo
AlB, : B; — B; é A;-linear a direita, isto é, \|p, € Enda,(B;4,). Sei < t,

1<t

et A=e€-(e-A)=(e€;) A=¢e- A=A

e de maneira andloga temos que \ - ¢, = A. Dessa forma, reproduzindo os célculos

anteriores para mostrar que A|p, € Endy, (B;4,), concluimos que A|p, € Enda,(B;4,).

Sobrejetividade: Sejam A € AEnds(Ba)Acome;- A= X-e; =\, t € [talquei <t

eb € B;. Assim:



Capitulo quatro 0

I
>
Z
—~

™
Y
)
R
S
@
~
~—

iﬁt,ge By )\|Bi (elb)

= *

como i < t, da observagdo feita hd pouco temos que |, € Enda,(Bia,) = 0(B#H"),
sendo 6, isomorfismo de élgebras, logo existe tinico elemento » y btj# ftj € B;#H* tal que
Ap, = 6 (Z y by, # ftj>. Além disso, lembrando também de outra observagdo vista anterior-

mente temos que 6, é A;-linear a direita, assim:

* = 0 (Z btj#ftj> (eib)

) <9t (ZJ: btj#ftj> e)
aca ((; btj#ftj> e)
)

= 975 (Z btjei#ftj

(b)
(b)

e ainda
AD) = (er- N (B) = (D)

= 62'915 (Z btjei#ftj> (b)

= Zeiej(btjei#ftj)(b)

_ e fo (b))
Ze s€i fi; (b1)bo

J €B;

= Z 0;<€ibtj e’i#ftj ) (b)

= 0. (Z €ibtj€i#ftj> (0)

J

Vb € B;. Portanto,

A, = 0, (Z €ibtj€i#ftj>

J

, Vteltalquei <t

By

também

Mg, = (Als)ls
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= 91/- <Z ez‘btj Gz‘#ftj)

Bt B7
= ( szt ez#ft >
B;
= ( sztjez#ftj>
Mas por outro lado, A|p, € Enda,(B;4,) = 6;(B;#H"*) sendo 6; um isomorfismo de algebras,

consequentemente, existe tinico elemento Z ; bi, # fi ;€ Bi#H"

0; (EJ bij#fij)-
Pela injetividade de 6; concluimos que
Z e’ibtj ei#ft]' = Z b’LJ #f’LJ
J J
€ com 1sso

A|Bt = 0; (Z eibtjei#ftj>

J

, Vteltalquer <t

=0, (Z bz-j#fij>
B J

t

By

Se k € I nao é maior ou igual a ¢z, podemos tomar ¢ € [ tal que i, k < t e comisso B;, By, C B,

logo
Ms, = (Ms)ls, = (Z bzy#f%) =0; (Z bz'j#fij>
By By, J By
ou seja,
J
e portanto

A= <Z b@-j#fij> (00 8) (Zb%#ﬁj) =0 (@ (Z sz#f%>>

Para concluir esta se¢do enunciamos o seguinte teorema que resume todas as considera-

¢oes feitas na mesma:

Teorema 4.4 Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita, B um H-comodulo dlgebra

com unidades locais e A = B“" C B uma extensdo H-Galois com unidades locais, entdo

B#H* ~ AEnd4(Ba)A como K-dlgebras.
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4.3 O Teorema de Dualidade

Nesta secdo, iremos supor H uma K -dlgebra de Hopf de dimensao finita n, que, por
consequéncia, possui antipoda bijetiva, e A#,H um produto cruzado com ¢ invertivel por
convolugdo. Nessas condigdes, temos que A C A#,H é uma extensdo H-Galois com unidades
locais.

Vimos na secdo anterior que dado uma K -4lgebra com unidades locais, se A = B°H C
B é H-Galois com unidades locais entdo B#H* ~ AEnd4(B4)A como édlgebras.

No nosso caso, para B = A#,H temos
(A#,H)#H* ~ AEnd4((A#,H)4)A

como K -algebras.
Nas condi¢des que estamos trabalhando, isto €, onde o € invertivel por convolugdo e S
bijetiva, vimos que existe um isomorfismo ¢ : A#,H — H ® A de A-mddulos a direita. A

partir de ¢, dado f € End((A#,H)4) definimos
PP H © A5 At H L A H S H e A

como ¢ é um morfismo de A-mddulos a direita bem como ¢!, entdo ¢/(f) € Enda((H®A)4).

Fica entao definido

¢ Enda((A#,H)s) — Enda((H® A)a)
f — @ofoyp
que € bijecdo, pois tem como inversa (¢') ' (g) = ¢ 1 o go .
Com o intuito de obter um isomorfismo de dlgebras entre as partes unitdrias a esquerda
e a direita de End4((A#,H) ) e Enda((H ® A)4) é necessario definir uma nova agdo de A
sobre H ® A, que por sua vez induzird outra sobre End,((H ® A)4), e sobre a qual ¢ serd
morfismo de A-médulos a esquerda e a direita. De fato, considerando a agao original de A sobre

H ® A, para que ¢’ sequer fosse morfismo de A-mddulos a esquerda, ou seja, para que fosse

valida a condi¢@o @' (b- f) =b- ¢/ (f),Vb e Ae f € Enda((A#,H).) seria necessario que

- f)hea) = (b-(f))(h®a)
p(b- N~ (h®a))) = b(f)(ha))
p(bf(e ' (h®a))) = bo(fle ' (h@a)))
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Vh®a € H® A. Tal condi¢gdo ndo necessariamente ocorre uma vez que ¢ ¢ morfismo de

A-médulos a direita e ndo de A-mddulos a esquerda. Buscando entdo obter igualdades

bOP(f)=¢ b f) e ¢f)ob=¢(f-b)

Vb € A, f € Enda((A#,H)4) e para uma nova agdo ® de A sobre Enda((H ® A)a),

deveremos em particular ter
b® ¢ (Iagn) = ' (b Lagn)
como ¢’ (Tayn) = p o lagn o p™" = oy ' = Iyga, segue que

(b@IH®A>(h®G) = gOI(b[A#H)<h®(Z)
b (Inpath®a)) = (0 Lagn) (¢~ (h®a)))

boO(h®@a) = ot (h®a))
Vh®a e H® A. Definamos entio tal agdo de A sobre H ® A:

O: Ax(H®A) — HR®A
(bbh®@a) +— bO(h®a)=plbp(h®a))

Nos préximos passos veremos que ¢’ é morfismo de A-médulos a direita e a es-
querda com relacdo a acdo ©, bem como morfismo de algebras, o que nos garantird obter um
isomorfismo de dlgebras: AEnda((A#,H)a)A ~ A ® Ends((H ® A)4) ©® A. E ainda,

1

detalhando a acdo © através das expressdes de ¢ e ¢~ verificaremos que © se relaciona

com a agdo original de A sobre H ® A de tal modo que é possivel obtermos a igualdade:
AOEnds((H® A)a) ©A=AEnd4((H ® A)4)A. Com isso obteremos um isomorfismo de
algebras AEnd((A#,H)4)A ~ AEnds((H ® A)4)A.

A acdo ® torna H ® A um A-médulo a esquerda. Com efeito, dados b,c € A e

h®a e H® A, temos por exemplo que

bO(cO(h®a) = bo (plco t(h®a)))
= (b~ (p(cp™ (h®a))))
= o(be(p  (h@a))

= (be) ® (h®a)

as demais propriedades se verificam de maneira anédloga e direta da defini¢cao da agdo.
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Agora ressaltaremos algumas propriedades que relacionam a a¢do ® com o isomor-

fismo K -linear
g&’i EIldA((A#UH)A) — EHdA((H(X)A)A)

f — pofoyp!
1. ¢’ € um morfismo de A-mdédulos a esquerda com relacdo a agdo © de Aem H ® A. De

fato, dados b € Ae f € Enda((A#,H)a), temos
G- fh©a) = (po(b- Nog ) hea) = pbf(y  (hea)), Vheae Ho A
por outro lado,

o (f)h@a) = bo(d(f)(hea))
= bO (p(fl¢ ! (h@a))))
= b~ (p(f(¢ (R ®a)))))
= obf(¢ ' (h®a))), Va®hec A H

portanto,

b f)=b0¢(f)
2. ' € morfismo de A-médulos a direita com respeito a acdo © de A em H ® A. De fato,
P (f-0)(h@a)=(po(f-b)op )(h®a)=p(fbp~ (h®a))), Vh@ac HR A
por outro lado,

(PN obhoa = (o (hea)
= ¢y (h®a)))
= o(fl™ (p(be™ (h® a)))))
= o(flbp " (h®a))), Vh@acH®A

portanto,

Gf0)=¢(f)ob
Por fim, ¢’ é também morfismo de dlgebras, pois dados f, g € Enda((A#,H)4)

¢ (fog) = go(fog)op™

— (po(folA#UHog)O(pfl

= gpo(foplopog)op™
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= (pofoy o(pogoyp™)
= ¢'(f)o¥(g)

logo, Enda((A#,H)4) ~ Ends((H ® A)4) como A-bimddulo e dlgebra. Em particular,
sendo esse isomorfismo de A-bimddulos, sdo também isomorfos as partes unitdrias a esquerda
e a direita de Enda((A#,H)4) e Ends((H ® A)a), isto é, temos o seguinte isomorfismo de
algebras:

AEnd((A#,H)A)A ~ A®Enda((H® A)4) © A

Supondoque h ® a € H ® A; e b € Aj, podemos tomar ¢ € [ tal que 7,5 < ¢, desse
modoh ®a € H® A, eb e A, Logo,

bo (howa) =  olbe \(h®a)
= (b (U;l(hg, S7H(hy))(hs > a)#h4))
= o((b#1n) (07 (ha, ST (M) (3 > a)#h4))
= (boy " (ha, ST (M) (ha > a) 0(1pr, ha) #hs)

=E(h4)€t

= (boy ' (ha, ST (M) (ha > a)F#ha)
= hy® (S Y (he) > [bo; H(he, STH(R)) (hs > a)]o (ST (Rs), hy)
= hy®@ (S (hs) > 0)(ST (h) & oy (ha, STH(R)))(ST (Be) > (3 > )
01(S7 (hs), ha)
" by ® (87 (hs) & b) (ST (hr) b oy (ha, STH(M)))ou(S T (Be), Bs)
(S~ (hs)hyra)
—_—

=e(ha)ly

= hy® (S (he) > b) (S (hs) > a; H(ha, STHR)))ou (ST (hy), hs)a

=
Da condicéo de cociclo, temos que para quaisquer ', " e m' € H,

Wo (Il m') = ou(hi, B)ow(Ryl, m' oy (R, ymb),
e como h' > o,(I', m’) tem inverso convolutivo dado por b’ > o, ' (I’, m’), segue que

oo t(l,m') = (Woo(l',m))™
= (ou(R, 1)oe(holy, my oy (R, lyms)) ™
= 0t<h/17l,m1) (h/l;7m2) (hg’l/)
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Substituindo esta expressdo em  para o caso em que ' = S (hs),l' = hy, e m/ = S7H(hy),

temos

* = hi2® (S (ha1) > b) [0y (S (hao), hsS ™ (ha))

07 (S (ho)ha, ST (1)) 0 (S (hs), hs)ow(S™" (hr), he) @

E(S (h@ )e(h )1A

= s ® (87 (h7) > b)or(S™" (he), haS ™" (ha))oy (S (hs)ha, S71
e(h2) e(ha)
= hy @ (87 (hs) > b)oy (S7(h2), L )oy (Lar, S (ha))

Dessa forma, tomando-se unidade local e; € u, temos que

Ohoa) = hy® (S~ (h)bea
= hy®e(S'(h))eia
= hee(S7HM)) ® eia
= hee(hy) ® e;a
= h®ea

= ei(h®a).

Com base nisso, dados x € H ® Ae f € Enda((H ® A)4) arbitrarios, temos que

(fOe)(x) = flei©x) = flei-x) = (f - e)(x)

logo fOe; = fse,esése f-e; = feassimEnds((H®A)a) ©A =Ends((H® A)a)A. De
modo andlogo podemos concluir que A ® Enda((H ® A)4) = AEnda((H ® A)4). Portanto

AEnd((A#,H)1)A~ A®Ends((H ® A)4) © A= AEnd,((H ® A)4)A

Como estamos supondo dimx H = n < oo, temos
H~K"

€ consequentemente

HRA~K'@ A~ (éf{) ® A~ @K@A

i=1
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em que essa composta de isomorfismos K-lineares € dada por

b : H®A — @A

(i kihi) @ a — 30 kia
onde Sy = {hy,--- ,h,} é uma base para H e h = ) . k;h; € H. Pela expressdo de ¢
podemos inferir que este € um morfismo de A-bimédulos. Definamos agora
¢': Enda((H® A)a) — Ends (DL, 4),)
f — ¢ofopt

Deste modo, da maneira como foi definido, podemos concluir que ¢’ é um isomorfismo de
algebras. Também, ¢’ é morfismo de A-bimddulos. Com efeito, dados f € Ends((H ® A)4),

be Aex € @, _, A érbitrarios, temos

@b fllx) = (po(b-floo™)(z)=((b- o () = d(bf(¢~ " (x)))
= bp(f(¢o () =b(po fodt)(z)=(b-(pofog))(x)
= (b-¢'(f)(2)
observe que na quarta igualdade usamos o fato de que ¢ é um morfismo de A-médulos 2 es-

querda. Concluimos que ¢'(b- f) = b-¢'(f), isto é, ¢’ é um morfismo de A-mddulos a esquerda.

Vejamos também que ¢’ € um morfismo de A-mdédulos a direita:

¢'(f-0)(x) = (po(f-D)od™)(x)=0((f )¢ () = d(f(bp~ " (x)))
= O(f(¢7(bx))) = (po fod ) (bx) = ((po foo™) b)(x)
= (¢'(f)-D)(2).
Na quarta igualdade, usamos o fato de que ¢! é um morfismo de A-médulos a esquerda, o que

¢ verdade ja que sua inversa ¢ o é. Portanto, ¢'(f - b) = ¢'(f) - b como queriamos. Segue que

sdo isomorfas como élgebra as partes unitdrias a esquerda e a direita de Enda((H ® A)4) e

Enda (D)., A)a), isto é,

Considerando ¢; : A — @,_Aep; : P,_;, A — A as inclusdes e projecdes
associadas a soma direta e produto direto da familia {A}}_; respectivamente, temos um iso-

morfismo K -linear dado por
¢ Enda((Bi, A)y) — @Zj:l Enda(Aa)

/ — (piofo Qj)ijl

Facamos agora algumas observacdes a respeito de :
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1. Segue das propriedades universais de soma e produto direto que ) é uma bijecdo candnica.

Tal resultado pode ser encontrado com detalhes em [3].

2. 1) é morfismo de A-bimédulos. Com efeito, dadosa € Ae f € Enda (D), A) ,) temos

que:

(a) v € morfismo de A-mddulos a esquerda, pois sendo p; morfismo de A-médulos a

esquerda, temos

(pio(a-f)og)b) = pila- f(g;0)))=piaf(g®)))
= api(f(g;(b))) = (a- (pio foq;))(b)

Vbe A Vi,j =1---,n.Dessa forma
Y(a-f)=(pio(a-f)ogij=(a-(piofog);=alpiofodq);=ap(f)

(b) ¥ é morfismo de A-moédulos a direita, pois sendo ¢; morfismo de A-mddulos a

esquerda, temos

(pio(f-a)og)b) = pilf-alg;(b) = pi(f(ag;(b)))
= pi(f(g;(ab))) = ((pio foq;)-a)b)

Vbe A Vi,j =1--- n.Dessaforma
Y(f-a)=(pio(f-a)oq)ij = ((piofoq;) a);=(piofogija=1v(f)a
3. 1) é morfismo de dlgebras, pois dados f,g € Enda((D;_, A) ) temos

V(Y (g) = wio fog)irpiogog)y = (ti)i; =x*

onde

ty = Z(piOfoqk)O(pkogoqj)=pi0fo(qum)ogoqj-
k=1 k=1
= piofo(lgr, a)ogogi=piofogog

Assim,

*=(pio(fog)ogij=1v(fog).
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Vamos considerar agora 0 morfismo
77/}/ : @ EndA(AA) — Mn(EIldA(AA))
ij=1

(9i5)7j=1 — [gi]7 =1

Com relacdo a este morfismo temos:

1. ¢’ é um isomorfismo K-linear. De fato, da prépria expressdo da fungdo como definida

podemos concluir que v’ é uma bije¢do, bem como preserva a estrutura K -linear de

@Zj:l EndA(AA).

2. ' ¢ morfismo de A-bimédulos. Com efeito, dados a € Ae (gi;)7';—; € D; ;- Enda(Aa),

temos que:
(a) ¢’ é morfismo de A-mddulos a esquerda, pois
W(algiy)ig) = ¥'((a gij)ig) = [a- gisliy = algijliy = at’'((9i)i);
(b) v' é morfismo de A-mddulos a direita, pois
V' ((95)ig0) = V' ((g55 - @)ig) = g3 - aliy = gi5]i.50 = ¥ ((935)i5)a-
3. 7' é morfismo de algebras. Com efeito, dados (g;1):, (q15):.; € @ijl Enda(A,), temos
V' ((gin)ig - (@eg)eg) = ' ((Eig)ig) = *

onde
n
tij = Zgik O qr;
k=1

e assim
= [ty = lgalidlales = ¥ ((ga)i) ' ((ae)e)-
Temos entido a composi¢cdo dos morfismos de A-bimoédulos e dlgebras

Fnd, ((é A) A) 2 @ End(A) —2 M, (Enda(A))

i=1 i,j=1

e por consequéncia disso, sdo isomorfas como dlgebras End (D), A)a) e M, (End4(A4)),

bem como suas partes unitarias, isto €,

=1 A
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e além disso, AM,, (Ends(AA))A = M, (AEnd4s(A4)A). De fato, vejamos isto através de
inclusoes.

C: Seja f € AM,,(Enda(A4))A, entdo f = [f;;];; e existe e, € u tal que e f =
fer = [, ou seja,

[filig = f=exf = exlfislig = lex - fijli;

portanto f;; = ey - fi;,Vi,j = 1,--- ,n. De maneira andloga, partindo do fato que f = fey,
verifica-se que f;; = fi; - ex, Vi,j = 1,---n. Portanto, f;; € AEnda(A4)A,Vi,j=1,--- ,n.
Isto mostra que f € M,(AEnda(A4)A).

D: Seja f € M,,(AEnd4(Aa)A), entdo f = [fi;];; e paracadapari,j € {1,--- ,n}
existe indice k(7, j) € I e respectiva unidade local ey(; j) € v tal que ey jy - fi; = fij - er(ij) =
fij. Consideramos entdo indice t € [ talque k(i,j) < tVi,j =1,--- ,n,earespectiva unidade

local e; € u, com 1sso

ecf

et fijlig = let - fijliy
= e (eny) - Jis)lig = [(eserig) - fisli
k(i,5)<t

=7 ewyg) - fislig = [fijli
f.

De maneira andloga podemos verificar que fe; = f, e assim, f € AM, (Ends(A4))A. Por-

tanto,

=1 A

Vejamos agora que A Enda(A4)A é isomorfo a A como dlgebra. Para isso, primei-
ramente vamos definir um isomorfismo de A-mddulos a esquerda e de K -algebras entre A e

End4(Aa)A. Seja entdo
p A — EIldA(AA)A

a — pla)

onde
pla): A — A

b — ab

Vale observar que de fato Im(p) C End4(A4)A, pois dados a, b, ¢ € A arbitrarios, temos

pla)(be) = a(be) = (ab)e = (p(a)(b))e

pla)(b+c¢) =a(b+ c¢) = ab+ ac = p(a)(b) + p(a)(c)
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Com isso Im(p) C Enda(A4). E, para verificar que Im(p) estd na parte unitdria a direita de
End4(A4), tomamos para a € A, um elemento i(a) € I e a respectiva unidade local e;(,) € u

tais que €;(q)a = ae;,) = a. Assim,

(pla) - eiw))(b) = pla)(ei)b) = aleiw)b) = (aeiwa))b = ab = p(a)(b),
Vb € A. Portanto, p(a) - e;q) = p(a), ou seja, p(a) € Enda(A4)A.
Definamos também

€ EndA(AA)A — A
f — f(ez'f)

onde iy € I € tal que a respectiva unidade local e;, satisfaz: f - ¢;, = f. Vale observar que ¢
estd bem definido. De fato, se além de iy € I tivermos j; € I tal que f - e;, = f, podemos

tomar t € I com if,Jr < tecomisso

ifgt

€(f) = f(ezf) = f(eifet) = (f : %)(et) = f(et)
e(f) = fles,) "Z' Flese) = (f - e5,)(er) = fler)

Afirmamos agora que ¢ € a inversa de p. De fato, dado f € Enda(Ax)Acom f-e;, =

f, temos

(poe)(f)la) = ple(f))(a) = p(f(ei;))(a)
= fleij)a= fleiza) = (f - ei)(a) = f(a)

Va € A. Portanto (p o €)(f) = f, como f arbitrdrio, concluimos que p o € = lgyna,(a,)4-
Afim de verificar que a outra composicdo também resulta na identidade, tomamos

a € A arbitrario e e;,) € u tal que ae;,) = a, com isso primeiro observamos que
(p(a) - €i@))(b) = pla)(eiwb) = aleiwb) = (aci@))b = ab = p(a)(b)
Vb € A. Assim p(a) - €jq) = p(a), logo
(eop)(a) =€(p(a)) = pla)(eiw)) = aeiw) =a, Vae€ A

e portanto e o p = 1 4.

Por fim, facamos algumas observacdes a respeito do morfismo e, a saber:
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1. ¢ é morfismo de A-médulos a esquerda. Com efeito, sejam f,g € End,(As)A com

fei,=fg e,=geac A Assim:

(a) como
(@ f)e,=a (f-e)=a-f
entao

e(a-f) = (a- f)lei) = af(ei,) = ae(f)

(b) tomando t € [ com i¢,i, < t, temos que

(f+9)ee = [eat+tge
= (f-e;)-e+(g-e,) e
= f(eie) +g- (e 6)
if,8

1g<t
= [re,+g-e,

= f+g

Sendo assim,

«(f+9) = ([+g)le)
= fle) +gler)
= (f-ei)(e) + (g ei,)(er)
= fleie) + glei,e)

= flei;) +gles,)
= e(f) +elg)

2. € é morfismo de K-dlgebras. Com efeito, sejam f,g € Ends(Aa)Acomyg-e;, = ge
k € K. Assim:

(a) jd vimos que €(f + g) = €(f) + €(9);

(b) como (kf)-e;, = k(f-ei,) = kf, entdo

e(kf) = (kf)(ei;) = kf(ei;) = ke(f)
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Va € A, entdo (f o g) - e;, = f o g, e decorrente disso

e(fle(g) = f(ez‘f)g(eig) = f(eifg(eig))

=
= (freip)gle,)) = flg(e,))
= (fog)le,) =e(fog)

Sendo entdo ¢ isomorfismo de A-mddulos a esquerda e de algebras, sdo isomorfas

como algebras as partes unitdrias a esquerda de End4(A4)A e A, isto é,
A EndA(AA)A ~ AA

e além disso AA = A, pois, como conjunto AA C A e dado a € A é sabido que existe unidade

local e; € u tal que e;a = a, ou seja, a € AA. Portanto,
AEDdA(AA)A ~AA=A

como A-mddulos a esquerda e algebras. Deste modo, concluimos que temos um isomorfismo
de K-4lgebras

induzido por €. Para finalizar o resultado principal, vale relembrar que passamos por diversos

isomorfismos de algebras, a saber:

(A#t,H)#H* ~ AEnds((A#,H)1)A~ A Enda((H® A)a

= AEnda((H ® A)a)A ~ AEndA< ) )

AM,, (Ends(Aa))A = M,,(AEnd(A4)

12

12

M, (A)
Logo, todas as consideracdes feitas nesta secdo levam-nos a enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.5 (Dualidade para algebras com unidades locais) Sejam H uma K-dlgebra de
Hopf com dimg H = n < oo, A uma K-dlgebra com unidades locais e A#,H um produto

cruzado com o invertivel por convolucdo. Entdo,
(A# o H)#H" ~ M,(A)

como K-dlgebras.
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O Teorema de Dualidade de
Blattner-Montgomery para algebras com

unidades locais: Segundo caso

Neste capitulo vamos considerar H uma K-dlgebra de Hopf ndo necessariamente de
dimensdo finita, e com isso temos associada a esta seu dual finito H° C H*. A saber, conside-
rando a estrutura de algebra de H dada pelo produtom : H®H — H eunidade pn : K — H,
podemos definir o dual finito, como apresentado na Proposi¢dao 2.5.1. em [21], do seguinte
modo

H° = (m*)~'(i(H* ® H"))
ondei: H*® H* — (H ® H)* é o morfismo injetivo dado por i(a* ®b*)(x ®y) = a*(x)b*(y),
paratodo a* ® 0* € H* @ H*ex ® y € H ® H. Desse modo, é possivel verificar que H°
¢ um K -subespaco de H*, e que decorrente da injetividade de ¢, fica bem definida a aplicagcdo

K -linear
A: H° — H°® H°

a* — a;‘- 0% b;f
para todo a* € H°, onde m*(a*) = i (a} ® b}). Ademais, considerando
b K — K
o — a*(lg)

e e = ¢ on*, oque resultaem

e(a”) = (pop)(a”) = p(a”)(1k) = a*(p(1k)) = a*(1n)
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para todo a* € H°, é possivel verificar que H° com A e e tem estrutura de coalgebra. Com a
multiplicacdo e unidade induzida de H* temos também que H° tem estrutura de algebra bem
como de dlgebra de Hopf. Maiores detalhes sobre H° podem ser encontrados em [11] e [21].
A generaliza¢ao do Teorema de Dualidade proveniente de [5], onde a dlgebra de Hopf
envolvida € de dimensao infinita, para o contexto de dlgebras com unidades locais, € o objetivo
principal desse capitulo. As defini¢des e resultados envolvendo a K-dlgebra com unidades
locais A aqui consideradas, serdo andlogas as obtidas de [5], a menos de haver a necessidade de
ajustéd-las as unidades locais quando necessario, o que sera feito. A sequéncia de passos para a
obtencao do resultado final sera basicamente a mesma no caso original. Por fim, na ultima secao
veremos uma interpretacdo topoldgica para espacos de fungdes. Por meio de tal interpretacao
teremos oportunidade de reinterpretar o presente Teorema de Dualidade e compard-lo com a
Dualidade abordada no capitulo 2, onde H era de dimensao finita e A uma algebra unitaria.
Comegamos tomando A um H-mddulo dlgebra a esquerda com unidades locais, isto €,
A é uma K-dlgebra com sistema de unidades locais u = {e; | i € I}, bem como um H-médulo

a esquerda com acao
HoA — A

h®a —— h-a

e onde sdo satisfeitas as condicoes:
1. h-(ab) = (hy-a)(hy - b);
2. h-e; =e(h)e;

Va,b € A,h € H e € I. Vale observar que nessas condi¢des podemos formar o produto

smash A# H. Temos que H é H°-mdédulo dlgebra a esquerda e a direita via
f—h=f(he)hy e h+ f=f(hi)hy onde A(h)=h; ® hs.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [5], no Lema 1.1.

Lema 5.1 Sejam f € H° e h € H. Entdo

A(f =h)=h@(f = hy) e Ahf)=(h—[f)@hs

Demonstracao.

A(f —=h) = A(f(h2)h1) = f(ha)A(hy)
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= f(h3)(h1 ® ha) = h1 ® f(h3)hs

O outro caso € similar. O

O produto smash A# H € um H°-mo6dulo dlgebra a esquerda com unidades locais via

[+ (agth) = agt(f — h).

Segue disso que podemos formar o produto smash (A# H)# H°, que terd relagdo com o que serd
enunciado no teorema principal. Antes de enunciar tal teorema, vejamos algumas defini¢des

auxiliares.

Definicao 5.2 Para qualquer dlgebra de Hopf H e qualquer H-mddulo dlgebra com unidades

locais B, temos definido o morfismo de dlgebra
)\B,H : B#H — EHdK(B)
dado por \g i (b#h)(c) = b(h - c),Vb,c € Beh € H.

Segue da defini¢do acima que de fato Ap i € um morfismo de algebra, pois para qual-

querc € B,

(ABgr(D#h) o Ap p(d#k))(c) = Apa(b#h)(d(k-c)) =b(h- (d(k-c)))
= b(hy-d)(hy- (k- c)) =b(hy - d)((hek) - )
= Apar (b - d)#hak)(€) = A (D) (d4R) ) ().

Em alguns casos temos que o morfismo Ap ; € injetivo, mas isso nem sempre € ver-
dade. Veremos no final deste capitulo por exemplo, que no caso de H ser uma algebra de Hopf

com antipoda bijetiva e U uma subalgebra de Hopf de /1° entdo Ay s serd injetivo.

Definicao 5.3 Dados uma dlgebra de Hopf H e uma subdlgebra de Hopf U de H°, definimos o
antimorfismo de dlgebras

PHU : U— EndK(H)
dado por pyy(f)(h) =h+— fVfeUehec H.
Na defini¢do acima a referida estrutura de dlgebra de U é dada pelo produto de convolu-

¢do. Com essa estrutura, de fato, pyy € um antimorfismo de algebras, pois, para qualquer

h € H, temos
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(prv(9) o puu())(h) = pau(g)(h— f)=puuv(g) (f(h1)hs)
= f(h)puu(g)(ha) = f(h1)g(h2)hs
= (f*g)(m)ha =h+— (f*g)
= puu(f*g)(h).

A préxima defini¢do € encontrada em [5] na Defini¢do 1.2.

Definicao 5.4 Sejam H uma dlgebra de Hopf e U uma subdlgebra de Hopf de H°. Dizemos

que U satisfaz a condicdo RL com respeito a H se
pru(U) € Ago(H#U)

Definicao 5.5 Sejam A um H-mddulo dlgebra a esquerda com unidades locais e U uma subdlge-
bra de Hopf de H°. Dizemos que A é U-localmente finito se, para qualquer a € A, existirem

fi,-+, fr € U tais que
(ﬂKerfj> ca=0
j=1

Com relagdo a essa definicdo temos o seguinte resultado

Lema 5.6 Seja A um H-modulo dlgebra a esquerda com unidades locais. A é U-localmente

finito se, e s se, para cada a € A existirem fi,--- , f, € Ueay, - ,a, € Atais que

h-a=> fi(h)a;, YheH
j=1

Demonstracao. (—>) Suponha que A seja U-localmente finito. Sejama € Ae fi,---, f, € U
como na definicdo e assumamos que estes sejam L.[.'s. Escolha hq,--- ,h, € H tais que

fl<h]) = (Sij,v 1< 2,] < r. Entao,
h=>_ fi(hh; € (\Ker f;, Vhe H.
j=1 i=1

Segue que
(h—ij(h)h]) ca=0 = h-a=)»_ fi(h)h;-a
j=1 j=1
fazendo h; - a = a; temos a relacdo desejada.

(<=)SeheKerf;,Vj=1,--- ,rentdoh-a=3""_, fi(h)a; =37, Oa; = 0. ]

j=1
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5.1 O Teorema de Dualidade

Comecamos esta se¢ao enunciando o principal teorema deste capitulo, a saber:

Teorema 5.7 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva, U uma subdlgebra de
Hopfde H° também com antipoda bijetiva e A um H-mddulo dlgebra a esquerda com unidades

locais U-localmente finito. Assumamos que U satisfaz a condi¢do RL com respeito a H. Entdo
(A#H)HU ~ A® (HAU)
como K-dlgebras.

A demonstra¢do desse teorema € um tanto extensa e baseia-se na ideia de mostrar
que as subdlgebras (A#H)#U e A ® (H#U) podem ser identificadas com subdlgebras de
Endg (A#H), onde estas serdo conjugadas via um morfismo invertivel em End g (A# H ). Ex-
plicitaremos entdo primeiramente resultados nessa dire¢do, e posteriormente 0s reuniremos para
concluir tal prova.

Considerando o morfismo da Defini¢ao 5.2, definimos morfismos « e 5 como segue
Q= )\A#}LU : (A#H)#U E— EIldK(A#H)

a((agth)# [)(bitk) = (a#th)(f - (b##k)) = (agth) (b — k)

Va,be A h,ke He f e U.
Bi=1® Ay : A® (H#U) — Endg(A) ® Endg(H) — Endg(A#£H)
onde ! : A — Endg(A) é a representag@o regular, isto é, I(a)(b) = ab, Va,b € A, com isso
Bla ® (h#f)) (bk) = U(a) (D) #Amu (h#F) (k) = abdh(f — k)
Va,be A h,ke He f € U.

Proposicao 5.8 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva, U uma subdlgebra
de Hopfde H° e A um H-mddulo dlgebra a esquerda com unidades locais. Entdo os morfismos

« e 3 sdo morfismos injetivos de dlgebras.
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Demonstra¢ao. Como o = A yxp,p jd podemos concluir que v € morfismo de algebras. No
casode 8 = [ ® Ay, como Ay € morfismo de dlgebras, € suficiente ver que [ € morfismo de

algebras para concluir que J também o €. Vejamos:

(I(a) o l(D))(c) = l(a)(l(b)(c)) = a(bc) = (ab)c = l(ab)(c), Vce A

logo, I(a) o I(b) = l(ab) Va,b € A, como desejado. Quanto a injetividade de o e 3, vamos
verificar isso construindo morfismos lineares injetivos o, 5’ e ¢ tais que & = poa’ e f = ¢po 3.
A saber,

o (A#H)#U —— Endg(A#H)

onde
o/ ((a#th)# [)(b#k) = f(k)(a#h)(b4#1n)

Va,be A h,ke He f € U.

f':A® (H#U) —— Endg(A#H)
onde
B'(a @ (h#tf))(b#tk) = f(k)ab#th

Va,be A h,ke He f € U.

¢ : Endy(A#H) —— Endy(A#H)

onde

o(C)(b#k) = ((b#k2)ky (5.1)

Vbe Ak € He( € Endg(A#H). Na defini¢do de ¢ a expressdo 5.1 se refere a estrutura de
H-médulo a direita de A# H dada por: (a#h)k = a#hk, Ya € Ae h,k € H. Vejamos agora

as injetividades dos morfismos.

T

o' € injetivo: Seja u € Kera'. Podemos assumir que u = > %,

v;# f;, onde os
elementos v’s € A;# H paraalgum i € [ e tal que {fj} éLI.emU. Sejamky,--- k. € H
tais que f;(k;) = 6;;,Vi, 5 =1,--- 7. Assim,

0 = o(u)(eifth) Za (v5#4 ;) (ei#thy) ij (kn)vj(ei#1m) = v

Vi=1,---,r. Portanto, u = 0.
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p' é injetivo: Seja u € Ker 8'. Podemos assumir que u = Z;Zl v;j# f;, onde os
elementos v;-s sdo da formav; = ), aj; @ hy; comay, @ Iy, € A; ® H Vj,leparaalgumi € [.

Consideremos as familias { f;}7_, e {k;}’_, como antes. Dessa forma,

0 = Blu)lei#hk) =5 <Z ay; & hlj#fj) (ettky)
gl
= Z fj(kt>alj€i#hlj - Z 5jtalj€i#hlj
Jil gl

= Zalt#hlt = Ut

!
Vit =1,---,r. Portanto, u = 0.
¢ € injetivo: Para ver que ¢ € injetivo construimos uma inversa a esquerda para ¢. A

saber,

v Endg(A#H) —— Endg(A#H)
onde
P(O)(b#k) = C(b#k2)S™ (k1)
Vbe Ak € He( € Endg(A#H). Vejamos que de fato o € a inversa a esquerda de ¢:
(o @) (Q)(0#k) = ((C)(D#ka))S™ (k1) = (C(b#ks)ka)S™ (k1)
= C(b#ks) (k287" (k1)) = C(b#ka)e(ki) 1 = C(b#tk)

Vb#k € A#H e ( € Endg(A#H ), o que conclui a afirmacéo. Por fim, vejamos as composi¢des

anteriormente mencionadas

oo ((a#th)# 1)) (btk) = (o' ((a#th)# ) (bftk2)) ke = f(k2) (a#h) (b1 )k
= [f(k2)(adth)(b#kr) = (agth) (b3 (f (k2)k1))
= (agth)(b#(f — k) = al(agth)#[)(b#F)

Ya,be A h,k € He f € U. Portanto, ¢ o o’ = «. Finalmente,

o(B'(a @ h#t f))(b#k) = (B'(a @ h#tf)(b#ka))kr = (f(ka)abdth)ky
= [(ko)ab#thk, = ab#h(f(ky)k:)
= ab#h(f — k) = B(a @ hit f)(b#k)

Va,be A h,k € He f € U. Portanto, ¢ o ' = 3. O
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Consideremos agora o seguinte morfismo

v: A#H — A#H
b#k —— S7U(ky) - btks

Temos que 7y € invertivel com inversa v dada por

v: A#H — A#H
b#k +—— ki - b#ks

Com efeito,

Yw(b#k)) = (ki - bi#tks) = S (k) - (ky - b)#ks
= (SN (ka)k1) - b#ks = e(k1)1p - b#ths
= b#te(ky)ky = b#k

de onde y o v = I44p. Analogamente,

v(y(0#k)) = v (S_l(k?l) : b#’%) = ky - (ST (k1) - D)#ks
= (kST (k1)) - b#ks = (e(k1)1n) - b#tky
= b#e(ky)ky = b#k

portanto v o y = I 445, concluindo assim que v = y~!. O préximo passo € usar os morfismos

~ e v~! para mostrar que valem as inclusdes
Vo BA® (H#U)) oy C a((A#H)#U) (5.2)

Yo a((A#H)HU) 07~ C B(A ® (HAU)), (5.3)

Os proximos dois lemas irdo nos auxiliar a concluir isso. Vejamos:

Lema 5.9 Paratodoh € H, f € U ei € I vale a igualdade

Y o Bles ® (h#f)) oy = al(e#h)# )

Demonstracao. Para qualquer b#k € A#H, temos

(v o Ble; @ (h#tf) oy)(b#k) = (v o (e ® (h#f))(S™ (k1) - b#tks)
= N (ei(ST (k) - b)#A(f — k)
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= (h(f = k) - (e(ST (k) - D) #(R(f — k)2

= h(f = k)i (ei(ST (k) b)) #Eha(f — ko)
T (k) - (ei(S7H(Rr) - b)) #ha(f = i)

= ((lka)r - e)((haks)s - (ST (k1) - 0))#ha(f — ks)

= (e((hk2)r)ei)(hikz)z - (S7' (K1) - b))#ha(f — k)
= eile((hk)r)(hikz)z - (S7H (K1) - b)) #ha(f — k)
= ei((nka) - (ST (k1) - b)) #hao(f — k3)

= ei((mkaS™" (k1)) - D)#ha(f — ka)

= ei((he(k)ln) - b)#ho(f — k)

= &(hi-b)Fho(f — e(k)k2)

= ei(h-b)#h(f — k)

= (e#h)(b#(f = k)

= al(e#h)#f)(b#k)

Observe que o presente lema mostra que

7o Ble, @ (H#U)) 07 = al(et H)#U), Vi € 1.

Para o proximo lema consideramos que A é U-localmente finito e fixamos elementos

fi,--,frelUea,ay,---,a, € AcomonoLema 5.6. Com isso teremos:

Lema 5.10 Valem as igualdades
Ly toBla® (1g#ly)) oy = 30 e((a#1m)#1lu) o v o (Ia ® pru(f;)) oy
2. yoa((a#ly)#ly) oyt =30, Bla; ® (Lu#1v)) o (1a @ pru(Sy'(f;)))

Demonstracao.

1.

(Yo Bla® (1a#ly)) o) (b#k) = (v oBla® (La#lv)))(S™ (k1) - btks)
= 7 Hal(ST (k1) - 0)#1u(ly — k2))
= 7 Ha(S™ (k1) - D)#k)
= ka- (a(ST (k1) - b)) #ks
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= (kz-a)(ks - (S (k1) - b))dtka
= D filka)as (ks - (57 (k) - ) ths

= %
Observemos que

filka)a(ks - (S™ (k1) - 0)#ths = a;(fi(ka)ks - (S™" (K1) - b))#hs
= a;j(Lu - (filko)ks - (S7'(R1) - b)) #1u(ly — ka)
= (aj#1m)(fi(ka)ks - (S (k1) - 0)#(Lo — ka))
= a((a;#1u)#10)(fi(ka)ks - (S7' (k1) - D)#ka)

substituindo essa expressao em *, temos
x= > al(a#ln)#1o)(fi(ka)ks - (S7' (k) - b)#ks)
j=1
e com isso, para chegar a expressao desejada € suficiente verificar que

fi(ka)ks - (S™H(k1) - D)#tka = (7' o (L ® pru(f;)) 0 ) (b#k).
Vejamos:

filko)ks - (ST (k1) - D)#tka = (ko = f;) - (S7'(Ka) - b)#ks
= (ks fi)1 (ST (k1) - 0)# (k2 = f))2
= 7S (k) - b (Ko = fy))
v (T4 @ pru (fi))(S7 (k) - b#ks))
T H(Ta @ pau(f;) (v(b#F)))
= (v o(Ia®pru(fy)) o v)(b#k)

como desejado.

2. Nesse item € o tnico lugar no qual usamos a bijetividade da antipoda de U. Vejamos,

(voa((a#lm)#1u) oy ) 0#k) = (voa((a#lu)#1v))(k: - btks)
= Y((a#1p)(k - b#(1u — k2)))
= Y((a#1n)(kr - b#tks))
= (a(ly - (k1 - b))#1uks)
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— o (alky - b))

= ST (k) - (alky - b))#ks

(57 (k) - ) (S (k) - (k- )k
(57 (k) - )5 (ks - D)k

. ifj(sl(ks))aj(sl(kz)kl oy

= ij jle(ka) 1y - D)Fks
= Zf; €(k1)ka))a;(1g - b)#ks

= ij H(ky))a; btk

T

= N (S (k) e = xk

J=1

Por outro lado,

Zﬂ a; ® (La#1v)) o (1a @ pru(Sy' (£7)) (b#k)
= ZB a; @ (1p#10)) (b#pmu (S5 (7)) (k)
= Zﬁ a; @ (La#1o)) (b#(k = S;'(f;)))
= Zﬁ a; ® (Lt 1)) (b#S5 (£7) (k1 )ka)
= Z Bla; @ (Lu# 1)) (b# f3(S7  (k1))k2)
= Za]b#lH — (£S5 M (k1))k2))

—Za]b#fj k1))ke = % x %

vale observar que substituimos a expressdo S;;' (f;)(k1) na quarta igualdade da equagdo

anterior por f;(S™!(k;)). Isso se dé pelo fato de que S;;* = Syt| . onde Syt = (S71)%,

|y
assim

Spt (F) (k) = (ST (fi) (k1) = (f5 0 ST (k1) = f3(S7 (k1)).

Por fim, como *x = % % %, chegamos a expressao requerida.
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Valendo-nos da condicdo RL estamos em condi¢do de exibir as inclusdes 5.2 e 5.3.
Para verificar 5.2 vamos tomar f; € U e sem perda de generalidade considerar pela condigdo
RL que puu(fj) = Amw(h;j#g;) para algum h;#g; € H#U. Observando que para c#t €
A#H qualquer, e considerando que c#t € A;# H para algum ¢ € I, temos

(La @ pru(fi))(ct#t) = c @ pro(fi)(t) = eic ® Ay (h;#g;) (1) = Ble: @ (hy#g;)) (c#t).

Em particular,

(Ia @ pru(f;)(V(c#t)) = Bles ® (hy#tg;)) (v(c#t))

pois pela propria expressdo de v podemos concluir que y(A;#H) C A;#H Vi € I. Com isso,

segue do Lema 5.10 que

(v o Bla® (1g#ly)) o 7)(c#t)
(a((a#lm)#1v) o (v o (La ® pru(fy)) 7)) (c#t)

-

1

.
Il

(a((a;#1m)#1v) o (v o Ble; @ (hy#g;)) 0 7)) (c#t)

T

Lema 5.9 Z(a((aj#1H)#1U) o a(e:#h;)#9;)) (c#t)

= a(((a#10)#10) ((eith;) #g;)) (c#t)

j=1

Z (ajeitthy)#g;) (c#t)

M-

1

<.
Il

zszMM#@Am
:gzmﬁoth-@#mpx%—Aw
ziwm@nm#wmrw
<WS&2%@ma#mmfw

_ Z(aj#hj)(c#(gj — 1))
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T

- Z a((a#th;)#9;) (c#t)

T

=a (Z(%#%)#%) (c#t).

Concluimos que

r

(v ' oBla® (1g#ly)) oy)(c#t) = a <Z(aj#hj)#gj> (c#t), Ve#te A#H

istoé, 7 1o B(A® (1g#1y)) oy C a((A#H)#U). Logo, dado a ® (h#f) € A® (H#U)

com a € A; e sendo [ morfismo de dlgebras, temos

7o fa® () o7 = 770 B((a® (Ludlu))(er ® (hS))) on
= 7_1 o ﬁ(a X (lH#lU)) o B(ei ® (h#f)) oy
= 7 ' opla® (Ig#ly)) oy " o Ble; ® (h#f)) oy

€ a((A#H)#U) € a((A#H)#U)

e portanto, como « € morfismo de dlgebra

v o Bla® (h#tf)) oy € a((A#H)#U), Va® (h#f) € A® (H#U)

o que finalmente verifica a inclusao 5.2.
Analogamente podemos verificar a inclus@o 5.3 mostrando primeiramente que
voa((A#ly)#1y) oy ! C B(A® (H#U)). Com efeito, dados a,b € A e k € H quaisquer,

e assumindo que b € A; para algum ¢ € [, temos do Lema 5.10 que

(v o al(a#tln)#ly) o 7*1)(6#@
= ZB a; @ (Lu#10)))((Ia © pru(Sg' (f7))) (b#k))

= 2/3 a; ® (La#t1))(b @ pru (ST (f) (k) = *.

Novamente, da condi¢io R L podemos assumir sem perda de generalidade que pg 1 (S; ' (f;)) =

Amu(hj#g;) para algum h;#g; € A#H. Segue disso que

* = Zﬁ a; ® (Lu#ly))(ed @ Agu(hj#g;)(k))
= Zﬂ (a; ® (La#1u))((e:) (D) #Am v (hi#g;) (k)

- Zﬁ (a; ® (La#10))(B(e: © (h;#g;)) (b#k))
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T

— Z(ﬁ(aj ® (1g#1y)) o Ble; ® (hj#g;))) (b#k)

J=1
T

= Zﬁ(%ei @ (hi#g;)) (b#k) = (ajeq)b#h;(g; — k)

=1
r be A, r

= > aj(eb)#hi(g; — k) "= abithi(g; — k)
j=1 j=1

r

= i Bla; @ (hy#g;))(b#k) = B <Z a; @ (’%’#%‘)) (b#F)

J=1

de onde segue que v o a((a#ly)#1ly) oy = 3 (Z;Zl a; ® (hj#gj)>. Por fim, para um
elemento (a#h)#f € (A#H)#U qualquer, podemos assumir que a € A; para algum i € [ e

com 1SS0

voa((a#h)#f) oyt = voal((a#ly)#lu)((e#h)#f)) oy
= voa((a#ly)#1y) o a((e;#h)#f) oy
= oell@tln)#l) on oy o alleth)#f) o)

-~ ~

€ B(AQ(H#U)) € B(AQ(H#U))

sendo 3 um morfismo de dlgebras temos v o a((a#h)#f) oy ! € B(A ® (H#U)) como

queriamos.

5.1.1 A demonstracao do Teorema

Com as inclusdes 5.2 e 5.3 podemos concluir que

7o BA® (H#U)) oy = a((A#H)#U).

De fato,
voa((A#H)#U) oy ' C B(A® (H#U))
— 7y loyoa((A#H)#U) oy oy Sy o (A (H#U)) oy
= a((A#H)#U) Cv o B(A® (H#U)) oy C a((A#H)#U)
— o (A (H#U)) oy = a((A#H)#U).
Definamos

0: BA® (H#U)) — a((A#H)#U)
f — v lofony
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Obviamente § € morfismo de dlgebras e € bijetivo com inversa = !(g) = yogoy~L

Sao
portanto isomorfos como dlgebras S(AR(H#U)) e a((A#H)#U). Como « e /3 sdo morfismos

injetivos de dlgebras concluimos que
A® (H#U) ~ B(A® (H#U)) ~ a((A#H)#U) ~ (A#tH)#U

como dalgebras.

5.2 A Dualidade em um contexto topologico

Veremos nesta se¢cdo como reinterpretar o Teorema de Dualidade da secdo anterior
dentro de um contexto topoldgico, para tanto, vamos nos valer do conceito de topologia finita
encontrada em [11].

Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e YX o conjunto de todas as funcdes de X para Y.
Podemos considerar Y como o produto cartesiano da familia de conjuntos Y, = Y, isto &,

y¥=]]v==]]v
zeX reX

A topologia finita de Y* é obtida tomando o espaco produto em [[,cx Y ondecada,
€ visto como espaco topoldgico discreto. Uma base para o conjunto de abertos nesta topologia

€ dada pelos conjuntos

5f:{9€YX|9(3?i):f($i)comi:1a"' , M}

onde {z; | i = 1,--- ,n} é um conjunto finito de elementos de X e f é um elemento fixado de
YX. Portanto, cada aberto em Y trata-se de uma unifio de conjuntos deste tipo. O conjunto
B¢ é na verdade uma vizinhanga para f € Y. Se considerarmos X e Y K-espagos vetoriais,
podemos tomar sobre o espago vetorial Homg (X,Y) C Y a topologia induzida da topologia
finita de YX. Esta topologia sobre Hom (X, Y") é também dita topologia finita.

A proxima definicdo e teorema sdo extraidos de [5], de onde se pode obter mais
informacdes. Aqui simplesmente os enunciaremos € 0s usaremos com o simples propdsito
de reinterpretar o Teorema de Dualidade, bem como de verificar sua generalizagao e analogia
com o caso cldssico apresentada no capitulo 2, em que trabalhamos com uma algebra unitaria e

uma algebra de Hopf de dimensao finita.

Definicao 5.11 Uma dlgebra B é dita residualmente de dimensdo finita sobre K se existir uma

familia {m,} de K-representagoes de dimensdo finita de B tal que ), Ker m, = 0.
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Teorema 5.12 Sejam H uma dlgebra de Hopf residualmente de dimensdo finita com antipoda
bijetiva S e U uma subdlgebra de Hopf densa em H°. Entdo iy (H#U) é densa no anel de

endomorfismos K -lineares de H.

Observemos que a definicdo e teorema expostos sdo feitas basicamente sobre uma
algebra de Hopf H ou derivados desta, sem envolver uma outra dlgebra A com ou sem uni-
dades. Vamos entdo buscar juntar esse ultimo teorema com o resultado da Dualidade obtida
anteriormente.

Provamos antes que (A# H)#U ~ A®(H#U ) usando morfismos injetivos de dlgebras

a e 3. Na demonstracio de tal isomorfismo passamos pelo isomorfismo
(A#H)#U ~ B(A® (H#U))
onde
(A#H)#U ~ B(A® (H#U)) = (1@ Agy)(A® (H#U)) = l(A) @ Agu(H#U) = x

com!/: A — Endg(A) sendo a representacdo regular, que € morfismo de dlgebras e € injetivo.
Com efeito, ja vimos que [ é morfismo de dlgebras e quanto a sua injetividade basta tomarmos

a € Ker/ e verificar que a = 0, isso segue do fato que
l(a)(b) =0Ybe A <= ab=0Vb e A.

Em particular, se a € A; para algum ¢ € I, temos que a = ae; = l(a)(e;) = 0. Temos entdo

que A ~ [(A) como élgebras e com isso
Sendo assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.13 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf residualmente de dimensdo finita com antipoda
bijetiva S, U uma subdlgebra de Hopf densa em H° com antipoda bijetiva e A um H-mddulo
dlgebra a esquerda com unidades locais U-localmente finito. Assumamos que U satisfaz a

condi¢do RL com respeito a H. Entdo,
(A#H)#U ~ A® Ay (H#U)

onde g 7 (H#U) é uma subdlgebra densa em Endy (H).
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Vale relembrar que no teorema classico da Dualidade de Blattner-Montgomery para
Hopf com n = dimyx H < oo, A uma algebra unitaria e A#,H um produto cruzado com o

invertivel por convolucao, tinhamos
(A#,H)#H* ~ A® Endg(H).

Para o trivial, que em particular é invertivel por convolugdo, tal expressao é andloga ao enun-
ciado no ultimo teorema, a menos que devido a infinitude da dimensdo de H, Ay y(H#U)
¢ uma subdlgebra densa em Endy (H) e ndo necessariamente todo Endy (H). Entretanto, se
n = dimyxg H < oo no dltimo teorema e considerarmos U = H° = H*, temos a devida
igualdade entre ambas expressdes como mostrard o segundo item do préximo resultado. Tal

resultado pode ser encontrado em [5] no Corolério 2.3.

Proposicao 5.14 Sdo vdlidos:

1. Se H é uma K-dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva e U uma subdlgebra de Hopf de
H°, entdo Ay : H#U — Endg(H) é injetivo;

2. Se H é uma K-dlgebra de Hopf de dimensao finita n, entdo
A+ H#H" — Endg(H)
é bijetivo e H#H* ~ Endy (H).
Demonstracao.

1. Consideremos a ac@o trivial de H sobre K, isto é, h - k := e(h)k. Com essa agdo K

torna-se um //-modulo dlgebra. Temos nessas condi¢des um isomorfismo de algebras

n: K#H — H
k#h +—— kh
Com efeito, ja sabemos que K ® H = K ®y H € isomorfo como K-espago vetorial a

H mediante identificacdo £ ® h = kh, resta verificar que n € um morfismo de dlgebras.

Vejamos:
n((k#h) (r#£t)) = n(k(hy - r)#hat) = n(ke(hy)r#hat)
= kﬁ(hl)rhgt = k?”(E(hl)hg)t = krht
= (kh)(rt) = n(k#h)n(r#t).
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Tomemos

f:K® (H#U) — Endg(K#H)
como antes, ou seja,
Bk @ (h#f))(r#t) = kr#h(f —1t), VEkre K,hteHe feU

que € injetivo como vimos anteriormente. Agora, para qualquer ¢ € H temos

Aau(h# f)(t) == h(f = 1) = n(lx#h(f —1))
= 1(B(1x @ (h#[))(1x#t))
= 0(B(lx @ (h#tf)n (1))
= (noB(lk @ (h#tf)) on™')(2).

Portanto,
Ao (h#f) =mno B(lx @ (h#tf)) on™

e, com isso, decorrente da injetividade de 7 e (3, segue a injetividade de Ay .

2. Comon = dimg H < oo temos que a antipoda de H € bijetiva. Tomando U = H° = H*

temos pelo item anterior que Ay g+ € injetivo. Ademais,
dimp (H#H*) = dimg (H) dimg (H*) = n* = dimg (Endg (H)).

Sendo assim, Ay, - € também sobrejetivo e, portanto, um isomorfismo de dlgebras.
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Algebra de multiplicadores

Neste capitulo iremos estudar a dlgebra de multiplicadores M (A) de uma édlgebra A.
Sendo A arbitraria, M (A) serd uma algebra unitdria, indiferente se A € ou nio dessa forma. E
ainda, se o produto de A satisfizer certa propriedade, teremos como consequéncia que M (A)
sera extensdo de A. Além disso, tal extensdo serd maximal dentre as extensdes que contém A
como ideal essencial, ou seja, qualquer outra extensao deste tipo resulta em uma subalgebra de
M(A). Veremos que se a dlgebra original A for um H-mddulo dlgebra com unidades locais,
entdo a dlgebra de multiplicadores associada serd um H-modulo dlgebra com acao induzida de
H sobre A. Nesse contexto, referente ao produto smash abordada no Exemplo 1.3 no capitulo
1 e presente nos demais através dos Teoremas de Dualidade, o produto smash ira se relacionar
com a algebra de multiplicadores no sentido de que poderemos formar as dlgebras M (A#H) e
M (A)#H. Para cada subdlgebra unitaria A; C A induzida do sistema de unidades locais u =
{e;|i € I} de A, teremos um isomorfismo entre M (A;#H) e M(A;)#H. Tais isormofismos
indicardo um modo de como definir um morfismo injetivo de M (A)#H em M(A#H). A
verificagdo de que M (A)#H é uma subdlgebra de M (A# H ), bem como a anélise de quando
haverd um isomorfismo entre ambas as dlgebras serdo os objetivos principais deste capitulo.

Nesta primeira se¢do deste capitulo faremos consideragdes a respeito da dlgebra de
multiplicadores de uma /K -algebra arbitraria, e posteriormente em outra se¢do, estudaremos

tais conceitos para um H-modulo dlgebra a esquerda com unidades locais.

6.1 Multiplicadores de uma algebra

As principais referéncias em que se baseia esta se¢do sao [10] e [12].

Definicao 6.1 Seja A uma K-dlgebra. Um multiplicador a esquerda de A é um morfismo
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p1 € Endg (A) que satisfaz
p1(ab) = p1(a)b, Va,be A.

Um multiplicador a direita de A é um morfismo py € End g (A) que satisfaz
pa2(ab) = aps(b), Va,be A.

Um multiplicador de A é um par (p1, p2) tal que py é um multiplicador a esquerda de A, py é

um multiplicador a direita de A e vale a condicdo de compatibilidade
ap1(b) = pa(a)b, Va,be A.

Notacgao 6.2 Denotaremos por L(A) o conjunto de multiplicadores a esquerda de A, R(A) o

conjunto de multiplicadores a direita de A e por M (A) o conjunto de multiplicadores de A.

Os conjuntos L(A), R(A) e M(A) possuem estrutura de K -espago vetorial, os dois
primeiros com estrutura induzida de Endy (A) e M(A) com estrutura dada coordenada a coor-
denada e induzida de L(A) e R(A). Ademais, com a composi¢ao de fungdes, L(A), R(A) e
M (A) tornam-se K -dlgebras, porém, no caso de M (A) a multiplicagdo deve ter a composi¢ao

invertida na segunda coordenada, isto é, para (p1, p2), (61,02) € M(A)

(/)1,/?2) : (91,92) = (pl 00,0, 0/72)-

Isso € necessario para que tenhamos a condi¢@o de compatibilidade. De fato, dados a,b € A,

a((p1 0 01)(b)) = ap1(01(b)) = pa(a)bs(b).

Observe que na segunda igualdade acima usamos a compatibilidade de (p;, p2) € M(A). De
maneira andloga, tendo em vista que (6, 6,) € M (A) e usando a compatibilidade deste, tere-

((62 0 p2)(a))b = O2(pa(a))b = pa(a)b: (b)

logo, (p1 0 61,02 0 p3) € M(A). Vale observar que mesmo A sendo uma dlgebra qualquer, em

particular, podendo ser dlgebra sem unidade, M (A) é dlgebra unitdria com 1574y = (L4, 14).

Definicao 6.3 O produto em uma K-dlgebra A é ndo degenerado se ab = 0, Va € A, entdo

b=0eseab=0,Vb e A, entdo a = 0.

Proposi¢cao 6.4 Seja o produto em A ndo degenerado e (p1, p2) € M(A). Entdo (py, p2) estd

unicamente determinado no sentido que p, define p, e p, define p;.
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Demonstracdo. Suponhamos que existam (p1, p2), (0}, p2) € M(A). Entdo da condi¢do da

compatibilidade para esses pares temos que
ap1(b) = pa(a)b = api(b) Va,be A
logo
api(b) —api(b) =0 Va,be A < a(pi(b) — pi(b)) =0 Va,be A

Como o produto em A é ndo degenerado devemos ter
pr(b) = pi(b) =0 VbEA <= pi(b) =py(b) VbEA

Com isso p; = p). De modo anédlogo podemos verificar que se (p1, p2), (p1, ph) € M(A) entdo

/

P2 = Pa- o

Observacao 6.5 Segundo a proposi¢ao anterior, dado um par (¢1, ¢2) € M(A), se ¢; = 0 entdo
¢2 = 0. De fato, se (0,¢2) € M(A), como (0,0) € M(A), entdo ¢ = 0. De modo andlogo,

verifica-se que, se ¢o = 0 entdo ¢; = 0.

Proposicao 6.6 Se o produto em A é ndo degenerado, entdo existem morfismos injetivos de
dlgebrasl: A — L(A), i : A — M(A) e um antimorfismo injetivo de dlgebras
r:A— R(A).

Demonstracgao. Fixado a € A, temos que o morfismo

l,: A — A

b — ab

¢ K-linear por se tratar da multiplicac@o a esquerda por a, e ainda [, € L(A), pois
la(bc) = a(be) = (ab)e = l,(b)c, Vb,ce A

Analogamente,
re: A — A
b — ba

¢ K-linear por se tratar da multiplica¢@o a direita por a, e 7, € R(A) ja que

rq(be) = (bc)a = b(ca) = bry(c), Vb,ce€ A
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Além do mais, o par (l,,7,) € M(A). De fato,
bla(c) = b(ac) = (ba)c = 14(b)c, Vb,c€ A

Temos entao
l: A — L(A)

a — I,

que é uma funcdo K-linear, ja que dados a,b € Aek € K
l(a+ kb)(c) = (a+ kb)c = ac+ k(be) = l(a)(c) + kl(b)(c) = (I(a) + kl(b))(c), Vce A
€ também morfismo de algebras, pois para a,b € A
(I(a) o l(D))(c) = U(a)(l(b)(c)) = a(bc) = (ab)c = l(ab)(c), Vce A
e ¢ injetivo devido o produto em A ser ndo degenerado. De fato, sendo a € Ker(/),
[(a)(b) =0,Vbe A <= ab=0,Vbe A= a=0

De modo anélogo, verifica-se que

r: A — R(A)

a +— Tg

€ K-linear e injetivo. Porém, trata-se de um antimorfismo de algebras ja que dados a,b € A
(r(a) or(b))(c) = (cb)a = ¢(ba) = r(ba)(c), VYece A

Por fim,
i: A — M(A)
a > (lg,7q)
¢ K-linear e injetivo ja que suas fun¢des coordenadas o sdo, e ainda, € morfismo de dlgebras.

De fato, dados a,b € A
i(a)-i(b) = (lg,7a) (lp,rp) = (lgoly, rpory) = (I(a)ol(b),r(b)or(a)) = (I(ab),r(ab)) = i(ab)
O
No caso de A possuir unidade, automaticamente o produto em A é nido degenerado,

pois, se ab = 0 Va € A, em particular b = 1,40 = 0. Analogamente, se ab = 0 Vb € A, em

particular ¢ = al4 = 0. Ademais, nessas condi¢des temos o seguinte resultado:
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Proposicao 6.7 Se existe 14 € A, os morfismos |, e i da proposicdo anterior sdo bijetores.

Assim L(A) ~ M(A) ~ A~ R(A).
Demonstracio. E suficiente verificar que [, e i sdo sobrejetores. Dado f € L(A),

fla) = f(laa) = f(la)a = l;a,)(a), Yac A

logo, f = lsu1,) e com isso [ € sobrejetor e consequentemente um isomorfismo de dlgebras.

Analogamente, dado g € R(A)

g(a) = glala) = ag(La) = ryu(a), Vae A

logo g = r4(1,) € comisso r € sobrejetor e consequentemente um anti-isomorfismo de dlgebras.

Por fim, dado (f,g) € M(A)
(f,9) = (L) o) = .
Como (f,g) € M(A),vale 14f(14) = g(1a)la,istoé, f(14) = g(1a). Logo,

*x = (L), rra) = i(f(1a))

0 que mostra que ¢ € sobrejetor, e entdo um isomorfismo de algebras. O

Consideremos agora a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 6.8 Um ideal D de um anel R é dito essencial se para qualquer outro ideal () # {0}
de R tivermos Q N D # {0}.

No caso em que o produto de A € ndo degenerado, temos que A é um ideal essencial

de M (A) no seguinte sentido:

Lema 6.9 Se o produto em A é ndo degenerado, ao considerar o morfismo injetivo

i: A— M(A), temos que a dlgebra i(A) ~ A é um ideal essencial de M (A).

Demonstracao. Primeiramente vejamos que i(A) ¢ um ideal de M (A). Para tanto, tomemos
i(a) = (lg,7q) € i(A) e (f,g) € M(A) arbitrarios. Assim, (f,g) - (lo,70) = (fols,ra09)e

disso

(f 0 la)(b) = f(la(b)) = f(ab) = f(a)b = lsa(b)
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e por outro lado,

(ra 0 9)(0) = ra(g(®)) = g(®)a "L WV b (a) = vy (0)

paracada b € A. Segue que (f,9) - (la;7a) = (f 0 la;7a © 9) = (I5(a), Tf(a)) € i(A), € comisso
M(A) -i(A) Ci(A). Analogamente verifica-se que i(A) - M (A) C i(A). Portanto i(A) € um
ideal de M (A). Para verificar que é essencial, consideramos um ideal ) # {0} de M (A). Como
Q) # {0}, tomamos 0 # (q1,¢2) € @, em particular segue da Observacdo 6.5 que ¢; # 0, dessa
forma existe a € A tal que ¢;(a) # 0. Sendo assim, do produto (g1, 2) - (la;7a) = (lg1(a)s Tg1(a))

temos que [, (o) # 0. De fato, se I, (o) = 0 entdo
lg)(b) =0Vb € B <= qi(a)b=0Vbe B

0 que implicaria devido ao produto em A ser ndo degenerado que ¢;(a) = 0, o que é absurdo.

Portanto (lg, (a), 74,(a)) 7 0 € consequentemente @ Ni(A) # {0}. O

Para encerrar esta secao vejamos o resultado que diz que dentre todas as extensdes de

A que o tem como ideal essencial, a extensdo i : A — M (A) é a maximal.

Teorema 6.10 Considere que o produto em A é ndo degenerado. Se q4 : A — B é um mor-
fismo injetivo de dlgebras tal que q4(A) é um ideal essencial de B, entdo existe um morfismo

injetivo de dlgebras qp : B — M (A) tal que qp © qa = i.

Demonstracao. Sendo ¢4 um morfismo injetivo, podemos para efeitos praticos considerar este
como sendo a inclusdo. Desse modo A é ideal essencial de B, e disso fica bem definido o

morfismo
gg: B — M(A)

b — (lb, Tb)
pois dado a € A: ly(a) = ba € BA C Aery(a) = ab € AB C A. Pela expressio de ¢p ¢ facil

verificar que ¢z € morfismo de dlgebras bem como torna o seguinte diagrama comutativo:

A——B
g
M(A)
Por fim afirmamos que ¢ € injetivo. De fato, se supusermos que Ker gg # {0}, segue do fato
de Ker gp ser um ideal de B que Ker gg N A # {0}, pois A é um ideal essencial de B. Tomando
0 # x € Ker gg N A temos de acordo com a comutatividade do diagrama que

gp(z) =0 L2 i(z) =0
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e como ¢ € injetor entdo = = 0, o que € absurdo. Desse modo ¢z € injetivo como queriamos. O

6.2 Algebra de multiplicadores e produto smash

Nesta secdo vamos considerar A um H-moddulo dlgebra a esquerda com unidades lo-
cais, sendo H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva S. Sendo em particular A uma
K-édlgebra com sistema de unidades locais u = {e; |i € I}, temos que o produto em A é ndo
degenerado. Com efeito, se ab = 0Va € A, entdo supondo que b € A; teremos b = ¢e;b = 0.
Analogamente, se a € A; e tivermos ab = 0 Vb € A, entdo em particular a = ae; = 0. Se-
gue do que vimos na secao anterior que dentre outros, temos um morfismo injetivo de algebras
i A — M(A). Como A nao necessariamente tem unidade, ndo podemos garantir que
i seja isomorfismo, porém, para as subdlgebras unitdrias A; C A teremos sim isomorfismo
i; + Aj — M(A;) Vj € I, onde nesse caso, para (f,g) € M(A;) qualquer, vale a rela¢ao:
i (f(e)) = (f.9)-

6.2.1 A estrutura de H-moédulo algebra nos multiplicadores

Definimos a seguinte acdo de H em M (A): dados h € He (f,g) € M(A)

onde
(h-f)(a) =hy- f(S(hy)-a) e (h-g)(a)=hy-g(S"'(h)-a), Vac A.

Vejamos que a acdo estd bem definida, isto é, que i - (f,g) = (h- f,h - g) € M(A). Primeiro
vejamos que h - f € L(A). Para isso tomemos a,b € A, assim
(h-f)(ab) = hy- f(S(h2) - (ab)) = hy - f((S(h3) - a)(S(h2) - b))
hi - [f(S(h3) - a)(S(he) - 0)] = [ha - f(S(ha) - @)][h2 - (S(h3) - )]
— [ F(Shs) - @))lelha) i - B] = [(hae(ha)) - F(S(h) - @)]b
= [h - f(S(h2) - a)]b=[(h- f)(a)]b.

Agora vejamos que h - g € R(A). Tomando-se, entdo, a,b € A

(h-g)(ab) = ha-g(S7 () - (ab)) = hs - [g((S™"(h2) - a)(S™" (ha) - D))]



Capitulo seis 85

gER(A)

hy - [(S7'(h2) - a)g(S™" (In) - b)]

= |ha- (S (ha) - @)][ha - (ST (M) - b))

= [e(ha)lp - allhz - g(S7' (M) - b)] = ale(ha)hs - g(ST (M) - b)]
= alhy-g(S7 (M) b)] = a[(h- g)(b)].

Por fim, vejamos a condi¢do de compatibilidade que garantird (h - f,h - g) € M(A). Dados

a,b € A temos que

a((h- f)(0)) = a(hy - f(S(h2) - b)) e ((h-g)(a)b= (ha-g(ST'(h1)-a))b.  (6.1)

Assumamos que a € Ay, b € A, f(S(hy)-b) € Ay e g(S7'(hy) - a) € A, para indices 7, s, k e

t € 1. Tomemos m € [ tal que m > r, s, k,t. Assim podemos reescrever 6.1 como

a((h- f)®) TEEREY G hy - en(£(S () - 0] T ET alhy - (g(em)(S(hs) - b))
- al(hy - g(em)) (ha - (S(hs) - b))] = al(hr - glem))(e(ha) 1y - b))
- al(hre(hs) - glem))t] = alh - glen))b 6.2)

(ha - g(S71(hy) - a))b * 5 LN (G (g(S7 () - a)enm))b

(ha - ((S7H(h1) - @) f(em)))b = [h2 - (ST (M) - @)][hs - f(em)]D
= [e(h)1lm - dl[he - fen)]b = ale(hi)hs - f(en)]
a(h - fem))b. (6.3)

Como (f,g) € M(A) temos que e,,f(en) = g(em)em, e decorrente disso h - (e, f(en)) =
h - (g(em)en). Sendo que

he(emflem)) = (hi-em)(ha- f(em))
= (e(h)em)(hy - f(em))
= em(e(h)hs - flem))
= em(h- f(em))

h-(glem)em) = (ha-glem))(hs - em)
= (h1-g(em))(e(ha)em)
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= (hie(hy) - glem))em

= (h-g(em))em.

Entdo, e,,(h - f(en)) = (h- g(em))en. Com essa condigio, temos a partir de 6.2 € 6.3 que

beACAm
— a(

a((h- f)®) = a(h-glem))b b glem))(emb)
= al(h- glem))enlb = alewn(h - f(en)))b
= (aen)(h+ flem)d "= a(h - fen))b
= ((h-g)(@)b

e portanto h - (f, g) € M(A).
Nosso préximo passo € verificar que com essa agdo M (A) torna-se um H-moddulo
algebra a esquerda. Para tanto vejamos primeiro que L(A) tem estrutura de H-médulo a es-

querda. Temos que Vf, f' € L(A),h,l € Hea € A,
(Ly - f)(a) =1p - f(S(u) -a) =1y - f(1y - a) = f(a),

logoly - f=F;

hy - ((f + [)(S(hg) - a)) = by - [f(S(h2) - a) + f'(S(hg) - a)]
hy - f(S(hs) - a) + hy - f/(S(he) - a) = (h- f)(a) + (k- f')(a)
= (h-f+h-[f)a),

(h- (f + f))(a)

logoh-(f+f)=nh-f+h-f. Paraa proxima propriedade lembramos que A é K -linear,
disso

Ah+1)=AM)+A(l)=h @hs + 1 @y

€ assim,

(h+0)-Nla) = (h+Dr- f(S(h+1)2)-a) = hy- f(S(h2) -a) + 11 - f(S(l2) - a)
= (h-Na)+ (- flla) = (h-f+1-f)a),

logo (h+1)-f=h-f+1-f.Porfim,
[(Al) - fl(a) = (hl)1- f(S((hD)2) - a) = (Mulr) - f((S(l2)S(h2)) - a)

= ha- (- f(S(2) - (S(h2) - a))) = ha - (- f)(S(he) - a))
= (h-(I-f))(a)
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de onde segue que (hl) - f =h-(I- f).
Vejamos agora que R(A) é igualmente um H-mddulo a esquerda com a agdo definida

anteriormente. Tomando-se g, ¢’ € R(A), h,l € H e a € A arbitrarios, teremos que
(1 - g)(a) = 1 - g(S™ (1) - a) = 1g - g(1u - a) = g(a),
logo 1g - g =y;

(h-(g+9)a) = ha-((g+¢)S (M) a)) =hy-[g(S " (h1) - a) + ¢ (S (M) - a)]
= hy-g(S7' (1) a)+ha-g' (ST (h1) - a) = (h-g)(a) + (h- ¢')(a)

= (h-g+h-g)(a),
logo h- (g +¢') =h-g+h-g. Novamente do fato de A ser K-linear teremos
(h+D-g)a) = (h+D)2 g(ST((h+1)1)-a) =hy-g(S () a)+ 1 g(S™ (L) - a)
= (h-g)a)+(I-g)(a) = (h-g+1-g)(a),
logo (h+1)-g=h-g+1-g. Porfim,

[(h) - gl(a) = (hl)2-g(STH((hD1) - @) = (hal2) - g((S™' (1) S (M) - @)
= hy (- g(S7 (1) - (57 (M) - @) = ha((L- 9)(S™" (ha) - a))
= (h-(l-9))(a)

de onde segue que (hl)-g="h-(l-g).

Sendo L(A) e R(A) H-médulos a esquerda e a agdo de H em M (A) induzida de
R(A) e L(A) coordenada a coordenada, entdo M (A) torna-se H-moédulo a esquerda. Também
sabemos que M (A) é édlgebra unitdria, nos resta entdo verificar mais duas propriedades para

concluir que M(A) € um H-mddulo algebra a esquerda, a saber:
h-[(p1: p2) - (01,02)] = [ha - (p1, p2)] - [ha - (01, 02)] (6.4)
para cada (py, p2), (61,02) € M(A),h € H,e
helyoay = e(h)lyay isto &, h- (I, L) = e(h)(Ia, In) (6.5)

para cada h € H. Quanto a igualdade 6.4, vale observar que ao desenvolver ambas expressodes

na acdo de H e no produto em M (A), ela equivale a

(h-(p1ob1),h-(020p2)) = ((h1-p1)o (ha-01),(ha-02) 0 (hy-p2))
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e isso segue de
((hy-pr) o (hy-00))(a) = (hy-p1)(hy-01(S(hs) - a))

= hy-p1(S(h2) - (hs - 01(S(ha) - @)))
= hy-p1((S(ho)hs) - 61(S(ha) - a))
= hy - pi(e(h2)01(S(hs) - a))
= hie(hg) - pr(61(S(hs) - a))
= hi-p1(01(S(h2) - a))

= (h-(p1o61))(a)

e de,
((hz - 62) 0 (hy-p2))(a) = (h3-02)(h2- pa(ST" (1) - a))

= Dy 0o(S7H(hy) - (ha - pa(ST (M) - a)))
= Dy 05((S™ (ha)h2) - p2(S7' (M) - @)
= hy - Oa(e(ha)p2(S™ (1) - a))
= e(ha)hs - O>(p2(S™" (1) - a))
= Dy Oa(pa(S™ (M) - @)
= (h-(020p2))(a)

Va € A. J46.5 segue de

h-Is(a)=hy-1a(S(ha)-a)=hy-(S(h2)-a)=(h1S(hs))-a=c¢€(h)a=¢e(h)ls(a)

heLa(a) = hy - La(S7 (R - @) = ha - (S™H(h) - a) = (haS™ (R)) - a = e(h)I4(a)

Va € A. O que conclui que M (A) é H-mdbdulo dlgebra a esquerda. Podemos assim formar o

produto smash M (A)# H. Antes de finalizar esta subsec¢do, observemos que das condi¢des
h'(p1001>:<h1'p1)0(h2'01) € hIAZE(h)[A

para p;,0; € L(A) e h € H o H-médulo a esquerda L(A) torna-se um H-médulo algebra,
porém, o mesmo ndo pode ser afirmado para R(A) devido ao fato dos indices tomarem a ordem

contraria em
h-(0g 0 pa) = (hy - 02) 0 (h1 - p2) (6.6)

para py,02 € R(A)eh € H.
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6.2.2 Ainclusdode M (A)#H em M (A#H)

Para cada indice j € I temos as subalgebras unitdrias A; e A;#H, e consequentemente

temos definido o isomorfismo K -linear
i; '®ln i
¢j = M(Aj)#H ——— Aj##H ———— M(A;#H)

Observacio 6.11 E possivel verificar que o isomorfismo acima é também isomorfismo de
dlgebras. Isso segue do fato que 7 € isomorfismo de dlgebras, jd que A;# H ¢é dlgebra unitdria,
bem como z'j’l ® 1. Quanto esse segundo, segue do fato que ij’l ¢ isomorfismo de algebras ja

que A; € dlgebra unitdria e é também morfismo de /-mddulos a esquerda.

Dado (f, g)#h € M(A;)#H temos

O;((f,9)#h) = lio (i @ In)|((f, 9)#h) = i(f(e;)#h) = (L) mn: Tfe,) )

onde dado um elemento a#k € A;#H

Liepyunladtk) = (f(e;)#h)(adtk) = f(e;)(h1 - a)#thaok
= f(ej(h1 - a))#hok = f(h1 - a)#hok.

Vale observar que na terceira igualdade acima usamos o fato de que f € L(A;) eque hy-a € A;.

Também temos que

Tienn(a#k) = (a#k)(f(e;)#h) = a(ks - f(e;))#k2h
= a(ky - f(e(ka)ey))#ksh = a(ky - f(e(S(k2))e;))#ksh
= a(ky - f(S(k2) - €j))#ksh = a((k1 - f)(e;))#k2h
= (ki g)(a)ej#hah = (k1 - g)(a)#k2h

onde na pendltima igualdade acima usamos a compatibilidade de k; - (f,g) = (k1 - f, k1 - g) €

M (A;). Devido expressdo de tais equagdes nos € sugerido pensar em um morfismo da forma
¢: MAH#H — M(A#H)

(fr@)#h  — o(r.o#h) To (1.0 #h))

onde

Lo((r.gynm (a#tk) = f(ha - a)Fthak € T4((pgpn) (aFtk) = (ki - g)(a)#tkah

V(f,g)#h € M(A)#H e Va#k € A#H, ja que ambas expressdes fazem sentido nesse con-

texto mais geral. Vejamos entio que de fato

o((f, 9)#h) = (lﬁb((f:g)#h)vr¢((f,g)#h)) € M(A#H)
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0 que mostra que ¢ como ilustrado hd pouco é uma funcdo bem definida. Logo apds, verifica-
remos que ¢ € um morfismo injetivo de dlgebras, encerrando assim essa subsecao.
Vejamos que ly((f.g)#n) € L(A#H). Para tanto vamos considerar a#k, c#l € A#H

e mostrar através do desenvolvimento das expressoes

Lo((r.gypm) ((a#ER) (c#ED)) e [lg((r.g)nn) (a#ER)](c#l)

que ambas coincidem. A saber,

lo(r.oyum ((a#R) (cAH)) = lo((rgrmen (a(ky - ) #kal)
= f(ha-(a(ky - c)))#ho(ksl)
= f((ha-a)(he - (k1 - c)))#ths(kal)
D Flh - a)(he - (k- 0)#hs (kal)

e por outro lado

Lo ((r,9)m) (a#EK)] (cH-L)

(f (h1 - @)#hak)(c#£D)

= [(h1-a)((hak)r - c)#(hak)sl
= f(h1-a)((hoky) - ) #(hsk2)l
= f(hy-a)(hy- (k1 -c)#(hsk)l.

De modo andlogo temos que 74((,)%n) € R(A#H ), pois

(@) ro(raypm () = (agtk)(( - 9)(c)#lah)
= a(ky - ((l - 9)(¢)))#ka(l2h)
= alkr- (I~ g(S7 (1) - 0)))#ka(lsh)
= a((kilz) - g(S™ (1) - ©))##ka(I3h)

e por outro lado

To((£.9)#m) ((0FR) (¢H#1)) = ro((rgyn) (alky - )7kl

= ((k2d)1 - g)(a(ky - ¢))#(kal)2h

= (kal)a - g(S™H((kal)1) - (a(kr - ©)))#(kal)sh
(kal)s - g((S™H((Ra)2) - a) (ST ((kal)1) - (k1 - €)))# (kal)ah
" (kal)s - [(S7H((kal)2) - @)g(S™H (kD)) - (ki - ) J#(kal)ah
[

(kal)s - (S7H((kal)2) - @)][(kal)s - (ST ((kal)1) - (K1 - €))]#(kal)sh
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Agora tratemos de verificar a compatibilidade do par (Is((f.9)#h), T6((f.g)#h))- Temos

(cH#DLo((£.9)m) (aFER) =

e finalmente

(To((r.9)#m) (cHEL)) (aFk)

(c# D) (f(ha - a)#hok) = c(ly - f(hy - a))#la(hak)

((y - g)(e)#tlah) (atk)

(- 9)(©)((lh)1 - @) (lah)2k

(b - H)((Lah)y - a))#(loh)k
( )
( )

hl'(fvg

~

€ M(A)

I+ f(S(l2) - ((sh)r - a)))# (13
- f(S(l2) - ((Usha) - a)))#(laho)k

(

(- £( h)ak
(- f(

(L - F(((S(2)ls)hn) - ) (Laho)k
(b~ /o

(- f(

(h - f(h

I
o

I
o

I
o

I~ fel2)hy - a))#(Isha)k
ll : f hl CL)) ( (l2)l3h2)k
L f

I
o

|
o

- )7t (l2h2)k

== C

91

logo, (lo((f.g)#h)s To((f.9)#h)) € M(A#H) como querfamos. Quanto a injetividade de ¢, verifi-

quemos isto a partir de Ker ¢. Seja entdo ) ;(f, g;)#h; € Ker¢ com {h; | j € J} sendo

um subconjunto L./. em H, disso segue que

0= lo(, e, (f.9:)#hs)

logo

> fileq)#h, —ng

jeJ

(ei#lu) = ij(hj,l ce;)#hioly Yiel
J

]1 ez #hJZ_ZfJ 73,1 " ez)#h]21H—O

(6.7)
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e tomando {h; |t € J} C H* tal que h;(h;) = ¢, ao aplicar [4 ® h} em ambos os lados da
equacao 6.7, teremos que fi;(e;) = 0Vt € J,i € I. Assim f, = 0Vt € J, poisdadoa € A

arbitrario, podemos supor que a = e;a para algum ¢ € [ e disso

ft(a) = ft(eia) = ft(ei)a = 0a =0.

Consequentemente, g, = 0, Vt € J, pois f; = 0e (0,0) € M(A) é unicamente determinado.
Portanto, > . ;(f;, 9;)#h; = >_;c;(0,0)#h; = 0, com isso Ker¢ = {0} e segue ento a
injetividade do morfismo K -linear ¢.

Para mostrar que ¢ é morfismo de dlgebras, tomamos (f, g)#h, (m,n)#t € M(A)#H

arbitrérios e verificaremos que

o(((f, g)#h) ((m,n)3#t)) = o((f, 9)#h) - d((m,n)7#t) (6.8)

mostrando que suas respectivas funcdes coordenadas coincidem. A expressdo da esquerda em

6.8 € dada por

o(((f; 9)#h)((m,n)#1)) = ((f, 9)(ha - (m,n))#hat)
= o((f,9)(hi-m, hy - n)#hst)
= &((fo(h1-m),(h1-n)og)#hat)

- (l¢((f0(h1 ‘m),(h1-n)og)#hat)s To((fo(hy 'm)7(h1'n)09)#h2t))

e a expressdo do lado direito em 6.8 € dada por

o((f, 9)#h) - o((m,n)#t) = (lsraysn)» To((ray#n) = Ls(mm)#e)s To((mn)#t))

= (Uo((r.9)#n) © La(mm)#t)s To((mm)#tt) © To((f.9)#h))-

Tomando entdo a#k € A# H arbitrario, temos

Lo((fo(hrm), (b -mpog)tthat) (@#EK) = (f o (hy-m))((hat)1 - a)#(hat)2k
= f((hr-m)((hat1) - a))#(hst2)k
(S(he) - ((hst1) - a)))#(hata)k
((S(h2)hs)ty - a))#(hat2)k
((e(h2)ty - a)))#(hsta)k
(
(

hl-m

hl-m

=
3

ty - a))#(e(ha)hsta)k
hl -m tl a)) (hgtg)]{?

=
3

(
(
(
(
(
(
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e por outro lado

(Ls((r.g)tth) © lo(mman) (@#E) = Lo((1.9)8n) (Lo((mn) ) (aFK))
= ly((rgppn) (m(ts - a)#tak)
= f(hl ' m(t1 : a))#hg(tgl{?)

logo os multiplicadores a esquerda em ambas expressdes de 6.8 coincidem. Quanto aos multi-

plicadores a direita temos

To((folhr-m).(hr-myog)#that) (0FK) = (k1 - ((h1 - 1) 0 g))(a)#tha(hat)
= ((k2 - (ha-n)) o (k1 - g))(a)#ks(hat)
= (k2 (ha-n))((k1 - g)(a))#ks(hat).
Vale destacar que na segunda igualdade acima consideramos a mesma propriedade que em 6.6

uma vez que hy - n,g € R(A). Por fim,

(Fo(mmy#t) © To((f.oyam) (OF#E) = Tomman) (To((f.g)#n) (aFk))

= To((mm)#) (k1 - g)(a)#k2h)

= ((k2h)1 - n)((k1 - g)(a))#(koh)st
= ((k2h1) - n)((k1 - g)(a))#(ksha)t
= (k2 (h1-n))((k1 - g)(a))#(ksha)t.

Com isso concluimos que ¢ : M(A)#H — M(A#H) é um morfismo injetivo de dlgebras.

6.2.3 Exemplo

Consideremos A um H-mdédulo algebra com base {u;};c; K-como espago vetorial,
sendo |I| = oo, e tal que
u; se 1=7
0 se 1#£7
Vi,j € I. Nesse caso, A ~ K!) como K-dlgebra e

ied,|J|<oo

UZ‘U]' = (5,~’jui =

¢ um sistema de unidades locais para A. Consideremos M (A) nesse caso. Sejam (f, g) € M(A)

e1 € 1. Assim, se

(ui) =Y kju; entdo  f(u) = fluau) = f(ui)ui = (kju;)u; = ki,

J
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g(u;) = erus entio  g(u;) = g(wu;) = u;g(u;) = u; erus = eruius = T,

s

Ademais, da compatibilidade do par (f, g) temos

= kul =rul
< k;zuz = Tr;u;

logo f = g, pois coincidem na base. Portanto, se (f,g) € M(A), entdo f = ge f(u;) = kiu,,
VieIcomk; € K.

Observacao 6.12 Através da caracterizagao obtida acima temos que a aplicacao K -linear dada

por
w: M(A) — K
(f,9) — (ke
onde f(u;) = kyu; para cada i € I é uma bije¢do. Ademais, dados (f,g), (f',¢') € M(A) com

f(u;) = ku; e f'(u;) = kiu; para cada i € I, temos que
(f o f)w) = f(f'(wi)) = f(kjws) = ki f (i) = kikiws = kikju
para cada ¢ € /. Segue disso que w € morfismo de algebras, pois
(10D 6) = ker(Kier = (kikl)ier = w((f 0 .4 ©9) = w((£.9)(.9)
Assim, M(K®") ~ KT como K-dlgebras.
Analisemos agora M (A#H ). Dados (F,G) € M(A#H) e i € I, podemos escrever
F(u#1g) = Zu]#h com h; € H.
Segue disso que
Fui#lny) = F((w#ln)(w#ly)) = Fu#lp)u#ly
(Z uj#hj> witly "= ujuith,
J J
=0 wdth,.

Analogamente, se

Gu#ly) = Zus#t com t,€H
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entao
Gluitly) = Gud#ln)(uistln)) = u#lnGuittla)
= ui#ly (Z us#ts> = uiu#t,
= s s
E ainda, da compatibilidade do par (F, G) temos que
wt#ly Fudfln) = Gluiglp)u#ly < (w#ln)(udth) = (uidtts) (widt1a)

e aplicando v} ® Iy em ambos os lados da dltima equagdo teremos h; = ¢;. Portanto, temos que
F(ui#ly) = G(u#1y) = u;#h; paraalgum h; € H, Viel.

Porém, vale ressaltar que essa condi¢do ndo nos permite dizer que /' = (, pois o conjunto
{u;#1p }ie; ndo é uma K-base para A# H. Entretanto, tal condi¢do permite explicitar F' e G
na K-base de A#H. Com efeito, considerando {g; };c;, como uma K-base para H e sendo

{ui}ier uma K -base para A, temos que {u;#4:} (i 1crxz € uma K-base para A#H. Assim

F(ui#tg) = F((ui#ln)(wi#tg)) = Fui#ln)uidtg = (widths) (wi#g) = widthig

G(ui#g) = G((ui#g) (wiF#ly)) = widtgG(uid#ly) = (widtg) (uidths) = uiFgih

ou seja, F' e GG ficam definidos na K -base através da familia {h; };c;.

Reciprocamente, dadas K -bases {g;}icr, {u;}icr de H e A respectivamente, e uma
familia {h; };c; C H, ficam definidos os morfismos K -lineares I’ e GG definidos sobre a K -base
de A#H

F(ui#tg) = wi#higr e Gui#ag) = wittgh.

Com isso ' € L(A#H ), pois dados i, € I el, s € L temos

F((wi#g1)(ur#9s)) = Fuiu, #a19s) = F(0irwi#g19s) = 0ip F(uittqigs) = *

considerando que g;gs = y k;g; teremos

*x = 0, F (Ui# Z kaj) = Z&mk‘jF(ui#gj) = Z5i,rkj(uz‘#higj)
J J J
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0i r Ui FE (Z kjgj) = i puiFhi(919s)
J
e por outro lado
F(ui#g)u-#9s = (witthigr) (wr#9s) = wir #(higi)gs = i pwi#t (higr)gs.
De maneira andloga podemos concluir que G € R(A#H). Com efeito,
G ((wittg) (ur#9gs)) = G(uin,#919s) = G (i g19s) = 0irG(uidtgigs) = *

e sendo gigs = >, k;g;
*x = 0,G (Uz‘# Z kaj) = Z5i,rij(Ui#gj) = Zéi,rkj<ui#gjhi)
J J J

= Oipuidf (Z kaj) hi = 6ipwi#t(g19s) hi
J
e por outro lado

Ui#glG(ur#gs) = (ui#gl>(ur#gshr> = uiur#gl(gshr) = 5i,rui#gl(gsh7“)

e onde ambas equacgdes se equiparam para ¢ = r e se anulam caso contrario. Ademais, o par

(F,G) € M(A#H), pois

ui#glF(ur#gs) = (ui#gl>(ur#hrgs> = uiur#gl(hrgs) = 5i,rui#gl<hrgs)

G(wittg)ur#gs = (wittgihi) (ur#gs) = wine#(gihi)gs = 0wt (gihi)gs

de onde ambas expressdes coincidem, pois se equiparam para ¢ = r € se anulam caso contrdrio,
garantindo assim a compatibilidade do par (F, G).
Resumindo, mostramos que (F, G) € M(A#H) se, e s6 se, existe uma familia {h; };c; C

H que define F' e G na K-base de A# H por
F(ui#aq) = widthigr e  G(wi#g) = wi#agh, Viel,l€lL

e em particular, F'(u;#1y) = G(w#1y) = u;#h;, Vi € I.
Com relacdo ao morfismo injetivo
¢: M(A#H — M(A#H)

(fs H)#h — sr.pan)s To((.1)#h))
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consideramos {¢; };c;, como uma K-base de H, e com isso podemos representar um elemento

qualquer de M (A)#£H por 3 7| (fi,, fi;)#9i; onde gi; € {gi}ier e fi; € L(A)Vji=1,--- n.

Assim

¢ (Z(fij,fij)#gij> - (l(z;lzl(fij,fij)#gij)’r(zyzl(fijvfij)#gij» -

J=1

Com isso

l( ?:1(fij,fij)#gij)(u7”#1H) = Z [i;(Gis 0 - wr)#9i; 210 = Z [i;(€(i; 1 )ur)#9i; 2
j=1

j=1

= D fi(u)Felgn)gi2 = > fi, (un)#gi, = *
j=1 Jj=1

considerando que f;; € dado por f; (u,) = kju, Vr € I, temos que

* = Z Kiur#tgi; = urff Z k;gi;-
=1 =1

Segue disso as seguintes afirmacoes:

1. Se dimg H = 00, ¢ ndo é sobrejetora e temos somente uma imersao de M (A)#H em

M(A#H);

2. Sedimg H = n < oo, ¢ é sobrejetora e temos entdo um isomorfismo de dlgebras entre

M(A)#H e M(A#H).
De fato:

1. Se para (F,G) € M(A#H) tivessemos (F,G) = ¢ (Z?Zl(fij,fij)#gij) entdo [ =

lqs(Z;‘:l(fij i, g, ) COM iS50

Ur Fhy = F(UT#IH) - l¢>( ?zl(fij’fij)#gij)(ur#lH) = Ur#f Z k;gij

j=1
e ao aplicar u; ® Iy em ambos os lados da equagdo acima surge h, = Z?Zl K} gi;, ou
seja, h, € (gi,, -+ ,gi,) Vr € I de onde temos um absurdo no caso de dimy H =
00, pois nesse caso € possivel considerar uma familia {h,},c; C H de tal forma que

dimK(<hT>r€1) = OQ.

2. Sendo dimyg H = n < oo, fixemos Sy = {¢1, - , gn} como sendo uma K -base para H.

Dado (F,G) € M(A#H ) com as relacoes
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consideramos para cada h; € H sua expressdo em Sy dada por
h; = Zk:;-gj onde k’; eK

j=1

e definimos morfismos K-lineares f; : A — A,Vj =1,---  npor

Com isso temos multiplicadores (f;, f;) € M(A). Assim

Lo (e WitELE) = D Fi(w)gbgy = D Kjuitg; = widt YKo,
j=1 j=1 j=1
= wi#hi = Fu#1y)
e multiplicando a direita em ambos os lados da expressao
Lo(sSn, (. ey ) (Wit L) = F(uidt L)

por u;#g, e considerando que l¢( NGRATIRE F € L(A4#H) concluimos que

j=1\J3:J3)7 95
lqs(zyzl(fj,fj)#gj)(Ui#gr) = F(ui#g,) Vi€ LLVr=1,-,n

logo, l¢(2;:1(fj,fj)#gj) = F'. Analogamente

To(Sn ey (Wi L) = D Jilu)tte; =) Kuidte; = uidt Y kg,
j=1 j=1 j=1
= wi#h; = G(ui#lH)

e multiplicando a esquerda em ambos os lados da expressao
To(So ofykey) (Wit LE) = Gt L)
por u;#g¢, e considerando que r O(Ss (5,13 #05) G € R(A#H) concluimos que
T¢<z;?:1(fj7fj)#gj)(U’i#gr) = G(w#g,) VielLLVr=1,---,n.

donde segue que r oS0 = (. Portanto

F3:F0)#95)

(F,G) = <l¢< ?:1(f]-,f]-)#g]-)vT¢(Z;L:1(fj,fj)#gj)> = ¢ (Z(f]’ fj)#gj)

j=1

logo ¢ : M(A)#H — M (A#H) é sobrejetor e consequentemente um isomorfismo.
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6.2.4 Caracterizacio da imagem de ¢ : M (A)#H — M (A#H)

Fixemos Sy = {g;};es como uma K-base para H. Dados (F,G) € M(A#H) e

a € A, podemos escrever
Fla#ly) = > aj(a)#g; e Gla#ly)= > bila)#g (6.9)
JEL(a) JER(a)

onde L(a) = {j € J|a;j(a) #0}e R(a) = {j € J|b;j(a) # 0}. Vale ressaltar que consi-
deramos a soma sobre o conjunto vazio como sendo identicamente nula. Dessas consideracdes
temos que ficam definidos morfismos a;,b; : A — A Vj € J através das expressdes bem
definidas de F' e G.

Temos que VI € J, b, € R(A). De fato, dados a,b € Aek € K

G((a+ kb)#1p) = G(a#ly) + kG(0#1n)

ou seja
> bla+kb)#a = Z bi(a)#g + k Z bi(b)#g: (6.10)
I€ R(a-+kb) I€R(a IER(b

Consideremos agora 7' = R(a + kb) U R(a) U R(b). Desse modo, temos que 6.10 pode ser
escrito como

D bila+kb)#a =) bila)#a +kY bid)#a (6.11)

leT leT leT
pois caso algum indice | € T seja de tal forma que [ ¢ R(a + kb), [ ¢ R(a)oul ¢ R(b),
entdo estariamos simplesmente somando em 6.10 parcelas nulas, o que nao alteraria a igualdade
explicitada. Dado [ € J se tivermos que [ ¢ T, entdo por defini¢do b;(a+kb) = by(a) = by(b) =
0 e com isso

bl(a + kb) = bl(CL> + kbl(b)

Caso [ € T ao aplicar /4 ® g;' em ambos os lados de 6.11 teremos que
bi(a+ kb) = by(a) + kb (b)
ou seja, de qualquer forma
bi(a+ kb) = b(a) + kb(b) Va,be A VieJ
donde segue a K -linearidade de b;. Para a A-linearidade a esquerda, tome a,b € A. Entdo

G(ab#1ly) = Z bi(ab)#g,

€ R(ab)
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por outro lado

= a#ly Y bb)#g= ) ab(b)#g

IER(b) lER(b)

disso segue que

Z bi(ab)#g, = Z abi(b)#g,

I€R(ab) lER(D)

ou ainda, considerando 7" = R(ab) U R(b) tal expressdo pode ser escrita como
> bilab)#g = abi(b)#a (6.12)
leT leT

Portanto

bi(ab) = ab(b) Ya,be A VieJ

pois a igualdade é nula quando [ ¢ T ou vélida decorrente da aplicacdo /4 ® g/ em 6.12 para
[ € T. Segue entdo a A-linearidade a esquerda de b; e com isso b; € R(A) VI € J.

Para cada [ € J, definimos

leA—>A

a — ale)a

para a = e,a e onde a; vem de 6.9. Com relagdo a essa definicio podemos afirmar que f; estd

bem definida. De fato,

F(a#ly) = F((e,#1n)(a#ln)) = Fle,#1lm)aftly = | > ajle.)#g; | a#tly =«

jEL(C'r)
para cada j € L(e,) podemos escrever
Alg;) = Z 19k @
(k,l)EAKXAL

onde c,’;yl e KeAg x Ap ={(k,l) € J x J|c,7;7l # 0 }. Dessa forma

x =) Y cale)lga#a =) > duailen)(gr-a) | #ai

jGL(er) (k,l)EAKXAL leAr jGL(er),kEAK

e sendo

Fa#ly) = Z a(a)#g,

leL(a)
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temos que

S al#a =Y > dale)loa) | #a

leL(a) leAr \j€L(er),k€AK

Considerando 7" = L(a) U Ay, podemos reescrever tal expressdo como

> ala)#g = > duailen)(gr-a) | #ai (6.13)

leT leT \jeL(er),k€AK
com isso
a)(a) = Z C,{;’laj(er)(gk ca) YleJ YaeAcoma=e,a (6.14)
JEL(er), kEAK
pois a igualdade é nula quando [ ¢ T ou vilida decorrente da aplicacdo /4 ® g; em 6.13 para
[l € T. Assim, se a = e,a = eza, tomamos m € [ tal que r,s < m e com isso e, = e,,e, €
es = epes. De e, = e, e, sabemos por 6.14 que
ale) = Y. dyailem)gi-e) = Y daileme(g)e, Ve
j€L(em),k€EAK jE€L(em), kEAK
analogamente, de e; = e,
a(e) = > dyailem)gr-es) = D> dyajlen)elges Ve S
jE€L(em), kEAK jE€L(em), kEAK
€ portanto
aleda= D quaslen)elgea ™= D o jaien)e(glesa = ailes)a.
j€L(em), k€AK j€L(em), k€AK

Logo, f; estd bem definida para cada [ € J. Temos também que f; € K-linear VI € J. Com
efeito, dados a,b € A e k € K podemos considerar e; de tal forma que e;a = a e ¢;b = b, disso

segue que ¢;(a + kb) = (e;a) + k(e;b) = a + kb e consequentemente
fl(a + kb) = al(ei)(a + kb) = al(ei)a + ]CCL[(Q’)[) = fl(a) + /{Zfl(b)

e ainda f; é A-linear a direita VI € J. Com efeito, dados a,b € A e sendo a = e,a entdao

ab = (e,a)b = e,.(ab), assim

fi(ab) = aife;)(ab) = (ai(er)a)b = fila)b

portanto, f; € L(A) VI € J.
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Para cada | € J, (f;,b;) € M(A). De fato, tomando a,b € A podemos considerar

t € I de tal modo que a = ae; e b = e;b. Assim,
afi(b) =b(a)b VieJ < aaq/e)b=abe;)b VIeJ

Na equivaléncia acima usamos o fato de que b = e;b e com isso f;(b) = a;(e;)b e também que
b, € A-linear a esquerda para que b;(a) = b;(ae;) = abj(e;). Vejamos entdo que tal condigdo
¢ vélida. Para isso consideramos a compatibilidade do multiplicador (F,G) € M (A#H ) para

obter

e#luF(e#ly) = Gled#lp)ed#ly

e ly Z al(€t>#gl = Z bl(et)#gl e ly
I€L(er) leR(et)
Z etal(et)#gl = Z bl(et)et#gl
I€L(er) leR(er)

ou ainda, considerando 7" = L(e;) U R(e;) a tltima expressao acima pode ser escrita como

 aale)#Fa = D bileeta (6.15)

leT leT

Portanto

erar(er) = bile)ey YleJ

pois a igualdade é nula quando [ ¢ T" ou vilida decorrente da aplicacdo [4 ® g; em 6.15 para

l eT. Logo

alera(e))b = a(bi(er)er)db
(aey)ai(e)b = aby(e;)(e;d)
aa;(e)b = ab(ey)b

VI € J, como gostariamos.
Para cada (F, ) € M(A#H) definimos o conjunto J = {j € J|b; # 0}. Disso vale

a seguinte afirmacao:
Paracada j € J existe [(j) € [talque j € R (el@).
De fato, se j € .J entdo by # 0, assim existe a = ae;;) € A tal que

bi(a) #0 <= bi(aez) = abj(ez) # 0
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com isso, em particular b3(e;5)) # 0.
Considerando o morfismo injetivo ¢ : M (A)#H — M(A#H). Se (F,G) € Im(¢)
com (F,G) = ¢(x) = (lg(z), T4(x)) para algum
= (fr.b)#g, € M(A)#H

reR

onde |R| < oo, entdo em particular 74,y = G sendo z tinico, jd que ¢ € injetor. Temos entdo

que

. bilag) #e = Glag#ln) = row (ag#1n)
i€R(ey))

- T¢(ZT€R(fT7bT)#gT) (6[(3) #1H)

= Y b (ag) #9r

reER

Vj € J. Considerando a definigdo de R (¢;;), podemos inferir a partir da igualdade
Z bj (e) #9; = Z br ( ezu #g. VjelJ
]€R<el(3>) rek
que I (el@) C R paracada j € J. Segue disso e do fato que j € R (el@) que
JTcJR(ag) CR
jeJ

o que ¢ absurdo se |J| = co. Portanto, se (F, () estd na imagem de ¢ entdo |J| < oo.

Reciprocamente, se |7| < 00, podemos considerar s6 os finitos indices 71, ,j, € J
para os quais b;,,--- ,b;, # 0,isto é, ji, -+ ,jn € J e escrever
n
G(a#ly) = b (a)#g;, Yae A
k=1

mesmo que alguns valores bj, (a) venham a ser nulos de acordo com esta notagéo. Porém, dessa

forma
Gle#ly) = Z% FGs = TS (1 oy ey, ) (EF L) VLET (6.16)

€ com isso

G(a#th) = T o( i (e ,bjk)#gjk)(a#h) Va#h € A#H
De fato, para a#h = ae,;#h = (a#h)(e;#1g), é suficiente multiplicar a esquerda em ambos
os lados da equagdo 6.16 por a#h e considerar que G e T (S (b3 ) #051 ) € R(A#H) para

obter tal expressao. Disso segue que

G = Ty (Sr, (b #03)
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Analisando agora F', tomamos a € A com a = e,.a = ae, e disso

F(a#1p) = F((er#1m)(a#1n))
= F(er#lH)a#lg

= Z aj(e.)#9; | a#fln

jeL(er)
= > ajlen)(gia - a)#g5n
JE€L(er)
gj,1-a=er(g;,1-a)
PN filgia - a)#gse =
J€L(er)
como b; = 0 para j # ji,--- ,j, entdo o mesmo vale para os respectivos f;s, istoé, f; =0

para j # ji,-- -, Jjn, pois b; determina f; Vj € J, e além disso (0,0) € M(A). Dessa forma

pOdeOS escrever

* = Z f]k 9,1 #g]k 2 = (Eﬁzl(fjk7bjk)#gjk)(a#lH)
e disso segue que

FUGt) = (st ) HE) Vot € AR

pois basta multiplicar a direita em ambos os lados de

F(a#lH) = l¢>(ZZ A

= fjkybjk

)#gjk) (a#lH)

por e, #h e considerar que F' e l¢(2;§:1(fjk b3 )#05,

F =

) € L(A#H). Concluimos portanto que

l¢(z7§:1 (fjk bjy, )#gjk )
€ consequentemente

(F.G) = (It rton ) To(Si i ) = & (Z@mbjk)#gjk)

k=1
Resumindo, dado (F,G) € M (A#H) e sendo

Gla#ly) = Zb a)#g; e J=1{je€J|b#0}

jER(a
se |J| = oo entdo (F,G) ¢ Im(¢) e se |J| < oo entdo (F,G) € Im(p).
Com tais consideracdes vale ressaltar que se / tiver dimensao finita, entdo para qual-
quer multiplicador (F,G) € M(A# H) teremos .J associado a G com |J| < oo e dessa forma

segue o seguinte resultado

Teorema 6.13 Se dim H < oo, entdo ¢ : M(A)#H — M(A#H) é um isomorfismo de

dlgebras.
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Apéndice

Algebras de Hopf

Neste apéndice veremos alguns resultados e definicdes que podem ser encontrados em
[11]. Buscaremos de maneira simplificada definir o que € uma éalgebra de Hopf, bem como
abordar algumas estruturas relacionadas a esta.
Definicao Uma K -dlgebra com unidade é uma tripla (A, M, u), onde A é um K-espago veto-
rial, M : AQ A — Aeu: K — A sdo transformacdes lineares que fazem os diagramas

abaixo comutarem

M®I s

ARARA— S AR A AR A
u®IA W
TA@M M K®A A®K
AR A M A

Os morfismos M e u da defini¢do anterior sdo ditos multiplicac@o e unidade, respectivamente.
Definicao Uma K -codlgebra é uma tripla (C, A, €) onde C é um K-espaco vetorial,

A:C —C®Cece:C — K sdo transformacéoes lineares que fazem os diagramas abaixo

comutarem
C 2 CeC C
A AR KeC A Co K
C@C—e—CaCaC Cec

Os morfismos A e e da defini¢do anterior sdo ditos comultiplicacdo e counidade, respectiva-

mente.
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Definicao Seja (C, A, €) uma K -codlgebra. Para um elemento ¢ € C denotamos

Ale) = ch ® c3.

Tal notagdo é dita notagdo de Sweedler. Também hd a notagcdo simplicada de Sweedler dada
por:

Ac) = 1 ® ca.

Vale observar que com tal notacdo, segue do diagrama comutativo envolvendo € que:
€(cr)ey = cre(cr) = c.

Considerando agora a transformacao linear

T: BRA — AQB
b®a — a®b

e o isomorfismo candnico
p: KK — K
reos = rs
Temos a partir destes os seguintes exemplos:
Exemplo Sejam (A, M4, uy) e (B, Mp,up) duas K-dlgebras. Entdo A ® B possui estrutura

de K-4lgebra com multiplica¢do e unidade dadas por:
M: (A B) @ (A®B) > A®B e u:K— AR® B,

respectivamente. Sendo M = (M4 ® Mp)o (I4 @ T ® Ig)eu = (us @ ug) o ¢~ 1.
Exemplo Sejam (C, A¢, ec) e (D, Ap, €p) duas codlgebras. Entdo C' ® D possui estrutura de

K -codlgebra com comultiplicacdo e counidade dadas por:
A:C®D— (Ce®D)e(C®D) e ¢:CR®D— K,

respectivamente. Sendo A = (Ic @ T ® Ip) o (Ac @ Ap)ee = ¢ o (ec R ep).
Definicao Sejam (A, M4, ua) e (B, Mp,up) duas K-dlgebras. Uma transformagdo linear

f A — B édita um morfismo de K-dlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos

Ao A—T .peB A1 B
My Mp uA up
A B K
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Observe que a comutatividade desses diagramas pode ser expressa em elementos por:
flab) = f(a)f(b) pois foMa(a®b)=Mpo(f® f)la®D) Va,be A
f(lA) = 1B pOiS f @) U,A(lK) = UB(lK).

Defini¢ao Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ap,€ep) duas K-codlgebras. Uma transformagdo linear

g : C — D é dita um morfismo de K-codlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos:

C g D

c—9% D
Ac Ap X/
K

C®C——D®D
9®g

Observe que a comutatividade desses diagramas pode ser expressa em elementos por:

Algle)) = gler) @ g(ca) e ec(c) = ep(g(c)), Ve e C.

Baseado nas defini¢des anteriores temos o seguinte resultado:
Teorema Se H é um K-espaco vetorial dotado de uma estrutura de Algebra (H, M, u) e de
uma estrutura de codlgebra (H, A, €) entdo as afirmagdes sdo equivalentes:

(i) M e u sdo morfismos de codlgebra;

(ii) A e € sdo morfismos de dlgebra.

Definicdo Uma bidlgebra é um K-espaco vetorial com uma estrutura de dlgebra (H, M, u) e
com uma estrutura de codlgebra (H, A €) tal que M e u sd@o morfismos de codlgebra.
Definicao Sejam (C, A €) K-codlgebra e (A, M,u) K-dlgebra. Temos que Hom(C, A) tem

estrutura de dlgebra ao definirmos:
fxglc)= flc1)g(ce) onde Alc)=c1®cy Yeel

Chamaremos * de produto de convolugdo. Com respeito a esse produto, temos que u o € € a
identidade em Hom(C, A).
Definicio Se H ¢ bidlgebra podemos denotar por H* a dlgebra correspondente e HC a

codlgebra. Logo Hom(HC | H*) tem estrutura de dlgebra com respectivo produto de convolugdo:
fxg(h)= f(h1)g(h2) onde A(h)=hy®hy Vhe H.

Definicao Se H ¢ bidlgebra. Um operador S : H — H é chamado antipoda de H se S é

inversa de Iy com respeito ao produto de convolugdo em Hom(HC, H*).
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Observacao No caso de haver uma antipoda na bidlgebra, a condicdo S« Iy = Iy xS = uoce,

nos permite obter as seguintes igualdades:
S(hl)hg == h13<h2) == E(h)lH, Vh S H

Definicao Uma bidlgebra H que possui uma antipoda é chamada de uma Algebra de Hopf.
Exemplo O espago vetorial K'G é uma édlgebra de Hopf com estrutura de dlgebra (K G, M, u)

e com estrutura de codlgebra (K'G, A, ¢) dada por:

M: KGR KG — Kd w: K — K@
f®g +— fg g — e

A: KG — KG®KG e: KG — K
h +— h®h h — 1g
Vf,g,h € G. O elemento e representa o elemento neutro em . A antipoda S : KG — KG
nesse caso € dada por S(g) = g1, Vg € G.

Exemplo Seja GG um grupo finito. Sendo (K'G)* o K-espaco vetorial com base {d, },c¢, onde

dg: KG — K

h — 64(h)
e
1 se g=h
dg(h) = dgn =
0 se g#h

Temos que (K G)* é uma dlgebra de Hopf com estrutura de dlgebra ((K'G)*, M, u) e de codlgebra
((KG)*, A, €) dadas por:

M: (KG)®(KG) — (KG)* u: K — (KG)

(Sh & 657 — 6g,h59 g — ZgGG 59

A: (KG) — (KG)"® (KG)* e: (KG) — K
0g = D ohecOn ®0p-1y g — dge
Vg, h € G. O elemento e representa o elemento neutro em G. Nesse caso, a antipoda
S (KG)* — (KG)* é dada por: S(d,) = d,-1,Vg € G.
Exemplo Assumamos que a caracteristica de K seja diferente de 2. Seja H4 dado por geradores

e relacdes como segue: [, € gerado como uma K-4lgebra por c e x e satisfaz as relagdes:
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Deste modo H, tem dimenséo 4 como espago vetorial e possui base {1, ¢, , cz }. Definimos em

H 4 uma estrutura de codalgebra por:

Alc) =c®ec, Alz)=c@r+r®1

Deste modo H, torna-se uma algebra de Hopf com antipoda S dado por: S(c) = ¢! e S(x) =
—cx. Esta dlgebra de Hopf € dita dlgebra de Hopf de Sweedler de dimensao 4.
Exemplo A dlgebra de polindmios K [z] € uma édlgebra de Hopf com estrutura de coélgebra

(Klx], A, €) dada por:

A: Klz] —  Klz]® K|z] e: Klz] — K
r — Q1+ 1Rz T — 0
e antipoda S : K[z] — K|[z] definida por S(z) = —x.
Quando H é uma K-dlgebra de Hopf de dimensao finita com estrutura de 4lgebra
(H, M, u) e de codlgebra (H, A, €), temos que H* é uma K-algebra de Hopf, dita algebra de
Hopf dual de H, com estrutura de dlgebra (H*, M+, uy~) e de codlgebra (H*, A+, e+ ) dadas

da seguinte maneira: Segue da finitude da dimensao de H que o morfismo
i:H" @H" — (H® H)"

dado por: i(f ® g)(m®@n) = f(m)g(n), Vf,g € H*, m,n € H, é um isomorfismo K-linear.

Disso, podemos definir o produto
My« :=A'oi: HHQ H" — H*
dessa forma, para h € H arbitrdrio, temos que
My-(f © g)(h) = (A" 0 0)(f @ g)(h) = i(f @ g)(A(h)) = i(f @ g)(h1 @ ha) = f(h1)g(h2).

O morfismo

UH*K—>H*

¢ dado por: ug+(k)(h) = ke(h), Yh € H. Com relagdo a estrutura de codlgebra,
Age =i oM H — H*® H*
Desse modo, é possivel verificar que se denotarmos Ag«(f) = f1 ® fo, entao

f(ab) = fi(a)f2(b), Vf € H",a,b € H.
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O morfismo
ey«  H — K
¢ dado por: eg-(f) = f(u(lk)), Vf € H*. Por fim, sendo S a antipoda de H*, entdo a
antipoda de H* € dada por: Sp- := 5*.
Exemplo Dado um grupo finito GG, a dlgebra de Hopf (K G)* é a dlgebra de Hopf dual de K G.



