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Resumo

O objetivo geral deste trabalho foi realizar um estudo teérico e uma pe-
quena aplicacao sobre SVM, que inclui relatar justificativas para o uso de
tal técnica e exibir sua interpretacao geométrica e perspectiva analitica.
Para aplicar a técnica em problemas de classificagao, buscamos funda-
mentar matematicamente sua utilizagao, visto que envolve um problema
de programacao quadratica, convexa e com restricoes. Para a andlise
da técnica, utilizamos a teoria de dualidade Lagrangiana, que notamos
facilitar os calculos e a andlise das solucoes. Além disso, reescrevemos
resultados que usam ponto de sela, sem precisar deste conceito. Esta-
belecemos algumas implicagoes e exibimos alguns contraexemplos, para
mostrar que certos resultados decorrentes da técnica SVM encontrados
na literatura nao sao precisos. Foram feitas algumas comparagoes, para
analisar os diferentes parametros da funcao Kernel Gaussiana, usada
para resolver o problema quando nao for possivel encontrar uma funcao
de decisao no espaco de entrada. Verificamos que a eficiéncia da técnica
depende da escolha do parametro de regularizacao, da funcao Kernel e
seus respectivos parametros. Tal técnica foi testada sobre um banco de
dados criado artificialmente e composto de imagens de caracteres. Para a
implementagao computacional, usamos a interface do programa Algencan

e algumas funcgoes proprias do Matlab.

Palavras-chave: Maquinas de Vetores Suporte. Programacao nao li-
near. Otimizacao com restrigoes. Dualidade Lagrangiana. Processa-

mento de imagens. Algencan.

viil



Abstract

The general objective of this work was to perform a theoretical study and
a small application about SVM, which includes reporting justifications
for the use of such technique and showing its geometric interpretation
and analytical perspective. In order to apply the technique to classifica-
tion problems, we seek to base its use mathematically, since it involves a
quadratic, convex and constrained programming problem. For the anal-
ysis of the technique, we use the theory of Lagrangian duality, which we
noticed to facilitate the calculations and the analysis of the solutions.
In addition, we rewrite results using a saddle point, without needing
this concept. We have established some implications and have shown
some counterexamples to show that certain results from the SVM tech-
nique found in the literature are not accurate. Some comparisons have
been made to analyze the different parameters of the Gaussian kernel
function used to solve the problem when it is not possible to find a de-
cision function in the input space. We have verified that the efficiency
of the technique depends on the choice of the regularization parameter,
the kernel function and its parameters. This technique was tested on
an artificially created database composed of character images. For the
computational implementation, we used the Algencan program interface

and some of Matlab’s own functions.

Keywords: Support Vector Machine. Nonlinear programming. Opti-
mization with constraints. Lagrangian duality. Image processing. Al-

gencan.
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Introducao

Vérios campos da ciéncia fazem uso da Otimizagao para ajudar na tomada de
decisoes. Em particular, isso é observado na Aprendizagem de Maquina (do inglés Machine
Learning), que tem apresentado a intengao de criar um algoritmo tao eficiente em decisao

quanto o cérebro humano.

Nesta dissertacao, apresentamos primeiramente uma introducao a Aprendizagem
de Maquina, que ¢ um dos campos mais procurados da inteligéncia computacional recen-
temente [24]. Ela estd presente, por exemplo, quando fazemos uma pesquisa no Google

ou para o reconhecimento de amigos no Facebook.

Existem dois tipos de Aprendizagem de Maquina, a supervisionada, que a par-
tir de casos solucionados deduz o caso desconhecido, e a nao supervisionada, em que a
méquina cria sua prépria solugao [3 [I3]. Neste trabalho, temos como objetivo realizar
um estudo tedrico e uma pequena aplicacao de uma técnica supervisionada: as Maquinas
de Vetores Suporte (SVM, do Inglés Support Vector Machine).

A técnica SVM foi desenvolvida por Vladimir Vapnik, Bernhard Boser, Isabelle
Guyon e Corrina Cortes, com seus fundamentos provenientes da Teoria de Aprendizagem
Estatistica [21, 22, [34], que vem despertando interesse nos tltimos anos [2, 9 [10] [15].
Conta hoje com varios trabalhos publicados, como por exemplo [I], 14, 5], 2T], 28]. Os livros
de Nello Cristianini e John Shawe-Taylor [15] [16] sao referéncias muito utilizadas, na
primeira tem uma introducao para tal técnica. Na sequéncia apresentamos as principais

ideias sobre SVM.

Tal técnica concentra a atengao no seguinte problema de programacao quadratica,

convexa e com restricoes

migl f(w,b) comweR"ebeR 1)
w, 1
s.a  g(w,b) <0,

onde as funcoes f : R"™ — R e g : R"! — R sao continuamente diferencidveis. Neste
trabalho, usamos SVM para classificacao. O objetivo é obter um classificador linear
sign(wTz + b), a partir da solugao (w,b). A Figura representa um problema de
classificagao que pode ser modelado pelo problema , o qual estamos interessados em

resolver. A partir da solucao deste problema construimos um hiperplano definido pela
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equacao wlz + b = 0, que serd usado para classificacao de novos dados.

Tratamos com detalhes da modelagem SVM com margem rigida [34] e suas ge-

neralizagoes, que sao margem flexivel [21] e nao linear [22], conforme Figura [I]

N\

— ° ° ® °« °
(a) Margem rigida. (b) Margem flexivel. (c) Néo linear.

Figura 1: Conjunto de dados para classificacao.

Para fundamentar o desenvolvimento de SVM, destacamos no Capitulo [1| alguns
resultados classicos de Analise, Algebra Linear e Otimizacao. Apresentamos a definicao de
espaco de Hilbert, ja que precisamos deste conceito para tratarmos do chamado Truque
do Kernel, usado em SVM nao linear. Como a técnica envolve um problema convexo,
os pontos estacionarios sao solucgoes globais. Entretanto, s6 a convexidade nao garante a
existéncia de um minimizador, nem mesmo com a hipdtese de limitagao da fungao objetivo,
conforme exemplos apresentados no texto. Para um problema quadratico, tratamos de
condicoes que garantem a existéncia de solucao global, baseados no trabalho de Blum e
Oettli [23]. A prova deste resultado foi detalhada e apresentada com algumas modificagoes.

Também discutimos a questao da unicidade da solugao para problemas convexos.

Este trabalho tem ambito tedrico, analisamos pesquisas publicadas sobre SVM,
buscando prover conceitos e teorias essenciais desta técnica, procurando apresentar da
forma mais didatica possivel. Uma das principais contribuigoes consiste na fundamentacao

tedrica da existéncia e unicidade para obtencao do hiperplano étimo.

A principal caracteristica de SVM ¢ a utilizacao da teoria de dualidade Lagran-
giana [17, 19], que facilita os calculos para obter o classificador 6timo, j& que utiliza
somente alguns dados, conhecidos como vetores suporte, dai o nome da técnica. Rees-
crevemos resultados que usam o gap de dualidade sem precisar do conceito de ponto de

sela.

Para o dual, podemos garantir a existéncia de solugao, para a SVM com margem
rigida. Tratamos sobre a obtencao de vetores suporte, pois nao podemos garantir que
o problema dual tem solugao tnica e mostramos um exemplo para o qual o dual possui
infinitas solucoes. A luz deste exemplo, apresentamos duas defini¢coes de vetores suporte

bastante presentes na literatura [T}, [3, 15, [35]. Provamos que pontos associados a restrigoes
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inativas sao desnecessarios para a obtencao da solucao primal. Mostramos que o gap de
dualidade é zero, o que permite estabelecer uma relacao entre uma solucao qualquer do
dual e a solugao do primal. Por conta desta relacao, podemos simplificar, tanto teorica-
mente quanto computacionalmente, a obtencao do hiperplano 6timo e assim propomos
um algoritmo que gera uma quantidade consideravelmente pequena de vetores suporte.

Para sua utilizagao, recorremos a interface do Algencan em Matlab [29] 31].

Novamente, para o problema SVM com margem flexivel, podemos garantir a
existéncia de solucao do problema primal. Diferentemente do SVM com margem rigida,
somente sob certas condi¢oes podemos garantir a unicidade da solucao. No entanto,
quando existem mais solucoes, todas elas definem hiperplanos paralelos. Reestruturamos
os enunciados e as demonstragoes a respeito da existéncia e unicidade da solugao, tanto

do problema primal quanto do dual, baseados em [25].

Para SVM nao linear, todos os resultados estabelecidos anteriormente, em parti-
cular os que tratam da existéncia e unicidade, se aplicam para o problema primal, bas-
tando trocar os dados pelo mapeamento realizado. Tal mapeamento tem como objetivo
obter um hiperplano 6timo em um espaco de dimensao elevada. Entretanto, recorremos
ao problema dual, para usarmos as fungoes Kernel. Sentimos falta na literatura [3], 15, 20]

da discussao sobre o célculo de b quando nao temos unicidade da solugao primal.

Apresentamos duas definicoes de funcoes kernel, uma delas usando mapeamento
para um espaco de dimensao finita. A outra, mais geral, considerando mapeamentos em
espagos de Hilbert. Mostramos que estas duas defini¢oes nao sao equivalentes. Discutimos
diversas propriedades, bem como formas de caracterizar uma fungao Kernel, em particular

o Teorema de Mercer.

As aplicagoes de SVM sao para intimeros problemas praticos, tais como reconhe-
cimento facial [32], leitura de placas automotivas [30], previsoes de bolsa [33], detecgao
de spam [§], detecgao de faces humanas em imagens [7], etc. O objetivo especifico deste
trabalho é realizar uma pequena aplicagao sobre o problema de classificacao de caracteres.
Aplicamos a técnica, visando analisar os resultados com a teoria apresentada. Levamos
em conta a escolha dos parametros da funcao kernel Gaussiana e do parametro de regu-

larizacao C', abordado no caso flexivel.

Principais contribuicoes
Em resumo, as principais contribuicoes da dissertagao sao:
e Apresentamos o Teorema [1.31] que garante a unicidade de um problema convexo.

e Deixamos acessivel o resultado que nao é tao cldssico: Teorema [1.34] que trata da

existéncia de solugao global para programacao quadrética.
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e Reformulamos os resultados de dualidade, que usualmente recorrem ao conceito de

ponto de sela.

e Fundamentamos teoricamente a existéncia e a unicidade das solugoes dos problemas
primal e dual, obtidos em SVM.

e Discutimos a respeito das defini¢oes de vetores suporte, presentes na literatura [,

3, [15, [35], tentando deixar clara a diferenga entre elas.

e Provamos que ao retirar pontos que nao sao vetores suporte o classificador nao

muda.
e Propomos o Algoritmo 2.1 que busca uma solugao dual o mais esparsa possivel.

e Apresentamos modificagoes nos resultados sobre a unicidade da solucao primal, para

SVM com margem flexivel, encontrados em [25].

e Discutimos duas definigdes (ndo equivalentes) de funcoes Kernel e enunciamos e

demonstramos diversos resultados sobre o tema.
e Implementamos o Algoritmo [2.1] recorrendo a interface do Algencan em Matlab.

e Realizamos testes numéricos para o problema de classificagao de caracteres, acom-
panhados da andlise na escolha do parametro de regularizacao C', da fungao Kernel

e seus respectivos parametros.

Organizacao do trabalho

Apresentamos o estudo da seguinte forma. No Capitulo [I, onde as principais
referéncias foram [14], 17, 19, 20], 26], apresentamos algumas definigdes e teoremas, que

sao utilizadas para fundamentar o desenvolvimento da técnica SVM.

No Capitulo [2 apresentamos na Segao [2.1] uma revisao de literatura, com base
em [3, 4[5, 15, 28]. Depois, explicamos com detalhes, na Segéo a modelagem da técnica
SVM linear, na Segao 2.3 discutimos SVM com margem flexivel e na Secao 2.4, SVM com

o chamado Truque do Kernel, baseados sempre na teoria de dualidade Lagrangiana.

No Capitulo [3] realizamos experimentos numéricos mostrando os detalhes da
implementacao. Além disso, uma vez que tratamos SVM para problemas de classificagao
bindria, mostramos como utiliza-la em problemas multinomiais, recorrendo as estratégias

one-against-one e one-against-rest 3.

Finalmente, no Capitulo [4] temos as principais conclusoes de todo o estudo re-
alizado e as sugestoes para trabalhos futuros. Os cdédigos em Matlab, elaborados para
resolver os problemas apresentados no texto recorrendo a interface do Algencan [29, [31]

e algumas fungoes préprias do Matlab, compoem o Apéndice [A]



Capitulo 1

Revisao de Conceitos

Neste capitulo destacamos algumas defini¢coes classicas e alguns resultados de
Anélise, Algebra Linear e Otimizacao para melhor entendimento deste trabalho. Também
apresentamos algumas defini¢oes e teoremas necessarios para fundamentar o desenvolvi-
mento da técnica SVM, que requer a solugao de um problema de Otimizagao. As principais

referéncias consideradas neste capitulo sao [14] 17, 19, 20, 26].

1.1 Conceitos de Analise e Algebra Linear

Lema 1.1 [T}, pdg. 50] Considere ||-|| a norma euclidiana em R™. Dados a,b € R™ com
a # b tais que ||al]| = ||b]| = r, entdo ||(1 —t)a + tb|| < r para todo t € (0,1).

Teorema 1.2 Toda sequéncia convergente € limitada.

Teorema 1.3 [Bolzano-Weierstrass] Toda sequéncia limitada em R"™ possui uma sub-

sequéncia convergente.

Definigao 1.4 Seja A € R™™ uma matriz simétrica. Dizemos que A € definida positiva
quando ' Az > 0, para todo v € R™\ {0}. Se 2T Az > 0, para todo v € R", A é dita

semidefinida positiva.

Proposicao 1.5 Uma matriz A € R™" € semidefinida positiva se, e somente se, para

alguma matriz real B, temos que A = BT B.

Teorema 1.6 [Teorema Espectral] Seja A € R™*" uma matriz simétrica. Entao
1. os autovalores A1, ..., )\, de A sao reais.
2. o0s autovetores de A associados a autovalores distintos sao ortogonais.
3. é sempre possivel obter uma base ortonormal de autovetores {vy,...,v,}.

4. wale a relacao VDVT = A, com D matriz diagonal com autovalores de A, as colunas

de V' sao vy,...,v, e, portanto, V é uma matriz ortogonal.

7
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Proposicao 1.7 Sejam A, B € R™" simétricas e semidefinidas positivas. Definimos o

produto de Hadamard de A por B como
AoB = (Cij> € Rnxn’

onde c;; = a;;bij. Entdo Ao B é simélrica e semidefinida positiva.

Demonstragao. Considere as decomposicoes espectrais A = UD,UT e B = VD,VT, com
U= (u',...,u"), Dy = diag(\1,..., \n), V = (v',...,0") e Dy = diag(jiy, - .., jtn). Isto

significa que
A= Z Aku TeB= Z ,ulv

Afirmamos que

AoB = Z Nt (U o vh) (uP o YT, (1.1)
k=1

onde u o v também indica o vetor produto termo a termo. Para provar esta afirmacao,

considere um elemento arbitrario ¢;; = a;;b;; de Ao B. Como

n
R —
a;; = e; Aej = E Apul u e bjj =e] Bej = E vk ],
=1

temos
n n

cij = Z = )\kulufu Z Nty (u® o vt (u” ovl)j,

k=1 k=1

o que prova ([1.1f).

Agora, para ver que A o B é semidefinida positiva, note que
27 (Ao B)x = Z Mepur (uF o vy (uF o vh) e = Z et (27 (1 0 v!))? > 0.
kl=1 e l=1
O

Proposicao 1.8 [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] Seja (H,(-,-)) um espago com pro-

duto interno e || - || @ norma por ele induzida. Entdo, para quaisquer x,y € H, temos

[ (o) | < [llliyll;

onde a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores T e y sao linearmente dependentes.

Uma sequéncia (2¥)rey em um espago métrico é dita uma sequéncia de Cauchy

quando para todo € > 0 existe ny € N tal que se k, j > ng entdo ||z% — 27| < .

Definicao 1.9 Um espag¢o métrico é completo quando toda sequéncia de Cauchy converge

para um limite que pertence ao espago.
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Exemplo 1.10 Um exemplo de espaco completo ¢ o R™.

Definicao 1.11 Um conjunto H é um Espaco de Hilbert se satisfaz as sequintes condi¢oes:
1. H € um espaco vetorial sobre C ou R.
2. H € munido de um produto interno (-,-).
3. H € completo em relacao a métrica induzida por esse produto interno.

4. H € separdvel.

Exemplo 1.12 O conjunto das sequéncias com quadrado somdvel

by = {(wk)keN [ Wi < OO}

k=1
com o produto interno
(o.]
Q)= i
k=1
€ um espaco de Hilbert Mostmremos aqui que a propriedade 2 da Defini¢ao 1| vale.

De fato, se s; = Zwk <00 eS8y = ZC,C < 00, entdo como |Cs| < (yE+ (), temos
k=1

>l = 350+ () < 5lor ) < o
k=1 k=

para todo r € N, o que prova que a série Zwkgk ¢ (absolutamente) convergente.
k=1
O préximo resultado serd importante para estabelecer uma propriedade muito
util das fungoes Kernel, que serao estudadas no Capitulo 2. Para tanto, considere um

conjunto compacto X C R" e o espaco

Lo(X) = {f Xﬂm/ d:c<oo}

Teorema 1.13 Sejam X C R™ um conjunto compacto e K : X x X — R uma funcgao
continua e simétrica. Dados xz',...,.2™ € X, c1,...,¢m € R e e > 0, existe [ € Ly(X)
tal que

K(x,z)f(x)f(2)dxdz — Z K(2',27)eic;

ij=1

<e.

XXX

Demonstracao. Vamos provar o teorema no caso em que X é um bloco em R"”, isto é,

um produto cartesiano de intervalos compactos de R. Como K é continua, podemos
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considerar blocos B; C X, i=1,...,m, taisque ' € B;, BN B; =0 e

. e
sup {|(K(J;,z) — K(xl,x]))cicj‘} <—
(:C,Z)GB-L'XBJ' m
para todos 7,5 = 1,...,m. Defina entao f: X — R como
C;
, se x € By,
flz) =< Vvol(By)
0, c.c.
Desta forma, temos que f € Ly(X) e
K(x,z)f(x)f(2)dxdz = Z / K(x,z)f(x)f(2)dxdz. (1.2)
XxX ’i,jzl BiXBj
Além disso, fixados i,j = 1,...,m, temos
K(x', 27)cic; K(z,z) — K(2%, 27))cic; e
K(o, ) f(nf(e) - e | sl ¢
vol(B;)vol(B;) vol(B;)vol(B;) m?2vol(B;)vol(B,)

para todo (r,z) € B; x B;j. Portanto, denotando [;; = / K(z,z)f(x)f(2)dxdz e
B-L'XB]'

vi; = K(z',27)c;c;, temos

iy — vl =

Neses
< / K(z*, 27)cqc; deds
Bl'XBj VOI(BZ X BJ)
< I(B; x B
- mQVOI(Bi)Vol(B)VO (B B))
€
Assim, em vista de (1.2]) temos
K(z,2)f(x)f(z)dzdz — Z K(a', 27 )eic;| = Z(Iij = i)
Axx ij=1 ij=1
< L5 — i
ij=1
—
provando o teorema. 0O

Corolario 1.14 Sejam X C R™ um conjunto compacto e K : X x X — R uma func¢ao
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continua e simétrica tal que

K(z,2)f(z)f(z)dxdz > 0

XXX

para toda f € Ly(X). Entdio, dados z*,....2™m € X ecy,...,cm € R, temos

m

Z K(z', 27)eie; > 0.

ij=1

Vejamos que a reciproca do corolario também é verdadeira. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado.
Teorema 1.15 Sejam X C R" um conjunto compacto e K : X x X — R uma fun¢ao

continua e simétrica. Suponha que

Z K(z', 27)eie; >0

i,j=1

para todos xt,....2m € X, meNecy,...,cn, €R. Entdo,
/ K(z,z)f(x)f(2)dxdz > 0
XxX

para toda f € Lo(X).

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que para alguma funcao f € Ly(X) e > 0 tenhamos

K(z,2)f(x)f(z)drdz < —e.

XxX

Pelas propriedades de integrais multiplas, existe > 0 tal que para qualquer decomposicao

X xX = UAg satisfazendo sup{||lp — ¢|| | p,q € As, ¢ € L} < § e quaisquer pontos
tec
(2, 2%) € Ay, temos

K(x,z)f(x)f(2)dxdz — Z K (2, 25 f (") f(2%)vol(Ay)| < e.

XXX el

m
Seja uma decomposi¢ao X = U B; tal que
i=1

J
sup{|lz —u|| | x,u € B;,i=1,...,m} < —.

V2

Temos que ||(z,2) — (u,v)|| < § para todos (z,z),(u,v) € B; x Bj ei,j =1,...,m.
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m
Portanto, para a decomposicao X x X = U B; x Bj e pontos x' € B; temos
ij=1

K(z,2)f(x)f(z)drdz — Z K(2', 27) f(2") f (27 )vol(B; x Bj)| < e.

ij=1

XxX

Como vol(B; x Bj;) = vol(B;)vol(B;), definindo ¢; = f(z")vol(B;), chegamos em

Z K(z', 27)eie; < 0,

3,j=1

contradizendo a hipdtese. 0O

1.2 Conceitos de Otimizacgao

Vamos discutir nesta se¢cao alguns conceitos e resultados de Otimizagao para o

problema
min f(x)
s.a g(x) <0, (1.3)
h(z) =0,

onde a funcao objetivo f : R™ — R e as func¢oes que definem as restrigoes g : R" — R™
e h : R® — RP sao continuamente diferenciaveis. No que segue, denotamos o conjunto

viavel do problema ([1.3)) por

def

Q={zeR"|g(x) <0,h(x)=0}.

Definicao 1.16 Dizemos que x* € uma solu¢ao global do problema , ou seja, um

minimizador global de f em 2, quando f(z*) < f(x) para todo x € SQ.

Dado z € €2, dizemos que uma restrigao de desigualdade g; é ativa em  quando
g:(z) = 0. Caso ¢;(z) < 0, dizemos que g; é inativa em Z. O conjunto dos indices das

restricoes de desigualdade ativas é denotado por

I(z) = {i ] g:(x) = O}.

Definicao 1.17 Um ponto x* € R™ ¢ dito estaciondrio para o problema quando
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existirem vetores o € R™, f* € RP (multiplicadores de Lagrange) tais que

m p

Vix™)+ Za;“Vgi(x*) + Zﬁthl(a:*) =0, (1.4a)
i=1 i=1

g(x%) < 0,h(x*) = 0, (1.4b)

a; >0, i=1,...,m, (1.4c)

ajgi(z*) =0, i=1,...,m. (1.4d)

As condigoes f sao conhecidas como condigoes de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) e, sob determinadas hipdteses de qualificagao, sao satisfeitas em um ponto que
seja minimizador.

Um ponto x € R™ é dito qualificado quando atende uma condicao de qualificacao.
Apresentamos a seguir algumas dessas condigoes de qualificagao para o problema (|1.3)).
Condicao de qualificacao de independéncia linear: Dizemos que a condi¢ao de
qualificagdo de independéncia linear (LICQ) é satisfeita em & quando o conjunto formado
pelos gradientes das restricoes de igualdade e das restricoes de desigualdade ativas é

linearmente independente, isto é,
{Vgi(z)|iel(x)} U{Vhi(z),i=1,...,p} éLL

Condigao de qualificagao de Slater: Dizemos que a condicao de qualificacao de Slater
é satisfeita quando h é afim, cada componente ¢;, i = 1,...,m, é convexa e existe T € {2
tal que h(z) =0e g(z) < 0.

Teorema 1.18 (KKT) Seja z* € R™ um minimizador local do problema e suponha

que seja satisfeita uma condigcao de qualificagdo. Entao existem vetores a* € R™, §* € RP

tais que (z*, %, B*) cumpre (1.4d)—(1.4d).

Note que se nao for verificada nenhuma condicao de qualificacao, podemos ter
minimizadores que nao cumpram KKT, atrapalhando a caracterizacao de tais pontos.

Existe uma situagao particular, que serd muito importante para o Capitulo[2 em
que as restricoes sao afins, caso em que os pontos viaveis também sao qualificados.
Conjunto viavel poliedral: Suponha que as restrigoes g e h sao afins, isto é, digamos

que o problema seja da forma

min  f(z)
s.a Az <b
Mzx =r,

onde A € R™" M e RP*™ be R™er e RP.
Neste caso, todo ponto viavel é qualificado. Portanto, se £* é um minimizador

local deste problema, entao x* satisfaz as condigoes de KKT.
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1.2.1 Otimizacao convexa

Uma hipétese com 6timas consequéncias em Otimizagao é a convexidade, que ga-
rante que pontos estacionarios sao solugoes globais. Conforme veremos nesta dissertagao,
os problemas de classificacao podem ser formulados em termos de Otimizacao convexa.

Inicialmente definimos os conceitos basicos de convexidade.

Definicao 1.19 [7], pdg. 49] Um conjunto C' C R™ € dito convezo quando dados x,y €
C, o segmento [x,y| = {(1 —t)x +ty |t € [0,1]} estiver inteiramente contido em C.

A nogao de convexidade de conjuntos pode ser representada pela Figura [I.1], que
ilustra dois conjuntos, um convexo e outro nao. Notamos que, no segundo conjunto nem

todo segmento que liga dois pontos do conjunto esta inteiramente contido no conjunto.

Figura 1.1: Exemplo de conjunto convexo e nao convexo.

Defini¢ao 1.20 [1], pdg. 56] Seja C C R™ um conjunto convezo. Dizemos que a fun¢do
f:R* = R € convexa em C quando

(A=t +ty) <1 =1)f(2) +tf(y),
para todos x,y € C et € [0,1]. Caso a desigualdade seja estrita, para todos x,y € C e
€ (0,1), f € dita estritamente conveza.

A Figura mostra a no¢ao geométrica da definicao citada acima, em que qual-
quer arco no grafico de uma fungao convexa esta sempre abaixo do segmento que liga as

extremidades.

Observagao 1.21 Todo problema de maximizagao

max f(zx)

s.a x €
pode ser transformado em um problema de minimizacao equivalente

min —(z)

s.a x €€

Observacgao 1.22 Uma funcdo f € dita concava se —f for convexa. Assim, a maxi-

mizagao de uma fun¢do concava equivale a minimizacdo de uma fungao conveza.
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x (1 —-t)x+ty Y

Figura 1.2: Funcao convexa.

O préximo resultado justifica o fato da convexidade ser uma propriedade tao

Interessante.

Teorema 1.23 Considere o problema e suponha que €2 C R™ € convero e f € uma
funcao convexa em ). Entao todo minimizador local para este problema serd minimizador

global.

Demonstragao. Seja x* € ) um minimizador local para o problema (1.3). Entao existe
0 > 0 tal que f(z*) < f(z) para todo xz € B(z*,§) N Q. Dado y € Q, y ¢ B(z*,J), tome
t € (0,1] de modo que t||y — z*|| < 4. Assim, o ponto x = (1 — t)z* + ty satisfaz

lo =" = tlly — 2" <o
e portanto x € B(z*, ) N Q. Deste modo temos
fl@®) < fla) < A=) f(@") +tf(y) = f(@") +t(fy) — fz7)),

donde segue que f(z*) < f(y). 0
Apresentamos a seguir outras formas de caracterizar a convexidade de uma funcao,

quando temos hipoteses de diferenciabilidade.

Teorema 1.24 [1], pdg. 58] Sejam f: R™ — R uma funcdo diferencidvel e C C R™ um

conjunto convexo. A funcdao f é convera em C' se, e somente se,
fy) = f(z) + V@) (y - )

para todos z,y € C.
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Teorema 1.25 [1], pdg. 60] Sejam f : R™ — R uma funcdio de classe C* e C C R™ um
conjunto convero com interior nao vazio. A funcao f € convexa em C se, e somente se,

a Hessiana V? f(z) é semidefinida positiva para todo x € C.

O proéximo resultado estabelece que pontos estacionarios de problemas convexos

sao minimizadores globais.

Teorema 1.26 Considere o problema e suponha que f : R" - R, g; : R" — R,
t=1,...,m, sao funcdes continuamente diferencidveis e convexas. Suponha também que

h € afim. Entao, qualquer ponto estaciondrio para este problema € minimizador global.

Demonstragao. Considere x* um ponto estacionario. Usando a convexidade de g;, obtemos
Vgi(z")" (w = 2") = gi(2") + Vgi(a™) (2 — ") < gi(x) 0,

para todo i € I(x*) e x € Q. Além disso, como h é afim, temos h;(z) = vl'z + b, donde

segue que

Vhi(z*) ! (z — 2*) = vl (z — 2*) = (v]z +b) — (v] 2" +b) =0,

para todo i =1,...,p e x € ). Portanto, em vista de (1.4a}), (1.4c]) e (|1.4d)), obtemos

p
Vi) (x—a")== > a;Vg(a") (x—a2*) =Y B Vhi(z") (x —27) > 0.
i=1
Assim, pela convexidade de f, temos que

fa™) < f@@") + V(@) (2 —27) < f(o),

para todo x € (). O
Portanto, se o problema de Otimizacao é convexo, isto €, a funcao objetivo é
convexa e as restricoes determinam um conjunto convexo, entao as condigoes de KKT sao
necessarias e suficientes para z* ser minimizador global.
Salientamos que apenas a convexidade do problema nao garante a existéncia de
minimizador. Nem mesmo com a hipdtese de limitagao da funcao objetivo. Os exemplos

a seguir justificam esta afirmacao.

Exemplo 1.27 Considere o problema convexo

min  x? + xy
x

s.a x1+x9—1<0.

Este problema nao tem minimizador pois a funcgao objetivo € ilimitada inferiormente. De
0

fato, basta considerar (:r;k) = ( A
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Exemplo 1.28 O problema

min e*1t?2
x
s.a T1+x9—1<0

€ convexo e a funcdo objetivo € limitada inferiormente. No entanto, também nao existe

minimizador aqui.

Outro fato interessante em Otimizacao convexa é que o conjunto solugao de um

problema convexo é convexo.

Teorema 1.29 Considere o problema e suponha que €2 C R™ € convero e f é uma

funcao convexa em . Entdo o conjunto solugdo € convexo.

Demonstracao. Sejam x*, & € ) duas solugoes do problema (|1.3). Entao, em virtude do

Teorema [1.23]
Fla) = f(7) = vEinf{f(z) | z € Q}.

Portanto, para todo ¢ € [0, 1],
FA=t)a" +ti) < (1—t)f(a") +tf(T) =,

provando que (1 —t)z* + ¢tZ também é uma solugao. 0
A seguir, apresentaremos alguns resultados para garantir a unicidade de um pro-

blema convexo.

Teorema 1.30 A solucdo para um problema convexo, para o qual a funcao objetivo é

estritamente conveza, € unica.

Teorema 1.31 Considere £ : R® — R uma funcdo estritamente conveza, f : R™P — R

tal que f(z,y) = &(z) e o sequinte problema de Otimizagdo

min  f(z,y) (L5)
s.a (x,y) € Q, '

onde Q C R"™P & um conjunto convexo. Seja Q* C Q o conjunto solug¢do do problema
e suponha que existe uma funcao ¢ : R™ — RP tal que y = ¢(x) para todo (x,y) € Q*.
Entao o problema possui uma unica solucao.

Demonstragao. Considere (z*,y*), (Z,7) € Q*. Entao
§a") = f(a",y") = f(2,9) = §(2).

Afirmamos que z* = Z. De fato, suponha que z* # . Como 2* é um conjunto convexo,

1
temos que (2,7) = =((z*,y%) + (2,7)) € Q*. Pela convexidade estrita de &, segue que

[\]
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&(z) < %(f(as*) +£(%)) = £(x*) e portanto, f(Z,y) < f(z*,y"), contradizendo o fato de

(z*,y*) ser uma solugao. Isto prova que x* = z. Finalmente, note que

completando a prova. 0O
Na préxima segao, trataremos de condigoes que garantem a existéncia de mini-

mizador global para um problema quadratico.

1.2.2 Programacao quadratica

Consideremos um problema de Otimizacao no qual a fungao objetivo é quadratica

e o conjunto viavel ¢ um poliedro. Isto é,

min f(z) =aTHx + cTx

(1.6)
s.a Ax+b<0,

onde H € R™" é simétrica, c € R", A € R™" e b € R™. Conforme Exemplo [1.27]
este problema pode nao ter solucao. No entanto, se f for limitada inferiormente, entao é
garantida a existéncia de um minimizador. Este resultado nao ¢ muito cléssico e se deve a
Frank e Wolfe [I8]. Por conveniéncia, serd apresentada uma prova deste resultado devida
a Blum e Oettli [23]. Na verdade, detalhamos a demonstracao e realizamos algumas
modificacoes visando corrigir alguns pontos.

Primeiramente, serao mostrados alguns resultados basicos a respeito de um pro-

blema geral de Otimizagao.

Lema 1.32 O conjunto dos minimizadores globais do problema ,
S*={z e Q] flz) < f(y),Vy € Q},

¢ fechado.

Demonstracao. Como o conjunto vazio é fechado, basta considerar o caso em que S* # ().
Suponha entdo que (z¥) C S* é tal que ¥ — x*. Como S* C €, que é fechado, temos
que z* € Q. Além disso, f(z¥) < f(y) para todo k € N e para todo y € Q. Passando o
limite obtemos f(z*) < f(y). 0

Lema 1.33 Suponha que o conjunto S*, definido no Lema seja ndo vazio. Entdo
existe um elemento com minima norma, isto é, existe x* € S* tal que ||z*|| < ||z|| para
todo x € S*.

Demonstragio. Defina v = inf{||z|| | € S*}. Entdo existe (z*) C S* tal que ||z*]| — ~.

Portanto, (2*) é limitada e consequentemente admite uma subsequéncia convergente, seja
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N , , . N/
ela zF = z*. Como S* é fechado, temos que * € S*. Além disso, ||z*|| — ||z*||, donde
segue que ||z*|| = 7. 0
Agora, temos condigoes de provar o teorema da existéncia de solucao global para

programagcao quadratica.

Teorema 1.34 Considere o problema quadrdtico (@, suponha que o seu conjunto vidvel
seja nao vazio e que a funcao objetivo seja limitada inferiormente neste conjunto. Entdo

o problema tem um minimizador global.

Demonstra¢ao. Denotamos por €2 o conjunto viavel do problema . Ou seja, Q ={z €
R™ | Az + b < 0}. Considere um ponto qualquer Z € 2 e defina, para cada p > p o 1z,
o conjunto Q, = {z € Q| ||z|| < p}. O conjunto dos minimizadores globais da funcao
continua f no conjunto compacto €2, é nao vazio e consequentemente, pelo Lema m,
possui um elemento de minima norma, que serda denotado por z,. Note que a funcao
p+— f(x,) é ndo crescente e

lim f(z,) = inf f(z) < f*. (L7)
De fato, dado € > 0 tome 2’ € Q tal que f(z2') < f* + e. Assim, para todo p > |[|2/||
temos f(x,) < f(2') < f*+e Como f(x,) > f*, concluimos que vale. Afirmamos
que existe p > p tal que ||z,|| < p para todo p > p. Suponha por absurdo que isto nao

seja verdade. Entao existe uma sequéncia (py) tal que pp — 00 e ||z, || = pr. Definindo
k
T .
2% =z, euf = — podemos sem perda de generalidade supor que u¥ — u, com ||u| = 1.
Pk
Denote as linhas da matriz A por al, i € [ o {1,...,m} e considere o conjunto

Iy = {i € I |limsupa!z* + b; = 0}.

k—o0

Como Az* + b < 0, podemos concluir que lim sup aiTxk + b; < 0 para ¢ € I\I. Portanto,

k—o0
descartando (se necessario) uma quantidade finita de termos da sequéncia (z*), podemos

concluir que existe € > 0 tal que
al 2% +b; < —¢, (1.8)

para todo i € I\ e para todo k € N. Note que a! 2* + b; = pralu® + b; e alu* — alu.

Como p, — 0o, podemos concluir que
T, _ . T .
a;u=0,i€ly e a;u<0,iel\l. (1.9)

De (|1.7) obtemos

pi (o (W) HuF + ") = (") Hab + "2 = f(a¥) — f*



Revisao de Conceitos 20

e portanto
u’ Hu = 0. (1.10)

Usando (1.9), obtemos 2* + \u € Q para todo k € N e para todo A > 0. Além disso, em
vista de ([1.10)),

F(@® 4+ du) = f(a*) + M(cTu+ 20T Ha®),

donde segue que v + 2uT Hz* > 0 (pois do contrario terfamos /\lim f(z® + M) = —o0).
—00

Desta forma obtemos
f(a" =) = f(a") = A("u+2u" Ha®) < f(2h), (1.11)

para todo k € N e para todo A > 0. Mostraremos que existem A > 0 e £ € N tais que
* — M€ Q,, e ||zF — \ul| < ||z¥||. De fato, por (1.9), obtemos para i € Iy,

al (vF — Au) +b; = a] 2"+ b; < 0.

Por outro lado, para i € I\, segue de (|1.8) que
aj (xF — M) +b; = al 2% + b — Na]u < — — Aaju <0, (1.12)

para todo A\ > 0 suficientemente pequeno. Agora, lembrando que 2% = ppuf e ||ul| = 1,
temos
2 = Al = 22 + A(A = 207 u).

Escolhendo A > 0 satisfazendo (1.12) e £ € N suficientemente grande de modo que
A\ = 2ppulu® < 0, podemos concluir que ||2% — Au|| < ||2*|| = pr. Mas isto junto com
contradiz o fato de z* ser minimizador de f em 2, com minima norma. Esta
contradicdo prova a nossa afirmacdo, ou seja, existe p > p tal que |z,|| < p para todo
p > p. Para finalizar a demonstracao do teorema, mostraremos que existe p > p tal que
f(x,) = f*. Suponha que isto nao ocorra. Entao f(z,) > f* para todo p > p. Considere
p1 > p arbitrario. Como hﬁrgo f(z,) = f*, existe po > py tal que f(z,,) < f(z,,). Assim,
z,, ¢ €, e portanto ’

p1 < ||, ]| < p2.

Definindo p = [|z,,]|, temos que f(z,,) < f(x;) (pela monotonicidade) e f(z;) < f(x,,)
(pois z,, € Q;). Além disso, como p > p, temos ||z;|| < p = ||z,,]|, contradizendo o fato

de z,, ser minimizador de minima norma em £2,,. 0O

1.2.3 Dualidade

A teoria de dualidade baseia-se em associar um problema de minimizacao (primal)

a um problema de maximizagao (dual), que sob certas condiges é equivalente ao primal
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e pode ter uma resolucao mais facil. Além disso, quando o problema primal é convexo,
obtemos relagoes de dualidade mais fortes.

Em problemas com restri¢oes, é conveniente definir uma funcao, conhecida como
Lagrangiana, que incorpora informacgoes sobre a fungao objetivo e as restricoes. Para

melhor compreensao podemos consultar [I1], [17].

Definicao 1.35 Dado um problema de Otimizagao, como o descrito em , definimos
a funcao Lagrangiana L : R™ x R™ x RP — R por

L0, 8) = £(@) + 3 aigi(w) + 32 Ai(w) = £(&) + aTg(@) + Th(a),

onde os coeficientes a; e [3; sao chamados de multiplicadores de Lagrange.

O problema dual de ([1.3)) é definido por

max 6(a,f
o, (@.5) (1.13)
s.a a>0,

onde f : R™xR? — RU{—o0}, chamada fun¢ao dual, é dada por 6(a, §) = ir}g L(z,a, ).
TER™
Note que o problema dual ([1.13]) é equivalente ao problema
miﬁn —9(057 B)

sa (a,8) €D (114

onde
D={(a,B) eR" xR |aa>0¢0(a,) >—00}. (1.15)

Uma propriedade interessante é que, mesmo o problema primal nao cumprindo

nenhuma hipdtese de convexidade, o dual sera sempre equivalente a um problema convexo.

Teorema 1.36 O conjunto definido em ¢ convezo e a func¢ao dual 6 é concava, o
que significa que o problema ¢ convezo.

Demonstragao. Dados x € R™, (aq, 1), (a2, f2) € D et € [0, 1], defina
(o, B) = (1 = t)(en, Br) + taz, Ba).
Assim, a >0 e
L(z, o, 8) = f(x) + alg(x) + B h(z) = (1 — t)L(z, oy, B) + tL(x, oz, B).
Portanto, L(z,a, 8) > (1 — t)8(aq, f1) + t0(az, 52), donde segue que

9(0&,5) = inf L(l’,@,ﬁ) > (1 — t)@(czl,ﬂl) + te(&z,ﬁg).

z€R™
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Assim, (a, f) € D e 6 é concava, provando que o problema ((1.14)) é convexo. 0

O teorema seguinte estabelece que o valor da funcao dual nunca supera o valor

da funcao primal em pontos vidveis para os problemas ((1.3)) e (1.13]).

Teorema 1.37 (Dualidade fraca) Dados T € Q e (&, 5) € D, temos 6(a, B) < f(Z).

Demonstracgao.

|
Agora, veremos que se ocorrer a igualdade no Teorema [1.37] entao os pontos sao

solucoes dos seus respectivos problemas.

Teorema 1.38 (Dualidade forte) Sejam f : R" - R, g: R* - R™ e h : R — RP
fungées continuamente diferencidveis. Se x* € Q e (o, B*) € D satisfazem a igualdade
O(a*, 5%) = f(x*), entdo x* é minimizador global do problema primal e (a*,5%) é
maximizador global do problema dual . Além disso, (x*,a*, 5*) satisfaz as condigoes
de KKT dadas em 7.

Demonstracao. Note primeiro que pelo Teorema |1.37], temos

para todos x € Q e («a, 5) € D, donde seguem as duas afirmagoes de otimalidade. Agora,

veja que ((1.4b)) e (1.4c]) sdo imediatas. Além disso, temos

f(@7) = 0(a", B7) = inf L(z,a", 87) < L(z",a", 57) = f(") + (a") g(«") < f(27),
(1.16)
implicando em ()" g(2*) = 0. Como «;g;(z*) < 0, obtemos (1.4d).

De (|1.16)) também obtemos ian L(z, o, %) = L(z*,a", %), o que implica
TER™

V(") + ZOZZV%‘@*) + Zﬁl*th(x*) = V.L(z", a", %) =0,
i=1 i=1

fornecendo (|1.4al). O

Em geral, ndo podemos garantir que 0(a*, 8*) = f(2*). A diferenca entre tais

valores é definida abaixo.

Definicao 1.39 A diferenca entre os valores étimos da fungao objetivo do problema pri-
mal e do dual, f(x*) — 0(a*, %), € definida como gap de dualidade [17].

Sob hipéteses de convexidade, podemos provar que o gap de dualidade é nulo.



Revisao de Conceitos 23

Teorema 1.40 Suponha que f:R" - R, g; : R* = R, 1 =1,...,m, sao funcoes conti-
nuamente diferencidveis e convezras e que h € uma funcao afim. Se x* € R™ é um ponto
estaciondrio para o problema e (a*, ) € R™ x RP é um vetor de multiplicadores
de Lagrange associado, entao x* é minimizador global do problema primal e (a*, B%)
¢ maximizador global do problema dual . Além disso, nao hd gap de dualidade, ou

seja, O(a*, B*) = f(x*).

Demonstracdao. A otimalidade de x* ja foi provada no Teorema [1.26] Para estabelecer a
otimalidade dual, note que a fungao x — L(x,a*, *) é convexa, pois f e g;, i =1,...,m,
sao convexas, o > 0 e h é uma funcdo afim. Além disso, em vista de (1.4a]), temos

V.L(z*) = 0, o que implica

0(a*, ") = inf L(z,a",5") = L(z",a", 8") = f(z") + (a")" g(a") + (8")" h(z") = f(a"),

reR™

sendo que a tltima igualdade decorre de ([1.4d). A otimalidade global de (a*, 3*) segue
entao do Teorema [I.37] O

Exemplo 1.41 Considere o sequinte problema de Otimizagao

: 2 2
min  f(z) =21 + 3

s.a  2x1+ 1y < —4.

Vamos encontrar uma solugcao deste problema por meio do seu dual. A Lagrangiana

associada a este problema € a funcao L : R?> x R — R dada por
L(z,a) = 2} + 25 + 20x1 + axs + da.

Note que, firado o« > 0, a fun¢do x — L(x,«) € diferencidvel e estritamente conveza.

2y +2 0
vxL(xﬂ):( 23;115>:(0)
2

Portanto, a equacao

fornece o unico minimizador T = ( _32 > e assim a func¢ao dual fica
—a
5 2
0(a) = L(z,a) = —% + 4a.
O problema dual é entao
5a
max 6(a) = T + 4o
s.a «a>0,
8 1 L . .

fornecendo o = = e portanto xr* = —x Além disso, o gap de dualidade € zero,
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PoiSs

Além do que vimos nos Teoremas e [1.40, uma outra maneira de relacionar
otimalidade com o gap de dualidade é por meio do conceito de ponto de sela, conforme

Veremos a seguir.

Definicao 1.42 Um vetor (z*,a*,3*) € R" x RT x RP ¢ dito ponto de sela da funcao

Lagrangiana associada ao problema primal quando
L(z*,a, ) < L(z*, ", B*) < L(z,a*, B%) (1.17)
para todos x € R" e (a, 3) € R x RP.

Teorema 1.43 Suponha que (z*,a*, ) € R" x R x RP € um ponto de sela da funcao
Lagrangiana. Entao, x* € Q, (o, 5%) € D e 0(a*, 5*) = f(z¥).

Demonstragao. Vejamos primeiro que x* € €. Suponha por absurdo que g;(z*) > 0 para

algum j € {1,...,m}. Para cada k € N, defina o; =k, a; =0, 7 # j e f = 0. Assim,

L(z", a, B) = f(2") + kg;(x7) = o0

quando k — oo, contradizendo (1.17)). Suponha agora, também por absurdo, que h;(z*) #
0 para algum j € {1,...,p}. Para cada k € N, defina ; = kh;(z*), 8; = 0,7 # j e a = 0.
Assim,

L(z*, a,B) = f(z*) + k(hj(x*))2 — 00

quando k — oo, novamente contradizendo ((1.17). Portanto, z* € Q. Para ver que
(a*, 5*) € D, basta notar que (1.17)) implica

O(a*, ) = inf L(z,a", ") > L(z*, ", %) > —o0.

reR”™

Finalmente, note que por 1.17) f(z*) = L(z*,0,0) < L(z*,a*, p*) < 0(a*, f*) e pelo
Teorema [1.37, 6(« f( ) provando assim que 0(a*, 3*) = f(x*). 0O

Corolério 1.44 Se (z*,a*, 3*) € R" xR} xRP ¢ um ponto de sela da funcao Lagrangiana,
entao x* é minimizador global do problema primal , (a*, B*) € mazimizador global do

problema dual (1.15 (-) (x*, a*, 5%) satisfaz as condi¢oes de KKT dadas em —.

Demonstragao. Imediata pelo Teorema [I.38) O

A reciproca do Teorema também é verdadeira.

Teorema 1.45 Suponha que (z*,a*,3*) € Q x D satisfaz 6(a*,B*) = f(z*). Entdo

(x*, a*, %) € um ponto de sela da fun¢ao Lagrangiana.
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Demonstragao. Pelo Teorema|1.38] temos que x* é minimizador global do problema primal
(1.3), (a*,*) é maximizador global do problema dual (1.13)) e (z*, a*, 5*) satisfaz as

condigoes de KKT (|1.4a))—(1.4d)). Portanto,

L(z* o, ) = f(z*) +alg(a”) + Th(z")
< f(x")
= f(@*) + (@) g(e”) + (B8 h(z")
= L(@",a", B"),

para todo (o, ) € xR x RP. Por outro lado,
L(z*,a%, B%) = f(2*) = 0(a”, B%) < L(x,a”, B7)
para todo x € R™. O

Corolario 1.46 Suponha que f :R" - R, ¢, : R*" =R, 2 =1,...,m, sao funcoes conti-
nuamente diferencidveis e convezxas e que h € uma funcao afim. Se x* € R™ é um ponto
estaciondrio para o problema e (a*, 5*) € R™ x RP ¢ um vetor de multiplicadores de

Lagrange associado, entao (x*,a*, 3*) é um ponto de sela da fun¢ao Lagrangiana.

Demonstragao. Imediata pelo Teorema [I.40] O



Capitulo 2
Maquinas de Vetores Suporte

Quando uma grande quantidade de dados é analisada, ja nao é viavel uma clas-
sificagao manual, pelo tempo e pela dificuldade de diferencid-los. Assim, computacional-
mente buscamos gerar um algoritmo capaz de reconhecer padroes. Neste capitulo forne-
cemos a modelagem matematica de uma técnica que possui tal capacidade: as Maquinas
de Vetores Suporte (SVM, do inglés Support Vector Machine).

Para fundamentar a técnica, estabeleceremos teoremas e lemas, recorrendo ao
Capitulo [I Trabalharemos inicialmente com a classificacdo de dados linearmente se-

paraveis e posteriormente a generalizacao para dados que nao possuem esta propriedade.

2.1 Metodologia de Aprendizagem

Nesta se¢ao, faremos uma breve revisao de literatura sobre SVM. Inicialmente,
daremos uma introdugao a Aprendizagem de Maquina (do inglés Machine Learning), para
entao tratar sobre SVM. Neste trabalho, usamos SVM para classificagdo, mas também
poderia ser usada para regressao, conforme podemos encontrar em [35].

Aprendizagem de Maquina é uma das areas que tém fornecido técnicas tteis
para resolver problemas de classificagdo com uma grande quantidade de dados [24]. O
aprendizado da maquina pode ser comparado ao dos seres humanos, no sentido que ele
vem com a experiéncia. A maquina precisa experimentar o problema varias vezes e criar
seu proprio modelo da solucao. Essencialmente, isso significa reconhecer padroes. Quanto
mais informacao for fornecida, ou seja, quanto mais experiéncia obter, melhor vai ser o
aprendizado, sendo mais facil de reconhecer o padrao.

Por exemplo, dada uma sequéncia, tentaremos descobrir o préximo nimero. Se
for uma sequéncia de um ou dois nimeros, por exemplo (3,6, ...), dificilmente saberemos
qual é a regra que gera esta sequéncia e assim conseguir obter o proximo valor. Mas,
quanto mais nimeros obtivermos da sequéncia, mais facil é encontrar o padrao, como
(3,6,9,12,...), onde o padrao é uma progressao aritmética de razao 3. Este é um tipo

de aprendizado, o supervisionado, onde temos informacao sobre alguns dados e a partir

26
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disso podemos deduzir uma informacgao sobre um caso desconhecido. Neste trabalho
abordaremos o aprendizado supervisionado.

Esse tipo de aprendizado é muito usado, por exemplo, em problema de reco-
nhecimento facial. Suponha que a méaquina precise reconhecer uma pessoa. Precisamos
alimentar a maquina com varias fotos e colocar um rétulo nessas imagens, dizendo para
ela quais imagens sao e quais nao sao a pessoa.

Assim, a partir de cada uma daquelas fotos, criamos um modelo de caracteristicas
do rosto da pessoa. Feito isso, toda vez que for apresentada uma nova imagem, basta
comparar o modelo de caracteristicas que a maquina criou a partir dos outros dados com
as caracteristicas da nova imagem. Se as caracteristicas forem semelhantes, significa que
provavelmente essa nova imagem ¢é a pessoa.

Muitas técnicas sao estudas para Aprendizagem de Maquina, tanto para a apren-
dizagem supervisionada, como SVM, Regressao Linear, Regressao Logistica e Redes Neu-
rais [3], quanto para a ndo supervisionada como SVD (Singular Value Decomposition) [13],
Clusterizacao e Anélise de Componentes Principais (do inglés Principal Component Analy-
sis) [3].

O objetivo das técnicas de aprendizagem supervisionada é ter a capacidade de
obter conhecimento, em um processo denominado fase de treinamento, de vérios pares
(2t 11), (22, 12), ..., (™, ym), de entrada z° e saida y;, denominado conjunto de treina-
mento. Para analisar se a técnica obteve conhecimento suficiente, testamos novas entradas
para as quais ja conhecemos a priori as saidas, denominado conjunto de teste, verificando
se a maquina gera saidas corretas. Este processo é conhecido como fase de teste. Dito de
outro modo, queremos prever a saida para dados novos através de um classificador, uma
funcao de decisao.

A técnica SVM esta entre uma das mais utilizadas em aprendizado supervisio-
nado [4], [5, 15, 2], 28]. Tem boa capacidade de generalizagao, robustez diante de dados em
dimensoes elevadas e tem sido muito utilizada por obter resultados melhores em relacao
a outras técnicas de classificagao [7, 30], 32, 33]. Seu objetivo é encontrar um hiperplano
6timo (w*)Tx+b* = 0 que separe os dados de entrada z* em duas saidas (classes) y; através
de uma fungao de decisao F'(z) = sinal((w*)"z+b*). A Otimizacao fornece técnicas para
encontrar tal hiperplano, garantindo nao somente sua existéncia mas também sua unici-
dade.

Considere um conjunto de dados, pertencentes a duas classes, conforme Figura[2.1}
Observe que s6 podemos classificar corretamente os dados através de uma reta na Fi-
gura . Na Figura [2.1(b)| encontramos uma reta que classifica alguns poucos dados
incorretamente. Por fim, na Figura nao existe uma reta que separe os dados de
maneira razoavel como aconteceu nos dois primeiros casos. Esta é a motivacao para tra-
tarmos dos trés casos de SVM: o linear com margem rigida, restrito a poucas aplicacoes

praticas, o linear com margem flexivel e o nao linear, respectivamente.
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(a) Linear. (b) Flexivel. (c) Nao linear.

Figura 2.1: Dados lineares, com margem flexivel e nao lineares.

Em 1963, Vapnik [34] apresentou um algoritmo para encontrar um hiperplano
separador para o caso em que os dados sao linearmente separaveis. Depois, em 1992,
Boser, Guyon e Vapnik [22] trabalharam com classificagdo nao linear, aplicando o truque
do Kernel, que faz um mapeamento do espaco de entrada para um espago de dimensao
maior, no qual os dados sao linearmente separdaveis. Em 1995, Cortes e Vapnik [21]
modificaram o algoritmo, introduzindo variaveis de folga para o caso em que os dados nao
sao linearmente separaveis.

No decorrer do texto, para os trés casos descritos acima, consideraremos o con-
junto de treinamento X = {(z%,y1), ..., (2™, ym), ' € R", y; € {—1,1}}, pois trataremos
de problemas de classificacdo bindria. Denominaremos atributo aos pontos z*, pertencen-
tes ao espaco de entrada. Quando a saida y; = 1 diremos que z* pertence & classe positiva
e se y; = —1 diremos que z' pertence a classe negativa.

Por exemplo, considere um conjunto de m letras, formado por tipos distintos da
letra A e de letras que nao sao A. A cada letra associamos uma matriz de pixels p X ¢, a
qual produz um vetor de caracteristicas 2° € RP? = R", como representado na Figura .
Os dois primeiros caracteres tém saida y; = 1, enquanto que o ultimo tem saida y; = —1.

Mostraremos que a modelagem do problema de classificacao, por meio de SVM,
envolve um problema de programacao nao linear, quadratico, convexo e restrito, no qual
almejamos obter a maior distancia entre os hiperplanos w'z +b=1c wlz +b= —1 que
definem a faixa que separa os dados.

Usaremos a formulacao dual Lagrangiana para resolver este problema de oti-
mizac¢do. Em [4], encontramos duas razoes para fazer isso, uma delas é que as restrigoes
do problema primal sao trocadas por restri¢coes mais simples na abordagem dual e a outra
é que os dados aparecem em forma de produto interno, propriedade fundamental para
poder generalizar SVM para o caso nao linear. Além dessas razoes, também fornecemos
neste trabalho uma fundamentacao tedrica para outros motivos de se utilizar o dual. De-
talhes sobre dualidade no contexto de SVM podem ser encontrados nos trabalhos de Nello
Cristianini e John Shawe-Taylor [15] [16].
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Figura 2.2: Transformacao de caractere em vetor.

Neste trabalho, apresentamos uma fundamentacao tedrica da existéncia e uni-
cidade da solugao do problema primal. Por outro lado, nao podemos garantir que o
problema dual tem solucao tnica e mostramos um exemplo para o qual o dual possui
infinitas solugoes. Além disso, mostraremos que o gap de dualidade é zero, o que permite
estabelecer uma relagao entre uma solucao qualquer do dual e a solucao do primal. Por
conta desta relacao, é interessante obter uma solugao do dual com o maior niimero possivel
de componentes nulas, pois isto diminui o custo computacional para obter a funcao de
decisao e também para classificar novos pontos.

Existem trabalhos na literatura [2, [15], 28] que definem vetores suporte como os
pontos do conjunto de treinamento que estao sobre os hiperplanos que determinam a mar-
gem Otima. Outros trabalhos, no entanto, definem vetores suporte como os atributos do
conjunto de treinamento associados as componentes nao nulas de uma solucao do problema
dual [35]. Baseados nesta tltima defini¢ao, propomos neste trabalho o Algoritmo , que
busca uma solucao dual o mais esparsa possivel.

Quando o conjunto de dados nao é linearmente separavel, uma forma de impedir
classificacoes incorretas é utilizar regularizacao, introduzindo variaveis de folga &; associa-
das a cada atributo 2%, penalizadas na funcao objetivo por meio de um parametro C' > 0.
Em [2] é realizado um estudo da influéncia do parametro C' no desempenho dos classifica-
dores. Faremos alguns testes no Capitulo |3| para verificacao de tal relacao e analisaremos
quao grande deve ser o parametro C' para obtermos menos erros na classificacao.

Para o caso de aplicarmos as variaveis de folga e ainda assim obtermos uma baixa
taxa de acerto na classificacao, podemos fazer um mapeamento dos dados para um espaco

de dimensdo maior por meio de uma funcio ¢ : R® — RY com N > n, na esperanca de
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que neste novo espaco os dados sejam linearmente separaveis. Isto nao acarreta grandes
complicacoes na modelagem, pois na fungao objetivo do problema dual aparece apenas
uma expressao do tipo K(z%,27) = ¢(2°)T¢(27), denominada funcao Kernel, no lugar
de (z)T2?. O Kernel também aparece na funcao de decisdao, o que significa que mesmo
sendo o hiperplano de separacao criado no espaco R”, a avaliacao de novos pontos se d4
no espago de entrada [5].

A seguir, veremos o desenvolvimento de SVM com dados linearmente separaveis

e nas secoes seguintes suas generalizagoes.

2.2 Maquinas de Vetores Suporte - Margem rigida

Primeiramente, trataremos sobre o problema com margem rigida, ou seja, quando
os dados sao linearmente separaveis. Para tanto, vamos definir alguns conceitos sobre
hiperplano e formular o problema com o objetivo de separar os dados da melhor maneira.
Usaremos conceitos de dualidade para resolver o problema de otimizacao e encontrar o
classificador 6timo.

Considere a Figura na qual os pontos em azul representam dados de trei-
namento da classe positiva e os em vermelho dados de treinamento da classe negativa.
Note que todos os hiperplanos representados na Figura separam os dados. No en-
tanto, dentre todos os hiperplanos separadores, aquele que esté destacado na cor magenta,
na Figura , é o que melhor separa os dados pois possibilita a maior faixa que nao
contém nenhum atributo, conforme Figura . De fato, se o hiperplano tiver uma
margem estreita, entao pequenas perturbacoes no hiperplano ou no conjunto de dados
podem ocasionar uma classificacao incorreta.

Vamos agora formalizar estas ideias com o objetivo de modelar e formular mate-

maticamente o problema de classificacao. Considere os conjuntos
X1:{$Z€X|yzz].} e X2:{$16X|y12—1},

formados pelos atributos pertencentes as classes positiva e negativa, respectivamente.

Definicao 2.1 Considere um vetor nao nulo w € R™ e um escalar b € R. Um hiperplano

com vetor normal w e constante b é um conjunto da forma H = {z € R* | wTz +b = 0}.

O hiperplano H divide o espaco R™ em dois semiespacos, dados por

Si={reR"|wz+b>0} e Sy={recR"|w'z+b<0}.
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(a) Dados de treinamento.

-.t..: :‘ \

(c¢) Hiperplano 6timo.

(b) Hiperplanos separadores.
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(d) Méxima margem.

Figura 2.3: Hiperplanos.

Definicao 2.2 Dizemos que 0s conjuntos X1, Xo C R" sdo linearmente separdveis quando
existem w € R™ e b € R tais que wz +b > 0 para todo x € X; e w'z +b < 0 para todo
x € Xy. O hiperplano H = {x € R" | wTx + b = 0} € chamado hiperplano separador dos

conjuntos X1 e Xo.

Lema 2.3 Suponha que os conjuntos X1, Xo C R™ sao finitos e linearmente separdveis,
com hiperplano separador H = {x € R* | w'z +b = 0}. Entdo evistem w € R eb € R
tais que H pode ser descrito por

wiar+b=0,

satisfazendo
wlr+b>1, para todo x € X e

wlx+b<—1, para todo x € Xs.

Demonstragao. Pela Definicao 2.2} temos que

wlz 4+ b > 0, para todo z € X,
wlz +b <0, para todo z € X,.

Como X; U X5 é um conjunto finito, vdéf r)?inX |w'z + b| > 0. Portanto, para todo
rxeX1UXo
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. |whz + b .
r € X7 UXy, v < |w'x + b e, consequentemente, —— > 1. Assim, para © € X;
Y
temos T b T b
wr+b |wiz+D > 1

v v

e para r € X5 temos
w'z+b  |w'z+ b .-

g v

Definindo @ = — e b = —, obtemos o resultado. 0O

=&

Para fins de notacio, vamos considerar a partir de agora (w,b) ao invés de (w, b).
Veremos que Hldéf{a: eR" | wlz+b =1} e Hgdéf{x € R" | wl'z +b = —1} sao
os hiperplanos que definem a faixa que separa os conjuntos X; e X5. No lema abaixo

estabelecemos a largura desta faixa.
2

Lema 2.4 A distancia entre os hiperplanos Hy e Hy € dada por d = Tl
w

Demonstracao. Considere um ponto arbitrario T € H; e defina z* = T 4+ Aw, com A =

w'ZT+b+1
[[w]|?

para todo x € Hy. De fato, basta tomar u = Z7—2* e v = * —z. Assim u’v = - w’ (z* —

. Note primeiro que z* € Hy. Além disso, temos que ||T — z*||2 < [|T — |2

x) = 0 e portanto temos [Jul|*+ ||v||* = ||u+v]|?, ou seja, ||T—z*||*+||z* —z|* = |z — ||

Portanto,

_ . wiz +b+1] 2
d(@, Hy) = [T — 2*|| = [A|Jw]| = =

lwll

independentemente do ponto = € H;. Deste modo, temos que

2
d(Hl, HQ) = T -
Il
|
Como o nosso objetivo é encontrar o hiperplano que melhor separa os dados,
precisamos maximizar a largura da faixa, isto é, maximizar a margem d = W Isto
w

equivale a minimizar seu inverso —||w|| ou ainda minimizar §||w|]2 Além disso, a faixa
deve separar os dados das duas classes. Isto significa que as seguintes restrigoes devem

ser satisfeitas
w'z +b>1, para todo z € X; e (2.1)

w’z +b < —1, para todo z € Xs. (2.2)

De uma forma compacta, podemos reescrever as restricoes acima como
T i -
yi(w'z'+b)>1, i=1,...,m.

Portanto, o problema de encontrar o hiperplano 6timo pode ser formulado da
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seguinte maneira

1
min —||w||2
2

w,b (23)
sa ywlzt+0)>1, i=1,...,m,
onde w € R" e b € R. O problema ({2.3]) possui func¢ao objetivo
1 2
flw,0) = S| (2.4)
convexa e restricoes lineares
gi(w,b) =1 —y;(wa" +b) <0,i=1,...,m. (2.5)

Mas, como tratado no Capitulo[], estas hipSteses nao sdo suficientes para garantir
a existéncia de um minimizador. No entanto, como a fun¢ao objetivo ¢é limitada inferior-
mente e o conjunto viavel Q = {(w,b) € R"™ | g;(w,b) < 0,i=1,...,m} é um poliedro
nao vazio (pois os conjuntos X; e X, sdo linearmente separdveis), o Teorema [1.34] garante
a existéncia de um minimizador global para o problema . Ainda assim, apresentamos
aqui uma demostracao da existéncia de um minimizador global que faz uso de conceitos

mais elementares do que aqueles usados na prova do Teorema [1.34}
Teorema 2.5 O problema possui um minimizador global.

Demonstra¢ao. Como a funcao objetivo do problema ([2.3) é limitada inferiormente e o

conjunto Q # (), temos
def

* < inf b) > —o0.
f (w{gegf(w,b 00

Pela definigao de infimo, temos que para todo k € N, existe (wy, by) C 2 tal que

£ < flwnb) < f 4 7

deste modo,
1
§||w/<:||2 = f(wy,bg) — f~ (2.6)

e portanto (|lwy||) é convergente, consequentemente pelo Teorema é limitada, impli-
cando que (wy) seja limitada.

Podemos mostrar que (by) também serd limitada. De fato, considere & € X; e
T € X, arbitrarios. Portanto, por e temos que

1—wgi§bk§—1—w,{i

Entao (by) ¢é limitada, pois (wy) é limitada.

Como a sequéncia (wyg, by) é limitada, pelo Teorema possui uma subsequéncia
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convergente, seja ela (wy, by) L (w*, b*). Logo, pela continuidade de f obtemos
flw, b)) S f(w*,b7),
mas por temos f(w*,b*) = f*. Portanto, provamos que existe (w*, b*) em (Q tal que
fw* %) = f* < f(w,b), para todo (w,b) € Q.

U
Para o problema quadratico (|1.6) o Teorema m garante a existéncia de uma

solucao global, mas nao se pode afirmar nada sobre a unicidade desta solu¢ao. No en-
tanto, para o problema ([2.3) podemos garantir a unicidade da solu¢ao. Para mostrar este

resultado, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.6 Se (w*,b*) € dtimo para o problema entao evistem T € X1 e x € Xy tais
que (W)TZ+b* =1 ¢ ()T +b* = —1.

Demonstra¢ao. Como (w*,b*) é 6timo para o problema (2.3), entao f(w*,b*) < f(w,b)
para todo (w,b) € . Suponha que nao existe T € X; satisfazendo (w*)TZ+b* = 1. Logo,
(w)Tx +b* > 14§ para todo x € X;, onde § = mgl[(w*)Tx + 0" — 1] > 0. Assim,

TEX]

0 )
(W) z+b 5 2 —|—2,

0 que equivale a

)
(w*)Tx+b*——
21
14 =
+2
)
w* B b*—E
Tomando w = 3 eb= 5,temos
1+ - 1+ -
+2 +2
war4+b>1,

para todo x € X;.

Além disso, para x € X, temos (w*)Tz + b* < —1 o que significa

b2
- 2

*\T b*__
(W) z + 5

Portanto, W'z + b < —1 para todo z € Xo.
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Entdo encontramos (i, b) satisfazendo as restricées do problema (2.3) e

— 7 1 —12 1 ||w*||2 1 * |12 * 10k
f(w,b) = §|| I* = §ﬁ < §||w |7 = flw",b"),
T3
o que é uma contradi¢ao pois (w*, b*) é Gtimo. 0

Teorema 2.7 O minimizador global para o problema ¢ unico.

Demonstragdo. Suponha que (w,b) e (ﬁi,l;) sdo solucoes 6timas para o problema (2.3).

Entao §||w|12 = §||@DH2 e consequentemente ||@|| = ||@]|. Como € é um conjunto convexo,

temos que (w, l;) = % ((@, b) + (w, 5)) pertence a . Além disso, pelo Lema temos
que @] < [|@] o que implica que f(i,b) < f(w,b), contradizendo o fato de (w,b) ser
uma solucao 6tima. Portanto, temos a unicidade de w.

Agora, mostraremos a unicidade de b. Suponha que (w,bd) e (w,b) sio solucdes
otimas para o problema com, por exemplo, b < b. Pelo Lema , existe r € X, tal

que wTz + b = 1. Por outro lado,
1<wiz4+b<w’z+b=1,

o que ¢ uma contradicao. 0O
Assim, depois de resolvido o problema primal ([2.3)) e encontrados w* e b*, podemos

classificar um novo dado = € R™ usando a fun¢ao de decisao F': R* — R dada por
F(z) = sinal ((w*)"z +b*). (2.7)

Caso F(z) > 0, o ponto x sera classificado como da classe positiva e se F(x) < 0, o
ponto x serd classificado como da classe negativa. Mais do que isso, note que o hiperplano
separador é a curva de nivel 0 da fungao G : R® — R dada por G(z) = (w*)'z + b*.
Assim, podemos considerar o valor absoluto de G(x): caso |G(z)| > 0 podemos afirmar
com um nivel maior de confianca que este ponto pertence a classe atribuida do que se
|G(z)| = 0. Isto pode ser ilustrado na Figura [2.4] na qual os pontos A e B pertencem a
classe azul, mas temos mais seguranca nesta classificacao para o ponto A do que para o
ponto B.

Vimos entao que o problema de classificacao pode ser resolvido por meio do
problema primal . Entretanto, considere a situacao ilustrada na Figura . Ao
resolver o problema primal associado, encontramos a solugao (w*,b*). Note que, apenas
trés pontos definem completamente o hiperplano separador. Todos os outros pontos, que
estao associados a restrigoes inativas, sao desnecessarios para a obtencao da solucao. Isto
serd provado no Teorema [2.8, A formulagao primal s6 detecta os pontos desnecessdrios

apos resolver o problema primal e avaliar todas as restricoes na solucao, enquanto a
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N

Figura 2.4: Separacao de dados.

formulagao dual consegue detectar isso apenas com a positividade da sua solugao, como

mostraremos na sequéncia do texto.

Figura 2.5: Dados sobre os hiperplanos tracejados correspondem as restricoes ativas.

Teorema 2.8 Considere (w*,b*) a solu¢do do problema e I = I(w*,b*) o conjunto

dos indices das restricoes ativas na solucao. Entao a solucao do problema

N ST
min —||w||
w,b 2 (28)
sa yi(wlz' +b)>1, iel*
é (w*, b*).

Demonstracdo. Seja (W, b) a solucao do problema (2.8)). Como o conjunto vidvel do pro-
blema (2.3 estd contido no conjunto vidvel do problema (2.8), temos que f(@,b) <
f(w*, b*). Considere agora, para cada t € (0,1),

(ws,b,) = (1 — t)(w*, b*) + £(@, D).
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Para ¢ € I*, a convexidade da restricao g; e a viabilidade das solugoes garantem

que
gi(wy, b)) < (1 —t)g;(w*,b*) + tg;(w, b) <O0.

Por outro lado, para ¢ ¢ I*, temos g;(w*,b*) < 0 e portanto, pela continuidade
de g;, vale g;(wy, b;) < 0 para t suficientemente pequeno. Portanto, (wy,b;) é vidvel para
o problema .

Afirmamos que f(w,b) = f(w*,b*). De fato, se f(w,b) < f(w*,b*), entdo

[wel| = (1 = )" + tw]] < (1 =) |Jw?|| + t][w]| < [lw",

implicando f(wy,b;) < f(w*,b*), o que é uma contradicdo. Concluimos entdo que (, b) e
(w*,b*) sdo vidveis para o problema com o mesmo valor (6timo) da fungao objetivo,
ou seja, ambos sao minimizadores globais do problema . Pelo Teorema segue que
(@,5) = (w, b"). .

Conforme discutido anteriormente vamos agora apresentar o dual do problema
. Para tanto considere a funcao Lagrangiana L : R” x R x R™ — R dada por

L(w,b,a) = f(w,b) +Za2glwb —w w—l—Zal — (w2’ + b)),
i=1

onde f e g sdo dadas em (2.4) e (2.5)).
Pelo que vimos no Capitulo , o problema dual do problema ([2.3)) é

max inf L(w, b, «)
« w,b (29)
s.a «o>0.

Temos que, fixado a@ € R™, a fungao (w,b) — L(w,b,«) é convexa. De fato, f
é convexa e as funcoes g;, i = 1,...,m, sdo lineares. Entdo (w,b) minimiza globalmente

L(w, b, a) com relagao as variaveis w e b se, e somente se
V(w’b)L@D, b, Oé) = 0,

0 que equivale a

OL(w, b, o) R ;
T = W—Zaiyﬂ =0,

OL(w,b,a) & B
T = Z:szyz—o-
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m m
Assim, caso Z a;y; = 0, escolhendo w = Z oyir’ e b € R qualquer, temos que
i=1 i=1

inf L(w,b,a) = L(w,b,0)

w,b
m m m T m m
= % Z a;a;ysy; () ol — Z @ Yi <Z ajyj$j> ' — Z iy + Z Q;
i=1 j=1 i=1 i=1

ij=1

= —% Z iy, () 2l + Z Q.
i=1

ij=1

i=1

Por outro lado, caso Z ay; # 0, fazendo by, = (Z aiyi> k, obtemos

m m m 2
O bka Z - @zyzbk = Zai —k <Z azyz) 5

donde segue que inf L(w, b, ) = —oo. Portanto, a fungao dual é dada por

w,b

—% i oziajyiyj(xi)ij + iai, se iaiyi =0
i=1 i=1

ingL(w, b,a) = nI=l m
7 —00, se Z&iyi # 0.
i=1

Deste modo, o problema dual (2.9) pode ser reescrito como

max  —o Z oYy (') ol + 20@-

ij=1

2.10
s.a Z a;y; = 0, ( )

Note que, os dados do conjunto de treinamento aparecem apenas como produtos
internos, o que serd muito importante nas proximas segoes, onde trabalharemos com
conjuntos nao linearmente separaveis.

Vejamos agora que o problema ([2.10) tem solugdo. De fato, conforme Teo-
rema [2.5, o problema primal possui minimizador (w*,b*). Além disso, as restrigoes
deste problema sao lineares e portanto cumprem naturalmente uma condicao de quali-
ficagao [14]. Portanto, existe a* € R tal que (w*, b*, o*) satisfaz as condicoes de KKT do
problema . Pelo Teorema , concluimos que a* é maximizador global do problema
dual e que nao hé gap de dualidade.

Considere agora o* € R' um maximizador global arbitrario do problema dual



Maquinas de Vetores Suporte 39

e (w*, b*) o minimizador global do problema primal . Como o gap de dualidade
é zero, podemos aplicar o Teoremam para concluir que (w*, b*, o*) satisfaz as condigoes
de KKT do problema . Este resultado nos fornece uma maneira de obter a solugao
do primal a partir de uma solugao qualquer do dual.

De fato, depois de encontrado «*, podemos obter facilmente w* pela relacao

V (wp) L(w*, b*, a*) = 0, ou seja,

w' = Zm:a;‘yixi = Za;kyi:ci, (2.11)
i=1

il

onde I = {i | a > 0}. Além disso, pela complementaridade, temos

o (1—y; (w*) 2" + b)) =0,

para todo i = 1,...,m. Portanto, dado ¢ € I, b* pode ser calculado por
. 1 —yi(w)Tat .
b* = + =y — Zajyj(.r])T:v . (2.12)
! jeI

Note que uma solucao do dual consegue detectar de modo simples quais vetores
do conjunto de dados sdo desnecessarios para a obtengao da solugao primal (w*, b*): todos
os pontos z* tais que i ¢ I.

Assim, a solucao primal pode ser obtida de duas formas alternativas. Uma delas,
teoricamente mais simples, consiste em resolver um problema primal menor, isto é, com
menos restrigoes, conforme o Teorema 2.8 A outra forma, computacionalmente mais
simples, usa uma solucao do problema dual e as relagoes e . Veremos
agora que podemos simplificar ainda mais, tanto teoricamente quanto computacional-
mente, conforme o que serd estabelecido no Teorema [2.9]

Oél'l
Para tanto, se I = {i1,...,i,}, vamos denotar ay = : € RP.

Oéip

Teorema 2.9 Considere (w*,b*) a solu¢ao do problema , a* € R uma solugdo
global arbitrdria do problema dual el ={i,...,1p} ={i| of >0}. Entdo (w*,b*)

€ a solucao do problema primal reduzido

.1 9
min —||w||
wh 2 (2.13)

sa y(wlz+b)>1, iel
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e aj € uma solugao global do problema dual reduzido associado a ,

1 - ) % -
max —3 Z BrBuiyi, ()™ + ; D

BERP
k,l=1
P (2.14)
S.a Z/Bkylk = 07
k=1

Bkzo, /C:l,...,p.

Demonstrag¢ao. Considere 6 : R™ — R a fungao objetivo do problema dual (2.10) e 6, :
RP — R a funcao objetivo do problema dual reduzido (2.14). Dado 8 € RP? satisfazendo

as restricoes deste problema, defina o vetor a« € R™ por

6’67 Sei:ik
o; =
0, sei¢l.

Desta forma temos a > 0 e
m P
> awi=> B, =0,
i=1 k=1

o que significa que a é vidvel para o problema (2.10]). Portanto, 6(a*) > 6(c). Por outro
lado, temos que aj é viadvel para o problema (pois a* é vidvel para o problema
[©2.10)) e

0.(a7) = 0(a”) > 0(a) = 0,(8),

donde segue a segunda afirmacgao do teorema. Para provar a outra afirmacgao, note que a
solucao de (2.13), que vamos denotar (,b), pode ser obtida a partir de uma solucio do

seu dual (2.14)), ou seja,

w = Za;‘yixi =w" e b=y —w a =0b"
iel
|
Observacao: Em [25], os autores apresentam uma prova imediata da unicidade

da solugao do problema ([2.3)), recorrendo ao Teorema ou seja, afirmando que a funcao

objetivo §||u)||2 é estritamente convexa. Entretanto, as varidveis deste problema sao w e

1
b, e a fungao objetivo (w,b) — =||w||?> nao ¢ estritamente convexa. Este argumento falho
pode ser corrigido apelando ao Teorema e observando que na solucao (w*,b*), temos
b* funcao de w*. Esta discussao fornece uma demonstracao alternativa para a unicidade

da solugao primal.

Mostramos que a solucao do problema primal (2.3) é uinica. Entretanto, ndao po-
demos garantir a unicidade da solugao do problema dual (2.10)), conforme o Exemplo|2.10]
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Exemplo 2.10 Considere o sequinte conjunto de treinamento,
TR = {(07 1)? (17 1)7 (27 1)7 (07 _1>7 (17 _1>> (27 _1)}7

com saidas {1,1,1, =1, —1, —1}, respectivamente, representado pela Figura|2.10. Os pon-

tos em vermelho e azul representam as classes negativa e positiva, respectivamente.

N
1 % * *
0 1 2 "
—1 = * *

Figura 2.6: Conjunto linearmente separavel.

O conjunto de treinamento € linearmente separdvel e resolvendo o primal ,
0
obtemos w* = ( ) > e b* = 0, fornecendo o hiperplano separador dado pela equagdo

To = 0.
Por outro lado, resolvendo o problema dual associado, podemos obter solucoes

distintas, dentre as quais, destacamos

1 0 0.5
1

1 0.5

5] A 0 _
o = 1 , a0 = e =

L 0.25 0.5
1

5 0

1

| 5 | 0.25 | i ]

Os vetores acima de fato sao solucoes pois satisfazem as condi¢oes de KK'T do problema
dual. Note também que usando qualquer uma destas solugoes, podemos recuperar a solucao
primal (w*,b*). Outro fato a ser observado é que o vetor o* satisfaz a complementaridade
estrita, enquanto & e & nao, isto €, pontos sobre 0s hiperplanos Hy e Hy estao associados

a multiplicadores 1guais a zero.
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A luz deste exemplo vamos apresentar agora duas defini¢oes de vetores suporte,
bastante presentes na literatura [II, 3], [15], [35], e fazer uma discussao a respeito delas com

o objetivo de propor algumas melhorias neste conceito.

Defini¢ao 2.11 Considere um conjunto X de vetores linearmente separdveis e (w*,b*)
a solugao do problema primal . Os wvetores suporte sio os vetores v € X tais que
yi((w*) Tt 4+ b%) = 1.

Esta definicao, apesar de ser intrinseca aos dados do problema, contempla vetores
que nao trazem contribuicao para a obtencao do hiperplano separador. De fato, conforme
o Exemplo podemos ter vetores satisfazendo y;((w*)T 2 +b*) = 1 com multiplicador

correspondente igual a zero. Isto motiva uma segunda defini¢ao de vetores suporte.

Definicao 2.12 Considere um conjunto X de vetores linearmente separdveis e o uma
solugao do problema dual . Os vetores suporte sao os vetores ' € X tais que af > 0.

Ressaltamos que o conceito de vetores suporte se atribui a um conjunto de vetores
e nao a um determinado vetor. Assim, se considerarmos o Exemplo [2.10 os seis vetores
sao vetores suporte de acordo com a Definicao [2.11] e também com a Defini¢cao [2.12
quando tomamos a*. Por outro lado, se considerarmos @, o conjunto de vetores suporte
serd {x?, 24, 25},

Os vetores suporte sao assim chamados pois, dentre todos os dados de treina-
mento, sao os que possuem papel relevante, no sentido de que caso os demais pontos
sejam retirados do conjunto, o classificador nao muda. Isto foi provado no Teorema [2.8]
para o caso da Defini¢do [2.11] e no Teorema [2.9] para o caso da Defini¢ao [2.12] Apesar de
alguns autores considerarem equivalentes estas duas defini¢oes, observe que um conjunto
de vetores suporte fornecido pela Defini¢ao [2.12/é um subconjunto daqueles que cumprem
a Definicao . Isto significa que o cédlculo de w*, dado por , fica mais barato
computacionalmente, pois sao utilizados apenas os vetores que efetivamente contribuem
para o calculo do hiperplano separador.

Note ainda que, utilizando a Definicao [2.12, ao representar o classificador por
meio de poucos dados, o trabalho computacional para classificar futuros dados torna-se
menor. Podemos classificar um novo dado x usando a defini¢ao de func¢ao de decisao [2.7]

que pode ser reescrita como,
T
F(z) = sinal (w*)"z + b*) = sinal (Z a;‘yixi> x4 b*
iel
= sinal <Z fyi (2 + b*) ,
icl

com [ = {i | of > 0}.
Um aspecto negativo, do ponto de vista tedrico, da Defini¢ao|2.12|¢é que os vetores

suporte nao sao definidos de modo unico, pois dependem de uma solucao do problema
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dual. Isto pode ser observado no Exemplo 2.10] Ou seja, esta defini¢do nao é intrinseca
aos dados do problema.

Também vale ressaltar que nem todo subconjunto S C XN(H1UH?2) cuja solugao
do problema primal reduzido (isto é, considerando os dados z' € S) seja (w*,b*), serd
um conjunto de vetores suporte de acordo com esta ultima definicao. De fato, considere
os vetores (0,1), (1,1) e (1,—1) do Exemplo [2.10] Se existisse uma solu¢do do problema
dual cujas componentes correspondentes a estes vetores fossem nao nulas e as outras
componentes nulas, o Teorema [2.9| garantiria que o dual reduzido teria uma solugao com
as trés componentes nao nulas. Mas isto é impossivel pois o dual reduzido tem uma tnica
solucao na qual a primeira componente é nula.

Nossa proposta é utilizar o Teorema [2.9| recursivamente e resolver uma sequéncia
de problemas duais, com dimensoes cada vez menores, para no final obtermos uma solu¢ao
dual com o maior nimero de componentes nulas possivel. Consequentemente, obteremos
uma quantidade reduzida de vetores suporte, tornando o calculo de w*, bem como do

classificador de novos pontos, mais barato computacionalmente.

Algoritmo 2.1

Dado: Um conjunto de treinamento linearmente separavel X = {(z',y1),..., (2™, ym)}-

Resolva o problema dual (2.10]), obtendo uma solucao «o*.
Calcule I ={i|af >0} e X = {(z",y;) € X | i € I}
REPITA

Resolva o problema dual reduzido ([2.14)), obtendo uma solucao a*.
Calcule I = {i | af >0} e X ={(2",y;) € X | i € I}.

FIM

Safda: o e RP, p<me X = {(z%,y;) € X |1 € [}.

Em relacao ao critério de parada do algoritmo, nao sabemos o que seria mais
barato computacionalmente: procurar uma solugao dual mais esparsa e utilizd-la para a
obtencao do classificador e para a classificacao de dados futuros ou utilizar a solucao dual
obtida, mesmo que sem uma quantidade consideravel de componentes iguais a zero.

Nesta secao, discutimos SVM apenas para dados linearmente separaveis, obtendo
a maxima margem entre eles. Entretanto, sao raros os problemas reais onde os dados
sejam linearmente separaveis. Nas proximas secoes, trataremos os problemas onde isso

nao ocorre.

2.3 Maquinas de Vetores Suporte - CSVM

Estenderemos agora para dados nao linearmente separdveis os conceitos vistos
na Secao 2.2} Considere entdo um conjunto de dados onde a hipdtese de ser linearmente

separavel nao seja satisfeita, como por exemplo, o da Figura 2.7
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v

Figura 2.7: Conjunto nao linearmente separavel.

Neste caso, nao existe um hiperplano separador, ou seja, a formulacao dada pelo

problema (2.3) nao fornece um classificador, ji que o seu conjunto vidvel
{(w,b) € R"™ |1 —y;(wla" +0) <0,i=1,...,m}

é vazio.

Para contornar essa situacao, podemos utilizar regularizagao, permitindo a vi-
olagao das restrigoes do problema ([2.3). Isto é feito acrescentando varidveis de folga
& > 0, associadas aos dados de treinamento z¢,i = 1, ..., m, flexibilizando assim o pro-
blema de estimar as varidveis w e b. Mais precisamente, a restrigio 1 — y;(w?z’ +b) <0

é relaxada e substituida por 1 — y;(wTz® + b) < &, com & > 0, o que equivale a
wlz' +b>1— ¢, para todo ' € X3 (2.15)

whzd + b < —1+ ¢, para todo 27 € Xs. (2.16)

Assim, é possivel aceitar dados nao pertencentes ao semiespago correspondente.
Isto é, podemos ter pontos da classe positiva fora do semiespaco S; = {x € R" | wlz+b >
1} e/ou pontos da classe negativa fora do semiespaco Sy = {z € R* | wlz +b < —1}.
Neste caso, o hiperplano separador é denominado hiperplano de margem flexivel [21].

Para ilustrar as variaveis de folga, destacamos na Figura trés pontos da classe

positiva, z¢, 27 e ¢, para os quais vemos que

wizi+b>1, 0<wla/ +b<1 e wlizt+b<0.
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Portanto,
wai—i—bZl—&,waj—l—bZl—ﬁj e waé%—bZl—&

para§ =0,0< & <lef > 1.

v

Figura 2.8: Separacao de um conjunto de dados usando variaveis de folga.

A questao agora é como obter w e b 6timos, para termos um bom classificador.

Note que dados w e b arbitrarios, podemos escolher & > 0 de modo que as restrigoes

(2.15) e (2.16]) sejam satisfeitas. De fato, basta definir

¢ = max{0,1 —w’x" — b}, se ' € X,
"] max{0,1 4 wTa’ + b}, se ' € Xy

Desta forma, para obter um bom classificador, nao basta apenas pensar em maximizar
a margem definida pelos hiperplanos H, = {z € R" | wlz +b = 1} e Hy, = {z €
R" | wlz +b = —1}. Na situagao ilustrada na Figura vemos claramente que o
hiperplano dado por wlx + by = 0 nao pode ser usado para classificar os dados. Este

w b
mesmo hiperplano pode ser descrito por w'z +b = 0, com w = ?0 eb= EO’ qualquer que
2 2k

seja k € N. Além disso, a margem m = m pode ficar arbitrariamente grande. Ou
seja, nao adianta introduzir as variaveis de folgoa apenas nas restricoes e manter a mesma
funcao objetivo.

Deste modo, para reformular o problema original de maximizar a margem, acres-
centando as variaveis de folga, precisamos também controlar o valor destas variaveis de
modo a reduzir o nimero de pontos classificados incorretamente. Quanto maior o valor

delas, mais sera permitido violar as restricoes. Assim, colocamos na funcao objetivo uma
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v

»  J L T

wyx +by =0

Figura 2.9: Vetor (wo, by, £) satisfazendo (2.15)) e (2.16)).

parcela que corresponde a penalizacao das violacoes. Isto pode ser feito considerando o

problema
1 m
. 2
min §||w|| +C 1221 &

sa y(wlzi+b)>1-¢, i=1,...,m,
& >0, i=1,...,m

(2.17)

onde C' > 0 é um parametro de regularizagao que serve para controlar a importancia das
variaveis de folga. Pela utilizacao deste parametro, esta modelagem de SVM também é
conhecido como C-SVM.

O melhor valor para o parametro C, que forneceria uma boa classificacdo dos

dados, nao é conhecido a priori. Na fase de treinamento, escolhemos o valor de C' de

forma heuristica, geralmente a partir da natureza do problema.
m

O termo C Z@- na funcao objetivo do problema (2.17) minimiza o valor das
i=1
variaveis de folga, reduzindo assim o nimero de pontos classificados incorretamente, po-

dendo ser pensado também como uma medida de erro de classificacao. De fato, aumen-
tando o valor do parametro C, aumenta-se a penalizacao sobre a violacao da restricao
original do problema SVM. Por outro lado, diminuindo o valor de C'; o modelo se torna
mais flexivel a esse tipo de violacao.

E importante ressaltar que apesar das varidveis de folga serem introduzidas tanto
nas restri¢oes quanto na fungao objetivo do problema primal, a funcao de decisao, usada
para classificar novos dados, é a mesma do caso de margem rigida.

Note que o problema de margem flexivel , assim como o problema ,
também possui restrices lineares g;(w,b,&) = 1 — & — y;(wTa? +b) < 0 e hi(w,b,§) =
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—§ <0,i=1,...,m e assim o conjunto viavel
Q= {(w,b,&) € R"™™ | gi(w,b,€) <0, hi(w,b,&) <0,i=1,...,m}

¢ um poliedro nao vazio. Além disso, a funcao objetivo f é quadratica e limitada inferi-
ormente em §2, pois

1 m
Flwb,€) = Sllwl*+ > &

>0 =1 >

& > 0.
0

Assim, o Teorema [1.34] garante a existéncia de um minimizador global para o problema
(2.17)). De qualquer modo, apresentamos aqui uma demonstracao alternativa da existéncia

de um minimizador global para este problema.
Teorema 2.13 O problema possui um minimizador global.

Demonstra¢ao. Como a fungao objetivo do problema ([2.17)) é limitada inferiormente e o

conjunto viavel é nao vazio, temos que

5 def .
fr= (wirgegf(w,b, £) > —o0.

Pela defini¢ao de infimo, podemos concluir que para todo k € N, existe (wy, b, &) C €2

tal que
I < fwe, b, &) < f*+ %
Deste modo, -
Sl + O30 = Fl i) = 1 219

i=1
Como

0< %HwkHQ < flwg, b, &) e 0< C;(fk)z < f(wk, br, §),

temos que as sequéncias (wy) e (&) s@o limitadas. Portanto, (bs) também é limitada. De
fato, dados 27 € X, e 2 € X, arbitrérios, por (2.15) e (2.16)), obtemos

1—(&); —wia? <b, < =1+ (&) — wi 2.

Como a sequéncia (wy, by, &) ¢é limitada, pelo Teorema possui uma sub-
sequéncia convergente, seja ela (wy, by, &) N (w*,b*,&*). Logo, pela continuidade de f
obtemos

f(wy, by, &) ﬂ f(w,0,€7),

e por (2.18)) segue que f(w*,b*,£*) = f*. Portanto, provamos que existe (w*, b*,£*) em 2
tal que
fw*0%,8%) = f* < f(w,b,§)
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para todo (w,b,§) € €. O

Diferentemente do caso em que os dados sao linearmente separaveis, para o pro-
blema , somente sob certas condicoes podemos garantir a unicidade da solugao.
Veremos adiante, no Exemplo [2.16, que podemos ter infinitas solugdes. Entretanto, con-
forme o resultado que segue, a componente w de qualquer solugao é tinica. Este resultado
pode ser encontrado em [25], mas por conveniéncia apresentamos aqui com algumas mo-

dificagoes no enunciado e na demonstragao.

Teorema 2.14 Sejam (w*,b*, £*) e (w, b, €) solugdes arbitrdrias do problema . Entao

w* = w.
Demonstrag¢ao. Como o problema ([2.17)) é convexo, temos

Flw b*,€) = f(@0,0,6) = f*< inf  f(w,b,£).

(w,b,£)€Q

Mais ainda, definindo (wy, by, &) = (1 — t)(w*, b*, £*) + t(w, b, £), temos que
1 = .
§||wt||2 + CZ(&)Z = flwg, by, &) = f
i=1

para todo t € [0, 1]. Portanto,

m

53—t +tw) + O3 (1= 08 +16) = 1

i=1
para todo ¢ € [0, 1]. Derivando em relacao a ¢, obtemos

n

((1—t)w?ﬂLmi)(?ﬂi—’w?)+CZ(§_¢—5) = 0.

(2

Derivando novamente em relagao a t, obtemos

donde segue que w* = w. 0O
No que segue precisaremos das condigoes de KKT para o problema primal ([2.17]).
Como as restrigoes deste problema sao lineares, elas satisfazem uma condicao de quali-

ficagao. Portanto, dada qualquer solucao (w*, b*, £*), existem multiplicadores a*, * € R™
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tais que (w*, b*,&*, a*, §*) satisfaz

* Za:yixl
w =1
0o |- =, =0 (2.19)
aiyz
af(1 =& —yi((w)"2" +0%)) =0, i=1,...,m, 2.20
Br&r=0,i=1,...,

1—& —yi((w)Ta" +b°) <0, i=1,...,
af >0, BF>0,6>0,i=1,...

3

~~ ~~ —~
[\)
[\)
—_
~— ~— ~— ~~—

3

onde e representa o vetor com todas as componentes iguais a 1.

E interessante notar que um ponto ' estd no semiespaco correto definido pela
margem se, e somente se, a sua variavel de folga vale zero. Além disso, caso isto seja
violado, o valor da variavel de folga é exatamente a medida da violacao. Isto é formalizado

no seguinte resultado.

Teorema 2.15 Temos yi((w*)T:ci + b*) > 1 se, e somente se, £ = 0. Além disso, se
& >0, entdo §f =1 — yi((w*)Ta:i + b*).

Demonstracao. Caso yi((w*)Txi + b*) > 1, por |D temos que o = 0. Assim, segue de

que (B = C e portanto £ = 0 por . Caso y; ((w*)T2" 4+ b*) = 1, por ,
e temos que C&f = (o +57)&F = 0, donde segue que & = 0. Reciprocamente,
se & = 0, entao yi((w*)T:L’i + b*) > 1 por (2.22). Por fim, se £ > 0, entdao 5f = 0 e
portanto, o = C, o que implica & =1 — y; (w*)Ta" + b7). 0

Pelos Teoremas e[2.15] o vetor £* fica completamente determinado por w* e

b*, uma vez que
& = max{0,1 — y; ((w*) 2" + b*)}.

Assim, se existir mais do que uma solugao, obrigatoriamente a componente b* deve ser

diferente.

Exemplo 2.16 Considere o conjunto de dados X = {—1,1}, com saidas Y = {—1,1}, e

o problema primal associado

1
min Sw? +C(6 + &)

w7b7§

sa 1—&—w+b<0 (2.24)
1—&—-w—-b<0 (2.25)
—§ <0 (2.26)

—& <0, (2.27)
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1 1
onde C' > 0. Entao, para C' > 30 problema tem uma unica solucdao e caso C' < 5 temos

uma nfinidade de solugoes. De fato, pelas condigoes de KKT para tal problema, temos

que
w -1 -1 0 0
0 1 —1 0 0 0
+ o + o + + = 2.28
o T I S e N I ) B | e»
C 0 —1 0 —1 0

a(l—& —w+b) =0 (2.29)
az(l—&—w—>0)=0 (2.30)
£1& =0 (2.31)
faéa = 0. (2.32)

Da condicao , obtemos

w— g — Qg 0

a1 — (g - 0

C—a—p 0

C—ay— B 0

0 que equivale a

a1 = Qg (233)
w= o + oy =20 (2.34)
C = -+ ﬁ1 = Q9 + ﬁg, (235)

Afirmamos que ay # 0. Suponha por absurdo que oy = 0. Entao por -
obtemos ap = 0, w =0 e f; = By = C > 0. Das condigoes e seque que
& =& =0 e assim, pelas restricoes e , temosb< —1eb>1, o que € uma
contradi¢ao. Deste modo, por (2.35), (2.29), (2.50), (2.26) e (2.27) obtemos

1—w+b:§120

(2.36)
1_w_b:§2207

logo, —14+w < b < 1—w, o que implica que w < 1. Somando com e também
subtraindo, usando o fato de que By = 1 e obtemos

B1(&1 + &) =0, o que implica f1(1 —w) =0,

Bi(& — &) =0, o que implica 51b = 0. (2.37)

Se p1 = 0 entao por temos C' = «y e consequentemente por obtemos 2C' = w,
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1
mas w < 1, logo C' < 3

1
Portanto, se C > 3 entao B1 # 0, o que implica & = & = 0 por (2.31) e (2.3
jd por temos w =1 e b =0, fornecendo assim uma unica solu¢ao.

Considere agora C = —. Afirmamos que w = 1. De fato, se 1 = 0 por (2.35) e

2
%. Agora, se 8y # 0 por (2.37) obtemos w = 1. Portanto,

2.34)) temos % =C=a; =
por (2.36) temos b =0 e & = & = 0. Neste caso também temos uma unica solucao.

Por fim, considere C' < % Definaw = 2C, —=142C < b<1-2C, & = 1-2C+D,
& =1-20—-b, a1 =ay=C e 1 = [y =0. Desta forma, as condicoes de KKT sdo

satisfeitas. Como —1 + 2C < 1 — 2C', temos neste caso uma infinidade de solugoes.

Intuitivamente, se o conjunto de dados fosse linearmente separavel, ao resolver
o problema terfamos uma solucao unica e igual a obtida pelo problema .
Entretanto, conforme o exemplo acima, isto nao procede. Além disso, baseado em [35],
temos que quanto maior o valor de C, menos erros de classificagao sao permitidos. De

fato, no exemplo acima, para C' > 3 o hiperplano obtido separa corretamente os dados.

1 - .
Se C' < 5 teremos solugoes que separam corretamente os dados e outras que nao.

Vamos agora apresentar os resultados tirados de [25] a respeito da unicidade da
solucdo para o problema (2.17). Novamente por conveniéncia e também para esclarecer

as ideias, reestruturamos os enunciados e as demonstracoes.

Teorema 2.17 Considere um conjunto de dados X C R", com saida y € R", uma
constante C' > 0 e o problema primal associado. Considere também uma solugao

(w*,b*,&*) deste problema e os conjuntos de indices

Ny={i|yi=1¢e (w)a"+b* <1},
No={i|yi=—-1¢e w)Tat+b">—1},
Ny={i|yi=1¢e (w)'z"+b* =1},
Ny={i|yi=—1¢e (w)Tal +b* = -1},
Ns={i|yi=1e(w)'z"+b*>1} e
Ne={i|yi=—-1¢e (w)Ta+b*<—1}.

Entao a solucao € unica se, e somente se,

Demonstragao. Para provar a necessidade, suponha por absurdo que a condicao ([2.38]) nao
ocorra. Entao temos duas possibilidades: |NoU Ny| = |Nq| ou | Ny U N3| = |Ny|. Considere

inicialmente a primeira delas e defina § = min < min &, min(—1 — (w*)"z’ — b*) ¢, W' =
i€Nq i€Ng

w b =0b0"+0,& =& — 0, parai € Ny, & =& +0, parai € Ny U N, e & = 0 para os

outros casos. Chegaremos em uma contradi¢ao provando que (w',¥,¢') também é uma
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solugao do problema e é diferente de (w*, b*,£*). Para isto, note primeiro que se ocorresse
Ny U Ng = 0, terfamos Ny U Ny = () e assim nao existiriam pontos da classe negativa.
Portanto, ¢ esta bem definido. Além disso, pelo Teorema [2.15] e definicao de Ng temos
que § > 0, provando que os vetores (w',V/,£') e (w*, b*,&*) sdo de fato diferentes. Temos

também que

D= G0 > G o= D> g=) g

1€EN1 1€ NaUNy 1€EN1TUNaUNy

onde a ultima igualdade decorre do Teorema [2.15| Portanto,

! / ! 1 ! - ! 1 * - % * * *
f' ¥,6) = S|P+ C Y g =slw|P+C ) & = f(w,b",€).
i=1 =1

Além disso, as restrigbes sao satisfeitas em (w’,¥',¢’). De fato, se i € N e por w* = v’

pelo Teorema [2.14] temos
yi(wTa' +0) = (w) e + 0+ >1 - +0=1-¢.
Para 7 € Ny U Ny, temos
yi(wTa' + V) =y (W) "2 +0°) =0 >1-& -6 =1-¢.
Caso i € N3 U N5, temos
yi(wTa' +0) = (w)Ta' + 0"+ >14+6>1-¢&.
Sei€ Ng,entao & =0ed < —1— (w*)T2" — b*. Assim,

yi(wTa' +0) = —(w) 2" —b* —6>1=1-¢&.

Finalmente, note que pela definigao de ¢, temos & > 0 para todo i = 1,...,m. Desta
forma, caso |No U Ny| = |N;|, encontramos uma solucao diferente de (w*,b*,£*), contra-
dizendo a hipdtese. Resta agora analisar o caso em que |N; U N3| = |Ny|. Neste caso,

definindo § = min { min &, min((w*) 2" + b* — 1)}, w =w, b =b"—4, & =& -9,
i€ Na i€N5

para i € No, & =&+, para i € Ny U N3 e £ = 0 para os outros casos, podemos provar,
de modo anélogo ao caso anterior, que (w’,b',£’) é uma solugao diferente de (w*,b*,£*),
novamente contradizendo a hipotese.

Vejamos agora que a condicao ([2.38)) é suficiente. Suponha por absurdo que
exista outra solucao (w',v',¢’) diferente de (w*,b*,&*). Pelo Teorema [2.14] temos w' =
w*. Portanto, em virtude do Teorema [2.15] &' # b*, j4 que a varidvel de folga fica

completamente determinada a partir de w e b. Além disso, como o conjunto solucao é
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convexo, para qualquer ¢ € [0, 1], definindo § = t(V' — b*) e €= (1—t)& +t&, temos que
(1 —t)(w*, b", &) + t(w', b, ) = (w*,b* +6,€)

também sera uma solucao. Temos dois casos para analisar: 6 > 0 e 6 < 0. Suponha
primeiro que 6 > 0. Podemos escolher ¢ € (0, 1] suficientemente pequeno de modo que

(w)Tat +b* +6 < 1 para todo i € Ny e (w*)Ta? +b* + 6 < —1 para todo i € Ng. Assim,
Ei=1— (W)l =" —6=¢—6,ie€N, e &=0,i€ N (2.39)
Para i € Ny U Ny, o Teorema [2.15( nos permite concluir que
yi (W) 2"+ +6) =y (W) T2 +0*) =0 =1— (& +6) < 1

Portanto, este mesmo teorema implica

&=1—y((w) 2"+ +8) =& +6, i € NyUNy. (2.40)
Finalmente, caso ¢ € N3 U N5, temos

yi((w*)Txi + b + (5) = (w*)T.CEi +b"+6>14+0>1,

donde segue que
§=¢=0,i€NsUN;. (2.41)

Como (w*,b* + 6, é) é solucao do problema, temos

1 . - 1 m
Sl IP+CY &= flw' b +0,6) = f(w",07,€) = Sl + C Y&
i=1 1=1

Mas isto, junto com ([2.39)), (2.40) e (2.41), implica

DG+ Y (o= Z@ Yea= Y g

i€N1 i€ NaUNy =1 1€N1UNoUNy

Desta forma, obtemos
—0|N1| + 0| Na U Ny| =0,

contradizendo . Finalmente, para o caso § < 0 pode se provar de modo analogo que
| Na| = [Ny U Nj. O

Em analogia com o que foi feito para o caso linearmente separavel, aqui também
sera conveniente considerar a formulagao dual do problema com o proposito de

obter um classificador. Para isto, considere
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a funcao Lagrangiana L : R” x R x R™ x R™ x R™ — R dada por
L(w,b,&,0a,8) = f(w,b,€) +Za@gzwa +Zﬁj (w, b, &)

= —||w||2+02&+2a11—& pi(w'a' +)) Z%

com «; > 0 o multiplicador de Lagrange associado a g;(w, b, &) e 8; > 0 o multiplicador de
Lagrange associado a h;(w,b,§),i=1,...,m. E importante ressaltar que h;,1 =1,...,m
sao também referentes a restricoes de desigualdade.

Pelo que vimos no Capitulo , o problema dual de (2.17)) é dado por

max inf L(w, b, a, )

a7ﬂ w7b7£

s.a  a>0, (2.42)
B=0.

Note que, fixados «, 5 € R™, a fungao (w,b,&) — L(w,b, &, o, 5) é convexa,
pois f é convexa e as funcdes g;, h;,i = 1,...,m sdo lineares. Entdo (w,b,£) minimiza

globalmente L(w, b, &, «, B) com relagao as varidveis w, b e £ se, e somente se

Vwpe) L(W0,b, &, o, ) = 0,

0 que equivale a

aL(U_),[_), 5704,6) — = 7
S0 = w—;aiyﬂ: =0,

aL(U_}767 €7a76) _ - _
Gb - = Zazyz - Oa

OL(w,b, &, a, )
o¢

onde e representa o vetor com todas as componentes iguais a 1.

= Ce—a—p=0.

Assim, caso Zaiyi =0e a+ g = Ce, escolhendo w = Z&iyz-xi, beRe

i=1 =1
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£ € R™ quaisquer, temos que

iI})fgL(UJ,b,g,Oé,ﬁ) = L(U_},E, 570[75)

= S| Sawa| + €88
=1 =1

1 e _
= = oy (2t) ! 4 C—0i—w)é&
5 > wiogyiy;(e') ;:1( fi— i)

ij=1 ‘ =0
- Z Oéiajyiyj<xi)ij - Z aiyb + Z Qi
i,j=1 =1 =1
-~ S iy 4> o —BS s
i,j=1 i=1 =1

=0

= —% Z iy ()T + ZO""
i=1

ij=1
Por outro lado, caso Z a;y; # 0, fazendo by, = k Z a,;yi, obtemos
i=1 i=1
m m 2 m
L(07 b/ﬁ 07 «, 6) - - Z(alyzbk - ai) =—k <Z az%) + Z (7%
i=1 i=1

=1

donde segue que ilrll)f5 L(w,b,&, a, f) = —oo. Finalmente, caso a; + §; # C para algum
jed{l,...,m}, defina & por (&k); = —k(C —a; — b)) e (&); = 0 para i # j. Assim,

L(0707€k7a75) = _k(C S ﬁj)z + Zai’
=1

implicando também que J,I},fgL(w’ b, &, a, B) = —oo. Portanto, a fungao dual é dada por

/ 4

1 m 4 ' m
—5 E aiajyiyj(.rZ)Tx]—i— E oy, se
i=1

ij=1

inf L(w,b,€.a. ) = ) >

Zaiyi =0
i=1
ea+ 8 ="Ce.
Z%‘yz‘ # 0
—00, se p
L | oua;+ 8 #C.
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Deste modo, o problema dual (2.42)) pode ser reescrito como

1 L
= v oarar (T d .
rg%x 5 E a;ayy; (')l + ;:1 o

ij=1

s.a Z a;y; = 0, (2.43)
i=1
Oéi—Fﬁi:O, izl,...,m,
a>0,8>0.

Note que se (a*, 5*) é solugao do problema (2.43)), entao a* é solu¢ao do problema

1 e
B > asgyay (@) el + ;ai

ij=1
“ 2.44
s.a Z a;y; = 0, ( )
i=1

OSCWSC, izl,...,m,

pois a funcao objetivo é a mesma, dependendo apenas de o, e 0 < of < of + 3 = C,
ja que BF > 0. Reciprocamente, se a* é uma solugao do problema , definindo
p* = Ce — a*, concluimos que (a*, 8*) é solu¢ao do problema .

Desta forma, a formulagao dual dada em ¢ mais conveniente pois nao
envolve a variavel S. Note que a importancia do dual se da também pela sua dimensao:
no caso da margem rigida a dimensao do problema primal era n + 1 e a dimensao do
dual era m; no caso da margem flexivel, a dimensao do problema primal é n+1+m e a
dimensao do dual continua sendo m.

Vejamos agora que o problema dual de fato possui solucao.

Teorema 2.18 O problema possui mazimizador global e o gap de dualidade € zero.

Demonstracao. Pelo Teorema , o problema primal possui um minimizador global
(w*,b*,&*). Como as restrigoes deste problema sao lineares, elas satisfazem uma condigao
de qualificagao. Portanto, existem multiplicadores o*, 5* € R tais que (w*, b*,{*, o*, 5¥)
satisfaz as condi¢oes de KK'T para o problema . Pelo Teorema concluimos que
(a*, 5*) é maximizador global do problema dual , e portanto de , e que nao
hé gap de dualidade. Pela discussao acima, também temos que a* é solucao global de
(2.44). 0O

Podemos agora discutir como obter uma solugao do primal a partir de uma solucao
do dual. Considere a* € R™ um maximizador global arbitrario do problema dual .
Definindo g* = Ce — o, temos que (a*, 8*) é solu¢do do problema dual . Assim,
pelo Teorema [1.40} basta encontrar (w*,b*,£*) de modo que (w*,b*, &, a*, %) satisfaca
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as condigoes de KKT para o problema primal (2.17)), a saber

m

i
E QY x
—

w

0o |- - =0 (2.45)
Z@z’yi
Ce i=1
a+f
a;(1 =& —y((w) 2" +0) =0, i=1,...,m, 2.46
ﬁzgzzoa izla"‘?

1—&—yi((w) 2" +0) <0, i=1,...,
0%207 ﬂzzoa 61207 'Lzla

3

~~ ~—~ —~
=~
3

SN— N— N— N—

3

onde e representa o vetor com todas as componentes iguais a 1.
Definindo
m
w' =Y ajyat =) afya, (2.50)
i=1 iel
onde I = {i | af > 0}, obtemos ([2.45)). A questao agora é como obter b* e £* de modo
que as condigoes ([2.46)—(2.49)) sejam satisfeitas. Isto serd feito considerando dois casos,

conforme os resultados a seguir.

Teorema 2.19 Suponha que existe j € {1,...,m} tal que 0 < o < C. Entdo, o pro-
blema primal possui uma unica solugdo (w*,b*,£*), onde w* € definido por ,

) 1_2 *\T' .0 b*, =i
=y ) e g = LU, e
0, sei¢l.

Demonstragao. Pelo Teorema [1.38] se (w*,b*,£*) é solugdo do problema primal (2.17)),
entao (w*,b*, & a*, B*) satisfaz (2.45)—(2.49). Por (2.45)), concluimos que w* cumpre
(2.50). Além disso, de 87 = C' — aj > 0 e (2.47)) segue que § = 0. Assim, como o > 0,
obtemos de 1) que 1 —y; ((w*)Ta:j + b*) = 0, donde segue que

* 1 \T _.§ «\T',.j

b= — — (") 2! =y; — (w*) 2.

Yj

Finalmente, para i € I temos of > 0 e assim & = 1 — y;(w*)72’ +b*). Para i ¢ I temos
B =C —af = C > 0, donde segue que = 0. Pelo Teorema [2.14] a componente w ¢

(]

Unica e portanto b e £ também sao tnicos. 0O

Teorema 2.20 Suponha que toda solucdo do problema dual satisfaz a; = 0 ou
a; = C paratodoi =1,...,m. Entao este problema dual tem uma inica solucao o*. Além

disso, definindo p* = Ce —a* e [ = {i | af = C}, a(s) solu¢ao(des) do problema primal
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é(sao) o(s) vetor(es) (w*,b*,£*), onde w* € dado por e b* e & satisfazem

yi((w)Tz! + ") + & =1, seiel
yi((w)Ta' +b*) > 1, sei¢l

& =0, i¢l

& =>0.

(2.51)

Demonstragao. Note primeiro que se existissem duas solugoes distintas do dual, como o
conjunto das solucoes é convexo, poderiamos tomar uma outra solucao com alguma com-
ponente no intervalo (0, C'), obtida como uma combinagao convexa. Portanto, o dual tem
uma unica solucao, que sera denotada por a*. Pelo Teorema se (w*, b*,£*) é solucdo
do problema primal , entdo (w*,b*,&*, o, /%) satisfaz 7. Portanto, w*
cumpre . Além disso, para i € I temos por que 1 =& — yj((w*)ij + b*) =0
e para ¢ ¢ I temos por que B = C, o que implica por que £ = 0. Desta
forma, concluimos que se verifica. Reciprocamente, podemos ver que se um ve-
tor (w*,b*,&*) cumpre e (251), entao (2.45)—(2.49) serdo satisfeitas e portanto
(w*,b*,&*) é solugao de . 0

Uma vez obtidos os parametros do classificador por meio do Teorema [2.19| ou do

Teorema [2.20], podemos classificar um novo dado z usando a funcao de decisao dada por

F(x) = sinal (Z oty + b*> ,
iel

com I ={i| o> 0}.

Uma consequéncia imediata dos Teoremas e é que se o problema primal
(2.17) nao tem solucao unica, entao o dual tem uma Unica solugao a* que satisfaz
af =0ou o =C paratodoi=1,...,m.

Outro fato que deve ser notado é que o Teorema|2.20|nao representa uma reciproca
para o Teorema [2.19 pois nao garante que existirao solucoes distintas para o problema
primal, caso o =0 ou af = C para todo i = 1,...,m. Isto é confirmado com o seguinte

exemplo.

Exemplo 2.21 Considere o conjunto de dados

O )0)

com saidas Y = {1,1,1,—1,—1} e o problema primal com C = 1. Note primeiro
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0 1 0
0 1 0
que w :<8>,b*:1,£*: 0|, o = 0 e p* = 1 cumprem as
2 1 0
2 1 0

condigoes ([2.49)-(2.49). Portanto, (w*,b*,&*) € solu¢ao do problema primal e (o*, 5*)
¢ solugao do dual. Suponha agora que (w',b',&") também € solu¢ao do primal. Entdo
w' = w* e pelo Teorema temos que (w*,b',& a*, B*) satisfaz (2.4 (m (-) Isto
implica em particular que 1 =& —b' =0e1 =& —b < 0. Como 5 =1, temos & =0 e
consequentemente

1-0=¢&>0 e 1-V<&E=0

fornecendo /' = 1. Pela complementaridade (2.40), & =&, =0 e &, = & = 2, provando
assim que o primal tem solu¢ao unica. Ve]amos agora que o mesmo vale para o dual.
Considere entdo o € R™ uma solucao do problema dual . Definindo p' = e — o/,
temos que (o, ') € solugdo do problema dual (2.43). Assim, pelo Teorema temos
que (w*, b*, &, o/, B') satisfaz (2.49)-(2.49). Como & =& =2, temos 1 —a), = ;=0 ¢
1 —of = pt = 0. Portanto, de seque que (o), oy, o) € uma solugao do sistema

a1+2a2+3a3:3
Oél—O[2+(]13:0

051+062+063:2,

*

donde seque que o = o* e ' = [*.

A definicao de vetor suporte no caso de margem flexivel é dada em termos de

uma solucao do problema dual.

Definicao 2.22 Considere o uma solug¢ao do problema dual . Os vetores suporte

sao aqueles tais que of > 0.

Note que pelo Teoremamtemos {7 € X |0 < a; <C} C HUH,. Tais
vetores sao conhecidos como vetores suporte bound. Os outros vetores suporte sao os que
tem o) = C, implicando em £* =1 — yi((w*)Txi + b*). Veja que este é o inico caso que as
variaveis de folga podem ser diferentes de zero. Assim, z° estd classificado incorretamente
se & > 1, quando & = 1, temos z' sobre o hiperplano 6timo (w*)Tx + b* = 0. Se
0 < & < 1, 2° é um ponto corretamente classificado, conhecido como vetor suporte
non-bound. Por fim, quando & = 0, temos z* sobre um dos hiperplanos H; ou Hs.

Outro fato sobre os vetores suporte é dado no seguinte resultado e diz que se o
problema primal tem mais do que uma solucao, entao pelo menos um dos dois hiperplanos

nao contem vetor suporte.
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Teorema 2.23 Seja (w*,b*, &) uma solugao do problema primal e a* uma solugao
do problema dual . Considere I = {i | af > 0} e os conjuntos N;j,i = 1,...,6
definidos no Teorema([2.17 Se [Ny U Ny| = |N:|, entao

I = Ny UNyU Ny.

Isto €, nenhum vetor suporte estd sobre o hiperplano Hy e todos os vetores x' que estao

em Hy sao vetores suporte. Se [Ny U N3| = |No|, entdo
I = Ny UNyU Ns,

0 que significa que nenhum vetor suporte estd sobre o hiperplano Hy e todos os vetores x'

que estao em Hy sao vetores suporte.

Demonstrag¢ao. Suponha que [Ny U Ny| = |Ny|. Como a; = 0 para i € N5 U Ng, obtemos
de que
m
Zai—Zai—FZai—Zai:Zai%:O (2.52)
iEN, iEN, i€N3 iENy i=1
Para os indices i € N; U Ny temos & > 0 e assim «; = C, pois (C' — of )& = B¢ = 0.
Portanto podemos reescrever como

O|N1| + Z o = C|N2| + Z o = C|N2 U N4| + Z(Oxz - C),

i€N3 i€ENy i€ENy

donde segue que

OSZQZ:Z(O@—C)SO,

iEN3 iENy
implicando por sua vez em «; = 0 para todo i € N3 e o; = C para todo 7 € Ny. A outra
afirmacao se prova de modo analogo. 0O
Note que os pontos x* que nao sao vetores suporte, isto é, os que cumprem o} = 0,
satisfazem £ = 0. Portanto, por temos que y; ((w*)Txi + b*) > 1, implicando que
2! estd no semiespaco correto definido pela margem. Novamente, podemos ter pontos
em H; ou H, associados a o) = 0.
Uma consequéncia do Teorema [2.23| é que se o problema primal tem mais do que
uma solucao, entao a quantidade de vetores suporte da classe positiva é a mesma que da
classe negativa. Além disso, existe uma solucao para a qual a folga associada a cada vetor

suporte é estritamente positiva.

Corolario 2.24 Suponha que o problema primal tem mais do que uma solucao.

Entao o dual possui uma tunica solugdo o* e Zyi =0, onde I = {i | af > 0}. Além
el
disso, existe uma solug¢do (w*,b,&) tal que & > 0 para todo i € I.

Demonstracao. Como a hipotese do Teorema [2.19 nao se cumpre, podemos aplicar o
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Teorema/[2.20| para concluir que o dual possui solucao tinica. Considere agora duas solugoes
distintas do primal, (w*,b*,£*) e (w*,V/,&’), e os conjuntos N;,i = 1,...,6, definidos no
Teorema [2.17] Por este teorema temos que |No U Ny| = |Np| ou | N7 U N3| = |Ny|. Pelo
Teorema [2.23] temos

[:N1UN2UN4 ou I:N1UN2UN3,

respectivamente. Portanto,

Sw=> u+ >, vi=0 ou > y=> y+ Y, v=0

el iEN1 i€EN2UNy el ISP i€EN1UN3

respectivamente, provando assim a primeira afirmacao. Para verificar a outra, suponha

sem perda de generalidade que b’ > b* e considere a solucao
(w*, b,€) = (1 —t)(w*,b",&") + t(w", V', &) = (w,b" + 6,€)

comt € (0,1] e § = t(V/ — b*). Escolha t suficientemente pequeno de tal maneira que
(w*) Tz +b* +6 < 1 para todo i € Ny e (w*) T2’ +b* +§ < —1 para todo i € Ng. Assim,
Ei=1—(w)Ta' —b*—0 >0paraie Ny e& =0 parai € Ng. Parai € Ny UN, o

Teorema [2.15| nos permite concluir que
yi((w)'a" + 0" +6) =y ((w)"2" +0*) =6 =1—(§ +6) < L.
Portanto, este mesmo teorema implica
E=1-— yi((w*)"z" +b" +6) > 0.
Finalmente, se ¢ € N3 U N5, temos
yi(w) 'z + 0" +6) = (W) 2" +b"+6 > 140 > 1,

donde segue que & = 0. Além disso, como (w*, b* + 9, é) e o cumprem , temos
af =0 para i € N3 e consequentemente i ¢ I. 0
O corolério acima nos diz que quando o problema primal tem infinitas solugoes, o
conjunto de vetores suporte é unicamente determinado e podemos obter uma solucao do
primal com todas as folgas associadas aos vetores suporte positivas. Ou seja, nenhum vetor
suporte esta sobre a margem correta, diferentemente do que ocorre no caso linearmente
separavel, onde todos os vetores suporte estavam sobre as correspondentes margens.
Veremos na préoxima secao como lidar com casos nos quais mesmo introduzindo
variaveis de folga nao conseguimos obter um bom classificador. Para formular tais pro-

blemas, usaremos uma ferramenta conhecida como truque do Kernel.
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2.4 Maquinas de Vetores Suporte - Nao linear

Para problemas em que o conjunto de dados nao é linearmente separavel, isto é,
quando nao ¢é possivel obter um hiperplano separador, nem mesmo usando regularizacao,
Boser, Guyon e Vapnik [22], em 1992, sugeriram uma maneira de criar classificadores
nao lineares, aplicando o Truque do Kernel. Esta ferramenta permite mapear os dados
do espago original para um espaco de dimensao mais elevada (chamado espaco de carac-
teristicas), na esperanca de que neste novo espago seja possivel realizar uma classifica¢ao
linear da mesma maneira que tratamos nas secoes anteriores. Este procedimento de alterar
a representacao dos dados vem sendo muito utilizado em Aprendizagem de Maquina.

Considere entdo uma funcdo ¢ : R®™ — RY, com N > n que mapeia os atributos
z' € R™ do espaco de entrada para o espaco de caracteristicas R .

Nos Exemplos[2.25]e[2.26| apresentamos conjuntos de treinamento nao linearmente
separaveis, mas que ao realizar o mapeamento para um espacgo de dimensao maior obtemos

uma classificagao linear em tal espaco.

Exemplo 2.25 Considere o conjunto de treinamento X = {0, 1,2, 3}, com saidas {1, —1,
—1,1} respectivamente. Note pela Figura que nao € possivel obter um ponto no

espaco de entrada R que separa tais dados.

0 1 2 3

v

Figura 2.10: Conjunto nao linearmente separavel.

x
Tomando a funcao polinomial ¢p(x) = ( ) ), os atributos tornam-se linear-
x

mente separdveis no espaco de caracteristicas R%. Assim, mapeamos os dados do conjunto
X CR em {(0,0),(1,1),(2,4),(3,9)} C R2. Agora, podemos encontrar um hiperplano se-

parador otimo pelo procedimento descrito na Secao |2.4, veja Figura|2.11.

Exemplo 2.26 Na Figura|2.12(a), temos um conjunto de treinamento
X = {(_27 _2)7 <_27 2)7 <_17 _1)7 <_1= 1)7 (07 0)7 (17 _1)7 (17 1)7 (27 _2)7 (27 2)}

com saidas {—1,—1,1,1,1,1,1, —1, =1} respectivamente, que nao € linearmente separdvel.

Usando o mapeamento ¢(x) = (x1, 0,22+ 22)" obtemos um conjunto linear-
mente separdvel em R3, conforme vemos na Figura . Assim, podemos resolver o
problema trocando x* por ¢(z'), obtendo um hiperplano étimo em R3, ilustrado na
Figura . Realizando a intersec¢io do hiperplano détimo em R3 com a superficie
descrita por ¢, como ilustrado na Figum obtemos uma circunferéncia separando
os dados no espaco de entrada, veja Figura .

Na Figura a regiao em vermelho representa os pontos da classe negativa

e a regiao em azul, os pontos da classe positiva. Note que a medida que os pontos ficam
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v

Figura 2.11: Hiperplano e curva descrita pela funcao ¢, no espaco de caracteristicas.

proximos da superficie separadora no espaco de entrada, as cores azul e vermelho tornam-
se mais claras. llustramos isto para tratar da confianca na classificacao dos dados, pois

nas regioes mais escuras o valor da funcao de decisao é maior.

(a) Dados nao linearmente separdveis.

2 . °
*
2 .
2
0 3 - 3 ) 1
(c) Hiperplano no espaco de caracteristicas. (d) Intersecgdo Hiperplano e Superficie.

Figura 2.12: Obtencao do hiperplano.

Deste modo, para classificar um novo dado, podemos maped-lo para o espaco
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* L]
L] L]
L] L]
* L]
(a) Superficie separadora em R2. (b) Regides de classificacao.

Figura 2.13: Classificagao no espago de entrada.

de caracteristicas e analisar sua posicao em relacao ao hiperplano 6timo. Entretanto,
usaremos 0 que ja tratamos nas secoes anteriores, construindo uma funcao de decisao
que dependera apenas das informagoes do espaco de entrada. A forma da superficie de
separacao dos dados no espaco de entrada nao sera um hiperplano, podendo ser uma
superficie de dificil representagao.

O problema primal associado aos dados mapeados no espaco de caracteristicas

pode ser escrito como

1
min —||wl|? weRY beR
w,b 2 (253)

sa y(wle(xl)+b)>1, i=1,...,m.

No entanto, nao temos a garantia que o mapeamento escolhido realmente torna
o conjunto de treinamento linearmente separavel. Para lidar com esta possibilidade usa-

remos regularizagao, considerando o seguinte problema

: 1 2 S N m
min §||w|| +C;£i weRYbeR eR

sa y(wlo(@)+b)>1—&, i=1,...,m, (2.54)

& >0, i=1,...,m.

Note que se N for muito grande, o problema acima pode ficar dificil de trabalhar compu-

tacionalmente. Assim, usaremos a formulagao dual do problema ([2.54)), dada por

1 & ; NN
max 73 Z a;agyy6(c’) o(a?) + Z i
i=1 =1
m 2.
S.a Zaiyi =0, ( 55)
i=1

0<a; <C,i=1,...,m.
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Notamos que todos os resultados estabelecidos nas Sec¢oes e em particular
os que tratam da existéncia e unicidade, se aplicam aqui também, bastando trocar z* por
$(x%). No caso do problema dual , a unica diferenca em relagao ao problema dual
estd na troca do produto interno (z*)727, no espago original, por ¢(x*)T¢(x?).
Assim, precisamos saber como calcular produtos internos no espaco de caracteristicas e,

para isso, usamos as chamadas funcoes Kernel.

Definicao 2.27 Considere um conjunto X C R"™. Uma fungcio K : X x X — R é
chamada Kernel se existe ¢ : X — RY tal que

K(z,2) = ¢(x)"¢(2)

para todos x,z € X. Neste contesto, RN € chamado espaco de caracteristicas e ¢ um
mapeamento de X em RY.
A definicio de Kernel apresentada acima serd generalizada mais adiante consi-

derando espacos de Hilbert, mais gerais que RY.

Exemplo 2.28 As funcoes K, K, : R? x R? — R dadas por

Ki(z,2) = (272)? (2.56)
e
Ko(,2) = 2121 + Tozg + 2223 + 2222 + 2222 + 2222

i

sio Kernels associados as funcgoes ¢, : R? — R3 definidas por ¢(x) = V21120
3

x1
e Y(z) = T , respectivamente. O Kernel dado em (2.56]) é conhecido como
3 + a3

Kernel polinomial.

O Truque do Kernel consiste em substituir o produto interno ¢(x?)?¢(27) que
aparece no problema pelo nimero real K(z% 27). A vantagem é que o espago de
caracteristicas nao precisa ser construido explicitamente, ou seja, nao precisamos conhecer
sua dimensao N e nem seus elementos ¢(z?).

Em virtude da similaridade entre os problemas e , bem como dos re-
sultados estabelecidos nos Teoremas e[2.20] podemos obter uma solugao do problema
primal a partir de uma solucao a* do dual . Mais precisamente, temos

w' =) ojyd(a), (2557)

el
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onde I = {i | aj > 0}. Além disso, caso exista j € {1,...,m} tal que 0 < o < C, temos

1—yi((w)Tp(z?) +b%), i €1

0 i¢l (2.58)

b=y~ (w)76(a) o 5;:{

resultando assim que o primal (2.54) tem uma tnica solugao. Por outro lado, caso o =0

ou of = C para todo i = 1,...,m, podemos obter b* e £* (ndo necessariamente tinicos)
satisfazendo ‘
yi(W) o) +0*) + & =1, sei€l
yz((w*)TQS(xz) +b0*)>1, sei¢l (2.50)
& =0,i¢1
&> 0.

Veja que o vetor w* dado em ([2.57) pode nao ser obtido de forma explicita, pois

seu calculo envolve a funcao ¢ que nem sempre é conhecida. Do mesmo modo, o calculo

de b* e £ por meio de (2.58) ou (2.59) também depende (a principio) de ¢ e de produtos

internos em RY. Entretanto, veremos agora que a funcdo de decisao pode ser obtida sem

o conhecimento de ¢ e de N. De fato, note primeiro que podemos reescrever (2.58) e

E59) como

i} . . . 1—w gy K (2,2 + b |, iel
b=y — Y ayeK (et al) e & = <Z ‘

i tel
el O, Z%[,
e
(
Ui (Z gy K (24, ') + b*) +& =1, seiel
ter
Ui ZO&;ZJgK(ZKZ,LUi) + b*) >1, sei ¢l (2.60)
ter
&=0,i¢1
&>

respectivamente. Em particular, b* pode ser obtido apenas com o conhecimento da funcao
Kernel e dos dados no espaco de entrada. Desta forma, a funcao de decisao pode ser escrita
como
F(z) = sinal ((w*)"¢(z) + b*) = sinal (Z gy K (2t ) + b*> , (2.61)
iel
que também depende apenas dos dados no espaco de entrada e da funcao Kernel, sem

precisar portanto conhecer o mapeamento para o espaco de caracteristicas.

Observacao 2.29 Sentimos falta na literatura, por exemplo, em [3, (15, 20/, da discussdo
sobre o calculo de b* quando nao temos unicidade. Desta forma, uma contribui¢cdo nossa

neste contexto consiste em analisar tal situacao. Ou seja, quando b* € calculado por meio
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de . Isto significa que podemos ter infinitas funcoes de decisao. Neste caso, pontos
podem ser considerados da classe positiva de acordo com uma delas e classificados como

da classe negativa seqgundo outra fungao de decisdo.

Vamos agora discutir com mais detalhes as propriedades e a caracterizacao das
funcoes Kernel.

Para tanto, vamos considerar espacos de caracteristicas mais gerais que RY, a
saber os espagos de Hilbert, nos quais temos um produto interno (-,-). Desta forma, a
Definicao pode ser reformulada como segue.

Definicao 2.30 Considere um conjunto X C R"™. Uma fungio K : X x X — R é
chamada Kernel se existe um mapeamento ¢ : X — H, do conjunto X em um espago de
Hilbert ‘H, tal que

para todos x,z € X.

Note que qualquer fungao que cumpre a Definigao [2.27] também serd um Kernel de
acordo com a Definicao m pois RY é um espaco de Hilbert. Em particular as funcdes do
Exemplo [2.28| continuam sendo Kernels aqui. A reciproca, no entanto, nao é verdadeira,

conforme podemos ver no exemplo seguinte.

Exemplo 2.31 Considere o espaco {5, das sequéncias de quadrado somdvel, dado mo

Exemplo . A fungio K : R x R — R dada por K(z,z) = €** é Kernel associado a

ZL’k

fungio ¢ : R — Uy dada por ¢(x) = (—) . Note que ¢ estd bem definida pois
VE!/ pen

Z (qbk(x))Q _ Z (l'k'> _ 6m2 < oo

k=0 k=0
Por conveniéncia, consideramos aqui N = {0,1,2,...}.

Proposigao 2.32 Nao existe ¢ : R — RN, com N € N, tal que e** = ¢(x)T¢(z) para
todos x,z € R.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que exista ¢ : R — RY, com N € N, tal que ¢** =
d(x)T¢(z) para todos z, 2 € R. Considere m > N e defina A = (¢(1)--- d(m)) € RV*™,

Assim,

e €2 em
Qb(l)T 82 64 €2m

ATA = : (1) - p(m)) =
¢(m)T 6m €2m em2

Como AT A ¢ uma matriz de Vandermonde, temos que

det(ATA) = ¢* H(ek —el) #£0,

k>3
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m(m + 1)

5 . Portanto, posto(AT A)=m, contradizendo o fato de

onde s =
posto(AT A) = posto(A) < N < m.

U
Uma observacao importante é que o mapeamento ¢ que define uma funcao Kernel

nao é unico. Em [8] temos um exemplo que por comodidade reproduzimos a seguir.

Exemplo 2.33 Considere a fun¢io K : R*? x R? — R dada por K(z,2z) = (272)%
Conforme vimos no Exemplo esta fungdo é Kernel pois K(x,2) = ¢(x)T¢(z), com
¢ : R? — R3 dada por

o(x) = | V2zi2,

No entanto, usando ¢ : R> — R3 ou ¢ : R? = R* dadas por

Ty
1 x% B x% T1T9
Y(r) = E 2712 e ((z)= )
2 4 22 i
1 2 1'2
2

temos também K (z, z) = ¥(x)T(2) = ((2)T¢(2).

Uma questao natural que surge agora é saber quais sao as condigoes para que
uma dada funcao K : X x X — R seja Kernel, sendo assim admissivel para uso em
SVM. Os dois resultados a seguir mostram algumas condicoes necessarias, cldssicas na
literatura [15].

Teorema 2.34 Considere um conjunto X C R™ e suponha que K : X x X — R seja

Kernel. Entao,
(a) K € simétrica, no sentido de que K(z,2) = K(z,z);

(b) Vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz generalizada

K(z,2)? < K(x,2)K(z,2).

Demonstragao. De fato, temos
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|
E facil ver que as condic¢oes do Teorema nao sao suficientes. De fato, a funcao

K :R"xR"™ — R dada por K(z,z) = —2’z cumpre as duas condigoes, mas nao podemos

escrever K(x,z) = (¢(x), ¢(z)), pois isto implicaria

0 < [[6(2)]* = (d(2), é(2)) = K(w,2) = —[z]* < 0.

Teorema 2.35 Se K : X x X — R € Kernel, entao a matriz de Gram associada a
qualquer conjunto finito X = {z',... 2™} C X, definida por G € R™™, G(i,j) =

K(z',27), € simétrica semidefinida positiva.

Demonstragdo. Denotando a;; = G(i,7) = (¢(z*), d(2?)) e v = : € R™, temos

Cm

v Go = Z Q;CiC; = Z (cip(a"), c;p(a?)) = <Zcz’¢($i)a ch¢($j)> > 0.

1,j=1 i,j=1
|

O interessante agora é que se o conjunto X for compacto e K for continua, entao

vale a reciproca do Teorema [2.35|

Teorema 2.36 Sejam X C R" um conjunto compacto e K : X x X — R uma fung¢ao
continua. Suponha que para todo conjunto finito X = {x',... 2™} C X a matriz de Gram
associada seja simétrica semidefinida positiva. Entdo K é Kernel, mais precisamente,

existe uma funcao ¢ : X — ly tal que
K(z,2) = (¢(x),6(2)) = Y du()di(2).
k=1

A prova deste resultado nao sera apresentada aqui pois envolve conceitos de Analise
Funcional, que estao fora do escopo deste trabalho.

Outra forma de estabelecer condigoes suficientes é por meio do classico Teorema
de Mercer, apresentado a seguir. Novamente, nao discutiremos a demonstragao por estar
fora dos objetivos desta dissertagdo. Mais detalhes podem ser encontrados em [10), [15].

Dado um conjunto compacto X C R", considere o espaco

LQ(X):{f:X—>R|/X(f(m))2dx<oo}.
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Teorema 2.37 (Mercer) Sejam X C R™ um conjunto compacto e K : X x X — R uma

fungao continua e simétrica tal que o operador integral Ty : Lo(X) — Lo(X) dado por
Te(£)0) = | KC.5(e)
¢ semidefinido positivo, ou seja,
K(z,2)f(x)f(z)dzdz > 0, (2.62)
XxX

para todo f € La(X). Entdo, existe uma fungdo ¢ : X — ly tal que
K(x,2) = (¢(x),6(2)) = D _ éu(@)dn(2).
k=1

E interessante notar a relacao entre a positividade do operador definido pela

funcao simétrica K e a positividade de matrizes. Isto pode ser visto considerando o caso no

qual o conjunto X é finito, digamos X = {1,...,m}. Desta forma, a fungao K se identifica
f()

com a matriz (K(i’j))z‘je{l € R™*™ e a funcao f com o vetor f = : e R™.
f(m)

Neste caso, o operador Tk fica definido por
Ti(f)=Kf=> fO)K())

Dizer entao que Tk € semidefinido positivo significa

m

S FOFGEG ) = fTKf > 0.

ij=1

Ainda convém observar que neste caso a prova do teorema de Mercer segue da decom-
posicao espectral de matrizes simétricas. De fato, como K é simétrica e semidefinida
positiva, existem matrizes P, D € R™*™ com D = diag(Aq,..., A\n), A; > 0, satisfazendo
K = PDPT. Fazendo U = vVDPT, temos K = UTU. Defina entao ¢ : X — {5 e

u’
Y X — R™ por ¢(j) = (

0 ) e (j) =u?, onde u’ é a j-ésima coluna de U. Assim,

K(i,j) = (6(i), 6(j)) = v(0)" ¥ (),

provando nao apenas o Teorema de Mercer como também que K é Kernel de acordo com

a Defini¢ao

Também cabe ressaltar que mesmo quando o conjunto X nao é finito ainda pode-
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mos estabelecer relagoes entre a positividade dada em ([2.62)) e a positividade das matrizes
de Gram.

Teorema 2.38 Sejam X' C R™ um conjunto compacto e K : X x X — R uma func¢ao

continua e simétrica. Entao,

K(x,z)f(x)f(z)dzdz > 0,

XxX

para todo f € Lo(X) se, e somente se, a matriz de Gram associada a qualquer conjunto

finito X = {x',... 2™} C X € simétrica semidefinida positiva.
Demonstracao. Segue direto do Corolario e do Teorema [1.15] 0

A hipétese de compacidade no Teorema pode ser muito forte do ponto de
vista tedrico. Entretanto, para fins praticos esta restricao nao é um obstaculo, pois os
dados para problemas reais normalmente sao limitados. Por exemplo, em um problema
para prever se uma pessoa possui determinada doenca, os dados sao vetores com suas
componentes representando glicemia, pressao arterial, colesterol, etc. Outro exemplo
pode ser acerca da previsao se um cliente serda adimplente ou inadimplente, em que os
dados sao vetores com entradas: idade, renda, etc. Nestes exemplos, as componentes dos
vetores sao limitadas.

Veremos agora outras propriedades e algumas operacoes envolvendo Kernels. Es-
sas operacoes sao muito uteis para verificar diretamente se uma fungao é, ou nao, um

Kernel e, adicionalmente, para construir novos Kernels a partir de outros [16].

Proposicao 2.39 Sejam X C R", K, Ky, K5 : X x X — R funcoes Kernel com mapea-
mentos ¢, ¢1, o : X — H, [ :R*" - R, a € Rt e k € N. Entao as fungoes sequintes sao

Kernels.
(a) aK.
(b) K+ Ks.
(¢) K1Ks, assumindo que X € compacto e Ky e Ky sao continuas.
(d) K* , assumindo que X ¢é compacto e K é continua.
(e) (z,2) = f(2)K(z,2)f(2).

Demonstragao. (a) Basta tomar o mapeamento /a¢. De fato, aK (z, z) = (\/ag(x), v/ad(z)).
(b) Considere o mapeamento 1) = (¢1, ¢o) : X — H x H. Assim,

Ki(z,2) + Ky(z,2) = (¢1(w),d1(2)) + (pa2(2), 2(2))
= ((¢1(x), da(x)), (¢1(2), $2(2)))
= ) ) -
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(¢) Dado um conjunto finito X = {z',..., 2™} C X, considere G; e G5 as matrizes de
Gram associadas a K7 e K, respectivamente. Desta forma, a matriz de Gram associada a
K1 K5 é o produto de Hadamard G o Gy. O resultado segue entdao dos Teoremas [2.35)],
e [2.36]

(d) Segue imediatamente de (c).

(¢) Tome o mapeamento fo. Assim, f(2)K(z,2)/(2) = (f(2)6(x), /(2)6(2)). .
Proposicao 2.40 Sejam X C R™ compacto e K, : X x X = R, p=1,2,3,..., fungoes

Kernel. Suponha que para todos x,z € X exista o limite

lim K,(x, z)défK(x, z)

p—00
e que a funcio K : X x X — R assim definida seja continua. Entao K é Kernel.

Demonstragdo. Dados um conjunto finito X = {z!,...,2™} C X e p € N, considere G,
a matriz de Gram associada a K, e G a matriz de Gram associada a K. Note primeiro

que G ¢ simétrica pois

G(i,j) = K(2',27) = lim Ky(a',27) = lim K,(2/,2") = K(a7,2") = G(j, ).

p—0o0 p—0o0
C1
Além disso, considerando v = : € R™ arbitrario, temos pelo Teorema [2.35),
Cm
m
g K,(z', 27)eie; = vT Gpo > 0.
t,j=1

Tomando o limite quando p — oo, obtemos
m
v Go = Z K(z', 27)cic; > 0,
ij=1
mostrando que G ¢é semidefinida positiva. O resultado segue entao do Teorema [2.36,

Proposicao 2.41 Sejam X C R"™ compacto e K : X x X — R Kernel. Suponha também

que K é continua. Entdo exp(K) = eX ¢é Kernel.

P (K(x, g
Demonstracao. Para cada p = 0,1,2,..., defina K,(z,2) = Z((TZ» Assim,
k=0 )
exp(K(z,2)) = lim K,(z,2) e a conclusio segue das Proposicdes [2.39| e [2.40] O
pP—00

Para decidir se uma dada fungao é Kernel pode ser muito dificil verificar a vali-

dade do Teorema m, pois precisamos mostrar que toda fungao f € Lo(X') deve satisfazer
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(2.62). Assim, o Teorema e as propriedades apresentadas nas Proposi¢oes [2.39]

e podem facilitar muito esta tarefa. Por exemplo, considere a fungao dada por

K(z,2) = exp (—M) ,

202

onde ¢ > 0. Notando que

1 1 1
K(z,2) = exp (—@w) exp (O_—) exp (—@w) |

concluimos que K é Kernel. Este Kernel é muito utilizado e conhecido na literatura como
Kernel Gaussiano ou Radial Basis Function (RBF).

Outro exemplo consiste no chamado Kernel polinomial (z7z + p)¢, onde p > 0 e

T
d € N. Note que 27z +p = ’ ).
VP VP

Alguns exemplos de fungdes Kernel mais estudadas na literatura e amplamente

usadas em aprendizagem computacional para reconhecimento de padroes sao dados na
Tabela 2.11

Kernel Parametro
Linear: rlz
Polinomial: K(z,2) = (212 + p)? Graud € Nep e R*
2
Gaussiano: K(z,z) =exp <—%) o€ RT
Exponencial: exp(oxl ) o€ RF
Laplaciano: exp(—ollz — z||) o€ RF
— 12\ ¢
Quadratico racional: (1 + %) a,f €RT
«
Multi-quadratico: —V/|lz — 2| + a2 a € RT
=T
Multi-quadratico inverso: <\/ |z — 2|2 + a2> a € RT
Distancia inversa: 1/ (JJx = z|| + o) oeR*T
Distancia inversa quadratica: 1/ (||z — z||* + o) o €R"
1, ==z
Delta: dz,z) = { 0 e
Sigmoidal: K(x,z) = tanh(k(z'z) + 0) kef<0

Tabela 2.1: Exemplos de fungoes Kernel.

Outros exemplos de fungoes Kernel podem ser encontrados no trabalho de Smola
e Scholkopf [10].

O Truque do Kernel pode ser aplicado a outras técnicas de aprendizagem, desde
que possa ser escrito em termos de produtos internos entre os dados de entrada, permitindo
assim que o algoritmo trabalhe de forma eficiente em um espaco de dimensao elevada.

No Exemplo [2.42] ilustramos a questao de similaridade da fungao Kernel Gaus-

siana.
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Exemplo 2.42 Considere os pontos de treinamento X = {x' 2% 23}, com saidas y =
{1,1, =1}, conforme Figura . Imagine que ao treinar tal conjunto com a func¢ao
Kernel RBF, obtemos o* = (1,0.5,0.7)T, w* = (1,1,0)T e b* = —1/2. Para o novo ponto
i, temos que K(&,2') ~ 1 mas K(%,2%) ~ 0 e K(%,2°) ~ 0, veja Figura[2.1{(b)} Pela
fungao de decisao temos

3
F(z) = sinal (Z oy K (2, %) + b*) ~ sinal (1 — 0.5) = sinal (0.5)
i=1

logo, prediz que T pertence a classe positiva. Para o ponto %, temos que K (&, 2%) =~ 1 mas
K(Z,2') = 0 e K(,2%) =~ 0, veja Figura|2.1/(c). Logo prediz que & pertence a classe

negativa, pois F(z) ~ sinal (—1).

2 7 2 2
Lot o T ! o Lzt o T
.z’ .z’ .z’
LT
(a) Dados de treinamento. (b) Classificagao de Z. (¢) Classificagao de .

Figura 2.14: Similaridade entre os dados.



Capitulo 3
Experimentos numeéricos

Este capitulo é dedicado a experimentos numéricos, com a finalidade de abordar
pontos vistos na parte tedrica tratada nos capitulos anteriores. Para grande parte das
implementagoes deste trabalho, utilizamos o software Matlab em sua versao R2015a. Os
testes foram realizados em um computador portatil com processador Intel Core™ i3-
4010U com 3 MB de memoria cache, com velocidade do clock de 1.7 GHz e com 4 GB de
meméria RAM, com sistema operacional Windows 8.1 Single com arquitetura 64 bits.

Usamos também o projeto Algencan, que foi desenvolvido em Fortran, mas que
recorremos a sua interface em Matlab, com sistema operacional Linux e Matlab em sua
versao R2012a, utilizando para isso o Método do Lagrangiano Aumentado. Os realizadores
deste projeto sao os professores Ernesto Birgin da Universidade de Sao Paulo e José Mario
Martinez da Universidade Estadual de Campinas. Agradecemos ao professor Francisco
Nogueira Calmon Sobral, da Universidade Estadual de Maringa, que gentilmente nos
auxiliou na instalacao e utilizacao do Algencan.

O capitulo é dividido em duas se¢oes. Na primeira, apresentamos alguns exemplos
simples de dados, com o objetivo de visualizar graficamente tais dados e os hiperplanos
separadores, além de possibilitar a andalise dos resultados obtidos, juntamente com a teoria
estudada no Capitulo 2l A Secao [3.2] é dedicada a verificagao da eficiéncia de Maquinas
de Vetores Suporte em um problema real. Para isto, realizamos alguns experimentos em
classificacao de caracteres. Nos testes usamos um banco de dados criado artificialmente.

Apresentamos no Apéndice [A] a implementacao utilizada para resolver os pro-
blemas deste trabalho, usando a interface do Algencan e fungoes proprias do Matlab.
Mostramos a instalacao do Algencan, desde seu download até os principais passos para

sua utilizacao.

3.1 Metodologia

A solucao da SVM depende da selecao dos parametros da funcao Kernel utilizada

e do parametro de regularizacao C'. Nao ¢ possivel saber antecipadamente qual fungao

75
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Kernel é mais adequada, assim como seus parametros. Para maiores detalhes sobre
fungoes Kernel podemos consultar [15, 16]. Assim, para os problemas apresentados,
usamos o Kernel RBF, por ser um dos mais utilizados e com bons resultados em problemas
reais, alguns exemplos podem ser vistos em [, [7].

Para obter os melhores valores do parametro C'; o qual determina um ponto
de equilibrio entre a maximizacao da margem e a minimizacao do erro de classificagao,
podemos usar uma grade de busca, escolhendo por exemplo, C' =272 273 ... 215 [2, 27].
Em [35] foram utilizados C' = 10,4 = 5,...,12 para regressao.

Os melhores parametros das fungoes Kernel podem ser encontrados por validacao
cruzada, que consiste em dividir o conjunto de dados em k subconjuntos. Sequencialmente,
cada um desses subconjuntos é testado, usando o classificador treinado com os demais
(k — 1) subconjuntos [27].

A seguir, tratamos da SVM com margem rigida, restrito a poucas aplicacoes
praticas, da SVM com margem flexivel e da nao linear, respectivamente. Para todas elas,

consideramos o conjunto de treinamento

X = {(SLJ?yl)v R (xmvym)v xi S Rnu Yi € {_17 1}};

para o problema de classificacao binaria.
Pela Observacao [1.21], usamos minimizagao no restante do texto. Assim, resolve-

mos — min L(«) ao invés de max L(«a), que facilita na implementagao computacional.

3.1.1 Implementacao SVM - Margem rigida

Conforme tratamos no Capitulo [2 o problema primal para a técnica SVM com
margem rigida pode ser formulado por ([2.3)) e o dual por (2.10]). Mostramos uma aplicagao
no Exemplo

Exemplo 3.1 Consideremos o conjunto de treinamento
TR = {(_5’ _1>’ (_47 _6)7 (_47 5>’ (_3’ _2>7 (07 1)7 (_27 _5)7 (27 _4)7 (37 1): (4’ 4)7 (57 _2)}

com saidas ytr = {1,1,1,1,1,-1,-1, -1, -1, —1}.

Resolvendo o problema , com o auxilio da funcdo quadprog do Matlab, ob-
temos w* = (—1.4,0.8)T e b* = 0.2, consequentemente o valor da funcgdo objetivo é
f(w*,b*) = %Hw*”2 = 1.3. Assim, o hiperplano separador é dado por —1.4x; + 0.8z =
—0.2. Conforme podemos acompanhar na Figural|3.1, os pontos que estao sobre os hiper-
planos Hy e Hy, em tracejado, sao (—4,—6),(0,1) e (=2, —5).
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Figura 3.1: Hiperplano separador para um conjunto linearmente separavel.

A seguir, resolvemos este problema, usando a formulag¢ao dual Lagrangiana,

[0}

10 10
o1 N
min Z iy ()Tl — Zzl a;

ij=1

10
s.a E a;y; =0
i=1

—; <0i=1,...,10.

10
As condigoes de KKT para tal problema, com g;(a) = —cy, i =1,...,10 e h(a) = Z i,
i=1
5a0 as sequintes
- 10 ;
Za;"ylyi(xl)Txi —1
— .
10 1
* 2NT , @
alyoyi(x”) xt — 1 : 0
; - . = . ) (31&)
10 10 0
Z afyoyi(z') e’ — 1
- @) =—a; <0, i=1,...,10 (3.1b)
Bi >0, i=1,...,10 (3.1c)
Bigi(a®) =0, i=1,...,10. (3.1d)

10
h(a™) = Zafyi = 0. (3.1e)
i=1

Resolvendo o problema com os dados deste problema e recorrendo ao quad-
prog, obtemos
o* =(0,1,0,0,0.3,1.3,0,0,0,0)7, (3.2)
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que contém uma quantidade considerdvel de componentes nao nulas, logo ndao precisamos
recorrer ao Algoritmo [2.1].

Note que tal solugcao satisfaz as condi¢oes de KKT descritas acima. De fato,

10
h(a®) = Zafyi =y +aiys +ogye =1.1+1.0,3—-1.1,3=0¢
i=1

perceba que sai naturalmente. De obtemos 57 = 5.2,85 = 0,55 = 8.6,8; =
16,88 =0 ﬁg =0,0 =7,65 = 34,85 = 14 e i, = 6.4, implicando que as relagoes
(-) e 8a0 satzsfeztas Assim, o valor da fun¢ao objetivo dual é dado por — f(a*) =

_ZO‘ 3/@3/] _Zai:__ 3).
i=1

A partir da solucao , encontramos o valor de w*, considerando apenas a3, af
e af, pois sao os Unicos af # 0. Ao resolver o problema, recorrendo ao quadprog e a
interface do Algencan, mesmo tomando pontos iniciais distintos, nao obtivemos outras
solugdes a* com menor quantidade de af # 0. Portanto, pelas defini¢oes e 0s

vetores suporte para tal problema sdo os relacionados aos o, i = {2,5,6}. Entéo por m,

. —1.4
i€l :

Calculamos para o Exemplo diferentes formas de obter b*. Como mostramos
que a solucao é unica, verificamos se ocorre igualdade nos resultados.
Primeiro, usamos e fixamos 7 = 2, para obter b*,

_ *\T .2 1 ) —4
1 Sl e s S Sty (a9) e = 1— (=14 0.8) < . ) ~0.2.

Yo el

Um outro modo de obter b*, pode ser tomando z? da classe positiva e 27 da classe

negativa, que estejam sobre H; ou H, e teremos
(w2 +b*=1e (3.3)

(W) '2? +b* = —1, (3.4)

somando (3.4) e (3.3)), depois isolando b* obtemos
* 1 EAV AV j
b = —§(w ) (x4 a?). (3.5)

Deste modo, tomando 22 € X; e 25 € X, temos que

e ()3
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Por [15] encontramos uma terceira forma de obter o valor de b*

max (w*) 2" + mirll(w*)Txi
b= = . 3.6
5 36)
Portanto, calculando mirll(w*)Txi = mull{( Va2 (w2} = mir11{0.8,0.8} = 08e
Yyi= Yi= Yi=
max (w*)’'2" = max {(w*) 2%} = max{—1.2} = —1.2, obtemos
yi=—1 yi=—1 yi=—1
0.8—-12
b= ——— =0.2.

2

Note que em [I5] nao sao tomados arbitrariamente os dados z° € X; e 27 € Xy,
conforme procedemos no calculo anterior. Entretanto, realizamos mais operagoes.
Por [6] temos mais uma maneira de obter b*, com a justificativa de evitar erros

de arredondamento, utilizando a média entre b* calculado com cada vetor de suporte

oLy <y >t ) )
el
com I = {i | of > 0}, o que equivale a

Y2 +Ys + Yo — (Z G Yj ()2 + Z oz;yj(xj)Tx5 + Z a;fyj(xj)Tx(i)]

jel jel jeI

3
1(1 0.4) = 0.2
. 4)=0.2.

Observe que podemos alterar o segundo somatério da féormula de [6], j&4 que os

a; ¢ I sdo iguais a zero, reescrevendo obtemos

=10 Z <yz > agyi(al)” ) ,

i€l jeI

conforme podemos consultar na pagina 330 de [3].

Para validagao da fungao de decisao obtida, F(z) = sinal((w*)Tx + b*), proce-
demos para a fase de teste, onde tomamos um conjunto, que ja sabemos a priori sua
classificagao, e verificamos se F'(z) classifica corretamente tal conjunto. Tomamos como

conjunto de teste,
TE = {(_67 _1)7 (_67 1)7 (_57 2)? (_5’ 3)7 (_57 _3)7 (57 4)7 (57 _3)7 (47 1)7 (27 _5)7 (37 _4)}7

com saidas yte = {1,1,1,1,1,—-1,—-1,—1, -1, —1}.
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Para medir a acuracia, calculamos

Vot Vi

Acuréacia = ,
V,+ F,+ V, + F,

que fornece a porcentagem de amostras positivas e negativas classificadas corretamente
sobre todas as amostras. Consideramos V), sendo o nimero de classificacoes verdadeiras
positivas, ou seja, niumero de dados que a funcao de decisao diz pertencer a X; e realmente
pertence, V,, é o numero de classificacoes verdadeiras negativas, ou seja, nimero de dados
que a fungao de decisao diz pertencer a X, e realmente pertence, F, é o nimero de
classificacoes falsas positivas, ou seja, que a funcao de decisao diz pertencer a X; mas que
realmente pertence a X, e F), é o nimero de classificacoes falsas negativas, ou seja, que a
funcao de decisao diz nao pertencer a Xy mas que realmente pertence a Xj.

Temos que V,,V,,, I}, e F,, sao obtidos pela matriz de confusao, que mostra o
numero de classificagbes reais contra as previstas para cada classe, sobre o conjunto de
teste. O numero de acertos, para cada classe, se localiza na diagonal principal e os demais
elementos da matriz representam erros na classificagao. Para uma funcao de decisao ideal,

todos os elementos fora da diagonal sao zero, ja que nao comete erros.

Classe Predita X; | Predita X,
Verdadeira X, Vp F,
Verdadeira Xo F, V.

Tabela 3.1: Matriz de confusao para 2 Classes.

Calculando a acurédcia para o conjunto de teste T'E obtemos 100% de acerto,
conforme podemos acompanhar pela Figura e Tabela [3.2] onde as bolinhas abertas

representam dados de teste.

v

Figura 3.2: Hiperplano separador com conjunto de teste.
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Classe Predita X; | Predita X,
Verdadeira X; 5 0
Verdadeira Xo 0 5

Tabela 3.2: Matriz de confusao para conjunto de teste.

Para utilizarmos o Algoritmo recorremos ao Algencan que forneceu solugoes
distintas ao alterarmos apenas o ponto inicial no programa. Ao contrario do quadprog,
que forneceu sempre a mesma solucao, independentemente do ponto inicial e do algoritmo

escolhido.

3.1.2 Aplicagcao com Algencan

No Exemplo [2.10} recorrendo ao quadprog, obtemos apenas a solu¢ao a*, mesmo
tomando pontos iniciais distintos e alterando o algoritmo utilizado (interior-point-convex
(default), trust-region-reflective e active-set). Assim, usamos a interface do Algencan em
Matlab, que tomando pontos iniciais distintos forneceu solucées duais distintas. Apresen-
tamos a aplicacao do Algoritmo [2.1] em tal exemplo.

Para o Algoritmo tomamos sempre como ponto inicial um vetor randémico.
Na primeira iteragao, resolvemos o problema dual , obtendo uma solugao com apenas
a quarta componente nula. Assim, reduzimos o conjunto de treinamento para TR =
{(0,1),(1,1),(2,1),(1,-1),(2,—1)}. Na iteracao seguinte, resolvemos o problema dual
reduzido , obtendo uma solucao com a primeira componente nula. Novamente,
reduzimos o conjunto de treinamento para TR = {(1,1),(2,1),(1,—1),(2,—1)}. Por fim,
na terceira e ultima iteracao, resolvendo o dual reduzido , obtemos uma solucao
com a primeira e terceira componentes nulas. Portanto, encontramos uma quantidade
reduzida de vetores suporte, que sdo os pontos (2,1) e (2, —1). Na Tabela 3.3/ mostramos

os resultados obtidos ao longo das iteragoes.

Iteracao Ponto inicial aproximado Solucao aproximada
1 (0.15,0.26,0.84,0.25,0.81,0.24)" | (0.18,0.03,0.29,0,0.39,0.11)"
2 (0.35,0.83,0.59,0.55,0.92)T (0,0.22,0.28,0.22,0.28)T
3 (0.78,0.93,0.13,0.57)% (0,0.5,0,0.5)"

Tabela 3.3: Solugoes obtidas pelo Algoritmo 2.1}

Para classificar novos dados, realizamos menos calculos na funcao de decisao
F(z) = sinal ((w*)"z + b*) = sinal Z O Z sy,
1€{3,6} je{3,6}

Considere agora um problema com mais dados e que nem todos estejam sobre os

hiperplanos Hy e Ho.
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Exemplo 3.2 Seja TR = {(-3,1),(-2,2),(-1,1),(0,2),(1,1),(2,2),(3,1), (4,2),(5,1),
(6,—1),(5,-2),(4,-1),(3,-2),(2,—1), ( -2),(—-1,-2),(-2,-1),(-3,-2)} o conjunto
de treinamento e ytr = {1,1,1,1,1,1,1,1,1,—-1,—-1,—1,—-1,-1,—1,—1,—1, -1} suas
saidas, conforme Figura[3.3

Na primeira iteragdo do Algoritmo [2.1] eliminamos todos os dados que nao estao
sobre os hiperplanos H; e H,;. Tomamos para a proxima iteracao apenas os dados da
Figura[3.4(a)l Na segunda iteracdo, eliminamos os dados associados ao o} = 0, sobrando
os dados da Figura [3.4(b). Na terceira iteracdo, novamente redefinimos nosso conjunto

de treinamento para os dados da Figura [3.4(c).

o

Figura 3.3: Dados linearmente separaveis, para aplicacao do Algoritmo

Na quarta iteracao, eliminamos o primeiro dado deste conjunto de treinamento,
sobrando apenas os dados (5,1), (6, —1) e (2, —1), conforme Figura [3.4(d)] Assim, para-
mos as iteracgoes pois nao € possivel obter um «o* menor. Isto ocorre, pois nao encontramos
nenhum segmento perpendicular ao hiperplano que ligue o dado restante da classe positiva
a algum dos outros dois dados da classe negativa. De fato, se fosse possivel obter tal o*
irfamos obter outros hiperplanos, conforme Figura [3.5] contrariando o Teorema [2.9) Na

Tabela mostramos as solucgoes obtidas pelo Algoritmo [2.1}

Iteragao Solugao aproximada
1 (0.07,0,0.08,0,0.09,0,0.1,0,0.15,0.09,0,0.1,0,0.11,0,0,0.17,0)*
(0,0.24,0,0,0.26,0.2,0,0.11,0.18)"
(0.21,0.28,0.05,0.45, 0)"
(0,0.5,0.37,0.12)%

=~ N

Tabela 3.4: Solugoes obtidas pelo Algoritmo [2.1]

Assim, uma possibilidade para critério de parada do Algoritmo seria iterar
até m ser menor que n + 1. Nao sabemos se tal critério poderia demorar a ocorrer para
problemas mais gerais, mas ¢ um bom limitante. Pensamos também em parar o algoritmo

quando para um certo ntiimero de iteragoes a solugao o* fornecida nao gerar componentes
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———————— D B T e L T S e
—————————— s I S e e e B N T
(a) Dados para segunda iteragao. (b) Dados para terceira iteracao.
———————————— e e R I L . Bt
——————————————— B L L T s iy Sy
(¢) Dados para quarta iteracao. (d) Dados para quinta iteragao.

Figura 3.4: Eliminacao de dados pelo Algoritmo [2.1

a

Figura 3.5: Hiperplanos para somente dois dados, nao perpendiculares.

nulas, isso pode ser ariscado ja que podemos iterar e obter s6 solugdes com a/*s nao nulos
e perdermos uma solugdo com grande quantidade de «/*s nulos. Enfim, isso deve ser
algo que precisa ser considerado dependendo do problema, pois a procura de um «a* com
dimensao pequena pode ter um custo computacional maior que para a funcao de decisao

usando o* com dimensao maior.
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3.1.3 Implementacao SVM - com margem flexivel

Agora, consideramos que o conjunto de dados nao seja linearmente separavel.
Conforme tratamos no Capitulo 2| para tal conjunto podemos resolver o problema ([2.17)).

Exemplo 3.3 Considerando novamente o conjunto TR do exemplo anterior, mas agora
com (=5, —1) pertencendo ao conjunto Xy e (2,—4) ao conjunto Xy. Assim, TR deiza
de ser linearmente separdvel, entao nao podemos resolver o problema , pois obtemos
exitflag=-2, recorrendo ao quadprog, ou seja, o resultado nao é vidvel ja que o conjunto é

vazio. Deste modo, usamos reqularizacao, ou seja, resolvemos o problema,

10
oL 2 10
min §||w|| +C;§i we R beR, £€R

4 = , (3.8)
sa ywla?+b)>1-&, i=1,...,10,

& >0, i=1,...,10.

Para a escolha do parametro de regularizacao C', passamos a fase de teste, con-
siderando o mesmo conjunto de teste do Exemplo [3.1. Na Tabela apresentamos o0s

resultados, alterando os valores de C'.

C fval exitflag w* b*

1073 0.0096 1 ( :8:8(2)28 ) -0.1299

102 0.0638 1 ( _0%12?28 ) 0.0327

10! 0.2961 1 ( _0%3985120 ) 0.0476

1 1.2308 1 ( _(fé%ig ) 0.3846
106,i=1,...,5| 1.3 1 ( _o%éll ) 0.2

Tabela 3.5: Resultados para diferentes valores do parametro C.

A saida 1 do exitflag diz que a primeira condi¢ao de otimalidade foi satisfeita.
Notamos que, a medida que o parametro C' aumenta, o valor da funcdo objetivo cresce.
Além disso, para os parametros C = 10%,i = 1,...,5, obtemos a mesma solucdo que o
exemplo anterior, mesmo alterando o ponto inicial no quadprog. Isto sugere que a solugao
dtima € unica a partir de um C' prdzimo de 10. Na Figura[3.6 apresentamos os hiperplanos
separadores obtidos para C = 1072, C = 107!, C =1 ¢ C = 10 e na Tabela[3.6 a acurdcia

para diferentes C'. Note que, quanto maior o parametro C', menor a margem de separa¢ao.
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C Acurécia
1073 50%
10,i=—2,....5 | 100%

a . .
] ]

Figura 3.6: Dados de teste representados pelos circulos abertos. Hiperplanos separadores
obtidos com parametros C' = 1073, C =107}, C = 1 e C = 10, respectivamente.

3.1.4 Implementacao SVM - nao linear

Conforme tratamos no Capitulo[2], para resolvermos o primal precisamos conhecer
a funcao ¢, que é um mapeamento do espaco de entrada no espaco de caracteristicas,
isto é, a cada z' € R™ associamos ¢(x?) = 2t € RY, com N > n, com fungao Kernel
K(z%,27) = ¢(2)T¢(27), descrito no problema (2.53). Como vimos, para o problema dual
nao é necessdrio conhecer a fungao ¢, precisando apenas do produto interno K (z°,z7).

Para a SVM nao linear com regularizacao, recorrendo ao dual, precisamos resolver o

problema (2.55]).

Exemplo 3.4 Consideramos agora o sequinte conjunto de treinamento TR = {(—5, —1),
(—4,-6),(—4,5),(=3,-2),(=2,-5),(0,1),(2,—4),(3,1),(4,4),(5,—2),(1,5) } e as sequin-
tes saidas ytr = {1,1,1,1,—-1,1,—1, -1, -1, —1, —1}. Note pela Figum que nao con-

sequimos obter um classificador linear no espago de entrada.
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v

Figura 3.7: Conjunto de dados nao linearmente separavel.

Deste modo, tomamos as funcdoes de mapeamento a sequir,

a3t af — 5
1
o(z) = | V2mas | da(x) =—=| 2z |,
p V2 2, .2
T5 T+ 75
1
3 V2,
X129 \/§$2
ng(l‘) = € ¢4(ZE> = 2 ;
T1T2 Ty
x3 V2115
5

para tentar obter uma classificagcao linear dos dados.

Assim, substituimos as fungoes de mapeamento acima no problema , ob-
tendo os resultados da Tabela[3.7, em que as saidas -2 e 1 do exitflag sao resultado nao
wvidvel e primeira condi¢ao de otimalidade satisfeita, respectivamente.

Vemos que, das fun¢oes mapeamento apresentadas, apenas a fun¢do ¢4 resolve o
problema para o conjunto de treinamento dado. Deste modo, nem toda funcao de
mapeamento possibilita obter uma separacao linear dos dados, conforme podemos acompa-
nhar na Figura|3.8. Por razao da dimensdo de ¢3 e ¢4, nao representamos as superficies
que tais mapeamentos descrevem.

Deste modo, considerando o mapeamento ¢4, obtemos o hiperplano separador
H(z) = (w)Tz +b" =0, com z = ¢u(x) € RS, logo H(z) = w} + wi/2x, + wiv/2xs +

wia? + wiv/2r 2y + wiz? + b* = 0. Portanto, obtemos a sequinte funcdo
F(z) = 0.3989—0.6188Vv/2x; +0.2326V/215 +0.03152% +0.0806 v/ 221 25 — 0.126 722 +0.3989.

A superficie separadora no espago de entrada, € obtida pela projecao da inter-
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*

Funcao | Tempo em segundos | fval | exitflag w b*
—0.0819
01 2.5 0.3846 -2 —0.0409 0.8722
—0.0066
—0.0533
02 0.1 0.3846 -2 —0.0409 0.8722
—0.0626
—0.0819
—0.0289
03 0.4 0.3846 -2 —0.0289 0.8722
—0.0066
0.3989
—0.6188
0.2326
on 0.8 0.3894 1 0.0315 0.3989
0.0806

—0.1267

Tabela 3.7: Resultados para mapeamentos distintos.

Figura 3.8: Regiao em azul: classe positiva. Regiao em vermelho: classe negativa. Su-
perficie separadora no espaco de entrada para o mapeamento ¢; .

seccao do hiperplano separador no espago de caracteristicas com a superficie formada
pela funcao de mapeamento. Neste caso, a superficie separadora obtida € uma hipérbole
F(x) =0, conforme Figura|3.9(a).

Nem sempre consequimos expressar explicitamente a superficie separadora no
espago de entrada. Deste modo, analisamos o sinal da func¢ao F(x). Veja Figura|3.9(b)
em que as regioes em vermelho e azul, mais escuras, representam dados longes da su-
perficie separadora.

Calculando F(z) para todo x do conjunto de treinamento, podemos analisar suas
posigoes em relacao ao hiperplano H(z). Por arrendondamento, temos que F(z?) =
LE®@?) =1,F(° = 1,F(2% = —1,F(2®) = —1 e F(z') = —1, logo estao sobre os
hiperplanos Hy(z) = (w*)Tz+0* = —1 e Hy(2) = (w*)T2+b* = 1. Deste modo, estes sio
vetores suporte, sequndo a Defini¢io[2.11 Jd para verificar a Defini¢do Precisamos

resolver o dual do problema.
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R

(a) Superficie separadora no espago de entrada. (b) Regides de classificacao.

Figura 3.9: Hipérbole F(x) = 0.

Para verificar a validade do modelo, vamos a fase de teste e usamos novamente o
conjunto de teste do Exemplo[3.1. A acurdcia obtida foi de 100%, onde analisamos o sinal

de F(x) para cada x do conjunto de teste. Assim, ndo precisamos usar requlariza¢ao.

No que segue, apresentamos a técnica SVM em um problema pratico, que é a

classificagao de caracteres.

3.2 Classificacao de caracteres

O objetivo foi encontrar classificadores por meio da SVM, treinados para identi-
ficar caracteres. Primeiramente, falamos de processamento de imagem, ja que o banco de
dados que utilizamos é composto por imagens.

Uma imagem é composta de um nimero finito de elementos tendo cada elemento
um valor e uma localizagdo particular, veja Figura [3.10] Cada elemento da imagem é
chamado de pixel. O processamento de imagem é qualquer forma de processamento de
dados, onde as entradas e as saidas sao imagens, por exemplo, fotografias. E utilizado

nas técnicas de AM, fornecendo as caracteristicas da imagem para sua interpretacao.

Figura 3.10: Exemplo de uma imagem digital e intensidades de alguns dos seus pixels.
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O processamento de imagens pode ser dividido em trés partes: o pré-processamen-
to, em que é feito a corregao e suavizacao da imagem, aumento de contraste e remogao
de ruidos, o realce, em que ¢é realizado a segmentacao, particao da imagem em regioes
ou objetos e reconhecimento individual, para melhorar a qualidade da imagem e por fim,
a classificacao que interessa, para poder atribuir classes através das caracteristicas da
imagem. O assunto vai muito além do que descrevemos neste texto, mas procuramos
deixar claro cada etapa no problema de classificacao de caracteres tratado nesta secao.

Existem intimeras aplicacoes, como andlise de recursos naturais e meteorologia
por meio de imagens de satélites, andlise de imagens médicas por ultra-som, radiacao
nuclear ou técnicas de tomografia computadorizada, transmissao digital de sinais de tele-
visao, aplicagoes em automacao industrial envolvendo o uso de sensores visuais em robos.

Realizamos alguns testes numéricos para a classificacao de caracteres de A a Z.
Utilizamos um banco de dados, criado artificialmente, composto por 2574 imagens, sendo
99 de cada letra. Para construcao das imagens, foram utilizadas 99 fontes do Excel,
com tamanho 72 e cada cédula com 74.25 de altura e 13.43 de largura, depois foram
transformadas em imagem no Paint, redimensionando em 100 x 100 pixels, com extensao
png, conforme podemos acompanhar na Figura[3.11} Esse processo de redimensionamento
da imagem pode ser realizado também com o uso do Matlab, mostramos como proceder

no decorrer do texto.

LSO PAGINAINICIAL | INSERR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADO! A | =

. e B B o o
Chiller ‘i -lA N FE= ¥ BQuebnarT —_ ~ e - o
By - L I i Lo - S0 A 5
. I T e e cof bwond | 0 Redimensionar Wl
¥ NI s~ & 2 & S = 3= EMesclare Colar Sciccionar| > Bineéis ﬁo
- - | A Girar ~ ~ - Yy
Area geTanyd 5 FonTe L] Allnhanento Area de Transteréncia imagem Ferramentas
avz S a Alangar e distorcer b3
AR AS AT AU AV 5 Redimensionar
1 45 46 a7 43 Per (O Porcentagem @ Pixels
—
a ° Horizontali | 100 |
A A UI b b -
2 v
[ Manter taxa de proporgio
Distorgéo (Graus)
- Horizontal: o
\\)l vertical [0 ]

Figura 3.11: Criagao dos caracteres e da imagem, respectivamente.

Manualmente, podemos classificar um conjunto pequeno de letras, por exemplo,
dizer quais sao A e quais nao. Entretanto, para um conjunto maior de dados torna-se
dificil o processo manual, sendo necessario um processamento automéatico da imagem para

coletar os atributos. Para obter este processamento, recorreremos a técnica SVM.

Assim, precisamos encontrar uma representacao numérica dos dados das imagens
e transforma-los em vetores. Para este fim, recorremos ao Matlab.
A seguir, descrevemos os principais comandos utilizados no Matlab para o proces-

samento das imagens em nosso problema de classificacao de caracteres. Dada a imagem
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Al.png, que representa uma letra A, usamos o comando

> imshow(‘Al.png’);
para visualizar a imagem e o comando

> rgb2gray(imread‘Al.png’);
para fazer a leitura da imagem, que retorna uma matriz A1 € R0 do tipo uints,
inteiro de 8 bits sem sinal. Cada elemento A1, ; representa a tonalidade de cinza, que varia
de 0 (cor preta) a 255 (cor branca), do pixel {i,j} da imagem, conforme Figura[3.12] Em
se tratando de uma imagem colorida, no sistema RGB (red, green and blue), cada pixel
é especificado por 3 valores. A cor de cada pixel é assim determinada pela combinagao
de vermelho, verde e azul armazenada em cada pixel. Por exemplo, dada a imagem
ararargb.jpeg, veja Figura |3.13| ao usarmos o comando

> [R,G,B]=imread(‘ararargb.jpeg’);
obtemos uma matriz m x n x 3, com R = (:,:,1) componente vermelha, G = (:,:,2)

componente verde e B = (:,:,3) componente azul.

255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 2355 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 58 0 255 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 0 0 255 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 Q 0 255 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 0 0 144 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 0 182 0 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 102 0 255 0 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 0 219 255 0 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 0 255 255 0 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 0 255 255 0 219 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 0 255 255 3} 0 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 182 o 0 0 0 0 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 0 o 0 o 0 0 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 0 255 255 255 255 0 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 0 255 255 255 255 0 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 0 255 255 255 255 o 0 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255

Figura 3.12: Conversao da imagem em matriz.

Podemos fazer o processo inverso também, usando o comando image(C'), que
mostra uma matriz C' como uma imagem. Para alterar o tamanho de uma imagem,
usamos o comando imresize(A,M ,‘method’), que retorna uma matriz M vezes maior (ou
menor) que a imagem A, M pode ser também as novas dimensoes: M = [m,n]. Os
métodos usados podem ser: nearest = vizinho mais proximo, bilinear = interpolacao
bilinear ou bicubic = interpolacao bicibica.

Finalmente, apds obtida a matriz Al, usamos o comando Al = Al(:) para con-
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(¢) Tonalidade de verde (d) Tonalidade de azul

Figura 3.13: Imagem RGB.

catenar as colunas de cada imagem, obtendo o vetor que é usado na técnica SVM
Alpy

Algioon
Al = :

Al 100y

| Al{i00,1003

Em alguns problemas, o nimero de exemplos do treinamento e a alta dimensio-
nalidade dos dados de entrada podem degradar seu desempenho computacional, tornando
necessario tratar a dimensao e ou a grandeza dos dados numéricos, aplicando normalizacao

e redugao de dimensionalidade.

Normalizagao

Consiste em atribuir uma escala aos dados, por exemplo, o valor dos dados to-
mados apenas no intervalo [—1,+1] [27]. Esse processo deve ser feito quando os dados
estao com grandezas muito diferentes, o que pode tornar a matriz presente no modelo mal
condicionada, possibilitando erros.

No problema proposto, classificacao de caracteres, nao usamos normalizacao, mas

realizamos uma binarizagao do vetor Al descrito acima, tomando limiar igual a 180 e
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realizando o comando Al = Al >=limiar. Assim se A1(i) > 180 obtemos Al(i) =1 e
para Al(j) < 180 obtemos A1(j) = 0.

Reducao de dimensionalidade

Para a reducao da dimensao dos dados originais, podemos usar a Anélise de
Componentes Principais (PCA, do Inglés Principal Component Analysis). Seus princi-
pais objetivos sao: extrair informagoes redundantes e facilitar na interpretacao dos re-
sultados [3]. Util para contornar o problema de dimensao elevada, que acarreta em um
tempo computacional muito alto.

A PCA busca obter maior representatividade com respeito a matriz de variancia
covariancia e os autovalores obtidos da mesma. Se o autovalor for grande, significa maior
relevancia na obtencao da solucdo. A matriz de variancia covariancia é quadrada, os
elementos da diagonal contém as variancias das varidveis e os de fora da diagonal contém
as covariancias entre todos os pares possiveis de variaveis. Por exemplo, dada uma matriz
de variancia covariancia para trés variaveis, X, Y e Z, as variancias sao exibidas ao longo
da diagonal. A variancia de X, Y e Z é 2,0, 3,4 e 0,82, respectivamente. A covariancia
entre X e Y ¢é -0,86, conforme Tabela |3.8

X | Y 7
X[ 20 [-0,86-0,15
Y [ -0,86 | 3.4 | 0,48
7 | -0,15 | 0,48 | 0,82

Tabela 3.8: Matriz de variancia covariancia.

A matriz de variancia covariancia é simétrica porque a covariancia entre X e Y
é a mesma covariancia entre Y e X, onde var(Y) = E(Y — E(Y))?) e cov(X,Y) =
E(XY)—-EX)E(Y).

Nao se sabe o niimero de variaveis ideais para cada problema, entao, na pratica,
sao eliminadas as varidveis cujos autovalores sdo menores que certa fracao [3].

Se o nimero dos dados for pequeno em relacao a sua dimensao, pode ocorrer
um ajuste bom dos dados disponiveis, mas nao para dados futuros da aplicacao. Além
disso, para ter exito na classificacao, os dados de treinamento nao devem ser um caso
particular de alguns dados e precisam representar bem suas caracteristicas. Pode ocorrer
que o problema nao fique generalizado na aprendizagem, ocorrendo um overfitting, veja
Figura , ou underfitting, veja Figura , ou seja, que exagerou ou nao houve
um ajuste do modelo [15]. Na Figura apresentamos uma possivel classificacao que
foge destes casos.

Nosso problema de classificacao de caracteres, apresenta dados em R!%%  Pri-
meiramente, nao pensamos em usar a técnica PCA para contornar este problema de

dimensao, mas sim o dual, pois a dimensao da solucao o* é igual a quantidade de dados
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(a) Underfitting. (b) Boa separacao. (c) Overfitting.

de treinamento 2574, que ¢ bem menor. Entretanto, por questao de tempo computacional,
reduzimos as matrizes das imagens, usando o comando
> im=imresize(A1,[20,20], nearest’);

em que, o tamanho da imagem A1 é reduzido para 20 por 20, pelo método nearest.

3.2.1 Critérios de classificacao

A SVM foi originalmente concebida para ser aplicavel diretamente somente para
problemas bindrios (duas classes). Entretanto, a maior parte dos problemas reais envolvem
multiplas classes, por exemplo, o nosso problema requer 26 saidas. Para utilizarmos
a SVM, é necessario fazer uma reducao para diversos problemas binarios. Para isso,

podemos usar duas estratégias:

1. Estratégia one-against-rest: constroi classificadores binarios que distinguem entre
uma das classes e as demais. Assim, para n classes sao construidos n classificadores.
A classificacao de novos dados é feita usando a estratégia o vencedor ganha, ou seja,

o classificador com a maior saida atribui a classe [3].

2. Estratégia one-against-one: constréi um classificador para cada par de classes. Para

n(n —1)
2

estratégia de votagao maioria vence, onde cada classificador atribui uma das duas

n classes sao construidos classificadores. A classificacao é feita por uma

classes para o dado. A classe mais votada determina a classificagdo do dado [3].

Exemplo 3.5 Suponha que tenhamos 4 classes A, B,C e D. Para a estratégia one-

A4 —1)
2

against-one, obtemos = 6 classificadores, os quais classificam em

AouB,AouC,AouD,BouC,BouDeC oubl.

Assim, para um movo dado, faremos a vota¢ao, é A ou B, por exemplo deu A, ai verifi-
camos se € A ou C, por ezemplo deu C' e assim sucessivamente, se a classe mais votada
for A, entao o dado pertence a classe das letras A.

Para a estratégia one-against-rest, teremos quatro classificadores para

Aou{B,C,D},B ou{A,C,D},C ou{A B,D} e D ou{A,B,C}.
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Assim, para um novo dado x, escolhemos a saida com valor mdzrimo entre o0s

quatro classificadores,

F(z) = arg max ((w}) 'z 4 b;). (3.9)

1<i<4

Infelizmente, essa abordagem heuristica sofre com o problema de que os diferentes
classificadores foram treinados em diferentes tarefas. Além disso, ndo ha garantia de que
o valor em para diferentes classificadores terao escalas apropriadas [3].

A principio irfamos usar a estratégia one-against-rest, ja que a estratégia one-
against-one, gera um tamanho grande de classificadores e a avaliacao do resultado pode ser
lenta. Entretanto, estavamos levando cerca de 30 minutos para obter cada classificador e
em contrapartida 30 segundos para cada classificador na estratégia one-against-one. Além
disso, tentamos obter funcoes de decisao, para o problema de classificacao de caracteres,
resolvendo os problemas e , recorrendo a estratégia one-against-rest. Pois
queriamos analisar se o conjunto de dados era linearmente separavel, caso nao fosse,
verificariamos qual o melhor parametro de regularizacao que reduzia erros na classificacao
durante a fase de teste. Entretanto, nao conseguimos obter nenhum resultado, recorrendo
ao Matlab, acreditamos ser o tamanho da matriz que armazena os dados.

Segundo Chang e Lin [I2] temos que, embora na estratégia one-against-one mui-
tos classificadores sejam treinados, cada classificador recebe menos dados de treinamento
(dados de duas classes apenas) e o tempo de treinamento total usualmente é inferior ao
tempo dispendido pela estratégia one-against-rest. Por isso, dentre tais estratégias a mais

26(26 — 1
g = 325 funcoes de decisao, uma

utilizada é one-against-one. Assim, obtemos
que classifica em A ou B, outra que classifica em A ou C' e assim sucessivamente.
Levamos em conta as diferentes combinagoes do conjunto de treinamento e conse-

quentemente do conjunto de teste, além do parametro de regularizacao C' e do parametro
99!

80!(99 — 80)!

combinagoes possiveis, composto de 80 dados do conjunto de treinamento, para obter

da funcao Kernel. Portanto, fizemos um banco de 30 problemas, dentre as

nossos classificadores. Selecionamos de forma aleatoéria os conjuntos de treinamento, para
tornar o problema mais proximo de uma situacao real.
Conforme vimos, para os problemas primais (2.53)) e (2.54)), precisamos ter conhe-

cimento da funcao ¢. Como estamos considerando o Kernel RBF e nao temos conheci-

iz -z
202

o problema dual . Além disso, o uso de representacoes duais em SVM permite

trabalhar com dados em dimensoes elevadas.

mento qual é a funcao ¢, tal que ¢(2)T¢(Z) = exp ( , resolvemos diretamente

3.2.2 Escolha dos parametros

Ao resolvermos os 30 problemas, precisamos de alguma maneira comparar, ao
alterar os parametros, as solucoes obtidas. Escolhemos aqueles que resultam em um

classificador com maior acuracia.
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Utilizamos as escolhas do parametro de regularizacao C = 10/, j = —3, -2, —1, 0,
1,2,3, fixado o parametro o = 10%,4 = 1,2 da funcao kernel RBF, pois foram os que
forneceram menores erros. Consideramos 7 parametros de regularizacao C' que queremos
comparar e 30 combinacoes de conjunto de treinamento, que pretendemos obter o melhor
classificador. Para todos os parametros foram obtidos classificadores para todos os con-
juntos de treinamento. Utilizamos como medida de comparacao o erro, que é igual um
menos a acuracia.

Para o classificador de A e B, fixado o parametro ¢ = 10, o parametro de regu-
larizacao que forneceu menores erros, para as diferentes escolhas dos conjuntos de trei-
namento, foi C' = 103. Entretanto, para os parametros C = 10,7 = —3, —2 temos o
mesmo comportamento e maiores erros, para todas as 30 escolhas de conjunto de treina-
mento. Para o parametro o = 10?, temos uma competicao entre os parametros C' = 10?
e C = 103, para obter os menores erros.

J& para o classificador de B e (', fixado o parametro ¢ = 10, os parametros
C = 10%,4 = 0,3 mostram-se bem competitivos. Porém para os parametros C = 10%,i =
—3, —1 temos o0 mesmo comportamento e maiores erros. Para o pardmetro ¢ = 102, temos
uma competicao boa entre os parametros C' = 10¢, 1,2, 3, mostrando que para C' > 10
temos maiores acuracias.

Notamos que a escolha tanto do parametro de regularizagao C' quanto o da funcao
Kernel o sensibiliza muito a taxa de acerto. Para ¢ = 10/, = —3, -2, —1,0 obtemos
que o parametro C' = 10° fornece menores erros e os demais parametros C' apresentam
resultados competitivos.

Pelos testes realizados, conseguimos sempre pelo menos algum caso em que a
acuracia foi 100%, ou seja, nao tivemos nenhum erro na fase de teste. Além disso, para
todos os classificadores, sempre encontramos, fixado ¢ = 10, um parametro C' e uma
combinagao de conjunto de treinamento que nao apresente nenhum erro. Para estes
casos, 0s conjuntos que sempre apareceram foram T R2 e T'R8, ja os parametros foram
C=10%i=2,3.

Para obtermos a acuracia, e consequentemente o erro, usamos a funcao svim-
train do Matlab. Isto porque seu processo de classificacao é mais rapido em comparacao
ao quadprog e a interface do Algencan. Posteriormente, usamos a funcao svmclassify,
também do Matlab, que fornece as saidas previstas pelo classificador, em nosso conjunto
de teste. No Apéndice [A] descrevemos um pouco sobre tais fungoes.

Agora, utilizamos os melhores classificadores, obtidos com o = 10, TR8 e C' =
102, para classificar a placa de um carro, apresentada na Figura , pela estratégia
one-against-one. O reconhecimento de uma placa veicular é um pequeno desafio nessa
area, devido aos diferentes tipos, formas e cores e também dos diversos meios de exposicao
luminosa, angulo e distancia durante aquisicao da imagem, além de variagoes do clima,

reflexos e movimentos.
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(d) Placa inicial, para classi- (e) Placa do tipo oficial, para classificacao.
ficacao

Entretanto, como o fundo da placa é cinza, nao conseguimos classificar correta-
mente as letras. Em [30] utiliza-se o OpenCV e Tesseract OCR, que localiza as letras
e transforma o fundo em branco. Mas, resolvemos ja usar uma placa com texto preto e
fundo branco, que é usada em carros oficiais (governos, policias, Corpo de Bombeiros),
apresentada na Figura [3.14(e)]

Assim, recortamos manualmente cada letra e colocamos em uma cédula do Excel
com as mesmas propriedades que usamos para criar as letras do banco de dados. Depois,
salvamos essa cédula como imagem e classificamos, obtendo classificagao correta apenas
para a letra A.

Deste modo, resolvemos testar a estratégia one-against-rest, apenas para T RS,

o =10 e C = 102, obtendo classificacao correta para todas as letras.



Capitulo 4
Conclusoes e trabalhos futuros

Neste capitulo, apresentamos as conclusoes desta dissertacao, bem como as su-

gestoes para trabalhos que futuramente podem ser desenvolvidos.

O foco deste trabalho foi realizar uma anélise tedrica sobre uma técnica de Apren-
dizagem de Méquina muito utilizada: as Maquinas de Vetores Suporte (SVM, do Inglés
Support Vector Machine). Tal técnica, fundamentada em teorias fortes e nao-triviais de
Otimizagao e Estatistica [21], 22], [34], é muito utilizada em problemas de classificacao, por

isso fizemos uma pequena aplicagao pratica em classificacao de caracteres.

Provamos conceitos e teorias essenciais da técnica, procurando apresentar da
forma mais didatica possivel. Fundamentamos a teoria da existéncia e unicidade para
obtencao do hiperplano étimo. Apresentamos uma analise de duas defini¢coes de vetores
suporte que nao sao equivalentes. Provamos que ao retirar pontos que nao sao vetores
suporte o classificador nao muda. Isto propiciou a proposta de um algoritmo que gera
uma quantidade consideravelmente pequena de vetores suporte, além da possibilidade de

trabalhar com a interface do Algencan em Matlab [29, [31].

No Capitulo [1| apresentamos conceitos de Analise e Algebra Linear, em particular
sobre espacos de Hilbert. Abordamos otimizagao convexa, programacao quadratica e du-
alidade pois queriamos justificar a existéncia de minimizadores. Apresentamos exemplos
em que s6 a convexidade nao garante esta existéncia, nem mesmo com a hipdtese de li-
mitacao da funcao objetivo. Tratamos algumas hipéteses, apresentadas no Teorema [1.31]
para garantir a unicidade de um problema convexo. Trabalhamos no texto de Blum e
Oettli [23], tornando acessivel um resultado que néo é tao classico. Para tratarmos da

dualidade, reformulamos alguns resultados, para nao usarmos ponto de sela.

No Capitulo [2| apresentamos uma revisao de conceitos que embasa tal técnica.
Tratamos da forma mais simples de SVM, que é a margem rigida, utilizada na geracao
de um classificador para conjunto linearmente separavel. Depois, estendemos os conceitos
abordados para conjuntos mais gerais, através de uma relaxagao das restricoes impostas na

margem de separacgao entre os dados. Para este problema, reestruturamos os enunciados
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e demonstragoes em [25]. Tratamos sobre o célculo de b quando nao temos unicidade
da solugao primal, que sentimos falta em [3], 15, 20]. Porém, o uso da regulariza¢ao nao
é suficiente para tratar de todos os problemas envolvendo classificagao. Deste modo,

tratamos das fungoes Kernel.

Apresentamos duas defini¢coes de funcoes Kernel, uma delas usando mapeamento
para um espaco de dimensao finita, a outra, mais geral, considerando mapeamentos em
espagcos de Hilbert. Mostramos que estas duas defini¢oes nao sao equivalentes. Discutimos
diversas propriedades, bem como formas de caracterizar uma fungao Kernel, em particular

o Teorema de Mercer.

Esta dissertagao, além de apresentar um estudo tedrico, também abordou o com-
portamento de SVM em um problema pratico, que é a classificacao de caracteres. No
Capitulo [3] mostramos os testes deste problema. Tentamos detalhar os principais pas-
sos. Os resultados alcancados demonstraram a eficdcia desta técnica, pois atingiram entre
80% e 100% de acerto, recorrendo ao Kernel Gaussiano, variando os parametros o e C' e

o conjunto de treinamento.

As principais vantagens de SVM, observadas no trabalho, sao: possibilidade de
lidar com grandes conjuntos de dados e tratamento de dados de alta dimensao. Ja sobre
as desvantagens, podemos citar: dificil escolha da funcao Kernel e seus parametros e
principalmente do parametro de regularizagao. Além disso, o tempo de treinamento é

longo, dependendo do ntimero e dimensao dos dados.

O trabalho realizado nos trouxe ainda outros pontos que podem ser abordados

em trabalhos futuros. A seguir sdo descritas algumas sugestoes:

e Fazer um estudo, conforme elaborado nesta dissertacao, buscando verificar a existéncia
e unicidade das solugoes, ou condigoes para tal, das extensoes de SVM. Entre elas, v-
SVM, que utiliza um parametro v para possibilitar um controle efetivo no nimero de
vetores suporte, ou Leave-one-out SVM, que é baseada na generalizacao de margens

que podem adaptar-se de forma iterativa.

e Analisar se o Algoritmo [2.1] continua valido para SVM com margem flexivel e com a
utilizagao do Truque do Kernel. Caso nao, quais as possiveis alteracoes dele. Além

disso, encontrar um bom critério de parada.

e Realizar testes, com o mesmo banco de dados usado na dissertacao, para verificar
a relagao de vetores suporte e a acurdcia. Além disso, analisar a influéncia na

quantidade de pontos do conjunto de treinamento, para a acuracia.

e Desenvolvimento de algoritmos que melhorem o custo computacional ou que utilizem
algumas propriedades dos problemas. Uma possibilidade é estudar o Sequential
Minimal Optimization, que é o default nos programas de SVM do Matlab, utilizado

no trabalho.



Apeéendice A
Cdédigos em Matlab

Considerando que nao foi objetivo deste trabalho construir um programa com-
petitivo para Maquinas de Vetores Suporte e sim realizar um estudo tedrico e avaliar
experimentalmente a aplicabilidade ao problema de classificacao de caracteres, apresen-
tamos uma possibilidade de implementacao em Matlab, para tal técnica.

Primeiramente, descrevemos os principais comandos utilizados para resolucao
dos problemas propostos no texto, através do quadprog do Matlab. Posteriormente, apre-
sentamos as alteragoes realizadas nos arquivos *.m situados em /algencan-2.4.0/sources/
interfaces/matlab, para utilizacao da interface do Algencan em Matlab. Por fim, tratamos

sobre as fungoes usadas na Segao [3.2

Utilizacao do quadprog

O programa quadprog do Matlab, resolve o problema

z

s.a Az <,

1
min §ZTH2 + Tz

Aeqz = ceq,
LB < z<UB,

com z, f,LB,UB € R", ¢ € R™, Aeq € R™™ ceq € R e as matrizes H e A possuem
dimensoes apropriadas de acordo com a dimensao de z. Para obter a solugao, basta usar
o comando [z, fval, exit flag] = quadprog(H, f, A, ¢, Aeq, ceq, LB,UB). As saidas fval e
exit flag retornam o valor da funcao no ponto minimo e as condi¢oes do problema, obtidas
pelo programa, respectivamente.

A seguir, apresentamos como podemos usar o quadprog para resolver os problemas
da SVM, tratados no Capitulo 2]
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Apéndice 100

Resolucao do problema primal com margem rigida

Para resolvermos o problema ({2.3), podemos reescrevé-lo como

1
min §zTHz + [Tz

s.a Az <cg,
0 (@)’ -
com z = [ eR™ f=|: ] eR" A= : : e Rmx ().
-1
c = : c R™ e H = In><n On><1 c R(nJrl)X(nJrl).
1 O1><n 0

Para obter o resultado, usamos o comando [z, fval, exit flag] = quadprog(H, f, A, c), ja

que o problema acima nao possui restricoes de igualdade e a variavel z nao ¢é limitada.

Resolugao do problema dual com margem rigida

No Capitulo [2| escrevemos o problema dual do Lagrangiano associado ao pro-

blema ([2.3]), para resolvé-lo, podemos reescrevé-lo como,

min 5 Z a0y, (@ Vol — Z o
1,j=1 =1
- Al
s.a Z a;y; =0, (A1)
i=1

a; >0, 1=1,...,m.

Para facilitar na implementagao, reescrevemos o problema (A.1]) do seguinte modo,

. 1
min —a’Ha —e'a
a 2
sa  yla=0,

a >0,

com H;; = yy;(z") 27 e e o vetor com entradas iguais a 1. Assim, tomamos f = —e,
Aeq = y*', ceq = 0, LB =0 e UB = inf e utilizamos o comando [z, fval, exit flag] =
quadprog(H, f,[ ],[ ], Aeq, ceq, LB,UB). Usamos | |, pois o problema nao tem restrigoes
de desigualdade.



Apéndice 101

Resolucao do problema primal com margem flexivel

Para resolvermos o problema ((2.17)), definimos k = n+1+m e tomamos a variavel

de otimizacao como

—in
w . d inf
z=| b | €RF com LB = : eRFUB=| : | eRH
—inf .
§ inf
0m><l

H — [ In><n Onx(m+1) c Rk,

Oms)xn O@ma1)x(m+1)

c RFx* f= O(n+1)X1
’ C.e

A= [ —diag(y)X -y —Lnxm } e R™* ¢ = [ —e ] e R™,

onde e é um vetor com todas as componentes iguais a 1. Com X e y dados por

Resolucao do problema dual com margem flexivel

Reescrevemos o problema ([2.44) na forma matricial

. 1
min —a’Ha — ela
(e}

sa yla=0, (A.2)
0<,<C,i=1,...,m,

com H;; = y;y;(2')727 e e o vetor com entradas iguais a 1. Os comandos que usamos para

resolver o problema sao iguais aos do problema (A.1]), exceto que UB = C'e.

Resolucao do problema primal e dual, com regularizacao e Kernel

Para resolvermos (2.54)) tendo o conhecimento da fungio ¢, basta trocar = por
#(x") nos comandos utilizados para os problemas (2.17). Do mesmo modo, podemos
resolver (2.55) trocando (2¥)727 pela fungao Kernel escolhida K (¢, 27), nos comandos

utilizados para resolver o problema dual com regularizagao.
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Utilizacao da interface do Algencan

Algencan foi desenvolvido para resolver o problema de programacao nao linear

formulado como

min /(o)

s.a h(zx)=0
g(x) <0
LB<z<UB,

com f:R" 5> R, h:R" = R™eg:R" — RP que se supoem derivaveis.

Este programa faz parte do projeto TANGO e pode ser livremente acessado em
http://www.ime.usp.br/“egbirgin/tango/.

Pode ocorrer que, ao acessar o programa, nao se obtenha exatamente o descrito a
seguir, j4 que a implementacao de Algencan tem recebido alteracoes. Mas enfatizaremos
as principais caracteristicas no decorrer do texto. Para maiores detalhes sobre a instalacao
e utilizacao do Algencan, podemos consultar [29, B1], j& para conceitos de programagao
nao linear [26].

Para a instalacao do Algencan usando a interface em Matlab, o usuario deve
baixar o Algencan compactado, da pagina acima, clicar em ‘outras versoes’ e baixar o
arquivo ‘algencan-2.4.0.tgz’. Depois, copiar o Algencan descompactado em sua pasta
pessoal. Entrar no terminal e digitar ‘make algencan-matlab’ ou ‘make algencan-matlab
64BITS=true’ para plataforma 64 bits. Isso gera um arquivo executavel em Matlab, cha-
mado algencan.mexglx em /algencan-2.4.0/bin/matlab. Criar uma pasta fora da pasta
algencan-2.4.0 e copiar nela todos os arquivos *.m em /algencan/sources/interfaces/ ma-
tlab. Isto porque, toda vez que o usudrio fechar o Terminal e depois desejar compilar o
arquivo para executa-lo, devera executar novamente este processo, perdendo as alteragoes
feitas em algencan-2.4.0. Entrar no Matlab e substituir $(ALGENCAN) com o diretério,
digitando ‘addpath(‘$(ALGENCAN) /bin/matlab’)’. Para executar o Algencan digitar
‘algencanma’. Poderao ocorrer alguns erros durante estes passos, pois depende da versao
utilizada do Matlab e do sistema operacional (Windows, Linux, etc), em nosso traba-
lho ocorreram alguns erros nos passos, que sé puderam ser solucionados pelo Professor
Francisco Nogueira Calmon Sobral da Universidade Estadual de Maringa.

Para realizar as otimizacoes da SVM, descrevemos os principais comandos de
programagao contidos em algencan-2.4.0/sources/interfaces/matlab a fim de alterar os
arquivos em Matlab da pasta pessoal, para resolver o problema de interesse.

Em algencan-2.4.0/sources/interfaces/matlab/inip.m, aparece n = 2, isto signi-
fica que temos duas varidveis (z; e z3). Mais abaixo, temos = = zeros(n, 1), ou seja, o
valor inicial das variaveis é zero. Temos também a limitacao das variaveis

fori=1:n—-1
(i) = —10;
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u(i) = 10;
end
l(n) = —1.0d + 20;
u(n) = 1.0d + 20;
A notacao —1.0d + 20 representa —1 x 10%° e as letras [ e u significam lower e

upper, respectivamente. O equivalente matematicamente é
~10< 2, <10 e —10% < 2y < 10%.

A limitacao de x5 entre -10%° e 10%° é para deixar esta varidvel livre, pois a teoria
do Algencan exige que as variaveis estejam em um compacto. O ntmero de restri¢oes
neste caso é dado por m = 2. A linha de comando equatn = zeros(m, 1) significa que as
restricoes de 1 até m nao sao de igualdade. Em Algencan, as desigualdades sao sempre
consideradas da forma menor ou igual a zero.

Como para cada restricao ¢ vinculado um valor de lambda, multiplicador de
Lagrange, o comando lambda = zeros(m, 1) significa que os m multiplicadores iniciam
iguais a zero. As linhas linear(l) = 0 e linear(2) = 1 informam a linearidade das
restrigoes, em que a primeira restricao é nao linear e a segunda é. No que segue, o usuario
deve informar quais sub-rotinas estarao sendo passadas para o programa, deixando as
ativas, ou seja, que serao usadas no programa, com o comando coded(.) = 1. A linha
checkder = 1 pede ao programa que o valor das derivadas informadas seja conferido
através do método das diferencas finitas.

A primeira subrotina passada ao Algencan chama-se eval f e é nela onde o usuario
informa qual é a fungao objetivo do problema de otimizagao, descrita na linha f(x) = z(2).
Suas restrigoes sao passadas na subrotina evalco, dadas nas linhas ¢(1) = z(1)* 41— z(2)
e c(2) =2—xz(1) —x(2). Na subrotina evalg, o usuario deve informar o gradiente relativo
a fungao objetivo, no exemplo, g(1) = 0 e g(2) = 1, ou seja, a derivada da func¢éo objetivo
em relacao a primeira varidvel é zero e em relagao a segunda variavel é 1.

Matematicamente, o problema em algencan-2.4.0/sources/interfaces/matlab é

min X9
s.a 1P 4+1—19<0,
2—x1 — 22 <0,
—10 < x; <10,
—10% < 75 < 10%.

A partir daqui podemos modificar os arquivos, a fim de resolver nosso proprio
problema de otimizagcao.
No que segue, estamos considerando ytr como as saidas do conjunto de treina-

mento e T'R uma matriz cujas linhas sao os dados de treinamento transpostos. Entao,
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precisamos primeiramente declaréd-las globais no arquivo algencanma.m.

Resolucao do problema primal com margem rigida

Para a resolucao do problema , modificamos no arquivo inip.m a limitacao,
a linearidade das restri¢coes, o nimero de varidaveis e de restrigoes, conforme a quantidade
e dimensao dos dados de treinamento, deixamos ativas apenas as subrotinas evalf.m,
evalg.m e evalco.m.

Tomamos n = n + 1, ou seja, a dimensao da solucao = é a dimensao de w € R”
mais a dimensao de b € R. Assim, z(1:n—1) =w e z(n) = 0.
% Limitantes - Note que as varidveis sao livres.
fori=1:m

(i) = —1.0d + 20;

u(i) = 1.0d 4 20;
end
% Todas as restri¢oes sao lineares.
fori=1:m

linear(i) = 1;
end

No arquivo evalco.m alteramos as restrigoes,
% Restricoes de desigualdade.

fori=1:m

if (ind == 1)
c=1—ytr(t) (TR(i,:)*x(l:n—1)+x(n));
end

end
No arquivo evalg.m alteramos a derivada da funcao objetivo,
% Derivada da funcao objetivo em relacao a w.
fori=1:n-1
9(1) = x(i);
end
% Derivada da fungao objetivo em relagao a b.
g(n) =0;
Alteramos também a funcao objetivo no arquivo evalf.m,

% Funcao objetivo.

f@)=1/2%(x(1:n—1)*z(1l:n—-1));
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Resolucao do problema dual com margem rigida

Para resolvermos o problema[A.T] consideramos 2 = « e modificamos as seguintes
linhas em inip.m,
% Numero de varidveis passa a ser a quantidade de dados de treinamento.
n = size(TR,1);
% Numero de restrigoes - Restricao de igualdade e desigualdade.
m =1+ size(TR,1);
% Limitantes - Restri¢oes de caixa.
fori=1:m
[(i) = 0;
u(?) = 1.0d + 20; % Sem limitante superior.
end
% Restricoes
equatn(1) = 1; % Restricao de igualdade.
fori=2:m
equatn(i) = 0; % Restri¢oes de desigualdade.
end
% Restricoes Lineares
linear = ones(m, 1);
No arquivo evalco.m alteramos as restrigoes,
% Restricao
if (ind == 1)
¢ = ytr’' x x; % Restricao de igualdade
end
fori=1:n
if (ind == i + 1)
¢ = —x(i); % Restrigao de igualdade
end
end
No arquivo evalg.m alteramos a derivada da funcao objetivo,
% Derivada da funcao objetivo em relacao a «
g = H xx — ones(n, 1);
Por fim, alteramos a funcao objetivo no arquivo evalf.m,
% Funcao objetivo.
f(x)=1/2% 2"« H*x — ones(1,n) * x,

com H(i,j5) = ytr(i) = ytr(y) * TR(i,:) * TR(j,:)".
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Resolucao do problema primal com margem flexivel

Agora, para o problema , consideramos x = (w,b,&)T e modificamos as
seguintes linhas em inip.m,
% Numero de varidveis é igual a dimensao de w, b e €.
n=size(TR,2) + 1 + size(TR, 1);
% Numero de restricoes é igual a quantidade de dados.
m = 2x size(TR, 1);
% Limitantes - Varidveis livres w e b..
fori=1:size(TR,2) +1
(i) = —1.0d + 20;
u(i) = 1.0d + 20;
end
% Limitacao para &.
for i = size(TR,2) +2:n
I(i) =0;
u(i) = 1.0d 4 20; % Sem limitante superior.
end
% Restrigoes de desigualdade.
equatn = zeros(m, 1);
% Restricoes Lineares
linear = ones(m, 1);
No arquivo evalco.m alteramos as restrigoes,
% Restricoes de desigualdade para w e b
fori=1:size(TR,1)
if (ind ==1)
c=1—ytr(i)« (TR(i,:) * (1 : size(TR,2))+
z(size(TR,2) + 1)) — x(size(TR, 2) + 2);
end
end
% Restricoes de desigualdade para &
for i = size(TR,1) +1: 2% size(TR, 1)

if (ind == i)
c= —uz(size(TR,2) + 1+ i — size(TR, 1));
end

end

No arquivo evalg.m, alteramos a derivada da funcao objetivo,
% Derivada em relacao a w
for i =1: size(TR,?2)

g(i) = x(2);
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end
% Derivada em relagao a b

g(size(TR,2) + 1) = 0;
% Derivada em relagao a &
for i = size(TR,2)+2:n

g9(1) = C;
end

A funcao objetivo é alterada, no arquivo evalf.m, para

flx) =1/2% (z(1: size(TR,2)) *xx(1 : size(TR,2)))+
C xones(1, size(TR, 1)) x z(size(TR,2) + 2 : n);

Resolugao do problema dual com margem flexivel

Os comandos sao iguais aos do problema , exceto que em inip.m temos
% Limitantes - Restrigoes de caixa.
fori=1:m

[(i) = 0;

u(i) = C; % C Parametro de regularizagao.

end

Resolucao do problema primal e dual, com regularizacao e Kernel

Para resolver com o Algencan, tendo o conhecimento da funcao ¢, basta
trocar z° por ¢(z') nos comandos utilizados para o problema . Além disso, devemos
trocar a dimensao de w para N, ja que os dados de treinamento serao mapeados pela
funcao ¢ para RY.

Assim, para resolvermos trocamos em inip.m,

% Numero de varidveis

n = size(phi(TR(1,:)),1) + 1 + size(T'R, 1);
% Limitantes para w e b
for i =1: size(phi(TR(1,:)),1) +1

(i) = —1.0d + 20;

u(i) = 1.0d 4 20;
end
% Limitantes para &
for i = size(phi(TR(1,:)),1)+2:n

(i) = 0;

u(i) = 1.0d 4 20;
end

Em evalg.m e evalf.m trocamos

% Derivada da fungao objetivo em relagao a w
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for i = 1: size(phi(T'R(1,:)),1)
9(1) = x(i);
end
% Derivada da funcao objetivo em relacao a b
glsize(phi(TR(1,),1) +1) = 0;
% Derivada da funcao objetivo em relacao a &
for i = size(phi(TR(1,:)),1) +2:n
g9(i) = C;
end
A fungao objetivo é alterada, no arquivo evalf.m, para
f(x) =1/2% (x(1: size(phi(TR(1,:)),1)) * z(1 : size(phi(TR(1,:)),1)))+
C xones(1, size(TR, 1)) x z((phi(TR(1,:)),1) + 2 : n);
Por fim, em evalco.m tomamos
% Restrigoes de desigualdade para w e b.
fori=1:size(TR,1)
if (ind == 1)
c=1—ytr(i) x (phi(TR(i,:)) * x(1 : size(phi(TR(1,:)),1))+
z(size(phi(TR(1,:)),1) + 1)) — x(size(phi(T'R(1,:)), 1) + 2);
end
end
% Restrigoes de desigualdade para &.
for i = size(TR,1) +1: 2% size(TR,1)

if (ind == 1)
¢ = —x(size(phi(TR(1,:)),1) + 1 + i — size(TR, 1))
end

end
Agora para resolvermos ([2.55]), usaremos os mesmos comandos do problema dual

com margem flexfvel, exceto que trocamos o produto (z*)? 27 pela funcao Kernel escolhida
K(z', 2%).

Comandos Linux

Em nosso trabalho, utilizamos a Interface em Matlab do Algencan-2.4.0, no Linux.

Assim, listamos abaixo alguns dos seus comandos e respectivos significados.

e cd - utilizado para a navegacao entre pastas do computador. Acessa e muda de

diretério corrente. Se acrescentar dois pontos finais, acessamos o nivel superior.
e Is - utilizado para listar os arquivos contidos dentro do diretério corrente.

e cp - utilizado para copiar arquivos.
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e pwd - utilizado para imprimir o nome do diretério onde o usuério se encontra.
e make - utilizado para ler e compilar o arquivo “Makefile” e compilar arquivos.
e mkdir - utilizado para criar um diretorio dentro do qual o usuario esta.

Para obtermos os resultados no problema de classificacao de caracteres, descrito
no Capitulo [3| usamos algumas fungoes do Matlab, em sua versao R2015a, préprias para

a SVM. Assim, no que segue descrevemos resumidamente tais funcoes.

svmtrain e svinclassify

Para utilizar a svmtrain digitamos o seguinte comando, que retorna uma estru-
tura, SVMStruct, contendo informacoes sobre o classificador de SVM.
> SVMStruct = svmtrain(Treinamento,Grupo).

Argumentos de entrada:

e Treinamento: Matriz com dados de treinamento, em que cada linha corresponde a

uma observacao e cada coluna corresponde a uma caracteristica.

e Grupo: Variavel de agrupamento, que pode ser um vetor categdrico, numérico ou
l6gico, uma matriz de caracteres de vetores de caracteres ou uma matriz de carac-
teres com cada linha que representa um rétulo de classe. Cada elemento do Grupo
especifica o grupo da linha correspondente de treinamento. O grupo deve dividir o

treinamento em dois grupos.

Para obtermos as saidas previstas, pelo classificador obtido com svmtrain, usamos
o comando

> Group = sviclassify(SVMStruct,Sample).

Classifica cada linha dos dados na amostra, uma matriz de dados, usando as
informagoes em uma estrutura de classificador de maquinas vetoriais de suporte SVMS-
truct, criadas usando a fungao svmtrain. Como os dados de treinamento usados para
criar SVMStruct, Sample é uma matriz em que cada linha corresponde a uma observacao
e cada coluna corresponde a uma caracteristica ou variavel. O Grupo indica o grupo ao

qual cada linha de amostra foi atribuida.

Argumentos de entrada:

e SVMStruct: Estrutura do classificador de maquina vetorial criada usando a funcao

svmtrain.

e Sample: Uma matriz em que cada linha corresponde a uma observacao ou a uma

repeticao, e cada coluna corresponde a uma caracteristica ou variavel.
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