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estático e em expansão sob influência de

termos dissipativos

CURITIBA

2017



FELIPE TESTON

Instabilidade gravitacional para um Universo
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Universo estático e em expansão sob

influência de termos dissipativos

Dissertação apresentada ao Programa de

Pós-Graduação em F́ısica do Setor de Ciências

Exatas da Universidade Federal do Paraná,
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Resumo

Com o ińıcio da fase da recombinação e por consequência o desacoplamento dos fótons da

matéria, as primeiras estruturas passaram a ser formadas no Universo. A Cosmologia tenta,

desde os séculos passados, determinar relações matemáticas que descrevem o crescimento

destas estruturas para pequenas e grandes escalas. Jeans inaugurou o estudo da formação

de estruturas em 1902 levando em conta a geração de flutuações e a evolução dos modos

perturbados para diferentes eras do Universo. Com seu trabalho, Jeans introduziu uma

constante que hoje é conhecida como comprimento de Jeans que descreve a condição mı́nima,

em termos de comprimento de onda, para que uma estrutura cósmica seja formada. Neste

trabalho iremos fazer uso das equações de fluido da Cosmologia Newtoniana para estudar

pequenas flutuações de densidade e temperatura em um Universo estático e em expansão.
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Abstract

After the decoupling of photons from matter, the process of structure formation was

ignited, giving origin to the large scale structure of the Universe as is known today. One of the

main goal of the XIX century cosmology was to establish a fundamental framework to describe

the growth of small ripples and the mechanism behind the generation of such structures

within small and large cosmological scales. The seminal work of Jeans in 1902 gave the

first approach to deal with structures formation process by taking into account the physical

origin of small fluctuation, along with the evolution of the perturbed modes during different

kinds of cosmological eras. In the aforesaid work, Jeans introduced a characteristic scale,

known as Jeans scale, which indicates the minimal condition which assures the formation of

cosmic structures. In the present thesis, we are going to make use of such formalism within

the context of Newtonian cosmology with a cosmic fluid as the main source. Our aim is to

examine the small fluctuations of matter density along with small fluctuation of temperature

for a static universe and for an expanding universe.
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3.1.1 Radiação Cósmica de Fundo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1



3.2 Métrica de Robertson-Walker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Lei de Hubble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.2 Desvio para o Vermelho (Redshift) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Caṕıtulo 1

Introdução

A cosmologia é um ramo da astronomia que faz uso de métodos cient́ıficos para explicar a

origem, estrutura e evolução do Universo. O principal postulado define o Universo altamente

homogêneo e isotrópico. Essa propriedade garante que as observações feitas a partir do nosso

único ponto de observação são representativas do Universo como um todo e podem, portanto,

ser legitimamente usadas para testar modelos cosmológicos, [27].

O Universo viśıvel parece o mesmo em todas as direções ao nosso redor, pelo menos, se

olharmos para distâncias maiores que cerca de 300 milhões de anos-luz. A isotropia possui

uma precisão com cerca de uma parte em 105 na radiação cósmica de fundo. Essa radiação

vem viajando para nós há cerca de 14 bilhões de anos, apoiando a hipótese de que o Universo

é o mesmo em todas as direções, [34].

A cosmologia aparece, para Einstein, como aplicação formal necessária de sua teoria da

gravitação em uma totalidade que parecia inobservável. Essa questão impediu, durante um

longo tempo, a caracterização da cosmologia como ciência. Embora a descoberta de Hubble

de que o Universo está em expansão date do final dos anos 20, foi somente em 1964, graças

a medida da radiação de 2,7 K pelo experimento COBE, que a cosmologia passou a ser

considerada ciência.

Com o surgimento de técnicas de espectroscopia, em meados do século XIX, foi posśıvel

identificar elementos qúımicos que compõe o Sol e outras estrelas, assim como suas veloci-

dades. Em 1929, Hubble usou esta técnica para medir o espectro de 45 galáxias e obteve

desvios para o vermelho. Seu resultado evidenciou uma relação aproximadamente linear entre

as velocidades e as distâncias, o que era esperado para um Universo em expansão, [28].
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Tendo a evidência da expansão do Universo e da radiação cósmica de fundo, pode-se supor

que o Universo primordial fora muito quente. O Universo se expande e isso nos mostra que

a sua temperatura da radiação está sempre caindo. Portanto, quanto mais primitivo for o

instante cósmico considerado, mais alta poderia ter sido sua temperatura, [30]. Como con-

sequência, as taxas das reações entre as part́ıculas eram muito maiores no Universo primitivo.

De acordo com o modelo cosmológico padrão, a radiação cósmica de fundo mostra um

Universo homogêneo e isotrópico em grandes escalas porém heterogêneo em escalas menores,

demonstrando um padrão complexo de grandes estruturas filamentares com dimensões t́ıpicas

da ordem de 10 – 100 Mpc1.

Para se entender estas estruturas no processo de evolução do Universo é necessário uma

análise do modelo padrão de part́ıculas elementares que descreve a sua história térmica,

que passa por um peŕıodo de hadronização (formação de prótons e nêutrons), nucleosśıntese

primordial (formação de átomos de hélio a partir de nêutrons), tornando abundante a presença

de elementos leves como hidrogênio, deutério, hélio e ĺıtio, [28]. Deste modo, com o modelo

padrão de part́ıculas e o modelo cosmológico padrão, teve-se ińıcio a descrição matemática

da formação das primeiras estruturas do Universo.

Num Universo dominado por matéria, o crescimento substancial das pequenas flutuações

primordiais passa a ocorrer. Regiões mais densas do que a média acabam gerando concen-

trações de matéria resultando em formação de estruturas ainda hoje em evolução.

Os primeiros trabalhos que trouxeram à tona a teoria da formação de estruturas foi

descrita por Jeans2 em 1902, [11], [21]. A instabilidade de Jeans tem sido reconhecida como o

mecanismo chave para explicar a formação de estruturas e sua evolução no regime linear, [25].

Em fluidos astrof́ısicos, o colapso de um objeto é atribúıdo a uma força auto-gravitacional

que é responsável pela produção desta instabilidade, [32]. O modelo de Jeans descreve a

condensação gravitacional de uma nuvem de gás auto-gravitante e procura as condições em

que pequenas perturbações de uma nuvem gasosa crescem exponencialmente, levando a um

colapso, [21]. Essa instabilidade provoca a fragmentação das nuvens de gás interestelar e

subsequente formação de estruturas quando a pressão interna do gás não é suficiente para

equilibrar a força da gravidade. Tem importância no plasma astrof́ısico, em particular na

formação de estrelas no meio interestelar (ISM), [3]. Os parâmetros que são utilizados para

11pc = 1 parsec = 3, 08.1016m.
2James Hopwood Jeans, 1877-1946
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quantificar esta instabilidade são o comprimento de Jeans e massa de Jeans, [21].

A evolução destas perturbações depende das equações de estado referente ao fluido do-

minante. Em um artigo publicado em [18], o tratamento das perturbações foi realizado

considerando um fluido viscoelástico3. Neste trabalho, verificou-se que o limiar para o ińıcio

da instabilidade aparece em comprimentos de onda mais elevados em um meio viscoelástico.

O limite superior do número de onda, até que a instabilidade gravitacional é observada, é

reduzido. Para um dado valor do número de onda, a taxa de crescimento diminui com o

aumento dos valores dos coeficientes de módulo de elasticidade.

No artigo publicado em [3], estudou-se a teoria linear para a instabilidade de Jeans em um

meio viscoelástico magnetizado na presença de rotação, fazendo uso do modelo hidrodinâmico

generalizado (GH). Após a obtenção de uma relação de dispersão geral, com a ajuda de

equações de perturbação linearizadas, a instabilidade de Jeans mostrou-se inalterada pela

presença de campos magnéticos rotativos, porém ainda mantendo dependência de efeitos

viscoelásticos.

No artigo [7], a análise de Jeans foi feita considerando um Universo estático e em expan-

são sob a influência de um fluido com viscosidade volumétrica. No primeiro caso para um

Universo estático, os resultados demostraram como a viscosidade volumétrica condiciona a

evolução do contraste de densidade mantendo inalterado o valor da massa de Jeans. Para o se-

gundo, foi obtida uma relação semelhante a de Jeans no qual demonstrou um amortecimento

considerável do contraste de densidade.

Um outro trabalho realizado em [10], para regiões após a fase da recombinação, as ondas de

densidade hidrodinâmicas foram analisadas incluindo viscosidade de cisalhamento e condução

de calor para ρ = ρc bem como para ρ < ρc (ρc é a densidade cŕıtica do Universo). Muito

próximo ao final da fase da recombinação foi encontrado a já conhecida instabilidade de Jeans

onde mostrou-se que a influência da viscosidade de cisalhamento sobre as instabilidades é

despreźıvel, no entanto, está presente uma influência viśıvel da viscosidade volumétrica.

Este trabalho teve como objetivo obter uma relação de dispersão afim de descrever, em

termos dos comprimentos de onda das flutuações, o comportamento da instabilidade de Jeans

para um gás ideal e dissipativo. Para isso, foi necessário o uso das equações de balanço de

massa, momento linear e energia da Mecânica do Cont́ınuo para determinação dos campos

3Fluido com caracteŕısticas de elasticidade e viscosidade ao mesmo tempo.

5



escalares de densidade de massa, velocidade e temperatura. Para descrição dos termos dis-

sipativos, foram atribúıdas equações constitutivas para a viscosidade dinâmica e condução

de calor, que são descritas pelo tensor das tensões presentes no fluido e pela Lei de Fourier,

respectivamente.

A estrutura deste trabalho possui a seguinte forma. Inicialmente será abordado uma

introdução a respeito dos prinćıpios básicos da Mecânica dos Fluidos e da Cosmologia. Em

seguida, serão feitas análises a respeito da relação de dispersão de Jeans na presença de

viscosidade e condução de calor em um Universo estático, para logo em seguida serem feitas

análises do comportamento dos contrastes de densidade e temperatura para um Universo em

expansão, também na presença de viscosidade e condução de calor. E por fim, uma descrição

dos resultados obtidos. Os caṕıtulos 2 e 3 dizem respeito a estudos já existentes na literatura.
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Caṕıtulo 2

Mecânica dos Fluidos

2.1 Definição de um Fluido

Esta seção se baseia em [6]. A mecânica dos fluidos é a ciência que estuda o comportamento

f́ısico dos fluidos, assim como as leis que regem seu comportamento.

Esta área compreende ramos fundamentais de aplicações em engenharia como escoamento

de fluidos em canais e condutos, a lubrificação, os esforços em barragens, os corpos flutuantes,

as máquinas hidráulicas, a ventilação, a aerodinâmica e muitos outros assuntos que fazem

das leis da Mecânica dos Fluidos um ótimo meio para resultados de aplicação prática.

A definição de um fluido é geralmente determinada por comparação deste com um sólido.

A definição mais elementar diz: Fluido é uma substância que não tem uma forma própria,

assume o formato do recipiente.

Podemos analisar essa distinção entre fluidos e sólidos com o experimento chamado ”Ex-

periência de Duas Placas”, como descrita na figura 2.1.

Seja um sólido preso entre duas placas planas, uma inferior fixa e outra superior sendo

submetida a uma força tangencial Ft (na direção do plano da placa).

Ao manter a força Ft constante, nota-se que o sólido sofre uma deformação angular até

alcançar uma nova posição de equiĺıbrio. Neste equiĺıbrio, as tensões internas se igualam a

força externa aplicada até que o sólido seja submetido novamente a uma nova força Ft para

ter uma nova configuração.

Pode-se dizer então, que um sólido, quando sob força tangencial constante, deforma-se

angularmente, mas atinge uma nova configuração de equiĺıbrio estático.
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Figura 2.1: Experiência de duas placas para um sólido sob força tangencial. Fonte: [6]

Podemos fazer a mesma experiência mas agora inserindo um fluido entre as placas, como

mostra a figura 2.2. Uma placa superior móvel e uma placa inferior fixa. A placa superior

movimenta-se com a aplicação de uma força tangencial Ft.

Figura 2.2: Experiência de duas placas para um fluido escoando sob força tangencial. Fonte:
[6]

A primeira observação importante é que os pontos de contato entre o fluido e a placa

superior continuam em correspondência durante o movimento, ou seja, as camadas de fluido

adjacentes a placa terão a mesma velocidade da placa. Em contra partida, os pontos do

fluido em contato com a placa fixa ficarão fixos junto a ela. Este é o chamado prinćıpio da

aderência: Os pontos de um fluido, em contato com uma superf́ıcie sólida, aderem aos pontos

dela, com os quais estão em contato.

Então, ao contrário do comportamento do sólido, o volume de fluido ABCD não atinge

uma nova posição de equĺıbrio devido a ação da força Ft, mas sim, continua deformando-se

continuamente, supondo-se as placas de comprimento infinito.

Pode-se dizer então que: Fluido é uma substância que se deforma continuamente, quando

submetida a uma força tangencial constante qualquer ou, em outras palavras, fluido é uma
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substância que, submetida a uma força tangencial constante, não atinge uma nova configu-

ração de equiĺıbrio estático.

2.2 Teoria do Cont́ınuo

A área de pesquisa também conhecida como Fenômenos de Transporte, formou-se ao longo do

século XIX devido a necessidade de compreensão entre as analogias que viriam a surgir entre

processos de transporte de quantidade de movimento, massa e energia em meios cont́ınuos.

A Mecânica do cont́ınuo serve como base para estudos de Fenômenos de Transporte, [16].

A matéria é formada de átomos, que por sua vez são formados de prótons, elétrons e

nêutrons, dessa forma dizemos que a matéria não é cont́ınua. No entanto, hoje diversas teorias

são desenvolvidass desconsiderando as estruturas moleculares dos materiais. Experimentos

são feitos como, deflexão de um material devido a presença de uma força, taxa de escoamento

de um fluido devido a gradientes de pressão, ou a análise da força de arrasto sob um corpo

em movimento de queda no ar. Essas teorias são chamadas de Teorias do Cont́ınuo. Tal

teoria leva em consideração de que a matéria é infinitamente diviśıvel. Sendo assim, a teoria

do cont́ınuo aceita materiais com volumes infinitesimais, referido como uma part́ıcula do

cont́ınuo, e que em todos os śıtios dessa part́ıcula existem part́ıculas vizinhas, [23].

O conceito de um cont́ınuo é a base da mecânica clássica dos fluidos. A hipótese do con-

t́ınuo é válida no tratamento de fluidos sob condições normais, [14]. Porém ela não apresenta

resultados satisfatórios que estão de acordo com a propagação de ondas de comprimentos de

ondas extremamente pequenos. Por outro lado, em certas circunstâncias, um gás rarefeito

pode ser descrito por um processo cont́ınuo. No caso de gases altamente rarefeitos, a hipótese

do cont́ınuo não pode ser assumida em virtude das moléculas estarem dispostas de tal forma

que um volume desta ordem de grandeza pode não conter moléculas suficientes para carac-

terizar o cont́ınuo, [8]. Como consequência, cada propriedade do fluido é considerada como

tendo um valor definido em cada ponto do espaço. Dessa forma, algumas propriedades de um

escoamento, como massa espećıfica, temperatura, velocidade etc, são consideradas funções

cont́ınuas da posição e do tempo.

A validação da hipótese do cont́ınuo ocorre se as escalas de comprimento dos processos

f́ısicos forem várias ordens de magnitudes maiores que o espaçamento médio entre as moléculas
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do meio. Uma das hipóteses mais interessantes dos fenômenos de transferência é a de que

os processos f́ısicos ocorrem na direção do equiĺıbrio, isto é, respeitando a segunda Lei da

Termodinâmica, [16]. Para qualquer processo f́ısico, o fluxo de grandezes como temperatura,

concentração e quantidade de movimento ocorre devido a variação destas quantidades.

Descrever processos f́ısicos analisando molécula por molécula é algo inviável, por isso, um

bom método de estudo é o uso de termos estat́ısticos usando a Mecânica Estat́ıstica. Por

outro lado, pode-se propor uma abordagem macroscópica da matéria, pensando em termos

de distribuição espacial cont́ınua de massa, ou seja, o uso de um meio cont́ınuo, [16]. Como

já mencionado anteriormente, o cont́ınuo é uma proposta válida desde que a menor escala de

interesse seja muito maior que as escalas moleculares.

O estudo das propriedades de um fluido a partir do comportamento de suas moléculas

consiste no enfoque molecular. Este estudo traz muitas complicações para as equações go-

vernantes tornando-as, quase sempre, incapazes de serem solucionadas. Por esta razão é

conveniente tratar o fluido como um meio cont́ınuo. A hipótese do cont́ınuo consiste em

abstrair-se da composição molecular e sua consequente descontinuidade ou seja, por menor

que venha a ser uma divisão do fluido, esta parte isolada deverá apresentar as mesmas pro-

priedades que a matéria tratada como um todo. A esta pequena parte do fluido costuma-se

chamar de Part́ıcula ou Ponto Material, [8].

Através da hipótese do cont́ınuo, pode-se definir a densidade de um fluido em um ponto

como sendo o limite da razão entre δm (massa) e δV (volume) quando δV tende para um

certo valor limite δV ∗. Logo,

ρ = lim
δV→δV ∗

δm

δV
. (2.1)

Para gases e ĺıquidos submetidos a condições normais, δV ∗ é da ordem de 10−9mm3. Por

exemplo: um volume de 10−9mm3 de ar nas condições normais de temperatura e pressão,

contem aproximadamente 3.107 moléculas de ar. Portanto, evidencia-se que um volume desta

grandeza é suficientemente pequeno para que em Meteorologia, Engenharia, etc., seja tomado

como sendo uma Part́ıcula ou Ponto Material. Enquanto que a quantidade de moléculas

existentes neste volume é suficiente para caracterizar o fluido como um todo. A hipótese

do cont́ınuo permite estudar as propriedades do fluido através do cálculo diferencial e/ou

integral, uma vez que a continuidade é fundamental na teoria do cálculo, [8].
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2.3 Tópicos da Mecânica do Cont́ınuo

A mecânica do cont́ınuo estuda a resposta dos materiais sob condições de tensão. Ela se

divide em duas partes fundamentais:

- Prinćıpios gerais comuns a todos os meios.

- Equações constitutivas que definem materiais idealizados.

Os prinćıpios gerais são:

- conservação de massa;

- balanço de momento linear;

- balanço de momento angular e energia;

- lei da desigualdade da entropia.

Matematicamente temos duas formas equivalentes dos prinćıpios gerais:

(1) Forma integral, formulada por um volume finito de matéria no cont́ınuo.

(2) As equações de campo para um volume diferencial de matéria (part́ıculas) em qualquer

ponto do campo de interesse.

O segundo tópico a ser abordado são as equações constitutivas que são usadas para de-

finir os materiais idealizados. Materiais idealizados representam certas caracteŕısticas do

comportamento de materiais naturais. Por exemplo, materiais elásticos quando submetidos

a perturbações externas tendem a se deformar e a voltar ao seu estado original após as per-

turbações cessarem. Um outro exemplo é um fluido linearmente viscoso, no qual é baseado na

suposição de que o estado de tensão depende linearmente das taxas instantâneas de variação

dos comprimentos e ângulos mútuos do elemento de volume, [23].

As equações constitutivas descrevem o comportamento dos materiais sob condições de

perturbação a qual são submetidos e não somente a sua composição qúımica.

2.4 Cinemática de um Fluido

2.4.1 Aceleração de uma Part́ıcula Fluida em um Campo de Velo-

cidade

A translação de uma part́ıcula flúıda está conectada com o campo de velocidade v = v(x1, x2, x3, t).

A aceleração pode ser encontrada a medida que uma part́ıcula se move num campo de esco-
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amento conforme ilustra a figura 2.3, [14].

Figura 2.3: Elemento de fluido e part́ıcula infinitesimal nos instantes t e t+dt. Fonte: [14]

No instante t, a part́ıcula está na posição x1, x2, x3 e tem velocidade v(t) = v(x1, x2, x3, t).

Após um intervalo de tempo dt, a part́ıcula se desloca para x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3 tendo

então uma velocidade v(t+dt) = v(x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3, t + dt). Aplicando a regra da

cadeia para a variação de velocidade temos:

dvi =

(
∂vi
∂x1

)
dx1 +

(
∂vi
∂x2

)
dx2 +

(
∂vi
∂x3

)
dx3 +

(
∂v

∂t

)
dt. (2.2)

O ı́ndice i representa as componentes da velocidade. Aplicando a derivada temporal em (2.2)

obtemos a aceleração da part́ıcula. Assim:

a =
dvi
dt

=

(
∂vi
∂x1

)
dx1

dt
+

(
∂vi
∂x2

)
dx2

dt
+

(
∂vi
∂x3

)
dx3

dt
+
∂vi
∂t
. (2.3)

Temos então:

ai =
∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

. (2.4)

O primeiro termo do lado direito da equação (2.4), ∂vi/∂t, é chamado de aceleração local

e corresponde a variação da velocidade em um mesmo ponto do campo. O segundo termo,

vj∂vi/∂xj, é chamado de aceleração convectiva e corresponde a variação da velocidade em

um mesmo tempo em pontos distintos do campo. Ele representa o efeito de uma part́ıcula
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de fluido que se move para um novo local no escoamento, onde o campo de velocidade é

diferente, [12].

Convenção de soma de Einstein

Este tópico foi retirado da referência [23]. Considere a soma

s = a1x1 + a2x2 + ...+ anxn. (2.5)

Podemos usar a equação anterior sob uma forma mais compacta usando a notação de soma:

s =
n∑
i=1

aixi. (2.6)

Obviamente, as equações seguintes tem o mesmo significado que (2.6):

s =
n∑
j=1

ajxj, s =
n∑

m=1

amxm, s =
n∑
k=1

akxk. (2.7)

Os ı́ndices i em (2.6) ou j ou m ou k em (2.7) são chamados ı́ndices mudos, isto é, a soma

é independente da letra usada para o ı́ndice. Podemos simplificar ainda mais a forma da

equação (2.5) se adotarmos a seguinte convenção: Sempre que um ı́ndice é repetido uma vez,

então temos um ı́ndice mudo, indicando uma soma com o ı́ndice que assume os valores inteiros

1, 2, ..., n. Essa convenção é conhecida como convenção de soma de Einstein. Usando essa

convenção, a expressão (2.5) pode ser escrita simplesmente como

s = aixj, s = ajxj, s = amxm, s = akxk, etc. (2.8)

2.4.2 Taxa de Deformação de um Fluido

Considere um elemento de fluido que se deforma na direção x1 no plano (x1, x2) conforme a

figura 2.4. Sendo assim, a componente de velocidade v2 = 0 e a velocidade v1 é uma função

de x1. Inicialmente o elemento de fluido tem tamanho ∆x1, tal que se deforma continuamente

com o tempo t devido a presença da velocidade v1. Essa condição nos leva a trabalhar com

a taxa de deformação linear e não com deformação linear. Então, a taxa de deformação do

elemento na direção x1 é definida como a variação relativa no tamanho do elemento naquela
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Figura 2.4: Deformação linear de um elemento de fluido em escoamento plano unidirecional.

direção, [16]. Em termos matemáticos dizemos que:

∆1 ≡
1

∆x1

d

dt
(∆x1) =

vx1+∆x1 − vx1
∆x1

. (2.9)

Considerando o lado direito de (2.9) suficientemente pequeno,

1

∆x1

d

dt
(∆x1) =

∂v1

∂x1

. (2.10)

De forma análoga, podemos obter a taxa de deformação volumétrica, isto é, a taxa de defor-

mação nas direções x1, x2 e x3, assim,

1

∆V

d

dt
∆V =

1

∆x1∆x2∆x3

d

dt
(∆x1∆x2∆x3). (2.11)

Calculando as derivadas parciais acima, temos então que a taxa de deformação volumétrica

é a soma das taxas de deformação linear nas direções x1, x2 e x3 ou o divergente do vetor

velocidade. Isto é,

∆ ≡ ~∇ · ~v, (2.12)

ou em coordenadas cartesianas retangulares,

∆ ≡ ∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

+
∂v3

∂x3

=
∂vi
∂xi

. (2.13)
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2.4.3 Tensor Taxa de Deformação

Como já mencionado, um fluido é um material distribúıdo de acordo com a hipótese do

cont́ınuo que se deforma sob tensão tangencial. Nesta seção iremos determinar o tensor taxa

de deformação ou de cisalhamento para um fluido em escoamento. A figura 2.5 mostra um

elemento de massa fluida em escoamento bidimensional com lados ∆x1 e ∆x2, onde após um

tempo ∆t, passa a ter uma deformação angular definida por α e β. Seguindo a definição de

taxa de deformação, a taxa de variação angular é dado por:

Figura 2.5: Deformação de cisalhamento no plano (x1, x2) de um elemento de fluido em
escoamento.

1

2

(
dα

dt
+
dβ

dt

)
=

1

2
lim

∆t→0

(
α|t+∆t − α|t

∆t
+
β|t+∆t − β|t

∆t

)
. (2.14)

De acordo com a figura,

α|t = β|t = 0 (2.15)

e

α|t+∆t + β|t+∆t = arctan
∆l1
∆x2

+ arctan
∆l2
∆x1

≈ ∆l1
∆x2

+
∆l2
∆x1

, (2.16)

onde

∆l1 = (v1|x2+∆x2 − v1|x2)∆t. (2.17)

∆l2 = (v2|x1+∆x1 − v2|x1)∆t. (2.18)

Substituindo (2.18), (2.17) e (2.16) em (2.14) e considerando ∆x1 e ∆x2 suficientemente

pequenos,
1

2

d(α + β)

dt
=

1

2

(
∂v1

∂x2

+
∂v2

∂x1

)
. (2.19)
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A equação acima calcula a taxa de deformação no plano (x1, x2). Para um caso geral, ou

seja, no hiperplano (x1, x2, x3), temos

Dij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
. (2.20)

Ou na forma matricial,

[Dij] =



∂v1
∂x1

1
2

(
∂v1
∂x2

+ ∂v2
∂x1

)
1
2

(
∂v1
∂x3

+ ∂v3
∂x1

)

1
2

(
∂v1
∂x2

+ ∂v2
∂x1

)
∂v2
∂x2

1
2

(
∂v2
∂x3

+ ∂v3
∂x2

)

1
2

(
∂v1
∂x3

+ ∂v3
∂x1

)
1
2

(
∂v2
∂x3

+ ∂v3
∂x2

)
∂v3
∂x3


. (2.21)

A expressão (2.20) é o tensor taxa de deformação ou tensor de cisalhamento. Importante

notar a simetria de Dij. Este tensor obedece a todas as leis dos tensores cartesianos, tais

como a dos invariantes tensorais, as leis de transformação e dos eixos principais, [12].

2.5 Equações Constitutivas

Diferentes corpos, submetidos a esforços idênticos reagem diferentemente. É o que se percebe

quando se submete um fio de aço ou um fio de borracha a um mesmo esforço de tração, [2].

As equações de balanço que serão obtidas posteriormente são aplicáveis a todos os meio

cont́ınuos, mas não dizem nada sobre a resposta de materiais espećıficos às cargas de força

ou temperatura. Para preencher esta necessidade, introduzimos as equações constitutivas.

Matematicamente, a utilidade destas equações é descrever as relações entre as equações de

campo cinemático, mecânico e térmico e permitir a formulação de problemas bem postos em

mecânica do cont́ınuo, [26]. Idealmente, seria necessário deduzir estas equações constitutivas

a partir de imagens moleculares da matéria, porém, as técnicas computacionais atuais não

são adequadas para esta tarefa, [4]. Portanto, estas equações são obtidas experimentalmente,

[1], e os resultados sugerem modelos matemáticos idealizados para várias classes de materiais,

[4].

Quando tratamos de equações constitutivas, consequentemente levamos em conta o com-

portamento do material sob efeitos de carga e não apenas de sua composição.
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Na discussão anterior, foram encontrados as taxas de deformação de um meio cont́ınuo

em função dos seus campos de velocidade. Na seção seguinte será obtido a relação dessas

taxas com as tensões do fluido.

2.5.1 Transferência de Quantidade de Movimento

No caso da transferência de movimento, podemos encontrar a equação constitutiva analisando

o experimento de Newton, também conhecido como escoamento cisalhante unidirecional. O

esquema é mostrado na figura 2.6.

Figura 2.6: O experimento de Newton de transferência de quantidade de movimento. Fonte:
[16]

Um fluido de altura H está confinado entre duas placas paralelas, uma móvel na parte

superior e outra fixa na parte inferior. Uma força F é aplicada sobre a placa superior, de

tal forma que ela produz uma velocidade vF constante. Com isso, surge na placa superior

uma tensão tangencial tij. Para esse caso, de um movimento unidirecional, temos t12. Assim

podemos escrever t12 = F
A

, com A=Área da placa.

Devido a transferência de quantidade de movimento da placa para o fluido, observa-se que

o mesmo entra em movimento criando uma distribuição espacial de velocidades, v1(x2), que

é diretamente proporcional a altura H, ou seja, v1(x2 = 0) = 0 e v1(x2 = H) = vF . Estando

a placa inferior fixa, esta tende a resistir ou frear as camadas de fluido adjacentes, criando

uma distribuição de velocidades. A variação da velocidade dv1/dx2 é a taxa de transferência

de quantidade de movimento, [16].

Newton estabeleceu uma relação de proporcionalidade entre a taxa de deformação e a

tensão tangencial, a qual denominou de viscosidade dinâmica, µ,

t12 = µ
∂v1

∂x2

. (2.22)
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A equação (2.22) representa a equação constitutiva de transferência de quantidade de movi-

mento para um fluido em escoamento cisalhante em uma única direção.

A intensidade da resistência que um fluido exerce para escoar é determinada pela viscosi-

dade, µ. Ela determina a taxa de deformação de um fluido que é gerada por uma determinada

tensão de cisalhamento aplicada. O ar, por exemplo, possui uma viscosidade 50 vezes menor

que a da água que por usa vez possui uma viscosidade 300 vezes menor que a do óleo SAE

30W, [36]. Os fluidos podem possuir uma vasta gama de valores de viscosidade.

Evidências experimentais indicam que a viscosidade também possui dependência com a

temperatura, [35]. Isso pode ser observado nas forças de coesão molecular dos ĺıquidos e

gases. Quanto aos ĺıquidos, as forças moleculares são maiores que a dos gases, então para

um aumento de temperatura, o espaçamento médio entre as moléculas do gás aumenta,

ocasionando diminuição do atrito e por consequência uma mudança na viscosidade.

Como o estado de tensão de um fluido em movimento de corpo ŕıgido (não se deforma)

é dado por um tensor isotrópico, ao lidar com um fluido em movimento geral, é natural

decompor o tensor das tensões em duas partes, isto é, a parte hidrostática

~trepouso = −p~I =


−p 0 0

0 −p 0

0 0 −p

 , (2.23)

onde ~I é a matriz identidade, e a parte dinâmica ~t′, que depende somente da taxa de defor-

mação de um fluido em movimento, de tal modo que ela é nula para fluidos em movimento

de corpo ŕıgido ou em repouso. E p é um escalar que não depende explicitamente da taxa de

deformação, [23]. Dessa forma,

~t = −p~I + ~t′. (2.24)

No caso mais geral, na presença de deformação volumétrica e de cisalhamento das três di-

mensões a parte dinâmica t′ é dada pela relação, [16]:

~t′ = 2µ~D − 2

3
µ(~∇ · ~v)~I + η(~∇ · ~v)~I. (2.25)

Onde ~∇ · ~v corresponde a deformação volumétrica, ~D é o tensor taxa de deformação dado

por (2.20) e η é a viscosidade volumétrica, esta última é nula para gases ideais. Dessa
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forma, substituindo (2.25) em (2.24), temos a equação constitutiva para a transferência de

quantidade de movimento:

~t = −p~I + 2µ~D − 2

3
µ(~∇ · ~v)~I + η(~∇ · ~v)~I. (2.26)

Ou na forma de componentes

tij = −pδij + 2µDij −
2

3
µ
∂vn
∂xn

δij + η
∂vn
∂xn

δij. (2.27)

Em um fluido ideal, µ = 0 e η = 0, (como consequência, sem deformação volumétrica) a

expressão (2.27) se reduz a (2.23),

tij = −pδij. (2.28)

A equação (2.28) representa a equação constitutiva para um fluido em repouso ou em movi-

mento uniforme.

2.5.2 Lei de Fourier

Em um meio cont́ınuo há transferência de energia térmica por condução sempre quando o

mesmo apresentar gradientes de temperatura, ao passo que gradientes de velocidade produ-

zem transferência de quantidade de movimento. A equação constitutiva que relaciona o fluxo

de calor por condução e temperatura é conhecia como Lei de Fourier [16]. Como exemplo,

considere um sólido em forma de barra, longa e com pequena seção transversal, constituida

de um material homogêneo e isotrópico, inicialmente com uma temperatura T igualmente

distribúıda como mostrado na figura 2.7. Ao fornecer calor a uma das extremidades, um

desequiĺıbrio térmico surge ocasionando um fluxo de calor no sentido oposto ao do gradiente

de temperatura, isto é, haverá um fluxo de calor da extremidade mais quente para a mais

fria.

A Lei de Fourier é caracterizada pelo vetor fluxo de calor ~q. A relação entre o fluxo de

calor e o gradiente de temperatura nesse caso é linear na direção x1, ou seja, q1. Generalizando

para um caso tridimensional temos:

qi = −λ ∂T
∂xi

, (2.29)
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Figura 2.7: Condução de calor em uma barra. Fonte: [16]

onde λ é a condutividade térmica, e que de acordo com a teoria cinética para gases ideais

possui a seguinte forma:

λ =
15

4

kB
m
µ, (2.30)

onde kB e m são a constante de Boltzmann1 e a massa (correspondente a uma molécula do

meio), respectivamente. Sua dimensão é [λ] = J
msK

.

2.6 Fluidos newtonianos e não-newtonianos

Quando uma tensão de cisalhamento é aplicada num sólido elástico, este se deforma a partir

de sua configuração inicial até que essa tensão perdure. A deformação do sólido é mantida

até que o cisalhamento for mantido, e após a tensão ser removida, o sólido volta ao seu estado

original de configuração. Quando uma tensão de cisalhamento é aplicada em uma camada de

fluido, este irá deformar-se a partir de sua configuração inicial atingindo um estado constante,

onde o fluido se deforma continuamente com uma taxa de cisalhamento diferente de zero.

Após cessar a tensão de cisalhamento, o fluido irá manter a sua configuração final mesmo

com a retirada da mesma. Para tais ĺıquidos, não é necessário nenhum esforço para manter

dada quantidade de deformação, mas é necessária uma determinada quantidade de tensão de

cisalhamento para manter uma taxa constante de deformação, [23]. Todo fluido que obedece

essa caracteŕıstica e às equações constitutivas dadas na seção anterior são conhecidos como

flúıdos newtonianos. O comportamento linear de um fluido Newtoniano pode ser visto na

1Ludwig Boltzmann, 1844-1906
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figura 2.8. Alguns exemplos são a água, ar e gasolina, [14].

Para fluidos não-newtonianos o esforço de cisalhamento depende da taxa de tensão de

cisalhamento, [35]. Dois exemplos familiares são o mel e a pasta dental. A pasta dental

comporta-se como um fluido quando espremida do tubo. Contudo, ela não escorre por si

só quando a tampa é removida. Há uma demarcação ou um limite de tensão abaixo do

qual a pasta dental comporta-se como um sólido. Os fluidos não-newtonianos são geralmente

classificados como tendo um comportamento independente ou dependente do tempo, [14].

Para muitas aplicações em engenharia, numerosas equações emṕıricas têm sido propostas para

modelar as relações observadas entre a tensão de cisalhamento e taxa de deformação. Uma

das mais adequadamente apresentadas é a do modelo de potência, que para um escoamento

unidimensional, [14], é dada por

t12 = c

(
dv1

dx2

)n
. (2.31)

Onde o expoente n é chamado de ı́ndice de comportamento de escoamento e o coeficiente c é

o ı́ndice de consistência. Esta equação reduz-se à lei de Newton para n = 1 e c = µ.

A figura 2.8 mostra a relação entre tensão de cisalhamento e taxa de deformação para

alguns tipos de fluidos.

Figura 2.8: Tensão de cisalhamento como função da taxa de deformação para um escoamento
unidmensional de vários fluidos não-newtonianos. Fonte: [14]
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2.7 Equações de Balanço para Fluidos

A teoria termodinâmica dos fluidos tem por objetivo a determinação de cinco campos esca-

lares, em cada ponto do espaço x e em todo o instante de tempo t, [20]:

ρ(~x, t)−densidade de massa

vi(~x, t)−velocidade

T (~x, t)−temperatura

(2.32)

O conhecimento destes campos se faz através do uso das equações de balanço de massa

(densidade), quantidade de movimento (momento linear) e energia.

2.7.1 Transporte de Reynolds

Na dinâmica dos fluidos, é mais comum trabalhar com um volume de controle, definido como

uma região do espaço selecionada para estudo, figura 2.9. O tamanho e a forma de um

sistema pode mudar durante o processo, mas nenhuma massa cruza suas fronteiras. Um

volume de controle, por outro lado, permite que a massa escoe para dentro ou para fora

de suas fronteiras, as quais são chamadas de superf́ıcie de controle. Um volume de controle

também pode se movimentar e deformar durante o processo, mas muitas aplicações do mundo

real envolvem volumes de controle fixos e não deformáveis, [12].

Figura 2.9: Fluxo de massa através do volume de controle. Fonte: [12]

Na mecânica dos fluidos, em geral, é mais conveniente trabalhar com volume de controle
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com as variações em um sistema. A relação entre as taxas de variação no tempo de uma

propriedade extensiva para um sistema e para um volume de controle é expressa pelo Teorema

de Reynolds que oferece a ligação entre as abordagens de sistema e o volume de controle. Sua

expressão é:
D

Dt

∫
Vm(t)

~T (~x, t)dV =
∫
VC

∂ ~T (~x, t)

∂t
dV +

∫
SC

~T (~v · ~n)dS. (2.33)

Onde ~T (~x, t) é um escalar ou uma função tensorial com coordenadas espaciais (x1, x2, x3) e

tempo t. Como veremos a seguir, são exemplos de T (x, t) a densidade ρ(x, t) ou momento

linear ρ(x, t)v(x, t). O volume material Vm coincide instantaneamente com o volume de

controle VC , e consiste nas mesmas part́ıculas de material em todos os momentos, e portanto,

tem contorno Sm dependente do tempo ao movimento do material. n̂ é o vetor normal para

fora da superf́ıcie, [12]. A derivada, D/Dt, na frente da integral do lado esquerdo da igualdade

na expressão (2.33) é chamada de derivada material e enfatiza que o volume de contorno da

integral se move com o material e estamos calculando a sua taxa seguindo os movimentos do

material, [23].

2.7.2 Balanço de Massa

Para uma superf́ıcie que se move com as part́ıculas, o fluxo de densidade de massa, ρ(x, t),

é zero, pois se trata de uma superf́ıcie material, sendo assim, a massa é uma quantidade

conservativa no processo. Tal caracteŕıstica se dá pelo fato que a massa não pode ser criada

no interior de um volume de controle por meio de ações externas, [20]. Dessa forma, temos

que

D

Dt

∫
Vm
ρ(x, t)dV = 0. (2.34)

Podemos usar o teorema de transporte de Reynolds dado por (2.33):

∫
VC

∂

∂t
ρ(x, t)dV = −

∫
SC
ρ(~v · ~n)dS, (2.35)

∂

∂t

∫
VC
ρ(x, t)dV +

∫
SC
ρ(~v · ~n)dS = 0. (2.36)
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Segundo o Teorema da divergência, ou teorema de Gauss: Dado um campo vetorial ~f qual-

quer, e um volume V no espaço envolvido por uma superf́ıcie fechada, S, tem-se a igualdade

∫
V

(~∇ · ~f)dV =
∫
S
(~f · ~n)dS. (2.37)

Dessa forma, com ~f = ρ~v em (2.36), temos:

∂

∂t

∫
VC
ρdV +

∫
VC

~∇ · (ρ~v)dV = 0. (2.38)

Como o volume de controle não varia com o tempo, o operador ∂/∂t pode se distribuir dentro

da integral, [23], então ∫
VC

[
∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~v)

]
dV = 0. (2.39)

A expressão (2.39) deve valer para qualquer volume de controle independente de seu tamanho

ou forma. Isso é posśıvel somente se o integrando for identicamente igual a zero, [12]. Então

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~v) = 0. (2.40)

Ou na forma de componentes
∂ρ

∂t
+
∂ρvi
∂xi

= 0. (2.41)

A expressão (2.41), também chamada de Equação da Continuidade, nos diz que a taxa de

variação temporal da massa no interior do volume de controle é igual ao fluxo ĺıquido de

massa através da superf́ıcie de controle.

2.7.3 Balanço de Momento Linear

O fluxo de densidade de momento linear é o tensor pressão pij. O negativo do tensor pressão

é o tensor tensão tij, isto é, pij = −tij, [20]. A densidade de momento linear também é uma

quantidade conservativa, razão pela qual a sua produção é nula. O suprimento da densidade

de momento linear se deve a uma força externa por unidade de massa aqui denominada ~B:

∫
SC

~tdS +
∫
VC
ρ ~BdV =

D

Dt

∫
Vm
ρ~vdV. (2.42)
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Usando o teorema de transporte de Reynolds com ~T = ρ~v, a equação (2.42) se torna

∫
SC

~tdS +
∫
VC
ρ ~BdV =

∫
VC

∂ρ~v

∂t
dV +

∫
SC
ρ~v(~v · ~n)dS. (2.43)

Em outras palavras, a equação (2.43) nos diz que: A força total exercida sobre o volume de

controle VC é igual a soma entre a taxa de variação de momento linear dentro do volume de

controle e a sáıda ĺıquida de momento linear através da superf́ıcie de controle, [23]. Usando

o teorema da divergência dado por (2.37) nas integrais sobre as superf́ıcies de controle de tal

forma que ~f~t = ~t e ~f~v = ρ~v~v, então (2.43) se torna:

∫
VC

~∇ · ~tdV −
∫
VC
ρ ~BdV =

∫
VC

∂ρ~v

∂t
dV +

∫
VC

~∇ · (ρ~v~v)dV (2.44)

Onde ~v~v é um vetor produto chamado de produto exterior do vetor velocidade por ele mesmo,

[12]. Reescrevendo a expressão acima

∫
VC

[
−~∇ · ~t+ ρ ~B +

∂ρ~v

∂t
+ ~∇ · (ρ~v~v)

]
dV = 0. (2.45)

Tomando a regra do produto na parcela ~∇ · (ρ~v~v) e usando a equação do balanço de massa

dado por (2.40) temos

∫
VC

[
−~∇ · ~t+ ρ ~B + ρ

∂~v

∂t
+ ρ(~v · ~∇)~v

]
dV = 0. (2.46)

A lei integral da conservação de momento linear só pode ser satisfeita se o integrando for

nulo para qualquer ponto do espaço em qualquer instante, [23]. Então

ρ
∂~v

∂t
+ ρ(~v · ~∇)~v − ~∇ · ~t+ ρ ~B = 0. (2.47)

Podemos reescrever a expressão acima sob a forma de componentes:

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj
− ∂tij
∂xj

+ ρBi = 0. (2.48)

Posteriormente iremos usar Bi como sendo o potencial gravitacional por unidade de massa

~∇φ. Quando tratamos o balanço de momento linear como um fluido ideal, a equação (2.48)
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passa a ter somente forças devido ao gradiente de pressão e a força externa por unidade de

massa, Bi, [35], portanto

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi
+ ρBi = 0. (2.49)

A equação acima é conhecida como Equação de Euler, e como já citado, ela é caracterizada

pela ausência de termos dissipativos.

2.7.4 Equação de Navier-Stokes

A equação de Navier-Stokes são derivadas parciais que determinam campos de velocidade

e pressão num escoamento. Ela estebelece que mudanças no momento e aceleração de uma

part́ıcula fluida são o resultado das mudanças na pressão e forças viscosas dissipativas atuando

no fluido. Tais forças são originadas de interações moleculares. Diferentemente das equações

algébricas, esta equação estabelece relações ente as taxas de variação ou fluxos, como por

exemplo, velocidade e pressão. Podemos substituir a equação constitutiva dada por (2.27)

em (2.48) e assim obter,

ρ∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj

+ ∂p
∂xi

+

+ ∂
∂xj

[
2µ
(

1
2
∂vi
∂xj

+ ∂vj
∂xi
− 1

3
∂vn
∂xn

δij
)

+ η ∂vn
∂xn

δij
]

+ ρBi = 0.

(2.50)

Esta é a equação diferencial geral da quantidade de movimento ou de Navier-Stokes para

um fluido Newtoniano. A suposição de que a viscosidade volumétrica, η, é zero, é conhecida

como suposição de Stokes. Então a expressão (2.50) toma a seguinte forma:

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
2µ

(
1

2

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 1

3

∂vn
∂xn

δij

)]
+ ρBi = 0 (2.51)

2.7.5 Balanço de Energia Interna

A energia total do sistema irá variar em função da taxa de calor Q̇ recebido pelo sistema e o

trabalho por unidade de tempo Ẇ realizado sobre o sistema, que descreve a primeira lei da

termodinâmica, [16]. A taxa de calor Q̇ é calculado a partir do vetor fluxo espećıfico de calor
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~q integrado sobre toda a superf́ıcie do sistema, isto é

Q̇ = −
∫
SS

(~q · ~n)dS. (2.52)

O sinal negativo indica que o fluxo de calor para dentro do sistema é positivo. O trabalho

W por unidade de tempo realizado pela forças de superf́ıcie sobre o sistema é

Ẇ =
∫
SS

[(~t · ~n) · ~v]dS. (2.53)

A taxa de variação da energia total do sistema DE/Dt é igual à soma da taxa de calor

fornecido ao sistema através da superf́ıcie, Q̇, e da taxa de trabalho realizado sobre o sistema,

Ẇ . Isto é
DE

Dt
= Q̇+ Ẇ . (2.54)

Usando o teorema de transporte de Reynolds (2.33) para DE/Dt na combinação das equações

(2.52), (2.53), (2.54), e levando em consideração que ~t é um tensor simétrico, isto é, (~t ·~n) ·~v =

(~t · ~v) · ~n temos

∂

∂t

∫
VC
ερdV +

∫
SC
ερ(~v · ~n)dS = −

∫
SC

(~q · ~n)dS +
∫
SC

[(~t · ~v) · ~n]dS, (2.55)

onde ε é a energia por unidade de massa. Aplicando três vezes o teorema da divergência dado

por (2.37) com ~f = ερ~v, ~f = ~q e ~f = ~t · ~v às integrais de superf́ıcie de (2.55), notando que

∂
∂t

∫
ερdV =

∫ ∂
∂t

(ερ)dV , combinando as integrais de volume, e usando o fato que o integrando

deve ser nulo, temos
∂

∂t
ερ+ ~∇ · (ερ~v) = ~∇ · (~t · ~v)− ~∇ · ~q. (2.56)

Usando a equação da continuidade (2.40) então (2.56) se torna

ρ
∂ε

∂t
+ ρ(~v · ~∇)ε = ~∇ · (~t · ~v)− ~∇ · ~q, (2.57)

ou na forma de componentes

ρ
∂ε

∂t
+ ρvj

∂ε

∂xj
= tij

∂vi
∂xj
− ∂qj
∂xj

(2.58)
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A equação (2.58) representa a equação diferencial geral de conservação de energia.
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Caṕıtulo 3

Cosmologia

3.1 Prinćıpio Cosmológico

A cosmologia é a ciência que estuda a estrutura, evolução e composição do Universo através

do método teórico-observacional para criar e testar modelos. Estrutura é o problema da

forma e da organização da matéria no Universo; evolução são as diferentes fases pelos quais

o Universo passou; composição diz respeito daquilo que é feito o Universo. A gravidade,

sendo a força mais fraca entre as quatro forças fundamentais, é a responsável por descrever

a dinâmica do Cosmos fazendo uso da teoria da relatividade geral.

O prinćıpio cosmológico é a hipótese de que, em escalas suficientemente grandes (supe-

rior a 100 Mpc), o Universo é ao mesmo tempo isotrópico e homogêneo; Homogeneidade é

uma propriedade f́ısica/matemática que, ao considerar o cosmos como um todo, o mesmo se

apresenta semelhante para todos os observadores enquanto a isotropia caracteriza o Universo

tendo as mesmas propriedades f́ısicas independente da direção considerada, [9].

Este prinćıpio foi adotado por Einstein e subsequentes cosmólogos relativistas, sem qual-

quer ferramenta de observação experimental. Na verdade, não era conhecido até a década

de 1920 que as nebulosas em espiral (agora conhecidas como galáxias) estavam fora da nossa

própria galáxia, a Via Láctea - figura 3.1 -, sendo assim, acreditava-se que a Via Láctea era

essencialmente todo o cosmos, [9].

Einstein foi particularmente motivado pelas ideias associadas a Ernst Mach no qual afir-

mava que as leis da f́ısica são determinadas pela distribuição em grandes escalas da matéria.

Portanto, Einstein acreditava que havia uma simplicidade básica para a estrutura global no
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Figura 3.1: Via Láctea. Fonte: [37].

comportamento local da matéria, como por exemplo, a constante gravitacional G foi pensada

como tendo relação com a quantidade de massa no Universo, [9].

3.1.1 Radiação Cósmica de Fundo

Para reforçar a isotropia do Universo, pode-se fazer uma análise da radiação cósmica de fundo.

Penzias e Wilson descobriram acidentalmente em 1965 que a Terra é banhada por radiação

de microondas, com um espectro de corpo negro a uma temperatura de cerca de 3 Kelvin.

Observações do experimento FIRAS (Far InfraRed Absolute Spectrometer) a bordo do satélite

COBE (Cosmic Background Explorer) confirmaram que a radiação é extremamente perto da

forma de corpo negro a uma temperatura de 2.728 ± 0.001 Kelvin, [24]. O espectro relatado

pela equipe COBE em 1993, como mostrado na figura 3.2, corresponde às previsões da teoria

do Big Bang quente. Os erros de medição em cada uma das 34 posições de comprimento de

onda são tão pequenos que não podem ser distinguidos da curva teórica de corpo negro.

Vale ressaltar que esse espectro de corpo negro puro nunca havia sido observado em

experimentos laboratoriais. Todas as teorias que tentam explicar a origem da estrutura em

grande escala vista no Universo de hoje devem estar em conformidade com as restrições

impostas por essas medidas do COBE, [31].
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Figura 3.2: O espectro da radiação cósmica de fundo medida pelo satélite COBE comparada
com um ajuste da fórmula de Planck com uma temperatura de 2,74 Kelvin. Fonte: [24]

Além disso, a temperatura proviniente de diferentes partes do céu se mostra uniforme.

Também recentemente tem sido posśıvel detectar pequenas variações, uma parte em cem

mil, entre as intensidades das microondas vindas de diferentes direções. Estudos recentes

mostram flutuações na homogeneidade e isotropia da ordem de 10−5, [24].

A Radiação Cósmica de Fundo remete a idade em que o Universo resfriou do plasma de

bárions e elétrons para um fluido de átomos e radiação. A figura 3.3 mostra como a radiação

se desacoplou da matéria preenchendo uniformemente o cosmos e carregando informações das

flutuações de temperatura.

O conteúdo do Universo em qualquer tempo é determinado pela sua temperatura e den-

sidade. Nos primórdios, ele era dominado por espécies exóticas de part́ıculas, mas depois

de alguns minutos após o Big-Bang, há uma mistura de bárions e fótons a temperaturas de

bilhões de graus. Dessa forma a matéria bariônica é ionizada, até que, depois de uns 380 000

anos ocorre a recombinação1 depois da qual a matéria no Universo é praticamente neutra,

[28]. A tabela (3.1) mostra uma breve história térmica do Universo.

1Este nome não é muito apropriado no sentido que o Universo fica neutro pela primeira vez na sua história.
Pode-se falar alternativamente na época do desacoplamento, embora as duas coisas não sejam exatamente
iguais.
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Figura 3.3: Esta imagem mostra as flutuações de temperatura na Radiação Cósmica de
Fundo. A metade superior direita, com melhor resolução, mostra os dados coletados pelo
satélite Planck da ESA em comparação com seu antecessor, a sonda WMAP (Wilkinson Mi-
crowave Anisotropy Probe) da NASA. Uma porção menor do mapa é destacada e mostrada
em detalhe abaixo. Fonte: [13]

Em resumo, o Universo passou por uma era clássica conhecida como tempo de Planck,

onde sua descrição se fez pelo uso da teoria quântica para a gravidade. Depois veio a era

descrita pelo modelo padrão de part́ıculas. E para os dias ”atuais”tivemos a formação de H2

em estrelas e galáxias para então se iniciar a formação das primeiras estruturas do Universo.

As transições com *, da tabela 3.1, referem-se as fases para as quais não há evidências

observacionais ou cujos mecanismos f́ısicos ainda são desconhecidos, [28].

3.2 Métrica de Robertson-Walker

Supõe-se que pode-se considerar o Universo preenchido por um fluido cont́ınuo, atribuindo a

cada elemento de fluido três coordenadas espaciais xα (α = 1, 2, 3). Portanto, qualquer ponto

no espaço-tempo pode ser marcado pelas coordenadas xα correspondente ao elemento de fluido

que passa através do ponto, e um parâmetro de tempo como sendo o tempo próprio t medido
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Tabela 3.1: Breve história térmica do Universo
Evento T(Kelvin) (segundos)

Tempo de Planck - ińıcio da era clássica (*) 1032 10−43

Bariogênese (*) 1029 10−37

Hadronização - aniquilação p− p 1012 10−4

Núcleosśıntese - formação de He, D, Li 1011 − 109 10−2 − 102

Igualdade matéria-radiação 104 1012

Recombinação - desacoplamento dos fótons 103 1013

Primeiras estrelas e galáxias - formação de H2 102 1015

Aglomerados de galáxias 10 1017

Agora 3 4x1017

por um relógio que se move com o elemento de fluido. As coordenadas xα são chamadas de

coordenadas comóveis. As propriedades geométricas do espaço-tempo são descritos por uma

métrica, [9]. Pode-se mostrar a partir de considerações geométricas que a métrica mais geral

do espaço-tempo descrevendo um Universo em que o prinćıpio cosmológico é obedecido é da

forma

ds2 = (cdt)2 − a(t)2

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
, (3.1)

onde usou-se coordenadas esféricas. r, θ e φ são as coordenadas comóveis (r é por convenção

adimensional); t é o tempo próprio; a(t) é o fator de escala cósmica ou o parâmetro de

expansão; a constante K é o parâmetro de curvatura que assume os valores 1, 0 ou -1,

e correspondem respectivamente, a hiperesfera, espaço Euclidiano e espaço de curvatura

negativa constante, [9], como mostrado na figura (3.4).

3.2.1 Lei de Hubble

A distância própria, dP , de um ponto P a partir de outro ponto P0, é a medida mantida por

observadores que conecta P a P0 no instante t. Da equação 3.1 com dt = 0 e θ e φ constantes

temos

dP =
∫ r

0

adr′

(1−Kr′2)1/2
= af(r), (3.2)
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Figura 3.4: Exemplos de espaços em 2 dimensões: no espaço com curvatura negativa (aberto)
a soma dos ângulos internos do triângulo é menor que 1800. No espaço fechado é maior que
1800. Fonte: [9]

onde a função f(r) é, respectivamente,

f(r) = sen−1r (K = 1),

f(r) = r (K = 0),

f(r) = senh−1r (K = −1).

(3.3)

A distância própria no tempo t está relacionada com o tempo presente, t0, por

dP (t0) = a0f(r) =
a0

a
dP (t), (3.4)

onde a0 é o valor de a(t) em t = t0. Definindo a0f(r) como a coordenada comóvel dc, temos

a relação entre a coordenada própria e a coordenada comóvel, ou seja

dc =
a0

a
dP . (3.5)
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A distância própria, dP , de uma fonte, pode mudar com o tempo devido a dependência

temporal do parâmetro de expansão a. Nesse caso, a fonte em P tem uma velocidade radial

com respeito a origem P0 dado por

vr = ȧf(r) =
ȧ

a
dP . (3.6)

A equação (3.6) é chamada Lei de Hubble e a quantidade

H(t) =
ȧ

a
(3.7)

é parâmetro de Hubble que mede a taxa de expansão em qualquer tempo t para qualquer

modelo que obedece ao Prinćıpio Cosmológico. Os resultados atuais do WMAP mostram

que a constante de Hubble, H0, tem um valor de 71, 0 ± 2, 5 (km/seg)/Mpc. Se os dados do

WMAP forem combinados com outros dados cosmológicos, a melhor estimativa é 71, 4 ± 1, 4

(km/seg)/Mpc, [38].

3.2.2 Desvio para o Vermelho (Redshift)

No século passado, descontado o movimento aparente das estrelas devido à órbita da Terra

ao redor do Sol, acreditava-se que o Universo seria estático. Mesmo Einstein acreditava

nisso pois não havia evidências observacionais do contrário. Mas em 1929, com o uso da

espectroscopia, o astrônomo norte americano Edwin Hubble, observou que as galáxias estão

se afastando de nós, [30]. Uma das evidências observacionais na cosmologia é que quase tudo

no Universo parece estar se afastando (tomando a Via-Láctea como referencial), e quanto

maior a distância, mais rápida sua recessão parece ser. Estas velocidades são medidas através

do desvio para o vermelho (redshift), o que é, basicamente, o efeito Doppler aplicado as ondas

de luz. Galáxias têm um conjunto de absorção e emissão de linhas identificáveis nos seus

espectros, cujas frequências caracteŕısticas são bem conhecidas. Se a galáxia está se afastando,

as linhas caracteŕısticas se movem em direção a extremidade vermelha do espectro, [24]. A

figura (3.5) mostra a velocidade contra a distância, um gráfico conhecido como diagrama de

Hubble.

Consideremos uma linha de absorção particular cujo comprimento de onda, como medido

aqui na Terra é λe, no tempo te. O comprimento de onda que medimos para a mesma linha
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Figura 3.5: Relação velocidade-distância entre galáxias. Os dados (ćırculos preenchidos) são
da referência [5] e [29]. A linha completa é um ajuste de acordo com a lei de Hubble [17],
enquanto a linha tracejada leva em consideração correções de segunda ordem, resultando em
uma melhor reprodução dos dados. Fonte: [5][17][29].

de absorção em um espectro de galáxias distantes é, λ0, no tempo t0 (origem do sistema de

coordenadas), [31]:

z =
λ0 − λe
λe

. (3.8)

A fonte está se movendo com a expansão do Universo com coordenada comóvel r. A

radiação viaja ao longo de um raio de luz (geodésica nula) a partir da fonte para o observador

tal que, ds2 = 0, portanto

∫ t0

te

cdt

a(t)
=
∫ r

0

dr

(1−Kr2)1/2
= f(r) (3.9)

A luz emitida a partir da fonte em t′e = te + δte alcança o observador em t′0 = t0 + δt0. Dado

que a função f(r) não muda pelo fato de r ser uma coordenada comóvel e a fonte e observador
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se moverem com expansão cósmica, pode-se escrever

∫ t′0

t′

cdt

a(t)
= f(r), (3.10)

se δt e δt0 são pequenos, (3.9) e (3.10) implicam que

δt0
a0

=
δt

a
. (3.11)

Se, em particular, δt = λe/c e δt0 = λ0/c, (c=velocidade da luz no vácuo), temos a relação

a0

a
= 1 + z, (3.12)

que é desvio para o vermelho da luz. Se a aumenta temos o redshift. Alternativamente se

a diminui então temos o blueshift, [34].

3.2.3 Parâmetro de Desaceleração

Se expandirmos o parâmetro de expansão cósmica a(t) em uma série de potência, isto é

a(t) = a0[1 +H0(t− t0)− 1

2
q0H

2
0 (t− t0)2 + ...], (3.13)

podemos definir a relação

q0 = − ä(t0)a0

ȧ(t0)2
, (3.14)

que é chamada de parâmetro de desaceleração. O sufixo ”0” se refere ao fato de que q0 =

q(t0). Tendo H(t) dimensão de tempo inverso, o parâmetro q é adimensional. Dessa forma,

q0 assume valores negativos para a expansão acelerada e valores positivos para expansão

desacelerada, [9].

3.3 Equações de Friedmann

As equações de Einstein da relatividade geral relaciona as propriedades geométricas do espaço-

tempo com o tensor energia-momento que descreve a composição do Universo, [9]. Em

particular, para um fluido perfeito homogêneo e isotrópico com densidade de energia ρc2 e
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pressão p, as soluções das equações de Einstein são as Equações de Friedmann:

ȧ2 +Kc2 =
8

3
πGρa2. (3.15)

Podemos combinar a expressão (3.15) com a equação da densidade de massa para um Universo

homogêneo e isotrópico que é definida como:

ρ̇+ 3
(
ρ+

p

c2

)
ȧ

a
= 0; (3.16)

E assim obter a equação para a aceleração cósmica:

ä = −4

3
πG

(
ρ+ 3

p

c2

)
a. (3.17)

Para um fluido sem pressão e considerando um Universo plano (K = 0) as expressões (3.15)

e (3.17) tomam a seguinte forma: (
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ, (3.18)

ä

a
= −4πG

3
ρ. (3.19)

Estas equações serão usadas posteriormente para o estudo da instabilidade de Jeans para um

Universo em expansão.

3.4 Equação de Poisson

Esta seção baseia-se em [33]. Ao se estudar o campo gravitacional ~g devido à massa punti-

forme m, considera-se um volume V qualquer, que contenha a massa m e que n̂ seja o vetor

unitário normal a superf́ıcie S que limita o volume V como mostrado na figura 3.6 Calcula-se

a seguinte integral de superf́ıcie

I =
∫
S
n̂ · ~gdS. (3.20)

O significado f́ısico ou geométrico desta integral pode ser observado introduzindo-se o

conceito de linhas de força, desenhada em todos os pontos do espaço na direção de ~g, e

de tal maneira que o número de linhas, por unidade de área, em qualquer ponto, é igual a

intensidade do campo gravitacional. Então I será o número de linhas cortando a superf́ıcie
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Figura 3.6: Massa m contida no volume V . Fonte: [33]

S e denominada fluxo de ~g através de S. O elemento de ângulo sólido dΩ compreendido na

posição da massa m por um elemento de superf́ıcie dS é definido como a área varrida, sobre

uma esfera de raio unitário, por um raio que varre, em torno de m, um elemento de área dS.

Esta área é

dΩ =
dScosθ

r2
. (3.21)

A partir da figura 3.6 temos a relação

n̂ · ~g = −mGcosθ
r2

. (3.22)

Substituindo as duas relações acima na integral I, o resultado será

I =
∫
S
−mGdΩ = −4πmG. (3.23)

A integral I é independente da posição de m no interior da superf́ıcie S. Como o campo

gravitacional de um número qualquer de massas é a soma dos seus campos individuais, para

uma superf́ıcie S envolvendo um conjunto de massas mi, temos:

I =
∫
S
n̂ · ~gdS = −

∑
i

4πmiG. (3.24)

Para uma distribuição cont́ınua de massa no interior de S, esta equação torna-se

∫
S
n̂ · ~gdS = −

∫
V

4πGρdV. (3.25)
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Usando o teorma da divergência ou de Gauss dado por (2.37) no primeiro membro desta

equação: ∫
S
n̂ · ~gdS =

∫
V

~∇ · ~gdV. (3.26)

Subtraindo a equação (3.25) da (3.26), chega-se ao seguinte resultado:

∫
V

(~∇ · ~g + 4πGρ)dV = 0. (3.27)

Como a equação (3.27) deve ser válida para qualquer volume V e isto só pode ser verdadeiro

se o integrando se anular,

~∇ · ~g = −4πGρ. (3.28)

Esta equação em coordenadas cartesianas tem a seguinte forma

∂g1

∂x1

+
∂g2

∂x2

+
∂g3

∂x3

= −4πGρ(x1, x2, x3). (3.29)

Quando ρ(x1, x2, x3) é conhecido, podemos determinar univocamente o campo gravitacional

(g1, g2, g3), adicionando a condição limite que g → 0, quando |r| → ∞. Substituindo o

resultado acima na equação que relaciona força e energia potencial, ~g = ~∇φ, obtém-se a

seguinte equação para o potencial:

∇2φ = −4πGρ (3.30)

Esta relação simples determina φ(x1, x2, x3) univocamente, acrescentando a condição que

φ→ 0 quando |r| → ∞. A expressão (3.30) chama-se Equação de Poisson. As equações desta

forma são encontradas frequentemente na teoria f́ısica. Por exemplo, o potencial eletrostático

satisfaz uma equação da mesma forma, onde ρ é a densidade de carga elétrica. Se ρ = 0, a

equação (3.30) toma a forma da Equação de Laplace, ∇2φ = 0.

3.5 Teoria da Formação de Estruturas

Nesta seção, faremos análises das flutuações de densidade para um Universo estático sem

dissipação. Vamos introduzir as equações de fluido da Cosmologia Newtoniana para descre-

ver o estudo sobre o mecanismo de crescimento das estruturas no regime linear e obter o

40



comprimento de Jeans em termos de comprimento de onda.

3.5.1 Teoria de Jeans

O f́ısico, astrônomo e matemático britânico, James Hopwood Jeans demonstrou em 1902, a

existência de uma instabilidade na evolução de nuvens de gás, na tentativa de compreender

a formação de estrelas e planetas. Tal instabilidade hoje é conhecida como instabilidade de

Jeans ou instabilidade gravitacional.

Em cenários astrof́ısicos, a teoria mais simples que descreve a agregação de massas no

espaço é a instabilidade de Jeans. O sistema é composto por part́ıculas que podem agregar-

se, dependendo da magnitude relativa da força de pressão e da força gravitacional. Sempre

que a pressão interna de um gás é muito fraca para equilibrar a força de auto-gravidade de

uma perturbação de densidade de massa, um colapso ocorre, [21]. A instabilidade de Jeans

compreende o processo de formação de estrelas, planetas, cometas, asteróides e outros objetos

astrof́ısicos, [18].

A expansão do Universo não era conhecida em sua época, por isso seus cálculos foram

realizados no contexto de um fluido estático. Seu trabalho levou em consideração um fluido

homogêneo e isotrópico, cuja demonstração foi a de que pequenas flutuações na densidade,

δρ, e velocidade, δv, podem evoluir com o tempo. Tais flutuações só ocorrem se o efeito

de pressão for muito menor que o efeito de auto-gravidade. Isto é, sendo a gravidade uma

força atrativa e as componentes de pressão pequenas, ocorre uma aglomeração de matéria

em uma determinada região causando um aumento da densidade nesse ponto. Quanto mais

matéria for agregada maior será a sua densidade, resultando em uma instabilidade que pode

induzir a um colapso, [9]. Esse colapso obedece a uma função exponencial, que será descrito

posteriormente.

Para uma simples análise da instabilidade de Jeans, consideramos uma esfera homogênea

de massa M , e raio λ contendo uma pequena flutuação de densidade, δρ > 0. A flutuação

irá crescer se a força de auto-gravidade por unidade de massa, Fg, for maior que a força de

oposição resultante da pressão por unidade de massa, Fp, [9], ou seja

Fg '
GM

λ2
' Gρλ3

λ2
> Fp '

pλ2

ρλ3
' v2

S

λ
, (3.31)
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onde v2
S = p/ρ é a velocidade adiabática do som. Para que ocorra o crescimento temporal

da densidade, o critério se baseia na relação entre o comprimento de onda t́ıpico de uma

flutuação, λ, e o comprimento de onda de Jeans, λJ , de tal forma que

λ > λJ '
vS

(Gρ)1/2
. (3.32)

O colapso da nuvem irá ocorrer se o comprimento de onda t́ıpico de uma flutuação for maior

que o comprimento de onda de Jeans, [3], [15].

3.5.2 Teoria de Jeans para Fluidos

Para descrever a evolução newtoniana de um fluido, vamos introduzir aqui as equações de

balanço que regem os parâmetros do fluido: a densidade ρ, a velocidade v (com componentes

vi) e a pressão p, na presença do potencial gravitacional φ. Para este caso, iremos descon-

siderar termos dissipativos como viscosidade e condução de calor. Então, podemos usar as

equações de balanço obtidas na seção 2.7:

- Balanço de massa:
∂ρ

∂t
+
∂ρvi
∂xi

= 0. (3.33)

- Equação de Euler:

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi
+ ρ

∂φ

∂xi
= 0. (3.34)

- Equação de Poisson:
∂2φ

∂xj∂xj
− 4πGρ = 0. (3.35)

- Equação da conservação da entropia por unidade de massa:

∂s

∂t
+ vj

∂s

∂xj
= 0. (3.36)

Onde p = p(ρ, s). A equação da entropia foi adicionada pois nessa primeira análise estamos

desprezando termos dissipativos. Neste modelo, estamos fazendo uma abordagem newtoniana

para um Universo estático. A hipótese fundamental dessa análise é uma solução estática e

uniforme, [7], isto é, ρ̃ = const, ṽ = 0, p̃ = const, s̃ = const e φ̃ = const.

Vamos agora adicionar pequenas flutuações nas soluções não perturbadas, isto é, ρ =
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ρ̃ + δρ, vi = δvi, p = p̃ + δp, s = s̃ + δs, φ = φ̃ + δφ. O sufixo til representa a quantidade

inicial e δ a flutuação ou perturbação. Introduzindo estas soluções nas expressões (3.33) a

(3.36) e desprezando perturbações de segunda ordem, temos

∂δρ

∂t
+ ρ̃

∂δvj
∂xj

= 0, (3.37)

ρ̃
∂δvi
∂t

+

(
∂p

∂ρ

)
s

∂δρ

∂xi
+

(
∂p

∂s

)
ρ

∂δs

∂xi
+ ρ̃

∂δφ

∂xi
= 0, (3.38)

∂2δφ

∂xj∂xj
− 4πGδρ = 0, (3.39)

∂δs

∂t
= 0. (3.40)

A condição ∂2φ̃/∂xj∂xj = 0 não satisfaz a equação de Poisson devido ao fato de que seu

lado direito se refere a densidade de massa do sistema auto-gravitante. A fim de eliminar

esta inconsistência, faz-se o uso do ”Jeans Swindle”, que considera que a equação de Poisson

é válida apenas para a densidade perturbada e potencial gravitacional perturbado, [19].

O sistema de equações acima possui cinco soluções: Duas do tipo adiabáticas longitudi-

nais, uma do tipo entrópica e duas de modo transversais. Para encontrá-las vamos considerar

soluções na forma de ondas planas na direção x1, isto é, considerando apenas as longitudinais,

logo

δun = δn(t)e−ikx1 , (3.41)

onde, n = 1, 2, 3, 4, e δun representam as perturbações para δρ, δvi, δφ e δs, respectivamente.

Sendo δn dependente apenas do tempo, podemos procurar soluções na forma

δn(t) = δ0ne
iωt. (3.42)

Então as perturbações tomam a seguinte forma:

δρ = ρ̄ei(ωt−kx1), (3.43)
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vi =


v̄ei(ωt−kx1)

0

0

 , (3.44)

δφ = φ̄ei(ωt−kx1), (3.45)

δs = s̄ei(ωt−kx1). (3.46)

Onde k é o vetor de onda, ω é a frequência, e ρ̄, v̄, φ̄, s̄ são as amplitudes de perturbação.

Substituindo (3.43) a (3.46) em (3.37) a (3.40) temos

ωρ̄− kρ̃v̄ = 0, (3.47)

kv2
S ρ̄− ωρ̃v̄ + k

(
∂p

∂s

)
ρ

s̄+ kρ̃φ̄ = 0, (3.48)

4πGρ̄+ k2φ̄ = 0, (3.49)

ωs̄ = 0. (3.50)

Em um fluido, mudanças infinitesimais insentrópicas na densidade e pressão se propagam

através do meio com velocidade finita definida como v2
s =

(
∂p
∂ρ

)
s
. Esta é a velocidade adi-

abática do som, [22]. Uma análise de solução para o sistema de equações acima pode ser

feita levando em consideração soluções dependentes do tempo, ou seja, ω 6= 0, implicando

em (3.50) que s̄ = 0. Nesta situação temos uma solução do tipo adiabática. Dessa forma,

tomando s̄ = 0 em (3.50) e (3.48) o sistema de equações acima se reduz a


ω −kρ̃ 0

kv2
s −ωρ̃ kρ̃

4πG 0 k2




ρ̄

v̄

φ̄

 = 0 (3.51)

Este sistema admite soluções não-nulas para ρ̄, v̄ e φ̄ se e somente se seu determinante for nulo.

Portanto, obtemos a relação de dispersão de Jeans para um Universo estático na ausência de

termos dissipativos:

ω2 = v2
sk

2 − 4πGρ̃. (3.52)
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Para ω = 0 e considerando o fato de que λ = 2π/k, obtemos

λJ = vs

(
π

Gρ̃

)1/2

, (3.53)

que é chamado comprimento de Jeans. Nota-se a mesma dependência de G, ρ e vs descrito

na equação (3.32).

Quando k em (3.52) é suficientemente grande, isto é, k2 > 4πGρ̃
v2S

o lado direito da relação

de dispersão de Jeans é positivo, assim ω é real e as perturbações variam periodicamente

com o tempo conforme ilustra a figura (3.7). Nota-se que a amplitude da perturbação e o

comprimento de onda se mantêm constantes, isso porque não estamos considerando termos

dissipativos e expansão do Universo, respectivamente. Então para o caso em que λ < λJ a

frequência angular obtida de (3.52) é

Figura 3.7: Evolução da perturbação para λ < λJ .

ω = ±vSk

1−
(
λ

λJ

)2
1/2

. (3.54)

Das equações (3.41) e (3.42) obtemos que

δρ

ρ0

= δ0e
[i(kx1±ωt)], (3.55)

δv = ∓vSδ0

1−
(
λ

λJ

)2
1/2

e[i(kx1±ωt)], (3.56)
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δφ = −δ0v
2
S

(
λ

λJ

)2

e[i(kx1±ωt)], (3.57)

que representa duas ondas de som nas direções ±k, com dispersão dado por (3.54). A

velocidade de fase tende a zero para λ→ λJ . Para essa solução, não há colapso da nuvem.

No limite, k → ∞, a relação (3.52) se torna, ω2 = v2
sk

2 e nesse caso temos uma so-

lução para ondas de som isotérmicas e qualquer compressão é restaurada pelo aumento de

pressão. Novamente não temos um colapso da nuvem ou formação estelar. Na situação em

que k2 < 4πGρ̃
v2S

, ω tem solução imaginária na forma de ±iξ, onde ξ é real. Portanto, existem

perturbações proporcionais a e±ξt que crescem ou descrescem exponencialmente com o tempo

como ilustrado na figura (3.8). Então quando λ > λJ a frequência é imaginária,

Figura 3.8: Evolução da perturbação para λ > λJ .

ω = ±i(4πGρ0)1/2

1−
(
λJ
λ

)2
1/2

, (3.58)

e as perturbações são instáveis. Nesse caso, temos

δρ

ρ0

= δ0e
[i(kx1±ωt)], (3.59)

δ~v = ∓δ0

k
(4πGρ0)1/2

1−
(
λJ
λ

)2
1/2

e[i(kx1±ωt)], (3.60)

δφ = −δ0v
2
S

(
λ

λJ

)2

e[i(kx1±ωt)]. (3.61)
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Esta condição representa uma solução não propagadora (onda estacionária) de amplitude

crescente ou descrescente. A escala de tempo caracteŕıstico para a evolução desta amplitude

é

τ ≡ |ω|−1 = i(4πGρ0)−1/2

1−
(
λJ
λ

)2
−1/2

. (3.62)

Então, é somente a condição em que λ > λJ que leva a instabilidade das perturbações e por

consequência a condensação gravitacional.
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Caṕıtulo 4

Instabilidade gravitacional com

pressão e energia interna em função

da densidade e temperatura

Neste caṕıtulo será obtido o comprimento de Jeans tendo a pressão e a energia interna como

funções da densidade e temperatura, onde esta última se refere a temperatura do gás. Nesse

sentindo, a equação da entropia será substitúıda pela expressão do balanço de energia interna.

Novamente não será considerado termos dissipativos, e as equações de balanço são:

- Balanço de massa:
∂ρ

∂t
+
∂ρvi
∂xi

= 0. (4.1)

- Equação de Euler:

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi
+ ρ

∂φ

∂xi
= 0. (4.2)

- Equação de Poisson:
∂2φ

∂xj∂xj
− 4πGρ = 0. (4.3)

- Equação de balanço de energia interna:

ρ
∂ε

∂t
+ ρvj

∂ε

∂xj
+ p

∂vj
∂xj

= 0. (4.4)

Onde p = p(ρ, T ) e ε = ε(ρ, T ).

Perturbando o sistema, e considerando soluções sob a forma de onda plana na direção x1,
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temos

ρ = ρ̃+ ρ̄ei(ωt−kx1), (4.5)

vi =


v̄ei(ωt−kx1)

0

0

 , (4.6)

φ = φ̃+ φ̄ei(ωt−kx1), (4.7)

T = T̃ + T̄ ei(ωt−kx1). (4.8)

Os sufixos til e barra representam a quantidade inicial e amplitude de perturbação respec-

tivamente. Substituindo estas soluções nas expressões (4.1) a (4.4) e com
(
∂ε
∂T

)
ρ

= cv (calor

espećıfico a volume constante) temos

ωρ̄− kρ̃v̄ = 0, (4.9)

k

ρ̃

(
∂p

∂ρ

)
T

ρ̄− ωv̄ +
k

ρ̃

(
∂p

∂T

)
ρ

T̄ + kφ̄ = 0, (4.10)

k2φ̄+ 4πGρ̄ = 0, (4.11)

−ωρ̃
(
∂ε

∂ρ

)
T

ρ̄+ p̃kv̄ − ωcvρ̃T̄ = 0. (4.12)

Pode-se otimizar o sistema acima substituindo a expressão (4.11) em (4.10), assim temos um

sistema linear com três equações para ρ̄, v̄ e T̄ :


ω −kρ̃ 0[

k
ρ̃

(
∂p
∂ρ

)
T
− 4πG

k

]
−ω k

ρ̃

(
∂p
∂T

)
ρ

−ωρ̃
(
∂ε
∂ρ

)
T

kp̃ −ωρ̃cv




ρ̄

v̄

T̄

 = 0 (4.13)

Este sistema admite soluções não-nulas se o determinante for nulo. Logo

ω2 = k2

(
∂p

∂ρ

)
T

− 4πGρ̃+
p̃k2

cvρ̃2

(
∂p

∂T

)
ρ

− k2

cv

(
∂p

∂T

)
ρ

(
∂ε

∂ρ

)
T

. (4.14)
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Usando as relações termodinâmicas

(
∂ε

∂ρ

)
T

=
1

ρ̃2

p̃− T̃ ( ∂p
∂T

)
ρ

 (4.15)

e (
∂ρ

∂p

)
T

= −
(
∂ρ

∂T

)
p

(
∂T

∂p

)
ρ

(4.16)

e substituindo em (4.14),

ω2 =
k2

cv

(
∂p

∂ρ

)
T

cv − T̃

ρ̃2

(
∂p

∂T

)
ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

− 4πGρ̃. (4.17)

O termo no colchetes representa o calor espećıfico a pressão constante, cp, então (4.17) se

torna

ω2 = k2

(
∂p

∂ρ

)
T

cp
cv
− 4πGρ̃. (4.18)

Sendo
(
∂p
∂ρ

)
T

cp
cv

a velocidade térmica do som, v2
S, obtemos

ω2 = v2
sk

2 − 4πGρ̃. (4.19)

A equação (4.19) é a relação de dispersão de Jeans para pressão e energia interna como função

da densidade e temperatura. Nota-se claramente o mesmo resultado de (3.52).
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Caṕıtulo 5

Instabilidade gravitacional para um

Universo estático e dissipativo

Neste caṕıtulo será obtida a expressão de Jeans para um fluido dissipativo em um Universo

estático. Vamos usar novamente as equações de balanço e de Poisson mas agora considerando

viscosidade e condução de calor. Para isso, será necessário o uso das equações constitutivas

que são o tensor das tensões, tij, para descrever a viscosidade e a Lei de Fourier, qi, para a

condução de calor.

5.1 Relação de Dispersão de Jeans

Equações de balanço:

- Balanço de massa
∂ρ

∂t
+
∂ρvi
∂xi

= 0; (5.1)

- Balanço de momento linear

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj
− ∂tij
∂xj

+ ρ
∂φ

∂xi
= 0; (5.2)

- Balanço de energia

ρ
∂ε

∂t
+ ρvj

∂ε

∂xj
+
∂qj
∂xj
− tij

∂vi
∂xj

= 0; (5.3)
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- Equação de Poisson
∂2φ

∂xi∂xi
− 4πGρ = 0. (5.4)

As equações constitutivas para tij e qi são expressas por (2.26) e (2.29):

- Tensor tensão

tij = −pδij + 2µ

[
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
− 1

3

∂vn
∂xn

δij

]
. (5.5)

- Lei de Fourier

qi = −λ ∂T
∂xi

, (5.6)

O termo onde temos a viscosidade volumétrica, η, foi desprezado pois estamos tratando da

suposição de Stokes, onde η = 0. Substituindo as equações constitutivas (5.5) e (5.6) nas

equações de balanço (5.2) e (5.3) e usando soluções sob a forma de onda plana unidimensional

na direção x1,

ρ = ρ̃+ ρ̄ei(ωt−kx1), (5.7)

vi =


v̄ei(ωt−kx1)

0

0

 , (5.8)

T = T̃ + T̄ ei(ωt−kx1), (5.9)

φ = φ̃+ φ̄ei(ωt−kx1), (5.10)

temos o seguinte sistema linear para ρ̄, v̄ e T̄ ,



ω −ρ̃ 0

k kB
m
T̃ − 4πGρ̃

k
i4

3
kµ̃− ωρ̃

k
k kB
m
ρ̃

0 −ikB
m
T̃ ρ̃ iω 3

2
kB
m
ρ̃+ λk2





ρ̄

kv̄

T̄


= 0 (5.11)

Este sistema admite soluções não nulas se o determinante for nulo. Fazendo o cálculo do

determinante e considerando o fluido como um gás ideal de tal forma que

p =
kB
m
ρT, (5.12)
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(
∂ε

∂ρ

)
T

=
1

ρ2

p− ( ∂p
∂T

)
ρ

T

 =
1

ρ2

(
p− kB

m
ρT

)
= 0 (5.13)

e (
∂ε

∂T

)
ρ

=
3

2

kB
m
, (5.14)

temos a relação de dispersão de Jeans para um fluido com viscosidade e condução de calor:

(
kvS
ω

)4

i3
5

λ
3
5

kBρ

m

− ω
4
3
µ
ρ

λ

ρ 3
2
kB
m

v2S

−

−
(
kvS
ω

)2
[
v2S
ω

+ i
(

4
3
µ
ρ

+ λ
3
2

kB
m
ρ

+ 8πGλ
3ω2kB

)]
+

+
v2S
ω

(
1 + 4πGρ

ω2

)
= 0.

(5.15)

Onde v2
S = 5

3
kB
m
T é a velocidade adiabática do som. Os tios foram omitidos de (5.15).

Fazendo as seguintes substituições em (5.15):

k = k∗kJ , (5.16)

ω = ω∗vSkJ , (5.17)

λ =
15

4

kB
m
µ, (5.18)

µ =
µ0kJ
ρ0vs

. (5.19)

Obtemos

−ω3
∗

[
i3

2
v2
Sk

2
J

]
+ ω2

∗

[
23
4
v2
Sk

2
Jk

2
∗

]
µ0+

+ω∗
[
i15

3
v2
Sk

2
Jk

4
∗µ

2
0 + i3

2
v2
Sk

2
Jk

2
∗ − i6πGρ

]
+

+
[
15πGρk2

∗ − 9
4
v2
Sk

2
Jk

4
∗

]
µ0 = 0.

(5.20)
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Introduzindo o número de onda de Jeans, k2
J = 4πGρ/v2

S, a equação (5.20) se reduz a

ω3
∗ + µ0

[
i23

6
k2
∗

]
ω2
∗ +

[
1− k2

∗ − 10
3
k4
∗µ

2
0

]
ω∗+

+iµ0

[
5
2
k2
∗ − 3

2
k4
∗

]
= 0.

(5.21)

Esta última equação, é a relação de dispersão de Jeans para um fluido viscoso e condutor

de calor em um Universo estático. Na ausência de viscosidade, µ0 = 0, a equação (5.21) se

reduz a

ω3
∗ − k2

∗ω∗ + ω∗ = 0, (5.22)

e ao usar (5.16) e (5.17), se torna

ω2 − k2v2
S + 4πGρ = 0. (5.23)

que é a relação de dispersão de Jeans para um fluido sem dissipação como discutido na seção

3.5.2. A expressão (5.21) nos exibe soluções na forma ω∗ = a+ ib. Para obter a perturbação

referente a estas ráızes, inserimos as mesmas na expressão (3.42) e a reescrevemos para termos

de seno e cosseno,

δ(t) ∼ eiω∗t = ei(a+ib)t = [cos(at)− isen(at)]ebt, (5.24)

e extraindo a parte real podemos definir a perturbação como sendo

δ(t) ∼ ebtcos(at). (5.25)

Nas duas seções seguintes vamos adotar os valores de k∗ = 0, 5 e k∗ = 1, 5. Estes valores foram

atribúıdos com o objetivo de obtermos as condições em que λ > λJ e λ < λJ , respectivamente.

5.1.1 k∗ = 0, 5

Primeiramente adotamos k∗ = 0, 5 para três diferentes valores de µ0 como descrito na legenda

da figura 5.1. Essa condição em que k∗ < 1, nos leva à transformação definida por (5.16) onde

podemos ver que k < kJ ou λ > λJ . Então, neste argumento, as perturbações são instáveis e

a função tem um crescimento no tempo que obedece a função exponencial definida por (5.25)

54



com a = 0 e b > 0.

A curva para µ0 = 0 representa a perturbação de Jeans para um fluido sem dissipação

e foi incluida para mostrar como a viscosidade interfere na perturbação tal como o número

de onda k∗. Em outras palavras, quanto menor é o coeficiente de viscosidade, maior é a

aproximação das soluções de um fluido com dissipação para um fluido sem dissipação. Nesta

situação em que k < kJ , as perturbações são instáveis e temos uma possibilidade de formação

de estruturas.

Figura 5.1: Evolução da perturbação para λ > λJ .

5.1.2 k∗ = 1, 5

Figura 5.2: Evolução da perturbação para λ < λJ .

O gráfico 5.2 mostra como a flutuação se comporta para um valor de k∗ = 1, 5. A linha

tracejada representa a solução de Jeans para um fluido sem dissipação. Para esta condição

em que k∗ > 1 e por consequência k > kJ ou λ < λJ , a perturbação oscila periodicamente
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no tempo com gradual queda na amplitude de oscilação. Essa taxa de amortecimento pode

ser interpretada pela presença da exponencial como produto da função cosseno na equação

(5.25). Para essa escolha de k∗, obtemos valores de b < 0 e a 6= 0, mostrando que a função

respeita uma taxa de decaimento na amplitude de oscilação que depende do coeficiente de

viscosidade. Dessa forma, a taxa de decaimento da amplitude da onda será tanto maior

quanto maior for o valor da viscosidade no fluido. Nota-se também que o comprimento de

onda se mantém constante no tempo, pois a prinćıpio, não estamos considerando a expansão

do Universo. Nesta situação em que k > kJ , a perturbação é estável e temos apenas a

propagação de uma onda acústica.

Portanto, existem valores de número de onda tal que este favorecerá ou não a instabili-

dade de Jeans em um Universo estático sob influências dissipativas. Sendo que para valores

onde k < kJ , a perturbação respeita uma função exponencial crescente que resulta numa

instabilidade e por consequência na formação de estruturas. Em contra partida, para a con-

dição em que k > kJ , a curva mostrou-se periódica no tempo, desfavorecendo a instabilidade

gravitacional.

No próximo caṕıtulo vamos fazer uma análise da instabilidade de Jeans em um fluido

dissipativo para um Universo em expansão.

56



Caṕıtulo 6

Instabilidade gravitacional para um

Universo em expansão e dissipativo

A teoria original de Jeans da instabilidade gravitacional para um Universo estático não pode

ser aplicada a um modelo cosmológico em expansão. Neste caṕıtulo, o objetivo é traduzir

a linguagem usual da instabilidade gravitacional no contexto dos modelos de Friedmann.

Vamos assumir um Universo dominado por matéria sem pressão. Numa primeira análise que

será feita na seção 6.1 vamos desprezar termos dissipativos como viscosidade e condução de

calor.

6.1 Comprimento de Jeans e perturbação da densidade

na ausência de dissipação

Equações de Balanço:

- Balanço de massa
∂ρ

∂t
+
∂ρvi
∂xi

= 0; (6.1)

- Balanço de momento linear

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi
+ ρ

∂φ

∂xi
= 0; (6.2)
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- Equação de Poisson
∂2φ

∂xi∂xi
− 4πGρ = 0; (6.3)

- Balanço de energia interna

ρ
∂ε

∂t
+ ρvj

∂ε

∂xj
+ p

∂vj
∂xj

= 0. (6.4)

Para esta situação onde estamos desconsiderando termos dissipativos, o tensor das tensões tij

apresenta somente o termo que descreve o negativo do gradiente de pressão, isto é, tij = −pδij.

E a condução de calor definida por (2.29) é zero pois a condutividade térmica é zero. O sistema

de equações acima admite soluções estáticas (não perturbadas) da seguinte forma:

ρ̃(t) = ρ0

(
a0

a

)3

; (6.5)

ṽi(t) =
ȧ

a
xi; (6.6)

φ̃(t) =
2

3
πGρ̃xixi; (6.7)

T̃ (t) = T0

(
a0

a

)2

. (6.8)

Com ε = ε(ρ, T ) e p = p(ρ, T ) e ρ0 e a0 constantes. A solução para a temperatura de

equiĺıbrio, T̃ (t), é obtida inserindo as soluções estáticas na equação de balanço de energia

interna. Esta temperatura é atribúıda macroscopicamente para todo o gás.

As perturbações não podem ser do tipo eiωt pois as amplitudes de perturbação são de-

pendentes do tempo devido ao parâmetro de expansão a(t). Devemos também observar que

o vetor de onda k correspondente a um comprimento de onda λ também varia devido a

expansão do Universo, isto é,

k =
2π

λ
=

2π

λ0

a0

a
= k0

a0

a
=
q

a
. (6.9)

Sabendo que as equações de movimento de primeira ordem são espacialmente inomogêneas

de modo que se pode tratar soluções sob a forma de onda plana, [7], vamos introduzir uma
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pequena flutuação nas soluções de equiĺıbrio, logo

ρ = ρ0

(
a0

a

)3

+ ρ̄(t)ei
qrxr
a , (6.10)

vi =
ȧ

a
xi + v̄i(t)e

i qrxr
a , (6.11)

φ =
2

3
πGρ̃xixi + φ̄(t)ei

qrxr
a , (6.12)

T = T0

(
a0

a

)2

+ T̄ (t)ei
qrxr
a . (6.13)

O fator 1/a(t) representa a taxa de redução do comprimento de onda para a expansão do

Universo. Substituindo o conjunto de soluções (6.10) a (6.13) nas equações de balanço e

considerando ondas longitudinais na direção x1 obtemos

˙̄ρ

ρ̃
+ 3

ȧ

a

ρ̄

ρ̃
+ iρ̃

q

a
v̄ = 0, (6.14)

˙̄v +
ȧ

a
v̄ + i

q

a

kB
m
T̄ − i4πGa

q
ρ̄ = 0, (6.15)

˙̄T + 2
ȧ

a
T̄ + i

2

3
T̃
q

a
v̄ = 0. (6.16)

Para um Universo em expansão, tanto a solução estática e perturbada da densidade e do

potencial gravitacional satisfazem a equação de Poisson, por esse motivo não é necessário

fazer o uso do Jeans Swindle. Vamos introduzir o contraste de densidade δρ = ρ̄/ρ̃ na

equação (6.14) para obter a amplitude de perturbação da velocidade e sua primeira derivada

e relação ao tempo que são

v̄ = − a
iq
δ̇ρ (6.17)

e

˙̄v =
ȧ

a
v̄ − a

iq
δ̈ρ, (6.18)

respectivamente, e substituir na expressão (6.15) que passa a ser

δ̈ρ + 2
ȧ

a
δ̇ρ +

(
q2

a2

kBT̃

m
− 4πGρ̃

)
δρ +

q2

a2

kBT̃

m
T̄ = 0. (6.19)
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Introduzindo também o contraste de temperatura δT = T̄ /T̃ e sua primeira derivada que é

δ̇T =
˙̄T

T̃
+ 2

ȧ

a

T̄

T̃
(6.20)

na expressão (6.16) obtemos

δT =
2

3
δρ. (6.21)

Substituindo (6.21) em (6.19) obtemos uma equação diferencial de segunda ordem para a per-

turbação da densidade em um Universo em expansão com ausência de viscosidade e condução

de calor:

δ̈ρ + 2
ȧ

a
δ̇ρ +

(
q2

a2
v2
S − 4πGρ̃

)
δρ = 0. (6.22)

Onde v2
s = 5

3
kB T̃
m

.

As soluções da equação (6.22) dependem do modelo de background relativo a onde as

perturbações são definidas. Neste modelo,

ρ̃ =
1

6πGt2
, (6.23)

a = a0

(
3

2
H0t

)2/3

, (6.24)

ȧ

a
=

2

3t
, (6.25)

H2
0 =

8πGρ0

3
. (6.26)

Substituindo estas soluções em (6.22), introduzindo os comprimentos de onda

λ =
2πa0

q
, (6.27)

λJ =
2πvS

4πGρ0

, (6.28)

e uma dimensionalização do tempo τ = t
√

6πGρ0, obtemos

τ 2δ
′′

ρ +
4

3
τδ
′

ρ −
2

3

[
1− Λ2 1

τ 2/3

]
= 0, (6.29)

onde Λ = λJ/λ . As linhas se referem as derivadas em relação a τ .
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A solução de (6.29) é dado em termos da função de Bessel de primeira espécie J± 5
2

(√
6λJ/λτ

1/3
)
.

Portanto, o contraste de densidade é dado por

δρ = t−1/6

[
C1J+ 5

2

(√
6λJ

λτ 1/3

)
+ C2J− 5

2

(√
6λJ

λτ 1/3

)]
. (6.30)

Para análise desta solução, resolvemos analiticamente a expressão (6.29) considerando as

condições iniciais, δρ(1) = 1 e δ′ρ(1) = 1. Nas duas seções seguintes são abordados dois

valores de Λ para analisarmos o comportamento do contraste de densidade para pequenos e

grandes comprimentos de onda.

6.1.1 Λ = 100

Para grandes valores de λJ/λ (pequenos comprimentos de onda, λ� λJ) a função de Bessel

resulta em uma oscilação do contraste de densidade respeitando uma função de onda. A figura

6.1 mostra o comportamento desta oscilação para Λ = 100. Para estas situações, não temos

o favorecimento de formação de estrutras. Nota-se pela curva que o comprimento de onda

aumenta com o passar do tempo. Isso se deve a dependência do comprimento de onda com

o parâmetro de expansão a(t) conforme a expressão dada por (6.9), isto é, λ ∼ a(t) ∼ 1/k.

Nota-se também que a curva possui amplitude de oscilação constante, isto porquê a prinćıpio,

não estamos considerando termos dissipativos.

Figura 6.1: Contraste de densidade para um Universo em expansão com µ = 0 e Λ = 100 ou
λ� λJ .
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6.1.2 Λ = 1/2

Para pequenos valores de λJ/λ (grandes comprimentos de onda, λ� λJ) a função de Bessel

mostra um comportamento crescente da perturbação que evolui como

δρ ∼ τ 2/3 (6.31)

e descrescente com evolução

δρ ∼ 1/τ. (6.32)

A figura 6.2 mostra como a solução de crescimento da perturbação da densidade se com-

porta para Λ = 1/2. A curva é representada pela solução τ 2/3 que mostra um ligeiro cresci-

mento nos dois primeiros instantes de tempo para em seguida ter um comportamento aproxi-

madamente linear. Portanto, quando temos grandes comprimentos de onda, temos também

o favorecimento da formação de estuturas.

Figura 6.2: Contraste de densidade para um Universo em expansão com µ = 0 e Λ = 1/2 ou
λ� λJ .

6.2 Perturbação da densidade e temperatura na pre-

sença de dissipação

Nesta seção será obtido o comportamento da perturbação da densidade e da temperatura

para um meio viscoso e condutor de calor considerando a expansão do Universo. Abaixo
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seguem as equações de Friedmann e aceleração para um fluido sem pressão que usaremos

para obter mais adiante o sistema de equações em termos das perturbações:

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ, (6.33)

ä

a
= −4πG

3
ρ. (6.34)

Para este caso, vamos usar as mesmas equações de balanço e de Poisson mas agora na presença

de viscosidade e condução de calor, isto é, para µ = λ 6= 0. Fazendo uso das soluções (6.10)

a (6.13) temos o seguinte sistema de equações para ρ̄, v̄, T̄ e φ̄:

˙̄ρ+ 3
ȧ

a
ρ̄+

iq

a
ρ̃v̄ = 0, (6.35)

˙̄v +
ȧ

a
v̄ +

kB
m
T̃
iq

a

(
ρ̄

ρ̃
+
T̄

T̃

)
+

4

3

µ̃

ρ̃

q2

a2
v̄ +

iq

a
φ̄ = 0, (6.36)

3

2
˙̄T + 3

ȧ

a
T̄ +

mλ̃

kρ̃

q2

a2
T̄ +

iq

a
T̃ v̄ = 0, (6.37)

φ̄+
4πGa2

q2
ρ̄ = 0. (6.38)

Introduzindo os contrastes de densidade e temperatura, δρ = ρ̄/ρ̃ e δT = T̄ /T̃ , respectiva-

mente, obtemos de (6.35) que

δ̇ρ = −iq
a
v̄ (6.39)

e o sistema de equações (6.35) a (6.38) se reduz a um sistema de equações para determinação

de δρ e δT :

δ̈ρ +

(
2
ȧ

a
+

4

3

µ̃

ρ̃

q2

a2

)
δ̇ρ +

kBT̃

m

q2

a2
(δρ + δT )− 4πGρ̃δρ = 0, (6.40)

δ̇T −
2

3
δ̇ρ +

2

3

m

kB

λ̃

ρ̃

q2

a2
δT = 0. (6.41)

Na ausência de qualquer tipo de dissipação, isto é, para µ = λ = 0 em (6.40) e (6.41), estas

expressões se reduzem a (6.22).

Para µ e λ 6= 0 temos a viscosidade como uma função da temperatura e do parâmetro de

63



expansão, isto é,
µ

µ0

=

(
T̃

T0

)α
=
(
a0

a

)2α

, (6.42)

onde de acordo com a teoria cinética de gases rarefeitos, o coeficiente α está contido no

intervalo 1/2 < α < 1, o valor 1/2 é para esferas ŕıgidas e 1 para esferas não ŕıgidas.

Introduzindo a dimensionalização do tempo τ no sistema de equações (6.40) e (6.41)

teremos,

τ 2δ′′ρ +
4

3

1 +

√
2

3
µΛ2τ

5−4α
3

 τδ′ρ − 2

3

[
δρ −

3

5
Λ2 δρ + δT

τ 2/3

]
= 0, (6.43)

τ
(
δ′T −

2

3
δ′ρ

)
+

5√
6
µΛ2τ

5−4α
3 δT = 0, (6.44)

onde Λ = λJ/λ. Este sistema admite solução numérica para δρ e δT . As condições iniciais

inseridas foram δρ(1) = 1, δ′ρ(1) = 1 e δT (1) = 1. O valor de Λ se mostrou significativo

na descrição do comportamento das flutuações de densidade e temperatura. Sendo este a

grandeza que determina o favorecimento ou não da instabilidade de Jeans. Por esse motivo,

para as próximas seções, adotaremos os valores de Λ = 1/2 e Λ = 100 para as soluções de δρ e

δT , isto é, comprimentos de onda grandes e comprimentos de onda pequenos, respectivamente.

6.2.1 Λ = 100

Figura 6.3: Contraste de densidade para α = 1, Λ = 100 ou λ� λJ .

Para grandes valores de Λ (λ� λJ) a perturbação da densidade mostrou um comporta-

mento oscilante no tempo com gradual queda na amplitude e aumento do comprimento de

onda. As curvas são mostradas nas figuras 6.3 e 6.4.
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Figura 6.4: Contraste de densidade para α = 1/2, Λ = 100 ou λ� λJ .

O contraste de temperatura teve um comportamento similar ao da densidade. O resultado

mostrou uma oscilação periódica no tempo com decaimento na amplitude e aumento do

comprimento de onda. Este comportamento pode ser visto nas figuras 6.5 e 6.6.

Figura 6.5: Contraste de temperatura para α = 1, Λ = 100 ou λ� λJ .

A diferença de atenuação nas amplitudes de oscilação pode ser interpretada pela presença

de viscosidade no fluido. Nota-se pelas curvas das figuras 6.3 a 6.6 que a intensidade do

amortecimento é tanto maior quanto maior for o valor da viscosidade. A linha tracejada

representa o contraste de densidade para um fluido sem dissipação.

O comprimento de onda caracteŕıstico da flutuação apresenta uma taxa de crescimento que

depende do parâmetro a(t), como descrito pela expressão (6.9). O parâmetro de expansão

também possui dependência com o parâmetro de viscosidade e com o parâmetro α como

descrito pela expressão (6.42). Levando em consideração os valores adotados, quando temos

α = 1, a viscosidade e o parâmetro de expansão tem proporção µ ∼ 1/a2, enquanto que para
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Figura 6.6: Contraste de temperatura para α = 1/2, Λ = 100 ou λ� λJ .

α = 1/2, esta proporção obedece a µ ∼ 1/a.

Figura 6.7: Contrastes de densidade e temperatura para α = 1 e Λ = 100.

As curvas mostradas na figura 6.7 mostram a evolução dos contrastes para α = 1. Os

pontos de mı́nimo do contraste de densidade se apresenta mais acentuado em comparação

com o contraste de temperatura. Neste limite, para o qual o comprimento de onda é pequeno,

a instabilidade gravitacional não é observada.

6.2.2 Λ = 1/2

Vamos discutir agora as soluções de δρ e δT quando temos grandes comprimentos de onda.

Nesta seção, vamos introduzir os mesmos coeficientes para µ e α mas adotando Λ = 1/2, que

representa um comprimento de onda longo.
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Figura 6.8: Contraste de densidade para α = 1, Λ = 1/2 ou λ� λJ .

Figura 6.9: Contraste de densidade para α = 1/2, e Λ = 1/2 ou λ� λJ .

Para grandes comprimentos de onda, a evolução do contraste de densidade mostra um

comportamento crescente, como pode ser visto na figura 6.8, onde α = 1. Este crescimento

se aproxima da solução de Jeans para um fluido ideal (linha cont́ınua) quando a viscosidade

é reduzida no sistema.

Da mesma forma, o contraste de densidade possui um crescimento no tempo para α =

1/2, como visto na figura 6.9. Sendo que nesta situação, as curvas apresentam uma maior

divergência para os últimos instantes de tempo em comparação com o caso em que α =
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1. Novamente a linha cont́ınua representa o crescimento da perturbação para um gás sem

dissipação.

Este mesmo crescimento pode ser observado para o contraste de temperatura quando

também temos grandes comprimentos de onda. Para α = 1 da figura 6.10, a evolução do

constraste de temperatura é crescente, de tal forma que seu crescimento é atenuado com o

aumento da viscosidade.

Figura 6.10: Contraste de temperatura para α = 1 e Λ = 1/2 ou λ� λJ .

No caso em que α = 1/2, o amortecimento da solução também é mais acentuado com

o aumento da viscosidade. As curvas representadas por µ = 0, 3 e µ = 0, 5 possuem um

máximo nos primeiros três instantes de tempo, para em seguida se aproximarem de zero.
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Figura 6.11: Contraste de temperatura para α = 1/2 e Λ = 1/2 ou λ� λJ .

O gráfico da figura 6.12 mostra a evolução dos contrastes de densidade e temperatura

para α = 1, onde podemos ver que a taxa de aumento do contraste de densidade é maior

que a taxa de aumento do contraste de temperatura. Portanto nesse sentido, para valores tal

que o comprimento de onda caracteŕıstico da flutuação é muito maior que o comprimento de

onda de Jeans, a instabilidade gravitacional é observada e temos a possibilidade de formação

de um objeto gravitacionalmente ligado.

Figura 6.12: Contrastes de densidade e temperatura para α = 1 e Λ = 1/2.
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Caṕıtulo 7

CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho consistiu no estudo do critério de Jeans para um fluido viscoso e

condutor de calor, tanto para o caso de um Universo estático como em expansão. A finalidade

foi encontrar condições em termos de comprimento de onda para que ocorra a formação de

estruturas.

Ao usarmos as equações de balanço de massa, momento e energia interna com a pressão e

a energia interna em função da densidade e da temperatura, p(ρ, T ) e ε(ρ, T ) respectivamente,

obtemos a mesma relação de dispersão de Jeans para um fluido ideal (sem dissipação).

ω2 = v2
sk

2 − 4πGρ̃. (7.1)

Para esta situação usamos a velocidade térmica do som que é definida como:
(
∂p
∂ρ

)
T

cp
cv

= v2
S.

Usando a mesmas equações de balanço mas no caso de um fluido com vicosidade e condu-

ção de calor, a seguinte relação de dispersão de Jeans para ω foi encontrada para um Universo

estático:

ω3
∗ + µ0

[
i23

6
k2
∗

]
ω2
∗ +

[
1− k2

∗ − 10
3
k4
∗µ

2
0

]
ω∗+

+iµ0

[
5
2
k2
∗ − 3

2
k4
∗

]
= 0.

(7.2)

Após a análise das ráızes fazendo uso da solução de onda dado por (3.42), constatou-se

que, para valores de k∗ onde λ < λJ , a perturbação se mostrou oscilante no tempo com

gradual queda na amplitude de perturbação devido a presença de viscosidade. Esta última

se mostrou determinante para a intensidade do amortecimento, de tal forma que a taxa de
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atenuação da onda é tanto maior quanto maior for a viscosidade atribúıda.

Para valores de k∗ onde λ > λJ , a perturbação demonstrou um crescimento no tempo,

obedecendo a uma lei de potência. Portanto, existem valores de k∗ de tal forma que quando

são menores que um, a condensação gravitacional ocorre e temos assim o favorecimento da

formação de estruturas.

Para o caso da análise de Jeans para um Universo em expansão, o seguinte sistema de

equações para δρ(t) e δT (t) foi encontrado:

τ 2δ′′ρ +
4

3

1 +

√
2

3
µΛ2τ

5−4α
3

 τδ′ρ − 2

3

[
δρ −

3

5
Λ2 δρ + δT

τ 2/3

]
= 0, (7.3)

τ
(
δ′T −

2

3
δ′ρ

)
+

5√
6
µΛ2τ

5−4α
3 δT = 0, (7.4)

Sendo Λ = λJ/λ.

Para grandes valores de Λ ou pequenos comprimentos de onda (λ� λJ), tanto o contraste

de densidade como o da temperatura obedecem a um comportamento oscilante, tendo seu

efeito suprimido com o passar do tempo pelo decaimento da amplitude devido o aumento

da viscosidade. Notou-se também o aumento no comprimento de onda sob a justificativa de

estarmos considerando a expansão do Universo sob influência do parâmetro a(t). Portanto,

para comprimentos de onda curtos, a instabilidade de Jeans não ocorre.

Já para pequenos valores de Λ, isto é, grandes comprimentos de onda (λ � λJ), as

perturbações da densidade e temperatura crescem no tempo. Este crescimento mostra uma

redução conforme o aumento da viscosidade. Nesta situação em que o comprimento de onda

é longo, a instabilidade gravitacional é observada e temos a possibilidade de formação de

estruturas gravitacionalmente ligadas.

Como trabalhos futuros, podemos obter a relação de dispersão de Jeans para um Universo

estático e em expansão na presença de viscosidade e condução de calor usando as equações dos

treze momentos. Este trabalho consiste na introdução de um sistema hiperbólico de equações

para determinação dos campos de densidade de massa ρ, velocidade vi, tensor pressão pij e

o vetor fluxo de calor qi. Para um gás ideal, estas equações de equiĺıbrio podem ser obtidas

a partir do método Grad da teoria cinética ou da chamada teoria termodiâmica estendida.
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