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Resumo

Com o inicio da fase da recombinacao e por consequéncia o desacoplamento dos fotons da
matéria, as primeiras estruturas passaram a ser formadas no Universo. A Cosmologia tenta,
desde os séculos passados, determinar relagoes matemaéticas que descrevem o crescimento
destas estruturas para pequenas e grandes escalas. Jeans inaugurou o estudo da formacao
de estruturas em 1902 levando em conta a geragao de flutuagoes e a evolugao dos modos
perturbados para diferentes eras do Universo. Com seu trabalho, Jeans introduziu uma
constante que hoje é conhecida como comprimento de Jeans que descreve a condi¢ao minima,
em termos de comprimento de onda, para que uma estrutura césmica seja formada. Neste
trabalho iremos fazer uso das equacoes de fluido da Cosmologia Newtoniana para estudar

pequenas flutuagoes de densidade e temperatura em um Universo estatico e em expansao.



Abstract

After the decoupling of photons from matter, the process of structure formation was
ignited, giving origin to the large scale structure of the Universe as is known today. One of the
main goal of the XIX century cosmology was to establish a fundamental framework to describe
the growth of small ripples and the mechanism behind the generation of such structures
within small and large cosmological scales. The seminal work of Jeans in 1902 gave the
first approach to deal with structures formation process by taking into account the physical
origin of small fluctuation, along with the evolution of the perturbed modes during different
kinds of cosmological eras. In the aforesaid work, Jeans introduced a characteristic scale,
known as Jeans scale, which indicates the minimal condition which assures the formation of
cosmic structures. In the present thesis, we are going to make use of such formalism within
the context of Newtonian cosmology with a cosmic fluid as the main source. Our aim is to
examine the small fluctuations of matter density along with small fluctuation of temperature

for a static universe and for an expanding universe.
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Capitulo 1

Introducao

A cosmologia é um ramo da astronomia que faz uso de métodos cientificos para explicar a
origem, estrutura e evolugao do Universo. O principal postulado define o Universo altamente
homogéneo e isotropico. Essa propriedade garante que as observagoes feitas a partir do nosso
unico ponto de observacao sao representativas do Universo como um todo e podem, portanto,
ser legitimamente usadas para testar modelos cosmoldgicos, [27].

O Universo visivel parece o mesmo em todas as diregoes ao nosso redor, pelo menos, se
olharmos para distancias maiores que cerca de 300 milhoes de anos-luz. A isotropia possui
uma precisao com cerca de uma parte em 10° na radiagao césmica de fundo. Essa radiacao
vem viajando para nds ha cerca de 14 bilhoes de anos, apoiando a hipdtese de que o Universo
¢ o mesmo em todas as diregoes, [34].

A cosmologia aparece, para Einstein, como aplicagao formal necessaria de sua teoria da
gravitacao em uma totalidade que parecia inobservavel. Essa questao impediu, durante um
longo tempo, a caracterizacao da cosmologia como ciéncia. Embora a descoberta de Hubble
de que o Universo estd em expansao date do final dos anos 20, foi somente em 1964, gracas
a medida da radiacao de 2,7 K pelo experimento COBE, que a cosmologia passou a ser
considerada ciéncia.

Com o surgimento de técnicas de espectroscopia, em meados do século XIX, foi possivel
identificar elementos quimicos que compoe o Sol e outras estrelas, assim como suas veloci-
dades. Em 1929, Hubble usou esta técnica para medir o espectro de 45 galdxias e obteve
desvios para o vermelho. Seu resultado evidenciou uma relagao aproximadamente linear entre

as velocidades e as distancias, o que era esperado para um Universo em expansao, [28].



Tendo a evidéncia da expansao do Universo e da radiagao césmica de fundo, pode-se supor
que o Universo primordial fora muito quente. O Universo se expande e isso nos mostra que
a sua temperatura da radiacao estd sempre caindo. Portanto, quanto mais primitivo for o
instante césmico considerado, mais alta poderia ter sido sua temperatura, [30]. Como con-
sequéncia, as taxas das reacoes entre as particulas eram muito maiores no Universo primitivo.

De acordo com o modelo cosmolégico padrao, a radiacao césmica de fundo mostra um
Universo homogéneo e isotropico em grandes escalas porém heterogéneo em escalas menores,
demonstrando um padrao complexo de grandes estruturas filamentares com dimensoes tipicas
da ordem de 10 — 100 Mpc!.

Para se entender estas estruturas no processo de evolugao do Universo é necessario uma
analise do modelo padrao de particulas elementares que descreve a sua historia térmica,
que passa por um periodo de hadronizac¢ao (formagao de prétons e néutrons), nucleossintese
primordial (formagao de 4tomos de hélio a partir de néutrons), tornando abundante a presenca
de elementos leves como hidrogénio, deutério, hélio e litio, [28]. Deste modo, com o modelo
padrao de particulas e o modelo cosmoldgico padrao, teve-se inicio a descricao matemaética
da formacao das primeiras estruturas do Universo.

Num Universo dominado por matéria, o crescimento substancial das pequenas flutuagoes
primordiais passa a ocorrer. Regides mais densas do que a média acabam gerando concen-
tragoes de matéria resultando em formacao de estruturas ainda hoje em evolugao.

Os primeiros trabalhos que trouxeram a tona a teoria da formagao de estruturas foi
descrita por Jeans? em 1902, [11], [21]. A instabilidade de Jeans tem sido reconhecida como o
mecanismo chave para explicar a formagao de estruturas e sua evolugao no regime linear, [25].
Em fluidos astrofisicos, o colapso de um objeto é atribuido a uma forca auto-gravitacional
que é responsédvel pela producao desta instabilidade, [32]. O modelo de Jeans descreve a
condensacao gravitacional de uma nuvem de gas auto-gravitante e procura as condigoes em
que pequenas perturbagoes de uma nuvem gasosa crescem exponencialmente, levando a um
colapso, [21]. Essa instabilidade provoca a fragmentagao das nuvens de gds interestelar e
subsequente formagao de estruturas quando a pressao interna do gas nao é suficiente para
equilibrar a forca da gravidade. Tem importancia no plasma astrofisico, em particular na

formagao de estrelas no meio interestelar (ISM), [3]. Os parametros que sao utilizados para

Hpe =1 parsec = 3,08.10'6m.
2James Hopwood Jeans, 1877-1946



quantificar esta instabilidade sdo o comprimento de Jeans e massa de Jeans, [21].

A evolucao destas perturbacgoes depende das equacoes de estado referente ao fluido do-
minante. Em um artigo publicado em [18], o tratamento das perturbagoes foi realizado
considerando um fluido viscoeldstico®. Neste trabalho, verificou-se que o limiar para o inicio
da instabilidade aparece em comprimentos de onda mais elevados em um meio viscoelastico.
O limite superior do nimero de onda, até que a instabilidade gravitacional é observada, é
reduzido. Para um dado valor do niimero de onda, a taxa de crescimento diminui com o
aumento dos valores dos coeficientes de médulo de elasticidade.

No artigo publicado em [3], estudou-se a teoria linear para a instabilidade de Jeans em um
meio viscoelastico magnetizado na presenca de rotagao, fazendo uso do modelo hidrodinamico
generalizado (GH). Apds a obtencao de uma relacao de dispersao geral, com a ajuda de
equacoes de perturbacao linearizadas, a instabilidade de Jeans mostrou-se inalterada pela
presenca de campos magnéticos rotativos, porém ainda mantendo dependéncia de efeitos
viscoeldsticos.

No artigo [7], a andlise de Jeans foi feita considerando um Universo estatico e em expan-
sao sob a influéncia de um fluido com viscosidade volumétrica. No primeiro caso para um
Universo estatico, os resultados demostraram como a viscosidade volumétrica condiciona a
evolucao do contraste de densidade mantendo inalterado o valor da massa de Jeans. Para o se-
gundo, foi obtida uma relacao semelhante a de Jeans no qual demonstrou um amortecimento
consideravel do contraste de densidade.

Um outro trabalho realizado em [10], para regioes apds a fase da recombinagao, as ondas de
densidade hidrodinamicas foram analisadas incluindo viscosidade de cisalhamento e conducao
de calor para p = p. bem como para p < p. (p. é a densidade critica do Universo). Muito
proximo ao final da fase da recombinacao foi encontrado a ja conhecida instabilidade de Jeans
onde mostrou-se que a influéncia da viscosidade de cisalhamento sobre as instabilidades é
desprezivel, no entanto, esta presente uma influéncia visivel da viscosidade volumétrica.

Este trabalho teve como objetivo obter uma relagao de dispersao afim de descrever, em
termos dos comprimentos de onda das flutuagoes, o comportamento da instabilidade de Jeans
para um gas ideal e dissipativo. Para isso, foi necessario o uso das equacoes de balancgo de

massa, momento linear e energia da Mecanica do Continuo para determinacao dos campos

3Fluido com caracteristicas de elasticidade e viscosidade ao mesmo tempo.



escalares de densidade de massa, velocidade e temperatura. Para descricao dos termos dis-
sipativos, foram atribuidas equacoes constitutivas para a viscosidade dinamica e conducao
de calor, que sao descritas pelo tensor das tensoes presentes no fluido e pela Lei de Fourier,
respectivamente.

A estrutura deste trabalho possui a seguinte forma. Inicialmente sera abordado uma
introducao a respeito dos principios basicos da Mecanica dos Fluidos e da Cosmologia. Em
seguida, serao feitas andlises a respeito da relacao de dispersao de Jeans na presenca de
viscosidade e conducgao de calor em um Universo estatico, para logo em seguida serem feitas
analises do comportamento dos contrastes de densidade e temperatura para um Universo em
expansao, também na presenca de viscosidade e conducao de calor. E por fim, uma descri¢ao

dos resultados obtidos. Os capitulos 2 e 3 dizem respeito a estudos ja existentes na literatura.



Capitulo 2

Mecanica dos Fluidos

2.1 Definicao de um Fluido

Esta secao se baseia em [6]. A mecanica dos fluidos é a ciéncia que estuda o comportamento
fisico dos fluidos, assim como as leis que regem seu comportamento.

Esta drea compreende ramos fundamentais de aplicacoes em engenharia como escoamento
de fluidos em canais e condutos, a lubrificacao, os esfor¢os em barragens, os corpos flutuantes,
as maquinas hidraulicas, a ventilacao, a aerodinamica e muitos outros assuntos que fazem
das leis da Mecanica dos Fluidos um 6timo meio para resultados de aplicacao prética.

A defini¢ao de um fluido é geralmente determinada por comparacao deste com um solido.
A definicdo mais elementar diz: Fluido € uma substancia que nao tem uma forma propria,
assume o formato do recipiente.

Podemos analisar essa distingao entre fluidos e sélidos com o experimento chamado "Ex-
periéncia de Duas Placas”, como descrita na figura 2.1.

Seja um solido preso entre duas placas planas, uma inferior fixa e outra superior sendo
submetida a uma for¢a tangencial F; (na diregao do plano da placa).

Ao manter a forca F; constante, nota-se que o sélido sofre uma deformacao angular até
alcancar uma nova posicao de equilibrio. Neste equilibrio, as tensoes internas se igualam a
forca externa aplicada até que o solido seja submetido novamente a uma nova forca F} para
ter uma nova configuracao.

Pode-se dizer entao, que um sélido, quando sob for¢a tangencial constante, deforma-se

angularmente, mas atinge uma nova configuragao de equilibrio estatico.



T %
(a) (b)

Figura 2.1: Ezperiéncia de duas placas para um sdlido sob for¢a tangencial. Fonte: [6]

Podemos fazer a mesma experiéncia mas agora inserindo um fluido entre as placas, como
mostra a figura 2.2. Uma placa superior mével e uma placa inferior fixa. A placa superior

movimenta-se com a aplicacao de uma forca tangencial Fj.

/ ) /l Vs
B Cl /B o /B c/
T T T

(a) (b) (c)

Figura 2.2: Experiéncia de duas placas para um fluido escoando sob forca tangencial. Fonte:

[6]

A primeira observacao importante é que os pontos de contato entre o fluido e a placa
superior continuam em correspondéncia durante o movimento, ou seja, as camadas de fluido
adjacentes a placa terao a mesma velocidade da placa. Em contra partida, os pontos do
fluido em contato com a placa fixa ficarao fixos junto a ela. Este é o chamado principio da
aderéncia: Os pontos de um fluido, em contato com uma superficie sélida, aderem aos pontos
dela, com os quais estao em contato.

Entao, ao contrario do comportamento do solido, o volume de fluido ABCD nao atinge
uma nova posicao de equlibrio devido a acao da forca Fj, mas sim, continua deformando-se
continuamente, supondo-se as placas de comprimento infinito.

Pode-se dizer entao que: Fluido € uma substancia que se deforma continuamente, quando

submetida a uma forca tangencial constante qualquer ou, em outras palavras, fluido é uma



substancia que, submetida a uma forca tangencial constante, nao atinge uma nova configu-

racao de equilibrio estatico.

2.2 Teoria do Continuo

A area de pesquisa também conhecida como Fenomenos de Transporte, formou-se ao longo do
século XIX devido a necessidade de compreensao entre as analogias que viriam a surgir entre
processos de transporte de quantidade de movimento, massa e energia em meios continuos.
A Mecanica do continuo serve como base para estudos de Fenomenos de Transporte, [16].

A matéria é formada de atomos, que por sua vez sao formados de protons, elétrons e
néutrons, dessa forma dizemos que a matéria nao é continua. No entanto, hoje diversas teorias
sao desenvolvidass desconsiderando as estruturas moleculares dos materiais. Experimentos
sao feitos como, deflexao de um material devido a presenca de uma forca, taxa de escoamento
de um fluido devido a gradientes de pressao, ou a analise da forca de arrasto sob um corpo
em movimento de queda no ar. Essas teorias sao chamadas de Teorias do Continuo. Tal
teoria leva em consideragao de que a matéria € infinitamente divisivel. Sendo assim, a teoria
do continuo aceita materiais com volumes infinitesimais, referido como uma particula do
continuo, e que em todos os sitios dessa particula existem particulas vizinhas, [23].

O conceito de um continuo é a base da mecanica classica dos fluidos. A hipdtese do con-
tinuo é vélida no tratamento de fluidos sob condigoes normais, [14]. Porém ela nao apresenta
resultados satisfatérios que estao de acordo com a propagacao de ondas de comprimentos de
ondas extremamente pequenos. Por outro lado, em certas circunstancias, um gas rarefeito
pode ser descrito por um processo continuo. No caso de gases altamente rarefeitos, a hipétese
do continuo nao pode ser assumida em virtude das moléculas estarem dispostas de tal forma
que um volume desta ordem de grandeza pode nao conter moléculas suficientes para carac-
terizar o continuo, [8]. Como consequéncia, cada propriedade do fluido é considerada como
tendo um valor definido em cada ponto do espaco. Dessa forma, algumas propriedades de um
escoamento, como massa especifica, temperatura, velocidade etc, sao consideradas funcoes
continuas da posicao e do tempo.

A validagao da hipdtese do continuo ocorre se as escalas de comprimento dos processos

fisicos forem varias ordens de magnitudes maiores que o espacamento médio entre as moléculas



do meio. Uma das hipdteses mais interessantes dos fendmenos de transferéncia é a de que
os processos fisicos ocorrem na direcao do equilibrio, isto é, respeitando a segunda Lei da
Termodinamica, [16]. Para qualquer processo fisico, o fluxo de grandezes como temperatura,
concentracao e quantidade de movimento ocorre devido a variacao destas quantidades.

Descrever processos fisicos analisando molécula por molécula é algo inviavel, por isso, um
bom método de estudo é o uso de termos estatisticos usando a Mecanica Estatistica. Por
outro lado, pode-se propor uma abordagem macroscépica da matéria, pensando em termos
de distribuigao espacial continua de massa, ou seja, o uso de um meio continuo, [16]. Como
ja mencionado anteriormente, o continuo é uma proposta valida desde que a menor escala de
interesse seja muito maior que as escalas moleculares.

O estudo das propriedades de um fluido a partir do comportamento de suas moléculas
consiste no enfoque molecular. Este estudo traz muitas complicacoes para as equagoes go-
vernantes tornando-as, quase sempre, incapazes de serem solucionadas. Por esta razao é
conveniente tratar o fluido como um meio continuo. A hipétese do continuo consiste em
abstrair-se da composicao molecular e sua consequente descontinuidade ou seja, por menor
que venha a ser uma divisao do fluido, esta parte isolada devera apresentar as mesmas pro-
priedades que a matéria tratada como um todo. A esta pequena parte do fluido costuma-se
chamar de Particula ou Ponto Material, [8].

Através da hipdtese do continuo, pode-se definir a densidade de um fluido em um ponto
como sendo o limite da razao entre dm (massa) e 6V (volume) quando JV tende para um

certo valor limite V*. Logo,
om

B 5\/15?\/* SV (2.1)

p

Para gases e liquidos submetidos a condicoes normais, 6V* é da ordem de 10%mm3. Por
exemplo: um volume de 10~mm?® de ar nas condicoes normais de temperatura e pressao,
contem aproximadamente 3.10” moléculas de ar. Portanto, evidencia-se que um volume desta
grandeza é suficientemente pequeno para que em Meteorologia, Engenharia, etc., seja tomado
como sendo uma Particula ou Ponto Material. Enquanto que a quantidade de moléculas
existentes neste volume é suficiente para caracterizar o fluido como um todo. A hipétese
do continuo permite estudar as propriedades do fluido através do cédlculo diferencial e/ou

integral, uma vez que a continuidade é fundamental na teoria do célculo, [8].
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2.3 Toépicos da Mecanica do Continuo

A mecanica do continuo estuda a resposta dos materiais sob condigoes de tensao. Ela se
divide em duas partes fundamentais:

- Principios gerais comuns a todos os meios.

- Equagoes constitutivas que definem materiais idealizados.

Os principios gerais sao:

- conservacao de massa;

- balanco de momento linear;

- balango de momento angular e energia;

- lei da desigualdade da entropia.

Matematicamente temos duas formas equivalentes dos principios gerais:

(1) Forma integral, formulada por um volume finito de matéria no continuo.

(2) As equagoes de campo para um volume diferencial de matéria (particulas) em qualquer
ponto do campo de interesse.

O segundo tépico a ser abordado sao as equagdes constitutivas que sao usadas para de-
finir os materiais idealizados. Materiais idealizados representam certas caracteristicas do
comportamento de materiais naturais. Por exemplo, materiais elasticos quando submetidos
a perturbacgoes externas tendem a se deformar e a voltar ao seu estado original apds as per-
turbagoes cessarem. Um outro exemplo é um fluido linearmente viscoso, no qual é baseado na
suposicao de que o estado de tensao depende linearmente das taxas instantaneas de variacao
dos comprimentos e angulos mituos do elemento de volume, [23].

As equacgoes constitutivas descrevem o comportamento dos materiais sob condigoes de

perturbacao a qual sao submetidos e nao somente a sua composicao quimica.

2.4 Cinematica de um Fluido

2.4.1 Aceleragao de uma Particula Fluida em um Campo de Velo-

cidade

A translagao de uma particula fluida esta conectada com o campo de velocidade v = v(xq, 9, 23, ).

A aceleracao pode ser encontrada a medida que uma particula se move num campo de esco-
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amento conforme ilustra a figura 2.3, [14].

Xz

Elemento finito e
particula infinitesimal
no instante t + dt

Elemento finito e
particula infinitesimal X
noinstante t

X3

Figura 2.3: Elemento de fluido e particula infinitesimal nos instantes t e t+dt. Fonte: [1]]

No instante ¢, a particula estd na posi¢ao 1, s, 3 e tem velocidade vy = v(x1, T2, T3, 1).
Apoés um intervalo de tempo dt, a particula se desloca para x + dxq, r9 + dxs, 3+ dxs tendo
entdo uma velocidade viyqy = v(21 + day, x2 + dag, x5 + dag,t + dt). Aplicando a regra da

cadeia para a variacao de velocidade temos:

8% 6vi 81),‘ ov

O indice i representa as componentes da velocidade. Aplicando a derivada temporal em (2.2)

obtemos a aceleracao da particula. Assim:

a_dvi [ Oy, @ju ov; %-F ov; %_'_(%i (2.3)
dt \Oxq ) dt Oy ) dt ors ) dt Ot '
Temos entao:
6’1}1» 81},-
] o 2.4
%= 9t T Via, (2.4)

O primeiro termo do lado direito da equacao (2.4), dv;/0t, é chamado de aceleracao local
e corresponde a variagao da velocidade em um mesmo ponto do campo. O segundo termo,
v;0v;/Ox;, é chamado de aceleragao convectiva e corresponde a variacao da velocidade em

um mesmo tempo em pontos distintos do campo. Ele representa o efeito de uma particula
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de fluido que se move para um novo local no escoamento, onde o campo de velocidade é
diferente, [12].
Convencao de soma de Einstein

Este tépico foi retirado da referéncia [23]. Considere a soma
s = a1, + asxs + ... + apxy,. (2.5)

Podemos usar a equagao anterior sob uma forma mais compacta usando a notacao de soma:

s=> a;z;. (2.6)
i=1

Obviamente, as equagoes seguintes tem o mesmo significado que (2.6):

n n n
S=> ajx;, S= Y Uplm, S= Y ATy (2.7)
j=1 m=1 k=1

Os indices i em (2.6) ou j ou m ou k em (2.7) sdo chamados indices mudos, isto é, a soma
¢ independente da letra usada para o indice. Podemos simplificar ainda mais a forma da
equagao (2.5) se adotarmos a seguinte convencao: Sempre que um indice é repetido uma vez,
entao temos um indice mudo, indicando uma soma com o indice que assume os valores inteiros
1, 2, ..., n. Essa conveng¢ao ¢ conhecida como conven¢ao de soma de Finstein. Usando essa

convencao, a expressao (2.5) pode ser escrita simplesmente como

S = Q;T;j, 8= QjT;, §= UpTy, §= ATy, etc. (2.8)

2.4.2 Taxa de Deformacao de um Fluido

Considere um elemento de fluido que se deforma na dire¢do x; no plano (zq,z3) conforme a
figura 2.4. Sendo assim, a componente de velocidade v, = 0 e a velocidade v; é uma funcao
de x7. Inicialmente o elemento de fluido tem tamanho Az, tal que se deforma continuamente
com o tempo t devido a presenca da velocidade v;. Essa condicao nos leva a trabalhar com
a taxa de deformacao linear e nao com deformacao linear. Entao, a taxa de deformagao do

elemento na direcao x; é definida como a variagao relativa no tamanho do elemento naquela
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X2 Xz

At
v | X1 +AXg

Ax1 Axq+ AL

>
1

v

X X1

Figura 2.4: Deformacao linear de um elemento de fluido em escoamento plano unidirecional.

direcdo, [16]. Em termos mateméticos dizemos que:

_ 1 d _ Uzi4Azy — Uy
Al = o dt (A.’El) = Axl . (29)

Considerando o lado direito de (2.9) suficientemente pequeno,

1 d 01}1

De forma analoga, podemos obter a taza de deformagdo volumétrica, isto é, a taxa de defor-

macao nas diregoes x1, To € T3, assim,

1 d 1 d

LN 7 L N IN NN 2.11
avatV AmlezAxgdt( T1AT2A75) (2.11)

Calculando as derivadas parciais acima, temos entao que a taxa de deformagao volumétrica
¢ a soma das taxas de deformacao linear nas diregoes z1, s e x3 ou o divergente do vetor
velocidade. Isto é,

A=V.7, (2.12)

ou em coordenadas cartesianas retangulares,

81}1 81)2 8’03 - 8vi

A = )
8371 + 81’2 + 81’3 8.’1?1

(2.13)
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2.4.3 Tensor Taxa de Deformacao

Como ja mencionado, um fluido é um material distribuido de acordo com a hipétese do
continuo que se deforma sob tensao tangencial. Nesta secao iremos determinar o tensor taxa
de deformacao ou de cisalhamento para um fluido em escoamento. A figura 2.5 mostra um
elemento de massa fluida em escoamento bidimensional com lados Az e Azs, onde apds um
tempo At, passa a ter uma deformacao angular definida por a e 5. Seguindo a definicao de

taxa de deformacao, a taxa de variacao angular é dado por:

Arg At

b2 Al

A.Yg

Xy

A J

1
X7 B:—Ar

Figura 2.5: Deformagao de cisalhamento no plano (x1,x2) de um elemento de fluido em
escoamento.

1 (da dS 1 .. Oé‘t+At - a’t 5’t+At - ﬁ|t
- —+—]==1 ) 2.14
2(dt+dt> 2&%( At At (2:14)
De acordo com a figura,
e
Al Al Al Al
aleiar + Blirar = arctanTg; + arctanA;l ~ Axlg + A;l, (2.16)
onde
All = (U1’x2+A932 — ’U1|x2)At. (217)
Alg = (U2|w1+Aw1 — U2|m1)At. (218)

Substituindo (2.18), (2.17) e (2.16) em (2.14) e considerando Az; e Az, suficientemente

pequenos,

8.7?2 8331

ldla+p) 1 [0v Ovy
S = ( ) . (2.19)
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A equacdo acima calcula a taxa de deformagao no plano (z1,x3). Para um caso geral, ou

seja, no hiperplano (z1, g, x3), temos

1 (%Z- ov;
p._ 1 L9 2.20
K 2 <(‘3x] 8%) ( )
Ou na forma matricial,
[ P 1 (0 o 1 (o ovs\ |
g 3(Bmeds) s(B i)
g 1(d o o 1(o 9
Dol =1 a(mran) B a(meE) | 221
1(d P 1 (0 o P
G ran) s(ea) e

A expressao (2.20) é o tensor taxa de deformagdo ou tensor de cisalhamento. Importante
notar a simetria de D;;. Este tensor obedece a todas as leis dos tensores cartesianos, tais

como a dos invariantes tensorais, as leis de transformagao e dos eixos principais, [12].

2.5 Equacoes Constitutivas

Diferentes corpos, submetidos a esforcos idénticos reagem diferentemente. Eo que se percebe
quando se submete um fio de ago ou um fio de borracha a um mesmo esforco de tragao, [2].
As equacoes de balanco que serao obtidas posteriormente sao aplicaveis a todos os meio
continuos, mas nao dizem nada sobre a resposta de materiais especificos as cargas de forga
ou temperatura. Para preencher esta necessidade, introduzimos as equacgoes constitutivas.
Matematicamente, a utilidade destas equacgoes é descrever as relagoes entre as equacoes de
campo cinematico, mecanico e térmico e permitir a formulagao de problemas bem postos em
mecanica do continuo, [26]. Idealmente, seria necessario deduzir estas equagdes constitutivas
a partir de imagens moleculares da matéria, porém, as técnicas computacionais atuais nao
sao adequadas para esta tarefa, [4]. Portanto, estas equagoes sao obtidas experimentalmente,
[1], e os resultados sugerem modelos matematicos idealizados para vérias classes de materiais,
[4].

Quando tratamos de equacoes constitutivas, consequentemente levamos em conta o com-

portamento do material sob efeitos de carga e nao apenas de sua composicao.
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Na discussao anterior, foram encontrados as taxas de deformacao de um meio continuo
em funcao dos seus campos de velocidade. Na secao seguinte sera obtido a relagdo dessas

taxas com as tensoes do fluido.

2.5.1 Transferéncia de Quantidade de Movimento

No caso da transferéncia de movimento, podemos encontrar a equacao constitutiva analisando
o experimento de Newton, também conhecido como escoamento cisalhante unidirecional. O

esquema é mostrado na figura 2.6.

Xo
—»
fluido vy (xz) H

dv.
e X,
dx,

Figura 2.6: O experimento de Newton de transferéncia de quantidade de movimento. Fonte:

[16]

Um fluido de altura H estd confinado entre duas placas paralelas, uma moével na parte
superior e outra fixa na parte inferior. Uma forca F' é aplicada sobre a placa superior, de
tal forma que ela produz uma velocidade vg constante. Com isso, surge na placa superior

uma tensao tangencial ¢;;. Para esse caso, de um movimento unidirecional, temos ¢;5. Assim

F
A

podemos escrever t1o = =, com A=Area da placa.

Devido a transferéncia de quantidade de movimento da placa para o fluido, observa-se que
0 mesmo entra em movimento criando uma distribuicao espacial de velocidades, v (xs), que
¢ diretamente proporcional a altura H, ou seja, vi(xs = 0) =0 e vy(ze = H) = vp. Estando
a placa inferior fixa, esta tende a resistir ou frear as camadas de fluido adjacentes, criando
uma distribuigao de velocidades. A variagao da velocidade dv;/dxs é a taxa de transferéncia
de quantidade de movimento, [16].

Newton estabeleceu uma relacao de proporcionalidade entre a taxa de deformacao e a
tensao tangencial, a qual denominou de viscosidade dinamica, pu,

0
by = “(92' (2.22)
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A equagao (2.22) representa a equagao constitutiva de transferéncia de quantidade de movi-
mento para um fluido em escoamento cisalhante em uma tnica direcao.

A intensidade da resisténcia que um fluido exerce para escoar é determinada pela viscosi-
dade, pu. Ela determina a taxa de deformagao de um fluido que é gerada por uma determinada
tensao de cisalhamento aplicada. O ar, por exemplo, possui uma viscosidade 50 vezes menor
que a da dgua que por usa vez possui uma viscosidade 300 vezes menor que a do 6leo SAE
30W, [36]. Os fluidos podem possuir uma vasta gama de valores de viscosidade.

Evidéncias experimentais indicam que a viscosidade também possui dependéncia com a
temperatura, [35]. Isso pode ser observado nas forgas de coesdo molecular dos liquidos e
gases. Quanto aos liquidos, as forcas moleculares sao maiores que a dos gases, entao para
um aumento de temperatura, o espacamento médio entre as moléculas do gas aumenta,
ocasionando diminuicao do atrito e por consequéncia uma mudanga na viscosidade.

Como o estado de tensao de um fluido em movimento de corpo rigido (nao se deforma)
¢ dado por um tensor isotrépico, ao lidar com um fluido em movimento geral, é natural

decompor o tensor das tensoes em duas partes, isto é, a parte hidrostatica

-p 0 0
t_;epouso - _pf: 0 —p 0 5 (223)
0 0 -—p

onde I é a matriz identidade, e a parte dindmica ¢, que depende somente da taxa de defor-
macao de um fluido em movimento, de tal modo que ela é nula para fluidos em movimento
de corpo rigido ou em repouso. E p é um escalar que nao depende explicitamente da taxa de
deformacao, [23]. Dessa forma,

= —pl+7. (2.24)

No caso mais geral, na presenca de deformacao volumétrica e de cisalhamento das trés di-

mensoes a parte dindmica ¢’ é dada pela relagao, [16]:

.2 o - - -
' =2uD — §u(v O+ (V- 0)1. (2.25)

Onde V - @ corresponde a deformacao volumétrica, D é o tensor taxa de deformagao dado

por (2.20) e n é a viscosidade volumétrica, esta ultima é nula para gases ideais. Dessa
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forma, substituindo (2.25) em (2.24), temos a equagao constitutiva para a transferéncia de

quantidade de movimento:

-

— - — 2 — — —
t=—pl+2uD — gu(v -0) I +n(V -0)1. (2.26)

Ou na forma de componentes

2 O
3“5@”

ov,,

0ij + Urme

Em um fluido ideal, © = 0 e n = 0, (como consequéncia, sem deformacao volumétrica) a
expressao (2.27) se reduz a (2.23),
tij = —pij. (2.28)

A equagao (2.28) representa a equagao constitutiva para um fluido em repouso ou em movi-

mento uniforme.

2.5.2 Lei de Fourier

Em um meio continuo ha transferéncia de energia térmica por conducao sempre quando o
mesmo apresentar gradientes de temperatura, ao passo que gradientes de velocidade produ-
zem transferéncia de quantidade de movimento. A equacao constitutiva que relaciona o fluxo
de calor por condugao e temperatura é conhecia como Lei de Fourier [16]. Como exemplo,
considere um sélido em forma de barra, longa e com pequena secao transversal, constituida
de um material homogéneo e isotrdpico, inicialmente com uma temperatura 7' igualmente
distribuida como mostrado na figura 2.7. Ao fornecer calor a uma das extremidades, um
desequilibrio térmico surge ocasionando um fluxo de calor no sentido oposto ao do gradiente
de temperatura, isto é, havera um fluxo de calor da extremidade mais quente para a mais
fria.

A Lei de Fourier é caracterizada pelo vetor fluxo de calor ¢. A relagao entre o fluxo de
calor e o gradiente de temperatura nesse caso € linear na direcao x1, ou seja, ¢q;. Generalizando

para um caso tridimensional temos:

(2.29)
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t= At t = 2At t=3At t=4At Ty

To

fonte I T | Tw

Figura 2.7: Condugdo de calor em uma barra. Fonte: [16]

onde A\ é a condutividade térmica, e que de acordo com a teoria cinética para gases ideais

possui a seguinte forma:

15 kg
— s 2,
A 4m" (2:30)

1

onde kg e m sdo a constante de Boltzmann' e a massa (correspondente a uma molécula do

J
msK *

meio), respectivamente. Sua dimensao é [A\] =

2.6 Fluidos newtonianos e nao-newtonianos

Quando uma tensao de cisalhamento é aplicada num sélido elastico, este se deforma a partir
de sua configuracao inicial até que essa tensao perdure. A deformacao do sélido é mantida
até que o cisalhamento for mantido, e apds a tensao ser removida, o sélido volta ao seu estado
original de configuragao. Quando uma tensao de cisalhamento ¢é aplicada em uma camada de
fluido, este ira deformar-se a partir de sua configuracao inicial atingindo um estado constante,
onde o fluido se deforma continuamente com uma taxa de cisalhamento diferente de zero.
Apoés cessar a tensao de cisalhamento, o fluido ird manter a sua configuracao final mesmo
com a retirada da mesma. Para tais liquidos, nao é necessario nenhum esfor¢go para manter
dada quantidade de deformacao, mas é necessaria uma determinada quantidade de tensao de
cisalhamento para manter uma taxa constante de deformagao, [23]. Todo fluido que obedece
essa caracteristica e as equacgoes constitutivas dadas na secao anterior sao conhecidos como

fluidos newtonianos. O comportamento linear de um fluido Newtoniano pode ser visto na

Ludwig Boltzmann, 1844-1906
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figura 2.8. Alguns exemplos sdo a dgua, ar e gasolina, [14].

Para fluidos nao-newtonianos o esforco de cisalhamento depende da taxa de tensao de
cisalhamento, [35]. Dois exemplos familiares sdo o mel e a pasta dental. A pasta dental
comporta-se como um fluido quando espremida do tubo. Contudo, ela nao escorre por si
s6 quando a tampa é removida. Ha uma demarcacao ou um limite de tensao abaixo do
qual a pasta dental comporta-se como um sélido. Os fluidos nao-newtonianos sao geralmente
classificados como tendo um comportamento independente ou dependente do tempo, [14].
Para muitas aplicagoes em engenharia, numerosas equagoes empiricas tém sido propostas para
modelar as relagoes observadas entre a tensao de cisalhamento e taxa de deformacao. Uma

das mais adequadamente apresentadas é a do modelo de poténcia, que para um escoamento

dU1 "
t1o = — . 2.31
12=C¢C (d:@) ( )

Onde o expoente n é chamado de indice de comportamento de escoamento e o coeficiente ¢ é

unidimensional, [14], é dada por

o indice de consisténcia. Esta equacao reduz-se a lei de Newton paran =1¢e ¢ = pu.
A figura 2.8 mostra a relagao entre tensao de cisalhamento e taxa de deformagao para

alguns tipos de fluidos.

Plastico de
Bingham

Pseudoplastico

Dilatante

Tenséao cisalhante, T

Newtoniano

' 5o, di
Tax_a de deformacéo, &y

Figura 2.8: Tensao de cisalhamento como fun¢dao da taxa de deformagao para um escoamento
unidmensional de vdarios fluidos nao-newtonianos. Fonte: [14]
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2.7 Equacoes de Balanco para Fluidos

A teoria termodinamica dos fluidos tem por objetivo a determinacao de cinco campos esca-

lares, em cada ponto do espaco z e em todo o instante de tempo ¢, [20]:

p(Z,t)—densidade de massa
v; (%, t)—velocidade (2.32)

T(Z,t)—temperatura

O conhecimento destes campos se faz através do uso das equagoes de balanco de massa

(densidade), quantidade de movimento (momento linear) e energia.

2.7.1 Transporte de Reynolds

Na dinamica dos fluidos, é mais comum trabalhar com um volume de controle, definido como
uma regiao do espaco selecionada para estudo, figura 2.9. O tamanho e a forma de um
sistema pode mudar durante o processo, mas nenhuma massa cruza suas fronteiras. Um
volume de controle, por outro lado, permite que a massa escoe para dentro ou para fora
de suas fronteiras, as quais sao chamadas de superficie de controle. Um volume de controle
também pode se movimentar e deformar durante o processo, mas muitas aplicagoes do mundo

real envolvem volumes de controle fixos e nao deformaveis, [12].

Massa Massa
entrando saindo

___/

Volume de controle

""’J‘

- . f
n= ~ e
Normal Seaa 5
. -~
exterior 1 =
’
n
’
n
Massa
saindo

Figura 2.9: Fluzo de massa através do volume de controle. Fonte: [12]

Na mecanica dos fluidos, em geral, é mais conveniente trabalhar com volume de controle
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com as variagoes em um sistema. A relacdo entre as taxas de variacdo no tempo de uma
propriedade extensiva para um sistema e para um volume de controle é expressa pelo Teorema
de Reynolds que oferece a ligagao entre as abordagens de sistema e o volume de controle. Sua

expressao é:
D

OT (T, 1) .
Dt Jv,.t)

(7, t)dV = /V AV [ T s, (2.33)
Onde f(f, t) é um escalar ou uma fungao tensorial com coordenadas espaciais (x1, T2, x3) €
tempo t. Como veremos a seguir, sao exemplos de T'(z,t) a densidade p(z,t) ou momento
linear p(z,t)v(z,t). O volume material V,, coincide instantaneamente com o volume de
controle Vg, e consiste nas mesmas particulas de material em todos os momentos, e portanto,
tem contorno S,, dependente do tempo ao movimento do material. n é o vetor normal para
fora da superficie, [12]. A derivada, D/Dt, na frente da integral do lado esquerdo da igualdade
na expressao (2.33) é chamada de derivada material e enfatiza que o volume de contorno da

integral se move com o material e estamos calculando a sua taxa seguindo os movimentos do

material, [23].

2.7.2 Balanco de Massa

Para uma superficie que se move com as particulas, o fluxo de densidade de massa, p(z,t),
¢ zero, pois se trata de uma superficie material, sendo assim, a massa ¢ uma quantidade
conservativa no processo. Tal caracteristica se da pelo fato que a massa nao pode ser criada
no interior de um volume de controle por meio de agoes externas, [20]. Dessa forma, temos

que

= HdV = 0. 2.34
Dt p(z,t) (2.34)

Podemos usar o teorema de transporte de Reynolds dado por (2.33):
/ 9 oz t)dV = —/ (@ A)dS (2.35)
ve ot s’ ’ '

)
= /VC ple, )V + [ ol )dS =0. (2.36)
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Segundo o Teorema da divergéncia, ou teorema de Gauss: Dado um campo vetorial f qual-

quer, e um volume V no espago envolvido por uma superficie fechada, S, tem-se a igualdade

/V(ﬁ  fav = /S(f-ﬁ)dS. (2.37)
Dessa forma, com f = pi em (2.36), temos:

a —
™ av - (pv)dV = 0. 2.38
57 . pdv+ [ V(o) (239)

Como o volume de controle néo varia com o tempo, o operador /0t pode se distribuir dentro

da integral, [23], entao

/VC lgﬁ +V- (pl_}’)] dv = 0. (2.39)

A expressao (2.39) deve valer para qualquer volume de controle independente de seu tamanho

ou forma. Isso é possivel somente se o integrando for identicamente igual a zero, [12]. Entao

0p =
— - (pv) = 0. 2.4
5 +V - (pt) =0 (2.40)
Ou na forma de componentes
dp  Opy;
— = 2.41

A expressao (2.41), também chamada de Equa¢do da Continuidade, nos diz que a taza de
variagao temporal da massa no interior do volume de controle € igual ao fluxo liquido de

massa através da superficie de controle.

2.7.3 Balanco de Momento Linear

O fluxo de densidade de momento linear ¢ o tensor pressao p;;. O negativo do tensor pressao
¢ o tensor tensao t;;, isto é, p;; = —t;;, [20]. A densidade de momento linear também é uma
quantidade conservativa, razao pela qual a sua producao é nula. O suprimento da densidade

de momento linear se deve a uma forga externa por unidade de massa aqui denominada B:

B . D
7S Bdv = = / 5V, 9.49
/SC + Vo p Dt Vi pY ( )
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Usando o teorema de transporte de Reynolds com T = pU, a equagao (2.42) se torna

/ tdsS + / pBdV = %dv+ pU(v - )dS. (2.43)
Sc Vo Vo Ot So

Em outras palavras, a equagao (2.43) nos diz que: A for¢a total exercida sobre o volume de
controle Vi € igual a soma entre a taxa de variagao de momento linear dentro do volume de
controle e a saida liquida de momento linear através da superficie de controle, [23]. Usando
o teorema da divergéncia dado por (2.37) nas integrais sobre as superficies de controle de tal

forma que fr=1t¢ fy = pti¥, entdo (2.43) se torna:

/ 6-de—/ pBav = [ Llav v [ V. (piv)av (2.44)
Vo Vo Vo (% Ve

Onde v é um vetor produto chamado de produto exterior do vetor velocidade por ele mesmo,
[12]. Reescrevendo a expressao acima
- - Opl o o
/ Vit pB+ PN (o) | aV = 0. (2.45)
Vo 3t

Tomando a regra do produto na parcela V- (pvv) e usando a equagdo do balango de massa

dado por (2.40) temos

—

/ l—ﬁ T+ pB + p@ + (7 ﬁ)ﬁ] AV = 0. (2.46)
Vo 62‘:

A lei integral da conservagao de momento linear sé pode ser satisfeita se o integrando for

nulo para qualquer ponto do espago em qualquer instante, [23]. Entao

—
v =2 = — —

p§+p(?7-V)17—V-t—l—pB:O. (2.47)

Podemos reescrever a expressao acima sob a forma de componentes:

(%i (%i atw
= S B, =0. 2.48

Posteriormente iremos usar B; como sendo o potencial gravitacional por unidade de massa

V. Quando tratamos o balanco de momento linear como um fluido ideal, a equacao (2.48)
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passa a ter somente forcas devido ao gradiente de pressao e a forca externa por unidade de

massa, B;, [35], portanto

8vi 81)1‘ 8])
+ pv; + + pB; = 0. 2.49

P 025 pvj 61’]‘ 8[EZ P ( )

A equagao acima é conhecida como Equacao de Euler, e como ja citado, ela é caracterizada

pela auséncia de termos dissipativos.

2.7.4 Equacao de Navier-Stokes

A equacao de Navier-Stokes sao derivadas parciais que determinam campos de velocidade
e pressao num escoamento. Ela estebelece que mudancas no momento e aceleracao de uma
particula fluida sao o resultado das mudancas na pressao e forgas viscosas dissipativas atuando
no fluido. Tais forcas sao originadas de interagoes moleculares. Diferentemente das equagoes
algébricas, esta equagao estabelece relagoes ente as taxas de variacao ou fluxos, como por
exemplo, velocidade e pressao. Podemos substituir a equagao constitutiva dada por (2.27)

em (2.48) e assim obter,

Ov; 0v; Op
Por tPUige T o T

(2.50)

oy (2 (552 + 52— 53209) +nfzio] + 0B =0

Esta é a equacao diferencial geral da quantidade de movimento ou de Navier-Stokes para
um fluido Newtoniano. A suposicao de que a viscosidade volumétrica, 7, é zero, é conhecida

como suposi¢io de Stokes. Entao a expressao (2.50) toma a seguinte forma:

ov; ov;  Op 0 l o (1 ov; N Ov;  10v,

i _ 2% B; = 2.51
Por TP T 29z, | 0z, 38%5’])]”1 0 (251)

j@xj aIL’l +871’]

2.7.5 Balanco de Energia Interna

A energia total do sistema ird variar em funcao da taxa de calor Q recebido pelo sistema e o
trabalho por unidade de tempo W realizado sobre o sistema, que descreve a primeira lei da

termodinamica, [16]. A taxa de calor Q) é calculado a partir do vetor fluxo especifico de calor
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¢ integrado sobre toda a superficie do sistema, isto é

O=— /SS((;- 7)ds. (2.52)

O sinal negativo indica que o fluxo de calor para dentro do sistema é positivo. O trabalho

W por unidade de tempo realizado pela forcas de superficie sobre o sistema é

W= [ [t 7)-]dsS. (2.53)
Ss
A taxa de variagao da energia total do sistema DF/Dt é igual a soma da taxa de calor

fornecido ao sistema através da superficie, (), e da taxa de trabalho realizado sobre o sistema,

W. Isto é

DE .
— = : 2.54
o —Q@TW (2.54)

Usando o teorema de transporte de Reynolds (2.33) para DFE/ Dt na combinacao das equagoes
(2.52), (2.53), (2.54), e levando em consideragao que £ é um tensor simétrico, isto é, (£-71)-7 =
(t- ) - 7l temos

9] I - 2o
5 e epdV+[gC ep(U - 1)dS = /Sc(q i)dS + SC[(t ) - i)dS, (2.55)

onde € é a energia por unidade de massa. Aplicando trés vezes o teorema da divergéncia dado

por (2.37) com f: €pu, f: qe f: t- ¥ as integrais de superficie de (2.55), notando que

0

o ) epdV = [ %(ep)dV, combinando as integrais de volume, e usando o fato que o integrando

deve ser nulo, temos

;eﬁﬁ-(epm:ﬁ(f- 7)—V-q (2.56)

Usando a equagao da continuidade (2.40) entao (2.56) se torna

pa+p(ﬁ«ﬁ)e:ﬁ~(f- 7)—V-q, (2.57)
ou na forma de componentes
Oe Oe ov;  0g;
- =t _ 2 2.
'0375 +pv]a$j ]8[Ej 3xj ( 58)
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A equagao (2.58) representa a equagao diferencial geral de conservacao de energia.
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Capitulo 3

Cosmologia

3.1 Principio Cosmoldgico

A cosmologia é a ciéncia que estuda a estrutura, evolugao e composi¢gao do Universo através
do método tedrico-observacional para criar e testar modelos. Fstrutura é o problema da
forma e da organizacao da matéria no Universo; evolucdo sao as diferentes fases pelos quais
o Universo passou; composicio diz respeito daquilo que é feito o Universo. A gravidade,
sendo a forca mais fraca entre as quatro forcas fundamentais, é a responsavel por descrever
a dinamica do Cosmos fazendo uso da teoria da relatividade geral.

O principio cosmoldgico é a hipétese de que, em escalas suficientemente grandes (supe-
rior a 100 Mpc), o Universo é ao mesmo tempo isotrépico e homogéneo; Homogeneidade é
uma propriedade fisica/matematica que, ao considerar o cosmos como um todo, o mesmo se
apresenta semelhante para todos os observadores enquanto a isotropia caracteriza o Universo
tendo as mesmas propriedades fisicas independente da diregao considerada, [9].

Este principio foi adotado por Einstein e subsequentes cosmoélogos relativistas, sem qual-
quer ferramenta de observacao experimental. Na verdade, nao era conhecido até a década
de 1920 que as nebulosas em espiral (agora conhecidas como galdxias) estavam fora da nossa
propria galaxia, a Via Lactea - figura 3.1 -, sendo assim, acreditava-se que a Via Lactea era
essencialmente todo o cosmos, [9].

Einstein foi particularmente motivado pelas ideias associadas a Ernst Mach no qual afir-
mava que as leis da fisica sao determinadas pela distribuicao em grandes escalas da matéria.

Portanto, Einstein acreditava que havia uma simplicidade basica para a estrutura global no
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Figura 3.1: Via Ldctea. Fonte: [37].

comportamento local da matéria, como por exemplo, a constante gravitacional G foi pensada

como tendo relagao com a quantidade de massa no Universo, [9].

3.1.1 Radiacao Césmica de Fundo

Para reforcar a isotropia do Universo, pode-se fazer uma analise da radiagao césmica de fundo.
Penzias e Wilson descobriram acidentalmente em 1965 que a Terra é banhada por radiacao
de microondas, com um espectro de corpo negro a uma temperatura de cerca de 3 Kelvin.
Observagoes do experimento FIRAS (Far InfraRed Absolute Spectrometer) a bordo do satélite
COBE (Cosmic Background Explorer) confirmaram que a radiagao é extremamente perto da
forma de corpo negro a uma temperatura de 2.728 4+ 0.001 Kelvin, [24]. O espectro relatado
pela equipe COBE em 1993, como mostrado na figura 3.2, corresponde as previsoes da teoria
do Big Bang quente. Os erros de medicao em cada uma das 34 posi¢oes de comprimento de
onda sao tao pequenos que nao podem ser distinguidos da curva tedrica de corpo negro.
Vale ressaltar que esse espectro de corpo negro puro nunca havia sido observado em
experimentos laboratoriais. Todas as teorias que tentam explicar a origem da estrutura em
grande escala vista no Universo de hoje devem estar em conformidade com as restri¢oes

impostas por essas medidas do COBE, [31].

30



[ T
400 =
Error bars
300 - multiplied by 400 ]
=
E
o
g 200 =
100 — =
0 ] ] i
0 5 10 15 20

Waves per centimetre

Figura 3.2: O espectro da radiagao cosmica de fundo medida pelo satélite COBE comparada
com um aguste da formula de Planck com uma temperatura de 2,74 Kelvin. Fonte: [24]

Além disso, a temperatura proviniente de diferentes partes do céu se mostra uniforme.
Também recentemente tem sido possivel detectar pequenas variagoes, uma parte em cem
mil, entre as intensidades das microondas vindas de diferentes diregoes. Estudos recentes
mostram flutuagoes na homogeneidade e isotropia da ordem de 1077, [24].

A Radiacao Césmica de Fundo remete a idade em que o Universo resfriou do plasma de
barions e elétrons para um fluido de atomos e radiagao. A figura 3.3 mostra como a radiagao
se desacoplou da matéria preenchendo uniformemente o cosmos e carregando informagoes das
flutuacoes de temperatura.

O conteudo do Universo em qualquer tempo é determinado pela sua temperatura e den-
sidade. Nos primérdios, ele era dominado por espécies exoticas de particulas, mas depois
de alguns minutos apds o Big-Bang, hd uma mistura de béarions e fotons a temperaturas de
bilhoes de graus. Dessa forma a matéria barionica é ionizada, até que, depois de uns 380 000
anos ocorre a recombinacao! depois da qual a matéria no Universo é praticamente neutra,

[28]. A tabela (3.1) mostra uma breve histéria térmica do Universo.

IEste nome néo é muito apropriado no sentido que o Universo fica neutro pela primeira vez na sua histéria.
Pode-se falar alternativamente na época do desacoplamento, embora as duas coisas nao sejam exatamente
iguais.
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Figura 3.3: FEsta imagem mostra as flutuagoes de temperatura na Radiacao Cdsmica de
Fundo. A metade superior direita, com melhor resolucao, mostra os dados coletados pelo
satélite Planck da ESA em compara¢ao com seu antecessor, a sonda WMAP (Wilkinson Mi-
crowave Anisotropy Probe) da NASA. Uma por¢ao menor do mapa é destacada e mostrada
em detalhe abaizo. Fonte: [13]

Em resumo, o Universo passou por uma era classica conhecida como tempo de Planck,
onde sua descricao se fez pelo uso da teoria quantica para a gravidade. Depois veio a era
descrita pelo modelo padrao de particulas. E para os dias "atuais”tivemos a formagao de H,
em estrelas e galdxias para entao se iniciar a formacao das primeiras estruturas do Universo.
As transicoes com *, da tabela 3.1, referem-se as fases para as quais nao ha evidéncias

observacionais ou cujos mecanismos fisicos ainda sao desconhecidos, [28].

3.2 Meétrica de Robertson-Walker

Supoe-se que pode-se considerar o Universo preenchido por um fluido continuo, atribuindo a
cada elemento de fluido trés coordenadas espaciais * (a = 1,2, 3). Portanto, qualquer ponto
no espago-tempo pode ser marcado pelas coordenadas z“ correspondente ao elemento de fluido

que passa através do ponto, e um parametro de tempo como sendo o tempo préoprio t medido
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Tabela 3.1: Breve historia térmica do Universo

Evento T(Kelvin) | (segundos)
Tempo de Planck - inicio da era cldssica (*) 1032 1074
Bariogénese (*) 10% 10737
Hadronizacao - aniquilacao p — p 1012 107*
Ntcleossintese - formacao de He, D, Li 101 — 107 | 1072 — 107
Igualdade matéria-radiacao 10% 10'2
Recombinacao - desacoplamento dos fétons 103 104
Primeiras estrelas e galdxias - formacao de H, 10? 101°
Aglomerados de galdxias 10 107
Agora 3 4x10'7

por um relégio que se move com o elemento de fluido. As coordenadas z® sao chamadas de
coordenadas comdveis. As propriedades geométricas do espaco-tempo sao descritos por uma
métrica, [9]. Pode-se mostrar a partir de consideragoes geométricas que a métrica mais geral
do espago-tempo descrevendo um Universo em que o principio cosmolégico é obedecido ¢é da

forma
dr?

m + 7"2(dt92 + 8677,29d¢2) ,

ds® = (cdt)* — a(t)? (3.1)

onde usou-se coordenadas esféricas. r, 6 e ¢ s@o as coordenadas coméveis (r é por convengao
adimensional); ¢t é o tempo proprio; a(t) é o fator de escala césmica ou o parametro de
expansao; a constante K é o parametro de curvatura que assume os valores 1, 0 ou -1,
e correspondem respectivamente, a hiperesfera, espaco Euclidiano e espaco de curvatura

negativa constante, [9], como mostrado na figura (3.4).

3.2.1 Lei de Hubble

A distancia propria, dp, de um ponto P a partir de outro ponto Fy, é a medida mantida por
observadores que conecta P a Py no instante t. Da equacao 3.1 com dt = 0 e # e ¢ constantes

temos

adr’

dp = /Or m =af(r), (3:2)
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Figura 3.4: Ezemplos de espagos em 2 dimensdes: no espaco com curvatura negativa (aberto)
a soma dos angulos internos do triangulo é menor que 180°. No espaco fechado é maior que
180°. Fonte: [9]

onde a funcdo f(r) é, respectivamente,

f(r)=sen™r (K =1),
flr)y=r (K =0), (3.3)
f(r) =senh™r (K =-1).

A distancia prépria no tempo t esta relacionada com o tempo presente, ¢y, por

dp(to) = aof (r) = Zdp(b) (3.4)

onde ag é o valor de a(t) em ¢t = ty. Definindo ag f(r) como a coordenada comével d., temos

a relagao entre a coordenada prépria e a coordenada comédvel, ou seja

Q,
d. = Eodp. (3.5)



A distancia propria, dp, de uma fonte, pode mudar com o tempo devido a dependéncia
temporal do parametro de expansao a. Nesse caso, a fonte em P tem uma velocidade radial

com respeito a origem Fy dado por
_ a
v, =af(r)= adp. (3.6)
A equagao (3.6) é chamada Lei de Hubble e a quantidade
a
H(t) = - .
(=" (37)

¢ parametro de Hubble que mede a taxa de expansao em qualquer tempo ¢ para qualquer
modelo que obedece ao Principio Cosmoldgico. Os resultados atuais do WMAP mostram
que a constante de Hubble, Hy, tem um valor de 71,0 + 2,5 (km/seg)/Mpc. Se os dados do
WMAP forem combinados com outros dados cosmoldgicos, a melhor estimativa é 71,4 + 1,4

(km/seg) /Mpec, [38].

3.2.2 Desvio para o Vermelho (Redshift)

No século passado, descontado o movimento aparente das estrelas devido a érbita da Terra
ao redor do Sol, acreditava-se que o Universo seria estatico. Mesmo Einstein acreditava
nisso pois nao havia evidéncias observacionais do contrario. Mas em 1929, com o uso da
espectroscopia, o astronomo norte americano Edwin Hubble, observou que as galaxias estao
se afastando de nos, [30]. Uma das evidéncias observacionais na cosmologia é que quase tudo
no Universo parece estar se afastando (tomando a Via-Lactea como referencial), e quanto
maior a distancia, mais rapida sua recessao parece ser. Estas velocidades sao medidas através
do desvio para o vermelho (redshift), o que é, basicamente, o efeito Doppler aplicado as ondas
de luz. Galaxias tém um conjunto de absorcao e emissao de linhas identificaveis nos seus
espectros, cujas frequéncias caracteristicas sao bem conhecidas. Se a galdxia estd se afastando,
as linhas caracteristicas se movem em diregao a extremidade vermelha do espectro, [24]. A
figura (3.5) mostra a velocidade contra a distancia, um grafico conhecido como diagrama de
Hubble.

Consideremos uma linha de absorcao particular cujo comprimento de onda, como medido

aqui na Terra é \., no tempo t.. O comprimento de onda que medimos para a mesma linha
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Figura 3.5: Rela¢do velocidade-distancia entre galdzias. Os dados (circulos preenchidos) sdo
da referéncia [5] e [29]. A linha completa é um ajuste de acordo com a lei de Hubble [17],
enquanto a linha tracejada leva em consideracao correcoes de sequnda ordem, resultando em
uma melhor reproduc¢ao dos dados. Fonte: [5][17][29].

de absor¢ao em um espectro de galdxias distantes é, Ao, no tempo t, (origem do sistema de

coordenadas), [31]:
o= A
==

P (3.8)

A fonte esta se movendo com a expansao do Universo com coordenada comoével r. A
radiagao viaja ao longo de um raio de luz (geodésica nula) a partir da fonte para o observador

tal que, ds? = 0, portanto

to cdt r dr
J. = b =T = 0 39

A luz emitida a partir da fonte em t, = t. 4 0t. alcanca o observador em ¢, =t + dty. Dado

que a func@o f(r) ndo muda pelo fato de r ser uma coordenada comével e a fonte e observador
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se moverem com expansao cosmica, pode-se escrever

to cdt
L =10 (3.10)

se 0t e 0ty sao pequenos, (3.9) e (3.10) implicam que

o _ i "
ag a’ ’

Se, em particular, 5t = \./c e 0ty = Ag/c, (c=velocidade da luz no vécuo), temos a relacao

U (3.12)
a

que é desvio para o vermelho da luz. Se a aumenta temos o redshift. Alternativamente se

a diminui entao temos o blueshift, [34].

3.2.3 Parametro de Desaceleracao

Se expandirmos o parametro de expansao césmica a(t) em uma série de poténcia, isto é
1
a(t) = ag[l + Ho(t — to) — §qOHg(t —t0)? + .., (3.13)

podemos definir a relagao

d(to)ao
que é chamada de parametro de desaceleracao. O sufixo 707 se refere ao fato de que ¢y =
q(to). Tendo H(t) dimensao de tempo inverso, o parametro ¢ é adimensional. Dessa forma,

qo assume valores negativos para a expansao acelerada e valores positivos para expansao

desacelerada, [9].

3.3 Equacoes de Friedmann

As equacoes de Einstein da relatividade geral relaciona as propriedades geométricas do espaco-
tempo com o tensor energia-momento que descreve a composi¢ao do Universo, [9]. Em

particular, para um fluido perfeito homogéneo e isotrépico com densidade de energia pc? e
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pressao p, as solucoes das equagoes de Einstein sao as Equacdes de Friedmann:
-2 2 8 2
a*+ K¢ = ngpa : (3.15)

Podemos combinar a expressao (3.15) com a equagao da densidade de massa para um Universo

homogéneo e isotropico que é definida como:

ﬁ+3(p+§>2=0; (3.16)

E assim obter a equacao para a aceleragao cosmica:
4 p
i=——-nG —1—3) a. 3.17
3" (p c? ( )

Para um fluido sem pressao e considerando um Universo plano (K = 0) as expressoes (3.15)

e (3.17) tomam a seguinte forma:

a\? 8nG

ayN _ 1
(5) =5 (3.18)
a drG

Estas equacoes serao usadas posteriormente para o estudo da instabilidade de Jeans para um

Universo em expansao.

3.4 Equacao de Poisson

Esta se¢ao baseia-se em [33]. Ao se estudar o campo gravitacional § devido a massa punti-
forme m, considera-se um volume V' qualquer, que contenha a massa m e que n seja o vetor
unitario normal a superficie S que limita o volume V' como mostrado na figura 3.6 Calcula-se

a seguinte integral de superficie

I= /S i - §ds. (3.20)

O significado fisico ou geométrico desta integral pode ser observado introduzindo-se o
conceito de linhas de forca, desenhada em todos os pontos do espaco na diregao de ¢, e
de tal maneira que o nimero de linhas, por unidade de area, em qualquer ponto, é igual a

intensidade do campo gravitacional. Entao I sera o nimero de linhas cortando a superficie
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Figura 3.6: Massa m contida no volume V. Fonte: [33]

S e denominada fluzo de g através de S. O elemento de angulo sélido df? compreendido na
posicao da massa m por um elemento de superficie d.S é definido como a area varrida, sobre
uma esfera de raio unitario, por um raio que varre, em torno de m, um elemento de area dS.

Esta area é

dScosb

ds) = R (3.21)
A partir da figura 3.6 temos a relagao
A mGcost
Substituindo as duas relagoes acima na integral I, o resultado sera
[= / “mGdQ = —4rmG. (3.23)
S

A integral I é independente da posicao de m no interior da superficie S. Como o campo
gravitacional de um nimero qualquer de massas ¢ a soma dos seus campos individuais, para

uma superficie S envolvendo um conjunto de massas m;, temos:
1= [ §ds == 4zmG. (3.24)
S i
Para uma distribuicao continua de massa no interior de .S, esta equagao torna-se

/S i Gds = — /v 4 GpdV. (3.25)
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Usando o teorma da divergéncia ou de Gauss dado por (2.37) no primeiro membro desta
equacao:

/ﬁ-gdsz/ V- gdv. (3.26)
S 1%

Subtraindo a equacgao (3.25) da (3.26), chega-se ao seguinte resultado:
/ (V- §+4rGp)dV = 0. (3.27)
v

Como a equagao (3.27) deve ser valida para qualquer volume V' e isto s6 pode ser verdadeiro

se o integrando se anular,

V. §=—47Gp. (3.28)
Esta equacao em coordenadas cartesianas tem a seguinte forma

dg1 | Oga | 0Ogs .
B, + D + oy AnGp(z1, T2, T3). (3.29)

Quando p(x1,x9, x3) é conhecido, podemos determinar univocamente o campo gravitacional
(91, 92, 93), adicionando a condi¢ao limite que ¢ — 0, quando |r| — oo. Substituindo o
resultado acima na equagao que relaciona forca e energia potencial, § = §¢, obtém-se a

seguinte equagao para o potencial:
V3¢ = —4rGp (3.30)

Esta relacao simples determina ¢(z1,xs,3) univocamente, acrescentando a condi¢ao que
¢ — 0 quando |r| — co. A expressao (3.30) chama-se Fquagao de Poisson. As equagoes desta
forma sao encontradas frequentemente na teoria fisica. Por exemplo, o potencial eletrostatico
satisfaz uma equacgao da mesma forma, onde p é a densidade de carga elétrica. Se p = 0, a

equacao (3.30) toma a forma da Equagdo de Laplace, V¢ = 0.

3.5 Teoria da Formacao de Estruturas

Nesta secao, faremos andlises das flutuagoes de densidade para um Universo estatico sem
dissipacao. Vamos introduzir as equagoes de fluido da Cosmologia Newtoniana para descre-

ver o estudo sobre o mecanismo de crescimento das estruturas no regime linear e obter o
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comprimento de Jeans em termos de comprimento de onda.

3.5.1 Teoria de Jeans

O fisico, astronomo e matematico britanico, James Hopwood Jeans demonstrou em 1902, a
existéncia de uma instabilidade na evolugcao de nuvens de gés, na tentativa de compreender
a formagao de estrelas e planetas. Tal instabilidade hoje é conhecida como instabilidade de
Jeans ou instabilidade gravitacional.

Em cenarios astrofisicos, a teoria mais simples que descreve a agregagao de massas no
espaco ¢ a instabilidade de Jeans. O sistema é composto por particulas que podem agregar-
se, dependendo da magnitude relativa da forca de pressao e da forca gravitacional. Sempre
que a pressao interna de um gas é muito fraca para equilibrar a forca de auto-gravidade de
uma perturbacao de densidade de massa, um colapso ocorre, [21]. A instabilidade de Jeans
compreende o processo de formagao de estrelas, planetas, cometas, asterdides e outros objetos
astrofisicos, [18].

A expansao do Universo nao era conhecida em sua época, por isso seus cédlculos foram
realizados no contexto de um fluido estatico. Seu trabalho levou em consideragao um fluido
homogéneo e isotropico, cuja demonstragao foi a de que pequenas flutuacoes na densidade,
dp, e velocidade, dv, podem evoluir com o tempo. Tais flutuagoes sé ocorrem se o efeito
de pressao for muito menor que o efeito de auto-gravidade. Isto é, sendo a gravidade uma
forca atrativa e as componentes de pressao pequenas, ocorre uma aglomeracao de matéria
em uma determinada regiao causando um aumento da densidade nesse ponto. Quanto mais
matéria for agregada maior serd a sua densidade, resultando em uma instabilidade que pode
induzir a um colapso, [9]. Esse colapso obedece a uma fungao exponencial, que serd descrito
posteriormente.

Para uma simples analise da instabilidade de Jeans, consideramos uma esfera homogénea
de massa M, e raio A contendo uma pequena flutuacao de densidade, dp > 0. A flutuacao
ird crescer se a forca de auto-gravidade por unidade de massa, Fj, for maior que a forca de
oposigao resultante da pressao por unidade de massa, F},, [9], ou seja
_GM _ GpN° PN vd
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onde v} = p/p é a velocidade adiabética do som. Para que ocorra o crescimento temporal
da densidade, o critério se baseia na relacao entre o comprimento de onda tipico de uma

flutuacao, A\, e o comprimento de onda de Jeans, A, de tal forma que

Vs

(3.32)

O colapso da nuvem ird ocorrer se o comprimento de onda tipico de uma flutuacao for maior

que o comprimento de onda de Jeans, [3], [15].

3.5.2 Teoria de Jeans para Fluidos

Para descrever a evolucao newtoniana de um fluido, vamos introduzir aqui as equacoes de
balango que regem os parametros do fluido: a densidade p, a velocidade v (com componentes
v;) e a pressao p, na presenga do potencial gravitacional ¢. Para este caso, iremos descon-
siderar termos dissipativos como viscosidade e conducao de calor. Entao, podemos usar as
equacoes de balanco obtidas na secao 2.7:

- Balanco de massa:

dp  Opv;

=0. (3.33)

- Equacao de Euler:
ov; 0’014 dp 0o

— =0. 3.34
P ot P Oz, * ox; + p@xi ( )
- Equacao de Poisson:
&¢ A 0 (3.35)
J— 7T P . .
8xj893j p

- Equacao da conservacao da entropia por unidade de massa:

0s O0s

Onde p = p(p, s). A equagao da entropia foi adicionada pois nessa primeira andlise estamos
desprezando termos dissipativos. Neste modelo, estamos fazendo uma abordagem newtoniana
para um Universo estatico. A hipdtese fundamental dessa andlise é uma solucao estatica e
uniforme, [7], isto é, p = const, © = 0, p = const, § = const e ¢ = const.

Vamos agora adicionar pequenas flutuacoes nas solugoes nao perturbadas, isto é, p =
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o4 08p, v; =0vi, p=p+0p, s=25+0s, ¢ =+ 0p. O sufixo til representa a quantidade
inicial e § a flutuagao ou perturbagao. Introduzindo estas solugoes nas expressoes (3.33) a

(3.36) e desprezando perturbagoes de segunda ordem, temos

85P N@(;vj .
o P or, = (3.37)
_0dv;  (Op\ 9dp (dp\ 0ds = _0dp
Tor T (8/))8 O <8s>p oz, 7oz, =V (3.38)
9%5¢
—4nGep = |
D m; TGP =0, (3.39)
dds
o (3.40)

A condicao 8%/8%81’]- = 0 nao satisfaz a equacao de Poisson devido ao fato de que seu
lado direito se refere a densidade de massa do sistema auto-gravitante. A fim de eliminar
esta inconsisténcia, faz-se o uso do "Jeans Swindle”, que considera que a equacao de Poisson
¢ valida apenas para a densidade perturbada e potencial gravitacional perturbado, [19].

O sistema de equagoes acima possui cinco solugoes: Duas do tipo adiabaticas longitudi-
nais, uma do tipo entrépica e duas de modo transversais. Para encontra-las vamos considerar
solugoes na forma de ondas planas na diregao x1, isto é, considerando apenas as longitudinais,
logo

Sty = 6 (t)e 1, (3.41)

onde, n = 1,2, 3,4, e du,, representam as perturbagoes para dp, 0v;, d¢ e ds, respectivamente.

Sendo 9,, dependente apenas do tempo, podemos procurar solugoes na forma
Sn(t) = Sone™". (3.42)
Entao as perturbacgoes tomam a seguinte forma:

op = pellwikai), (3.43)
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= t(wt—kx1)

ve
v = 0 : (3.44)
0
5 = gel@i=hz1) (3.45)
s = 5elWi—ka1), (3.46)

Onde k é o vetor de onda, w é a frequéncia, e p, v, ¢, 5 sao as amplitudes de perturbacao.

Substituindo (3.43) a (3.46) em (3.37) a (3.40) temos

wp — kpo =0, (3.47)
2~ ~ op\ _ ~ 7
kvgp —wpv + k 9 ) ° + kpp =0, (3.48)
)
4rGp+ k*¢p = 0, (3.49)
w5 = 0. (3.50)

Em um fluido, mudancas infinitesimais insentropicas na densidade e pressao se propagam

através do meio com velocidade finita definida como v? = (g—i)s. Esta é a velocidade adi-
abética do som, [22]. Uma andlise de solu¢ao para o sistema de equagdes acima pode ser
feita levando em consideracao solugoes dependentes do tempo, ou seja, w # 0, implicando
em (3.50) que 5§ = 0. Nesta situagdo temos uma solugao do tipo adiabatica. Dessa forma,

tomando s = 0 em (3.50) e (3.48) o sistema de equagdes acima se reduz a

w —kp 0

IS
I
(@]

I{Z’U2 _wp’“ kﬁ (351)

A G 0 k2 0]
Este sistema admite solugoes nao-nulas para p, v e ¢ se e somente se seu determinante for nulo.
Portanto, obtemos a relacao de dispersao de Jeans para um Universo estatico na auséncia de

termos dissipativos:

w? = v2k? — 4nGp. (3.52)
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Para w = 0 e considerando o fato de que A = 27 /k, obtemos

-\ /2
A= — .
=) (359

que é chamado comprimento de Jeans. Nota-se a mesma dependéncia de G, p e v, descrito
na equagao (3.32).

Quando k em (3.52) é suficientemente grande, isto é, k? > 4:—? o lado direito da relagao
de dispersao de Jeans é positivo, assim w ¢é real e as perturbacoes variam periodicamente
com o tempo conforme ilustra a figura (3.7). Nota-se que a amplitude da perturbacdo e o
comprimento de onda se mantém constantes, isso porque nao estamos considerando termos
dissipativos e expansao do Universo, respectivamente. Entao para o caso em que A < A; a

frequéncia angular obtida de (3.52) é

0.57

-0.51

-1

Figura 3.7: Fvolugao da perturbacao para A < Aj.

1/2

1— (;Jﬂ . (3.54)

w = :|:Usk'

Das equagoes (3.41) e (3.42) obtemos que

5 .
9P _ §yelithwrtwt)] (3.55)
Po
A\ 97 1/2
v = Fusdy [1 - (A> ] lithmEw)], (3.56)
J
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A\
6p = —ov3 <)\J> elitkz£at)] (3.57)

que representa duas ondas de som nas dire¢oes £k, com dispersao dado por (3.54). A

velocidade de fase tende a zero para A\ — \;. Para essa solugao, nao ha colapso da nuvem.

No limite, & — oo, a relagdo (3.52) se torna, w? = v2k? e nesse caso temos uma so-

lugao para ondas de som isotérmicas e qualquer compressao é restaurada pelo aumento de

pressao. Novamente nao temos um colapso da nuvem ou formacao estelar. Na situacao em

4rGp
2
Vs

que k% <

, w tem solucao imaginaria na forma de +i&, onde & é real. Portanto, existem
perturbacoes proporcionais a e que crescem ou descrescem exponencialmente com o tempo

como ilustrado na figura (3.8). Entao quando A\ > \; a frequéncia ¢é imaginéria,

2.24

Figura 3.8: Fvolugao da perturbacao para A > \j.

1/2

w = Fi(47Gpo)'/? [1 — (AA‘])Q] : (3.58)

e as perturbagoes sao instaveis. Nesse caso, temos

) )
0P _ syelitharwn] (3.59)
Po
5 a2
07 = q:f(zlepo)l/? [1 — (;) ] elilkarzwt)] (3.60)
A 2
0 = —dgu <A> elitkar£wt)] (3.61)
J
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Esta condi¢@o representa uma solugdo nao propagadora (onda estacionaria) de amplitude
crescente ou descrescente. A escala de tempo caracteristico para a evolugao desta amplitude
é

~1/2

T = |w| ™t = i(4nGpy) V2 [1 — (AX]) ] : (3.62)

Entao, é somente a condicao em que A > \; que leva a instabilidade das perturbagoes e por

consequéncia a condensacao gravitacional.
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Capitulo 4

Instabilidade gravitacional com
pressao e energia interna em funcao

da densidade e temperatura

Neste capitulo serd obtido o comprimento de Jeans tendo a pressao e a energia interna como
funcoes da densidade e temperatura, onde esta ltima se refere a temperatura do gas. Nesse
sentindo, a equacao da entropia sera substituida pela expressao do balanco de energia interna.
Novamente nao sera considerado termos dissipativos, e as equagoes de balanco sao:

- Balanco de massa:
dp  Opv;

- Equacao de Euler:
ov; ov;  Op [9J0)

i) , =0. 4.2
- Equacao de Poisson:
PO prGp—0 (4.3)
—4nGp = 0. .
0xj8xj P
- Equacao de balancgo de energia interna:
Oe Oe v,
- - ~—J . 4.4

Onde p =p(p,T) e € = e(p, T).

Perturbando o sistema, e considerando solucoes sob a forma de onda plana na direcao x1,
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temos

ﬁ i(wt— ka?l (45)
i(wt—kx1)

(4.6)

¢ = ¢+ pel@i=km), (4.7)

T =T + Tel@t=kz), (4.8)

Os sufixos til e barra representam a quantidade inicial e amplitude de perturbacao respec-

tivamente. Substituindo estas soluc¢oes nas expressoes (4.1) a (4.4) e com (g—;) = ¢, (calor
p

especifico a volume constante) temos

wp — kpv =0, (4.9)
k 8p> -k (31)) _ -
p <0p Tp p\IT )], (4.10)
k*¢ + 4nGp = 0, (4.11)
[0\ _ . _ -
—wp () p + pkv — we,pT = 0. (4.12)
ap)

Pode-se otimizar o sistema acima substituindo a expressao (4.11) em (4.10), assim temos um

sistema linear com trés equagoes para p, v e 1"

w —kp 0 p
k (O 4G k (O — _
B(3), -4 —w k() || 7] =0 (4.13)
—wp (%)T kp —WPCy T
Este sistema admite solugoes nao-nulas se o determinante for nulo. Logo
0 k2 0 k2 0 0
W=k (L PRI (e i R e Y () I (4.14)
op) oT ) oT ap) r
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Usando as relagoes termodinamicas
0 1. (0
(&), =5 =7 (&)
p)r P )

), = (), (3)

) I — 4.16
<8p T oT » dp ) ( )
e substituindo em (4.14),

o (oY | T (op\ (9
cy \Op ) vp2 8Tp8Tp

O termo no colchetes representa o calor especifico a pressao constante, c,, entao (4.17) se

(4.15)

— 47 Gp. (4.17)

torna

w? = k2 (gi)  _ 4rGp. (4.18)

T Cv

Sendo (g—i)T 2 a velocidade térmica do som, v%, obtemos
w? = v2k? — 4nGp. (4.19)

A equagao (4.19) é a relagao de dispersao de Jeans para pressao e energia interna como fungao

da densidade e temperatura. Nota-se claramente o mesmo resultado de (3.52).
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Capitulo 5

Instabilidade gravitacional para um

Universo estatico e dissipativo

Neste capitulo sera obtida a expressao de Jeans para um fluido dissipativo em um Universo
estatico. Vamos usar novamente as equacoes de balanco e de Poisson mas agora considerando
viscosidade e conducao de calor. Para isso, sera necessario o uso das equacoes constitutivas
que sao o tensor das tensoes, t;;, para descrever a viscosidade e a Lei de Fourier, g;, para a

conducao de calor.

5.1 Relacao de Dispersao de Jeans

Equagoes de balanco:

- Balanco de massa
Jp  Opv;
— = 0; 5.1

- Balanco de momento linear

8% avi 8tij i 8925 .

_ =0 5.2
P 815 * p/Uj 8xj 8xj p@xl ’ ( )
- Balanco de energia
€ Oe 8%‘ a’l)i
p(?t +pv]8$j * 61’]‘ j@xj ( )
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- Equagao de Poisson
9?¢

—4nGp = 0. (5.4)

As equagbes constitutivas para t;; e ¢; sdo expressas por (2.26) e (2.29):

- Tensor tensao

1 8vi an 1 8Un
tij = —p5ij + 2/J [2 (830] + al'z> — 3%(5z]‘| . (55)
- Lei de Fourier
oT

O termo onde temos a viscosidade volumétrica, 7, foi desprezado pois estamos tratando da
suposicao de Stokes, onde n = 0. Substituindo as equagdes constitutivas (5.5) e (5.6) nas
equagoes de balango (5.2) e (5.3) e usando solugoes sob a forma de onda plana unidimensional

na direcao z,

p=p+peti, (5.7)
,l—)e‘(wt—kxl)
; (
0
T =T + Te'@ika1), (5.9)
b = ¢+ peit=hm), (5.10)

temos o seguinte sistema linear para p, v e T,

w =P 0 p
kAo — ATGE gl — P kkz p kv | =0 (5.11)
0 —iEB T dwiksp 4 N2 || T

Este sistema admite solugoes nao nulas se o determinante for nulo. Fazendo o célculo do

determinante e considerando o fluido como um gas ideal de tal forma que

k
p=-2pT, (5.12)
m
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— % <p _ kBpT) -0 (5.13)

(&), =5 b= ().

86 . 3]{33
(2) -2t o10

temos a relagao de dispersao de Jeans para um fluido com viscosidade e conducgao de calor:

o2 [0 i 5.15
() [ (s i 2] o

+2 (14 4262) = 0.

w2

Onde v = g%T é a velocidade adiabdtica do som. Os tios foram omitidos de (5.15).

Fazendo as seguintes substitui¢oes em (5.15):

k= k.ky, (5.16)
w = wyvgky, (5.17)
15kp
A= 20 1
_ by (5.19)
PoUs

Obtemos
—w? [i303k3] + w? [ Zo3k3k2] po+

. [ 03R3k R + i5v3k3R2 — i67Gp| + (5.20)

+ {15%6‘;}/{3 — %vgk?,kﬂ o = 0.
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Introduzindo o nimero de onda de Jeans, k% = 47Gp/v%, a equagao (5.20) se reduz a

Wit o 12K w4 |1 = k2 = ] ot
(5.21)
ipo |3h? — 3k = 0.

Esta ultima equacao, é a relacao de dispersao de Jeans para um fluido viscoso e condutor
de calor em um Universo estédtico. Na auséncia de viscosidade, o = 0, a equagao (5.21) se
reduz a

w2 — k2w, +w, =0, (5.22)

e ao usar (5.16) e (5.17), se torna
w? — k*% +47Gp = 0. (5.23)

que ¢ a relagao de dispersao de Jeans para um fluido sem dissipagao como discutido na secao
3.5.2. A expressao (5.21) nos exibe solugoes na forma w, = a + ib. Para obter a perturbagao
referente a estas raizes, inserimos as mesmas na expressao (3.42) e a reescrevemos para termos
de seno e cosseno,

5(t) ~ et = et — [eos(at) — isen(at)]e™, (5.24)

e extraindo a parte real podemos definir a perturbacao como sendo
5(t) ~ ecos(at). (5.25)

Nas duas segoes seguintes vamos adotar os valores de k, = 0,5 e k, = 1,5. Estes valores foram

atribuidos com o objetivo de obtermos as condicoes em que A > \; e A < A\j, respectivamente.

5.1.1 k.=0,5

Primeiramente adotamos k, = 0, 5 para trés diferentes valores de iy como descrito na legenda
da figura 5.1. Essa condigao em que k, < 1, nos leva a transformagao definida por (5.16) onde
podemos ver que k < k; ou A > \;. Entao, neste argumento, as perturbacoes sao instaveis e

a fungao tem um crescimento no tempo que obedece a fungao exponencial definida por (5.25)
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coma=0eb>0.

A curva para pug = 0 representa a perturbacao de Jeans para um fluido sem dissipacao
e foi incluida para mostrar como a viscosidade interfere na perturbacao tal como o niimero
de onda k,. Em outras palavras, quanto menor é o coeficiente de viscosidade, maior é a
aproximacao das solucoes de um fluido com dissipacao para um fluido sem dissipacao. Nesta
situacao em que k < kj, as perturbacoes sao instdveis e temos uma possibilidade de formacao

de estruturas.

221
2,
1.8 —— =0
5 1.6 — =1
— Up=0,5
1.4 1y = 0.2
1.2
1,5
Figura 5.1: Fvolu¢ao da perturbacdo para X\ > Aj.
5.1.2 k., =1,5
14 /'\\ /"\\
051 \\\ F [
1\ / \ / \ ———
6 0 T / T \/'Fﬁlx \‘ 7 _%:0’12
\\ f 71 j\ 6/ g‘\ 10 Hp=02
\ \ / \ t / _"1“0:0’5
-0.5 \ / \ / \ /
-1 e — ~

Figura 5.2: Fvolucao da perturbagao para A < \j.

O grafico 5.2 mostra como a flutuacao se comporta para um valor de k, = 1,5. A linha
tracejada representa a solucao de Jeans para um fluido sem dissipacao. Para esta condigao

em que k, > 1 e por consequéncia k > kjy ou A < \j, a perturbacao oscila periodicamente
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no tempo com gradual queda na amplitude de oscilagao. Essa taxa de amortecimento pode
ser interpretada pela presenca da exponencial como produto da funcao cosseno na equacao
(5.25). Para essa escolha de k., obtemos valores de b < 0 e a # 0, mostrando que a fungao
respeita uma taxa de decaimento na amplitude de oscilagao que depende do coeficiente de
viscosidade. Dessa forma, a taxa de decaimento da amplitude da onda sera tanto maior
quanto maior for o valor da viscosidade no fluido. Nota-se também que o comprimento de
onda se mantém constante no tempo, pois a principio, nao estamos considerando a expansao
do Universo. Nesta situagao em que k£ > kj, a perturbacao é estavel e temos apenas a
propagacao de uma onda acustica.

Portanto, existem valores de nimero de onda tal que este favorecera ou nao a instabili-
dade de Jeans em um Universo estatico sob influéncias dissipativas. Sendo que para valores
onde k£ < kj, a perturbacao respeita uma funcao exponencial crescente que resulta numa
instabilidade e por consequéncia na formacao de estruturas. Em contra partida, para a con-
di¢ao em que k > kj, a curva mostrou-se peridédica no tempo, desfavorecendo a instabilidade
gravitacional.

No préoximo capitulo vamos fazer uma analise da instabilidade de Jeans em um fluido

dissipativo para um Universo em expansao.
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Capitulo 6

Instabilidade gravitacional para um

Universo em expansao e dissipativo

A teoria original de Jeans da instabilidade gravitacional para um Universo estdtico nao pode
ser aplicada a um modelo cosmolégico em expansao. Neste capitulo, o objetivo é traduzir
a linguagem usual da instabilidade gravitacional no contexto dos modelos de Friedmann.
Vamos assumir um Universo dominado por matéria sem pressao. Numa primeira analise que
serd feita na secao 6.1 vamos desprezar termos dissipativos como viscosidade e condugao de

calor.

6.1 Comprimento de Jeans e perturbacao da densidade
na auséncia de dissipacao

Equagoes de Balango:

- Balanco de massa
Op | Opvi

- Balanco de momento linear

ov; ’ ov;  Jp )0,

=0; 2
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- Equagao de Poisson

9?¢
—47Gp = 0; 6.3
- Balanco de energia interna
Oe Oe v,
- L 0. 6.4

Para esta situagao onde estamos desconsiderando termos dissipativos, o tensor das tensoes t;;
apresenta somente o termo que descreve o negativo do gradiente de pressao, isto ¢, t;; = —pd;;.
E a conducao de calor definida por (2.29) é zero pois a condutividade térmica é zero. O sistema

de equagbes acima admite solugoes estaticas (ndo perturbadas) da seguinte forma:

) = po () (6.5)
(t) = (6.6)
o(t) = ngﬁxixi; (6.7)

T(t) =Ty (C;O)Q . (6.8)

Com € = €(p,T) e p = p(p,T) e po e ap constantes. A solugdo para a temperatura de
equilibrio, T(t), é obtida inserindo as solugoes estdaticas na equagao de balanco de energia
interna. Esta temperatura é atribuida macroscopicamente para todo o gas.

As perturbacoes nao podem ser do tipo e’ pois as amplitudes de perturbacao sao de-
pendentes do tempo devido ao parametro de expansao a(t). Devemos também observar que
o vetor de onda k correspondente a um comprimento de onda A também varia devido a

expansao do Universo, isto é,

27 21 ag ag q
po 2T _2ma g a4 6.9
A Ao @ " q a (69)

Sabendo que as equagoes de movimento de primeira ordem sao espacialmente inomogéneas

de modo que se pode tratar solugdes sob a forma de onda plana, [7], vamos introduzir uma
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pequena flutuacao nas solugoes de equilibrio, logo

a, 3 QTIT
p=po (%) +pit)e ™, (6.10)
a _ i qrer
V; = aﬂ?l + ’Ui<t)€Z a (611)
2 Q7 T
o= *WGp.TZ.Iz +p(t)e e, (6.12)

‘Irzr

T:T0<CZ)) T (e (6.13)

O fator 1/a(t) representa a taxa de redugao do comprimento de onda para a expansao do
Universo. Substituindo o conjunto de solugoes (6.10) a (6.13) nas equagdes de balancgo e

considerando ondas longitudinais na dire¢ao z; obtemos

P32l 1ipdy—o, (6.14)
p ap a
.a_ qkps . _a_
v+ —v+i——T —idnG—p =0, (6.15)
a am q
- b 92
T4+2T+ic1%5 = 0. (6.16)
a 3 a

Para um Universo em expansao, tanto a solucao estatica e perturbada da densidade e do
potencial gravitacional satisfazem a equacgao de Poisson, por esse motivo nao é necessério
fazer o uso do Jeans Swindle. Vamos introduzir o contraste de densidade J, = p/p na
equagao (6.14) para obter a amplitude de perturbagao da velocidade e sua primeira derivada

e relagao ao tempo que sao

b=——0 1
0= (6.17)
e
. a a -
V=—0——0 1
v CEU Zq P (6 8)

respectivamente, e substituir na expressao (6.15) que passa a ser

kT 2 kpT -
Op+2- “5, <QB—4 Gﬁ) 5y + LT —, (6.19)
m as m
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Introduzindo também o contraste de temperatura o = T'/ T e sua primeira derivada que é

op = = +2-= (6.20)

T T
T a'Tl

na expressao (6.16) obtemos

5r = =0, (6.21)

Substituindo (6.21) em (6.19) obtemos uma equagao diferencial de segunda ordem para a per-
turbagao da densidade em um Universo em expansao com auséncia de viscosidade e conducao

de calor:

. A . 2
8, + 2%5,) + (fﬂvg - 47rGﬁ> 5,=0. (6.22)

2 _ 5kpT
Ondevs—3 B

As solugoes da equagao (6.22) dependem do modelo de background relativo a onde as

perturbagoes sao definidas. Neste modelo,

1

p= ——— 2
P~ 6rGe (6:23)
3 2/3
a = Qo <2H0t> s (624)
a 2
-=— 6.25
a 3t (6.25)
8rG
H2 = (6.26)
3
Substituindo estas solugdes em (6.22), introduzindo os comprimentos de onda
2
A= 2T (6.27)
q
271"115
= 6.28
/ 47TGp07 ( )
e uma dimensionalizacao do tempo 7 = t1/671Gpg, obtemos
1 4 / 2 1
2 2 _

onde A = A\;/\ . As linhas se referem as derivadas em relacao a 7.
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A solugao de (6.29) é dado em termos da funcao de Bessel de primeira espécie J 5 (\/6)\ g/ AT 3).
Portanto, o contraste de densidade é dado por

§,=1t"° l01J+3 (‘/EAJ> +CoJ s (VEAJN . (6.30)

ATL/3 ATL/3

Para andlise desta solucdo, resolvemos analiticamente a expressdao (6.29) considerando as
condigoes iniciais, §,(1) = 1 e §,(1) = 1. Nas duas segbes seguintes sdo abordados dois
valores de A para analisarmos o comportamento do contraste de densidade para pequenos e

grandes comprimentos de onda.

6.1.1 A =100

Para grandes valores de A;/A (pequenos comprimentos de onda, A < A;) a funcao de Bessel
resulta em uma oscilagao do contraste de densidade respeitando uma funcao de onda. A figura
6.1 mostra o comportamento desta oscilacao para A = 100. Para estas situagoes, nao temos
o favorecimento de formacao de estrutras. Nota-se pela curva que o comprimento de onda
aumenta com o passar do tempo. Isso se deve a dependéncia do comprimento de onda com
o parametro de expansao a(t) conforme a expressao dada por (6.9), isto é, A ~ a(t) ~ 1/k.
Nota-se também que a curva possui amplitude de oscilagao constante, isto porqué a principio,

nao estamos considerando termos dissipativos.

ANAAN
SV Y VY

Figura 6.1: Contraste de densidade para um Universo em expansao com =0 e A =100 ou
AL A
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6.1.2 A=1/2

Para pequenos valores de A;/A (grandes comprimentos de onda, A > \;) a funcao de Bessel

mostra um comportamento crescente da perturbagao que evolui como
2/3
5, ~ 1% (6.31)

e descrescente com evolugao

5, ~1/T. (6.32)

A figura 6.2 mostra como a solucao de crescimento da perturbagao da densidade se com-
porta para A = 1/2. A curva é representada pela solucdo 72/3 que mostra um ligeiro cresci-
mento nos dois primeiros instantes de tempo para em seguida ter um comportamento aproxi-
madamente linear. Portanto, quando temos grandes comprimentos de onda, temos também

o favorecimento da formacao de estuturas.

Figura 6.2: Contraste de densidade para um Universo em expansio com 1 =0 e A =1/2 ou
A> .

6.2 Perturbacao da densidade e temperatura na pre-
senca de dissipacao

Nesta secao serd obtido o comportamento da perturbagao da densidade e da temperatura

para um meio viscoso e condutor de calor considerando a expansao do Universo. Abaixo
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seguem as equacoes de Friedmann e aceleracao para um fluido sem pressao que usaremos

para obter mais adiante o sistema de equagoes em termos das perturbacoes:

a\? 871G
(5) =5 (6:33)
a e
a_ , 34
» 3 P (6.34)

Para este caso, vamos usar as mesmas equacoes de balanco e de Poisson mas agora na presenca
de viscosidade e condugao de calor, isto é, para = A # 0. Fazendo uso das solugoes (6.10)

a (6.13) temos o seguinte sistema de equacdes para p, v, T e ¢:

3%+ Y=o, (6.35)
a a
. ¢ kg ~iq (p T 4 i g? q -
GRS L L W ) (6.36)
a m a\p T 3pa? a
3. N g -
ST43ir 4+ 2L My — g, (6.37)
a kp a a
— 47nGa?
b+ ”qg“ 5=0. (6.38)

Introduzindo os contrastes de densidade e temperatura, 6, = p/p e op = T/T , respectiva-
mente, obtemos de (6.35) que

5, = —%@ (6.39)

e o sistema de equagoes (6.35) a (6.38) se reduz a um sistema de equagoes para determinagao

de 6, e o

. a Apg®\ . kgT ¢ N

5p + (2@ + 3ﬁa2> 5p + W?<5p + 5T) — 47?Gp5p = O, (640)
2. 2mAg?
Op — =6 + -1 5. =0. 41
T 3 P+ SkBﬁa2 T 0 (6 )

Na auséncia de qualquer tipo de dissipagao, isto é, para p = A = 0 em (6.40) e (6.41), estas
expressoes se reduzem a (6.22).

Para e A # 0 temos a viscosidade como uma funcao da temperatura e do parametro de
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expansao, isto é, R
T o 2«
(1) - (‘“’) , (6.42)
Ho To a

onde de acordo com a teoria cinética de gases rarefeitos, o coeficiente o esta contido no
intervalo 1/2 < a < 1, o valor 1/2 é para esferas rigidas e 1 para esferas nao rigidas.

Introduzindo a dimensionaliza¢do do tempo 7 no sistema de equagoes (6.40) e (6.41)

e
3

2\ 5 i
T (5} - 35p> + %MAQT 5 O0p =0, (6.44)

onde A = \;/\. Este sistema admite solugdo numérica para J, e ér . As condigdes iniciais

teremos,

- 2 [5 A2

2
7‘(5;)/+§

(6.43)

P 3 T72/3

9y +(5T] —0

inseridas foram d,(1) = 1, 9,(1) = 1 e 67(1) = 1. O valor de A se mostrou significativo
na descricao do comportamento das flutuacoes de densidade e temperatura. Sendo este a
grandeza que determina o favorecimento ou nao da instabilidade de Jeans. Por esse motivo,
para as proximas segoes, adotaremos os valores de A = 1/2 e A = 100 para as solugoes de d, e

o7, isto é, comprimentos de onda grandes e comprimentos de onda pequenos, respectivamente.

6.2.1 A =100

| w=10° w=3.10"> n=510°——p=0|

Figura 6.3: Contraste de densidade para o =1, A = 100 ou A < ;.

Para grandes valores de A (A < ;) a perturbacgao da densidade mostrou um comporta-
mento oscilante no tempo com gradual queda na amplitude e aumento do comprimento de

onda. As curvas sao mostradas nas figuras 6.3 e 6.4.
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Figura 6.4: Contraste de densidade para o = 1/2, A =100 ou A < A;.

O contraste de temperatura teve um comportamento similar ao da densidade. O resultado
mostrou uma oscilagao periddica no tempo com decaimento na amplitude e aumento do

comprimento de onda. Este comportamento pode ser visto nas figuras 6.5 e 6.6.

1.57

ST 0.5

o] AN | ‘ |
v N/ 1> 13 14 15
T

-0.5-

|— n=102 ——p=3.103 — u=5-10'3|

Figura 6.5: Contraste de temperatura para o =1, A =100 ou A < \j.

A diferenca de atenuagao nas amplitudes de oscilagao pode ser interpretada pela presenca
de viscosidade no fluido. Nota-se pelas curvas das figuras 6.3 a 6.6 que a intensidade do
amortecimento é tanto maior quanto maior for o valor da viscosidade. A linha tracejada
representa o contraste de densidade para um fluido sem dissipacgao.

O comprimento de onda caracteristico da flutuagao apresenta uma taxa de crescimento que
depende do parametro a(t), como descrito pela expressao (6.9). O parametro de expansao
também possui dependéncia com o parametro de viscosidade e com o parametro a como
descrito pela expressao (6.42). Levando em consideracao os valores adotados, quando temos

a =1, a viscosidade e o parametro de expansao tem proporgao u ~ 1/a?, enquanto que para
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1.57

6T 0.5

o} \— L ‘ ‘ ‘
v N/ 1> 13 1.4 1.5
T

-0.5-

|— n=10°——p=3.10> —— u=5.10'3|

Figura 6.6: Contraste de temperatura para o = 1/2, A =100 ou A < \j.

a = 1/2, esta proporgao obedece a p ~ 1/a.

1.57
Iy

0.5 \ ~

0 " L \‘\ /"' ‘\_/“ S 1

AR R 1.2~ 1.3 1.4 1.5
05 - T
_17
-1.54
_____ 8 840
=107 u=10"

Figura 6.7: Contrastes de densidade e temperatura para o =1 e A = 100.

As curvas mostradas na figura 6.7 mostram a evolugao dos contrastes para o = 1. Os
pontos de minimo do contraste de densidade se apresenta mais acentuado em comparacao
com o contraste de temperatura. Neste limite, para o qual o comprimento de onda ¢ pequeno,

a instabilidade gravitacional nao é observada.

6.2.2 A=1/2

Vamos discutir agora as solugoes de J, e o quando temos grandes comprimentos de onda.
Nesta se¢ao, vamos introduzir os mesmos coeficientes para p e o mas adotando A = 1/2, que

representa um comprimento de onda longo.
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Figura 6.9: Contraste de densidade para o = 1/2, e A =1/2 ou A > \j.

Para grandes comprimentos de onda, a evolucao do contraste de densidade mostra um
comportamento crescente, como pode ser visto na figura 6.8, onde o = 1. Este crescimento
se aproxima da solugao de Jeans para um fluido ideal (linha continua) quando a viscosidade
¢ reduzida no sistema.

Da mesma forma, o contraste de densidade possui um crescimento no tempo para o =
1/2, como visto na figura 6.9. Sendo que nesta situagao, as curvas apresentam uma maior

divergéncia para os ultimos instantes de tempo em comparagao com o caso em que « =
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1. Novamente a linha continua representa o crescimento da perturbacao para um gas sem
dissipacao.

Este mesmo crescimento pode ser observado para o contraste de temperatura quando
também temos grandes comprimentos de onda. Para @ = 1 da figura 6.10, a evolugao do
constraste de temperatura é crescente, de tal forma que seu crescimento é atenuado com o

aumento da viscosidade.

e
e
7
7
3 s
/
/
Ve
/
2.5 //
// :
6T / ——u=0,1
/ B -
21 / . u=03
e T - - u=05
s -
// /‘/.
1.5 /' /_/'
£
17\/ T T T T 1
1 3 5 7 9 11
T

Figura 6.10: Contraste de temperatura para « =1 e A =1/2 ou A > A;.

No caso em que a = 1/2; o amortecimento da solugao também é mais acentuado com
o aumento da viscosidade. As curvas representadas por p = 0,3 e u = 0,5 possuem um

maximo nos primeiros trés instantes de tempo, para em seguida se aproximarem de zero.
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Figura 6.11: Contraste de temperatura para « = 1/2 e A =1/2 ou X\ > ;.

O gréafico da figura 6.12 mostra a evolugao dos contrastes de densidade e temperatura
para a = 1, onde podemos ver que a taxa de aumento do contraste de densidade é maior
que a taxa de aumento do contraste de temperatura. Portanto nesse sentido, para valores tal
que o comprimento de onda caracteristico da flutuagao é muito maior que o comprimento de
onda de Jeans, a instabilidade gravitacional é observada e temos a possibilidade de formacao

de um objeto gravitacionalmente ligado.

3 "
///
-—
////
2 R
—
. -
SO~
R
N
1’\}/ T T T T 1
1 3 5 7 9 11
T
_____ 31 8,0
w=0,1 p=0,1

Figura 6.12: Contrastes de densidade e temperatura para « =1 e A = 1/2.
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Capitulo 7

CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho consistiu no estudo do critério de Jeans para um fluido viscoso e
condutor de calor, tanto para o caso de um Universo estatico como em expansao. A finalidade
foi encontrar condigoes em termos de comprimento de onda para que ocorra a formacao de
estruturas.

Ao usarmos as equacoes de balanco de massa, momento e energia interna com a pressao e
a energia interna em fungao da densidade e da temperatura, p(p, T) e €(p, T') respectivamente,

obtemos a mesma relagao de dispersao de Jeans para um fluido ideal (sem dissipagao).

w? = v2k? — 47 Gp. (7.1)

Para esta situagao usamos a velocidade térmica do som que é definida como: (%’;)T 2 =03
v

Usando a mesmas equacoes de balango mas no caso de um fluido com vicosidade e condu-

¢ao de calor, a seguinte relacao de dispersao de Jeans para w foi encontrada para um Universo

estatico:

W puo [P w2 + [1 = k2 = Rhlud] wt
(7.2)
+ifig [gkf — %kﬂ =0.
Apés a anélise das raizes fazendo uso da solugao de onda dado por (3.42), constatou-se
que, para valores de k, onde A\ < Aj, a perturbacao se mostrou oscilante no tempo com
gradual queda na amplitude de perturbagao devido a presenca de viscosidade. Esta tltima

se mostrou determinante para a intensidade do amortecimento, de tal forma que a taxa de
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atenuacao da onda é tanto maior quanto maior for a viscosidade atribuida.

Para valores de k, onde A\ > A, a perturbacao demonstrou um crescimento no tempo,
obedecendo a uma lei de poténcia. Portanto, existem valores de k, de tal forma que quando
sao menores que um, a condensacao gravitacional ocorre e temos assim o favorecimento da
formacao de estruturas.

Para o caso da analise de Jeans para um Universo em expansao, o seguinte sistema de

equagOes para 0,(t) e dp(t) foi encontrado:

4 2 5—4a 2 3. .50,+0r
2 2 2 —
7-6;’—}—5 1—}-\/5/1/\7' 3 175;—3[5,0—5/\ pT2/3 ] =0, (7.3)
2 5} 5—4a
(B 5) v =0 )

Sendo A = A;/A.

Para grandes valores de A ou pequenos comprimentos de onda (A < A;), tanto o contraste
de densidade como o da temperatura obedecem a um comportamento oscilante, tendo seu
efeito suprimido com o passar do tempo pelo decaimento da amplitude devido o aumento
da viscosidade. Notou-se também o aumento no comprimento de onda sob a justificativa de
estarmos considerando a expansao do Universo sob influéncia do parametro a(t). Portanto,
para comprimentos de onda curtos, a instabilidade de Jeans nao ocorre.

J& para pequenos valores de A, isto é, grandes comprimentos de onda (A > Aj), as
perturbacoes da densidade e temperatura crescem no tempo. Este crescimento mostra uma
reducao conforme o aumento da viscosidade. Nesta situagao em que o comprimento de onda
é longo, a instabilidade gravitacional é observada e temos a possibilidade de formacao de
estruturas gravitacionalmente ligadas.

Como trabalhos futuros, podemos obter a relacao de dispersao de Jeans para um Universo
estatico e em expansao na presenca de viscosidade e conducgao de calor usando as equagoes dos
treze momentos. Este trabalho consiste na introducao de um sistema hiperbélico de equacoes
para determinacao dos campos de densidade de massa p, velocidade v;, tensor pressao p;; e
o vetor fluxo de calor ¢;. Para um géas ideal, estas equacoes de equilibrio podem ser obtidas

a partir do método Grad da teoria cinética ou da chamada teoria termodiamica estendida.
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