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RESUMO

A instabilidade presente em sistemas girantes com rotacfes elevadas é uma das
principais causas de graves problemas nos mesmos, podendo levar o rotor a falhas
catastroficas ou desgastes prematuros de seus componentes. Uma forma de reduzir
este problema em dinamica de rotores é a adicdo de amortecimento nos mancais. O
uso de materiais viscoelasticos (MVEs) em controle de vibracdes, seja através de
isolamento ou neutralizadores dinamicos, tem sido aplicado com relativo sucesso ja
h& alguns anos, pois além da elevada capacidade de dissipar energia vibratéria, os
MVESs possuem baixos custos iniciais de implementacdo e de manutencéo. Porém,
0s modelos utilizados para descrever o comportamento dinamico destes materiais
com exatiddo no dominio da frequéncia, levam a matrizes de rigidez complexas, em
funcéo da frequéncia e da temperatura. Uma forma de constatar a instabilidade de
um sistema € verificar a parte real dos autovalores associados a este tipo de
problema. No presente caso, a dindmica destes sistemas deve ser resolvida no
espaco de estado, um espaco 2n dimensional, onde n € o nimero de graus de
liberdade ou frequéncias naturais. Em modelos numéricos que utilizam matrizes com
coeficientes reais, € possivel observar, no espaco de estado, que os autovalores
aparecem com multiplicidade dupla em pares complexos conjugados. Por outro lado,
quando utilizado o modelo de derivadas fracionarias para descrever o
comportamento dindmico de materiais viscoelasticos (polimeros, borrachas, entre
outros), a matriz de rigidez possui coeficientes complexos. Neste caso, 0s
autovalores, que devem estar relacionados de alguma forma pela redundéancia de
informacéo, podem aparecer repetidos e em pares complexos conjugados, e/ou em
pares complexos e seu oposto. Sendo assim, uma simples inspecdo na parte real
dos autovalores ndo pode mais ser realizada, jA que os c6digos numeéricos nao
poderiam determinar quem é o autovalor e quem é o oposto. Dentro deste contexto,
0 objetivo deste trabalho € propor um método para estimar com exatiddo a
instabilidade dinamica de rotores quando 0S mesmos Sa40 compostos com materiais
viscoelasticos. Para tal, é proposto o acompanhamento da trajetéria dos autovalores
no plano de Laplace. Partindo de um ponto de equilibrio, quando o autovalor cruzar
o eixo da parte imaginaria, 0 sistema se tornara instavel. Para corroborar esta
proposta, € considerado um sistema com amortecimento histerético, que é
solucionado no dominio do tempo para algumas velocidades de rotacdo
predeterminadas. Com isto, o0 método apresenta resultados satisfatérios, ao ser
analisado um caso patrticular.

Palavras-chave: Instabilidade. Rotor. Autovalor. Material viscoelastico.



ABSTRACT

The instability in high-speed rotors is one of the main causes of their problems, which
may lead to catastrophic rotor failure or premature weakening. One way to reduce
this problem is the addition of damping in the bearings. The use of viscoelastic
materials (VEM) for vibration control, either through isolation or dynamic neutralizers,
has been applied with relative success in the last years, because, besides its high
capacity to dissipate vibrational energy, the VEM have lower initial costs of
implementation and maintenance. However, the models used to describe the
dynamic behavior of such materials with accuracy lead to complex stiffness matrices
as function of frequency and temperature. One way to verify the instability of a
system is to check the real part of the associated eigenvalues. In this case, this
problem should be solved in the state space, a 2n dimensional space, where n is the
number of degrees of freedom or natural frequencies. In numerical models involving
matrices with real coefficients, it is possible to observe in the state space that the
eigenvalues appear with double multiplicity and complex conjugate pairs. On the
other hand, when using the fractional-derivative model describing the dynamic
behavior of viscoelastic materials (polymers, rubbers and so on) the matrix has
complex coefficients. In this case, the eigenvalues should be in some way related by
redundant information that may appear in complex conjugate pairs and repeated, and
also in complex and opposite pairs, as has been observed in some numerical
simulations and previous work. If this is the case, a simple inspection of the real part
of the eigenvalues cannot be performed, since the numeric codes could not
determine which eigenvalue is physically relevant. Within this context, the aim of this
work is to propose a method for accurately estimate the dynamic instability of rotors
when they are built with viscoelastic materials. For that, it is proposed to monitor the
trajectory of eigenvalues in Laplacian plan. Starting from an equilibrium point, when
the trajectory of eigenvalues crosses the axis of the imaginary part, the system will
become unstable. To confirm this proposal, it is considered a system with hysteretic
damping, which is solved in the time domain to some pre-determined speed. Thus,
the method shows satisfactory results, when taken into account a special case.

Key-words: Instability. Rotor. Eigenvalue. Viscoelastic material.
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1 INTRODUCAO

A instabilidade é um fenbmeno que ocorre com frequéncia em sistemas
dindmicos. Normalmente ela pode estar associada a uma grande variedade de
fatores, tais como geometria, fator de amortecimento, interagdo fluido estrutura,
anisotropia dos mancais, unido com outros sistemas, entre outros. Uma das
caracteristicas mais marcantes de um sistema instavel € que, frente a uma
perturbacdo qualquer, sua resposta vibracional pode crescer no decorrer do tempo,
porém sem continuidade da presenca de acdes externas.

Em dindmica de rotores, este fenbmeno geralmente esta associado as
velocidades de rotacdo de um eixo e a capacidade do sistema de voltar a sua
posicao de equilibrio, estatico ou dindmico, apds uma perturbacédo qualquer. Quando
a instabilidade do sistema é atingida, a tendéncia € que vibragdes excessivas criem
desgastes no rotor ou em algum elemento deste de forma prematura. Sua presenca,
com maior frequéncia, esta relacionada a presenca de rotacdes supercriticas, isto €,
além de suas rotagBes criticas. Quando o sistema rotativo se apresenta na faixa
instavel, o mesmo pode vibrar excessivamente, podendo provocar fadiga, defeitos
criticos e até mesmo sua ruptura.

Buscando a reducao de vibra¢gdes, podem-se aplicar diferentes técnicas, tais
como: operacdo fora da faixa instavel, adicdo de amortecimento nos mancais do
sistema, isotropia dos mancais, modificagdo estrutural e uso de neutralizadores de
vibracdes. Cada técnica apresenta vantagens e desvantagens e cada caso deve ser
estudado, a fim da aplicacdo destas técnicas. Um dos métodos mais utilizados é a
adicdo de amortecimento nos mancais do eixo do rotor e/ou tornar estes isotropicos,
0 que pode mitigar esta condicdo de funcionamento ndo desejada, ampliando a faixa
atil de trabalho do sistema, com o consequente aumento da sua vida Util.

O uso de materiais viscoelasticos (MVEs) em controle de vibracles, seja
através de isolamento ou neutralizadores dinamicos, tem sido aplicado com relativo
sucesso ha alguns anos, pois, além de proporcionar uma elevada capacidade de
dissipar energia vibratOria, seus custos iniciais de implementacdo e de manutencao
sd0 mais baixos que as solucdes tradicionais — uso de mancais hidrodindmicos e

magnéticos.
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Estudos sobre o uso de materiais viscoelasticos em controle de vibragfes e
estabilidade vém sendo realizados h&a algumas décadas. Os modelos classicos para
a modelagem do comportamento dindmico destes materiais sdo os de Maxwell,
Kelvin-Voigt, Zenner ou combinacfes destes, cuja equacdo constitutiva pode ser
representada através de relacfes tensdo-deformacdo usando derivadas de ordem
inteira ou fracionarias. Esta ultima reproduz com maior fidelidade as caracteristicas
dindmicas dos materiais viscoelasticos mais utilizados na engenharia, em uma
ampla faixa de frequéncia e de temperatura, com um nuamero reduzido de
parametros.

Geralmente as causas de instabilidade em rotores estdo associadas a varios
fatores, tais como sua geometria, material utilizado em sua construgéo, velocidade
de rotacdo, entre outros. Quando existe o uso de mancais hidrodindmicos, a
instabilidade pode ser causada pelas assimetrias na matriz de rigidez e/ou
amortecimento. Segundo Genta (2005), o aumento da velocidade de rotacdo de um
rotor gera uma forca centrifuga que pode causar um aumento ilimitado da amplitude
de vibracbes. A partir de uma determinada velocidade de rotacdo, esta
autoexcitacao do sistema provoca campos de instabilidade.

Uma das formas de estudar o comportamento dindmico devido a
instabilidade de um rotor é através do problema de autovalores. Em geral, quando
as matrizes possuem coeficientes reais e o amortecimento € modelado da forma
viscoso geral, os autovalores (1) resultam em pares complexos e conjugados. A
parte real do autovalor fornece o fator de crescimento ou decrescimento da resposta
de um sistema em vibracgdo livre e a parte imaginaria fornece a oscilacdo da mesma.
Portanto, para analisar a estabilidade do rotor, basta analisar o sinal da parte real
dos autovalores. Se a parte real do autovalor possui um sinal positivo, o sistema é
estavel, caso contrario o sistema € instavel. No espaco de estado, calculamos o
coeficiente de Laplace (s) que tem sinal oposto ao dos autovalores, s = —A1. Neste
caso, o sistema é estavel se sua parte real for negativa e instavel se for positiva.

O uso de materiais viscoelasticos gera matrizes de rigidez complexas, em
funcdo da frequéncia e da temperatura. Estas matrizes complexas mostram a
capacidade destes materiais de armazenar e dissipar energia vibratéria. Esta
afirmacdo, associada ao fato de que rotores possuem o efeito de amortecimento

proprio e o efeito giroscopico, fazem com que os autovalores ndo se apresentem
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mais em pares complexos e conjugados, o que dificulta a andlise de instabilidade
neste tipo de sistema. Devido ao modo no qual as matrizes sdo agrupadas no
espaco de estado, o sistema em estudo é considerado um “sistema hamiltoniano”.
Nestes sistemas, se uma das matrizes € complexa, os autovalores do sistema vém
em pares, complexos e opostos (1 e —1), o que dificulta a analise de estabilidade da
maneira classica, pois em cada par de autovalores nota-se a presenca de sinais
opostos.

Varios trabalhos em dinamica de rotores ja foram realizados pelo Grupo de
Pesquisa em Vibracbes e Som em Sistemas Mecanicos (GVIBS), certificado pela
UFPR e pelo CNPq, mas, em nenhum deles, foi estudado o comportamento
dindmico destes sistemas no que diz respeito a instabilidade. Portanto, é de suma
importéncia que se possa predizer com relativa exatiddo em qual frequéncia e
velocidade de rotacao do eixo do rotor a instabilidade se fara presente.

Nos primeiros capitulos (2 e 3) € feita uma revisdo bibliografica sobre
conceitos de estabilidade em sistemas dinamicos, formulagdo matematica em
dindmica de rotores e comportamento dos autovalores em sistemas dinamicos. No
capitulo 4 é realizada uma série de simulacées numéricas de um rotor tedrico para
corroborar a modelagem matematica. O capitulo 5 traz a proposta de metodologia de
andlise capaz de predizer, com exatidao, a instabilidade em rotores com mancais

compostos por MVES.

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho visa revisar o conceito de instabilidade dindmica em rotores e
propor um método com a finalidade de estimar a instabilidade dinamica de rotores
quando 0s mesmos sao compostos com materiais viscoelasticos.

Além disso, especificamente, este trabalho se propde a:

e Desenvolver codigos numéricos para dar suporte ao projeto e estudos de

sistemas rotativos compostos com materiais viscoelasticos;

e Realizar simula¢cdes numéricas para verificacdo da capacidade do método

proposto para determinar a rotacdo para a qual o sistema se torna

instavel.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 ESTABILIDADE E INSTABILIDADE

O conceito de estabilidade de uma posicdo de equilibrio pode ser
exemplificado da seguinte maneira: em um sistema cuja energia mecanica se
conserva, isto €, “sistema conservativo”, uma posicado de equilibrio correspondente a
um minimo da energia potencial € uma posicao de equilibrio estavel. Tendo em vista
a FIGURA 1, pode-se afirmar que as posicOes de equilibrio de uma particula de
massa m, levando em conta a forga gravitacional (fg) aplicada, séo localizadas em
todos 0s pontos onde a curva tem uma tangente horizontal, isto €, onde dy/dx é
igual a zero. Dessa forma, o ponto A (posicdo minima relativa de energia potencial)
corresponde a uma posicao de equilibrio estavel e os pontos B (maximo relativo de
energia potencial) e C (ponto de inflexdo com tangente horizontal) sdo posi¢des de
equilibrio instavel, ou seja, qualquer perturbacdo pode causar grandes

deslocamentos (HAGEDORN, 1984).

y

instavel

/

Al ——1

estavel

X

FIGURA 1 — ESTABILIDADE DE UMA FUNCAO DE EQUILIBRIO

Em grande parte dos trabalhos na area de dindmica de sistemas girantes
realiza-se a analise de estabilidade observando a parte real dos autovalores obtidos
a partir do sistema de equacdes linearizado que governa o movimento. Também
existem técnicas que podem determinar a estabilidade sem necessariamente
encontrar as solugdes destas equagOes, tais como a teoria de estabilidade em

pontos de equilibrio e o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz.
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2.2 DINAMICA DE ROTORES

A dinamica de rotores é o ramo da dinamica que lida com sistemas girantes.
Um rotor pode ser definido, de uma forma mais simples, como um corpo suspenso
por um conjunto de suportes (mancais) que permitem que ele gire livremente sobre
um eixo fixo no espaco (GENTA et al., 1999). Os primeiros estudos sobre dinamica
de rotores foram desenvolvidos por Rankine (1869), apresentando o conceito de
velocidade critica, onde a partir deste ponto o0 sistema giraria com precessao e
deflexdo ilimitadas. Em 1889, Gustaf De Laval construiu com sucesso maquinas
centrifugas e turbinas que operavam acima da primeira rotacdo critica. O termo
“rotacao critica” foi utilizado pela primeira vez por Dunkerley (1894) em um trabalho
sobre vibragdes em eixos, onde também é apresentada uma teoria sobre rotores em
operacdes supercriticas (rotacbes acima da rotacdo critica). Um dos primeiros
modelos matematicos sobre rotores foi apresentado por Jeffcott (1919), que apesar
de simples apresentava consisténcia até a rotacdo critica. Outros conceitos
importantes foram introduzidos por Campbell (1924), que através de um simples
diagrama, mostrou que as rota¢des criticas podem ser representadas em relacao as
frequéncias naturais e velocidades de rotacdo — e por Smith (1933), que abordou a
estabilidade introduzida pelo amortecimento em rotores, com a presenca de
velocidades rotacionais instaveis. Posteriormente, Myklestad (1944), Prohl (1945) e
outros desenvolveram o método de célculo da rotacdo critica através de matrizes de
transferéncia, que ainda hoje é aplicado em algumas situacées.

Atualmente, os modelos numéricos para sistemas rotativos estdo muito bem
desenvolvidos, podendo-se citar varios trabalhos como Vance (1988), Lalanne e
Ferraris (1990), Genta (2005), entre outros. Estes autores descrevem um sistema
girante através de equacdes diferenciais gerais do movimento, utilizando matrizes
consistentes de massa, rigidez e amortecimento considerando o efeito giroscopico.
Estas matrizes, por sua vez, podem ser obtidas através de modelos de elementos
finitos, em geral utilizando elementos de viga, disco e mancais, conforme proposto
por Lalanne e Ferraris (1990), o que possibilita simulacbes numéricas com
resultados precisos.

Um dos assuntos de maior interesse em dindmica de rotores € a

instabilidade, que pode ser causada por diversos fatores, tais como o
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subamortecimento nos mancais de rolamento, assimetria de constru¢do, assimetria
causada por mancais hidrodinamicos em altas rotagbes, entre outros. Diversos
estudos foram desenvolvidos levando em conta estas caracteristicas, tais como
abordagens da instabilidade em mancais hidrodinamicos, onde se tém alguns
problemas associados ao “oil-whip/whirl”, que ocorrem quando altas velocidades de
rotacdo causam vibracdes subsincronas proporcionais, descrevendo uma O6rbita de
sentido direto (MUSZYNSKA, 1988; CASTRO et al., 2008; MA et al. 2013).
Atualmente, os tipos de mancais hidrodinamicos mais utilizados séo os “tilting-pad”,
que decorrem de uma técnica capaz de alterar a rigidez e amortecimento do mancal,
deixando os mancais simétricos, para 0 aumento da estabilidade (CARNEIRO et al.,
2013; YANG et al., 2014; MENDES e CAVALCA, 2014). Estudos em rotores com
mancais magnéticos podem ser vistos em Das et al. (2008), Awrejcewicz e Dzyubak
(2010) e Brusa (2014). Este tipo de mancal € muito eficiente no controle de
vibracdes em rotores, porém, devido a sua alta complexidade e nivel de controle
exigido, representa uma alternativa mais onerosa. Também ja foram realizados
estudos de instabilidade levando em conta pequenas imperfeicbes no rotor, que
podem ser encontrados em Sekhar e Dey (2000), Chen et al. (2007) e Han e Chu
(2012).

Conforme apresentado por Lalanne e Ferraris (1990), a analise de
problemas envolvendo maquinas girantes em elevadas rotacdes tem importancia
crucial, tendo em vista a grande importancia destes tipos de maquinas em

aplicacdes industriais.

2.3 MATERIAIS VISCOELASTICOS EM DINAMICA DE ROTORES

Para ampliar a faixa de rotacdo de trabalho estavel em um sistema girante,
uma das acBes mais utilizadas é a introducdo de amortecimento nos suportes
(mancais). Quando mancais hidrodindmicos séo utilizados, existe uma anisotropia
natural no rotor, o que pode provocar instabilidades dinamicas. Nesses casos, uma
solugdo € o uso de mecanismos conhecidos como “tilting-pad”, que torna o rotor

isotrépico.
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7

Em mancais magnéticos, o problema é que o amortecimento ndo €
suficientemente elevado, assim, a solu¢do aqui se da através de controle ativo. Em
controle passivo de vibracbes, uma alternativa viavel ao uso de mancais
hidrodindmicos € a adicdo de materiais viscoelasticos nos mancais de rolamento, por
exemplo.

O uso de materiais viscoelasticos (MVES) para o controle de vibragdes e
ruido irradiado € uma solucao atrativa, devido a sua alta capacidade de dissipacao
de energia vibratoria e de armazenamento de energia potencial elastica (FERRY,
1980; LOWRY, 2009; FAN et al., 2009; ESPINDOLA et al., 2010). Dutt e Toi (2003)
demonstraram a grande aplicabilidade destes materiais no controle e na reducéo de
vibracBes por desbalanceamento, quando introduzidos nos mancais. Os materiais
viscoelasticos podem estar sob os mancais ou entre a caixa de mancais e o pedestal
(FERREIRA, 2004; PANDA e DUTT, 2003; TILLEMA, 2003). Por ndo necessitar de
sistemas auxiliares, tornam-se alternativas simples, confidveis e de baixo custo. Com
isto, além da reducédo dos efeitos da vibracdo no equipamento em que os MVEs
estdo inseridos e do isolamento das vibracbes para as maquinas vizinhas, o0s
mesmos propiciam um aumento de confiabilidade, reducdo dos custos de
manutencao e garantia de disponibilidade.

Estudos relacionados ao uso de materiais viscoelasticos aplicados nos
mancais de rotores vém crescendo nos ultimos quarenta anos. Um dos primeiros
trabalhos nesta linha foi o de Kirk e Gunter (1972), que consistia em um rotor Jeffcott
apoiado sobre suportes elasticos. Para modelar o sistema, foi utilizada uma
formulacéo elastica linear e um modelo de um grau de liberdade (massa — mola —
amortecedor), semelhante ao modelo de Kelvin-Voigt. Os autores concluiram que
para sistemas com suportes que possuem valores de massa e rigidez previamente
determinados, é possivel otimizar o fator de amortecimento, tendo como objetivo
reduzir a amplitude das deflexdes no eixo do rotor. Da mesma maneira, Panda e
Dutt (2003) utilizaram o modelo de um rotor com um grau de liberdade, porém nesse
caso o disco estava deslocado no eixo, isto é, estava mais proximo de um dos
mancais. Para modelar o material viscoelastico, foi utilizado o modelo de quatro
elementos em funcao da frequéncia. Entédo, a rigidez e o fator de perda do suporte
com MVE foram otimizados. Naquele trabalho, o objetivo foi maximizar a faixa de

estabilidade e minimizar a resposta a vibracdo do rotor.
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Em Genta e Amati (2010), dada a complexidade de modelamento devido as
deformagbes em suportes de rotores que operam em altas rotacdes, foi
desenvolvido um modelo baseado no amortecimento histerético. Porém, dada a
dificuldade de se aplicar o modelo histerético no dominio do tempo, foi desenvolvido
entdo um equacionamento com base naquele, porém agora generalizado, que foi
chamado de modelo “n&o-viscoso”.

Recentemente, Kang et al. (2011) apresentaram um modelo robusto,
empregando o método de elementos finitos (MEF) e utilizando a formulacéo de viga
de Timoshenko na discretizacao dos elementos do rotor. Porém, o suporte composto
com MVEs foi considerado constante em relacdo a frequéncia. Nesse trabalho,
concluiu-se que as caracteristicas de rigidez e amortecimento dos suportes tém
influéncia significativa nas velocidades criticas do rotor, bem como na reducao das
amplitudes de resposta.

Estudos com aplicacbes de materiais viscoelasticos na base da caixa de
rolamento também foram realizados. Bavastri et al. (2008) utilizaram um modelo de
derivada fracionaria com quatro parametros, que pode calcular a resposta a uma
excitagcdo de desbalanceamento, com base na montagem do diagrama de Campbell.
Devido a matriz de rigidez ser complexa, dependendo da frequéncia de excitacédo e
da temperatura, para a montagem do diagrama de Campbell dois problemas de
autovalores devem ser resolvidos: um fixando a rotacdo, outro interno onde as
frequéncias naturais sdo calculadas para diferentes frequéncias de excitacéo
(Campbell auxiliar). Desta forma, para encontrar as frequéncias caracteristicas do
rotor para cada velocidade de rotagdo, um célculo auxiliar de frequéncias naturais
em funcdo das frequéncias de excitacdo deve ser realizado. Dessa forma,
interpolando uma reta a 45 graus, em um gréafico frequéncia natural versus
frequéncia de excitacdo, é possivel calcular as frequéncias caracteristicas de um
rotor para uma determinada rotacgao.

Em Doubrawa et al. (2010), uma aplicacdo de neutralizadores dinamicos
viscoelasticos, utilizados em controle de vibracdes flexionais em um sistema girante,
mostra a potencialidade desta técnica e a fidelidade do modelo de derivada
fracionaria com quatro parametros em representar 0s materiais viscoelasticos

guando utilizados em dinamica de rotores. Uma metodologia de proposta de projeto
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otimo desses dispositivos de controle foi proposta e implementada em uma bancada
em laboratorio.

Ribeiro et al. (2015) realiza a comparacéao de duas técnicas numéricas para
modelar a influéncia do suporte de mancais compostos com MVEs em um sistema
girante — parametros equivalentes generalizados (PEG) e adicdo de graus de
liberdade — com o objetivo de determinar qual a mais eficaz na obtencdo dos
parametros 6timos do suporte. Nesse trabalho, se conclui que apesar de ambas
técnicas apresentarem resultados consistentes, o PEG consome um tempo
computacional consideravelmente menor, tornando esta metodologia mais

interessante.

2.4 INSTABILIDADE EM DINAMICA DE ROTORES

O conceito de estabilidade, em engenharia aplicada, pode ser exemplificado
da seguinte forma: uma maquina tem um comportamento estavel quando a
amplitude de vibracdo da operacdo normal ndo excede um valor aceitavel. Segundo
Muszynska (2005), uma maquina rotativa € estavel se seu rotor executa um
movimento rotacional puro em um eixo adequado, com uma velocidade adequada e
este movimento ndo gera outros modos de vibrar do rotor, de seus elementos ou de
outras partes da maquina, ou, se tais modos ocorrerem, suas amplitudes de vibracdo
ndo excedam valores considerados aceitaveis. Uma maquina rotativa estavel é
imune as perturbacdes externas, ou seja, qualquer perturbacéo aleatdria ndo altera
significativamente seu comportamento.

A instabilidade em maquinas rotativas € normalmente produzida por forcas
que sdo tangenciais a 6rbita de giro do rotor, chamadas de forcas desestabilizadoras
(GENTA, 2005). Estas forcas se relacionam com as matrizes que compdem o
modelo matemético do rotor, incluindo componentes antissimétricos as mesmas.
Conforme sua magnitude, estas componentes podem desestabilizar o sistema. A
antissimetria é especialmente importante, pois pode provocar instabilidade quando
se faz presente nas matrizes de rigidez e/ou giroscopica do sistema.

A amplitude das vibracgOes livres de um sistema linear amortecido diminui

exponencialmente no tempo devido a dissipacdo de energia causada pelo
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amortecimento. Entretanto, no caso dos rotores, existe uma fonte de energia, 0
campo centrifugo, que pode em alguns casos causar um crescimento ilimitado das
amplitudes de vibracdo. As faixas de velocidade de rotacdo em que este campo
centrifugo ocorre sdo chamadas de campos de instabilidade ou faixas de
instabilidade, e a velocidade onde esta faixa se inicia € chamada de limiar de
instabilidade (GENTA, 2005). Com a introdu¢do de amortecimento nos mancais,
pode-se eliminar o problema, e também, em geral, ampliar a regido de trabalho
estavel do sistema girante.

Na maioria dos trabalhos que visam atenuar a instabilidade e/ou ampliar a
faixa de estabilidade em rotores se utiliza a adicdo de amortecimento nos mancais.
Porém a maioria dos estudos € direcionada a mancais hidrodinamicos, em especial
devido aos fenédmenos de “oil whip/whirl”, como demonstrado por Muszynska (1988),
Castro et al. (2008), Schweizer (2009) e Mendes e Cavalca (2014). Também nesta
area, um trabalho interessante pela variedade de métodos para andlise de
instabilidade foi realizado por Chang-Jian e Chen (2009). Estudos sobre mancais
magnéticos também sdo bem explorados, como visto em Brusa (2014), que utiliza
uma técnica de “contra-rotacao” para ampliar a faixa de estabilidade do rotor.
Também pode-se citar artigos envolvendo a reducao de instabilidade com o ndmero
de esferas utilizadas nos mancais (ZHANG et al., 2013) e com o0 numero de discos e
sua posicdo no eixo do rotor (CHIU e CHEN, 2011).

2.5 INSTABILIDADE EM ROTORES — MANCAIS VISCOELASTICOS

A literatura sobre instabilidade em rotores com mancais viscoelasticos é
ainda escassa atualmente. Alguns trabalhos importantes foram desenvolvidos na
década de 90, como pode-se ver em Dutt e Nakra (1992) e, posteriormente, em Dutt
e Nakra (1996), nos quais foram realizados estudos comparativos entre mancais
hidrodindmicos e viscoelasticos. Esse trabalho foi estendido em Panda e Dutt
(1999), onde foi apresentada uma metodologia Otima para minimizar a resposta ao
desbalanceamento e aumentar o limiar de estabilidade do sistema.

Em Ganesan (2000), foi desenvolvida uma equacdo que poderia estimar a

instabilidade em rotores que estivessem sobre mancais anisotropicos. Genta e Amati
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(2010) desenvolveram uma formulacdo para analise de amortecimento viscoelastico
em rotores em rotacgdes criticas e nos limiares de estabilidade, utilizando o modelo
histerético (ou nao-viscoso), que, segundo os autores, representa de forma mais
adequada o comportamento dinamico desses sistemas se comparado ao modelo
viscoso até entdo utilizado.

Em Montagnier e Hochard (2007), foi realizado um estudo de estabilidade de
sistemas rotor-mancal com mancais hidrodindmicos, em comparacdo a sistemas
rotor-mancal apoiados em fundacdes com suportes viscoelasticos. Nesse trabalho,
foi demonstrado que eixos longos possuem maior estabilidade quando montados
sobre fundacdo com mancais viscoelasticos. Em contrapartida, os mancais
hidrodindmicos ofereceram melhor estabilidade para sistemas com eixos mais
curtos. Porém, o trabalho apresenta limitacdes por considerar o modelo de material
viscoelastico como histerético e independente da frequéncia.

O trabalho mais recente encontrado na literatura sobre estabilidade em
rotores apoiados em suportes viscoelasticos foi desenvolvido também por
Montagnier e Hochard (2014). Nesse trabalho, também foi utilizada a mesma
modelagem para 0 material viscoelastico presente no trabalho mencionado
anteriormente, porém, a abordagem para modelagem do eixo utiliza equactes
analiticas e valores de rigidez e amortecimento equivalentes (valores reais), que nao
conseguem representar as propriedades do MVE com a mesma acuracia que o

modelo de derivadas fracionarias, por exemplo (valores complexos).
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3  FORMULACAO MATEMATICA
3.1 EQUACOES DE LAGRANGE

A mecanica lagrangeana permite modelar sistemas mecéanicos complexos
exigindo somente o conhecimento de algumas fungbes escalares tais como as
funcdes do trabalho virtual (W) das forcas externas, da energia cinética (7) e da
energia potencial (U), além do uso de coordenadas generalizadas (q), que séo
coordenadas independentes utilizadas para descrever o movimento de um sistema
com n graus de liberdade.

Conforme demonstrado por Meirovitch (1967), mediante a combinacéo dos
principios do trabalho virtual, de D’Alembert e de Hamilton, a equag¢ao de Lagrange

€ dada por

dt

d (07‘) 0T oU (3.1)
— | — + =Q,r=12,..,n,
dq,) 0q, 0q, O

onde Q, representam as forgas externas generalizada que atuam no sistema.
Notando que U ndo esta em funcao das velocidades generalizadas g,, a eq.

(3.1) pode ser escrita na seguinte forma:

d /0L 0L
( ) r=12,..,n, (3.2)

a\ag,) " 3q, O
onde £L =T — U é o lagrangeano.
No caso especial de um sistema conservativo, as equacfes de Lagrange se

reduzem a

i(f)ﬁ) 0L

- =0, =12, ..M. 3.3
dt\ag,) ~ aq, r n (33)
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3.2 EQUACOES DE ESTADO E LINEARIZACAO: ABORDAGEM CONCEITUAL

Conforme descrito na secédo anterior, 0 movimento de um sistema pode ser
escrito utilizando coordenadas generalizadas g, como variaveis auxiliares. Se as
velocidades generalizadas g, forem também tomadas como variaveis auxiliares,
entdo o movimento pode ser descrito geometricamente em um espaco 2n
dimensional definido por g, e g, também conhecido como espaco de estado.

Para obter as equacdes de estado, retorna-se a forma geral da equacéao de
Lagrange (MEIROVITCH, 1990), em que

qk(t) = fk(ql(t): ey qn(t)' C,Il(t)i ey C.In(t)'ﬁl(t)' ...,ﬁr(t)), k=1..n ) (34)

onde 1i(t) representa as forcas que agem no sistema. Note que em geral f;, séo

funcdes nao-lineares de q,(t) e g,(t) e lineares de #,.(t). Simplificando (3.4), tem-se

q(®) = f(q(®),q®),2), (3.5)

~

sendo f e g vetores n-dimensionais e @ r-dimensional. O vetor g é conhecido
também como vetor de configuracfes e o it como vetor de controle.

Incluindo entdo o vetor de estado

q(t)
y@ =] - |, (3.6)
q(®)
bem como o vetor
q(@®)
f(a(®),q(®), a(®))
pode-se reescrever as equacdes de estado na forma de um vetor geral
y(@®) = a(y@®,a(t)), (3.8)

que define um sistema dindmico no sentido que se y(t) é dado em t = t, e @(t) no

intervalo de tempo t, <t <ty + T1, entdo a eq. (3.8) pode ser integrada para gerar
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y(t) no final do intervalo T1. Com isto, este vetor de estado pode representar o
sistema dinamico em qualquer intervalo de tempo correspondente.

A eg. (3.8) representa um conjunto de 2n equacdes diferenciais ordinarias
(ODES) néo lineares de primeira ordem. Estas equacdes ndo possuem solucao geral
aproximada trivial. A alternativa para sua resolucdo € analisar as solucbes
particulares.

As solucdes particulares sdo também conhecidas como pontos de equilibrio
e possuem solucdes mais simples de determinar que as solucdes gerais. Assim,
consideraveis informacdes do sistema podem ser obtidas estudando as equactes
linearizadas sobre pontos de equilibrio.

Um ponto de equilibrio pode ser definido como uma solucédo constante no
espaco de estado (y = y, = constante). Todos 0s outros pontos sédo ditos ordinarios.

Esse conceito consiste na auséncia de forgas externas, isto é, na eq. (3.8),

a(y,,0) = 0. (3.9)

Se 0s componentes de a sao fungdes nao lineares, pode haver mais de um
ponto de equilibrio, porém, se sdo lineares, ha um unico ponto de equilibrio. Da
definicdo de vetor de estado (eqg. 3.6), conclui-se que se y, = constante, entao
q. = constante € q,,{, = 0, 0 que explica o termo ponto de equilibrio. Como ¢, = 0,
tem-se que todos os pontos de equilibrio se dispdem no espaco de configuracdes,
um espaco n dimensional definido pelas componentes do vetor de configuracao q(t).
Consequentemente, para determinar o vetor y,, € somente necessario determinar 0s
componentes de gq,.

Para obter as equac¢des linearizadas de movimento, escreve-se a eq. (3.8)

na sua forma escalar

Vi(t) = A; (V1) oy Yoy Upy oo s Upe), i=1,..,2n, (3.10)

e expandindo-a por série de Taylor para a; sobre o equilibrio, tem-se
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Zaa

;yZn'al; ""ar) = ai(ylei '"iyZnei ) 0) + z a
Y=Ye J

Yi Y=Ye

Como o primeiro termo a direita da equacédo é igual a 0 (eq. 3.9), e incluindo

a notacao abaixo

.04 - ~ 04 .
al] = a—:y] - , l,] = 1, ...,Zn; bl] = E - , l,] = 1’ e, T, (312)

e ignorando os termos de ordem superior (0;(y?)), pode-se escrever a seguinte

aproximacao linear:

2n

A; (V1) e Voro, Uqy oo, Uy ) = Z a;;y; + Z b;;t;, i=1,..,2n. (3.13)
j=1 j=

Consequentemente, inserindo a eq. (3.13) na (3.10), obtém-se as equacdes

de estado sobre o equilibrio y,

2n T
Vi = Zainj +ZBijﬁj: (3.14)
j=1 j=1
ou, matricialmente,
y(t) = Ay(t) + Ba(e), (3.15)

onde A e B sdo matrizes de coeficientes constantes, com entrada de dados
realizadas pela eq. (3.12). A eq. (3.15), obtida pelas equag¢bes de Lagrange, resulta
em um vetor de estado 2n dimensional, onde n é o nimero de graus de liberdade do

sistema.
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3.3 ESTABILIDADE EM PONTOS DE EQUILIBRIO

Existe uma vasta diversidade de conceitos sobre estabilidade e instabilidade
de sistemas. Uma das mais aceitas é a teoria da estabilidade de Liapunov. Uma das
vantagens desta teoria é a sua aplicabilidade para sistemas nao-lineares e
autdbnomos.

Segundo Genta (2005), a definicho de estabilidade de Liapunov esta
baseada em uma representagdo do sistema em movimento no espago de estado.
Sendo y(t) um vetor de posicdes no espaco de estado, onde |y(t)| é sua norma
euclidiana, e y, uma posicdo de equilibrio, se diz que essa posicao é estavel se, e
somente se, para qualquer valor positivo arbitrario €, exista uma quantidade positiva

d, tal que

ly(t) — yol < €,parad < t < o, e

ly(0) — y,l < d. (3.10)

Isto significa que, como ilustrado na FIGURA 2, para qualquer esfera de raio
€ centrada em y,, existe uma esfera de raio d com centro em y, — d depende de € —
tal que qualquer trajetoria iniciada na esfera de raio d permanece na esfera de raio e,

para todo tempo maior ou igual a zero (t = 0). Se
lim|y(t) = yol = 0 (3.17)

entdo o equilibrio é assintoticamente estavel, ou seja, as trajetdrias préximas a y,
tendem para o equilibrio.

Portanto, a instabilidade de um estado de equilibrio ocorre quando existe um
namero real € > 0 tal que, seja qual for d > 0, sempre ira existir uma trajetéria que
partindo de dentro do circulo de raio d e centro y,, irA abandonar o circulo de raio e

e centro y,.
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(@ ®) ©

FIGURA 2 - (a) ESTADO DE EQUILIBRIO ESTAVEL; (b) ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL;
(c) INSTAVEL

Pelo exposto nos paragrafos anteriores, tem-se uma definicdo qualitativa
sobre estabilidade. Entretanto, para determinar a estabilidade com um viés
quantitativo, a eq. (3.15), com #(t) = 0, € linearizada sobre um ponto de equilibrio,

resultando em

y(t) = Ay(0). (3.18)

Especificamente neste caso, esta equacado representa um sistema de ordem
n. Analisando o movimento na vizinhanca do equilibrio, assume-se, para a eq.

(3.18), a seguinte equacédo exponencial
y(t) = vest (3.19)

onde v é um vetor constante e s € um escalar. Colocando a eq. (3.19) na (3.18) e

dividindo por est, obtém-se
[A—sI]v=o. (3.20)
A eq. (3.20) representa um conjunto de n equacdes algébricas homogéneas,

constituindo o problema de autovalores algébricos. Com isto, sabe-se que as

solugdes consistem de n autovalores s, associados a n autovetores v. Portanto,
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guando os n autovalores séo linearmente independentes, a solucéo para a eq. (3.18)

é
n
y(t) = Z v.ert, (3.21)
r=1

Claramente, a natureza da solucédo depende dos autovalores sy, ..., s,. Para
obter os autovalores de um conjunto de equacbes algébricas, iguala-se o

determinante de seus coeficientes a zero, isto é
det[A—sI] = aps"+ a;s" 1+ -+ a,_;s* +a, =0. (3.22)

que € conhecida como equacdo caracteristica e seu polinbmio como polinémio
caracteristico. As raizes deste polindbmio sdo os autovalores.

Conforme Meirovitch (1990), a estabilidade do sistema € entdo determinada
pela parte real destes autovalores, os quais podem ser de trés tipos:

I. Com parte real nula: Os autovalores aparecem em pares complexo e
complexo conjugado, puramente imaginarios, que, combinados, fornecem
uma solucao oscilatéria sobre o equilibrio. Nesses casos, a solugédo é
marginalmente estavel;

II. Com parte real negativa: A solucdo aproxima-se do ponto de equilibrio a
medida que o sistema avanca. A solucdo é, entdo, assintoticamente
estavel,

[ll.  Com parte real positiva: A solucao afasta-se do ponto de equilibrio com o

avanco do sistema. A solucéo € instavel.

A natureza do equilibrio pode ser visualizada em um grafico no plano s (vide
FIGURA 3). Neste caso, 0 eixo imaginario representa a regido de limiar de
instabilidade. No plano esquerdo se encontra a regiao de estabilidade assintética e

no direito a regiao de instabilidade.
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Im(s)
=~
Regido de
estabilidade 5
marginal \‘
Regido de oo
estagbilidade — Regido de ‘——EE(S)

. ., instabilidade
assimptotica

FIGURA 3 — LIMITE DE REGIAO ESTAVEL PARA OS AUTOVALORES

A condicdo de estabilidade assintotica pode ser também determinada sem a

resolucdo das equacgles caracteristicas, através do critério de Routh-Hurwitz.

3.3.1 CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

Este critério € um método algébrico que fornece informacdo sobre a
estabilidade absoluta de um sistema linear invariante no tempo que possui uma
equacao caracteristica com coeficientes constantes.

O método requer duas etapas:

e Gerar uma tabela de dados chamada de tabela Routh;

e Interpretar a tabela de Routh para contar quantas raizes do sistema estao

no semiplano esquerdo, no semiplano direito, e no eixo imaginario.

Conforme apresentado em Lalanne e Ferraris (1990), seja um sistema com a
equacao caracteristica abaixo, cujas raizes da equacdo permitam determinar as
frequéncias naturais do sistema em estudo (vide eq. 3.22). A equagéo é:

aps™ +a;s" 1+ -+ ay_1s+a, =0. (3.23)

A tabela de Routh entdo é construida da seguinte maneira:
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(3.24)

Assim, os n coeficientes H;,...,H, podem ser obtidos, sendo suas

expressdes as seguintes:

|Hy| = det[H;] = a;

— _ a1 — _
|H,| = det[H,] = det as | = a,a, — as (3.25)
|}[n| = det[}[n]

O critério de Routh-Hurwitz estabelece que se todos os valores de H}, ..., H;,
sao positivos, entdo o sistema € estavel (LALANNE E FERRARIS, 1990).

3.4 EQUACOES DE MOVIMENTO VIA COORDENADAS GENERALIZADAS

Conforme Meirovich (1990), as equac¢cOes de movimento de um sistema
mecanico podem ser obtidas através das equacBes de Lagrange. Definindo a
energia cinética em funcdo das coordenadas fisicas em um sistema de n particulas

quaisquer, tem-se
n
1 .
T = EZ m;rir; (326)
i=1

onde m; e 1; SAo a massa e velocidade da i-ésima particula, respectivamente.
Assumindo que o vetor de posicdo r; esta em funcdo das coordenadas

generalizadas q; e do tempo t, e derivando-o em funcdo do tempo, se obtém



n
= sl =1

3 L=1,..,Nn.
k=1

Inserindo a eq. (3.27) na (3.26), tal que

n n n
B lz zz dr; or; | . 0 arl ) 67"1 arl
) L i 0q, 0 ag, drds * at — 04, aq. " Tt ot |

r=1s=1

e considerando que a energia cinética pode ser escrita como
T = Tz + T1 + To ,

tem-se que

n

T_lzn:zn: iy p _Z 015 01
275 m;iqiq;, onae m;j = msaqiaqj'

i=1 j=1 s=1
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(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

€ uma funcao quadratica homogénea em funcédo das velocidades generalizadas g,

. . . drg 0y
T :ZViCIi: com y; :stﬁf
i=1 i

s=1

€ uma funcao linear das velocidades generalizadas e

., _12”: ar; ar;
LY. lmi at at
l:

(3.31)

(3.32)

nao possui velocidades generalizadas e representa um enrijecimento estrutural

devido a campos longitudinais de esforcos.

Em geral, os coeficientes m;; e y; e a fungdo T, dependem das coordenadas

generalizadas q;(i = 1, ...,n). Introduzindo a eq. (3.29) na igualdade £ =7 — U, tem-

se

L=T2+T1_V,

(3.33)
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onde
V=Y0q1,92 -, qn) =U—-T, (3.34)

que é também conhecido como potencial dindmico do sistema.

Conforme afirmado anteriormente, as coordenadas generalizadas q;(t)
definem um vetor n dimensional no espaco de configuracdes. Porém, para a
definicdo do estado do sistema é necessaria também a utilizacdo do vetor de
velocidades generalizadas ¢;(t). Com isto, 0 movimento do sistema é descrito em
um espaco 2n (espaco de estado), com a utilizagcéo do vetor de estado (eq. 3.6).

Assumindo as condicbes para pontos de equilibrio, isto €, q;, = constante,
gi. = 0, Q; = 0 (forcas generalizadas) e utilizando as eq. (3.30) — (3.34), se conclui

que g;, satisfaz a seguinte equacdo (MEIROVICH, 1990):

W

— =0, i=1,..,n 3.35
34, (3.35)

Com isto, 0 movimento na vizinhanca da solucéo trivial € q, = g, = 0. Esta
afirmacao implica na linearizacdo das equacdes de movimento sobre o equilibrio, o
que também implica que somente os termos quadraticos nas coordenadas e
velocidades generalizadas sdo considerados no Lagrangeano. Consequentemente,
os coeficientes m;; da eq. (3.30) se tornam constantes e simétricos (m;; = m;;). Alem
disto, os coeficientes y; na eq. (3.31) se tornam lineares nas coordenadas

generalizadas, isto €,

n
YI = ZYL]ql ) _] = 1! ., n, (336)
i=1

onde y;; sdo coeficientes constantes. Portanto,

n

n
T, = ZZVU%’ q;- (3.37)

i=1 j=1
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Finalmente, expandindo o potencial dindAmico em uma série de Taylor sobre

a origem, se obtém

n n
1
V(qy, ) qn) = Ezzkijquj' (3.38)

onde o termo V(0,...,0) foi ignorado como uma constante que nao tem efeito nas
equacbes de movimento, enquanto que os termos lineares em q; Sao zero em

virtude da eq. (3.35). Os coeficientes

_ oW
g=0 04,94

0%V
aqiaCIj

kij = kji =

(3.39)

q=0

sao constantes e simétricos.
Incluindo as eq. (3.30), (3.31) e (3.38) no lagrangeano (eq. 3.33) e utilizando
a eq. (3.2), é obtida a equacao de movimento de Lagrange linearizada, a saber,

n

Z(mijéij + gijq; + kijq;) = Qs i=1,..,n, (3.40)

j=1
onde m;; e k;; sdo coeficientes de massa e rigidez, respectivamente, e

9ij =Yji —Yij = —Gji i,j=1,..,n, (3.41)

correspondem aos coeficientes associados ao efeito giroscépico, e conforme
indicado, sdo antissimeétricos.

Pode ser observado que quando a energia potencial ocorre devido ao efeito
elastico, a parte de k;; que surge de U define o coeficiente de rigidez elastico.
Quando a mesma surge de T,, define-se o coeficiente de rigidez geométrico, que
pode ser atribuido aos efeitos centrifugos de estruturas rotacionais.

Existem dois tipos de forcas ndo conservativas que nao aparecem

explicitamente na eq. (3.40) e estdo implicitos em Q;, que sdo as forcas de
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amortecimento viscoso e circulatério. Estas podem ser explicitadas reescrevendo a

equacao de Lagrange, de forma que

d 0L\ 0L oF
( )— Q. k=1,..n, (3.42)

— | = + =
dt \oqy 0qx  0qx

onde a funcao de dissipacéo de Rayleigh F é

1 n o n n n
?Zizzcuqlq] 22 C‘r‘)l]qlqj (3.43)
==

i=1j=

=

na qual c;; =c;; € o coeficiente de amortecimento viscoso (simétrico) e (c,);j =
—(cy)ji 0 coeficiente circulatdrio (antissimétrico). Consequentemente, a equagdo de

movimento se torna

n

Z[mi,-éi,- +(cij +9i)4j + ((c)ij +kij)a] = Qi i=1,.m, (3.44)
=1

ou, matricialmente,
Mg+ (C+G)g+(K+C)g=0Q (3.45)

onde M é a matriz de massa (simétrica), C € a matriz de amortecimento (simétrica),
G é a matriz giroscépica (antissimétrica), K € a matriz de rigidez (simétrica) e C, € a
matriz circulatoria (antissimétrica). Ressalta-se que as matrizes giroscopica e
circulatdria surgem somente em estruturas girantes ou com partes girantes.

A eq. (3.45) representa as equacgOes de movimento de um sistema linear
amortecido com efeito giroscopico e forcas circulatorias. Matematicamente, ela
constitui um conjunto de equacfes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes
constantes, o que é geralmente referenciado como invariante no tempo. O
comportamento do sistema depende de suas matrizes — M,C,G,K e C, — e do vetor
de forcas generalizadas, Q. Estas matrizes podem ser descritas como as formas
quadraticas de T,, T;, F e V. Desta forma, é possivel reescrever os termos de

energia na forma de produtos matriciais, a saber,
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1 1
B==EQTMq. T, =q'Tq, ?*=§qTCQ+qTGq, V =q"Kq (3.46)

onde
G=rIT-T=-GT. (3.47)

A energia cinética em T, é por definicdo positiva definida e funcdo quadratica
das velocidades generalizadas ¢, entdo a matriz M € sempre positiva definida. Por
outro lado, a energia cinética do termo T;, conduz a matriz antissimétrica G, que néo
possui propriedades de sinal. O mesmo se aplica a matriz C,.. Para a matriz C, sua
funcdo de dissipagéo é geralmente ndo negativa, porém nado € possivel afirmar se é
positiva definida, somente positiva semidefinida. O potencial dinamico V ocorre
devido a uma série de fatores, podendo incluir forcas elasticas de restauracéo,
gravitacionais e centrifugas. Estas ultimas dependem da velocidade de rotacdo do
elemento de referéncia, ou seja, as propriedades de V podem variar, 0 que pode
determinar a estabilidade do sistema e, consequentemente, se 0 movimento

obedece as condi¢cdes assumidas de pequenos deslocamentos.
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3.5 MODELO DE ROTOR COM 2 GRAUS DE LIBERDADE (2GL)

Apesar de esse modelo ser extremamente simplificado, algumas
caracteristicas basicas que permitem obter uma visdo qualitativa de importantes
fendmenos tipicos da dinAmica de rotores sdo mantidas. Para tal, sera analisado o
rotor Jeffcott, por ser considerado modelo mais simples no qual o comportamento
dindmico basico em rotores pode ser estudado. Esse modelo leva esse nome pois
foi primeiramente analisado em Jeffcott (1919).

Considerando o rotor como amortecido, para a determinagédo das equacgdes
que regem o0 seu movimento, sdo consideradas trés propriedades fisicas principais:
uma massa global m, uma rigidez global k, ambas representando a massa e a
rigidez do eixo, disco e suporte; e 0 amortecimento ¢, que possui elementos
associados ao amortecimento proprio (causado pela estrutura — principalmente pelos
mancais) e ao amortecimento circulatorio, causado pelo efeito de circulacao do eixo.

Conforme apresentado na FIGURA 4, a linha curvada representa o eixo do
rotor, que de uma maneira geral possui uma excentricidade & entre seu centro de
massa P (onde a massa m esta localizada) e geométrico €. Por menor que seja ¢, 0

mesmo pode causar desbalanceamentos no sistema.

Z & Y Y.n
[
b
Q Yp R
P 5
c.E Y C A0t

L
lr}:
B

FIGURA 4 — ROTOR JEFFCOTT COM DESBALANCEAMENTO me

Para um sistema com dois graus de liberdade, as energias potencial e
cinética, considerando o centro geométrico do rotor como coordenada generalizada

sao
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1 (.2 . . .
T = Em{xe2 + 7"+ £20? + 2e0q[—Xesin(2t) + Yecos(at)]}
. (3.48)
U = Ek(XC’Z + YCZ).

Aplicando a equacao de Lagrange — eq. (3.1) — e lembrando que a
velocidade de giro é assumida como constante, as seguintes equacfes de
movimento séo obtidas:

mXe(t) + kXe(t) = meR?cos(Qt),

. (3.49)
mYe(t) + kYe(t) = me?cos(Qt).

Considerando o sistema como amortecido, assume-se que a forca causada
pelo amortecimento rotacional é proporcional a velocidade do ponto C, quando
observada de um elemento de referéncia girando na mesma velocidade do rotor. Isto
significa que para o estudo de um sistema com amortecimento rotacional, um
elemento de referéncia rotacional deve ser introduzido conforme a FIGURA 5. A
origem esta no mesmo local do elemento referencial inicial, porém os eixos £ e H'
(referencial rotacional) rotacionam no plano XY com a mesma velocidade do rotor.
Quando a velocidade de rotacdo é constante, o angulo entre os dois elementos de
referéncia é simplesmente dado por 0t.

[1]

'l!';<

FIGURA 5 — DEFINICAO DO REFERENCIAL 0ZH’

Os eixos X e Y se relacionam com os = e H' através da matriz rotacional R,

gue é definida como
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_[cos(2t) sin(02t)
B [—Sin(ﬂt) cos(R)|” (3.50)
A velocidade do ponto C pode ser expressa como
AL Rt
v (TR (TR 3.51
{H'c} {Yc} Ye (3.51)
onde
. [—sin(2t) cos(Nt)
B [—cos(ﬂt) —sin(Qt)]" (3.52)

Usualmente, em matrizes rotacionais, se mostra que RTR =1 e, como

consequéncia disso,
T 0 1
RTR =g | o]' (3.53)

As forcas devido ao amortecimento rotacional e néo-rotacional sdo entdo
obtidas pela introducéao da funcéo dissipacdo de Rayleigh na equacéo de Lagrange,
da mesma maneira que na secao anterior (MEIROVITCH, 1990). Sua expressao
para esta modelagem é

1, . 1 . .
F= Ec(x(% +YZ) + 76 EZ 4+ H'Z). (3.54)

Incluindo a eq. (3.51) na (3.54), tem-se

1., 1 ((x) X" . Xe) . (X
F = EC(XC +Y2)+ Cr <{Y§} RT + {Ys} RT> <R {Yz} +R {YSD (3.55)

Realizando as multiplicacdes e lembrando que RTR = I e RTR = 0?1, ent&o

. T
1 L 1 X (X
F = E(c + ) (XG+YE) + Ecrm(xg +Y2) + ¢, 2 {YC} RTR {YC}, (3.56)
I64 (64
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ou seja,
1 . . 1 . .
F=5c+ ) (XE+Y2)+ Ecrnz(xg +Y2) + e, 25 (ReYe + YeXe). (3.57)

Incluindo a equacédo de dissipacdo de Rayleigh na equacdo de Lagrange,

conforme ocorre na eg. (3.42), tem-se a equagao de movimento na forma matricial,

isto €,
m  07(Xe c+c. 0O ]XC (k 0 [0 cr){Xc}
0 m]{Ye}+ 0 ct+ollye o k] Hrle ol (3.58)
_ {me!)zcos(ﬂt)} '
me?sin(2t))

3.5.1 INSTABILIDADE EM ROTORES COM 2 GRAUS DE LIBERDADE

A determinacdo da instabilidade se d& resolvendo o sistema de equacfes
apresentado pela eq. (3.58), considerando que ndo existe aplicacdo de forcas

externas (rotacao livre),

R 4 4 R B R

Introduzindo a solugcdo da equagédo homogénea da mesma forma que na eq.

(3.19), qual seja,

Xc(t) = XcoeSt

Yc(t) = YcoeSt (360)
chega-se a seguinte equacao caracteristica
2
det |° m+s(c+c)+k Opc, 0, (3.61)

—0ge, s?m+s(c+c)+kl

onde as raizes de s podem ser complexas e o sinal da parte real destas raizes seréo

suficientes para determinar a estabilidade do sistema.
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3.6 MODELO DE ROTOR COM 4 GRAUS DE LIBERDADE (4GL)

A forma na qual o modelo de um rotor Jeffcott é analisado com quatro graus
de liberdade é semelhante a anterior, porém, é adicionado um elemento crucial para
a dindmica de rotores, o efeito giroscopico. As inércias do eixo e disco (polar e
translacional) também sdo consideradas na modelagem do rotor, além dos graus de
liberdade de flexdo, que causam o aumento dos graus de liberdade.

As coordenadas generalizadas para a determinacdo do modelo com 4GL
(FIGURA 6) seguem o que foi descrito por Genta (2005).

,7

S
o)
28]

@y J

-

=)
[1]

(@) (b)
FIGURA 6 — REFERENCIAIS NO ESTUDO DO ROTOR COM 4GL.
a) EIXOS b) PLANOS

Na FIGURA 6, algumas propriedades geométricas estdo em verde:

e O plano z'Y’ é perpendicular a X' (a);

O plano zx é perpendicular a y (a);

O eixo Y’ é paralelo ao Y (a);

O eixo X' é paralelo ao X (a);

O plano formado pelo angulo y é perpendicular a y’ (b);

O eixo 2 é paralelo ao y’ (b).

Entdo, conforme apresentado na FIGURA 6, as coordenadas do sistema
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e Sistema de coordenadas OXYZ: sistema de coordenadas inerciais, com
origem em O e eixo Z coincidente com o eixo de rotagao do rotor.

e Sistema de coordenadas OZH'Z: sistema de coordenadas com origem em
O e eixo Z coincidente com o eixo de rotacdo do rotor. Eixos £ e H'
rotacionam no plano XY com angulo 9, para o caso de velocidade de
rotacdo constante. Este sera um sistema de coordenadas rotativo.

e Sistema de coordenadas CX'Y’Z’: sistema de coordenadas com origem em
C. Seus eixos permanecem paralelos aos do sistema 0XYZ. O plano XY’
permanece paralelo ao plano XY.

e Sistema de coordenadas Cxyz: sistema de coordenadas com origem em
C. Seu eixo z coincide com o eixo de rotacdo de corpo rigido na posicdo
em que esta deformado.

e Sistema de coordenadas Cx'y’z: sistema com origem no ponto C. E obtido
rotacionando 0s eixos x e y no plano xy com um angulo 9. Este sistema
esta relacionado ao corpo rigido, apesar de ndo estar em seu centro de
gravidade devido a excentricidade € e nem a inércia principal devido ao
erro angular y.

e Sistema de coordenadas P123: representa 0s eixos principais de inércia
do corpo rigido, que sado obtidos rotacionando o sistema Cx'y'z. O
desbalanceamento do sistema é representado neste sistema pelo angulo
de fase a.

Buscando obter os eixos X e Y, cada um dos sistemas de coordenadas séo

rotacionados, gerando as seguintes matrizes de transformacé&o rotacionais:

1 0 0
R, =10 cos(e,) sin(e,)], (3.62)
0 _Sin(<px') COS((px’)
[cos(p,) 0 —sin(ey)
R,=| o 1 0 : (3.63)
_sin(<py) 0 cos((py)
[ cos(9) sin(¥) O

R; = |—sin(9) cos(®) 0], e (3.64)
0 0 1
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cos(y) 0 —sin(y)
R,=| 0 1 0 (3.65)

sin(y) 0 cos()().

Através das matrizes rotacionais, € possivel escrever as equacdes de

movimento do disco pelas coordenadas X, Y e Z do ponto C e os angulos ¢y, ¢, € 9

como coordenadas generalizadas.
A energia cinética do corpo rigido € determinada pela soma das energias
cinéticas de translacdo do centro de massa e da energia cinética de rotacdo, a

saber,
S U ,
T=t+1 = EmV:P + 5 0123010123, (3.66)

2

onde V, é a velocidade do centro de massa, 1,5 € 0 vetor velocidade angular, dado

Dy 0 0
2123 = [R4] ([R3] ([Rz] { 0 } + {Qoy}) + {OD. (3.67)
0 0 )

e ] € o tensor de inércia para o corpo rigido, expresso por

por,

Ul = Je , (3.68)

onde J, representa a inércia de translacéo e J, a inércia polar.

Desenvolvendo matematicamente as eq. (3.67) e (3.68) e negligenciando os
termos contendo o produto da excentricidade ou do erro angular (por serem
considerados pequenos), ndo havera acoplamento axial. Entdo, a energia cinética

de translacéo sera

1 . . . . .
T, = Em{Xz + Y24+ 7% 4 2e0[—Xsin(Qt + a) + —Ycos (0t + a)| + £202}. (3.69)
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onde Nt = 9.
Segundo Genta (2005), como as componentes do vetor 27,5 sao referentes

ao eixo principal de inércia, e desprezando-se os termos de ordem superior, onde se

tem a multiplicacdo de pequenos deslocamentos, a energia cinética de rotacdo sera

1
v, = 203 + 03 + 2207 + Jp (02 + 208950y) + 20%(Jp — J1)[9x005(®) + Gy sin(@)]}.  (3.70)

Para o célculo da energia potencial do sistema, sdo consideradas as forcas
e momentos que causam reacgdes elasticas no eixo. Estas forcas e as coordenadas
generalizadas do sistema estdo relacionadas pela matriz de rigidez. Além disto, no
plano xy, o comportamento translacional do rotor & desacoplado do rotacional e
somente as forcas, deslocamentos e suas rotagdes correspondentes sao
considerados. No plano yz, a situacéo é parecida, porém, devido a simetria axial do
eixo, 0s elementos antissimétricos da matriz tém sinais opostos aos simétricos,

conforme se vé abaixo

Ky

_ Kll K12 Kll _K12]. (3 71)

= K, = —
Y K21 KZZ] vz _KZI KZZ

As matrizes acima podem ser obtidas por meio de aplicacdo do método dos
elementos finitos, conforme visto em Reddy (2006), Fish (2007) e outros.

A energia potencial do sistema é entdo dada por

T

1(X Xy 1¢(v )7 Y
_ hl _ 3.72
u 2{%/} Ky {(Py}+2{(PX’} Ky {‘PX’} ( )

Aplicando entdo a equacao de Lagrange (eq. 3.1), obtém-se as equacdes de
movimento para um rotor com quatro graus de liberdade ndo amortecido, quais

sejam,
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mX + K11 X + K290, = me?cos(0t + a),
mY + K1Y + Ki,0x, = meQ?sin(Qt + a),

N : . 3.73
[JePxr + Jplr®y — Ki2¥ + Koy = _X-Qz(ft _]p)Sln(Qt)’ ( )
\ ey = Jof2rtoxr + KnzX + Kooy = 202(Je — J,))cos(@t).
Reorganizando as equagdes acima na forma matricial, tem-se
m 0 0 0](X) 00 0 O07(X
0 Jo 0 04%}“2 00 0 —Jp[) oy
00 m Of)y Blo 0 0 o 14
O 0 O ]t k(,le} 0 ]p 0 0 (le
3.74
K. K 0 0 X If mecos(t + a) ) ( )
L |Kar Kua 0 0 oy | 024 x(Je = J»)cos(t) $
0 0 Ky —Kui|) Y ( mesin(Qt + a)
0 0 Kz Ki I\ey L—X(]t —Jp)sin(Qt) )
ou simplificadamente,
MG(t) + QrGq(t) + Kq(t) = F(t) (3.75)

onde M representa a matriz inercial, G a matriz giroscopica, K a matriz de rigidez e q
e F, representam o0s vetores de deslocamento e forca generalizados,
respectivamente.

A eq. (3.75) descreve um sistema de 4GL ndo amortecido. Se o sistema for
amortecido, as matrizes de amortecimento aparecem na equacao de maneira similar

a eq. (3.58), ou seja,

M) + (2rG + C)q(8) + (K — 2zCr)q(t) = F (D), (3.76)

onde C representa o amortecimento proprio, geralmente associado aos suportes do
rotor e C, representa o amortecimento circulatorio, que ocorre devido ao movimento

de rotac&o do rotor.
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Nas andlises seguintes, o0 amortecimento circulatorio ndo sera considerado,
uma vez que nos rotores estudados nesse trabalho, este fendmeno n&o esta

presente.

3.7 MODELO DE ROTOR COM MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

Os modelos utilizados para o equacionamento do rotor a ser utilizado neste
trabalho podem ser mais bem apreciados em Bavastri (2006) e Carvalho et al.
(2007), onde sdo especificados os calculos da energia cinética e energia potencial
de cada elemento do rotor. Aplicando a equacdo de Lagrange, € possivel obter as
matrizes elementares de inércia e de amortecimento, bem como a matriz de rigidez
complexa, no caso dos mancais viscoelasticos, e a matriz giroscopica.

Neste caso, foi utilizada a formulagdo por elementos finitos com base na
teoria da viga de Timoshenko, devido a sua generalidade de aplicacdo. A formulacéo
numeérica foi realizada usando elementos quadraticos de comprimento L. Assim, 0
correspondente elemento possui trés ndés e quatro graus de liberdade por ng,
conforme a FIGURA 7.

e}

FIGURA 7 — REPRESENTACAO DO SISTEMA DE REFERENCIA E DOS GRAUS DE
LIBERDADE PARA O ELEMENTO FINITO DE VIGA DE 3 NOS

A aproximacéo da funcdo de deslocamento por deslocamentos nodais e das

funcdes de interpolacdo N € dada por

q1
Clz} ={NY"{q} (3.77)
qs

q(Y) = Ny(Y)q, + N(Y)q, + N3(Y)qz = [Ny (Y) Np(Y) N3(Y)]
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onde g; representa os deslocamentos nodais — u;, w;, g; € {; — e N 0 vetor das

funcBes quadraticas dadas por Bathe (1982), sendo que

—y 2Y g _
r_(l__>w —L — 4YY
L L 12
M) 272 ] —8Y
M=M=t 1-(Z) e Wi=gm=y o o @
Ns(¥) Y 2Y L—4Y
KZ(“T)J \ "z

Conforme apresentado em Bavastri (2006), a equacdo para a energia

potencial, ja com a aplicacéo da eq. (3.78), € dada por

U =207 [/ (VYN ELdY {0} + 23T [/ NNV By (6} + 20 [12 ANHNYT G Sa (3} +
K1 K2 K3

DL u [1]ANHNYT 67 SaY {u} + 3 () p [ INHNYT G SdY (O} + )T p [ (NHN'YT 67SaY {u} +
K* K5 K®

(3.79)

L/2

SOV 1 LUNNY 6°5aY o} + 3 (o) (=i [, (NYIN'YT 65V ) )

LT (—n [ INHNYTG SAY ) (o} + S W) u [ AN'YN'YT G SaY (w

K° K10

onde L é o comprimento do elemento finito, E € o mddulo de elasticidade, I é o
momento de inércia nas direcbes X e Y, G* € o mddulo de elasticidade transversal e
S € a area da secao transversal.

Cada K' representa a matriz de rigidez relativa aos graus de liberdade a que
estd associado. O termo u adicionado na equacéo refere-se a um fator de correcéo
para tensdes transversais cisalhantes (Timoshenko and Goodier, 1980). Para secdes
circulares, 1 = 0,898936, e para sec¢fes retangulares e quadradas, u = 5/6.

Buscando também prevenir problemas de locking®, aplica-se uma integracao
gaussiana seletiva, onde os termos relativos ao cisalhamento transversal sdo sub-
integrados, e os demais termos integrados de forma completa, conforme descrito por
Hughes (2000).

! O Locking, ou travamento, ocorre em vigas modeladas pela teoria de Timoshenko, em que, para vigas muito finas, a tenséo
de cisalhamento, que deveria desaparecer, nao desaparece e continua a atuar no atual modelo com um valor relativamente
elevado. Para tentar corrigir este problema, faz-se uma substituicdo da parcela correspondente ao cisalhamento transversal.
Isto é realizado através de uma integragdo numeérica utilizando a quadratura gaussiana.
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Aplicando a equacgédo de Lagrange (eqg. 3.1) na eq. (3.79), obtém-se a matriz
de rigidez global do sistema. A matriz pode ser dividida em duas, K'! e K2,
associadas a flexdo e ao cisalhamento do elemento, respectivamente. Somando-as,

tem-se a matriz de rigidez com base na teoria de Timoshenko, quais sejam,

00 0 0 00 0 0 00 0 O0°
00 0 0 00 O O 00 0 O
00 7 0 00 -8 0 00 1 0
00 0 7 00 0 —-8020 0 1
00 0 0 00 O O 00 0 O
w_Efoo o o 00 0 0 00 0 O
3.lo 0 =8 0 0 0 16 0 0 0 -8 0 (3.80)
00 0 -800 0 16 0 0 0 -8
00 0 0 00O O O 00 0 O
00 0 0 00 O O 00 0 O
00 1 0 00 -8 0 00 7 0
0o 0 1 00 0 8 00 0 7
7oy o 2By o0 2L 4 o 1
3L 3L 3 3L 6
A 8 2 01 -1
3L 2 3L 3 3L 6
o L Loy o 2L 4 o 1 Ly
2 9 3 9 6 18
S R St S "
2 9 3 9 6 18
B0 0 2y 0 By o Z2
3L 3 3L 3L 3
0o 82 o o Xy oo o 82
g o 2 L o o0 o M oo o 2Ly '
3 9 3 9
2 g o Loy g o E o2 4 o &
3 9 9 3 9
1, , 18,02 7 ]
3L 6 3L 3 3L 2
, L1 , B2, o, 7 ol
3L 6 3L 3 3L 2
o Xk oo 2L 5 o 2Ly
6 18 3 9 9
1Ly o b=z, o, L1 L
L6 18 9 2 5 |
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A energia cinética do sistema gera as matrizes de inércia e giroscopica. Para
tanto, primeiramente se tomam as equacodes das velocidades, que sao as derivadas
da eq. (3.77), isto €&,

i) = (NY"{g}. (3.82)

Assim, de maneira semelhante ao que ocorre na eq. (3.79) para energia

potencial, a energia cinética do sistema é dada por

L/2 L/2

T =W pS [}, INYNY dy {u} + 5 w7 pS [ INYNY dy (w} +

M1 M2
~{0Y" pl [ ANYHNY dy (0} + 5 {4)7 pl [ INYNY dy {4} + (3.83)
M3 M*
L/2

pILO? + 5 {(8Y 2010 [} (N}(NY' dy {0},
G

onde p é a densidade, e 2 é a rotacdo do rotor.

As matrizes M, M? M3® e M* sdo as matrizes de inércia associadas aos
graus de liberdade e G € a matriz que contém os termos giroscépicos. Incluindo o
vetor de velocidades nodais, e aplicando a equacéo de Lagrange na eq. (3.83), tem-
se as matrizes de inércia, M e M!%, sendo a primeira uma matriz classica de
massa e a segunda € aquela que traz os efeitos da inércia rotacional, e também a
matriz G. O termo pILN? ndo causa efeito algum no célculo das matrizes, pois,

devido ao fato de ser uma constante, desaparece quando a equacéo de Lagrange é

aplicada.

4 0 0 0 2 0 0 0 -1 0 0 O
0 4 00 0 2 00 0 —-10 0
0O 0 00 O O OO O O 0O
0O 0 00 O O OO O O 0O
2 0 0016 0 00 2 0 0 O

uw_LSplo 2 00 0 16 0 0 0 2 0 0

~30(0 0 00 O O OO O 0 0O (3.84)
0 0 00 0O O 0O O O 0O
-1 0 00 2 0 00 4 0 00
0 -1 00 0 2 00 0 4 0 0
0O 0 00 O O OO O O 0O
Lo 0 00 0 0 0O O O 0 o
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(3.85)

(3.86)

ol cocol ccocormrocoo PooconNnNo OO |l o oo
~ b N " - .

Os valores da matriz de amortecimento C sdo fornecidos pelo amortecimento

presente nos mancais. A inclusado das propriedades de rigidez e amortecimento dos

mancais sao fornecidas pelas matrizes

[C]

Cx¢ [kxx
44 _ kax
CO'{ e [K]M - Iko-X
€ kex

kx¢
k|
kU(J ’
keg

(3.87)

gue sdo adicionadas as matrizes giroscopica e de rigidez, nas regides das matrizes

correspondentes aos nés onde os suportes do rotor estédo posicionados.

Esta adicdo pode ser observada na FIGURA 8, que representa uma matriz

de

rigidez global,

onde o0s nés das matrizes elementares sdo dados por

Ki1, K12, K>1€eK,, — que compdem a matriz elementar — e pela matriz K, que

corresponde as matrizes da eq. (3.87). Os no6s em azul, mostram a adicdo dos

valores da matriz do mancal e da matriz global.
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FIGURA 8 — REPRESENTAGAO DA MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

A partir destas matrizes, obtém-se o sistema de equacdes globais que
governa o movimento de um sistema girante. O modelo apresentado pela eq. (3.88)
representa 0 caso com amortecimento viscoso, que é utilizado para mancais de
rolamento e/ou mancais hidrodinamicos, sendo semelhante ao apresentado pela eq.
(3.76), ou seja,

MnsxnG(Onx1 + (€ + G(28)),  4Onx1 + Knxnd(©nx1 = F Onxa, (3.88)

onde:

M é a matriz de inércia (constante e simétrica);
e G é a matriz giroscopica do eixo e disco (funcdo da rotacdo Ny e
antissimétrica);

e ( é a matriz de amortecimento do mancal (constante e simétrica);

K é a matriz de rigidez do eixo e dos mancais (constante e simétrica);
e g € o vetor de coordenadas generalizadas, que ao adotar uma
discretizagdo de n elementos, possui uma dimenséo 4(n + 1) X 1, pois se

tem n + 1 nGs e quatro graus de liberdade por no;

F é o vetor de forcas generalizadas.
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3.7.1 INSTABILIDADE EM ROTORES COM MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

A metodologia para a determinacdo da instabilidade para um sistema de
multiplos graus de liberdade (valido também para 4GL) ocorre encontrando a
solucdo polinomial do modelo matematico do sistema — autovalores — que fornecem
as frequéncias naturais e os coeficientes de amortecimento. Devido a caracteristicas
das matrizes presentes na eq. (3.88) — todos os coeficientes reais — 0s autovalores
sdo complexos e conjugados, com uma parte real (relacionada ao decaimento ou
ndo da resposta em vibracao livre) e uma imaginaria (relacionada ao efeito oscilante
do sistema). A parte real € a que esta associada a instabilidade do sistema.

Assim, supde-se que o rotor esteja em vibragdo livre (F(t) =0) e que a

resposta do sistema é dada de forma semelhante a eq. (3.19), isto €,
q(O)nx1 = Onxie*, 6 €C™ (3.89)

Com isto, substituindo a eq. (3.89) na (3.88), se obtém a seguinte equacéao

algébrica:
[s°M +5(C+G(2R)) + K] 6nx1 =0. (3.90)

Para fins de céalculo, a equacdo acima necessita ser reorganizada de forma
matricial. Porém, como ndo existe garantia de simetria na matriz C + G, 0 sistema
deve ser resolvido em um espaco de estado. No entanto, para tal, € necessario a
criacdo de um vetor generalizado de estado, que contém as informacdes sobre

deslocamentos e velocidades, a saber,

q(t)
} (3.91)

y(®) = {
10

2nx1

Aplicando a eq. (3.91) na (3.90), e reorganizando matricialmente, obtém-se

[(C + G(.QR)) : M] Y(®2nx1 ¥ [K i Olax2nY(©)2nx1 = {0}nx1- (3.92)

nxan
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Entretanto, neste caso existem n equacdes e 2n incégnitas. Para levar a um
sistema de equacOes diferenciais de ordem quadrada, utiliza-se a seguinte

igualdade, com a equacéao adjunta:

M i OlusanY@onx1 + [0 1 =Mlnx2ny (O 2nx1 = {0}nxa (3.93)

Desta forma, as eq. (3.92) e (3.93) no espaco de estado se tornam,

(C+GWR) + M K i 0 0

: ] Y(t)anl + - ] y(t)anl = {} ’ (394)
M P 0500 0 i —Mlyuxon 0/2nx1

ou, simplificadamente,

A(QR) 2nx2nY () 2nx1 + Banxz2nY () 2nx1 = O2pnx1- (3.95)
Devido as caracteristicas das matrizes M, C,G e K, a matriz B € uma matriz

simétrica e A é uma matriz assimétrica. Entéo, a eq. (3.95) representa um problema
de 2n equacdes.
Aplicando a eq. (3.89) na (3.91), se obtém

0

y() = {} e (3.96)
S0) 3nx1

Dessa forma, aplicando a eq. (3.96) na (3.95), é gerado um problema de

autovalores generalizado, que pode ser definido da seguinte forma,

BO; = LA(QR)0;, i=1,..2n (3.97)

onde A = —s, sendo A; os autovalores do sistema e s o0 coeficiente de Laplace. Os
0;, sdo os autovetores a direita no espaco de estados, que se relacionam com seus

equivalentes no espaco de configuracdes através de

0;
0; = { }, i=1,..,2n. (3.98)
si0;
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Como a matriz A pode ser assimétrica, o problema adjunto de autovalores,

abaixo exposto, deve ser resolvido. Esse problema é

Bqui = AiAT(.QR)lpi, (399)

sendo ¥; os autovalores a esquerda, comi = 1...2n.

3.7.1.1 ORTOGONALIDADE

Em Ewins (1984) é demonstrado que os autovetores ortonormalizados séo
obtidos fazendo @i/\/a e lPi/\/E, sendo a; = ¥ A0]. Partindo destes vetores e

usando as matrizes A e B, verificam-se as seguintes propriedades de

ortogonalidade:

wTA6 = [I] wTBA = [A], (3.100)

onde [I] e [A] = diag(4;) representam a matriz identidade e a matriz espectral de

autovalores, respectivamente. Conforme visto em (3.98), os autovetores podem ser

(3.101)

As seguintes propriedades de ortogonalidade sdo demonstraveis a partir das
equacdes em (3.100) (EWINS, 1984):

e 12 Condigéo de Ortogonalidade:

L YTME, + YK, = b5 ; (3.102)

e 23 Condigcéo de Ortogonalidade:
_(Aj + Ak)waek + I/JjT(C + G)O) = a;bj - (3.103)

Pelas caracteristicas do sistema, os autovalores 4; sdo complexos e vem em

pares complexos conjugados, de forma que

Aj o1 = Re{A}; + ilm{A};. (3.104)
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Entdo, sendo k=j+1, 14, =4; e tomando k #j, sabe-se que a; =0.

Aplicando nas rela¢cbes de ortogonalidade, tem-se,

PIC+G)0 YIKO,  k;
2Refl}; = ———— = = A, =——— = — =2,
e{A}; oTHe, m ¢ N Ty, T =Y (3.105)
resultando em
def Cj 2 __ 2 —
¥ omm ¢ YT 4" =9 =14, (3.106)

onde ¢ € o fator de amortecimento do sistema e (2; suas frequéncias naturais.

3.7.2 MODELO DE AMORTECIMENTO VISCOELASTICO

Os modelos utilizados para o equacionamento do rotor com material
viscoelastico segue o que foi descrito no capitulo anterior. A adicdo de componentes
viscoelasticos nos mancais esta descrita em Silvério (2015), e, resumidamente, na
secdo 4. Naquele trabalho, a matriz de rigidez passa a ser complexa e funcédo da
frequéncia e da temperatura. Assim, a equacao de movimento de um rotor composto

com material viscoelastico, no dominio da frequéncia, é dada por

(—02M + iQ[C + G(2x)] + K(Q)}Q() = F(), (3.107)

gue é similar a eqg. (3.88), e ondeQ(2)eF(2) sao as transformadas de Fourier das
coordenadas generalizadas e forga, respectivamente.

Na eq. (3.107), o valor de C € zero, uma vez que o amortecimento do
sistema é considerado apenas no material viscoelastico que faz parte do mancal de
rolamento. Esse amortecimento esta presente na matriz de rigidez (K) complexa.

Para determinar o problema de autovalores, encontram-se algumas
dificuldades adicionais ja que, em geral, as matrizes ndo sdo simeétricas e a matriz de
rigidez da eq. (3.107) € dependente da frequéncia de excitacdo, que pode ser

distinta da frequéncia de rotagéo, Q. Uma maneira de contornar estas dificuldades &
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reescrevendo a eq. (3.107) no espaco de estado. Deste modo, define-se a variavel
de estado como:

Q)
} (3.108)

-]
i2Q(2)

Entdo a equacao de movimento pode ser escrita matricialmente como

K@) : 0 F(2)
. ] YD znxa ={
0 P-M 2nx2n 0

] YD) anx1 +
2nx2n

} . (3.109)
0 2nx1

ou, de forma mais compacta, ja considerando F(2) = 0,

[LQA(-QR)ZnXZn + E(-Q)ZnXZn]y(-Q)anl = {O}anl- (3-110)
No dominio da frequéncia, a resposta modal do sistema pode ser pela

seguinte transformacao de coordenadas:

YD) z2nx1 = Oz2nx1 P (1), (3.111)

onde P() é conhecido como coordenadas principais generalizadas. Portanto, a eq.

(3.110) pode ser reescrita como

[iQAQR) 2nx2n02nx1 T B(2) 2nxanb2nx11P(2) = {0}, (3.112)

gue gera o problema de autovetores generalizado, equivalente a eq. (3.112), dado

por
E(.Q)@l = AiA('QR)Qii com ){i = —if] (3113)

no qual 0; é denominado autovetor a direita e A; 0 seu autovalor, com i variando de
1 a 2n. Consequentemente, o calculo dos autovalores do sistema é dependente da
frequéncia de rotacdo do rotor (2z) e da frequéncia de excitacdo (£2) aplicada no

material viscoelastico, conforme relatado por Ribeiro et al. (2015) e Ferreira (2004).
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Considerando que A e/ou B sdo matrizes nado simétricas, deve-se resolver o
problema de autovalor adjunto, definindo-se o autovetor a esquerda com a variavel
Y, ou seja,

BT(); = LAT (), (3.114)
ondei =1a2n.

Dadas as condicbes de ortogonalidade apresentadas na secdo anterior
(3.7.1.1), obtém-se

PTAN)O =1 e WIB(Q)O = 4, (3.115)

onde I é a matriz identidade e A € a matriz espectral de autovalores. Como estes

autovalores sdo complexos, com uma parte real e outra imaginaria, tem-se
Aj = Re{A}; + ilm{A};. (3.116)

Devido a formulagcédo ser realizada no espaco de estado — com suportes
viscoelasticos e portanto matrizes com coeficientes complexos, 0s autovalores sdo
complexos e diferentes, porém, tem que estar relacionados de alguma forma.
Verifica-se assim que, para este tipo de problemas, os autovalores estdo formados

por pares A; e —4;. Desta maneira, tomando-se valores de j # k, mas com A; = —4,

e aplicando estes valores nas relagdes de ortogonalidade,

2 = (-iy)". (3.117)

Por definicdo, tem-se

A7 =07 =07 (1 +in;),

_ (3.118)

onde (); € a frequéncia natural do sistema e n; o seu fator de perda.

Destas relacdes, chega-se a seguinte conclusao:

_m(#)

= 3.119
"= ) (3.119)

0=y e
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3.8 MODELO DE ROTOR POR MODOS ASSUMIDOS

O método de modos assumidos consiste na adocdo de uma solucao,
wy(x,t), para o problema de vibracfes na forma de uma série composta de uma
combinacéo linear de funcbes admissiveis / teste ¢;, que estdo em funcdo de
coordenadas espaciais, multiplicadas por coordenadas generalizadas do tipo q;(t),

de modo que

= b, (3.120)

Essa abordagem, em esséncia, trata um sistema continuo como um sistema
com n graus de liberdade. Como se trata de uma aproximacdo de um sistema
continuo, quanto maior o numero n de graus de liberdade utilizados, maior sua
aproximacao com os valores reais do sistema.

Conforme descrito por Lalanne e Ferraris (1990), no caso de um rotor
padrdao composto por suportes (mancais), eixo e discos, a equacdo de energia

cinética por modos assumidos &

NEREIP l L0,
T =§ZZ PSIO ¢i(x)¢j(x)dx+plf 9¢ (x ) %9, (x)dx+MD¢ (xp)p;(xp) +Jt ad) (xp)%(xp) q;(t)q;(¢)

1 l:1 ]:1 - a ¢ Compone;teslnerctals(MouTz) (3121)
_'QREZZ ]p aqil (xp) ! (xp) + 2pl ﬂ( ) . (x)dx q:(1)q;(0),

...
1l
[y
-
1l
[y

ComponentesGLroscoplcas(GouTl)

onde p representa a densidade do material, S a area da secéao transversal do eixo, I
0 segundo momento de inércia de area do eixo, M, a massa do disco, /; 0 momento
de inércia transversal do disco, J, 0 momento de inércia polar do disco e xp a
posicéo do disco em um eixo de comprimento L.

A energia potencial do sistema é dada por

u=1y e[

i=1j

2
""() %)

7 ()dx + Ky Cea) Cean) | 4:(0q; (0, (3.129)

1

ComponentesdeRigidez(KouV)
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onde E representa o médulo de elasticidade do material (eixo), K, a rigidez do
mancal e x,, a sua posicao.

O amortecimento do sistema é dado por

n

€= 2 > [Cuti Gy )] a0, (3.123)

n
i=1j=1
onde Cy € o coeficiente de amortecimento representando o amortecimento
introduzido pelos mancais. Neste caso, 0 amortecimento circulatério foi
negligenciado.

Para este caso apresentado, a funcdo admissivel é representada pela

funcdo modal para vibracdo lateral em vigas, com as condicfes de contorno livre-
livre (RAO, 2009), ou seja

¢, (x) = sin B,x + sinh 8, x + a,, (cos B, x + cosh 3,,x), (3.124a)

sin B,L — sinh 5, L )
cosh B,L — cos L/

em que a, = ( (3.124b)

onde B, € um valor que depende das condicbes de contorno do sistema e varia
conforme o0 numero de graus de liberdade do sistema.

As matrizes de massa, giroscopica, de amortecimento e de rigidez sdo
geradas pelas eq. (3.121, 3.122 e 3.123). O problema de autovalores para estas

matrizes € o mesmo utilizado para a resolucao do sistema com MGL.

3.9 DIAGRAMA DE CAMPBELL
3.9.1 MODELO VISCOSO

O diagrama de Campbell foi apresentado pela primeira vez em Campbell
(1924). No caso de um sistema com multiplos graus de liberdade, como G esta em
funcdo da rotacdo, para cada 2 deve ser resolvido um problema de autovalores.

Portanto, para cada rotagdo {2z, os parametros modais do rotor, (2;,0;,¥;e;, séo
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calculados. Uma vez resolvido o problema de autovalores para cada rotacdo, é
possivel construir o diagrama de Campbell, o qual mostra as distintas frequéncias
caracteristicas de um sistema girante para distintas condi¢cdes de velocidade de
rotacao.

Para uma excitacdo de massa desbalanceada, a resposta do sistema pode
ser prevista através dos parametros modais obtidos no diagrama de Campbell,

tracando uma reta onde £; = Q. Assim, através da interseccdo desta reta com as

curvas de frequéncias caracteristicas do diagrama de Campbell, obtém-se as

rotagdes criticas do sistema (22 = £;, reta em verde), como pode ser observado na

FIGURA 9. Para qualquer outro tipo de excitacdo, as rotacdes criticas do sistema

girante podem ser obtidas tracando uma reta que a represente. Por exemplo, no
caso de instabilidade dos mancais hidrodinamicos, onde .szész, 0 que é

representado pela reta em laranja, as rotacdes criticas corresponderdo aos pontos

de interseccdo dessa reta com as curvas de frequéncias caracteristicas.

>

n'rpm

FIGURA 9 — DIAGRAMA DE CAMPBELL

A resposta da figura acima é representada na FIGURA 10.
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Variacao da rotacao(2y)

|B® = 14(02)®
| BY = A4(2R),
Campbell Final

FIGURA 10 — RESOLUGCAO DE UM PROBLEMA DE AUTOVALORES E DIAGRAMA DE
CAMPBELL — MODELO VISCOSO

3.9.2 MODELO VISCOELASTICO

Nos casos em que o rotor € composto por mancais com MVEs, a matriz A4,
gue contém a matriz giroscopica, € funcdo da rotacdo do eixo (), enquanto a
matriz B, que contém a matriz de rigidez, é complexa e funcdo da frequéncia 0.
Desta forma, o problema de autovalores é funcdo da rotacdo e da variavel
frequéncia. Isto €, para uma determinada rotacdo do rotor (2; = cte), o problema de
autovalores é funcao da frequéncia e pode ser resolvido através de um diagrama de
Campbell auxiliar, £2; x 2, conforme apresentado por Bavastri et al. (2008).

A partir deste Campbell auxiliar, fazendo 2 = £;, condicéo representada por
uma reta que cruza as curvas {; x Q, serdo extraidas as frequéncias naturais do
sistema, de forma equivalente ao trabalho Floody et al. (2007) para uma viga
sanduiche (metal - material viscoelastico - metal).

Esse processo deve ser repetido para todas as rota¢cdes do rotor, resultando
em um novo diagrama de Campbell final, agora (2; x Q2¢), contendo as rotagdes
criticas do rotor dindmico viscoeléstico. A partir deste diagrama de Campbell final é
possivel determinar as caracteristicas dinamicas do sistema de rotor dinamico
composto com material viscoelastico. A FIGURA 11b representa o diagrama de
Campbell auxiliar e a FIGURA 11a o resultado final. Como pode ser observado, para
calcular as frequéncias naturais do sistema para uma rotacdo constante, é preciso
resolver um problema de autovalores funcéo da frequéncia devido a caracteristica da

matriz de rigidez.
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(a) Qrpm

FIGURA 11 — (a) CAMPBELL FINAL; (b) CAMPBELL AUXILIAR

A FIGURA 12 mostra como deve ser resolvido o problema de autovalores
para um sistema girante com mancais viscoelasticos, conforme visto nas eq. (3.106)
e (3.109), onde Q; = ||

[Variagio da rotagio(0g)
[Varia(;éo da frequéncia (2)
|B(Q)® = 14(0x)®
By = 24(2R)¥,
CampbellAuxiliar
[CampbellFinal

FIGURA 12 — RESOLUCAO DE UM PROBLEMA DE AUTOVALORES E DIAGRAMA DE
CAMPBELL — MODELO VISCOELASTICO
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3.10 AUTOVALORES EM SISTEMAS HAMILTONIANOS

Devido a necessidade da eq. (3.107) ser reorganizada no espaco de estado,

tem-se, conforme a eq. (3.109), as seguintes matrizes,

A=

Gy : M K@) : 0
: ] e : ] (3.125)

M 0 0 -M
onde G = C + G, sendo € a matriz de amortecimento e G a matriz giroscopica.

Conforme Higham et al. (2006), Mehrmann e Watkins (2002) e Lancaster
(2013), ambas as matrizes acima representam um sistema Hamiltoniano®. A
equacdo matricial delineada no espaco de estado (eq. 3.107) pode ser também
reescrita na forma de um problema quadratico de autovalores (QEP — Quadratic
Eigenvalue Problem).

As raizes de um QEP, isto é, seus autovalores, possuem algumas

caracteristicas, com base nas propriedades das matrizes que o compdem.

3.10.1 MATRIZES REAIS,G=CEG=0

Se as matrizes que compdem o sistema sdo todas reais, isto é, M,K,G €
R™™" com G = C, os autovalores serdo em pares, complexo e conjugado (1,1 €
C™™), conforme apresentado pela FIGURA 13, e vém do seguinte polinbmio

caracteristico:

Q) =2°M+1G +K, (3.126)

pois QT (1) = Q(2), e portanto,

det QT (1) = detQ(2) = 0. (3.127)

Se, além de reais, as matrizes sdo simétricas e positivas definidas, se tem a
garantia do sistema ser estavel, pois a parte real de A é menor que zero. Isto pode

ser visto na demonstracao abaixo, pois, sendo

%0 sistema dinamico Lagrangeano se transforma em Hamiltoniano quando ocorre a mudanca de
resolucdo de um espaco n dimensional para 2n dimensional. Ver se¢éo 3.7.1, eq. (3.90) — (3.94).
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Q(Hv=0, v # 0, e vecQC (3.128)

tem-se, sucessivamente,
vI(A2M +2G+K)v=0, e (3.129)
A2vTMv + AvTGv + vI Kv = 0. (3.130)

Por simplificacdo, chega-se a

AZmV + Ag\y + kV = 0, (3131)

onde my, gy € ky, s&o maiores que zero. Com isso, as raizes do polindmio sdo dadas

por
_A 6o \> k
p——L <9V) _ (3.132)
’ 2my, 2my my
Desta forma, se
v\ ky v ky
( ) AP P i (3.133)
2my, my 2my my
obtém-se
_—9v n
Re(d) = <0, e AeC™. (3.134)
2my

A 2
( gv ) LI (3.135)

A PN 2
I (gv)_ﬁzo' . (3.136)
ZmV ZmV mV
A~ 2 A 2
( gv ) < ( gv ) _ kv (3.137)
ZmV ZmV mV

0 gue néo é possivel fisicamente, pois ky/m, ndo € menor ou igual a zero.
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M.K.G € R"*, simétricos, G =CeG =0

10

8_

B

IMAG (1)

_10 1 1 i 1 1 ]
15 - 0.5 0 0.5 1 15

REAL (1)

FIGURA 13 — AUTOVALORES 4,1, COM PARTES REAL E IMAGINARIA
3.10.2 MATRIZES REAIS, G =0

Observando a raiz do polindmio (1), pode-se concluir que se ¢ = 0, entfo a

resposta do sistema € puramente imaginaria, isto €,

my

Conforme a FIGURA 14, neste caso, 0s autovalores sdo dispostos no eixo

imaginario.
M.K € R", G = 0, simétricos
10r ;
of |
o
2} i
8 ¢
L AR L
= o
2t :
s
_5_
_8_
_1[] 1 Il i 1 1 1
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15
REAL (4)

FIGURA 14 — AUTOVALORES 4,1, SOMENTE COM PARTE IMAGINARIA



74

a

3.10.3 MATRIZES REAIS,G=GEC=0

Se, entretanto, a matriz G for antissimétrica (GT = —G), com G =G, C =0, e
as propriedades anteriores das matrizes M e K forem mantidas, além dos

autovalores serem em pares 1, 1, eles também serdo em pares —1, —4, pois

Q)T = WM™ + (W)GT + KT = (=1)?M + (-1)G + K = Q(=1). (3.139)

Portanto, os autovalores para um sistema com M e K simétricas e positivas
definidas e G antissimétrica, os autovalores associados sdo 1,14,—1 e —1. Além
disso, eles sdo imaginarios puros, como podemos ver na FIGURA 15, onde os
autovalores estao no eixo imaginario, variando de acordo com a influéncia da matriz
G.

MKGER" M=M", K=K", G=-G"e C=0

101

ar

BF

IMAG (1)

O T et e T e T S rt T P o

0.5 1 15

10 ' '
15 1 05

=

REA

—=

(A

FIGURA 15 — AUTOVALORES 4, 1,—4,—1, SOMENTE COM PARTE IMAGINARIA

Se a matriz K for simétrica, porém indefinida, os autovalores possuirdao

partes real e imaginaria, conforme a FIGURA 16.
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M,K.G e R*, M =M", K indefinida, G = -G e C=0

101

8_

BF

IMAG ()
=

_10 1 1 i 1 1 ]
15 1 05 0 05 1 15

REAL (1)

FIGURA 16 — AUTOVALORES 4,1, —1,—1, COM PARTES REAL E IMAGINARIA

3.10.4 MATRIZES REAIS, G =G +C

Em decorréncia do exposto anteriormente, existe a possibilidade de
avaliacao da instabilidade por meio da parte real destes autovalores, pois, vindo em
pares complexo e conjugado, eles podem ser positivos e negativos. Se a matriz
G = C + G, sendo a matriz de amortecimento C = C” e a giroscopica GT = —G, tem-
se a base do modelo de rotor com amortecimento viscoso, que € representado na

FIGURA 17.

10

MKGER" M=M", K=K', G=-GT e C=CT

8F

+
+
+
Bl +
+
-

= L,
@ Of e e
= .0
2 .
+
4F -
+
6 +
+
B +
+ '
10 I I | I I |
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15
REAL (1)

FIGURA 17 — AUTOVALORES 4,1, COM PARTES REAL E IMAGINARIA
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Se, ao invés disso, fossem estimados os autovalores de um rotor com
mancais hidrodinAmicos, as matrizes K e C seriam nao simétricas, com M = MT e

GT = —G, e os resultados seriam os ilustrados na FIGURA 18.

M,K,G € R, C,K = niosimétricas, G = —GT e M = MT

1000 -------- gt [ T Rt Bt ek it

o Lo

e S

1 1 1 * H 1 1 1

] — SR U RO AR SONUURS SOUSS S

1 1 1 * H 1 1 1

1 1 1 + H 1 1 1

400 - e

T N

L L
a0 : D S —

] — SRR SRR SRS NUSRPRNN SO S S

1 1 1 + H 1 1 1

e S o . Rt

| | | + ' | | |

1 1 1 + H 1 1 1

R e R e e R

R

800 F-------- Dkl Dkl hiih E ol Al ekl eleel bbbl Rttt

o A

1000 | | | | | | |

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2

REAL (1)

FIGURA 18 — AUTOVALORES 4,1, COM PARTES REAL E IMAGINARIA
Ou seja, 0 sistema se tornaria instavel com facilidade. Os mancais

hidrodindmicos com sistema “tilting-pad”, mencionado na secao 2.2, fazem com que
0 rotor se torne isotropico, o que deixa as matrizes K e C simétricas, aumentando a

estabilidade.

3.10.5 MATRIZES COMPLEXAS, C =0

Entretanto, quando alguma das matrizes é complexa — neste especifico
caso, K € C™™ — a caracteristica do sistema é alterada e os autovalores continuam
apresentando-se em pares, s6 que, neste caso, 1 e -A. Em um rotor com material
viscoelastico nos suportes, a matriz € = 0, pois o amortecimento efetivo do sistema
recai sobre o material viscoelastico, estando a dissipacdo de energia representada
na parte imaginaria do nimero complexo adicionado na matriz de rigidez (K).

Sendo o problema quadratico associado a eq. (3.107), tem-se
(PM+26+K)v=0 (3.140)

onde v é um autovetor generalizado.
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Supondo que M,G € R MT =M, 6T = -G e K € CV", tal que KT = K,

QT(1) = A2MT + 26T + KT, (3.141)
Q) =2*M + A(-6) + K, (3.142)
Q) =A*M — A6 +K. (3.143)

Como (—2)? = (1)?, por substituicdo na eq. (3.143), tem-se

Q=) = (=2)*M + (-)6G + K (3.144)

e, portanto,
Q(=1) = 2°M — AG + K. (3.145)

Isso mostra que se 4 é autovalor do QEP, entdo —1 também o ser4, pois,

det Q(1) = det QT (1) = det Q(—2) = 0. (3.146)

Com isto, fica clara a presenca de autovalores de pares opostos no sistema
com matrizes complexas, que é o caso do modelo de sistema girante com mancais
compostos por MVEs. Fica claro também que isto é uma caracteristica do modelo
matematico do sistema. A FIGURA 19 apresenta a representacdo grafica desta

contestacao.

MGER, KeEC" , M=M", K=K', G=-G"e C=0
10 ,

+
sf .
*
Bl +
*
A+ +
+
5l +
s :
| 1 ML -y Do e m oo oas
21 . *
+
4+ +
*
Bt .
+
g .
H
10 I I | 1 1 ]
-1.5 -1 0.5 0 05 1 15
REAL (4)

FIGURA 19 — AUTOVALORES 4, —1, COM PARTES REAL E IMAGINARIA
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4 SIMULACOES NUMERICAS

Foram realizadas simula¢cdes numéricas para cada um dos modelos de
rotores apresentados anteriormente, quais sejam:

e Com amortecimento viscoso nos mancais: dois e quatro graus de

liberdade, via método dos elementos finitos e modos assumidos;

e Com amortecimento viscoelastico nos mancais: método dos elementos

finitos.

Nas simula¢cbes, podem ser comparados os diagramas de Campbell obtidos
com os diferentes modelos e feito um estudo de instabilidade com a anélise dos
autovalores, tanto no diagrama de Campbell quanto no plano de Laplace.

No plano de Laplace, a instabilidade no sistema com amortecimento viScoso
pode ser observada quando existem pontos no lado direito do eixo vertical, isto €,
guando parte real do coeficiente de Laplace € positiva.

Os dados utilizados para a realizacdo destas simulagdes foram 0os mesmos
utilizados por Silvério (2015). As TABELAS 1-3 descrevem os dados utilizados nas

simulagdes.

TABELA 1 — DADOS DO ROTOR UTILIZADOS EM TODAS AS SIMULACOES

Dados do eixo

Diametro Comprimento Densidade Modulo de Young
10mm 400mm 7742,67 kg/m3 2,07 X 1011 Pa
Dados do disco
Diametro Espessura Densidade Mdodulo de Young
72mm 24mm 7742,67 kg/m3 2,07 x 10 Pa

Os valores da matriz de rigidez para os modelos com dois e quatro graus de
liberdade foram obtidos pela teoria da flexibilidade de vigas conforme apresentado
por Genta (2005), onde foi considerado que o eixo do rotor se encontra sobre dois
mancais infinitamente rigidos. Nos modelos calculados para amortecimento viscoso
por elementos finitos e modos assumidos, os valores de rigidez e amortecimento dos
mancais foram definidos teoricamente, conforme exemplos apresentados por
Lalanne (1999) e Lalanne e Ferraris (1990) e descritos na TABELA 2.
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TABELA 2 - DADOS DE AMORTECIMENTO E RIGIDEZ PARA OS MODELOS DE M.G.L. VISCOSO

EMA.
Dados dos mancais — Amortecimento Viscoso (mancais simétricos)
Rigidez radial (ky, = k) Amortecimento radial (cx, = cy,)
7.0 X 10" N/m 100N s/m

O modelo fisico utilizado nas simulac¢des foi um rotor de Jeffcott, com uma

massa central e dois mancais nas extremidades, conforme apresentado na FIGURA

20.
; . i

| | 1
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04
[m]

e

FIGURA 20 — MODELO TEORICO DO ROTOR EXPERIMENTAL

Para o modelo de MEF com materiais viscoelasticos, os parametros do
material viscoelastico além da forma como suas propriedades sdo inseridas na
matriz de rigidez, estdo descritos em Silvério (2015), vide TABELA 3.
Resumidamente, expde-se que os efeitos combinados de temperatura e frequéncia
sobre o material viscoelastico podem ser representados, na faixa linear, pela

seguinte equacdo do médulo de elasticidade complexo:

Eo + Eoby[iar(T)]?

Ec(ﬂf T) = ’
1+ by (iar(T))’

4.1)

onde E, é o modulo de elasticidade em frequéncias baixas, E, 0 modulo de
elasticidade para frequéncias altas, b; €é uma constante adimensional,
correspondente ao tempo de relaxacdo do material e f§ € a ordem da derivada
fracionaria. O parametro ar € denominado “fator de deslocamento” e permite
predizer o comportamento do material a diferentes temperaturas, a partir de uma
temperatura de referéncia. Em Ferry (1980), este parametro é modelado através da

seguinte equacao:
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—6,(T — Trer)
0, + (T — Tres)

logyo ar(T) = (4.2)
onde 6, e 6, sdo parametros caracteristicos do material, T,..r € a temperatura de
referéncia e T € a temperatura de trabalho do material (arbitraria).

Portanto, a rigidez complexa correspondente ao suporte composto com
MVEs, e que é incluida na matriz de rigidez global, é

I?MVES = EC(Q, T) X FG X FF, (43)

onde FG é o fator geométrico, que relaciona a area da secéo transversal do MVEs
pelo seu comprimento e FF é o fator de forma do material, como definido em Nashif
et al. (1985), ou em Silvério (2015), no qual o produto entre FG e FF é obtido via
MEF.

O MVE empregado na simulacéo foi o C-1002, fornecido pela empresa E-A-
R Specialty Composites (que pertence a 3M). Os parametros apresentados na

TABELA 3 foram retirados pelo nomograma fornecido pelo fabricante.

TABELA 3 — PARAMETROS DO MATERIAL VISCOELASTICO

Material: C-1002

EO Eoo ﬁ b1 91 92 Tref T

1,967 x 10° | 2,582 x 10° | 0,545 | 0,0314 | 24,207 | 249,808 | 286,325 K | 306,325 K

4.1 MODELO COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE (AMORTECIMENTO
VISCOSO)

Neste modelo, ndo existem graus de liberdade de rotacédo, e,
consequentemente, efeito giroscépico (eq. 3.58). Para efeito de analise da alteracao
das propriedades das matrizes, e consequentemente nas frequéncias naturais do
sistema a cada rotagdo, unicamente nesta etapa foi considerado o efeito circulatorio,
que foi definido arbitrariamente devido a dificuldade de se obter valores reais para
este tipo de amortecimento. Com isto, foi utilizado para fins de calculo o
amortecimento circulatério (C,.) de 100 N s/m.
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7

O modelo utilizado para o calculo de massa e rigidez € o mesmo
apresentado pela FIGURA 20. Assim sendo, foram construidos os diagramas de
Campbell e o grafico no dominio de Laplace (s), apresentando os autovalores

(s = —A) do sistema conforme mostrado na FIGURA 21.

DIAGRAMA DE CAMPBELL
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FIGURA 21 — (a) DIAGRAMA DE CAMPBELL (2GL); (b) AUTOVALORES NO PLANO LAPLACIANO (s)

Percebe-se na FIGURA 21a, que o sistema apresenta instabilidade (pontos
vermelhos) em rotacBes com o fenbmeno backward, logo ap6s a rotacéo critica.
Observando a FIGURA 21b, nota-se também a presenca de autovalores instaveis,
pois 0s mesmos estdo presentes a direita do eixo imaginario, isto é, quando a parte
real dos seus autovalores se torna positiva.

Recorrendo a eq. 3.59, observa-se que a instabilidade pode ser causada
devido a mudanca de propriedade da matriz de rigidez global (K + C,.), que conforme

o aumento do efeito de circulagéo desfaz sua simetria inicial.

4.2 MODELO COM QUATRO GRAUS DE LIBERDADE (AMORTECIMENTO
VISCOSO)

No modelo com quatro graus de liberdade o efeito circulatério é
negligenciado, porém, neste caso, aparece o efeito giroscopico. O efeito da matriz
giroscopica € semelhante ao da matriz circulatéria, porém, sua acao ocorre na matriz
de amortecimento do sistema. Conforme a velocidade de rotagdo aumenta o efeito

giroscopico também aumenta, mudando as propriedades da matriz (vide eq. (3.73)).
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Nesta modelagem, existe, além dos dados apresentados na TABELA 02, a
adicdo de propriedades inerciais presentes na eq. (3.68), a saber, a inércia
translacional (/;), a inércia polar (J,), € o0 momento de inércia de area (I), que &,
considerando o eixo do rotor como um cilindro uniforme, dado por n7,*/4, onde r, é
0 raio da secao transversal do eixo do rotor. Partindo das eq. (3.97) e (3.99), e
calculando os autovalores do sistema, forma levantados os diagramas de Campbell

e da disposicao dos autovalores, como ilustrado na FIGURA 22.

DIAGRAMA. DE CAMPBELL
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FIGURA 22 — (a) DIAGRAMA DE CAMPBELL (4GL); (b) AUTOVALORES NO PLANO LAPLACIANO (s)

Observando o diagrama de Campbell (FIGURA 22a) nota-se 0s quatro graus
de liberdade, representado pelas linhas coloridas, com exce¢do da azul, que é
utilizada para determinar as frequéncias criticas por desbalanceamento (2 = ().
Os dois primeiros sao idénticos, portanto sao linhas sobrepostas (verde), que
ocorrem devido a ndo haver influéncia do efeito giroscopico sobre eles por causa da
posicdo do disco — no centro do eixo — e da simetria das propriedades dos mancais.
Nos outros, existe uma distingdo das linhas de frequéncias naturais dos modos,
causadas pelo efeito giroscopico. A instabilidade que aparece no diagrama de
Campbell é confirmada pela presenca de pontos no lado direto do gréafico de Laplace
(FIGURA 24b).

4.3 MODELO POR MODOS ASSUMIDOS (AMORTECIMENTO VISCOSO)

O método para a obtencédo do diagrama de Campbell e dos autovalores do
sistema foi explicado na secdo 3.8. Foram escolhidos para a analise deste modelo
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15 modos assumidos. As propriedades do rotor pertinentes ao calculo dos modos
assumidos foram retiradas das TABELAS 1 e 2. Neste modelo consideram-se 0s
mancais como flexiveis, isto €, com valores arbitrarios para a rigidez e
amortecimento, ao contrario dos anteriores, onde a rigidez dos mancais era
teoricamente infinita e o amortecimento era de todo o sistema. O diagrama de

Campbell e os autovalores no plano de Laplace sao apresentados pela FIGURA 23.

DIAGRAMA. DE CAMPBELL
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FIGURA 23 — (a) DIAGRAMA DE CAMPBELL (M.A.); (b) AUTOVALORES NO PLANO LAPLACIANO (s)

Com isto, o sistema é estavel. Porém, se a rigidez presente nos mancais for
aumentada para 7,0 x 108 N/m, o sistema se instabiliza, que pode ter sido causado
por algum erro no modelo, ja que na pratica, este aumento nao significaria uma

condicao de instabilidade. O efeito pode ser verificado nas FIGURAS 24a e 24b.
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4.4 MODELO POR ELEMENTOS FINITOS

4.4.1 AMORTECIMENTO VISCOSO
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O modelo do rotor com mudltiplos graus de liberdade foi obtido utilizando o

método dos elementos finitos, conforme explicitado na secdo 3.7, e 0 coédigo em

Matlab® Rotordin (vide FIGURA 25), que vem sendo desenvolvido pelo grupo

GVIBS h& um longo periodo.
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FIGURA 25 — ROTORDIN (INTERFACE GRAFICA)

Para este caso, foram analisados dois rotores, para efeito de comparacao:

um com somente dois elementos, visando sua comparacdo com 0s modelos

apresentados acima, e um com 30 elementos, a fim de comparagdo com O0sS

resultados obtidos pelo modelo por modos assumidos. Estes modelos sao ilustrados

pela FIGURA 26.
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Para ambos, as propriedades consideradas séo expostas na FIGURA 27.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Entrada de dados para os discos
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1 200 10 0 2.07e+11 0.3 774267 0 0 1
2 200 10 0 2.07e+11 0.3 774287 0 0 1
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£

FIGURA 27 — DADOS DO EIXO E DISCO, UTILIZADOS NO MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

A Unica mudanca ocorre no numero de discretizacdo de elementos do eixo,

como destacado na FIGURA 28.
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FIGURA 28 — DISCRETIZACAO DO EIXO NO ROTORDIN

Com isto, apresentam-se os resultados contidos nas FIGURAS 29 e 30.
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DIAGRAMA DE CAMPBELL
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FIGURA 30 — (a) DIAGRAMA DE CAMPBELL (MGL — 30 ELEMENTOS); (b) AUTOVALORES NO
PLANO LAPLACIANO (s)

Assim como no modelo realizado por modos assumidos, neste caso, se 0
valor de rigidez for aumentado em 10 vezes, nota-se a presenca de instabilidade no
sistema, que aparentemente possui causas numéricas, tal qual a simulacdo do

modelo por modos assumidos.
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4.4.2 AMORTECIMENTO VISCOELASTICO

O modelo com a inclusdo de material viscoelastico nos mancais segue o0 que
foi apresentado na secao 3.7.2, e as simulagcées seguem o que foi apresentado
acima para multiplos graus de liberdade, com discretizacdo do eixo em 30
elementos.

As propriedades do material viscoelastico estdo descritas na TABELA 03. A
construgcdo do modelo pelo MEF com MVE foi também realizada no software
Rotordin, de onde foi retirado o diagrama de Campbell, além da apresentacdo dos

autovalores, ambos ilustrados pela FIGURA 31.
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FIGURA 31 — (a) DIAGRAMA DE CAMPBELL (MGL — MVE); (b) AUTOVALORES NO PLANO
LAPLACIANO (s)

A FIGURA 31b apresenta os autovalores para um sistema mecanico com
material viscoelastico, isto €, com a matriz de rigidez (K) complexa. O resultado é
semelhante ao apresentado na FIGURA 19, e corrobora o que foi descrito nos
trabalhos de Ferreira (2004) e Silvério (2015), onde € verificada a duplicidade de
autovalores, na forma A e —A. Com isto, a analise de instabilidade feita somente pelo
sinal da parte real dos autovalores torna-se inadequada.

Assim, este trabalho propde uma metodologia para estabelecer a instabilidade

de um sistema girante composto com MVE, que é apresentada no capitulo 5.
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45 COMPARACAO DE RESULTADOS DE ROTACOES CRITICAS AO
DESBALANCEAMENTO PELOS DIFERENTES MODELOS MATEMATICOS

Comparando os diversos modelos matematicos, a TABELA 4 apresenta os

resultados de rotac@es criticas (em RPM) do rotor Jeffcott.

TABELA 4 — COMPARACAO DE RESULTADOS ENTRE OS MODELOS DE ROTOR (EM RPM)

Modelo Matematico

Rotacgbes M.E.F. M.E.F.
criticas 2G.L. 4G.L. M.A. 2 Elementos | 30 Elementos

12 2736 2769 2760 2772 2772

22 - 15675 16497 16221 16131

Observando a TABELA 4, nota-se pouca diferenca entre os diversos

métodos para a determinacgéo das rotacdes criticas do rotor. Isso pode ser devido ao

modelo simplificado do rotor (Jeffcott). Também, neste caso, consideram-se somente

as rotacdes criticas em forward, pois como o rotor tém mancais com as propriedades

iguais (rotor simétrico), as rotacbes criticas em backward, devido a uma excitacdo

puramente de desbalanceamento, ndo sao excitadas. A maior variacdo para a 12

rotacdo critica se da entre os modelos com dois graus de liberdade e o de multiplos

graus de liberdade (com 2 e 30 elementos), com uma variacao de 1,29%. Para a 22

rotacdo critica, esta maxima diferenca ocorre entre os modelos com 4 graus de

liberdade e o realizado por modos assumidos, com uma diferenca de 4,98 %. A

FIGURA 32 apresenta os diagramas de Campbell sobrepostos, para cada modelo.
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Percebe-se, na FIGURA 32, que apesar de haver uma diferenca
ligeiramente maior nas rotagbes criticas, os modelos que mais se aproximam,
levando em consideracdo a semelhanca gréfica, sédo os de MGL com 30 elementos e
o feito por modos assumidos. Isto se deve a natureza continua da teoria dos modos
assumidos, que a aproxima do método dos elementos finitos, principalmente quando
a discretizagdo do problema é mais alta. Também se nota graficamente que néo
houve alteracdo significativa de valores na determinacdo das duas primeiras

rotacdes criticas. Portanto, as curvas dos modelos estdo praticamente sobrepostas.
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5 PROPOSTA DE METODOLOGIA PARA A DETERMINACAO DA
INSTABILIDADE

Conforme observado nas secdes 3.7.2, 3.10.5 e 4.4.2, onde sao realizadas
analises sobre os autovalores de um sistema girante composto com material
viscoelastico, realizar o estudo da instabilidade somente observando a parte real dos
autovalores torna-se ineficaz, uma vez que, nestes casos, 0S autovalores se
apresentam em pares, da forma 1 e —A1. Ao analisar apenas a parte real do autovalor
ou do seu equivalente s de Laplace, fica dificil determinar o momento no qual o
sistema se torna instavel, ou dito de outra forma, onde os autovalores trocam a sua
parte real de positiva para negativa ou vice-versa.

Com isto, ap6s o desenvolvimento apresentado durante este estudo, a
atencado para esta andlise voltou-se para um prévio estudo das equac¢des no dominio
do tempo, para determinar, principalmente, as condi¢des iniciais do sistema e sua
instabilidade, o que pode ser atrelado ao que foi observado na secéo 3.3.

A proposta apresentada para a determinacdo da instabilidade do sistema
com material viscoelastico é a observacdo da trajetoria dos autovalores no dominio
de Laplace (s). A instabilidade do sistema sera determinada quando, ap0s o sistema
iniciar sua trajetéria numa posicao inicial de equilibrio, a parte real de A cruzar o eixo
imaginério conforme o incremento da velocidade de rotagéo, conforme ilustrado na
FIGURA 33.
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Esta analise € pertinente, pois os pares de autovalores do sistema, apesar
de iniciarem em lados opostos do grafico — considerando o eixo das ordenadas —
tendem a ir se aproximando desse eixo, caso 0 sistema tenda a ser instavel em

algum momento.

5.1 MODELO HISTERETICO

Buscando um modelo equivalente do modelo viscoeléstico, ou seja, com a
matriz de rigidez complexa e matriz de amortecimento nula, foi estabelecido um
modelo simplificado com amortecimento histerético. Devido a dificuldade em
encontrar as solu¢bes do sistema girante no dominio do tempo, que no caso do
material viscoelastico € calculada por meio de derivadas fracionérias, optou-se por
utilizar o modelo histerético equivalente, que € atualizado para cada rotacdo. A
inclusdo das derivadas fracionarias no sistema de equacdes no dominio do tempo
nao é o escopo deste trabalho.

Para a andlise do sistema com amortecimento histerético, foi considerado
como fator de perda (n) do material viscoelastico o valor de 1,0169, obtido de acordo
com a eqg. (3.119).

A equacdo de movimento, no dominio da frequéncia, considerando o

amortecimento histerético, é dada por
[22M +i0G + K(1 + in)]Q(Q) = F(). (5.1)

A eq. (5.1) também apresenta sua solu¢do no espaco de estado, de forma
similar a eq. (3.109). A formulacao correspondente é

Gg) ¢ M

K(1+in) : 0
in Y(Q) + Lo

F(Q)
}' (5.2)

Y () :{
0

M i 0 0 P —M
gue gera um problema de autovalores semelhante a eq. (4.113). As matrizes
utilizadas foram retiradas do modelo de MGL com 30 elementos. Buscando obter um

resultado similar ao apresentado na secao 4.4.2, os valores complexos adicionados
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a matriz de rigidez foram alocados nos nds, onde existe a presenca dos mancais
com MVEs, conforme visto na FIGURA 8.
Resolvendo este sistema conforme exposto nas secfes 3.7.2 e 3.9.2, tem-se

os resultados ilustrados na FIGURA 34.

DIAGRAMA DE CAMPBELL Pl
T

550 T

FREQUENCIA NATURAL [Hz]
IMAG (s)

0 05 1 15 2 25 .
ROTAGAQ [rpm] w10t REAL (s) 10

() (b)

FIGURA 34 — MODELO HISTERETICO:
(a) DIAGRAMA DE CAMPBELL (4GL); (b) AUTOVALORES NO PLANO LAPLACIANO (s)

A principio, como o sistema apresenta autovalores no semiplano direito no
plano laplaciano, o sistema poderia ser considerado instavel, como também ocorre
nas secdes 3.10.5 e 4.4.2, onde os sistemas apresentam a matriz de rigidez
complexa. Entretanto, é improvavel que um rotor estatico, ou em baixas rotacdes
seja instavel. Para demonstrar teoricamente esta estabilidade inicial, o sistema é
entdo resolvido no dominio do tempo em rotacdo quase nula, que seria sua posi¢ao

de equilibrio inicial.

5.2 ESTABILIDADE NA POSICAO INICIAL DO SISTEMA

Para a resolugdo proposta acima, foram retiradas as matrizes globais do
modelo viscoelastico de MGL com 30 elementos. O sistema mecéanico é
representado no dominio do tempo, conforme descrito por Inman (2006), o que, no

presente caso se da por

OE W P 53)
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onde I representa a matriz identidade.

Dessa forma, foi aplicada, em um codigo em Matlab®, uma integracédo
numerica pelo método de Runge-Kutta (funcédo ode45) na eq. (5.3), para a obtencao
das variaveis de resposta do sistema, q e q.

Porém, como foi abordada anteriormente, a condicdo complexa da matriz de
rigidez ocasiona problemas. Para facilitar sua aplicacdo, considera-se que o
amortecimento utilizado € histerético, similar ao apresentado por Newmark (1962).
Partindo da equacéo geral da segunda lei de Newton para um sistema girante, qual

seja,
mi(t) + (c + g)x(t) + kx(t) = F(t) cos Q, (5.4)

tem-se que esta equacao, considerando o amortecimento como histerético, se torna,

no dominio do tempo,
. n .
mi(t) + (Ek + g) x(t) + kx(t) = F(t) cos Q, (5.5)
isto &, o coeficiente de amortecimento se torna

c=gk=h, (5.6)

gue é inversamente proporcional a frequéncia 2 e diretamente proporcional a rigidez
k, sendo h uma constante adimensional, determinada pelas caracteristicas do
material que adiciona amortecimento ao sistema. Para questdes de célculo, o valor
de n € obtido de acordo com a eq. (3.119), que resulta em n = 1,0169.

Com isto, a eg. 5.1 transforma-se em

y(®) = —Mgu( —M‘H%+Jﬂ]x[ﬁ' (5.7)

onde, conforme a eq. (5.6),

H = =K. (5.8)
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Para um rotor estatico, neste caso, com rotacdo 2 ~ 0 (pois se fosse igual a
0 invalidaria eg. 5.8), ou seja, em sua condi¢do inicial (ponto vermelho), obtém-se o
grafico que indica a resposta do sistema, se afastando ou se aproximando da

posicdo de equilibrio (posi¢ao azul), conforme a FIGURA 35.

TR 1 T ........... ...... ........... ............

D05kt ..... — .......... ............

o5k ......... ......... .......... ............

O1k ........... TR e ............

-300 -2L1IEI -1 I_lIEI 0 1 EIIEI ELlIIII 300
q(m/s) ’
FIGURA 35 — RESPOSTA DE 4(t) x q(t) NO DOMINIO DO TEMPO

Como a condicéo inicial x, pré-determinada (iniciou em 0,1), percebe-se
claramente que o sistema é estavel, pois a medida que o tempo avanca, 0S
deslocamentos e velocidades do sistema diminuem, encaminhando as solucdes do
sistema a condigéo de equilibrio.

Portanto, € demonstrado que o sistema girante com amortecimento
histerético, em sua condicédo inicial, pode ser considerado estavel, ao contrario da
suposicao inicial percebida somente avaliando os autovalores do mesmo sistema no

dominio da frequéncia.
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5.3 ACOMPANHAMENTO DA TRAJETORIA DOS AUTOVALORES E DE SUA
RESPOSTA NO DOMINIO DO TEMPO

Considerando o caso dos autovalores obtidos na secéo 4.4.2 para material
viscoelastico, a proposta de metodologia para o estudo da instabilidade de rotores
compostos com material viscoelastico € acompanhar a trajetéria dos autovalores,
como visto na FIGURA 33. Conforme apresentado na FIGURA 36, partindo de um
ponto inicial estavel (circundados em vermelho), como mostrado na secéo 5.2, ndo
importando em qual semiplano o autovalor esta, quando este cruzar o0 eixo
imaginario do plano laplaciano (em vermelho), o sistema se torna instavel (destaque
em verde).

Na FIGURA 36, sdo apresentados varios autovalores complexos e 0s seus
correspondentes negativos para diferentes rotagcdes. Como pode ser observado,
alguns autovalores partem dos quadrantes 2 e 4, e, conforme aumenta a rotacao,

tendem aos quadrantes 1 e 3, respectivamente.

g :# do 122 modo
<L : :
= .
&
........................ PR
1 i
. 1.4 2 25
REAL (5) . 10°

FIGURA 36 — VISUALIZACAO DE INSTABILIDADE (PONTOS VERDES)

Buscando uma analise qualitativa, os autovalores calculados no dominio da

frequéncia, conforme 3.7.2, sdo acompanhados em determinadas velocidades de
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rotacdo e sua respectiva resposta no dominio do tempo é calculada. Para facilitar a
visualizacdo nas figuras subsequentes, foi realizado o acompanhamento da trajetoria
do conjunto de autovalores correspondentes ao 12° modo de vibrar, pois sabe-se
gue 0 mesmo se torna instavel a uma rotacdo de aproximadamente 25000rpm (vide
FIGURA 36). As respostas do sistema no dominio do tempo, isto €, os graficos g X t
e q X q, foram obtidas conforme a secéo 5.2. Porém, neste caso, houve a variacéo
das velocidades de rotacdo, ou seja, para cada rotacdo, foi resolvida a eq. (5.7)
obtendo, assim, os deslocamentos e velocidades generalizadas para cada modo de
vibrar.

As velocidades de rotacdo consideradas foram as seguintes: 5000rpm
(523.59 rad/s), 10000rpm (1047.19 rad/s), 15000rpm (1570.79 rad/s), 20000rpm
(2094.39 rad/s), 25000rpm (2617.99 rad/s) e 30000rpm (3141.59 rad/s). Os
resultados correspondentes sao ilustrados nas FIGURAS 37 a 42.
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FIGURA 37 — 5000 RPM: (A) AUTOVALOR NO PLANO s; (B) RESPOSTA NO DOMINIO DO TEMPO
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FIGURA 38 — 10000 RPM: (A) AUTOVALOR NO PLANO s; (B) RESPOSTA NO DOMINIO DO TEMPO



98

0.8 r
U.E ......................................... i
0.4 i
“|'.i .,|‘|H|‘.
" TN \
10 :
xl T T T T T DE | | ‘ ‘ | |
wl ee 4 + 0.4
i _DE ...........................................
* * -4 LR
[ P A B R R
60 -40 20 0 20 40 60
(A)
08 i L i 1 1
-300 -200 -100 0 100 200 300
¢(m/s)
(B)

FIGURA 39 — 15000 RPM: (A) AUTOVALOR NO PLANO s; (B) RESPOSTA NO DOMINIO DO TEMPO
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FIGURA 42 — 30000 RPM: (A) AUTOVALOR NO PLANO s; (B) RESPOSTA NO DOMINIO DO TEMPO
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Conforme observado nas FIGURAS 37-40, o sistema é estavel, com a
resposta em vibracéo livre, a diferentes rotacdes, tendendo levemente a posicao de
equilibrio, isto é, com x = 0. A partir da FIGURA 41 (25000rpm), o sistema tende a
aumentar a amplitude da resposta, caracterizando uma instabilidade no sistema. Isto
pode ser corroborado tanto no plano s (FIGURA 41a), quanto no dominio do tempo
(FIGURA 41b). Dessa forma, ao menos com o modelo histerético equivalente, a

metodologia proposta se mostra pertinente.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi proposta e implementada numericamente uma
metodologia simples para determinar a instabilidade de sistemas girantes compostos
com material viscoelastico. Ela € baseada no acompanhamento da parte real dos
autovalores do sistema, partindo da premissa de que, em rotacdo zero, na qual as
matrizes do modelo numérico sdo simétricas e positivas definidas, o sistema é
estavel.

Foram revisados alguns conceitos gerais sobre dindmica de sistemas, além
de diversas modelagens de sistemas girantes. Para cada modelagem, foi definido a
maneira como instabilidade é calculada. Também foi revisado matematicamente o
comportamento dos autovalores, em funcdo das propriedades das matrizes que
compdem o sistema a ser analisado. Dentre os estudos de instabilidade, o que
melhor se adapta para este problema é verificar se a parte real dos coeficientes de
Laplace (valor negativo do autovalor) é negativa, sendo, neste caso, 0 sistema
considerado estavel.

Quando existem matrizes com coeficientes complexos, como no caso de
sistemas girantes compostos com material viscoelastico, abordados no dominio da
frequéncia, os autovalores se apresentam em pares complexo e seu negativo, de
forma redundante. Nesse caso, a metodologia tradicional torna-se inadequada, uma
vez que no computo numérico € impossivel detectar quem é o autovalor e quem o
seu negativo, muito menos saber quando essa troca acontece, ou seja, 0 momento
em que o sistema se torna instavel. Porém, essa caracteristica dos sinais dos
autovalores é intrinseca ao sistema quando 0 mesmo possui pelo menos uma matriz
com coeficientes complexos no espaco de estado.

Destaca-se, entdao, a metodologia proposta e implementada via cddigos
numeéricos do Laboratério de Vibragcbes e Som da UFPR, que, ao observar a
trajetéria dos autovalores do modelo viscoelastico no plano s de Laplace, pode
determinar a instabilidade do sistema. Para verificar o método proposto, foram
realizados estudos simplificados de um sistema girante no dominio do tempo, com
amortecimento histerético equivalente. Ambos estudos mostraram que em

aproximadamente 25000 rpm o sistema se torna instavel.
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Pode-se concluir que a metodologia proposta € capaz de determinar com
exatiddo a condi¢ao de instabilidade num sistema girante composto com mancais
viscoelasticos, partindo do pressuposto que, em condi¢des iniciais, o sistema é

estavel.

6.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou uma proposta de andlise para determinagcédo de
instabilidade dindmica em rotores com material viscoelastico. Porém, o estudo nao
foi robusto o suficiente, devido a alguns valores arbitrarios considerados, além de
uma analise no dominio do tempo relativamente simplificada, assumindo o sistema
como histerético.

A sugestdo para trabalhos futuros é realizar um estudo de instabilidade de
rotores com suportes viscoelasticos totalmente no dominio do tempo. Apesar dos
problemas numéricos envolvidos, devido ao fato da solucdo das equacgles
diferenciais com derivadas de ordem fracionarias apresentam uma elevada
exigéncia computacional e certa instabilidade numérica, este estudo permitiria, assim
como com o modelo histerético, determinar a estabilidade do sistema para varias
rotacdes. Porém, poderiam ser obtidos resultados mais robustos, que refletiriam com
maior fidelidade a realidade do sistema e o comportamento do material viscoelastico.

Também se faz necessaria uma realizacdo experimental do modelo, a fim de
corroborar os resultados numéricos. Com isto, a modelagem se tornaria mais

confiavel e haveria uma confirmacédo da metodologia proposta neste estudo.
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