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Resumo

Potenciais biestaveis sao frequentemente encontrados na anélise de problemas envol-
vendo fisica de lasers ¢ na Mecanica Quantica. Neste trabalho estudamos o comportamento
dinamico de wm oscilador nao-linear amortecido e periodicamente forcado, sob a agao de
um potencial biestavel da forma V(2) = 2% + Az?/(1 + g2?). Uma andlise qualitativa é
realizada através de retratos de fase, mapas de Poincaré e espectros de poténcia. Métodos
de aproximagao sao utilizados para construir curvas de ressonancia, que caracterizam a

resposta dinamica do sistema a excita¢ao externa, e para identificar solu¢oes harmonicas.



Abstract

Bistable potentials are often found in the analysis of problems in laser physics and
Quantun Mechanics as well. In this work, we study the dynamical behaviour of a damped,
periodically forced nonlinear osciilator under the action of a bistable potential of the form
V(z) = a* + Aa?/(1 + ga?). A qualitative analysis was carried out through phase space
portraits, Poincaré maps and power spectra. Approximation methods are used to generate
resonance curves, which characterize the dynamical response of the system to the external

excitation, and to identify harmonic solutions.



Capitulo 1

Introducgao

Sistemas oscilantes nao-lineares e nao-conservativos apresentam, sob certas condicoes ,
solugoes periodicas chamadas ciclos linites, que aparecem na analise matematica de
fenomenos nao-lineares.  Entre estes estao a teoria de laser e de plasma, oscilagoes
bloquimicas, ritmos circadianos e muitas aplicagoes em engenharia, em particular em
eletronica [L1].

Neste trabalho. estudamos o comportamento dinamico de umn oscilador nao-linear
amortecido e periodicamente perturbado no tempo, sob a a¢ao de um potencial da forma
V() = o2+ Ar?/(1 4+ ¢g2?), com X e g conectados pela relagido A = A(g) = —6¢* — 4¢g, com
g > 0 e portanto A < 0.

U aspecto Interessante da interagao com A < 0 € que o potencial se comporta assin-
folicamente como um oscilador harmonico, mas contém um duplo minimo, sendo portanto
um potencial biestavel. Potenciais de duplo minimo tém sido usados na teoria quantica de
moléculas como modelos dinamicos simples para descrever o movimento de uma particula
sujeita a dois centros de forca [8]. Estes potenciais sao também de grande interesse na
investigacao de processos difusivos em geral (tunelamento quantico) e também em Fisica
de Laser e Fisica Nuclear.

Uma caracteristica de grande interesse, do ponto de vista quantico, é que tanto o po-
tencial considerando bem como suas derivadas sao continuos e contém solugoes analiticas

exatas (isto ¢, a equacao de Schrodinger pode ser resolvida para este potencial) (vide bi-



bliografia no capitulo 3).

Essa diversidade de aplica¢oes na Mecanica Quantica e o nimero consideravel de pu-
blicacoes recentes envolvendo esse potencial, despertou-nos o interesse em estudar o com-
portamento dinamico de win oscilador sujeito a esse mesmo potencial, porém no dominio
classico. Foram adicionadas caracteristicas de amortecimento e de uma perturbagao ex-
terna periodica, com o objetivo de tornar o modelo mais realista e rico na sua dinamica
devido ao desequilibrio das forcas envolvidas.

O trabalho foi entao segmentado da seguinte forma:

No capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos da Teoria dos Sisternas Dinamicos Nao-
Lineares, necessarios a compreensao do escopo do trabalho e para permitir, na sequéncia,
que pudessemos proceder a um estudo qualitativo e quantitativo mais detalhado do com-
portamento dos regimes dinamicos do sistema.

No capitulo 3 realizamos uma analise qualitativa do oscilador através de retratos de
fase, mapas de Poincaré e espectros de Poténcia.

No capitulo A iniciamos wma analise quantitativa através do emprego de métodos de
aproximacao , procurando integrar e uniformizar a sua aplicagao ao problema.

No capitulo 5, sao analisadas solugoes harmonicas empregando o método de Van der
Pol, efetnando-se também uma discussao da questao da estabilidade destas solugoes através
do método de Andronov ¢ Witt e do critério de Poincaré.

No capitulo 6 os regimes dinamicos sao analisados através das curvas de resposta a
excitacao externa. baseado nos resultados obtidos nos métodos de aproximagao empregados
nos capitilos -1 ¢ 3. Nossas conclusoes sao apresentadas a seguir.

Certos de que para termos uma compreensao melhor de fenémenos do mundo real,
isto ¢, para desenvolvermos modelos adequados, precisamos inicialmente conhecer mais do
comportamento de aproximacoes locals, acreditamos ter obtido um retrato mais adequado

do comportamento dinamico do sistema. Esse retrato nao pode ser colocado como global
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pois esharra em dois Lipos de problema:

O primeiro é no nivel numérico ou observacional, pois s6 podemos efetuar um numero
finito de experimentos numéricos com um numero finito de variacao de valores de
parametros, cada um com precisao finita. O segundo é no nivel tedrico. Mesmo que
tivéssemos certeza de gne nossos experimentos numéricos estavam corretos, nosso conheci-
mento tedrico pode nao ser adequado para sermos capazes de responder a todas as questoes

a respeito do sistema como gostariamos.



Capitulo 2

Conceitos de Dinamica Nao-Linear

A dinamica nao-linear ¢ um ramo da teoria de sistemas dinamicos que se transformou
numa. arca de intensa pesquisa cientifica nas ultimas décadas, representando uma quebra
de paradigima das teorias embasadas puramente no determinismo .

Uma definicao simples para Sistermma Dinamico, pode ser dada como um sistema de
equacoes que nos permite, em principio, predizer o futuro, conhecido o passado [22]. Um
sistema dinamico consiste de duas partes: as nocoes de um estado (as informagoes essencials
a respeito de um sistema) e a dinamica (nma regra que descreve como o estado evolui no
tempo). Um bom exemplo de um sistema dinamico ¢ encontrado no péndulo simples. Tudo
que ¢ necessario para determinar seu movimento sao duas variaveis: posicao e velocidade.
O estado ¢ representado entao por nm ponto no plano, cujas coordenadas sao posicao e
velocidade. A segunda et de Newton prove uma regra, expressa matematicamente como
uma equacao diferencial; que descreve como o estado evolui no decorrer do tempo.

A evolucao temporal de um sistema dinamico pode ocorrer em tempo continuo ou
em tempo discreto. O primeiro sistema é chamado fluzo e o ultimo, um mapeamento
[15]. Iluro, ¢ umesistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem no tempo,
dx(1)/dl = G(x,1), onde x(£) ¢ um vetor D-dimensional ¢ G é uma fun¢ao vetorial D-

dimensional de x e €. Um exemplo ¢ um péndulo que move-se continuamente de um estado

' importante salientar que sistemas nao-lineares também sio deterministicos porém, devido a uma
caracteristica basica da dinamica de sistemas cadticos, que faz com que ocorra uma amplificagdo exponencial
de erros de medidas iniciais, a nossa habilidade de efetuar predigoes é rapidamente superada. Para sistemas
nao-cadlicos, pequenos erros permanecetn limitados e o comportamento é portanto previsivel.



para outro e portanto, é descrito por um fluxo continuo no tempo.

Mapa. Um mapa ¢ uma equacio da forma x,4; = F(x;), com x € R e F uma fungao
arbitraria, onde o “tempo”  assume valores discretos e inteiros [22]. Assim, dado xg, o
mapa fornece X;; dado x;, o mapa fornece x5, e assim por diante. Os mapas podem surgir
a partir de sistemas [isicos de tempo continuo na forma de uma superficie de seccao de
Poincaré. Por exemplo, o nimero de insetos nascidos cada ano numa drea especifica, a
evolucao do gotejar de uma torneira, sao mais naturalmente descritos por um mapeamento
discreto no tempo. Dessa forma, podemos substituir o estudo de um sistema de equacoes
diferenciais acopladas pelo estudo de relacoes de recorréncia discretas acopladas [27].

As téenicas numéricas aliadas ao uso e disponibilidade de computadores das mais di-
versas capacidades, aplicadas a novas idéias geométricas, foram as forgas basicas que im-
pulsionaram a explosiao de pesquisa na area.

A forca dessa nova teoria revelou-se através de duas caracteristicas importantes - ser
uma teoria geral o interdisciplinar. Nesse sentido, a pesquisa nos aspectos matematicos,
procura cstabelecer principios hasicos que podem ser usados para analisar e compreender

. . . 4
sistemas nos mais variados campos, como por C‘,X(:‘,]I'l])l()i

Biologia - estudo de contaminacao por virus ou bactérias;

o Dinamica de {luidos - problema da origem da turbuléncia;
o I\inancas, economia ¢ modelos gerenciais [57];

o Iisica da matéria condensada - estruturas periédicas [7];
e I7sica do plasma - turbuléncia em plasma [16];

e Iisiologia - dindmica das redes nearais ¢ do coragao  [20];
e Mecanica celeste - a estabilidade do sistema solar;

e Meteorologia - previsao numérica do tempo;



e Engenharia Quimica - cinética de reatores, mistura de fluidos [42];
o Teoria da informagao - ruido, corregao de erros, redundancia [20];

e, mais recentemente, um novo passo foi dado permitindo-nos passar da posicao de obser-
vadores para o controle de sistemas dinamicos através do uso de pequenas perturbagoes
[49].

O elemento comum entre estes exemplos é que eles sao sistemas nao-lineares e podem
exibir movimentos muito complicados em termos de evolugao temporal. Embora estes
sistemas obedecam leis estritamente deterministas, as vezes eles parecem se comportar de

uma forma aleatéria on randomica [‘21].

2.1 Modelagem

Quando tratamos com sistemas nao-lineares, nao conseguimos obter todas as informagoes
necessarias para uma compreensao global apenas pela analise das equagoes que modelam
o fendmeno fisico. Precisamos de ferramentas que nos permitam visualizar toda a histéria
escondida no sistema, nao bastando somente uma intetpretacao local.

Uma idéia central na Dinamica Nao-Linear é a da modelagem, a capacidade de um
corpo de idéias servir de ferramenta para a simulacio e o estudo de sistemas [57]. H.
Simon  [50] realizon uma sintese interessante sobre esta questao a partir das possibilidades
abertas pela Dinamica Nao-Linear, partindo do principio de que o mundo é mais complexo
ane qualquer modelo e gne a natureza ¢ capaz de gerar comportamentos ¢ dinamicas mais
ricas que a capacidade de apreensao de conjuntos de equa,g:(:)es . Isto porém nao é motivo
suficiente para inviabilizar o uso de modelos. Devemos ser capazes de extrair dos mesmos
as informacoes essenciais de modo a obter um quadro simplificado porém, que nos permita
cletnar inferéncias razoavelmente seguras.

Quando modelamos um sistema, se estamos interessados no seu comportamento

dinamico, abreme-se trés hipoteses:



e Desejamos prever o futuro a partir de condigoes iniciais, ou
e Saber se existem posicoes estaveis de equilibrio, ou
e Verificar os resultados de intervengoes involuntarias.

Nesse conjunto de hipoteses, estdo colocadas duas questoes essenciais na modelagem que
sao a predicao e a prescrigao . las refletem nosso grande fascinio pela possibilidade de
prever o futuro ou nele interferir conscientemente. A Dinamica Nao-Linear nao apresenta
solugoes para o problema da previsao, mas mostra os limites a capacidade de tratamento
2. No caso da estratégia de intervencao , nem sempre nos interessa a evolugdo continua do
sistema, ¢ sim as ordens de grandeza relacionadas ao seu macrocomportamento.

As idéias sobre modelagem no aspecto de intervencao , nao serao tratadas nesta tese;
mas sim a predicao ; em busca de uma ordem subjacente do sistema, e que delinela a
estrutura da mesma, através da analise do efeito de mudangas nas condigdes iniciais e/ou
nos parametros sobre a evolugao do sistema.

A ordem permite que se fagam previsoes [2]. O sonho de todo jogador de roleta é
descobrir o padrao d¢ sna ordem. Quem souber isto, podera prever que numero vai dar.
E fascinante sabor que, por detras do aparente acaso da roleta, existe uma ordem. Nao
podemos determinar qual serd o resultado da proxima rodada, mas os donos do cassino
sabem que eles ganharao, na relacdo de 38/36. Talvez ndo possamos determinar a forma
de uma certa nuven, mas a meteorologia pode prever se vai haver muitas nuvens, de que
LIpo ¢ quals as s1ias Consequencias.

A agricultura, a pesca, a navegacao , as varias formas de artesanato, desenvolveram-

se na medida em ue os homens descobriram que existe ordem na natureza. Sementes,

“Na realidacde, a existencia de caos alela o proprio método cientifico. A abordagem classica para verificar
uma teoria consiste e cleluar previsoes ¢ testia-las contra dados experimentais. Se entretanto o fenomeno
é cadtico, previsoes de longa duragdo sio intrinsicamente nmpossiveis. Assim, o processo de verificar

wina teoria, torna-se mmma operacao muito mais delicada, dependendo mais de propriedades estatisticas e

geométricas do que de previsaes detalthadas [15].
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estacoes , peixes e bichos, ventos e materiais se comportarao amanha da forma como se
comportaram onten.

Iiste cspanlo perante a ordemn ¢ a primeira inspira¢do da ciéncia. Quando um cientista
enuncia uma lei ou uma teoria, ele esta contando como se processa a ordem, esta oferecendo

um modelo da ordem. Agora cle poderd prever como a natureza vai se comportar no futuro.

2.2 Sistemas Dinamicos - Espaco de Fase

Para visnalizar a evolucao de um sistema dinamico, W. Hamilton e K. Jacobi, criaram,
ha mais de 150 anos, um dos conceitos lundamentais para a compreensao da dinamica
nao-linear: a nocao de espaco de lase [16]. Qualquer sistema que possa ser descrito por
nma eqnacao malematica é composto por dois tipos de variaveis: dinamicas e estaticas.
Varidveis dinamicas sao quantidades fundamentais que mudam de valor com o tempo,
tais como a posicao ¢ velocidade de um objeto em movimento. Varidvers estdticas, ou
parametros, sio estabelecidas num determinado momento e depois nao sao alteradas du-
rante a analise de um comportamento dinamico especifico, tal como o comprimento da
haste de um péndulo.

O Fspago de fase é representado por um espago no qual cada eixo coordenado esta
associado a uma variavel dinamica [16]. Assim, cada grau de liberdade do sistema exige
nma dimensao no espaco de fase, ou seja, representa uma coordenada nesse espago abstrato,
de modo que cada ponto desse espago, contenha informagoes suficientes para determinar o
estado do sistema de formatinica no tempo. O movimento de um péndulo, por exemplo, é
completamente determinado por sua posicao inicial e velocidade inicial.

A medida cm que o sistema evolui no tempo, ele se move de pouto a ponto no espago de
fase, definindo wma trajetoria, caminho ou “Orbita”. ISsta trajetdria representa a historia
do sistema dindamico ¢ ¢ determinada pela equacao de movimento. Desse modo, o espago de

fase torna-se um conceito extremamente util para se conhecer o comportamento do sistema.



Figura 2.1: lispago de Fase para o Péndulo

O movimento de um ponto no espaco de fase nminca pode sofrer auto-interseccao , pols
nesse cspaco, ele representa o estado do sistema e porfanto, nele esta incorporada toda a
imformacao a respeito da evolugao dinamica, incluindo sua histéria futura e nao pode haver
dois caminhos diferentes partindo de win mesmo ponto no espago de fase [27].

Em geral as coordenadas do espaco de fase variam de acordo com o contexto; para um
sistermna mecanico: como o péndulo acima, poderao ser posicao e velocidade (fig. ( 2.1)
extraida da vel. [9]), mas para um modelo ecoldgico poderao ser populagoes de diferentes
espéeies.

Sistemas reais sao normalmente modelados através de equacoes nao-lineares, para as
quais solucoes analiticas fechadas nao sao possiveis de maneira geral. Entretanto, a par-
tir de condicoes iniciais, podemos integrar numericamente as equagoes de movimento

determinando-se a evolucao temporal do sistema.



2.3 Atratores

Um aspecto importante em dinamica nao-linear é o estudo do comportamento de longo
prazo de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias ou mapas, que sao usadas para mo-
delar processos, como por exemplo, oscilacoes nao-lineares, ou a predi¢ao da populacgao de
mosquitos no proximo ano bascado em parametros como a incidéncia de chuvas neste ano,
mimero de passaros, dreas alagadas, ete [21].

Um problema basico neste estudo ¢ a dependeéncia das condigoes inicials - como explorar
as respostas a todas as condigdes iniciais possiveis? Como avaliar o que pode acontecer na
evolucao de um sistema ¢ como esta evolucao pode ser influenciada pelas condigoes iniciais?
Nesse sentido, o conceito de atrator ¢ um dos principios fundamentais para compreender a
dinamica do sistema.

Antes de conceituar o atrator devemos conceituar os sistemas que sao tipicamente
caracterizados pela presenca de atratores.

Sistema dissipativo. Consideremos, por exemplo, nm espaco de fase bidimensional (¢,p),
onde g denota uma variavel de posicao e p uma variavel de momentum. Quando, atraves
da cquacao de movimento, tomamos o conjunto de condigoes iniciais no tempo t = Ly ¢
fazemos o sistema evoluir no tempo para o conjunto no tempo ¢ = £, sistemas dissipativos
sao aqueles em que tipicamente a area, no espaco de fase, diminui no tempo, devido a
cansas como a presenca de atrito ou dissipagao mecanica no sistema, de forma que a area
do conjunto final serd menor do gne a arca do conjunto inicial gerando em consequéncia a
presenca de adratores a [1:32].

Hima cquacio diferencial ordinaria de ordem n nao-antonoma, isto é, que depende ex-
plicitamente do tempo, pode ser reduzida a um sistema de n + 1 equagoes autonomas

(independentes do tempo) de primeira ordem (fluxo), da forma:

*Deve ser observado poréim que coniportamentos cadticos bem como ndo-cadticos, podem ocorrer em
sistemas conservativos.  Nestes, as orbitas ndo convergem para win atrator mas sdo confinadas numa

superficie de energia [10].



ax =F(X) (2.1)
dt
onde X = (z1,... a0, 2npr)] € R 2y oL @, T4y sdo varidveis dependentes (fungoes
a serem determinadas) e F sdo fungoes nao-lineares dessas variaveis.

Para esse sistema ¢ possivel mostrar ( [56], [47]) que por meio do teorema de Gauss

pode-se representar a variagao temporal de um volume V(1) no espaco de fase, pela

relagao :

Vt) = V(0)V

~~
o
o
=

onde V(0) = V(L =0), ¢

N =dvF(X) =Y 3?

1==1

Caso N =0, V(1) = V(0), ¢ o fluxo é conservativo. Se N < 0, V(1) < V(0) e o fluxo sera
dissipativo. Para L — oo, isto fornece nm volinme nulo para um atrator.

Para mapeamentos m-dimensionais da forma:

X7L+1 - F(Xn) (23)

onde X, = (w0, Top, - ,;1';7,”1)’ € R™, a transformacao de volumes V,, no espaco de fase

para intervalos discretos de tempo é descrita pela equagao ( [56], [47], [38]):

Vier = [IVa (2.4)

onde J ¢ o Jacobiano do mapeamento (2.3), a saber:

_ OF,
T X,

J =detd;; onde J (2.5)

Se

Jl =1 ou |J| <1 o mapeamento serd conservativo ou dissipativo, respectivamente.



Atrator. Se considerarmos um sistema e seu espago de fase, entao as condigoes iniciais
podem convergir para um subconjunto desse espago (o atrator) a medida que t — oo [22].
Os sistemas dinamicos dissipativos tipicamente apresentam um transiente inicial, depois
do que o movimento converge para alguma forma de comportamento recorrente de longa
duracao . A curto prazo portanto, qualquer ponto num espaco de fase pode representar um
comportamento possivel do sistema (transientes). A longo prazo, os tinicos comportamentos
POSSIVCeEs sa0 os proprios atratores .

Ponlos Ifizos. Um péndulo que se move com atrito, eventualmente ira parar, o que no
espaco de fase signilica que a érbita aproxima-se de um ponto. O ponto nao se move - ele é
um ponlo fizo, ¢ ja que cle atrai érbitas proximas, é conhecido como um atrator. Se é dado
um pequeno empurrao no pendulo, depois de algum tempo ele retorna ao mesmo atrator
de ponto lixo. Iste ¢ o abrator mais simples, o ponlo de cquilibrio estaciondrio no qual
todo movimento acaba por cessar. Qualquer sistema que tende ao repouso com o passar
do tempo, pode ser caracterizado por um ponto fixo no espaco de fase. Fste é um exemplo
de um fendmeno muito geral;) onde perdas devido ao atrito ou viscosidade, por exemplo,
fazem com que as Orbitas sejam atrafdas para uma regiao menor do espago de fase com
dimensao pequena.

Atralor periodico. Alguns sistemas nao tendem ao repouso mas pelo contrario, efetuam
periodicamente ciclos através de uma sequéncia de estados. Para um oscilador periodica-
mente forcado, o conjunto limite é uma curva fechada no espago de fase, dita ciclo limite
[22]. Um ciclo limite estével pode ser imaginado como um estado de oscilaézlo em equilibrio
de um sistema nao-lincar, exatamente como um ponto fixo estavel representa um equilibrio
estacionario [33].

[om sistemas forcados em ressonancia, onde o sistema se estabiliza numa vibragao na
frequéneia do [orcamento, se ocorre uma pequena perturbagido , os transientes decairao

lentamente ¢ a oscilacao fundamental estavel sera restabelecida. Mas efetuada uma per-

Tma definicao matematica de atrator pode ser encontrada em  [38].
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Meura 2.2: Atrator de Ponto Fixo
g

turbacao maior, un estado estacionario estavel completamente novo podera ser observado.
Condicoes iniciais diferentes de um dado sistema podem assim conduzir a estados finais al-
ternativos, com multiplos atratores coexistindo no retrato de fase de um sistema dinamico
simples num estado de competicao [54].

Sistemas familiares que apresentam atratores de ciclo limite, sao o reldgio de péndulo,
no qual a energia perdida devido ao atrito é reposta por um sistema de pesos ou molas, e
os ritmos cardiacos.

Oscilacoes compostas independentes, também conhecidas como movimento quase-
periddico, observadas por exemplo em osciladores elétricos forgados, correspondem a um
atrator tipo lorus, onde dnas ou mais {requéncias determinam o comportamento do sistema
periodico [15].

Atrator estranho. ® Nas definigoes anteriores, os atratores eram um ponto ( que é um

"Denominagao dada por 1. Ruelle e F. Takens [20].
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Figura 2.3: Atrator Periédico

conjunto de dimensao zero), e uma curva fechada ( que é um conjunto de dimensio um).
Para muitos outros atratores o conjunto atrator pode ser muito mais irregular e, de fato,
podem ter uma dimensao que nao é um nimero inteiro. Tais conjuntos tém sido chamados
fractais ® e, quando eles siao atratores, eles sdo chamados: atratores estranhos [22].

Uma caracteristica frequente na dindmica do atrator estranho € a extrema sensibilidade
do sistema as condicdes iniciais, o famoso efeito “Borboleta” 7 da Dinamica Nao-Linear.

Devido a enorme sensibilidade as condi¢des iniciais, previsdes de longo tempo a respeito
de um sistema cadtico sao impossiveis em termos praticos porque: (a) ndo conhecemos as

condigoes inicials com precisdo infinita, e (b) ndo podemos manusear uma série infinita de

5B. Mandelbrot, criou a palavra fractal em 1975 para denominar as formas, dimensdes e geometrias
irregulares, caracterizando uma classe de objetos que surgiram em varias partes da matematica e suas
aplicagdes . Duas das propriedades principais que tais objetos possuem sdo auto-similaridade e dimensao
fracionaria [20], [43].

"E. Lorenz, meteorologista do MIT, descobriu este efeito em 1961, no seu trabalho com simulagdes ,
em computadores, de modelos de previsio do tempo, comprovando a enorme sensibilidade de sistemas
nao-lineares as condi¢des iniciais, denominado de “efeito borboleta” devido & forma do atrator observado

[20].
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digitos em nossos calculos [38].

Pode-se caleular quantidades conhecidas como ezpoentes de Lyapunov para um sistema
dindmico. O expoente de Lyapunov é um nimero que oferece uma medida das carac-
teristicas topoldgicas que correspondem a conceitos como imprevisibilidade. Os expoentes
de Lyapunov num sistema, proporcionam uma maneira de medir os efeitos conflitantes de
distensao, contracao e dobragem no espago de fase de um atrator. Um expoente positivo
significa distensao - pontos inicialmente muito proximos se distanciam exponencialmente
com o passar do tempo. Pelo contrario, um expoente negativo significa contragao . Para
wm atrator de ponto fixo, todos os expoentes de Lyapunov sdo negativos, ja que o sentido
de contracao é “para dentro”, no sentido do regime estacionario final. Um atrator na forma
de uma érbita periodica tem um expoente nulo e os outros expoentes negativos. Um atrator
estranho tem pelo menos um expoente de Lyapunov positivo [20]. Métodos de calculo de
expoente de Lyvapunov para mapas e fluxos podem ser encontrados por exemplo em [18] e

[33].
2.4 Mapa de Poincaré

Consideremos um sistema dinamico auténomo definido por N equacgoes diferenciais si-

multancas:

da .
_(_l_l_' = ,/1(‘7‘.]""7'7;/\,)’
(2.6)
da .
(l;V = [n(z1, .2,

Uma solucao pode ser representada por uma curva, ou frajetoria, num espaco de fase
N-dimensional (@, ...xn). Uma técnica frequentemente usada consiste em considerar su-
cessivas intersecoes da trajetoria com uma superficie de se¢do Y, a qual em geral é um

subconjunto de dimensao (N — 1) do espago de fase, definido por uma equacao da forma
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Figura 2.1: Secao de Poincaré
Sy, nay) = 0. (2.7)

O sistema dinamico ( 2.6) define entao win mapeamento de ¥ nela mesma, conhecido
como mapa de Poincard [26]. O estudo deste mapeamento é frequentemente mais simples
e mais esclarecedor do que o estudo das proprias trajetorias.

Para exemplilicar, num espaco de fase de trés dimensoes, a técnica consiste em con-
siderar os pontos de intersecao da trajetéria com um plano, conforme apresentado na
figura ( 2.4). Para lins tlustrativos, foi tomado o plano X definido por z3 = constante, e
foram assinalados os pontos de intersecao correspondentes a uma dada dire¢ao de evolugao
(iy < 0). A altura b do plano é escolhida de modo que a trajetéria r intersepta X em

%y Pro Py, onde presume-se que a dinamica é tal que r continnamente cruza de um lado
de X para o outro |9].

A superficie ¥ pode ser em principio qualquer plano, porém uma escolha apropriada
b
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produz se¢oes que sao mais facilmente analisadas. Comecgando com uma condi¢ao inicial,
obtemos um conjunto de pontos que compreendem a segao de Poincaré num grafico em
duas dimensoes. A transformacao que leva de um ponto ao préoximo é um mapeamento

continuo 7" de ¥ nela mesma, chamado de mapa de Poincaré como ja foi citado, dado por:

Pegr = T(Pe) = T(T(Peey)) = TH Poy) = - = T Py) (2.8)

Uma vez que a solucao de (2.6) é unica, o ponto Fy determina completamente Py, o qual

Csna vez determina 12 e assim por diante. Se. inversamente. Py determina unicamente
por sua vez determina 12, ¢ assim por diante. Se, inversamente, P determina unicamente
Py invertendo o sinal de fem (2.6), entao T é um mapeamento inversivel de ¥ nela mesma.

Observamos que a secao de Poincaré substitui a evolugao temporal continua de ( 2.6)
com um mapeamento discreto no tempo dado por ( 2.8). Além de casos excepcionais, o
intervalo de tempo entre dois pontos sucessivos nao € constante.

m dos modos mais simples para obter uma secao de Poincaré é medir, em alg

Um l nples para obter uma secao de Poincaré é medir, em algum
mntervalo regnlar, a posicao da trajetoria do sistema no espago de fase, tratando o tempo
como nma variavel extra no referido espaco (de um sistema de equagoes diferenciais nao-
antonomas) [H6]. Nesta situagdo , uma variante desta técnica, conhecida como mapeamento
nslrobosconie s eonsiste basicamente em “fotoerafar” sstado do sistema em instantes
cslroboscopico, que consiste basicamente em “totogratar” o estado do sistema em instantes
regulares de tempo, particularmente til em sistemas periodicamente perturbados onde

, o T RS . -a obt o CnctantAne”

podemos usar o perfodo devido a frequéncia de for¢amento para obter esse “instantaneo”,
foi utilizada nesta tese. Nele, as medidas sao efetuadas no final de cada ciclo do sinal de
[or¢amento.

Fste mapeamento, ilustrado na figura ( 2.5), pode ser visualizado através de secoes
de Poincard, cada gual para um valor de ¢ = constante. O mapeamento definitivo serd a
projecao dos pontos deintersegao sobre um plano qualquer (como £ = 0).

lista téenica produz um mapa no qual uma orbita de periodo um aparece como um

ponto. nma orbita de periodo dois aparcce como dois pontos e assim por diante.



| ESPACO DE FASE 3D ]

o ESTADO ESTACIONARIO

———————]  TRANSIENTES
Ad>B @A  MAPA DE POINCARE

IMignra 2.5: Mapeamento Estroboscopico

I interessante enfatizar que a secao de Poincaré ¢ o mapa possuem o mesmo tipo de
propriedades topoldgicas que o {luxo que as originou. Por exemplo, se o fluxo ( 2.6) é
dissipativo, de forma que os volumes no espago de fase sao contraidos, entao T contrai
drcas no plano . Reciprocamente, T conserva areas se o fluxo ( 2.6) é conservativo
ou Hamiltoniano. De maneira similar; se o fluxo tem um atrator, suas caracteristicas
estruturais sao tambdém encontradas na secao de Poincaré.

O método de secoes de Poincard simplifica o estudo de fluxos continuos por trés
razoes.  Primeiro, passamos de um fluxo em R*, por exemplo, para um mapea-
mento no plano, reduzindo por wm o mimero de coordenadas.  Em segundo lugar,
o tempo ¢ diseretizado e as equacoes  diferenciais sao substituidas por equagoes a
diferencas, delinindo o mapa de Poincaré P —— T'(FP). [stas equagoes algébricas sao
consideravelmente mais faceis de resolver. Finalmente, a quantidade de dados a serem ma-

nipulados ¢ grandemente reduzida, ja que quase todos os pontos intermediarios da trajetoria



podem ser ignorados.

Na maioria dos casos o mapa de Poincaré nao é dado por equagdes explicitas; ele é
definido implicitamente por ( 2.6) e ( 2.7). A fim de encontrar a imagem de um ponto P
de ¥, devemos seguir a trajetdria que tem origem naquele ponto até que ela intersepte &
novamente. Nos confrontaremos entao com dois problemas praticos: (i) integrar numerica-
mente as cquagoes diferenciais (2.6) da trajetoria; (11) detectar e computar suas ntersecoes
com ¥ definida por (1 2.7).

O primeiro problema tem sido bastante estudado e pode ser considerado como com-
pletamente resolvido: atualmente podemos escolher entre um numero de algoritmos de
integracao excelentes, com os quais nma trajetoria pode ser seguida com alta precisao. O
segundo problema, entretanto, exige uma parcela maior de atencao pois, é frequentemente

neste estagio (e os maiores erros computacionais ocorrem .

2.5 KEspectro de Poténcia

Quando. como nm resultado de wm experimento ou simula¢ao numérica, obtemos um sinal
,

dependente do tempo (1) - denominado série temporal - uma das tarefas essenciais € deter-
minar o tipo de evolicao que o produziu [9]. O nosso propésito é condensar a informagao
numa maneira que enfatize as caracteristicas mais significantes que caracterizem o regime
dinamico. Bstamos trabalhando com uma oscilagao ;, complicada na forma, mas com um
periodo perfeitamente definido?  Estamos trabalhando com superposicao de oscilagoes ,
aue diferem em amplitude, perfodo, razao de harmonicos, etc. (regime quase-periddico),
ot num regime caotico?

Os sinais possuem dois parametros basicos que sao a frequéncia ¢ a amplitude [3]. A
frequencia refere-se ao mimero de oscilacoes completas do sinal por segundo, medida em

;.

hertz (i.e., ciclos por segundo). Irequéncia (w) é uma fungao inversa do tempo (1') entre

SExiste um método alternativo proposto por Hénon para calcular um mapa de Poincaré, que pode ser
encontrado nas referéncias [6] e [25].
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picos [undamentais ou vales num sinal: w = z. O intervalo de tempo (7') é chamado
periodo. A amplitude é uma medida da intensidade do sinal. E medida em diferentes
unidades dependendo da aplicagao . Para sinais de audio, por exemplo, a medida é dada
em decibéis.

Pode-se representar ¢ visualizar sinais de varias maneiras. As duas representacoes mais
comuns sao no domimio do tempo e da frequéncia. No dominio do tempo representa-se a
amplitude do sinal no eixo vertical e tempo no eixo horizontal. Frequentemente necessita-se
analisar o conteindo de frequéneia de um sinal. Para isto, devemos ter uma representacao
no domimio da frequéencia do sinal. Iste tipo de representacao tem a amplitude no eixo
vertical e [requencia no erxo horizontal.

O processo de passagem do domimio do tempo para o dominio da frequéncia é realizado
por lranformadas de ouricr. O método da anélise espectral de um sinal, constitui-se
atnalmente num poderoso instrumento de avaliacao de sua estrutura [48]. A esséncia da
analise de Fourier ¢ aplicd-la a um sinal complexo, com o objetivo de separar as ondas ou
sinais espectrais componentes, que possuam diferentes frequéncias,

Transformada Discrcta de Fourier [9], [18], [38] e [13]. A transtormada de Fourier pode
ser aplicada a funcoes continuas bem como a sequéncias discretas, com somas substituindo
integrais. O rapido desenvolvimento de métodos computacionais, fez com que um sinal (1)

nma fincao continna no tempo - fosse muito frequentemente medido por amostragem ou
discretizacao . Por essa razao, um experimento geralmente fornece uma sequéncia discreta

de mimeros reats o

(j € Z) regularmente espagados em intervalos de tempo At (cf. fig.
2.6). isto ¢.oo sinal experimental (lmncao continna) é substituido por uma série de pontos.

Na pratica, csta sequéncia de nimeros é necessariamente finita, contendo n valores para
nma duracao total de tempo e = 1AL A escolha de ne Al é normalmente determinada

por consideracoes de ordem pratica, tais como a duragae aceitavel do experimento, ¢ a

capacidade para armazenar e processar as medidas. A separagao At dos pontos amostrados
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IMigura 2.6: Discretizacao de uma fungao continua
determina a componente de frequéneia maxima da scrie temporal que poderd ser calculada
pela transformadade Fourier, ¢ o periodo total de tempo nAt determina a [requencia
3

minina.
Delinimos a transformada de Fourier de uma série temporal discreta x; como sendo a

operacao que cria numa série discreta correspondente Zy, tal que:

2myk

| n

~ )

Pp= = wjexp | =
\/ﬁ =1

(k=1,---,n) (2.9)

n
Nesta tese, foi utilizado para céleulo da transformada de Fourier o algoritmo FIFT ([Fast
Fouwricr Transform) *.

Espcetro de Poténeia. O espectro de poténcia de um sinal escalar x; mede a quantidade

de cnergia por unidade de tempo (isto ¢, a poténcia) contida no sinal como uma fungao da

“Este algoritine (ol desenvolvido em 1965 por Cooley e Tukey, e revolucionou muitos campos onde o

volume de caleulo era um impedimento ao progresso.



frequéncia w.
O espectro de poténcia S{w) é definido como o médulo quadrado de sua amplitude de

Fourier por unidade de tempo:

,Sk(w) = |.'ltk] (2.10}

O grafico representando |34 como uma fungao da frequéncia w(w = k.Aw) é tamhém
chamado de espectro de poténcia.

O tamanho do passo w = 1/(n.Af) ao longo da abscissa corresponde a resolugao es-

pectral. Para anmentar a resolucao | o produto n.At deve ser incrementado. A frequéncia

Para ampliar o dominio da frequéncia explorada, At

mais alta do espectro ¢ wy . = ﬁ

deve ser veduzido. Em qualquer caso, devido a relagao :

*i'l;|2 = :?:'/L—kIQ (211)

o espectro ¢ simétrico com relacao a linha vertical w = %w.,mw. Consequentemente, o

domiio de frequéencia il efetivo, que contém informagao nao-redundante, se estende so-
<

1

L 10
ENE L

mente de 0 a de acordo com o teorema de Nyquis
Para scr completamente rigoroso, o espectro é composto de uma sequéncia de “passos”,
cada mm de Jargnra Aw. Na prética, o que se faz frequentemente é apenas desenhar um ou
mais segnientos de linhas verticais de alturas |#4]% em w = k.Aw.
Ixiste um relacionamento claro entre a natureza periddica, quase-periodica, ou
1

aperiodica (cadtica) de uin sinal e a forma de seu espectro de poténcia Um sistema

Mma consideracao importante no processamento de sinais, diz respeito a taxa de amostragem. Se o
sinal analisado ¢ limitado por banda, isto &, se as frequéncias do sinal estao abaixo de uma frequéncia w,
o sinal pode ser reconstruido do sinal amostrado desde que o sinal analisado seja amostrado pelo menos
2w vezes por segundo. A frequéncia w é chamada de frequéncia de Nygquist. Assim, um sinal com ura
largura de banda de 20 kHz, deve ser amostrado pelo menos a 40 kHz para ser adequadamente reconstruido
evitando o fenomeno de “aliasing”, que faz com que frequéncias do sinal analisado aciina da frequéncia
de Nyquist geremn frequencias indesejaveis, frequencias que formam um espelho em torno da frequencia de
Nyquist [3].

HAs fig. 2.7, 2.8 ¢ 2.9, foram extraidas da ref. [9].
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Figura 2.7: Fspectro de poténcia de um sinal periodico

periddico, com frequéncia w, tem funcoes delta de Dirac em w e seus harménicos 2w, 3w, . ..
(cf. fig. 2.7). U sistema gnase-periodico com frequéncias basicas wy, ..., wi tem fungoes
3

delta de Dirac nestas posicoes e tainbém em todas as combinagoes lineares com coeficientes

mteiros {(cf. fig.

2.8): Um sinal cadtico nao tem um espectro de Fourier puramente dis-
creto, mas tem uma banda extensa, um componente continuo em seu espectro (cf. fig. 2.9).
Em espectros de poténcia reais, as fungoes delta de Dirac nao sao infinitamente agudas,

elas tem pelo menos uma “largura experimental” 27 /7', onde T' é o comprimento da série

temporal usada [30].
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Capitulo 3

Osciladores Nao-Lineares

Neste capitulo apresentaremos algumas caracteristicas relevantes no estudo do comporta-
mento de osciladores nao-lineares, considerando-se a importancia do assunto, uma vez que
as equacoes que descrevem os sistemas fisicos reals sao em geral lineares apenas em primeira
AProximagao .

Serao ntilizadas algumas técnicas qualitativas da teoria de sistemas dinamicos, tais como
aanalise do regime no espaco de fase ¢ o uso de mapa de Poincaré, para modelar e explorar

a cvolucao gerada pela equacao de movimento associada ao potencial em questao.

3.1 Caracteristicas Gerais

A cquacao Newtoniana para um oscilador nao-linear unidimensional é F'(z) = m&, onde
consideramos a forca '(«), dependente da posi¢ao , como sendo obtida de uma fungao
potencial V(a), tal que ['(z) = —dV/(a)/dz. Normalizando o oscilador em termos de
massa, isto ¢, considerando um sistema de unidades no qual a massa tem valor igual a

unidade (m = 1), temos:

i+ —-d—\/(.r) =0 (3.1)

dax

Considerando-se uma fungao potencial suave V() (cf. fig. 3.1), podemos expandi-la

IDevemos entender esta modelagem de modo restrito uma vez que nao efetuaremos uma analise exaus-
tiva do sistemna, dependencia das condigdes iniciais ¢ dependéncia de parametros de controle.
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em série de Taylor em torno de um ponto de equilibrio estavel z, na forma:

Vi) = V(&) + (v —2)V'(2) + -fl~(.7,: — ) V"(&) + -

O primeiro termo da série; o potencial no ponto de minimo, é uma constante podendo
ser considerado simplesmente como um fator de escala. O segundo termo, com a derivada
do potencial no ponto de minimo, ¢ identicamente nulo. O proximo é o primeiro termo
que varia com a distancia a ser considerado como parte representativa do potencial. Sendo
V(i) = constante = ws, podemos reescrever a fun¢ao potencial nas vizinhangas do ponto

de mimimo como sendo aproximadamente:

Fste potencial representaanm oscilador harmonico simples, cuja derivada constitui nma
forca linear. Considerando-se o ponto de cquilibrio estavel situado em # = 0, a equagao de

movimento correspondente sera lincar:

Podemos adicionar a forca dependente do potencial na equagao ( 3.1) uma forga dissi-

pativa dependente da velocidade:

Fo(a) = —ba (3.2)
onde b ¢ um coeliciente de atrito.  Uma consequéncia do atrito, é a de que o oscilador
em movimento perdera gradativamente velocidade até uma parada completa, a menos gue
scja injetada energia no sistema. Fste (des)equilibrio de forgas provoca o surgimento de
atratores em sistemas dissipativos.

Considerando-se b > U ¢ incluindo (3.2) na for¢a dependente do potencial, temos:

/
P bi =V (z) =0 (3.3)

.
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Figura 3.1: Aproximagao Harmoénica para um Potencial Genérico

Uma forga periédica imposta externamente é modelada incluindo-se um termo Fey(z,t),

de forma que:

d
F(z) = —(—IEV(SC) + For(z) + Fepe(z,t)
onde o forcamento pode ser:

o Harmonico, se:

Feri(z,t) = fo(z) cos(wt)
onde fy é a amplitude e w a frequéncia da forga externa.

o Impulsivo, se:

+o0
Fopi(z,t) = folz) Y 6(j — 2mwt)

Jj=—o0
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onde 6(7 — 27wt) é uma fungao delta de Dirac.

Neste trabalho consideramos uma forca do tipo ( 3.4), independente da posicao (Fo. =

Fewt(1)), ¢ periodica no tempo com periodo T', isto é:

I,.‘t‘.{l;l(/' + ’I') = Inﬁ-"i’/(t)

onde w = ‘—l” ¢ a frequencia de for¢amento. A for¢a externa pode induzir o sistema a um
estado estaciondrio, oude o comportamento dinamico do sistema nao se altera com o tempo

um atrator no espaco de fase. Como este forcamento é periddico, fica automaticamente
definida nma frequéncia natural na qual podemos “fotografar” e congelar o estado do
sistema e intervalos regulares. Desta forma, através deste mapeamento estroboscopico,
podemos analisar o nosso sistema continuo numa série de instantes, transformando uma
Srbita continua muma drbita discreta [27], como vimos no capitulo anterior.

Nestas condicoes - como tratarcmos apenas dos forcamentos harmonicos, a (3.3) fica:

T b A ==V () = [, cos(wl) (3.6)
Fsta ¢ nma cquacao diferencial ordinaria de 2. ordem, nao-auténoma (depende explici-
tamente do tempo) que pode ser transformada num sistema de trés equagoes de 1.% ordem,

aulonomas, reescrevendo-ada seguinte formas

xro=y
gy = —by—V'(x)+ focos(wz) (3.7)
2=

onde o primo indica gque o potencial V(o) foi diferenciado em relagao a .

ss diferencials nao-lineares [28], que devem ser men-

Algumas propriedades de equacoc

cionadas no presente contexto sao:
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e A [requencia das oscilagoes nao-forcadas pode depender das condigoes iniciais.
e A cstabilidade pode depender das condigdes iniciais.
o A amplitude das oscilacoes periddicas pode ser independente das condigoes inicials.

e odem aparceer sub ou super-harmonicos na solugao estacionaria de uma equagao

nao-lncar forgada.

Isto revela que a presenca de um termo nao-linear numa equagao diferencial, pode nos
gerar caracteristicas muito diferentes na sua solucao , do que esperariamos encontrar em
cquacoes lneares, o que nos induz a tomar mais cuidado nas aproximagoes lineares de

cquacoes diferenciais nao-lineares.
3.2 O Potencial Estudado neste Trabalho

Neste trabalho, estudaremos nima hincao potencial do tipo:
Vi) =" 4 ——r (3.8)
ste potencial ¢ de interesse em varios problemas de Fisica Quantica [8], dentre eles:

o I'isicade laser - como reducao da equacao de Fokker-Planck de um laser “single-mode”

soh condicoes adequadas [15].

o ['isica de particulas elementares - como uma equacgao de Schrodinger unidimensional

associada com uma teoria de campo zero-dimensional [44].

o INisica nuclear - possibilitando reproduziv sequéncias de niveis de energia no modelo

de camadas do nicleo [H5].

U interesse mais limdamental no estudo deste potencial, é que podem-se encontrar
antolincoes de energia analiticas ¢ exatas (isto ¢, a equagao de Schrodinger pode ser re-

solvida para este potencial), como encontrado em varios artigos da literatura [8], [11],
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IMigura 3.2: Potencial detalhado para os valores A = —18,6 e ¢ = 1,45743

[10], [19], [31], [33]. Bm particular, esta propriedade é verificada para a seguinte relagao

cntre os coclicientes A ¢ ¢

A= gt g (3.9

Um eshogo deste potencial é dado na figura ( 3.2), no caso A < 0 e g > 0. Elas mostram
que (3.8) pertence a uma classe de potenciais bem conhecida denominada Polenciais
Bicsldveis, porque possul dois minimos estaveis. ste tipo de potencial é bastante estudado
na Mecanica Quantica, tanto em problemas de modelos moleculares como de tunelamento
quantico [8].

A Torca dependente do potencial ((3.8) ¢, a menos do sinal negativo:

dVv . | 2 (AS l(n
i et (l + g.’(2)2 R

Esta forca ¢ sandlrica em relacio a posigao de equilibrio (z = 0), considerando seu
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¢

afastamento da linearidade [35]. Isto significa, que a magnitude da for¢a exercida sobre
uma particula, é a mesma em x e em —u, sendo a direciao da forga oposta nos dois casos.
Outro fato relevante, é que devido a A < 0, a forca dada pela expressdo ( 3.10) é menor do
que a aproximacao linear, isto é, do que o termo linear sozinho, e portanto o sistema € dito
maceo (“soft spring”).

A equacao de movimento do oscilador nao-linear com for¢amento e atrito, é escrita em

fungao da substituicao de ( 3.10) em { 3.6), na forma:

&+ b 42w+ (ij:m = fo cos(wt) (3.11)

Podemos escrever a equacao ( 3.11) na forma de um fluxo tri-dimensional autonomo

ro= oy

) - 2\ N 519
Yy = by —2r-— (71711”"‘55 + fo cos(wz) (3.12)
2 o= |

O potencial { 3.8) pode ser expresso na forma de uma expansiao em série [31],

considerando-se gz < 1 (g > 0), o que possibilitard o emprego dos métodos de aproxi-
g L e "l,,,r
magcao nos capttulos 4 e 5.

Aplicando-se a expansao em série [17]:
(Ite) ' =lFo+alFal+at s, [P <]
na cquacao { 3.9), obtemos:
V()= (14 Nz + A :»-:(/:1.'" + g ¥ — gPa® }

OU CXPFECSSA COMO U somatorio:
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V(e) =(1+ )\)1?2 + Z(__g)i/\x2(i+1)

1=1

A expressao correspondente para a forga, é dada por:
F(x) = =2(1 + Nz + 4dgz® — 6Ag*z® + 8Xg°2" —

Considerando, agora, o sistema de equacoes ( 3.12) livre (£, = 0), obtemos um novo

conjunto de equacoes :

T o=y (3.13)
2M\x

po= by — 2 — ———
/ VT (T )

Os pontos lixos de perfodo-1 do sistema acima, (2%, y*), sao obtidos pelas seguintes

condicoes [23]1

=0yt =10 (3.14)
Fntao, utilizando-se ( 3.13):
y =0 (3.15)
¢ da segunda equacao obtemos:
2 a*
iy - 2t e = ()

(1 + gar?)?

¢ considerando-se (3.15), obtemos:

e gfa A 2gat 4+ (A 1)) =0 (3.16)
que nos fornece as seguintes raizes:
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= (3.17)

No que segue, iremos supor que A < 0, considerando-se a relacdo ( 3.9) e que g > 0.
Neste caso, os pontos 2 ¢ xf sao 1maginarios puros e devem ser descartados. O ponto
@y representa a posicao de equilibrio (instavel) na origem (cf. fig.  3.2), enquanto a3
¢y = —ua sao as posicoes de equilibrio do potencial que podem ser estaveils ou nao em
funcao dos parametros escolhidos. No apéndice A, faremos uma discussao mais aprofundada
da estabilidade de pontos de equilibrio; a partir do critério de Poincaré.

Uma relacao interessante para o valor de A nos pontos de equilibrio @ e 23, elevando-se

ao (nadrado nma das expressoes de ((3017):

|/\) = (I +A(/.lf:«2)2 (;;‘13)

3.3 Lagrangiana e Hamiltoniana do Oscilador

Steeh ¢ Kinick [52] mostram que uma classe de sistemas dinamicos dissipativos (osciladores
harménicos nao-lincarcs), com comportamento cadtico e de ciclo limite, pode ser derivada
de uma Lagrangiana (ver também [5]).

Consideremos a Lagrangiana abaixo, com polencial dependente do tempo:

[, = Vi) (3.19)

Podemos determinar a equacao do movimento através das equagoes de Lagrange:



oL d (0L .
— | =— =0 :=1,2,... 3.20
i)qi dl‘ a(),‘ ' 7 a ( )

onde ¢; sao as coordenadas generalizadas que especificam o sistema mecanico que tem a
funcao potencial V(q1, g2, ..., ¢n,t).

Substituindo ( 3.19) em ( 3.20), considerando ¢; = z, temos:

JlL d [OL

IRt di (_)T

w[ ] gy

e ——] — z
ox dt

efetnando-se a derivada e reescrevendo a equagao , obtemos:

. . OV (a,t) _
T4 br+ —= =0 (3.21)
0;7,7
que ¢ a cquacao de movimento descjada.
No nosso caso, para um potencial dado por:
. Aa? )
Vie) = P R (3.22)
1 + ga?

sendo o sistema submetido a uma forga externa periddica I cos(wt), a nossa func¢ao poten-
cial sera:

Ax?

Tho Iz cos(wt) (3.23)
g

Ve, t) = xt

Calculando a derivada da funcao potencial em relagao a x, temos:

aVi(x, 1) 2
=y ————— — [ cos(w! 3.24) .
O ot (1 4+ ga?)? cos(wt) ( )

Substituindo-se ( 3.23) em ( 3.19), obtemos a Lagrangiana para o potencial dado:
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1 ., 2h2?
L, i t) = ~e &% — 222 — == 1 9Fz cos(wt) (3.25)
2 | + ga?

e a equacao do movimento, derivada da Lagrangiana acima, pode ser obtida pela substi-

tuicao de (13.24) em (0 3.21):

B4 b 4 2+ ————— = [ cos(wt) (3.26)

A Hamiltoniana correspondente pode ser obtida pela transformacao de Legendre, dada

por:

=3 qp. — L (3.27)

1

com 1 = 1(p;,q;. 1), onde os momenta generalizados p;, sao dados por:

L -
Pi = (3.28)
(')('/L'
[Sm nosso caso, temos:
aL . ) . ).
p= o= ae’ H(p,x,t) = pi — L(z,@,1) (3.29)
A

Substituindo-se a equagao da Lagrangiana dada por ( 3.19), temos:

-2
0 b € , I . i
Hp,rl) =it — o [1—— - V(x, L)} = -2—332CM + eV (z,1) (3.30)

¢ aplicando-se (1 3.29), obtemos:

I
Hp,a,l) = E})zc'm + MV (a, t) (3.31)

Para o nosso potencial em particular; substituindo-se ( 3.23) em ( 3.31),
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. : A’
Hip,a,l) = ;pze"l"’ + {2t + l—q—_—,—g}—z — Fz cos(wt)| " (3.32)

Ja que I depende explicitamente do tempo, é evidente que H(p, z,t) nao é uma cons-
tante do movimento. Deve-se lembrar também, que o comportamento cadtico exclui a
existéncia de uma constante global de movimento.

I importante cnfatizar que a constru¢ao de uma Hamiltoniana para um oscilador
amortecido (e forcado) ¢ somente local. De fato, localmente todo campo vetorial (fluxo)
¢ Hamiltoniano.  Somente sao globalmente Hamiltonianos os fluxos para os quais ha

preservacao global de dreas no espago de fase [l].

3.4 Retratos de Fase, Mapas de Poincaré e Espectro
de Poténcia

Nesta scecao apresentaremos alguns resultados obtidos, em termos de caracterizagao qua-
litativa do regime dinamico do potencial em estudo, através das séries temporais, retratos
de fase. mapas de Poincard ¢ espectros de poténcia.

Para obter as sérics temporals, o sistema de equagoes ( 3.12) foi integrado numerica-
mente ntilizando-se os métodos de Runge-Kutta de quarta-ordem [37] [34] e a Modificacao
de Merson do mesmo método [32], também uma técnica de passo simples mas que permite
controle do tamanho do passo. Os dois esquemas de integracao apresentaram resultados
semelhantes porém; o primeiro é de mais facil utilizacao para determinagao do mapa estro-
hoscopico em virtude de possuir passo fixo.

1 importante salientar que a natureza, ou seja, o comportamento, a forma geral da
figura, nao depende da rotina de integragao utilizada, desde que a mesma tenha uma
precisao adequada, mas os detalhes da figura dependem crucialmente disto e das condigoes
iniciais [51].

Vamos apresentar agora, o comportamento dinamico do sistema, representado qualita-
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tivamente através das séries temporais, retrato de fase (projecao do espago de fase em duas
dimensoes), mapa de Poincaré e espectro de poténcia.

Foram efetuadas centenas de simulagoes a partir de integragoes numéricas das equagoes
de movimento que variavam de 5.000 a 150.000 iteracoes , em cada uma variando-se
parametros como o coeficiente b do termo de amortecimento, a amplitude F e a frequéncia
w da forca externa, o coeficiente da nao-linearidade g (e consequentemente A que esta
conectado com ¢ através da relagao ( 3.9)). Entretanto, procuramos nos concentrar neste
trabalho no estudo da alteracao do regime dinamico em fungao da varia¢ao dos parametros
helF.

Muitos foram os resultados interessantes sob o aspecto dinamico, porém, particular-
mente para nao tornar este trabalho demasiadamente extenso, escolhemos duas séries de

resultados:
e (iclos de Torma “exotica”
o Scquéncias interrompidas de bifurcacao de ciclos hinite;

Para cada teste tipicamente, foram elaboradas as séries temporais de © e y, o retrato
de fase. o mapa de Poincaré e o espectro de poténcia dos sinais das séries temporais. No
caso do espectro de poléncia procuramos incluir o espectro do sinal (x ou y) de maior
interesse sob o aspecto dinamico em termos de mudanga qualitativa. O mapa de Poincaré
foi incluido nos casos mais relevantes.

Apresentaremos inicialmente alguns comportamentos tipicos:

Na figura ( 3.3) temos um ciclo limite obtido com amortecimento b = 0, 1 e amplitude da
forca externa £ = 15 (w =21, g =2 ¢ A = —6g* —4g). A figura ( 3.4) corresponde a série
temporal de y para os mesios parametros ¢, pelo seu tragado, confirma a periodicidade da
solucao . O espectro de poténcia para a série temporal (cf. fig. ( 3.5)), também caracteriza

regime periGdico por apresentar somente trés picos de frequéncia 2.
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Figura 3.4: Série temporal de y para os parametros da figura precedente
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Figura 3.5: Espectro de Poténcia para a série temporal y

Na figura ( 3.6) observamos um ciclo bem mais complicado, de periodo consideravel-
mente mais elevado para os parametros b = 0,01 e #' = 60 (w=2r,g=1e)=—6¢g*—4g).
A série temporal ( 3.7) também se apresenta um pouco mais complexa, porém ainda
periédica conforme comprovado pelo espectro ( 3.8).

Na figura ( 3.9) observamos um regime bastante complicado para os pardmetros b =
0,33, F' =35, g =23ew=0,7. A série temporal ( 3.10) se apresenta visualmente irregular
e 0 mapa de Poincaré ( 3.11) indica oscilagao de periodo elevado.

A figuras seguintes apresentam uma série de bifurcagbes extremamente interessante,
tomando-se a amplitude da forca externa F' como parametro de controle. Consideraremos
fixos os parametros b = 0,5, ¢ = 2, w = x, pontos iniciais To = 1,5 e yo = 1 para as
préximas figuras analisadas. Na figura ( 3.12), para F' = 5 tem-se um ciclo limite simples,

comprovado pela série temporal ( 3.13) e pelo espectro de poténcia ( 3.14). A medida

2A frequencia de amostragem utilizada nos espectros de poténcia foi equivalente ao inverso do passo
utilizado na integra¢ao numérica.
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Iligura 3.8: Espectro de Poténcia para a série temporal a
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Figura 3.9: Espago de Fase com b=0,33, F =35e g =23
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Figura 3.12: Espago de Fase comb=0,5, F =5e g =2

que aumentamos a intensidade da amplitude F', comegam a ocorrer bifurcagdes (cf. fig.
3.15, série temporal 3.16 e espectro de poténcia 3.17), que vao se tornando cada vez
mais complicadas (cf. fig. 3.18 > e 3.21 *) e, apds um determinado valor de F, volta a
apresentar ciclos de baixo periodo (cf. fig. 3.24, 3.25 e 3.26), inicialmente apés um longo
transiente, e a medida que ampliamos a intensidade da forga externa o transiente se torna
mais breve, nao sendo mais observada nova bifurcagao com aumento de periodo.

Foram observados também ciclos de baixo periodo coexistindo na mesma faixa dos ciclos
de elevado periodo, mas antes e apos essa faixa, observaram-se apenas ciclos de periodo

baixo.

3A série temporal correspondente 3.19 apresenta ainda um comportamento regular, também observado
no mapeamento estroboscépico dado pela figura 3.20

4Embora o espectro de poténcia 3.23 ainda apresente um numero discreto de picos, podemos observar
uma “dispersdo” no mapa estroboscépico, cf. fig. 3.22
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Figura 3.22: Mapa de Poincaré para os parametros da figura precedente
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Figura 3.23: Espectro de Poténcia para a série temporal x
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Figura 3.24: Espaco de Fase com b= 0,5, F = 23,6325 e g =2
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Figura 3.25: Série temporal de y para os parametros da figura precedente
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Capitulo 4

Métodos de Aproximacao

No capitulo 3, utilizamos métodos de andlise qualitativos (ou topoldgicos) que nos per-
mitem uma visao mais global das situacoes possiveis que envolvem o sistema dinamico, em
particular determinando o carater das solugoes .

Neste capitulo, empregaremos métodos quantitativos para obtencao da solugao com
um grau desejado de aproximagao . A importancia do uso destes métodos, reside no fato
de que eles nos permitem obter resultados numéricos; com a restricao de que dependem
de aproximacoes envolvendo solucdes na forma de certas séries de poténcia e, portanto,
a precisao dependerd do nimero de termos da série usados na solu¢ao . Além disto, ha
o problema da convergéncia ou nao da propria série, que pressuporemos sempre conver-
gir. Naturalmente, uma solugao numérica conduz ao objetivo, se se deseja determinar o
movimento correspondente a determinadas condicoes inicials, entretanto; nao é suficiente
quando o objetivo é determinar os varios tipos de solucao e da respectiva dependéncia de

parametros de controle.

4.1 Introdugao

A teoria de equacoes diferenciais lineares tem sido prolundamente estudada e desenvolvida,
particularmente para sistemas com coelicientes constantes. Por outro lado, ha muito pouco,
em termos de carater geral, conhecido a respeito de equacoes diferencials nao-lineares. Por

exemplo, o principio da superposigao de solugoes , por ser de carater linear, nao se aplica



aos sistemas nao-lineares, e consequentemente, as nogoes de oscilagoes forgadas e livres,
frequéncias forcadas e livres, e ressonancia, que estao intimamente relacionadas com o
principio da superposicao , possuem sentido bem-definido somente para sistemas lineares,
embora tenha se tornado uma pratica padrao, o uso de alguns destes termos na analise de
problemas nao-lineares [53].

A analise de sistemas nao-lineares depende portanto do uso de métodos de aproxi-
magao , pois em geral ndo podemos obter solugoes explicitas em termos de fungdes ele-
mentares, e estd restrita em grande parte a discussao de casos especialis.

D importante salientar que nao efetuaremos um estudo e justificativa tedricos para
os métodos utilizados, mas os mesmos serao explicados através da sua préopria aplicacao
para analise do nosso potencial, de uma maneira expositiva e com énfase na obtencao de
resultados. Também nao nos detivemos na resolucao de sutilezas matematicas, mas tao
somente na aplicacao dos métodos como uma ferramenta para a obtengao das solugoes
aproximadas.

O sistema nao-linear, dado pela equagao diferencial

2 x

I“ + b”l + 2.’[7 + m = /7 cos wi (4 l)

serd analisado, em seguida, através do uso de diversos métodos, considerando o efeito dos
termos de amortecimento e forcamento no comportamento do regime dinamico .
Considerando-se a expansao em série efetuada no capitulo 2, a equagao ( 4.1) pode ser

escrita de forma aproximada até o termo de poténcia sete como:

P4 bi 4200 + Ao — Adga® 4+ 605’ — Shgta” = I cos (wt) (4.2)

ou, definindo-se w? = 2(1 + A), temos:
b U )

YNeste, e no capitulo 5, ndao vincularemos os parametros A e ¢ pela relacio A = —6¢? — 4¢, como no
) ) o ¢l b
capitulo anterior, para terinos resultados mais gerais.



P4 bi + wiz — 4dga® + 6Ag’z® — 8Ag’a” = I cos (wt) (4.3)

Da teoria de equagoes diferenciais sabemos que a equagao ( 4.1) possui solugoes x(t) as
quais sao determinadas unicamente uma vez que os valores do deslocamento e da velocidade
no tempo t = 0 sao conhecidos, isto é, quando x(0) e #(0), as condigdes iniciais, sao
prescritas.

E natural que possam existir outras solugoes para a equacao ( 4.1) além das solugoes
periddicas, entretanto concentraremos nossa atengao no estudo de varios tipos de solugoes
periddicas desta equacao , com o objetivo de inicialmente obter informacgoes de carater
qualitativo sobre as solucoes . Uma vez que isto tenha sido feito, podem-se obter in-
formacoes quantitativas precisas.

Trataremos das oscilagoes harmonicas, isto é, solucoes periddicas x(t) de ( 4.1) nas quais
o periodo é o mesmo que o periodo 27 /w da forga externa Fcos(wt), embora oscilagoes
subharmonicas, nas quais a solugao x(t) tem como seu periodo menor por um multiplo
inteiro (diferente da unidade) do perfodo da for¢a externa, possam ser tratadas de uma

maneira similar [53], [24].
4.2 Método do Balanco Harmonico

A idéia deste método é expressar a solucao periddica na forma de uma combinagao linear
de fungoes periddicas [24], [41]:
e 7L
v = Csen(wt) + > Cusen(nwt) + > D, cos(nwt)
n=2 n=32
Entao, substituindo-se esta solugao tentativa na equagao ( 4.3), esta é aproximadamente
satisfeita se os coeficientes de sen(wt), sen(nwt) e cos(nwt), n = 2,3,...,m desta série,
forem impostos iguais a zero. Isto resulta em 2m — 1 equacoes algébricas para as incognitas

w, Cy, Cs, ..., Ch, Dy, D3, ..., e D,, em termos de C. A precisao da solugao periddica



resultante, depende do valor de C' e da aplicagao do método de forma a conter harmonicos
de ordem superior.

Este método também ¢ conhecido como método da linearizacao harmonica  [28] o,
método da funcao de descricao na literatura da teoria de controle, e tem a caracteristica de
poder tratar nao somente nao-linearidades analiticas suaves mas também nao-linearidades
analiticas abruptas encontradas em muitos problemas fisicos, sendo relativamente facil
obter solucoes aproximadas através do seu uso.

Considerando-se a oscilagao livre (/7 = 0) e nao amortecida (b = 0), obtém-se como
resultado, a partir da equagao ((4.1):

2 \x

T+2r+ ——ms =0 4.4
T + 1+(1+_q:z:'2)2 (4.4)

ou usando-se a expressao ( 4.3) resultante da expansao em série, tem-se:

P4 wir —dhga® + 6Ag%a® —8Ag’a" =0 (4.5)

Aplicaremos o método do balanco harménico, admitindo-se que ( 4.4) tenha uma solucao

que possa ser aproximada por:

a(t) = Csen(wt), (4.6)

onde a frequéncia circular w(C) pode depender da amplitude. Substituindo-se ( 4.6) em

(4.5), obtemos:

A wle —ddga? + 6Ag%a® — 8AgtuT = —Cwisen(wt) + wlCsen(wt) —

—4AgCPsen®(wt) 4 619> CPsen®(wt) — 8Ag*sen”(wt) (4.7)

\

Substituindo-se as poténcias de funcoes trigonométricas, por senos de arcos multiplos e

considerando-se que se x(t) fosse uma solucao de ( 4.4), o lado direito de ( 4.7) deveria se

o0



anular, o que naturalmente em geral nao ocorre, temos que:

. . . 1
w? — w?)Csen(wt) — 4rgC? Esen wt) — —sen(3wt)| +
0 4 4

9 05 [0 b |
+6Mg2C° ésel‘)(wl,) - I%sen(liwl,) - l—éscn(Swt)] -

0207 [P sen(wt) — “hsen(3uwt) + —sen(5wt) — sen(7wt)] 0 (4.8)
—8Ag"C" | —sen(wt) — —sen(3wt) + —sen(dwt) — — = .
7 lea 64 64 64
Portanto, agrupando-se termos semelhantes,
2 2 . ~y2 15 24 35 3,46 -y
<wu —w” =3 gC" + T/\g ¢ — —,b—‘—/\g ") Csen(wt) +
2 15 21 5 e .
+ </\gC - g)\g C" + g)\g C* | Csen(3wt) +
3. T, . Lo
+ <gAgl(T‘ — q/\ga(/w‘) C'sen(bwt) + q/\A(/"‘)‘C’?sc-:l](?w‘l,) =0 (4.9)
C C
Pode-se, no entanto, anular o fator em sen(wt), escolhendo-se:
w? 3 ‘ 15 . 35 ;
— =1- SAC*+ —5Ag’C* = —\g*C° 4.10
2 2N e g (4:10)

que é a relacao entre a frequéncia circular da solugao adotada x(t) e a amplitude C'.

Admitindo-se que os coeficientes das demais poténcias em seno na equagao ( 4.7) sejam
pequenos, entao o lado direito de ( 4.7) difere muito pouco de zero e a equagao ( 4.4) é
aproximadamente satisfeita.

Para obter uma solucao consistente pelo uso deste método, precisamos ou ter um bom
conhecimento a respeito da solugao a priori (o que nao é o caso), ou considerar um numero
suficiente de termos na solugao e checar a ordem dos coeficientes de todos os harmonicos
desconsiderados, caso contrario, pode-se obter uma aproximacao incorreta [41]. Em nosso

caso, poderemos comparar a solucao obtida com outros métodos de aproximacgao .



Apesar de, em geral, nao ser possivel dar uma justificativa matematica satisfatoria para
este método, ele é 1til para muitas aplicagoes praticas [25]. No que segue, apresentaremos

outros métodos mais bem definidos para a obtencao de solugoes aproximadas.

4.3 Meétodo do Balanco Harmonico para Oscilagoes
Harmonicas Forgadas e com Amortecimento

Considerando-se o oscilador ( 4.3), onde substituiimos a for¢a peridédica F'cos(wt) pelas

for¢as combinadas Fisen(wt)+ F, cos(wt), e na presenca de amortecimento (b # 0), obtemos:

4 bl 4wl — ddgx’ + 6Mg%® = Fisen(wt) + F cos(wt) (4.11)
Admitindo uma solu¢ao que possa ser aproximada por:
() = Csen(wt),

e substituindo em ( 4.11), temos:

—Cw?sen(wt) + bCw cos(wt) + wiCsen(wt) —

—4AgC%sen®(wt) + 6Ag*CPsen®(wt) = Fisen(wt) + F, cos(wt) (4.12)

Substituindo-se as poténcias de fungoes trigonométricas, por senos de arcos multiplos,

desconsiderando-se porém os termos em sen(3wt) e sen(bwt), obtemos:

—Cwsen(wt) 4+ bCw cos(wt) + wiCsen(wt) — 3AgC sen(wt) + (4.13)

lF ¢ [ ¢ n (
+.43/\92C"sen(‘wi) = Fisen(wt) + F cos(wt)

Reagrupando-se os termos:

. 5 1D . .
(wg —w? = 3)gC? + T))\gZC"’> Csen(wt) + bCw cos(wt) = Fysen(wt) + F, cos(wt) (4.14)
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lgualando-se os coeficientes em sen(wt) e cos(wt) obtemos o sistema de equacdes :

. , 5.,
W0 — W C — 3NgC® + f/\gﬂcﬁ ) (4.15)
wa = FZ
De onde segue:
L | o L1502 .
F?= [P g R = <wg _ W0~ 30O ¢ Z’AﬁC“) 0% (4.16)

Elevando-se ao quadrado, reagrupando os termos em fungao de poténcias de w e

dividindo-se por C?, obtemos a equagao algébrica biquadrada:

' ‘ 15 .
w! + [bz — 20 4 6AgC? — 7;/\9204] w? +

, . . 15 . . 45 . s 225, F?
+lwd — 6wiAgC? + (W + —Owg,\) 20T — 22500 4+ ——A{(ﬂcﬂ == (4.17)
2 2 16 C?
cujas raizes sao, dividindo-se por w§
2 b? A 15 .
o =1- 5 350 Ak
Wy LW Wy 4(,00
1 [4F%% , . . Lo
57 [ 02) (1;2 — 4w 4+ 120¢C* — 15/\_9204)} (4.18)
(.«)0 /

Para F' =0, b = 0 recaimos na equacgao ( 4.10).

4.4 Meétodo de Ritz

Este método, frequentemente usado na solucao de problemas de valor de contorno na
mecanica de sistemas clasticos, pode também ser empregado em problemas de oscilagoes

nao-lineares [24].
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A funcao incognita, isto é, a solugao da equagao ( 4.5), x(t), é convenientemente escrita

como uma combinacao linear das funcoes suaves 1;(t),2 = 1,2,...,m, isto é,

m

a(t) =Y Cii(t), (4.19)

1=1
onde m pode tender a infinito. Os coeficientes C;,1 = 1,2,...,m, devem ser determinados
de maneira que o erro cometido pela substituicao da solucao exata pela solugao aproximada
seja o menor possivel. Considerando-se o oscilador (4.3) livre (F7 = 0) e sem amortecimento

(b=10) ¢, escrevendo-se (4.3) em fungao de (4.19), temos:

m m

P wie — 4hga® + 6Mg%a® — 8Xg e = Z C.,-'zﬁi(‘[) +wl Z Cibi(t) —
=1 1=1

m 3 m 5 m 7
—4Ag {Z Ciwi(t)} + 6Ag* [Z Ci’([v.;(t)] — 8)\g® [Z Cﬂ[’i(t)] = e(t) (4.20)
1=1 =1 1=1
mpoe-se que o erro quadratico médio
: /b 2 (t)dt
b—ale © ¢

seja o menor possivel num intervalo de tempo determinado, ou seja, ele deve ser minimizado,

sujeito a restricao ( 4.19). Assim,

a(c)J /ab ¢2(1)dt = 2/;1 eadgjdt —0, j=1,2,... . (4.21)
fornece um sistema de equagoes algébricas, do qual as constantes Cy,2 = 1,2,... podem ser
determinadas.

A escolha de iy (1) = sen(wt), (L) = -+ =1, (1) = 0, lornece:

e(t) = —Chw?sen(wt) + wlCisen(wt) — 4AgClsen’(wt) +

+6Ag%Clsen®(wt) — 8Ag°Clsen’ (wt)

—
I=S
o
o

~—
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Substituindo-se as poténcias trigonométricas por senos de arcos multiplos e
desconsiderando-se termos em sen(5wt) e sen(7wt), obtemos:
2 2 v 10y )y 36
c(l) = (w) —w® —3AgCY + T)\g Cy — g C} ) Cysen(wt) +
(4.23)

2 15 2 74 21 36
+ (/\gC] — —8—/\g Cy + ?/\g C1> Cysen(3wt)

ecoma=0eb=1T= ZW—’T, substituindo-se em ( 4.21):

g>CY ) Cisen(wt)+

T 06 _ T 2 4
(Zt_/ W — w? — 3O +—AJ€
0

JO 6001
‘ 5 . . 2 -
+ (x\gCl2 - —83/\g20i‘ + ?/\gBC«"’) Clsen(Bwt)] X
. 75 24 A
[(wé — W —9\gCE + —4—/\(/2(H — _SE/\(/:;C;)) sen(wt)+
2 T8 g 14T 4 ;

+ (3XgCy — ——)\( Cy + ——)\J C?)sen(3wt)| dt =0  (4.24)
Resolvendo-se as integrais, além da solugao trivial Cy = 0, obtém-se a equagao algébrica

. . ‘ ‘ ‘ 45 .
w' — <2w§ — 12)gC? + /\ng“1 35A¢°CY >w2 + (wé — 120gC} — —22)\5/20{1—
—35Ag°CY) wi + 3007g°CY — 1050*g°CY = 0 (4.25)

com as duas raizes:

. 45 35 1 2 ,
o = ( —6AgC} + AT - §AJ3CO> £ 5 (200%6°C] — 120026°CT+
1

+)3485 2 4Cb 1575 /\'2{/5(]110_4_ 1225/\2g00112>2 (42())

e finalmente, dividindo-se por w?, temos:
b 0

2 2 4 6

w* C, , O ,C
S — g 20y “1 g Sl

(,UU Lu’ﬁ 4 Wy 2 LL)U

L

D38H L a0\ 2 i
(z./xA{g-*(r;'—lzovq CF + 1‘ A{(,*(r;“_1575#,-,"(:;%1225,\2(/%71“) (4.27)

902
2w§
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Para efeito de comparacao , se em ( 4.23) considerarmos os termos em sen(dwt), a

equagao ( 4.26) ficaria:

. . . 45 . 35 . 1 b
Wt = <w§-Gxgcf4-7§Agch-7§Ag36$) = (240202C} — 1200%6°CP 4

7595
16

L2895,

4 1071
Ng'CF — —

/\2(/5(7}0 +

1
7
2 6,12 HQ
) A2goC] ) (4.28)
O
Podemos observar entao, comparando-se ( 4.28) com ( 4.26), que somente houve al-
teragao a partir do 3.° termo dentro da raiz e que portanto, a influéncia de termos de

arcos multiplos em 5wt e superiores, contribuird muito pouco na precisao da solugao final

(considerando-se A, g e C' pequenos).

4.5 Meétodo da Fase e Amplitude Lentamente
Variaveis
Este método, também conhecido como Método das Médias [41], ou como uma extensao
do método de variacao de parametros [40], obtém como resultado um sistema de equagoes
autonomas, isto é, independente do tempo que, em primeira aproximagao , descreve a
variacao da fase e amplitude da solugao com o tempo. Por esta razao, é frequentemente
chamado de método da fase e amplitude lentamente variaveis. Ao mesmo tempo ele cor-
responde & primeira aproximacao do método assintético de Bogoliubov e Mitropolsky [24].

Counsiderando-se o oscilador ( 4.3), livre (/" = 0) ¢ amortecido (b # 0), obtemos:

i+ wire= f(x,) (4.29)
onde
[(x,2) = —bi + 4Aga® — 6Ag*a® + SAg e’

Introduzimos wma transformacao nao-lincar de coordenadas de ay @ para a e 1) definida
por:
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x(t) = a(t)sen(wot + (1)) (4.30)

(t) = a(t)wocos(wot + (1))

Diferenciando-se a primeira equacao de ( 4.30) em relacao ao tempo, e comparando-se

o resultado com a segunda, obtém-se:

a(t)sen(wol + (1)) + a(t)h(t) cos(wel + (1)) =0 (4.31)

Reescrevemos a equagao ( 4.29) em termos das novas varidveis a(t) e ¢(t). Calculando-se
& da segunda equagao de ( 4.30), substituindo-se em ( 4.29) juntamente com z da primeira

equagao de ( 4.30), obtemos:

awo cos(wot + (1)) — ap()wosen(wot + (1)) = f(z(a,¥), 2(a,)) (4.32)

A multiplicagao de (4.31) e (14.32) por sen(wol+1(t)) e cos(wot +10(t)) respectivamente,

e a subsequente adigao , fornecem:

a = ;l;f(asen(wot + (1)), awg cos(wot + (1)) cos(wot + (1)), (4.33)

) = ;]_f((zsell(wot + (1)), awg cos(wot + 1 (1)))sen(wot + (1)),

Wy

Apds esta transformagao de coordenadas, com a qual obtivemos duas equacoes diferen-
ciais de 1.“ ordem, se considerarmos f(z, ) pequena, a e ) também serdo pequenas, isto
é, a amplitude “a” e a lase ¢ variam lentamente, o que significa que durante um intervalo
de tempo de duragao Ty = 377;, tanto o valor de ¥ no argumento (wol + ¥ (t)) como o valor
de a(t), permanecem praticamente constantes. Em geral, como nao é possivel obter uma
solucao exata para ( 4.33), as equagoes diferenciais sao simplificadas, substituindo-se os la-

dos dircitos pelos respectivos valores médios no intervalo de tempo [1 04 Tpl. Esta téenica

)



de média é usualmente denominada como sendo o método de Van der Pol ou método de
Krilov-Bogoliubov [40]. Em consequéncia destes valores médios, “a” e 1 serdo mantidas

constantes no lado dircito de ( 4.33) e podemos assim representa-la por:

! 2m _ _ .
a= - / Sflasen(© + 1), awp cos(O + 1)) cos(© + 1)dO; (4.34)
2mwy Jo
R |
h = - / f(asen(© + 1), awy cos(O© + 1) )sen(O© + 1)dO,
2mawy Jo

onde © = wpl.

Aplicando-se agora para a f(z, ) do oscilador ( 4.29) em estudo, temos:

1 2 . .
a@=- / {—bawo cos(O + ) + 4Aga’sen® (O + 1) —
27wy Jo ‘
—06Ag?a’sen® (O 4+ ) + 8rga’sen” (O + 1)} cos(O + 1)dO, (4.35)
. —1 27,
h = - {—bawg cos(© + 1) 4+ 4 ga’sen®(O + 1) —
2mawy Jo

—6Ag%a’sen® (O 4 1) + 8Ag a"sen (O + ) }sen(O© + 1))dO

Substituindo-se as poténcias trigonométricas e efetuando-se as integrais, obtemos:

—ba
0 = 2’“ (4.36)
. 15 35
- 22
4 Qwo 8w 16wq g

Integrando-se a primeira equagao de ( 4.36) e substituindo o resultado na segunda, com

as condicoes iniciais a(0) = Cy e 1(0) = 0, temos:

a = (__70(17’ (437)
3Ayg lJ/\J 4, 35 A g° _ .

y — (‘vz > —bt . 1 - th . l 6 3bl —J

/ 2wy b (e” ) - 16wy /)(Y (e )+/lhw(, 11( (e )



que de acordo com a primeira equagao de ( 4.30)

b

3 A
( )_( e bt/ Zgen w0/+~_ﬁ(v2( ~bz_l)“
uu)o ()
15 A g% 35 A ¢°
DT o e C oy
16&)0 b (C ) 4(50.} b (( )

Sem o efeito do amortecimento (b = 0), teremos:

a = 0

- -3 . 35

'l/) _ ‘ (C/vg + 2 74 - /\(/3(vb

ZUJO w
e integrando obtemos:
a = Co
3 35 4 6
o= _)\J(le + /\q Cit— —— gt
2w l()(.c)()

e a solucao x(t) sera:

3 A 5 A 35 A
z(1) = Cysen | wot — = —gC2t + 15 —J‘Z(” _ -—q5C° '
2 wo 8 w 16 w

que ¢, também, obtida levando a equagao ( 4.38) ao limite quando b — 0.

conduz a solucao aproximada:

(4.39)

(4.40)

(4.41)

4.6 Método da Fase e Amplitude Lentamente
Variaveis para Oscilagoes Forgadas e Amorteci-

das

Considerando-se o oscilador ( 4.3), forgado (F' # 0) e amortecido (b # 0), obtemos:

itwir = f(a, @)
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onde
f(x, &) = =bi +4Aga® — 6Ag*a® + F cos(wt)

Introduzindo-se a transformagao de coordenadas aplicada na segao anterior de 2, = para

a e 1, defimda por:

x(t) = a(t)sen(wot + (1)) (4.43)

z(t) = a(t)wpcos(wot + (1))
Diferenciando-se a primeira equacao de ( 4.44) em relagao ao tempo:
(1) = asen(wt + (1)) + a(w + 1/:1(t)) cos(wt + (1))

que comparada com a segunda equagao de ( 4.44), fornece:

a(t)sen(wt + 1 (t)) + a(t)z,b(t) cos(wt + (1)) =0 (4.44)

Calculando-se @ da segunda equagao de ( 4.44):

#(t) = aw cos(wt + (1)) — aw(w + P (t))sen(wt + (1)) (4.45)

Reescrevemos a equagao ( 4.42) em termos das novas variaveis a(t) e 1(t), substituindo-

se ( 4.45) juntamente com z da primeira equacao de ( 4.44) em ( 4.42), obtendo-se:

dw cos(wt + (1)) — aw’sen(wt + (1)) — aw'zL.'(l)seu(wt + (L)) —
—4Xga’sen®(wl 4+ (1)) + 6Ag*a’sen’(wt + (1)) = [ cos(wt) (4.46)
Multiplicando-se ( 4.46) por cos(wt + (L)) ¢ ( 4.44) por wsen(wl + (L)) e somando,
obtemos:
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F . ‘
@ = — cos(wt + (1)) cos(wt) + ﬁ(cu2 — wi)sen(wt + (1)) cos(wt + P (t)) —
w w

—abcos®(wt + 1 (t)) + 4%&3861]3(wt + ¥(t)) cos(wt + P(t)) —

2
_Gf\iassens(wl +1p(t)) cos(wt +p(t))  (4.47)

w .

E, multiplicando-se ( 4.46) por sen(wt+1)(t)) e (4.44) por —w cos(wt+1H(t)) e somando,

obtemos:

> F 2 2
h(t) = ——sen(wt + (1)) cos(wt) + S
aw w

)56112(wt + (1)) + bsen(wt 4+ P(t)) x
AJ 5 Ao a6 ' Q
cos(wt + () — 4—a’sen” (wi + (1)) + 6——a"sen”(wt + 1p(t))4.48)
w w
Substituindo-se os lados direitos de ( 4.47) e ( 4.48) pelos respectivos valores médios,

obtemos respectivamente:

| e

4= — / [— cos(wt + 1) cos(wt) + —(i(u)2 — wg)sen(wt + 1)) cos(wt + ) —

27 Jo w w

. Ay . )
—ab(;os‘)'(wl, +p)+4 4 (l,"sen'S(wt + 1) cos(wt + 1) —
w
Agt o o
—6——a’sen’(wt + 1p) cos(wt + )| d(wt)  (4.49)
w

(wg — w?)

h(t) = L /027r l:—isen(wt + 1) cos(wt) + sen?(wt + 1)+

aw

Ag .
tbsen(wt + 1p) cos(wt + 1p) —4 —g(Lst,n"(w/, + ) +
w

2

A 1
1629 sen®(wt + v) | d(wt) (4.50)
w

Substituindo-se as poténcias trigonométricas e efetuando-se as integrais, obtemos:
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F ab

a4 = -2—* COs 'l/) — ‘5 (451)
. F 1 . 3 15 .
v o= — seny + M(wé - wz) - - /\g(L2 + _—-/\g2a4

aw 2w 2w 8w

Solugoes estacionarias sao obtidas com a =0,ouc¢ =a, =C,eth = 0:

. Fo Cb )

0 = 5 costh = =~ (4.52)
d . . 3 , 15 _

0 = —‘ZCLJsen’lL' + Z(u}é —w?) - 5;;,\_1](]2 + g{%x\gQC4

e elevando-se ao quadrado e somando, obtemos:

. L ‘ I T T o
P2 = (%c _ W= 3O -4—’/\_9205> bR (4.53)

que é idéntica a expressao ( 4.16) obtida pelo método do balan¢o harmonico. Nesta equagao

, a relacao w?/wi com a amplitude da solugao é dada implicitamente.

4.7 Método de Duffing para Oscilacoes Harmonicas
Forcadas sem Amortecimento

Este é um método de iteracao utilizado originalmente por Duffing para obter solugoes
periédicas para oscilagoes harmonicas sem amortecimento [24], [53]. Consiste basicamente
em escolher uma solugao harmonica inicial, substituir na equagao diferencial e integra-la
para obter a nova solucio aproximada que sera reinserida na equagao diferencial dando
continuidade ao processo iterativo. Para haver convergéncia, é necessario que A, ¢, I, be
C' sejam suficientemente pequenos.

Considerando-se o oscilador ( 4.3), forcado (F # 0) e nao-amortecido (b = 0), obtemos:

b whae — ddga” + 6t — SAg " = I cos(wt) (4.51)



Apesar de nao apresentarmos uma prova rigorosa para a convergéncia do método de
Duffing, usaremos o mesmo comparando parte dos resultados com resultados obtidos de
outros métodos, restringindo-se a discussao a solu¢oes periddicas com frequéncia circular w
(a frequéncia da forca externa).

Reescrevendo ( 4.54) na forma:

i = —wix + 4xge® — 6Xg*2® + 8Ag°2" 4+ F cos(wt) (4.55)

Iniciamos com xy = C cos(wt), C' = constante, como primeira aproximagio * para a

solucao desejada com frequéncia w, substituindo-se no lado direito de ( 4.55), obtendo-se:

By = —wiC cos(wt) + 4AgC? cos®(wt) — 6Ag*C7 cos®(wt) + 8Ag°C7 cos™(wt) + F cos(wt)

Substituindo-se as poténcias trigonométricas em ( 4.56) e integrando-se duas vezes,

obtemos a préxima aproximagao para a solugao :

1 15, 5 35
T = (b —weC + 3AgC° ~ —Z}E—/\gZC’3 8) A2 C7 ) os(wt) —
1 15, 5 5 21 i :
~97 (/\g( — —8—/\g2(,7° + §A93677) cos(3wt) —
| 3 1 l
T <—§Ag2(15 + 8/\ng )cos( wt) — 990 2,\(13(7 cos(Twt) (4.57)

As constantes de integracao foi atribuido o valor zero a fim de garantir que z; seja uma
funcao periédica. O processo iterativo pode ser continuado pela substitui¢ao de ( 4.57) em
(4.55) e por nova integracio , exigindo porém, para convergir, que as constantes wg, A, ¢,
C' e F' sejamn suficientemente pequenas. O truncamento do processo iterativo no primeiro

passo ja fornece uma aproximacao satisfatoria.

?Na realidade ja deveria ser considerada como segunda aproximacgao em fun¢ao de & =0



O coeficiente de cos(wt) em ( 4.57) é tomado igual a (', a amplitude da primeira
aproximacao x;(!), na suposicao de que aquele coeficiente deve diferir mas pouco deste,
se x1(t) = C cos(wt) for verdadeiramente uma aproximacao razoavel *.

Assim temos:

1 , S U S 1 B ,
C=-= <F WO+ BAgCE — NG + Tj,\g‘c') (1.58)
w? \ 4 3
ou,
. . I3 PSS 5 TS 1 G .
w=wl - ol INgC* + T),\_qz(_ - T),\g"f“(.f" (4.59)

e finalmente, a relacao entre a amplitude (' e a [requéneia w da solucao periddica pode ser

EXpressa comao:

2 F A 15 A 2 , 35 ) 3
L —- 3:‘102 L AT ca B029 s (4.60)
Wy CWO 4 Wy 8 Wy

que com F' = 0 torna-se idéntica a equagao ( 4.10) do método do Balan¢o Harmonico.

A segunda aproximacao é, entao, substituindo-se ( 4.58) e ( 4.59) em ( 4.57),

v F 35 -1
xy(t) = C cos(wt) — [9 (w —G- 3NgC? + )\J 2Ct — S /\g3C6)] X

X <)\g()3 - T;‘—/\ngs + %Ag36'7> cos(3wt) —
C O

, I 35 R S .
— [25 (WG — — = 3AgC* + /\J " — -)/\g ("‘>] <~§/\gz(7" + é/\_q"(f’) cos(dwt) —
C

r ) 35, 5.6\17" )
- {392 (w — = —3)\gC* + —4‘3/\_(/104 ~ ;—"Ag%")] Ag*C7 cos(Twitd.61)

(Y

4.8 Meétodo de Duffing Modificado

Uma pequena variagao do método de Duffing [53], utilizada aqui apenas para obter a

relacao entre amplitude e frequéncia da solucao harmonica, consiste em inicialmente rees-

3Duffing argumenta que tal procedimento fornece o resultado exato no caso linear (g = 0) e pode-se
portanto esperar produzir bons resultados para A e ¢ pequenos, o que foi pressuposto [53].



crever a equagao ( 4.54) na forma:

¥+ wie = (w?‘ — wg);’v + ZLz\g:L'3 — (i/\gz;vf' + b‘/\gli:‘c7 + 1" cos(wt) (4.62)

onde adicionou-se o termo w?a em ambos os lados da equagao .

E razoavel iniciarmos o processo de iteragio com a solugio de ( 4.62) para w? = wj e
g = 0, isto é, com a oscilagao linear livre de frequéncia w = wqy. Portanto inictamos com
zo = A cos(wt) como primeira aproximagao , supondo-se conhecida a amplitude A.

Se inserirmos 2 no lado direito de ( 4.62), obtemos z; como equacao diferencial para a
) 1 | G

proxima, aproximagcao :

i1 4wl = (W? — W) Acos(wt) + 4AgA® cos®(wt) — 6Ag* A cos®(wt) +

+81g> A7 cos” (wt) + F cos(wt) (4.63)

efetuando-se as substitui¢oes trigonométricas:

1
i1+ Wiz = (W? — w)Acos(wt) + 4AgA® <§— cos(wt) + 1 cos(3wt)> —

; 1
—6Ag*A® (g- cos(wt) + %C()S(Swt) + I cos(5wt)> +

+8/\g3A7g1/1 (cos(Twt) + Tcos(hwt) + 21 cos(3wt) + 35 cos(wt)) + F cos(wt)  (4.64)

Agrupando-se os termos em fungao de cos(nw), (n = 1,3,5,7):
. . 4 O U TP 1 .
i +wiz = [(wz — WA+ 309 A% + —f/\gz/l" + —8—))\93,47 + 1"} cos(wt) +
5., . 21
+ (x\g/l3 — —éz/\ng" -+ gx\gB/V) cos(3wt) +

S S N [
+ (—g)\gz/\" + §/\g"’/\’) cos(Hwl) + gAf/'3A7 cos(Twt) (4.65)
C
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A equagao de ( 4.65) apresenta um caso de ressonancia excepcional ja que o lado direito
contém um termo em P; cos(wt), onde P; é um polindmio em A, da mesma forma que
ocorreria na solucao da equacao diferencial homogénca. Se P nao for identicamente nulo,
a solugao de ( 4.65) contera um termo do tipo Ctsen(wt) e x1 ndo podera ser periddica. Ja
que estamos interessados em solugoes periodicas, devemos pressupor que Py, o coeficiente de
cos(wt) na equagao , seja identicamente nulo. Igualando-se este coeficiente a zero, a seguinte

relacao serd produzida entre a frequéncia w e a amplitude A da primeira aproximacao :

35 i

‘ . . 15, . - ,
w?=wi —3AgA* + I/\ng" - ~8~)\g“3/4° - (4.66)

que é a mesma relagdo ( 4.59) obtida pelo método de Duffing, e com F' = 0 torna-se a
mesma relagao ( 4.10) obtida pelo método do Balango Harmoénico.
Obtendo a solugao @y para ( 4.65), podemos inseri-la no lado direito de ( 4.62) e assim

determinar x,, a proxima aproximacao para a solugao .



Capitulo 5

Solucoes Harmonicas

5.1 Meétodo de Van der Pol

Efetuaremos agora, um estudo qualitativo pelo método de Van der Pol- [36], [53], que
além de prover uma derivacao das curvas de resposta, o que sera visto no préoximo capitulo,
permite uma discussao simples da questao da estabilidade pela aplicacao do método de
Andronov ¢ Witt, sobre um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de 1.% ordem obtido

a partir da equacao :

&+ b 4 wir — 4hga® = I cos(wt) (5.1)

que é uma simplificacao da equacao ( 4.3), onde suprimimos dois terimos da série. A
estabilidade serd, entao, determinada pela utilizagao do critério de Poincaré (ver apéndice
A).

O primeiro passo no método de Van der Pol, consiste em pressupor que b, Ag, F' e w —wy
sao todos pequenos e de O(¢) !, isto é, estamos nas vizinhangas da vibracao livre (F' = 0),

nao-amortecida (b = 0) e linear (g = 0).

O segundo passo é pressupor que:

x(t) = dysen(wt) + dy cos(wt), (5.2)

'Onde ¢ é um parametro de ordem, que é introduzido para indicar a ordem de grandeza dos termos
perturbadores. No final, pode ser feito igual a um (e = 1) sem perda de generalidade.
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onde dy, d; sao fun¢oes que variam lentamente. A periodicidade é imposta fazendo-se com
que dy, d; sejam constantes. Isto significa dizer que @(t) é essencialinente uma oscilagao de
frequéncia w com amplitude e fase que variam lentamente, como no método dado na seccao

(4.5). Expressamos isto analiticamente estabelecendo:

Pressupomos que outros possiveis harménicos sao de O(e*). Entao, efetuando-se as

derivadas de ( 5.2), obtemos:

#(t) = dysen(wt) + dy cos(wt) + wdy cos(wt) + wdgsen(wt), (5.4)
#(t) = dysen(wt) + wdy cos(wt) + dy cos(wt) — wdzsen(wt) + wd; cos(wt) —

—wdysen(wt) — wdasen(wt) — w?dy cos(wt)

e calculando-se a poténcia cibica de ( 5.2), obtemos:

z3(t) ~ z(df + d3)[d;sen(wt) + dy cos(wt)] (5.5)

mais termos de frequéncia 3w, que serao ignorados.

Inserindo as expressoes ( 5.2), ( 5.4) e ( 5.5) em ( 5.1), temos:

Qwdy cos(9wt) — 2wdysen(wt) — wdysen(wt) — wdy cos(wt) + dysen(wt) +  (5.6)

+d, cos(wt) + b(zlsen(wt) + by cos(wt) + wbdy cos(wt) — whbdysen(wt) +

e
.

+w?dysen(wt) + w?dy cos(wt) — 4)\g4 (d} + d2)[dsen(wt) + dy cos(wt)] = f cos(wt)

Rejeitando-se termos de ordem superior a ¢ e fazendo-se d* = df + d3, temos:
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(Zw(i-l — w?dy + wbdy + wgd-z — 3A\gd*dy) cos(wt) + (5.7)
+(=2wdy — wdy — wbdy + widy — 3Agd*dy)sen(wt) = F cos(wt)

[gualando-se os termos em cos(wt) e sen(wt) e dividindo-se por w, chegamos ao seguinte

sistema de equacoes diferenciais de 1.* ordem nas fungoes dy e dy:

2 _ 2 l‘Z ]7'
2, + [M - 3/\g(-} dy +bdy = — (5.8)
w w w
. 22 1'2 )
—2d, + [“’—‘LJ‘)— - 3/\9(—] d—bdy = 0
w w

A natureza qualitativa das solugoes deste sistema varia consideravelmente dependendo
dos valores dos parametros b e g. Trataremos portanto este sistema considerando sepa-

radamente os seguintes casos:

o Casol b=0,¢9=0

(=]

Caso 11 b=0,¢9>0

Caso 110 >0,¢9g=0

(-]

Caso IV6>0,9>0
Definindo-se A = 2(wy — w), e lembrando que (wy — w) = O(e), temos:

wi — w? = (wo — w)(wo +w) = 2w(wy — w) + O(e?)

e entao, (wi —w?) = A até termos de 1.* ordem. Consequentemente, reescrevemos o sistema

( 5.8) na forma:

2

. d
2d, + {A - 3/\.(/(—} dy + bd, = (5.9)

€1

2

. d
—2dy + {A - 3)\9—} dy —bdy =0
w

=1

~1



Ja que estamos interessados principalmente em solucoes harmonicas, supomos que dy,
dy sejam constantes, isto é, diy = dy = 0. O sistema de equagoes ( 5.9) se reduz entao
a um sistema de equagoes algébricas para as curvas de resposta. Esta restricao de fazer
dy, dy constantes, também permite a aplicacao do chamado método de Andronov ¢ Witt,
isto é, as solucoes harmonicas da cquacao ((5.1) sao identificadas com os pontos singulares
do sistema de equacoes diferenciais de 1.* ordem dado por ( 5.9). A estabilidade é entao
determinada pela utilizacao dos critérios de Poincaré para a classificacao de singularidades
de tais sistemas.

Adotaremos a notacao :
dy A&+ DBy
e CE+ Dy
5.1.1 Casol: 0 =0,9g=0
Nesta secao analisaremos o caso do oscilador linear (¢ = 0), sem amortecimento (b = 0),

porém com forcamento (£ #£ 0).

Fazendo as seguintes mudancas de variaveis:

. ' t F
c=A, wx=d, y=d, =24y T== ¢ F=—
2 w
o sistema de equacoes ( 5.9) se torna:
dx
— +oy = [ (5.11)
dr
dy
——+ox =0
dr

Para analisar a estabilidade pelo critério de Poincaré, a partir de ( 5.11), fazemos:

& o (5.12)

de  Fy — (f:l/-

=1
~
o0



Usando o apéndice A, determinamos os valores dos elementos da matriz Jacobiana de

( 5.11), a saber:

que substituidos em ( 5.10) fornecem:

dyp _ (0)€+ (O0)n L
d€ = 0 + (=) (5:13)

e consequentemente temos:
(B—C) 4+4AD = —40®, AD—-BC = -0 ¢ B+C=0

o que nos leva a councluir que todos os pontos singulares sao centros, de acordo com a
classificagao usada no Apéndice A, j& que nao foi necessaria linearizagao para obter ( 5.13).

Todas as oscilacoes sao estaveis neste caso.

5.1.2 Caso Il: b=0,9>0

Nesta se¢ao analisaremos o caso do oscilador nao-linear (g # 0), sem amortecimento (b = 0)

e com forcamento (/" # 0).

Fazendo:
d] (ZQ . ‘ t
U”Av r = —, Y=y 72:-'UZ+ZIZ» T=,
o o 2
a w -
2 2 2
o= y g = ; e p=2a5+Y,
wag 3| Mg

e substituindo no sistema de equagoes ( 5.9), temos:

I
&y (c+1ry = 1 (5.14)
dr
s .

_Y +(oc+rHe = 0
dr
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Para analisar a estabilidade pelo critério de Poincaré, a partir de ( 5.14), fazemos:

i o4 1) B
L - ( )l, 5.15)
de  Fy—(oc+1%)y
Usando o apéndice A, determinamos os seguintes valores de:
A=c—(222+p), B=—2xo0, C=2xp0 ¢ D=—0+(2y5+p)
que substituidos em ( 5.10) fornecem:
dy o = (e + p)JE + (= 2oy 16)
¢ (2xoyo)¢ + [—o + (2y5 + )l |
e consequentemente temos:
(B—=C) +4AD = —4(3p+o)(p+o), AD—-BC=-3Bp+o)(p+o) e B+C=0
A regiao do grafico ( 5.1) p versus o acima da linha p = —o/3, mas abaixo da linha
p = —o, determina uma regiao de pontos de sela pelo critério de Poincaré e portanto é uma

regiao de instabilidade. A drea restante, onde (B — C')* +4AD < 0 é uma regiao composta

por centros ou espirais.

5.1.3 Caso III: 6 >0, g =0

Nesta secao analisaremos o caso do oscilador linear (¢ = 0), amortecido (b # 0) e forcado

(£ #0).

Fazendo:

2 2 2
o=—, x=dy, y=dy, rT=a"+y, T=—

A
)

e substituindo no sistema de equagoes ( 5.9), temos:

1y
—ﬂ-%a:lr—;z/ = 0

dr
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Figura 5.1: Estabilidade das solugoes para b =0, ¢ > 0

Para analisar a estabilidade pelo critério de Poincaré, a partir de ( 5.1

r

7), fazemos:

dy or —y ,
- = 5.18
de  Fy—oy—ux ( )
Usando o apéndice A, determinamos os valores de:
A=0o, B=-1, C=-1 ¢ D=-0
que substituidos em ( 5.10) fornecem:
@, — (@) 4+ (—1)n (5.19)
g (=1)E+ (=a)y .
e consequentemente temos:
(B —C) 4+ 4AD = —40*, AD - BC=-0'~1 ¢ B+C=-2

o que nos leva a concluir que todas as oscilagoes correspondem a espirais estaveis.
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51.4 CasoIV:0>0,¢9>0

Nesta secao analisaremos o caso geral do oscilador nao-linear (¢ # 0), amortecido (b # 0)

e forcado (F # 0).

Fazendo:
d d. ‘ ‘ . t F
U:A’ ‘1':_1’ y:_z 7'2:;1'2—%!/2’ T o= — € Flz._
o o 2 wag
e substituindo no sistema de equagoes ( 5.9), temos:
dz ) ,
— +(oc+r Yy +be = I (5.20)
dr
dy 5.
——J+(a+7"2)rc— by = 0
dr

Para analisar a estabilidade pelo critério de Poincaré, a partir de ( 5.20), fazemos:

dy  (o+ e — by
de  Fy — (o + 1)y — ba

Usando o apéndice A, determinamos os valores de:

A=o+ 222 +p), B=2w—0b C=-2a00—-b ¢ D=—0—2y;+p)

que substituidos em ( 5.10) fornecem:

dy o+ (225 + p)IE + [2zoy0 — bln
d€  [=2woyy — DJE + [0 — (245 + p)ln

e consequentemernte temos:

—~
ot
Do
3]

~——

(B—=C)? 4+ 4AD = —4(o +3p)(0 + p), AD = BC = —(c+3p)(oc+p)—b* ¢

B+C =-=2b

o que nos leva que, conforme a classificagao das singularidades do Apéndice A:
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(=]

Para p = —0, e para p = —0 /3 temos nods estaveis;
Acima de p = —o temos espirails estaveis;
Abaixo de p = —o/3 temos espirais estaveis;

Entre p = —0 e p = —0/3, temos ponto de sela para b* < (o + 3p)(o + p), ou b =0

e nos estéveis para b* > (o + 3p)(o + p).
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Capitulo 6

Curvas de Ressonancia

6.1 Introdugao

Neste capitulo, procuramos construir e interpretar os diagramas que representam
relacoes entre a frequéncia w para cada valor F' da amplitude da excitagao , e a
amplitude da oscilacao C' (definida como sendo o valor numérico maximo de z); ou, a
amplitude em relagao a um parametro o, conhecido como parametro de ressonancia
[11], que descreve quantitativamente a proximidade (“detuning”) de w em relagao a
wy-

Esses diagramas, obtidos através dos resultados da aplicagao dos métodos de apro-
ximagao nos capitulos 4 ¢ 5, sao denominados de curvas de resposta de frequéncia

[41] ou, curvas de ressonancia [24].

6.2 Resultados

6.2.1 Método de Duffing para Oscilagoes Forcadas sem
Amortecimento

Considerando-sc a relagao (1 4.60), obtida no capitulo 4, entre a amplitude C ¢ a

frequéncia w para o oscilador ( 4.54), forgado (F # 0) e nao amortecido (b = 0),
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e considerando-se a definigao de wi = 2(1 + A), analisaremos o comportamento das

curvas de ressonancia do oscilador para os casos linear e nao-linear !.
No estudo de oscilagoes lineares, isto é, para g = 0, a equagao ( 4.60) fornece:

w? F

wg Cuwk

(6.1)

A curva de ressonancia para o oscilador linear é obtida a partir da equagao ( 6.1).

Considerando-se (g = [42, denominada “deflexao estatica” [24], temos:
0

w2 Co

—=1-—=

wl C (6:2)

ou ainda,

@ | .

10 _ 6.3

Co ]1 e (6:3)
“o

com pdlos em w? = wl.

Mantendo-se a amplitude da for¢a externa constante, observamos que o valor da
amplitude da solucao aumenta inicialmente com o aumento da frequéncia, até atingir
uma singularidade, isto é, a amplitude torna-se indeterminada na ressonancia. Apds
este ponto, o valor decresce exponencialmente com o aumento da frequéncia. Um
fato relevante, ¢ que a cada valor de w corresponde uma tnica amplitude ' [24].
A respostailimitada no ponto de ressonancia é devida a auséncia de um termo de
amortecimento  [28], (ef. fig. 6.1).

No caso nao-lincar (¢ # 0), as curvas do diagrama de ressonancia, para A e g pequenos,
devem residir nas vizinhangas das curvas correspondentes do oscilador linear forcado

[53].

Esta analise ¢ extensiva para o método de Dufling modificado ja que a relagao obtida entre frequencia

e amplitude é a mesma.
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Figura 6.1: Diagrama de ressonancia, caso linear
. 1 aces : N O
Da equagao ( 4.60), com

= Co, obtemos
0
2 C, 202 15 44 35 F6 6
S =1-2- 3’\9"50—2 + *Agz—ﬁc—q -2 3—‘25
Wy C Wy OO 4 Wo CO 8 ‘A)(l)4 Co)
Para auxiliar na construgao do diagrama, denominamos
S=54+5
onde,
C
AS’] - __9
C
F2C? 15 ,F1CY 35 L FC(CS
Sy = 1 =3 g—=—5 + — g — =g
: It

W0CE T 8 L CE

podemos construir diagramas auxiliares e compor a curva de ressonancia

2
suficiente, isto é, préximo ao eixo w(.S).

(6.4)

(6.5)

ZPelo método utilizado as curvas de resposta produzem resultados precisos quando |C| é pequeno o
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Na equagio ( 6.4), w? é dada como uma fungao de C, uma vez que é muito importante

considerar C' como prescrita e w como uma fun¢ao a ser determinada.

Como exemplo, para obtermos a curva de ressonancia da fig. ( 6.2), adotaremos os

seguintes valores:

A= -0,5 @ — wi=1

A = —6¢ —49 — ¢=0,1076252
F

F =1 — Co=—=1
Wo

Logo,

1
C
S, = 140,1614378C* —0,0217181C" + 0,0027269C°

S, =

O resultado pode ser observado na figura ( 6.2).

Ao contrario do caso linear, podem existir agora, para um determinado valor de
w, alé trés valores para C. Outra diferenga em relagdo ao caso linear é o fato de
C ser sempre finito para todos os valores de w, em funcao da curvatura causada
pela presenga da nao-linearidade. Isto é importante porque significa que mesmo na
auséncia de amortecimento, uma resposta infinita é evitada [28]. Deste modo, a

amplitude permanecerd limitada ja que as oscilagbes ndo-lineares sao auto-limitantes

O numero de termos considerados na equagdo ( 6.4) é fundamental na obtengao de
resultados corretos. Para |C'] pequeno, prevalece o termo em C? sobre as demais

soténcias. Para |C] um pouco maior, passam a prevalecer os termos de poténcia
)
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Figura 6.2: Curva de Ressonancia para o oscilador nao-linear, pelo método de Duffing

superior, ¢ se nao escolhermos adequadamente o numero de termos podemos esta
distorcendo a forma da curva S, e consequentemente da curva de ressonancia.
kY

6.2.2 Método do Balanco Harménico

O ponto limite da regiao de instabilidade é aquele no qual a tangente a curva de

Temos entao:

ressonancia é vertical. Este ponto pode ser determinado, diferenciando-se a expressao
(4.16) em relagdo a C e igualando-se 2% a zero.

2 (wg(f' — w0

./

‘ 5 15, : i 75 N
—3AgC° + ——))\gz(_/'s) <w0 —w? = 9r\gC* + —fz\fC“) +20°Cw? = 0

(6.6)

Dividindo-se por 2C' e atribuindo-se o valor b = 0, obtemos as solugdes :
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[figura 6.3: Diagrama de ressonancia, pelo método do balango harménico

w? Mg 15 \g?

— =1-3=50%+ =550 :

o2 wgc + T o (6.7)
2 A 75 Ag?

1M TN

wh wp 4 w§

Para pequenos valores de b, as solugoes situam-se na proximidade das curvas definidas
por ( 6.7), conforme fig. ( 6.3), onde aparece somente uma “linha mestra” devido a

auséncia de for¢camento.

Na presenca dos termos de amortecimento e de atrito, o diagrama serd idéntico ao

do caso IV no método de Van der Pol, a ser visto na sequéncia.

6.2.3 Método de Ritz

A partir da equagao ( 4.28), podemos determinar as curvas de resposta do oscilador

(cf. figura ( 6.4)), que é, na forma, idéntica & figura ( 6.3) do balango harménico,
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Figura 6.4: Diagrama de ressonancia, pelo método de Ritz

apresentando também somente uma “linha mestra” devido a auséncia de for¢amento

(A= —0.5, ¢ = 0.1076252 e F = 0).

6.2.4 Método de Van der Pol

Para o caso I, da solu¢do pelo método de Van der Pol no capitulo 5, com b6 = 0 e

¢ = 0, num ponto singular (zo, yo), obtemos a partir do sistema de equagoes ( 5.11):

TYo = F1 (68)
oro =0

Fazendo p = 22 4 y2, obtemos as curvas de resposta (cf. fig. 6.5). Cada curva

corresponde a valores diferentes de F;. O segmento que aparece no topo de cada
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Figura 6.5: Diagrama de ressonancia pelo método de Van der Pol - caso |

curva, nao faz parte do diagrama, tendo sido introduzido por restri¢coes do programa

usado para desenhar a curva):

o’p = I} (6.9)

— [, =0 (vibragao livre): p =0 ou o = 0.

2

— Fy # 0 (vibragao forcada): p = a.

o2

Para o caso 11, com b =0 e ¢ > 0, num ponto singular (zo,yo), obtemos a partir do

sistema de equagoes ( 5.14):

(o + p)yo o (6.10)
(c+p)zo = 0
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Figura 6.6: Diagrama de ressonancia pelo método de Van der Pol - caso II

Fazendo p = xf + y2, obtemos as curvas de resposta (cf. fig. 6.6), para dois valores
de 1y, onde podemos observar novamente, a curvatura do diagrama devido a nao-

linearidade do sistema):

(o +p)'p=FY (6.11)

— Fy = 0 (vibragao livre): p =0 ou 0 = —p.

— Fy # 0 (vibragao for¢ada): p = (—ngp—);

Para F? pequeno e p = 0, temos p = F#/o?.
Para I} pequeno e p & |, temos p & —o £ Fi.
Para o caso 111, com b > 0 e ¢ = 0, num ponto singular (2o, yo), obtemos a partir do

sistema de equagoes ( 5.17):

92



oyo+ 0 = I} (6.12)

oz — Yo =10

Elevando-se ao quadrado as duas expressoes e somando-se membro a membro, obte-

maos:

plo? +1) = F}? (6.13)
entao, apresentam-se duas situagoes possiveis, a saber:

— Fy = 0 (vibragao livre): p =0
.. . FZ
~ Fy # 0 (vibragao forcada): p = iy
O diagrama de ressonancia deixa de apresentar a singularidade devido & presenca de

amortecimento (cf. fig. 6.7).

Para o caso 1V, com b > 0 e ¢ > 0, num ponto singular (g, y0), obtemos a partir do
g I g yYo), p

sistema de equagoes ( 5.20):

(o + p)yo+ bzo = F (6.14)
(o0 +p)xg—byo =10
Elevando-se ao quadrado as duas expressoes e somando-se membro a membro, obte-

mos:

plo +p)" + 0] = FY (6.15)
o que leva aos seguintes casos:
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Figura 6.7: Diagrama de ressonancia pelo método de Van der Pol - caso III

— Iy = 0 (vibracao livre): p =10

F?

— Fy # 0 (vibracao forgada): p = TR

Um sistema nao-linear com uma curva de ressonancia como a da figura ( 6.8), exibird o
fendomeno de salto de amplitude ( [24], [53], [35], [28] e [40]) ou histerese. Mantendo-
se constante o valor da amplitude da excitacdao externa, aumentamos lentamente o
valor da frequéncia de excitagao , o, e observamos a amplitude da resposta harmonica.
Iniciando-se no ponto 1, o aumento de o provoca um pequeno aumento de p passando
pelo ponto 2 até atingir o ponto 3. Se continuamos aumentando ¢, um salto do ponto
3 ao ponto 4 é observado com o acompanhamento de uma elevagao em p e posterior
reducao a medida que o cresce em diregao ao ponto 5. No sentido inverso, & medida
que reduzimos o, o valor de p cresce até atingirmos o ponto 6. Com um pequeno

decréscimo no valor da frequéncia, observa-se um salto do ponto 6 ao ponto 2, com
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Figura 6.8: Diagrama de ressonancia pelo método de Van der Pol - caso IV

consequente diminui¢ao do valor de p, depois do que, p volta a decrescer lentamente
com a diminuigao da frequéncia. A regido 3 a 6 da curva de resposta ¢ instavel e
portanto nao pode ser produzida experimentalmente [40].

Saltos de amplitude deste tipo podem ser também observados em movimentos os-

cilatérios mecanicos e elétricos, por exemplo [35].
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Capitulo 7

Conclusoes

O estudo de osciladores nao-lineares forcados periodicamente é relevante sob um du-
plo ponto de vista - primeiramente, ele é um modelo bastante adequado ao estudo
da dinamica nao-linear, pela riqueza de comportamentos dinamicos presentes. Em
segundo lugar, tais osciladores podem representar exata ou aproximadamente diver-
sos sistemas fisicos de interesse. No caso do potencial biestavel que foi o objeto
do presente trabalho, além das aplicagGes em lasers e outros campos, a equagdo de
Schrodinger de uma particula sujeita a este potencial tem solugoes exatas, o que tem

gerado um numero bastante elevado de publicagoes recentes a respeito.

Este grande interesse na Mecanica (Quantica levou-nos a considerar o problema classi-
camente equivalente - qual o comportamento de uma particula classica sujeita a este
potencial? Para tornarmos o modelo o mais realista possivel, foi incluido também
um termo de dissipagao mecanica, que obviamente sé possui sentido do ponto de
vista macroscopico; e também um forcamento externo periédico - que torna o sistema
nao-autonomo e, portanto, potencialmente mais rico em matéria de comportamentos
possiveis.

Em principio, por exemplo, este fato permite a existéncia de drbitas cadticas no
sistema. No entanto, no decorrer de imimeras simulagoes feitas com o presente po-

tencial, onde variamos diversos parametros do sistema (como amplitude e frequéncia
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da for¢a externa, coeficiente de atrito, intensidade do termo anarmoénico, etc.), ndo
foi possivel detectar tal comportamento de maneira inequivoca. Entretanto, certos
comportamentos decorrentes do que parece ser uma cascata de bifurcagdes com du-
plicagdo do periodo (vide Capitulo 3) levam-nos a crer que seja possivel, ainda que
para intervalos extremamente estreitos de valores dos parametros, a existéncia de
atratores cadticos.

IEsta constatagao decorre do fato de que ciclos limites de periodo muito alto, como os
que observamos no plano de fase, nem sempre sao facilmente distinguiveis de atratores
cadticos. Esta dificuldade foi acentuada pela nossa escolha de umn diagndstico muito
sensivel a ruidos numéricos - os espectros de poténcia - onde certas bandas espectrais
alargadas podem ou nao ser associadas a um comportamento caético. Para evidenciar
de maneira inequivoca este fato, caso ele realmente ocorra, necessitariamos empregar
outros diagnosticos, como os expoentes de Lyapounov. Esta extensao do presente

trabalho esta comecando a ser implementada no momento.

A despeito deste fato, uma das observagoes que reputamos mails importantes para
futura investigagao , é a de que as cascatas de bifurcagoes dos ciclos limites repetem-
se apos um certo tempo, fato este cuja interpretacao desconhecemos a nivel da lite-
ratura disponivel. Uma explicagio tedrica adequada poderia ser feita com o auxilio
da teoria de bifurcagoes . Outro enfoque a este fenomeno é tentar identificar uma
"universalidade”, ou seja, a existéncia de leis de escala para as bifurcagdes , o que é
bem mais simples.

Na impossibilidade de obter informagdes sobre a dinamica de nosso sistema pela
absoluta auséncia de solugoes exatas, fol imperativo o emprego de métodos de
aproximacao . Nesta tltima situagao , obtivemos solugdes a partir de diversos (seis)
métodos disponiveis na literatura de oscilagbes nao-lineares: Balango Harmonico,

Fase e Amplitude Lentamente Varidveis, Ritz, Van der Pol, Duffing, Duffing Modi-
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ficado. Gostariamos de ressaltar que a compilagao de métodos que fizemos nao se
pode encontrar em uma tnica referéncia; sua organizacao e unificagao de linguagem e
notacao sendo um dos objetivos deste trabalho. Além disso, estendemos a andélise, em
alguns casos, a poténcias superiores a quatro - o que nao é encontrado na bibliografia
classica de oscilagoes nao-lineares, como o tratado de Nayfeh e Mooh (que analisa até

termos de poténcia quatro no potencial).

Como é de se esperar, o uso de métodos diferentes de aproximagao leva a resultados
ligeiramente distintos. Uma maneira de visualizar tais resultados foi a confecgao de
curvas de ressonancia, que exibem a resposta (em amplitude) do oscilador a variagoes
na frequéncia de excitagao externa. As caracteristicas gerais destas curvas sao as
mesmas para todos os métodos, como a presenca de histerese devido ao forgamento e
o efeito “auto-limitante” da nado-linearidade. Uma comparacgao definitiva entre eles,
para indicar qual o mais eficiente, sé pode ser efetuada a partir da comparagao com
a solucao numdrica "exata” do oscilador (ja que ndo ha solugao analitica com tal
propriedade). Uma extensdo importante deste trabalho consistird em proceder a este
exame, para o qual contaremos com o auxilio dos espectros de poténcia, bem como

as curvas de ressonancia obtidos para esta dissertacao .
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Apéndice A

Estabilidade das Solugoes Harmonicas

A.1 Meétodo de Andronov e Witt

O método de Andronov e Witt [36] [53] nos permite identificar as solu¢des harmonicas
da equacao diferencial ordinaria de ordem n com pontos singulares de um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias de 1.* ordem. A estabilidade das solugdes pode
entao ser determinada pela utilizagao do critério de Poincaré [53], para classificagio

de singularidades de tals sistemas.

Dado o sistema de equagoes diferenciais ordinarias de 1.% ordem:

dz

- = Fx s A
pn (z,9) (A.1)
dy

Y o Re)

onde pelo menos uma das fungoes Fy, F, é ndo-linear, sua solugdo pode ser repre-
sentada por uma curva no plano zy, iniciando de algum ponto inicial (zo,y0). Este
plano nao deve ser confundido com o plano de fase, que somente se aplica para o caso

particular onde & =y [28].

As curvas de solugao no plano 2y podem ser obtidas aproximadamente na vizinhanga

de pontos de equilibrio por um processo de linearizagdo . O sistema ( A.l) pode ter
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mais de um ponto de equilibrio, devendo o método de linearizagdo ser aplicado na
regiao proxima a cada um desses pontos, de modo a se obter uma imagem completa

das curvas de soluciao no plano zy.

Do sistema ( A.1) podemos obter a equagdo das tangentes as curvas de solugao , dada
por:
dy dy/dt F,

de — dz/dt F, (A-2)

Um ponto singular no plano zy para o sistema ( A.1), é aquele onde ambas as fungdes
Fy(z,y) e F,(x,y) sdo nulas. Isto implica, pelo sistema de equagdes ( A.1), que num
ponto singular £ = y = 0, de modo que um ponto singular também é um ponto de

equilibrio [28].

Logo, no ponto singular (2o, yo), temos:

d:
Fi(zo,y0) =0 = —dzfl =0 (A.3)
dzl
]Fy(lﬁo,yo) =0 = _dJ{—) =0

De acordo com a idéia bésica de Andronov e Witt [53], a estabilidade de qualquer
solugio harménica de ( A.1), é definida conforme o carater da singularidade de ( A.2).
Por exemplo, se a singularidade de ( A.2) for um ponto de sela, a solugao periddica
correspondente deveria ser considerada instavel, ja que uma pequena perturbagao
resultaria, em geral, em grandes alteracoes em z e y.

Para estudar a estabilidade do ponto singular, escolhemos um ponto inicial préximo
a0 mesmo e analisamos se o ponto (z,y) na ¢urva de solugdo permanece préximo ao

ponto singular analisado [4], [28]. Sejam, pois:

r=x0+  Yy=yo+7
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Derivando-se em relagdao ao tempo, e efetuando a linearizagido através de uma ex-

pansao em série de Taylor nas vizinhangas do ponto singular (zo,yo0), obtemos:

. : . oF, oF,
To+ &= 1%o(xo+ & yo + 1) = Fo(zo,y0) + ¢ 5 +7 +--- (A4)
z Zo,Yo Zo,Y0
) . . dF, oF
3/0+7’/:/’y(f'«'o+§,3/0+77):Fy(ﬂﬁo,yo)+f—5—y ‘a—y + -
z Zo,Yo y Zo,Y0

e considerando-se ((A.3), obtemos:

Logo,

il (A.6)

onde,

oF, . OF, OF, OF,
A = =%y o= D=
A dz’ Jy oz ° dy

com AD — BC # 0, pois do contréario, ( A.6) se torna dn/d{ = constante, e neste

caso, sem interesse para este contexto.

Considerando-se o sistema de equagdes ( A.5) em notagao matricial:

§=136 (A.7)

onde



. T
J=1 or, oF
dx Ay
onde J € a matriz Jacobiana ou de Floquet. A estabilidade dos pontos singulares é

determinada pelos autovalores de J, os quais sao solugdo da equagdo secular [12],

(28], [4]:

det(I — M) =0 (A.8)

ou seja,

C-x D |_,
A B-)|"

também denominada equacdo caracteristica, que pode ainda ser expressa na forma:

A= (B+C)A+BC 5 AD =0 (A.9)

que fornece as raizes (autovalores):

A= {B+Cx[(B+C)?—4(BC - AD)J}} (A.10)

N | —

ou expresso de forma mais abreviada:

A:%W%Hhi%& (A11)

onde
A=(B—-C)*4+4AD = (B+ C)*+4(AD — BC)
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A analise da estabilidade, com base nas raizes da equacao caracteristica, pode ser

resumida da seguinte forma [53]:
Para (B — C)*+4AD > 0:
— Nése AD - BC <0
* [stavel se B4+C <0
* Instavel se B4+C >0
— Ponto de Sela se AD — BC >0
Para (5 — C’)2 +4AD < 0:
— Centrose B+C =0
— Espiral se B4+ C #0

x Iostavel se B+ C <0

* Instavel se B4+ C >0
Para (B — C)* 4+ 4AD = 0:

- Né
x Fstavel se B+ C <0

x Instavel se B+C >0

o que abrange todos os casos possiveis.
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