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SINOPSE

Este trabalho é dividido em quatro capitulos e da um
método para o ajustamento de redes livres, onde nenhum parame-
tro precisa ser fixo.

0 capitulo I apresenta a nogao de injugoes e estabele
ce a diferenga entre ajustamento livre e cldssico.

No capitulo II, as teorias sobre inversas generaliza-
das sao estudadas para obter a solucao de minimos quadrados e
norma minima de um sistema possivel inconsistente de equacgoes
ponderadas AX=-L.

0 capitulo III estuda o ajustamento livre e classico
pelo método das equagdes de observacao, usando as formulas
deduzidas no capitulo II.

Finalmente no capitulo IV, um bloco de seis fotogra -
fias foi ajustado pelos dois métodos, para testar o método pro

posto, e seus resultados foram analisados.



SYNOPSIS

This paper is divided in four Chapters and gives a
method for the adjustment of free networks where no parameter

needs to be fixed.

Chapter I presents the notion of constraints and
establishes the difference between free and classical adjustment.

In Chapter II, the theories on generalized inverses
are studied in order to obtain the minimum norm least square
solution for a possible inconsistent system of weighted equations
AX = ~-L.

Chapter III studies the classical and free adjustment
by the method of observation equations using the formulas deduced
in Chapter II.

Finally, in Chapter IV, a block of six photos has been
adjusted by two methods in order to test the proposed method,

and its results have been analysed.
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CAPITULO I

INTRODUCAQ

1.1 - Ajustamento Classico

1.1.1 - Injungoes Iniciais

Consideremos as coordenadas topocentricas de um ponto
qualquer de uma aerotriangulagao em bloco. Como elas sao obti-
das? Sabemos que as mesmas resultam de um ajustamento das res-
pectivas coordenadas observadas nas fotografias (coordenadas de
modelo), partindo-se dos seus valores aproximados bbtidos de
um mapa ou do proprio mosaico fotografico. Para que tenhamos
um sistema de referencia fixo, devemos ter, dentre os demais
parametros do ajustamento, as coordenadas topocentricas de,
no minimo, trés pontos de controle (podemos ter apenas a cota
do terceiro), tomando-se para valores aproximados das mesmas
os valores fornecidos pela Geodésia. O Ajustamento & feito de
tal maneira que as coordenadas terrestres desses pontos de con
trole variem dentro de suas variancias obtidas geodesicamente.

. . -~ . - . ~ .
Tal imposicao se constitue em um minimo de sete equagoes adi-

cionais (com residuos ponderados) do tipo "observado - calcula
do = 0", que representam as injungoes iniciais do sistema.
1.1.2 - Variagao das Injungoes Iniciais

Quais as conseqllencias de uma alteracgao das injuncgoes
iniciais? 0 "bloco aerotriangulado", por independer de tais
injunc¢oes, nao seria afetado; o mesmo ocorreria com a forma

- . T . .
quadratica V' PV(V: vetor dos residuos; P: matriz dos pesos) e,

D . 2
consequentemente, com a variancia da unidade de peso (UO) o1},
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mas as coordenadas e o elipsoide de erros de todos os pontos so
freriam alteracoes.

Podemos dizer que a cada grupo de injungoes iniciais
que se arbitre correspondera uma colegdao distinta de coordena

das, existindo portanto, infinitas colegoes para o problema.

1.1.3 - Visualizacdo Geométrica

Consideremos (fig. 1.1.3) os pontos A, B, C, D, ...
situados sobre a superficie fisica da Terra (a, a;, b, ¢ sdo
coordenadas conhecidas).

Tais pontos poderdo, apds o .ajustamento, ser individua
lizados com trés numeros. Entretanto ficarao determinados s:
a) fixarmos as coordenadas de um ponto A, para impedir transla-
coes do sistema, que alterariam as coordenadas de todos os pon-

tos.

b) fixarmos as coordenadas de um ponto B, para impedir rotagoes

em torno dos eixos Y e Z (que também alterariam as coordenadas).

c¢) fixarmos a cota Z do ponto C, nao colinear com AB, para im-
pedir rotagoes em torno do eixo X.

As injuncoes visualizadas geometricamente neste item,
chamadas injungdes de posigdo, ndo sdcos Unicostipos de injun -
coes que podemos usar em aerotriangulag@o. Quaisquer injungoes
que fixem o sistema e que possam ser expressas em termos das

coordenadas, podem ser utilizadas.

Z (Zenite) fig.1.1.3
SISTEMA TOPOCENTRICO.
A {a.b.c) B Y (Norte)
®C(x,y,c)
B {o.b,c)

X {Leste)
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1.1.4 - Interpretagao Algébrica

Algebricamente, a nao fixagao de injungdes iniciais im
plica em uma matriz N = ATPA, dos coeficientes das equagOes nor
mais singular, com caracteristica r = n - k, sendo n a ordem
da matriz e k o grau de singularidade (ou deficiéncia de carac

teristica).

1.2 - Ajustamento Livre

a) H3 poucos anos a A.G.I. introduziu uma alteracgao de
14 unidades no valor da gravidade de Potsdam, datum gravimetri-
co mundial., Nas duas décadas anteriores, a comunidade geodésica
j& tinha ciéncia de queiaquele valor envolvia um erro superior
a uma dezena de unidades [02|. Isso, entretanto, nao impediu
que centenas de milhares de estagdes gravimétricas espalhadas
por todos os continentes e ilhas continuassem vinculadas ao

4 - .
longo de tantos anos, aquele valor sabidamente errado.

b) Havera ldégica em que as coordenadas de todos os vér
tices do sistema geodésico brasileiro dependam basicamente de

quatro valores iniciais fixados de maneira um tanto arbitraria?

c) Por outro lado, uma vez variando as -injungoes ini -
ciais variam o vetor dos parametros ajustados (Xa) e a matriz
variancia - covariancia destes parametros (ZX_ ), e a elipse
dos erros nao pode ser considerada uma medida absoluta de preci
sao. Em tails circunstancias nao seria 1logico investigar um cri-
tério para escolher, dentre as solucoes poésiveis, uma que pu -

desse ser considerada a "melhor"?

d) Consideragoes desta natureza conduzem naturalmente
a idéia de um "ajustamento livre'", ou seja, um ajustamento rea-

lizado sem a adogdo de injungoes iniciais.
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e) Em termos de algebra de Cailey estariamos chegando
a um beco sem saida, pois a matriz (N) das equagoes normais e
singular e, portanto, ndao admite inversa ordinaria. Entretanto,
sabemos que qualquer matriz admite uma inversa,cha
mada inversa generalizada. A idéia de inversas generalizadas
Zata de 1920, gquando Moore estendeu a nocao de inversa a matri-
zes singulares. Somente em 1951, um geodesista, Bjerhammar, fez
uso das mesmas em ajustamento livre.

Neste trabalho nos propomos a demonstrar que um siste-
ma (inconsistente) de equacgoes lineares, AX = -L, tem uma unica

solucao X tal que:

VT PV = min (1.2.1)
e

T -

X X = min, (1.2.2)

e que esta solugdo Unica pode ser dada por qualquer uma das .ex

pressoes abaixo:

+
x = -(pt/% a)" Y2 g (1.2.3)
(1. u
X =- N7 ) 0] (1.2.4)
X = - N U (1.2.5)
Sendo,
1/2 . . .
P : ralz quadrada da matriz dos pesos (PR)
T
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4 . . ..
N (1,4) e N : inversas generalizadas a serem defini-

das posteriormente.
Além disso, faremos uma aerotriangulagao em bloco uti-
lizando os métodos "classico" e "livre'",tendo em vista a com-

paracao dos resultados obtidos pelos mesmos.



CAPITULO II

EXISTENCIA E CONSTRUCAO DE INVERSAS GENERALIZADAS

2.1 - Egquacoes de Penrose

06

AX A=A (2.1.1)
XA X =X (2.1.2)
T _
(A X)" = AKX (2.1.3)
T .
(X A)” = X A (2.1.4)
Definigdo 2.1.1 - Chama-se inversa generalizada de uma
matriz A, a uma matriz X = A%  satisfazendo (2.1.1)
Definigcao 2.1.2 - Chama-se inversa generalizada refle-
xiva de uma matriz A, a uma matriz X = AT satisfazendo (2.1.1)
e (2.1.2)
Definicao 2.1.3 - Chama-se inversa generalizada fraca

d

a direita de uma matriz A, a uma matriz X = A~ satisfazendo

(2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3)

Definicao 2.1l.4 - Chama-se inversa generalizada fraca
a esquerda de uma matriz A, a uma matriz X = AS satisfazendo
(2.1.1), (2.1.2) e (2.1.4).

Definicao 2.1.5 - Chama-se de pseudo-inversa de  uma

matriz A,a matriz X = AT satisfazendo (2.1.1), (2.1.2),(2.1.3)

e (2.1.4).

Definicdo 2.1.6 - De modo geral, definimos como

X = A(l’]) uma inversa generalizada de A satisfazendo (2.

e (2.1.3).

1.1)
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2.2 - Existéncia e Construcao das Inversas Generalizadas AP

e . o~ . . r
Definigao 2.2.1 - Diz-se que uma matriz mHn ,de carac
teristica r, esta na forma normal de Hermite se:
« e . - >~ .
a) cada uma de suas r primeirds linhas contem, no mini
mo, um elemento n3o nulo, enquanto as linhas restantes contém

somente zeros.

b) As r primeiras colunas cda matriz unitaria Im, apare

cem como colunas da matriz H.

Por uma adequada permutacao de suas colunas, a matriz

H pode ser transformada em uma matriz particionada da forma:

R = (2.2.1)

onde 0 representa a matriz nula.

Tal permutacao das colunas de H pode ser interpretada

como uma pos-multiplicacao de H por uma adequada matriz permu-

tacao P.
Definigao 2.2.2 - Se Pj representa a j-ésima coluna
de P e se a j-ésima coluna de I, aparece na k-ésima coluna de H,
entao,
Pj = e

sendo, e, a k-é€sima coluna de I -

Exemplo 2.2.1 - Seja reduzir a forma da equagdo (2.2.1)

a matriz
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H = 3 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Solugao - No caso, a primeira coluna de Iu aparece na terceira

coluna de H, logo, P, = . De igual maneira obtemos: P

1 €3 2 ey
Py =e, e Py =e
Entao,

2 0 0o 1f Jo o 1 0o |01 011 2

R=Hp =13 1 0 0/—]21..0 0 0| |0.0 1, .3
0 0 0 0 o 10 0| fo o o E 0
0 0 0 O 0 0 0 0

Qualquer matriz na forma normal de Hermite pode ser
transformada em uma matriz particionada como a da equagao (2.2.1),
pos-multiplicando-a por uma matriz permutagao P.

Entretanto, pare uma matriz qualquer, podemos chegar
diretamente a forma particionada (2.2.1) atraves do método de
eliminagao de GAUSS:

a) achar o maior elemento da primeira coluna;

b) colocar no pivo (isto &, em aggs onde & = 1 inicial
mente) e, ao mesmo tempo, trocar de posigao as linhas;

¢) dividir toda linha do pivd por agy 3

d) subtrair das outras linhas, a linha £ multiplicada

por a;, - Toda coluna 4%, com excessao do pivo, ficou zerada.
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e) Repetir os passos (a) a (d) para o novo pivo,isto

&, para L=f + 1 até & = r

Teorema 2.2.1 - Para qualquer matriz (L. ., a

matriz

I 0
_ r
n"m (2.2.2)
0 L
& uma inversa A® da matriz dada em (2.2.1)
Demonstragao.
Ir K Ir 0 II1 K -Ir KL Ir K IP K
0 0 0 L 0 0 0 0 0 0 0 0 +

A reducdo de uma matriz A pelo método de eliminacgdo de
GAUSS pode ser interpretada como uma premultiplicagaoc de A por

uma matriz elementar E, tal que

- EAP = : (2.2.3)

Teorema 2.2.2 - Sejam A T, gt P” matrizes (o in

e
n m m nn

dice superior indicando a caracteristica) tais que

EAP = (2.2.3)

entao, para qualquer matriz ys @ matriz

(n-P)L(m-P
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E (2.2.4)

& uma inversa A® de A.

Demonstragao. Escrevendo (2.2.3) como:

(2.2.5)

verifica-se que X satisfaz A X A = A Tt

Seja _A_ uma matriz e T_ = |A I |

m''n o m

Podemos aplicar o método de eliminagdo de GAUSS a matriz T, pa
ra encontrar a matriz elementar E. ApOs a eliminagdo ser com -

pletada, teremos
T, = ET_=| EA E |
o

Exemplo 2.2.2 - Seja calcular uma inversa generaliza-

da da matriz

3 9 18 12 6
A =
1 7 13 30 19
3 9 18 12 6
Solugao:

4 8 12 20 16 '+ 1 0 0 O
3 9 18 12 6 : 0 1 0 o0

fo 1 7 13 30 19 : 0 0 1 0
3 9 18 12 6 1+ 0 0 0 1




1 2 3
0 3 9
T = |
L lo 5 10
0 3 9
1 2 3
0 5 10
T.=
2 1o 3 9
0 3 9
1 0 -1
0 1 2
T,.=
S 1o o 3
0] 0 3
1 0 0
_ |0 1 0
Tu—
0 Q 1
0 0 0
P = I (matriz unitaria)
3/20 1/3
7/20 -2/3
E =
-4/20 1/3
0 -1
Para quaisquer a, b &

R,

=15

-15

=3/5
3/5

-1/5

(&)

1/4
-3/4
~1/u4

-3/4

1/4
-1/4
-3/4

<3/

7/20
-1/20
~12/20

-12/20

3/20
7/20
~4/20

a

0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 a 1
0 0 0
0 1 0
1 0 0
0 0 1
0 -2/5

0 1/5

1 -3/5

0 =3/5
1/3 =3/5%
-2/3 3/5
1/3 =1/5
-1 4]

11



12

1 0 o0t 0 3/20 1/3 -3/5 0
1 ;
X = P 0 1 0 " of E = 7/20 -2/3 3/5 0
0 0 1 o0 -4/20  1/3 -1/5 0O
1
0 0 0 , @ 0 -a 0 a
o o o0' b 0 ~-b 0 b
& uma inversa generalizada de A t+

2.3 - Propriedades das Inversas A®

Definigdo 2.3.1 - Diz-se que uma matriz E & idempoten
te se E2 = E
Lema 2.3.1

a) A caracteristica de uma matriz A ndo excede a carac

teristica de qualquer uma de suas inversa A8

r(A) 2 p (a8)

Demonstragao. Esta propriedade depende do fato de que
a caracteristica de um produto ndoc excede a caracteristica de
cada fator |03| . Entdo,

r(A) = r(aaBa) S p (AB)

i

r(A) = r(A8)

T :
b) (AT)g - (Ag)T onde A" representa a transposta de A.

Demonstracao. Sejam:

X = (A8 e v = (AT
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Obtendo a transposta de ambos os membros de AAgA=A,

teremos

aTa8)T AT = AT ou aTyaT - AT (2.3.1)
Mas,

aTaT)8 AT = AT ou AT x AT = AT (2.3.2)
A comparagdo de (2.3.1) com (2.3.2) nos da,

whHe = (5T (2.3.3)

¢) Se A & uma matriz idempotente, A8 = A

Demonstracao. AAA = A%A = AA = A . Donde, A = A8

d) Dada uma matriz A qualquer, AA% e ABA s3o idempoten
tes etem a mesma caracteristica que A.

Demonstracao. Posmultiplicando,

AABA = A
por Ag, obtemos:

(AA8) (AAB) = AAS

Por outro lado, a caracteristica de um produto ndo excede a ca-

racteristica de cada fator, logo,

r(AABA) =r | (AAB)YA| =1 (A)S r(AAB) Sp(A)

Entao,
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r (AAB) = p(A)
De igual maneira provariamos para AgA. Tt
2.4 - Bases Para o Espago Coluna e Espago Nulo de Uma Matriz
Definigao 2.4.1 - Chamamos de espago. coluna R(A) de

uma matriz mAn ao espago linear gerado pelas colunas de A:

R(A) = {y & R®™ y = Ax para algum x € R"}
onde R™ representa o espago vetorial m-dimensional.

Definicao 2.4.2 - Definimos o espago nulo N(A) de uma
matriz mAn como o conjunto de todos os vetores de R" que sdo
transformados no vetor nulo de RT, através de A:

NCA) = {x € R : Ax = 0}

Definigao 2.4.3 - Chama-se de base de um espago veto-
rial n-dimensional V, ‘a uma seqllencia de vetores linearmente
independentes{ﬁl, Loy wens Qn} que geram V. Exceto quando dito

o contrario, a nossa base sera a de vetores unitarios.

A partir da forma normal de Hermite podemos obter ba-

ses para R(A), N(A) e R(AT).

As r colunas linearmente independentes da matriz mAi’
formam uma base para R(A). Se a coluna Cj da matriz unitaria
Ir aparece na k-ésima coluna da matriz EA (forma normal de Her

mite), entdo a k-ésima coluna de A é um elemento da base de

R(A).
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Também podemos verificar que quaisquer (m-r) colunas

da matriz

= (2.4.1)

formam uma base para N(A).

Por outro lado, & evidente que as r primeiras linhas
da matriz EA sao linearmente independentes e cada uma & uma
combinacao linear das linhas de A. Portanto, elas formam uma

base para R(aT).

Exemplo 2.4.1 - Seja determinar bases para R(A),N(A)
e R(AT), sendo A a matriz do exemplo (2.2.2)
Solugao:

a) base para R(A). Vemos que as tres primeiras colu-
nas da matriz unitaria I, aparecem nas tres primeiras colunas

de

T, = | EA E |

do exemplo (2.2.2). Portanto, as tres primeiras colunas de A

formam uma base para R(A).

b) Base para N(A). Como para o exemplo anterior,

P = I, temos:

1 0 0 ! -11 -7
i
o 1 0, 17 13 Iy K
EAP=EA= , -
00 1. -8 -5 . .
e - - -
00 01 0 O
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K 11 7
B =P | -7 13
I.n"r 6 5

1 0

0 1

Entao, qualquer uma das duas colunas de B forma uma base para

N(A)..
c) Base para R(AT). Da matriz E A obtemos
1 0 0
0 1 0
R R B
-11 17 -6
-7 13 -5
As colunas de C formam uma base para R(AT). t+
Lema 2.4.1 - Para qualquer matriz A, sao validas as
relagoes:
a) R(A AB) = R(A)
b) N(AE A) = N(A)

o) rR(a® aT) = r@D

Demonstragdo. Veja Greville |O04].

Lema 2.4.2 - Dadas duas matrizes A e B

a) R(AB) = R(A) se e somente se 1(AB) = r(A)
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b) N(AB) = N(B) se e somente se r(AB) = r(B)

Demonstracgdo. Veja Greville |05].

.~ . ) ~ N . r
2.5 - Existencia e Construcao das Inversas Réflexivas A

Teorema 2.5.1 - Seja A uma matriz qualquer e X = A8
uma de suas inversas generalizadas. X sera uma inversa reflexi

va se e somente se r(X) = r(A).

Demonstracio. Pelo Lema 2.3.1 (d)
r(XA) = r(A)
Agora, se,
r(A) = (XD

ficamos com

r(XA) = r(X)
e, pelo Lema (2.4.2),
R(XA) = R(X)

Agora, seja x; a i-ésima coluna de X. £ 1l6gico que x; € R(X).
Ent50~xi € R(XA) ou seja, existe algum vetor ys tal que X; =
XAyi. Considerando y; como a i-ésima coluna de uma certa matriz
Y, podemos escrever: X A Y = X

Premultiplicando por A, ambos os membros da expressao

anterior, obtemos,

AX = AXAY

1"

AY

e, premultiplicando por X,

XAX = XAY

"
=<
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Por outro lado, sendo X uma inversa generalizada de A,
r(A) = r(AX) e, para que A seja uma inversa generalizada de X,

devemos ter r(AX) = r(X). Entdo X serd uma inversa generalizada

reflexiva de A somente se 1r(A) r(X) +%

Lema 2.5.1 ~ Sejam Y e Z inversas generalizadas de uma

dada matriz A. Entao,

€ uma inversa generalizada reflexiva de A.

Demonstracgao.
AXA = A(YAZ)A = (AYA)ZA = AZA = A

XAX = (YAZ)A(YAZ) = Y(AZAIYAZ = Y(AYA)Z = YAZ = X

Portanto, X = AT, t+

Exemplo 2.4.2 - Seja calcular uma inversa generalizada

reflexiva da matriz A do exemplo (2.2.2)
Solugao:
Atribuindo valores a a e b obtemos duas inversas gene-

ralizadas de A:

3/20 1/3  -3/5 0
7/20  ~2/3 3/5 0
TEO| Zy/20 1/3 -1/5 0
0 -1 o 1
0 -2 0o 2
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3/20 1/3 -3/5 0

7/20 -=2/3 3/5 0

2% 20 vs o -5 0
0 -3 0 3
0 -5 0 5
1 0 0 11 -7
0 1 0 17 13
YA = 10 0 1 -6 -5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
3/20 205/3 -3/5 -638
7/20  -350/3 3/5 116
A 130/3  -1/5  -u3
0 0 0 0
0 0 0 0 F4

2.6 - Existéncia e Construcao das Inversas Generalizadas Fraca a Direita R

Fraca a Esquerda e Pseudo-Inversa.

Lema 2.6.1 - Para qualquer matriz A,

r(anTy = raTa) = rea) = ral)

- . ] T
Demonstragao. Se A possuvl m linhas e n colunas, AA~ te
ra m linhas e sua caracteristica sera m menos o nUmero de 1li -

nhas proporcionais.
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Para mostrar que
r(AAT) = r(A)

é suficiente mostrar que toda relagao linear entre as linhas
de A vale para as linhas de AAT e vice-versa.

Uma relacgao linear nao trivial entre as linhas de uma
matriz H € equivalente a existencia de um vetor linha nao nu
lo xT, tal que XTH = 0. Por exemplo, a matriz A do exemplo -~
(2.2.2) guarda uma relacgao linear entre a segunda e quarta li'

nha e,para a mesma, x?r |0 -1 s 1| satisfaz xTA = 0

Agora,

e, reciprocamente,

. T -
Agqul usamos o fato que, para todo vetor coluna y 'y soO se anu-
la se todos os elementos de y forem nulos.

A demonstracao de que P(ATA) = r(A) e r(A) r(AT) é

semelhante *t

Corolario 2.6.1 - Para toda matriz A, R(AAT) = R(A) e
NaTa) = N(A)

Demonstragao. Isto resulta dos Lemas (2.4.2) e (2.6.D*+
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Teorema 2.6.1 - Seja A uma matriz qualquer.Considere-

mos as relagoes:

T

(aT A)8 A (2.6.1)

<
n

7 = AT(aAT)8 (2.6.2)

~ - . . -~ . . d
Entao, Y e uma inversa generalizada fraca a direita A7, e Z
- . . < e
e uma inversa generalizada fraca a esquerda A~.

Demostfagéo. Lembrando que
R(AT A) = R(AT)  (corolério (2.6.1))
podemos escrever,
A = A” AU (2.6.3)

para algum U.

Transpondo (2.6.3) teremos,
A = U A" A (2.6.4)

consequentemente,

ava = U AT aaT a8 AT A = uT AT A = &

Entao Y satisfaz (2.1.1)
Mas, 1r(Y) 2 p(A) pelo Lema 2.3.1 (a)
e,

r(Y) S p(aT) = p(a) pela definicao de Y e Lema (2.6.1)
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Portanto,

r(Y) = r(A)

e, pelo Teorema (2.5.1), Y satisfaz (2.2.1) e (2.2.2).

Finalmente, (2.6.4), (2.6.1) e (2.6.3) dao,

ay= (Ut AT myy = AT a) @ a8 AT
- uT AT AT a8 AT au = uT AT A v,
que é claramente hermitica.

Portanto, Y satisfaz (2.1.1),(2.1.2) e (2.1.3)

De igual maneira provariamos para Z *tt

"Teorema 2.6.2 - Para qualquer matriz A,

(1,3) +

A" a4 p - A (2.6.5)

Demonstracao. Fagamos,

(1,4) (1,3) (2.6.6)

X = A A A

Segue-se, do Lema (2.5.1) que X & uma inversa generalizada re

flexiva.
Entretanto, (2.6.6) nos da,
AX = AA(1,3) YA = A(l,H)A
Entao,
(AX)T _ (AA(l’B))T - AA(1,3) - AX
)T = AT o A H 2y
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Portanto, X satisfaz (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.4)

Agora, suponhamos que exista wuma outra matriz Y satis
fazendo as quatro equag¢oes que definem a pseudo-inversa.
Entao,

- x0T = xxTaT = xxTcava)T

>~
1

x0T (avT = xay = )T (vayTy

alyTy = vy Ty

Y

1
1

+ .
Portanto, X = A e e unilca.

Logicamente, como as classes das inversas Ad e A® es -
(1,3)  A(1.W)

tao contidas nas classes das inversas A respec
tivamente, podemos particularizar (2.6.5):

2 and oot (2.6.7)
2.7 - Solucao de Sistemas Lineares

A principal aplicacao das inversas generalizadas A& &

na solugao de sistemas lineares.

Teorema 2.7.1 - Sejam _A_, B e D matrizes quais
m n P q mg -
quer. Entao a eguacao matricial
AXB=D (2.7.1)

- . . . o
e consistente se e somente se, para qualsquer inversas A® e

B, tivermos,

AA% DB B = D (2.7.2)

em cujo caso, a solugao geral &

X = A% DB® + v - A8 AyBRE (2.7.3)
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para qualquer matriz an .

Demonstragao. Se (2.7.2) é verdadeira, entao

X = A% DB® & uma solugdo de (2.7.1).
Reciprocamente, se X & alguma solugdo de (2.7.1) entao
D = AXB = AABAx3BEB = AA® DBE B

Alem disso, segue de (2.7.2) e da definicdo de A% e B®, que
toda matriz X da forma (2.7.3) satisfaz (2.7.1).

Realmente,

AXB = A(A® DB® + v - A® AvYBBE)B
= AAZ DBBB + AYB - AA® AYBBR® B

= AAZ DBBB + AYB - AYB = D ++

Corolario 2.7.1 - Sejam ofn € b quaisquer. Entao a
equagao

Ax = b (2.7.4)

€ consistente se e somente se, para qualquer inversa Ag,

Ar8 b = b (2.7.5)

em cujo caso, a solugao geral de (2.7.u4) &

x = A8b + (I - A% A) y (2.7.6)

para qualquer vetor Yn*

Demonstragao. Se (2.7.5) e verdadeira, entdo,
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Alem disso, segue de (2.7.5) e da definigdo de A8, que todo

vetor x da forma (2.7.6) satisfaz (2.7.4). Realmentente,

Ax = A |ABb + (I - AB%A) y|
= AABL + Ay - AAB Ay
= ApBb + Ay - Ay = b it
Teorema 2.7.2 - Sejam mAn e nXm matrizes qualisquer.

Entao X é uma inversa generalizada de A se e somente se, para

todo b tal que Ax = b &€ consistente, x = Xb €& uma solugdo.

Demonstracdo. Veja Greville |06 t

2.8 - Caracterizacao das Inversas Al1:3) o q (1)
. . (1,3) .

Teorema 2.8.1 - O conjunto das inversas A consis

te de todas as solugoes para X, de
ax = aalt>®) (2.8.1)

(1,3) - .

onde A e um elemento qualquer do conjunto.

Demonstracao. Se X satisfaz (2.8.1), entao,
axa = ant123) A = p
(1,3)

= AA = AX

a0l = aal1>3) )T
Portanto X satisfaz (2.1.1) e (2.1.3). Por outro lado, se X
satisfaz as equagoes (2.1.1) e (2.1.3) entao, tendo em vista

o Lema 2.3.1 (b), obtemos:
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AA(1,3)= AXAA(1,3) (ax)T AA(1,3)
- XTAT(A(1,3) )T AT - XTAT(AT)(I’a)AT
= xTal = T = ax t+t
Teorema 2.8.2 - O conjunto das inversas A(l’u) consiste de to-
das as solugoes para X, de
xa = At1oH) 4 (2.8.2)

A(l,u)

onde € um elemento qualquer do conjunto.

Demonstragao. A demonstracao é similar a do teorema

(2.8.1) Tt

2.9 - Matrizes TIdempotentes e Projetores

Lema 2.9.1 - Seja E uma matriz idempotente. Entao:

a) E(I - E) = (I -E)E=20
b) Ex = X se e somente se x € R (E)

c) N (E) = R (I - E)

Demonstracgao.
a) E(I - E) = (I - E)E=E-=-E" =0

b) Se x € R(E), para algum y,

X = By => Ex = E'y = Ey => x = Ex

Por outro lado, se x#R(E) entdao, para qualquer y, x # Ey
e, para y = x, x # Ex.

c) Seja x€EN(E). Entao Ex

0, e, fazendo b = 0 na equa

gao (2.7.6) e considerando o Lema 2.3.1 (c¢) obtemos

x = (I -E8 E)y = (I -E)y
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para qualquer y. Portanto,

X € R (I - E)

€,

N(E) = R (I - E) t+

Definigao 2.9.1 - Definimos a soma L + M de duas series

LL e M de vetores n-dimensionais, como

L+M=4{y+2z :y €L ez €M}

Se L e M sdo sub-espacos de R", ent3o L + M é também um sub-

espago de R™,

Definigao 2.9.2 - Se, adicionalmente, LM = {0},isto

&, o Unico vetor comum a L e M € o vetor nulo, a soma L + M €

chamada soma direta e representada por L 8 M.

Definicdo 2.9.3 - Dois sub-espacos L e M de R sdo

chamados complementares se

R™ = L 8 M (2.9.1)

Definicao 2.9.4 - No caso de L e M serem sub-espagos
complementares de Rn, todo vetor x€R” pode ser univocamente de

terminado como uma soma

X =y + z (y € L, z €M (2.9.2)



e diremos que y € a projecao de x em L ao longo de M.
Exemplo 2.9.1 - Sejam:

R® = {(a, B,y) para V a,B,y € R}

=
1

{Ca,0, v) para YV o, Yy € R}

=
n

{ 0,8, 0) para V B € R }

Calcular a projegao do vetor

em L ao longo de M.

Solugao.

Tt

Representamos por P o operador que transforma qual

L,M

quer X € R" em sua projecao em L ao longo de M, ou seja,

Diremos que & o projetor em L ao longo de M. Essa trans-

PL,M

formacao € linear e idempotente.

Teorema 2.9.1 - Para qualquer matriz idempotente nEﬂ’

R(E) e N(E) sao sub-espacos complementares com,

E = (2.9.3)

PreE), N(E)
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Reciprocamente, se L e M sao sub-espagos complementa-

res, existe uma Unica matriz idempotente PL M tal
9

R(PL,M ) = L e N(PL,M ) = M

Demonstracdo. Seja x €R".Na equacgao

x = Ex + (I - E)x
fazendo,
y = Ex€ R (E)
€,
z = (I - E)x €ER(I - E) = N(E)
teremos,
X =y + z
ou seja,

R = R(E) + N(E)

Além disso,

(I-E)x => .E2x = E(I-E)x

-z => Ex

<
n

11
oy
7~
—
{
las}
-t .
x
1]
o
f
v
<
1]
N
1
o

=> EX

que

(2.9.4)
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Portanto, R(E) e N(E) sao complementares, e a equagao
(2.9.4) mostra que, para todo x, Ex € a projecao de x em R(N)
ao longo de N(E), o que estabelece (2.9.3).

Por outro lado, sejam
{xl,~x2, e XQ} e {yl, Yops v ym}

bases para L e M respectivamente. Entdo, se PL M existe, € uni-
>

camente determinado por:

PL,M X, 07 oxg (L = 1, 2, ... %)
(2.9.5)
PL,M y; = 0 (1 =1, 2, m)
Representemos por X = le Xy o ee x£|

a matriz cujas colunas sao os vetores X, . Similarmente, seja

Y :|yl Yy e ym].Entéo, (2.9.5) & equivalente a
PL M X Y| = [X 0] (2.9.6)
Desde que |[X Y| seja ndo singular, a uUnica solugdo de

(2.9.6), e portanto de (2.9.5), €,

p. =[x o| |x v|[7% (2.9.7)

L,M
Visto que (2.9.5) implica
PL,M [x o] =[x of ,

P como dado por (2.9.7) é idempotente. ++

L,M
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Exemplo 2.8.2 - Seja calcular o projetor PL M corres
b

pondente ao Exemplo (2.9.1).

Solugao.
1 0
X = |0 0 base para L
0 1
0
Yy =| 1 base para M
0
-1
1 0 0 1 0 0
PL,M = {0 0 0 0 0 1
0 1 ¢ c 1 Q
1 0 0 1 0 0 1 0 0
= |0 0 0 0 0 1} = |0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 T

2.10 - Inversas Generalizadas com Espago Coluna e Espaco Nulo Prescritos.

Lema: 2.10.1 - Dadas tres matrizes A, B e C, existe,

‘no maximo, uma matriz X, satisfazendo as equacoes,
AX = B, XA = C e XAX = X

Demonstragao. Veja Greville [07]
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Lema 2.10.2 - Seja XO uma solucao comum das equagoes
AX = B e XD = E (2.10.1)

Entdo, a solugao geral comum e,
X = X, + (I-ABA)Y(I-DD®) (2.10.2)

para quaisquer A8, D8 e V.

Demonstragao.

AX=A|X _+(I-ABA)Y(I-DDE)|= AX_ = B

XD= | X _+(I-ABA)Y(I-DD®)|D = X D = E 4

Lema 2.10.3 - Dados uma matriz mAn e dois sub-espga

n ~ - . . ~
gos complementares L e M de R, sao validas as afirmacoes:

a) P A = A se e somente se R(A)CL

b) AP = A se e somente se N(A)D M

Demonstracgac. a) Seja x€R" um vetor tal que AxER(A).
Entao, pelo Lema 2.9.1 (b), P,y Ax = Ax se e somente se
3
- _
AXGJ\(PL,M) - L.

Deste modo, PL M A = A se e somente se todo vetor
3

y = AxER(A), também pertence a L, ou seja R(A)CL.

b) Para qualquer vetor XEN(PL M):H temos:
b
xeN(PL,M)=$ PL,M x=0=> APL,M x=0
Agora, se AP = A € verdade, temos,

L,M
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x>
o
1"
>
1
v
O
u
jo~3
s
bes
"

Ax => Ax = => x € N(A)

Portanto, se

AP

A, N(AD M.

Por outro lado, se N(A) D M, para qualquer vetor x € M,

Portanto,

AP = A & verdade. ++

(r)

Teorema 2.10.1 - Sejam A", R(A)=L, N(A):=M, L8S=R™

e M8T=R"., Entio:

a) X & uma inversa generalizada de A tal que
N(AX)=S e R(XA)=T

se e somente se,

AX = PLg © XAs= PT’M (2.10.3)
b) A solugao geral de (2.10.3) e
-p. g _p8 “AAE "
X=Pp y A PL’S+(In ASA)Y (I -AA®) (2.10.4)

sendo A® uma inversa generalizada qualquer e nYm uma matriz
qualquer,

T _ g - - . . 7 .
T,8 © PT,M A PL,S € a unica 1inversa -reflexiva

de A tendo espago coluna T e espago nulo S.

c) A



Demonstragao.

3y

a) Se as equacgoes (2.10.3) sdo validas, pelo Teorema

(2.9.1) P e P sao as Unicas matrizes idempotentes tais
L,S T,M
que,
N(XA) = N(PT,M) = M = N(A)
R(AX) = R(PL’S) = L = R(A)
N(AX) = N(PL,S) = S
R(XA) = R(PT,M) =T

Seja a; a j-ésima coluna de A. E evidente que a; e

R(A) e, portanto, a. € R(AX).

J

Entao, pelos Lemas 2.9.1 (b) e 2.3.1 (d):

Donde,

AXA = A.

Reciprocamente, seja X uma inversa

generalizada de A

tal que N(AX) = S e R(XA) = T. Pelos Lemas 2.3.1 (d) e (2.4.1),

AX e XA sao idempotentes com R(AX)=R(A) e N(XA)=N(A).

Agora, pelo Teorema (2.9.1), temos:

L,s - Freay,s 7 PrReax)y, Neax)

Prov T Proncay 7 Proxay, noxay

= XA

b) Pelo Lema (2.10.3) podemos escrever,
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= 13 = M
APT,M A, ja que NC(A)
PL,S A = A,ja que R(A) = L
Entao,
- g - g “AAEAY -
AX—APT’MA PL,S’ AA PL’S-AA AX=AX

XA=P. . A8P_ _A=P MAgA:XAAgA:XA

Portanto,

satisfaz as (2.10.3).

A equagao (2.10.4%) decorre do Lema (2.10.2).

o« - _ g - . .
c) ja que X = PT,M A PL,S e uma 1lnversa generallzada
e

de A, sua caracteristica no minimo r, pelo Lema 2.3.1 (a),en-

quanto sua caracteristica nao excede r, ja que r(P; )=r(AX)=r,
2

por (2.10.3) e Lema 2.3.1 (d). Entao, tem a mesma caracteristi-

ca que A e é uma inversa reflexiva de A, pelo Teorema (2.5.1)

Mas,

r

R(AT,

- g - g -
S)—R(PT P S)~R(XAA AX) =R(XAX)

A
> M L,

=R(X) = R(XA) = R(P; ) =T,

wsando o Lema 2.4.1 (a) e lembrando que X é reflexiva.

De igual maneira, usando o Lema 2.4.1 (b):

P - -— —
N(AT,M) = N(X) = N(AX) = N(PL,S
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Por outro lado, seja X uma inversa reflexiva de A,

tendo espago coluna T e espago nulo S. Entao,

R(XA) R(P )

R(X) T M

"
==
H

1

N(AX)

N(X) )

1}
w
n

N(PL,S

Portanto, X satisfaz as equagdes (2.10.3) e também ©.1.2). E,

pelo Lema (2.10.1), estas tres equagoes ‘tém no maximo uma so

lucgao. it
2.11 - Projecoes Ortogonais e Projetores Ortogonais.
Definigdo 2.11.1 - Uma fungao de valores reais,|| ||,em
R™ & dita uma norma em R se ela satisfaz
[l x|l >0 || x|| =0 somente se x = 0
Il ax{] = [of [[x]
Fxsyll < dlx 1+ Hyll s

para todo x, y € Rn, o € R.

Definicao 2.11.2 - Neste trabalho, sempre que nos refe-
rirmosa norma de um vetor, estamos nos referindo a norma eucli

diana, definida como:

x|l = (xTx)t/? (2.11.1)

Definicao 2.11.3 - Dado um vetor x € R" e um sub-espago

L de R", existe em L um Unico vetor u, tal que [ x-u || & me -
nor para .U = UX que para qualquer outro U € L. O vetor ux é

unicamente caracterizado pelo fato que x-ux €& ortogonal .a us
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0 qQue representaremos por,

Diremos que u e a projegso ortogonal de x em L.
- 0 operador que transforma qualquer vetor x € R" em sua projegao
6rtogonal em L, sera chaﬁado de projetor ortogonal em L, e re -
presentado por PL. 0 projetor ortogonal é representavel por uma
matriz quadrada idempotente e hermitica.

Definigao 2.11.4 - Dados dois sub~espagos L e M de R}
diz-se que M & o complemento ortogonal de L, e representa-se

L
por L , se:

n

L&M R

xTy 0 ( xeL, yeM) (2.11.2)

Lema 2.11.1 - Seja

R" = LeM

1

Entao M = L se e somente se P; € hermitica.
Y

Demonstragdo. Veja Greville |08 t+

Para qualquer sub-espago L, para o qual uma base é
disponivel e facil construir a matriz P, . A base deve primeiro

ser ortonormalizada.

Seja {Xi’ Xy o xz} uma base ortonormal para L.

Entao,

(2.11.3)
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Exemplo 2.11.1 - Seja calcular o projetor ortogonal
em L, onde L é dado no Exemplo (2.9.1)

Solucdo. (veja também Exemplo (2.9.2)).

Pi= | 1 1 o o] + ] 0 o o 1]
0 0
0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0
PL = |0 0 ot + {0 0 0y = {0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1
2.12 - Solucdo de Minimos Quadrados de Sistemas Lineares
Inconsistentes
Definicao 2.12.1 - Dados uma matriz A € um vetor
bm, 0 sistema linear
Ax = b (2.12.1)
é consistente, isto é, tem Solugéo para X, sSe e somente se
b € R(A). Em caso contrario, o vetor residual
V =Ax - b (2.12.2)

€ nao nulo para todo vetor x n-dimensional, e pode-se desejar
encontrar uma solucao de (2.12.1) de tal modo que o vetor V
tenha norma minima. Tal solugdo sera dita uma solucdo de mini -

mos quadrados. O teorema seguinte resolve este problema.
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Definigao 2.12.2 - Dados dois vetores V e W, definimos

o produto interno (V,W) dos mesmos, como

(V,W) = Wiy

Lema 2.12.1 - (Pitagoras) - Sejam Y e Z sub-espagos de

R". Entao Y | Z se e somente se
2 2 2 S
| y+z[]” = I vI[" + |z ] (Vy€ey, z€z) (2.12.3)

Demonstragao. Seja y€Y e z€Z. Entdo, se (2.12.3) & Veg
dadeira, podemos escrever,

I&

2 2
(y,y)+(z,z)= |ly [[P+ || z [|" = || y+2|]" =

=(y+z, y+z) = (y,y) + (z,2z) + (y,z) + (z,y)

e, portanto,
(y,z) + (z,y) =0 (2.12.4)

De (2.12.4) concluimos que y]z.
Reciprocamente, seja YlZ. Entao, para quaisquer yE€Y e z€Z, te-
remos

2 2 y)
| y+z || = (y+z, y+2z) = (y,y) + (z,z) = || yl|["+ ||z ||

ja que (y,z) = z,y) = 0 +t

Teorema 2.12.1 - Sejam _A e b . Entao

n
(1,3)

|| Ax - b]| € minima quando x = A(l’s)b, sendo A" qualquer

inversa da respectiva classe. Reciprocamente, se rﬁm tem a

propriedade que, para todo b,|| Ax - b|| € minima, quando x=Xb ,

entdo X € uma inversa generalizada A(l’a).
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Demonstragao. Escrevendo,

Ax - b = (AX_PR(A)b) + (PR(A)b—b)

segue-se, do Lema (2.12.1) que:

2_ 0% Ao 2 - 2

|| Ax-bl["= || Ax Pra)P o+ ||PR(A)b b || (2.12.5)
ja que,

(Ax - PR(A)b) € R(A)
e,

€ R( *
(PR(A)b—b) RCA)
Evidentemente, (2.12.5) assume o seu minimo se e somen

te se

b (2.12.6)

(1,3)

Agora, lembrando que AA é idempotente e hermitica,

teremos pelo Teorema (2.9.1) e Lemas (2.4.1) e .(2.11.1):

JVARTER (1,3) (1,3) =

=Prena ) NCAA Preay ,R(axEFrea)

(2.12.7)

Portanto, (2.12.6) & valida se x = A%»3p,

Reciprocamente, se X € tal que, para todo b, || Ax-b|| & minima quando

x=Xb, (2.12.6) da,

Ax=AXDb=P

Rea)P = X

“Prea)

(1,3)

Entao, por (2.12.7) e Teorema (2.8.1), X & uma inversa A de A ¥
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Corolario 2.12.1 - 0 vetor x & uma solugao de minimos

quadrados de Ax = b, se e somente se,

- - (1,3)
Ax = PR(A)b = AA b

Portanto, a solugao geral de minimos quadrados e:

(1,3) A(l,3)

x = A b + (.In - Ay, (2.12.8)

sendo A(l’3) ey, quaisquer.

Demonstragao. Premultiplicando (2.12.8) por A, obtemos,

(1,3) 3)

Ax=AA bt (A=At 30 a)y=an 1030y

Ent3o, (2.12.8) & uma solugao geral.

2.13 - Solucdo de Norma MInima.

Quando o sistema Ax=b tem mais de uma solugao para X,
existe uma Unica solugdo tal que a norma de x € minima.
Lema 2.13.1 - Seja A . Entao A € uma transformacgao

biunivoca de R(AT) em R(A).
Demonstracdao. Veja Greville |09] Tt

Corolario 2.13.1 - Sejam B, e DER(A).

Entao , existe uma Unica solugdo de norma minima de

Ax =b, (2.12.1)

dada como a solugdo de (12.12.1) contida em R(AT).

Demonstragao. Pelo Lema (2.13.1), a equagao (2.12.1)
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tem uma unica solugao X, em R(AT). Agora, fazendo ABb = X e

(I—AgA)y=z em (2.7.6), obtemos para solugao geral de (2.12.1):

Além disso, segue-se dos Lemas 2.3.1 (d), 2.9.1 (c) e 2.4.1 (b)),

que z€EN(A). Agora, pelo Lema 2.12.1, podemos escrever:

2 2 2
1 I = 1l x 1P+ 1z 1P,

provando que || x ] > ]lxol] para todo x # X

. 1
Aqui foi usado o fatoc de que N(A)=R(AT) °> demonstrado
em Greville [10| ++

Teorema 2.13.1 - Sejam _A e b . Se Ax = b tem uma
mn m

solucao para X, a Unica solugd@o para a qual ||x || € minima é da-

da por
NN GO

2

(1,4)

onde A € gqualquer inversa de sua respectiva classe.

Reciprocamente, se nXm € tal que, sempre que Ax=b

tem uma solucgdo, x = Xb € a solugdo de norma minima, entdo X &

uma inversa A(l’u).

Demonstragao. Se Axzb € consistente, entao, para qual

(1,4) (1,4)

quer inversa A x = A b & uma solucao (Corolario (2.7.1)).

Seja.xO outra solugao de Ax=b. Podemos escrever:

X = A(l,u)b _ A(l,H)AX

o) b

e, considerando (2.1.4) e o Lema 2.4.1 (c), temos

x€R(Al’u) (1,4

A) = R((A My = raD)
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Portanto x€R(AT) e, pelo Lema (2.13.1), € a Unica solugdao em
R(AT). Finalmente, x € a Unica solugéo.de norma minima, pelo
Coroldrio (2.13.1).

Reciprocamente, seja X tal que para todo bER(A),

x = Xb seja a solugao de norma minima de Ax=b. Substituindo

por b cada coluna de A, uma de cada vez, concluimos que,
YA = A(l,u)A
e x = A" 5elo Teorema (2.8.2)  +4

Coroldrio 2.13.2 - Seja A, € b . Entao, dentre as
solucgdes de minimos quadrados de Ax=b, A'p & a Gnica de norma
minima. Reciprocamente, se nXm tem a propriedade que, para to-
do b, Xb & a solucdo de minimos gquadrados e norma minima de
Ax=b, entao X = At
Demonstracao. Pelo Corolario (2.12.1) as solugOes de

minimos quadrados de Ax=b coincidem com as solugoOes de
ax = aatls3y (2.13.1)

Portanto, a solugao de minimos quadrados e norma mini-
ma de Ax=b € a solugao de norma minima de (2.13.1).

Entao, pelo Teoremas (2.13.1) e (2.6.2), podemos escrever:

(1,4) (1,3) +

x = A | AA = A" b

Reciprocamente, seja X tal que x=Xb seja a solugao de

minimos quadrados e norma minima de Ax=b. Entao

(1,4) AA(1,3)b

x=Xb=A =AYb e X

"
g

tt
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2.14 - Inversas Generalizadas Ponderadas.

Deseja-se dar diferentes pesos aos diferentes quadra-
dos dos residuos do sistema linear Ax=b. Este & um problema

(1,3)

mais geral que o resolvido pelas inversas A Seja, portan

to, minimizar uma dada forma quadratica positiva definida:

| Ax - bl = (Ax-D)T W(Ax-D) (2.14.1)

onde W e uma matriz positiva definida.

Quando A, ndo & uma matriz alta de caracteristica in-
tegral, este problema nao possui uma Unica solugao para X, e
podemos escolher da classe de solugoes de minimos quadrados,

aquela para a qual,

% Iy = x'ux (2.14.2)

€ minima, sendo U uma matriz positiva definida.

Toda matriz positiva definida H tem uma Unica raiz

quadrada positiva definida K, tal que K2 = H. Representemos es

1/2 -1/2

te K por H e sua inversa por H

Agora, introduzamos as transformagoes,

- 1/2 AU-l/? - 1/2 = 1/2

A=W , x=U"%x, b=w'% (2.14.3)

Verifica-se que,

Il ax - bll || Ax-b|| (2.14.4)

x|y =l |l (2.14.5)
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- 4 \ [SIE Y7 el
Teorema 2.14.1 Sejam mAn e bm . Seja ainda mwm

‘positiva definida. Entao
I ax - bl

€ minima quando x=Xb, onde X satisfaz:

AXA = A e (WAX)T = wAX (2.14.6)
Reciprocamente, se nXm tem a propriedade que, para
todo b,
| ax - bl

e minimo gquando x=Xb, entao X satisfaz (2.14.6).

Demonstracgao. Em vista de (2.14.4) e do Teorema

(2.12.1), || Ax - bHw é minima quando x = Yb, onde Y satisfaz

AYA =i e (ADOT = Ay (2.14.7)

(02N

Também, se Y tem a propriedade que, para todo b, 1|Ax—bl|w

minima, quando x = Yb, entdo Y satisfaz (2.14.7).

Agora,seja

U”l/Q vt/ 2 (2.14.8)

tal que,

1/2 -1/2

XW (2.14.9)

Entao, verifica-se por (2.1u4.3) e (2.14.9) que,
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X = Yb <=> x = Xb (2.14.10)

AYA = A <=> AXA = A (2.14.11)
- T _ = T
(AY) ™ = AY <=> (WAX)" = WAX ++

Teorema 2.14.2 - Sejam A_ e b_. Seja tambem _U uma
m n m n n

matriz positiva definida. Se Ax=b tem uma solugdo para x, a uni
ca solucao para a qual IIXIIU € minima e dada por x=Xb, onde

X satisfaz

AXA = A e (UXA)T = uxa (2.14.12)

Reciprocamente, se nXm e tal que, quando Ax=b tem uma
solugdo, x=Xb & a solucao para a qual |[[x ”‘U é minima, entZo

X satisfaz (2.14.12)

Demonstracao. Em vista de (2.14.3),

Entao, segue-se de (2.14.5) e Teorema (2.13.1) que se Ax=b tem
uma solugdo para X, a unica solugdao para a qual [lx[[U € minima

€ dada por x = Yb, onde Y satisfaz,

AYA = A e (YM)T = vA (2.14.13)

e, além disso, se nYm tem a propriedade que, quando Ax=b tem
uma solugao, HxHU é minima para x = Yb, entdo Y satisfaz as
(2.14%.13). Como no Teorema (2.14.1), seja X dada por (2.14.8),

tal que (2.14.9) vale. Entao temos, em adigao com (2.1u4.10) e

(2.14%.11)

(YE)T = YA <=> (UXA)T = Uxa  ++



47

Corolario 2.14.1 - Seja A

\ e b . Seja ainda _W e
m n m

m m

2V definidas positivas. Entdo, existe uma Unica inversa gene

ralizada reflexiva de A,

Satisfazendo,

WA T = WAX e (UXA)T=UXA (2.14.14)

Além disso, ||Ax—b§|w assume seu valor minimo para x=Xb e da
série de vetores x para a qual este minimo valor & assumido,
x=Xb € aquele para o qual ]hc[]U € minima.

Se nYm tem a propriedade que, para todo b, x=Yb e o)

vetor para o qual [|X|IU é minima entre aqueles para os quais

r
W,U

lle—bIlw assume seu minimo valor,entido Y = A

Demonstragao. Pelo Teoremas (2.14.1) e (2.14.2) vemos
que a uma matriz X, tal que x=Xb & a solugdo de minimos guadra
dos e norma minima de Ax:b; corresponde uma matriz Y tal que
x=Yb & a solucido de minimos quadrados e norma minima de Ax=b
Agora, pelo Corolario (2.13.2) Y & a pseudo-inversa de A e, por
tanto, unica. Entdo, X como dada por (2.14.8) € Unica ++

Corolario 2.14.2 - Sejam oA, e b . Sejam ainda We U
definidas e positivas. Entdo o sistema Ax=b tem uma Unica solu-
cao x=Xb tal que IIX,hJ e ][Ax—b[|w sao minimas, sendo a matriz
X dada por,

+ ..1/2

x = Ut/ 2wl/2 putt/ 2yt gy (2.14.15)

Demonstragao. Do Corolario (2.14.1) vimos que Y, dada
por (2.14.9) é a pseudo-inversa de A, dada por (2.14.3). Entao;,

de (2.14.8) obtemos:
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1/2 g4 1/2_ =172 1/2 tt

i 1/2,,=1/2 %

X=U (W W

Corolario (2.14.3) - Sejam A, b e W como no Teorema
(2.14.1). Ent3ao um vetor x minimiza HAx-—bHw se e somente se &
uma solugao de

ATwax = ATwpb (2.14.16)

Demonstracao. Veja Gemael |[11]. b

2.15 - Calculo da Pseudo-inversa

Método I

Pelos Teoremas (2.6.1) e (2.6.2) podemos escrever:

+ 0 A(1,8) ,,(1,3)

A = ATaaT)8 aaTar8aT (2.15.1)

Particularizando para uma matriz quadrada simétrica:

At = |Aan)®)| % (2.15.2)

Esta formula foi programada em Linguagem FORTRAN por Modro |[12]

Método II

A demonstracdo correspondente a este método acha-se em
Greville |13].

Seja ay a K-ésima coluna de uma dada matriz A e AK a ma-
triz formada pelas K primeiras colunas. Consideremos AK na for-

ma particionada iAK—l aKI

Calculamos:
+
dy = Ay ag
ck T g hx-1 9
b, = cr £ 0
K =~ ©K S€ cy
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_ T -1 T ,+ _
bk = (l+dk dK) dk Ak—l se ¢ = 0
Entao:
+
Aoy T by

+ -

AK =
by

Al =0 se a; = 0
+ T -1 T
Ay = (al al) a; se aj # 0
Exemplo 2.15.1 - Seja calcular a pseudo-inversa da matriz abail
x0, usando o método II.
1 0 1 1
A= |0 1 -1 0
1 1 0 1
Solugao.
1 1
- . _ + _ T -1 T _
Ay =1 0 |5 a =0 ; Ay = (ajay) Tay = |1/2 0 1/2]
1 1
0
+
d, = Aja, = [1/2 0 1/2] 1| =] 1/2 |



0
02 = az—Ald2 = 1 -
1
I -1 T
b, = ¢, = (c2 c2) o
+
A1 - d2b2
AT -
2 b2
+ 2/3 -1/3
d,=A, a, =
37273 |.1/3 2/3
1
cy = a3—A2d3 = -1
0
_ T -1 .T ,+
b3 = (.l+d3 d3) d3 A2
+
Ay ~djby
+ -
A3 =
bs
2/3
+ -
du = A3 a, = 1/3

1/3

= |1/3

1/3

1/3

-1/3

1/3

-1/3

-1/2
1 #
1/2
1/3]
/3 1/3
/3 1/3
‘ 1
-1
1
= 0
-1
0f
1/3
1/3
0

0

50
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1 1 0 1 2/3
c, = au--A3du =|lof{-10 1 -1 1/3 |= 0
1 1 1 0 1/3
_ T, -1 . T .+ _
bu = (1+dudu) du A3 = [1/5 0 1/5|
+
A3 -dubu 3 0 3
" -
A;:: - E 1 5 u’
bu b =5 -1
3 0 3
Método ITI
Este método encontra-se em Boullion |14|. Consiste em,
dadas duas séries u,, ... u e V., v_ de n vetores em um
1 n 1 n

espago m-dimensional (m > n), obter um sistema biortogonal, mo

dificando os vetores. Se considerarmos os vetores u como colu-

nas de uma matriz U e os vetores v- como linhas de uma matriz V,

a série serd biortogonal se VU = I. A solugdao € alcangada esco

e e e o o o

lhendo-se valores i1niciails Vis Voo eee Vo para os vetores.

Estes vetores sao modificados sucessivamente em n etapas. Apos
- . n n n ~ ~

a n-esima etapa os vetores Vis Vs ... VvV S€rao a solugao do

problema.

- k-1 ~
Na kesima etapa os vetores vy sao transformados em

- . k . -
uma nova serie v. pelos seguintes calculos:

c = (vl u, )
kk k ? k
e, = ot
k kk
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Vk = Ckvk_l
A Unica dificuldade que surge &€ quando Cye = 0.
Para superar isto, tomamos A UT. Este seria o método usado

para obter uma inversa ordinaria. Para calcular a pseudo-inver
sa de uma matriz, o método & modificado adicionando-se linhas
a matriz original de modo a que a caracteristica da nova matriz
seja igual ao nimero de colunas. As linhas adicionadas devem ser
ortogonais ds da matriz dada. Entdo aplicamos o método para a
matriz resultante. A pseudo-inversa da matriz original é obtida
eliminando_fantas Gltimas colunas de V" quantas linhas tenham
sido adicionadas dquela matriz.
Exemplo 2.15.2 - Seja calcular a pseudo-inversa da

matriz abaixo, usando o método III.

1 0 1 1
A = |0 1 -1 0
1 1 0 1

Solugdo. Adicionamos duas linhas a A, as quais sao

ortogonais a todas as outras linhas:
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€21

1"

(vi,ul) =] 1 0

c—l = _1_

11 3

<v<2’,ul) = lo 1

cl R
2111 3

<V§,ul) = |1 -1

CSlC:L = - ._1__
11 3
o]

(vO,u) = |1 0
c c% I
41 11 3

1/3
-1/3
1
C =
-1/3
-1/3
1/3
Clvo _ -1/3
2/3
2/3

1/3
2/3
-1/3

2/3

1/3
-1/3
-1/3

-4/3

0]T:1

0] =1
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€22

(Vi,u,) = |1/3
(v%,uz) :l—l/3
<v§,u2> = |2/3
(v: u) = |2/3
bl
C—:L = -——3—
22 8
-C 2 - -
12 22
1
8
1
8
1 -1/8 0
0 3/8 0
0 1/8 1
0 1/8 0
3/8
2 41 _|-1/8
5/8
5/8

De igual maneira, obtemos para as etapas seguintes:

-1

-1/8
3/8
-7/8

1/8

1/3

2/3

-1/3

2/3

2/8
2/8
-2/8

6/8

-1/3

-1/3

-4/3]|

3/8
-1/8
-3/8

-11/8

1] 0 1

1] 0 1

| 0 1

-1/8
3/8
9/8

-7/8

54
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6/21 0 6/21 9/21  -6/21
, -2/21 7/21 5/21  -3/21 9/21
v 5/21 -7/21 -2/21  -3/21 9/21
15/21 0 15/21 -30/21 -15/21
e,
1/5 0 1/5 3/5 -1/5
o -1/5 1/3 u4/5  -1/5 2/5
4/15 -1/3 -1/15 -1/5 2/5
1/5 0 1/5  -2/5 -1/5

Eliminando as duas Ultimas colunas de Vu, obtemos a

pseudo-inversa de A:

1/5 0 175
-1/15 1/3 4/15

4/15 =-1/3 -1/15

1/5 0 1/5

o método III, se a matriz dada tem m linhas, n
colunas e p linhas proporcionais, devemos adicionar (n-m+p)

linhas.

Método IV

A demonstragao correspondente a este método acha-se

em Greville |151.
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Sejam

T U(m-r-) e V(.n—r)

m-n ™ (m-v) ' (h-r)

matrizes tais que:

a) As colunas de U sao uma base para N(AT)
b) As colunas de V sao uma base para N(A).

Entao a matriz

B = | (2.15.3)

€ nao singular e sua inversa é:

B = : (2.15.4)

Portanto, para obtermos a pseudo-inversa de uma ma -
triz A por este método, encontramos inicialmente bases para N(A)
T . . .
e N(A"). Depois, formamos a matriz B e encontramos sua inversa
ordinaria. A matriz B tem (m-r) colunas e (n-r) linhas a mais
. _ . + .
que a matriz A. Para encontrarmos a matriz A , suprimimos as

Gltimas (n-r) colunas e (m-r) linhas da inversa Bhl

Método V

Este método encontra-se em HOPCKE |16].
Seja N uma matriz simétrica de ordem n e caracteristi-

ca r < n, tal que



57

rr rcd
N = (2.15.5)
T
aCr aPa

Sendo B nao singular.

Entao, a pseudo-inversa de N & dada por:

rr er
N o= (2.15.6)
oFr a®a
sendo,
=81 - 2vT - yzT & zrz?T (2.15.7)
F = EZ (2.15.8)
G = zTF (2.15.9)
com,
7 = BT ¢

(2.15.10)

W =< =
1]
=
o
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2.15.1 - Caracteristica de Uma Matriz

No caso de matrizes com dimensao elevada torna-se U -
til o seguinte método para determinacao de sua caracteristica:
decompoe-se a matriz dada em um produto de duas matrizes trian-

gulares,

N = ED (2.15.11)

sendo que a matriz triangular direita tem os elementos diagonais
unitarios. A caracteristica de N & igual ao numero de elementos

diagonais nao nulos da triangular esquerda |17].
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CAPITULO ITX

AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES PELO METODO PARAMETRICO_

3.1 Introducao

No Capitulo II fizemos um estudo das Inversas Generali
zadas dirigido no sentido de obtermos para um sistema de equa -
goes inconsistente Ax=b, o vetor solugao x, tal que |[ Ax=b{| ; e
{le[U sao minimas. Neste -Capitulo estudaremos o ajustamento de
observagdes, utilizando o Método Paramétrico, no caso em que
a matriz dos coeficientes das equagoes normais ATAx=ATb e nao

singular (ajustamento tradicional) ou quando tal matriz & singu

lar (ajustamento livre).

3.2 Esperanca Matematica

Definicao 3.2.1 - Seja E um evento. Seja S um espago
amostral associado a E. A cada evento A associaremos um numero
real representado por p(A) e denominado probabilidade de A,
[18]:

1) 02 p(A) <1

1A

2} p(S)

1
3 Se ANB = 0 , entao, p(AUB)= p(A) + p(B)
4} Se A1 A2, “en

cluentes, dois a dois, entao:

An ... forem eventos mutuamente ex -

p(Ui=1 Ai) = p(Al) + ...t p(An).

Definigao 3.2.2 - Quando uma variavel pode assumir
qualquer valor do seu dominio com uma determinada ‘probabilida

de, recebe o qualificativo de aleatdria (randdnica, estocastica).
Seja
Xi(i = 1, 2, ... n)
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uma variavel aleatdria discreta; a cada possivel valor de
x(xl, Xps sas xn)
associa-se uma probabilidadep>(pl, Dys v ;%) tal que

> 0 (3.2.1)

n
r p. =1 (3.2.2)

A funcdo de xque estabelece a correspondéncia de cada
X; e sua respectiva probabilidade p; denomina-se "funcao de
freqllencia™: P= p(x); a colecdo de pares (xi, pi) recebe o no

me de 'Histribuicao de probabilidade".

Definigdo 3.2.3 - No caso mais geral de variavel alea
toria continua, a probabilidade pontual p € substituida pela

"densidade de probabilidade f(x)":

£(x) = p(x_ < x < x  + dx), (3.2.3)

que representa a probabilidade de que o valor da variavel x se
situe entre x_ e x_+dx.
o o
Definigao 3.2.4% - Define-se "valor esperado", 'valor
médio"; "expectancia", "esperanca matematica" ou, simplesmente

"esperanga" da variavel aleatoria discreta x, por:

E {x}:ifl X;P; (3.2.4)



61

Definigao 3.2.5 -~ No caso de uma variavel aleatoria

” . . - .
continua, definimos a "esperanga matematica'" como:

[+

E {x} = [ xf(x)dx - (3.2.5)

-0

3.3 Matriz Variancia-Covariancia (MV-C)

Definicao 3.3.1 - Define-se a '"variancia" de uma va -

riével aleatdoria x, em relagao a sua esperancga M, como:
2 2
Var(x) =¢° = E {(X"uk) } (3.3.1)

A raiz quadrada aritmética da variancia é denominada

desvio padrao (o).

Definigdo 3.3.2 - Quando o resultado de uma experien-
cia & expresso por apenas um nimero, a varidvel aleatoria  se
diz uni-dimensional. Quando o referido resultado for expresso
por uma dupla (x,y), a variavel aleatoria sera dita bi-dimensi
onal. Cada componente de uma variavel aletdria bi-dimensional
pode ser considerada como uma variavel uni-dimensional com
variancia propria:

_ _ 2 . 2 _ o 2
oy F E{(x-1)"} 3 0y = E{(y uy) } (3.3.2)

Definicao 3.3.3 - Podemos definir a "co-variancia'de
‘uma variavel aleatoria bi-dimensional (x,y) para exprimir a

correlagao entre suas duas componentes :

Cov(x,y) = Chy * E {(x—ux)(y—uy)} (3.3.3)
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Quando as componentes X e y sao independentes entre si,
a covariancia Oy € nula. Entretanto, a reciproca nem sempre
é verdadeira [19]

Definicao 3.3.4 - Analogamente ao que foi visto ante -
riormente, pode-se generalizar para o caso de uma variavel a n
dimensoes: basta associar a cada individuo da populagao n varia
veis aleatdorias. Seja X o vetor da variavel n-dimensional:

T
D & 3.4
) . n] (3.3.4)
cada X5 representando uma variavel aleatoria. Define-se a densi

dade de probabilidade como:

f(xX) = P(.Xo < X < Xo + dXx), (3.3.5)

sendo:
_ o] 0 o T -
X, = | x7 x5 x| (3.3.8)

dX = |dx, dx dx (3.3.7)
convém ter em mente que

P(X < X < X + dX)
o - - @]

representa a probabilidade de que se verifiquem simultaneamente:

X: < x. < x: + dx: (i=1, 2, ... n)
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Definigao 3.3.5 - A esperanca matematica da variavel

aleatoria n-dimensional X é definida como:

U =E{X}=E| *2 | = Eledl o | W (3.3.8)
*n Eix,) Mn
Definigao 3.3.6 - Cada componente da varidavel n-dimen

sional X pode ser considerada como uma variavel aleatdria uni-

dimensional de variancia:

2 2 |
o; = E {(xi M) } (3.3.9)

Definigao 3.3.7 - Definimos a covariancia entre duas

componentes quaisquer da varidvel aleatoria n-dimensional X,

como :

Cov(xi,xj) =054 F E{(xi-ui)(xj-uj)} (3.3.10)

. 4~ .~ . 2 .~
Definigao 3.3.8 - As variancias Gi e as covariancias

Gij das componentes de uma variavel n-dimensional podem ser dis -

postas de maneira a formar uma matriz quadrada e simétrica (n x n)

chamada matriz variancia-covariancia (MV-C):
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?
01 012 LI I oln
DI 921 9, %on (3.3.11)
0': G: 02
nl nz? n

Desenvolvendo-se a expressao matricial
T
(X - U) (X -U)) , (3.3.12)
X X

podemos escrever

T
Ex = E{(X-Ux) (X - Ux) } (3.3.13)

3.4 - Aproximacao Linear da Série de Taylor em Forma Matricial.

A série de Taylor nos proporciona o valor de uma fun -
gao f(t) no ponto t = x quando conhecemos o valor da fungao pa
ra t = a:

2
F(x) = fla) + £'(a) X228 4 guqay X2@) o 0 (3.4.1)

1! 2!

Para valores de x proximos de a as potencias igual e
superiores a segunda podem, em muitos casos praticos, ser ne -
gligenciadas; ou seja, nas proximidades de a, a curva f(t)

pode ser substituida por uma reta:

f(x) = f(a) + f'(a)(x-a) (3.4.2)
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cujo coeficlente angular no ponto a e f'(a).
No caso de uma fungdo de duas varidveis, a aproxima -

¢do linear & dada por:

} 5f .y, f _
f(xl, x2) = f(al, a2)+ §§I (xl al)+ §§E (x2 az)
(3.4,
Fazendo:
X X, - a a
e e AR A IO T T
- > - o > - > X Bxl 8x2
%2 X0 T 22 a2
(3.4.4)
resulta para (3.4.3)
£ = £(X%) + 23 AX (3.4.5)

Podemos generalizar para o caso de n fungoes e a u

variaveis:
of
FLO0 = £,.(x%) + 1] ax
oX o
X
o 8f2
A o
o 9f
f (X)) = £ (X7) + ——= AX
n n oX Jo
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Fazendo:
. afl afl Bfl
1 .o

axl 8x2 axu

_ f of af of

Fo=| 72|, 230, 2 z .. 2 (3.4.7)

oX Bxl 8x2 8xu

f of of af
n n n n

axl 3x2 axu

obtemos a aproximagao linear da série de Taylor em forma matri

cial:
Fox) = Fx®) + 25| ax (3.4.8)
X Jo
A
3.5 - Lei de Propagacao da Matriz Variancia-Covariancia

Consideremos duas variaveis n-dimensionais X e Y e

admitamos que ambas se correlacionam linearmente:
Y = GX + C (3.5.1)

Se tivermos a esperanca E{ X} , podemos obter a es-

perangca E{Y} por:
E {Y} = Uy = E{GX+C}= GE{X1}+ C (3.5.2)

Da (3.3.13)

T
L = - U - .5.
y E{ (Y y) (Y Uy) } (3.5.3)
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Substituindo (3.5.1) e (3.5.2) em (3.5.3)
., =E{(6X+C-GE(X] —C)(ex+C-GE{X}-C) T}
=E{(GX-GU_) (GX-GU )T}
X X
=E{G(X-U_)|G(X-U )IT}
X X

=GE{(X-U ) (x-U )T1aT
"X X

L = GX_ G (3.5.4)
X

A formula acima pode ser generalizada para o caso
de dependencia nao linear. Com efeito, admitamos o modelo nao

linear:

Y = F(X) (3.5.5)

Usando o desenvolvimento de Taylor, obtemos:

vy = Fx) = £ex® o+ 2] (x-x%) (3.5.6)
aX o
X
Fazendo,
p = 2F (3.5.7)
o X O

podemos escrever,

Zy = DZX D (3.5.8)

que traduz a lei de propagacao da matriz V-CV.
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3.6 - Matriz dos Coeficientes de Peso

Consideremos a matriz variancia-covariancia £, de uma
variidvel aleatoria n-dimensional. Atribuamos a uma de suas com-
ponentes o peso unitario e designemos por Ug a variancia dessa
componente.,

Dividindo I  pela variancia cg da componente de peso
unitdrio obtemos uma nova matriz simétrica, que recebe o nome

de matriz dos coeficientes de peso Qy:

1
Qy = > Ty (3.6.1)

Se a matriz Q, for nao singular, tera uma inversa ordinaria
Q! = Py (3.6.2)

chamada matriz dos pesos.-PX é uma matriz simeétrica que se reduz
a uma matriz diagonal no caso de as componentes de X serem inde
pendentes entre si. Neste caso, os elementos de PX Sa0 0S pesos
Pi das componentes X; € os elementos de QX sao os inversos dos
pesos llPi. Quando as componentes de X apresentam interdependég
cia, as matrizes PX e QX sao completas. Neste caso, os elementos
da diagonal de Qy sao os inversos dos pesos mas os elementos da
diagonal de Py ndo sdo os pesos l20].
Dividindo (3.5.8) por og , teremos:

Qg = DQy D' (3.6.3)
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3.7 - Ajustamento Pelo Método das Equacoes de Observacao.

3.7.1 - Equacgces de Observacao

No método das equagoes de observacao (ou dos parametros)

adota-se o modelo matematico:

La = F(Xa) (3.7.1)
Sendo,
La: o vetor dos valores observados ajustados (n x 1)
X, : o vetor dos parametros ajustados (u x 1)

Designando por V o vetor (n x 1) dos residuos que trans

formam os valores observados brutos L, em valores ajustados

b

L =L +V (3.7.2)

L.+ V = F(Xa) (3.7.3)

Linearizando o segundo membro de (3.7.3) pela formu-

la de Taylor, podemos escrever:

L, + V = F(XO+X) = F(XO) + == X (3.7.4)

onde.XO representa o vetor (u x 1) dos valores aproximados dos
parémetros e X., o vetor das corregdes que convertem os parame-

tros aproximados em ajustados:

X = X_ + X (3.7.5)
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A funcao dos parametros aproximados sera designada:

F(XO) = LO (3.7.86)

Designando ainda por A a matriz n x u(n=numero de

observagdes; u = numero de parametros) das derivadas parciais:

A = —— (3.7.7)

podemos escrever,

Fazendo,

L =L -1L (3.7.8)
Teremos:

V= AX + L (3.7.9)

3.7.2 -~ MV-C Dos Valores Observados (I. )

b

L

Antes do ajustamento necessitamos estimar a precisao
das medidas efetuadas: variancies e covariancias dos valores ob
servados para com elas construir a respectiva matriz variancia
-covariincia. Tal estimativa é feita em fungido do conhecimento
da precisdo dos instrumentos de medida, dos métodos utilizadcs
e do modelo matematico.

Quando as observagoes sao independentes entre si, a
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nulidade das covariancias reduz a MV-C a uma matriz diagonal.

Dispondo da MV-C podemos chegar a matriz dos pesos:

(3.7.10)

2 ca . .
sendo 0, a variancia da unidade de peso.

3.7.3 - Resolucao do Sistema (3.7.9)

- Desejamos encontrar um vetor solugdo X tal que ||V ||
N . ' P
e ||X]] sejam minimas.
Aqui temos dois casos a considerar:
a) Ajustamento Clidssico

Neste caso adotamos injuncoes iniciais de modo a
fixar o sistema com o qual estamos trabalhando. Por exemplo,em
uma rede de nivelamento nosso sistema € uni-dimensional e, além
disso, a orientacao do eixo segundo o qual medimos as altitudes
- - - - -« - . - . . - —~
ja esta implicita; precisamos portanto de uma unica 1njungao
que nos defina a origem do eixo orientado, ou seja, precisamos
fixar a altitude de um ponto. Em fototriangulacao analitica
precisamos definir um sistema tri- dimensional o que exige a ado
cdo de, no minimo, sete injungdes, as quais consistem da fixa -
cao de coordenadas (injuncao de posigao), de distancias, etc.

A aplicacao de injuncoes garante a nao singulari-

. T

dade da matriz N=A"PA.

Tendo em vista o Teorema (2.13.1), o Corolario
(2.14.3) e o fato que para qualquer matriz quadrada nao singu -

(1,1 _y-1

lar N, temos N , podemos escrever para solucgao de (3.7.9)

X = -(AYpA) tATPL (3.7.11)

(A solucao dada por (3.7.11) & obtida do sistema inconsistente AX = -L).
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Fazendo,

N = APA ; U= APL (3.7.12)

Podemos escrever:
X = =N U (3.7.13)

a;) MV-C dos Parametros Ajustados (Zy )
a

De (3.7.13) e (3.7.12) podemos escrever:

X = -N"Yu = -n"1aTpL = -n"1aTen -1
o bt
(3.7.14)
X = -n"*aTpr o+ v iaTRL (3.7.15)
o b
Comparando com a (3.5.4):
T
Ly= G, 6 (3.7.186)
b
com,
6=N"1aTp —cTpTan™ ) Topant (3.7.17)
e,
—N_IATPLO = constante.
Logo:.
Iy N"lATPzL pAN" L (3.7.18)

b

Considerando ainda que:



73

T =gl P (3.7.19)
L o
b
obtemos,
.= oo N taTpp ipanT!
(@]
- og N aTpanTt: o2 N ianTi (3.7.20)
2 -1
I, = o2 N (2.7.21)

(3.7.22)

a2) MV-C dos Valores Observados Ajustados (I

L
a
Fagamos:
La=Lb+V:Lb+AX+L=Lb+AX+LO—Lb (3.7.23)
La = AX + LO (3.7.24)
Considerando a (3.5.4) novamente,
£, = AT,AT (3.7.25)
L X L7,
a
e substituindo EX pelo seu valor dado pela (3.7.21):
_ L2 -1,T
Ly F g AN “A (3.7.26)

a
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ag) Variancia da Unidade de Peso

0 valor estimado de oi (variancia da unidade
~de peso) pode ser obtido com a formula:
vIpy

= (3.7.27)
n-u

o

2
o]

b) Ajustamento Livre

Neste caso nao adotamos injungoes iniciais. A ma
triz N = ATPA &, agora, singular.

Apresentamos duas solugoes para o sistema (3.7.9):

Solugao Tipo I:

Tendo em vista o Teorema (2.13.1) o Corolario
(2.14.3) e o fato que a pseudo-inversa pertence a classe das

(1,4)

inversas A , podemos escrever para solugao de (3.7.9):

X = - (aTpa)* ATPL (3.7.28)

(Ressaltamos o fato de que poderiamos usar (ATPA)(l’u) em vez
da pseudo-inversa em 3.7.28) |21| e |[22}.

Utilizando as (3.7.12), podemos escrever:
X = NtU (3.7.29)

bl) MV-C dos Parametros Ajustados (

X
Xa)
De maneira semelhante a do ajustamento tradici

onal, obtemos:

XX = ZX = o N (3.7.30)
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b,) MV-C dos Valores Observados Ajustados(Z; )

a
De igual maneira, obtemos:
2 +, T
L = 0. AN A (3.7.31)
L o]
a
Solugao Tipo II:
Fazendo W = P; b = -L e U =1 (matriz unitaria),
obtemos pelo Corolario (2.14.2)
x = (P2 myt pt2 g (3.7.32)

by) MV-C dos Parametros Ajustados (Zy )
a

x=- (P2 P2 = -7 mt PV oy (2.33)
@]
x=-(pL/? A)+Pl/2LO s M2 T et P L 7ian
Comparando com a (3.5.4):
T
L, = G, G
X Lb
com
G =(P1/2 A)+ Pl/? N GT:P1/2|(P1/? A)+IT
€,
~(Pl/2 't P*l/2 LO = constante
logo:
S VR N A (Sl M Y € L ALY



Introduzindo a (3.7.19), vem

e ol (2wt (et mt T (3.
o \
E, considerando a (3.7.5):
T
55 g2 (ol/2 4\t 1/2 .+
w = Eo=0 @t mt et T (3
a
bq) MV-C dos Valores Observados Ajustados (ZL )
a
Substituindo (3.7.36) em (3.7.25) obtemos:
I, =0’ apY 2yt eV ? pyt T AT (3
a
£ = og A2 myt jaet/? mt T (3.
a

3.8 ~ Uso de Iteracoes no Método Paramétrico

0 ajustamento com iteracdes &€ feito tomando para
dos parametros aproximados (XO) da iteracao i, o vetor dos

metros ajustadas da iteragao i-1. Em sintese, teremos:

L = F(X_ ) (3
a; a;
_9F
Ai - W I (3-
a. o
1 X
-1
1-1
X. = -(AT P'A.)"l AT PL. (ou ecuivalente)
i i 1 i i : s
Vl = Aixi + L (3.
X = X + X. (3
a; a;_y i
La = Lb + vi (3.
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7.36)

.7.37)

.7.38)

7.39)

vetor

para-

.8.1)
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CAPITULO 1V

EXEMPLO NUMERICO

4.1 - Introducao

Neste capitulo, com a finalidade de testar o método
proposto, fazemos o ajustamento de um bloco de 6 fotografias.
Ele consiste de 34 pontos aerotriangulados (figura 4.1.1) e
de 150 pontos imagem. Cada ponto imagem fornece duas equagoes
de observacgdo e cada ponto aerotriangulado, 3 parametros. Ca-
da foto fornece seis parametros. Temos, portanto, 300 equagces

de observacao e 138 parametros.

Fig. 4.1.1 - Esquema do campo de testes.



4.2 - Modelo Matematico

SISTEMA_ TOPOCENTRICO

Z 2

78

z
NEGATIVO
PP
SISTEMA FOTOGRAME TRICO
c.p -y
POSITIVO

Zo

Yo SF

fig 4.2
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4.2,1 - Equacoes Projetivas

Da colinearidade do ponto objeto (P), centro perspectl

vo (C.P) e ponto imagem (p), obtemos (fig.4.2.1)

x! z!
1 1
X 2 (4.2.1)
yl Z'
vyt oz

sendo,
(X', Y', Z'): Coordenadas fotogramétricas do
ponto P.
(x', y', z'): Coordenadas fotogrametricas da
imagem de P.
Agora, fazendo z' = c (distancia focal calibrada):
. Xl
x' = ¢ —
Z'
(4.2.2)
Yl
y' = ¢ —
Zl
4.2.2 - Transformacao de Coordenadas Topocentricas Para

Fotogramétricas.

X! X - X

o
Y! = FR3(K)R2(¢)Rl(w) Y - YO (4.2.3)
Z' Z - Z



sendo,

Fazendo,

(X, Y, 2): Coordenadas topocentricas do-ponto P

(Xy>

exposigao (C.P.)

&0

Y » %.):Coordenadas topocéntricas da estacao de

(¢, ¢, w): Angulos de orientacao entre os dois siste-

mas.

F: Fator de escala

Ry» Ry e Ry Matrizes de rotacgao
coskK senk 0
R3(K) = -senK cosK 0
0 0 1
coso 0 ~-send
R2(¢) = 0 1 0
sen¢ 0 cos¢
1 0 0
Rl(w) = 0 cosw senw
0 =-senw cosw
M1 M2 M3
M=R3FK) R2(¢) Rl(m) = 0 myy m, o, M, o
M3y Mm32 M33

teremos,

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)
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1 —_
X mq m 5 m g X = X,
Y'! = F My myo m, 5 Y - YO (4.2.8)
z' m3y M3y my3 Z =z

4.2.3 - Modelo Matematico

Substituindo em (4.2.2), os valores de X', Y' e Z', ob

tidos de (4.2.8), teremos:

mll(X-Xo)+ml2(Y-YO)+m13(Z—ZO)

xw'=¢c i
msl(A_X0>+m32(Y-YO)+m33(Z—ZO)
(4.2.9)
yl=c — 2 2
m3l(X-XO)+m32(Y-YO)+m33(Z-ZO)
Ou, simplificacamente:
- m
X C 3
(4.2.10)
y'= ¢ =
q

Por outro lado, chamando de (xo, yo) as coordenadas f1
duciais do ponto principal, e de (x, y) as coordendas fiduciais

do ponto P, teremos:

x' = x - x

(uo2011)
y'

"
<

I
O‘<

Finalmente, substituindo (4.2.11) em (4.2.10), obtemos

nosso modelo matematico:
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(4.2.12)

As equagoes (4.2.12) sao do tipo L_ = F(X_)J,

sendo:

Valores ajustados das coorcena-
das de foto dos s pontos imagen

(observacoes ajustadas).

i Valores ajustados dos parametros
correspondentes a f fotos e t pontos

triangulados.




4.3 - Modelo Linearizado
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AX + L =V (4.3.1)
Sendo,
L = LO - Lb 3 Lo = F(Xo) (4.3.2)
Lb Vetor das observagoes brutas;
XO Vetor dos valores aproximados dos parametros.
oF
A = —
BXa Y =X (4.3.3)
a ‘o
3x1 Bxl axl axl Bx1 axl Bxl axl Bxl
okt 90T dwt aX..9Y: 3zt ax? ayd azd
o o) o
Byl Byl Byl Byl Byl Byl Byl 8y1 Byl
1 1 1 1 1 - .51 3 ] )
oK 9¢ Jw BXO BYO 3Z X 3Y 07
A =
(b.3.4)
Bxs axs Bxs Bxs Bxs Bxs Bxs axs Bxs
1 i i 1 1 i j ] J
3K ¢ dw” BXO ayo BZO 89X Y 37
Yo Yo YS Yg Yo Ve Yg Yq Vg
JE 1 1 1 1 ~1 3 T ae ]
K 00 dw IX BYO aro aX Y 37
X_=X
a o
jo= 1, 2, t
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myy = coskcosd
My, = senkcosw+cosksengsenw
mq 3 = sSenKsenw-cosksenpcosw
My =—-Senkcoso (4.3.5)
myo = cosKcosw-senksengsenw
Moy = cosKksenw+senksenpcosw
m3l = seng
Mg o z~-cos¢senw
Mag = cospcosw
Fazendo,
AX = X =~ Xo
Ayo=r = A (4.3.6)
AZ = 7 - ZO

3x _ ¢ @m _cm 3q
dK q oK q2 K
=S 2 (m, AX+m,  AY+m, .AZ)
11 12 13
q 9K

= E_QX(—senK)cos¢+ﬂY(CDSKcosw—senKsen¢sen¢)+
q

+A7Z (cosksenw+senksendcosw)
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_c "
z a(ﬂX.leiaY.ng +AZ.m23) (4.3.7)

De igual maneira obtemos as demais derivadas:

X _ cl (
= = - —|q AX.cosksend—-AY.coskcosdsenw

¢ q

+ AZ.coskcos¢cosw)+m(AX.cosd
+ ﬂY.sen¢senm—ﬁZ.sen¢c05m)I (4.3.8)

X .. c qCAY.my = AZ.m, ) =m(AY ey a= AZ Ty, ) (4.3.2)
" qZ " 13 12 e B B T
X c
or - . _?(q_mllrm.m3l) (4.3.10)
BXO q

X c
- S —Q(q.mlz—m.m32) (4.3.11)
BYO q '

X  _ c
= - = q.ml3-m.m33) (4.3.12)
BZO q
9x . _ 38X (4.3.13)
ax E)Xo
9X - . X (4.3.14)
oY aYO

IX  _ X
X - . 39X (%,3.15)
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‘cu

%)
™
O

(=B
>

Qiar
[

o
N

"

c
"3 (AX.m 1+&Y.m 2+aZ.m )
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As formulas acima sao validas para uma distancia focal

negativa.

4,4 - Obtencao das coordenadas Fiduciais (observacoes) e dos
Valores Aproximados dos Parametros.

4,4,1 - Coordenadas Fiduciais

As coordenadas fiduciais foram obtidas a partir de
coordenadas instrumentais medidas com um monocomparador Space-
Optic em fotografias tomadas com uma camara RMK A 15/23 dotada
de objetiva grande angular Pleogon A (¢=153,1lumm; onyo:O)‘

Tais coordenadas sao as mesmas do Projeto de Calibracao de Ca

mara da Universidade Federal do Parana.

L.4.2 - Refragao Fotogrametrica

As coordenadas de foto foram corrigidas da refracao

fotogramétrica atravées das formulas |23]:

1
_ _ _ e+l _ . c+l
(1-b2,) (2-2)+ BeFT) e b2)°* - (1-b7.)

€us = - -
(zS-zp)l (1-b2 )% - (l—pr)
1+40,000226a (1-bZ_ X
L P . (4.1.1)
1+0,000226a (l—sz)
ou
C |
Zg~Z, C+D 140,000226a" ~Pl4smiL)

Sendo,



e = base de logaritmos neperianos
ﬂn = logaritmo neperiano
a = 1,2256

b = 0,02257

c = 4,256
a' = 0,3638
b' = 0,1578

c+l c+l

A=a l(1-11p)C.114 Z1ID) " ° (A-bZp)” © _ (1-b2,)°2,
b(c+1) b(c+l)
B =a'l(z+ i) P (Zsm1l) gy o 1
S b' b|
C =a [(1-110)% (1-bZp)°

-b! -
o 'e b'(Zg-11) _ ‘

Z_: altitude de voo em km

Zp: altitude do ponto em km

€y’ refracdo fotogramétrica para um angulo nadir de 45°

Uy

Usa-se (4.4.1) para Z 11 kme (4.4.2) para

>
ZS - 11 km.

Chamando de (xg, y%) as coordenadas (x%, y*)

corrigidas da refragdao, temos | 24|
. . x*2 + vl .
xa - X"_EL’S(}--I- ‘:,'2'-—) X“

(4.4.3)

(u.4.u)

(4.4.5)

(4.4.6)

(4.4.7)
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X*Z + y*2

c*2

yi = y® - g, (14 ) y# (4.4.8)

As férmulas acima sao validas para uma foto perfeita-
mente vertical |25]. Portanto & necessario projetar a foto real
em uma foto sintética vertical com distancia focal c®. A trans

formacdao de uma foto real em uma foto sintética vertical é da-

da por:
1 1 X
my X' + myqy' o+ mggc (4.4.9)
X% = ¢
1 !
Mg F Mpgy ¥ Mygc
m-. X' + m,,y' + m,,cC
y# = c¥ 12 22 32 (4.4.10)
1 1
my,x' + myoy' + myac
onde (x*, y*) sadao as coordenadas sinteticas, (x', y') sao as

coordenadas reais, ¢ €& a distancia focal para a foto real e
Myq <+« Mgg sao os elementos da matriz rotacional. Isto re -
quer o conhecimento dos elementos de orientagao externa, que
sao obtidos na "iteracao zero". Como a matriz rotacional € or-

togonal, podemos retornar a foto real usando as formulas:

e o tale "Mz Ve T Ma® (4.4.11)
c N . . Y
May Xo M3y Yo * My3c
y' = ¢ 21 *c T Moz Ye ' Mo3 © (4.14.12)
c o B b ' ’
May Xo * Mgy Yo * Mgz C

Resumindo, obtemos uma solucao preliminar (iteragao

zero) sem considerar a refracao, usamos as (4.4.9) e (4.4.10),



para termos coordenadas sintéticas, corrigimos estas coordena-
das sintéticas por 4.4.1 (ou (4.4.2)), (4.4.7) e (4.u.8); e,

por Ultimo retornamos a foto real usando as (4.u4.11) e (4.4.12).

A correcao foi feita usando a subrotina REFRAX. Na
mesma fizemos c¥*= <¢.
4.4.3 - Valores Aproximados dos Parametros

Tendo em vista que dispunhamos de coordenadas topocég
tricas aproximadas, obtidas para o Projeto de Calibragao de Ca
mara, usamos estes valores. Também; do referido projeto, obti-
vemos as coordenadas dos pontos de apéio: pontos 12, 31 e 32.
Tais coordenadas tem uma variancia de 10'”m2. Entretanto,tais
valores aproximados poderiam ser obtidos graficamente do se -
guinte modo:

a) tragar em papel milimetrado as linhas fiduciais
correspondentes a primeira foto e locar em escala natural to-
dos os pontos da mesma. Como estes pontos aparecem na segunda
foto, podemos tracar as linhas fiduciais para a mesma e locar
os seus pontos restantes. O processo continua até a Ultima fo-
to;

b) caso tenhamos pontos de controle, calcular a esca-

la média das fotos por

(4.4.13)

4=
{
ol

sendo,
d: distancia entre dois pontos na foto

D: respectiva distancia no terreno;

c) caso nao tenhamos pontos de apoio, adotar como es-

cala média, a escala nominal de tomada das fotografias;

d) de posse da escala média locar (caso tenhamos pon-

tos de controle) ou arbitrar (caso contrario) a origenm do
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sistema topocentrico, orientado como na figura (1.1.3). Calcu-
lar as coordenadas (X,Y) de todos os pontos e (XO,YO) de todas
as fotos neste sistema topocentrico.

e) Conhecidos a escala média e a distancia focal ca-

librada (c), calcular a altura média de voo (H):-

(4.4.3140)

=l
i
o

f) Dispondo-se de pontos de apoio, adotar como valo-
res aproximados para as altitudes (Z), a média das altitudes
dos pontos de apoio ou os valores obtidos de uma carta (caso

tenhamos) .

g) Caso nao tenhamos pontos de apoio, adimitimos que
o terreno seja plano, e arbitramos um mesmo valor (Z) para

todos os pontos.
h) Calcular a média das altitudes de todos os pontos

(Z ) e a altitude de voo (Z ):
m o

Z =2 + H (4.4.15)

i) Adotar, para todas as fotos,¢ = w = 0 (o que cor-

responde a admitir que as fotos sao perfeitamente verticais).

j) 0 angulo x. & medido positivamente do eixo X para

0 eixo X.

b,5 - Aplicagao de Injungoes (Relativas) de Posigao aos

Pontos de Controle.

Aqui usamos o conceito de parametros ligados por

injungoes. As injuncgoes. utilizadas sao as seguintes:
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jxo . jXC

a a
JYZ. = JYg j= 1,2,...p(p=n? de pontos de apoio).
Jz2 = Izt (4.5.1)

sendo (X;, Y©

C - . .
20 Za) as coordenadas topocentricas calculadas ajus-

O
a?

tadas de um ponto de controle e (Xz, Y Zg ) as suas respecti'
vas coordenadas observadas ajustadas.

As equagoes (4.5.1) sao do tipo:

c
La = G(Xa) (4.5.2)
sendo,
ixo _
g ‘a Vetor das observagoes adicionais
La - lYZ ajustadas . i= 1, 2, ... D
iZo (4.5.3)
a
4.5.1 - Modelo Linearizado
Fazendo

Cc

L, = G(X)) (4.5.4)
c c c.

L =L ~-1L

fe} b (4.5.5)



C
V=L - 1L (4.5.6)

¢ c c
AX + L =V (4.5.7)
4.5.2 - Matriz dos Coeficientes
¢ _ 96 _
. ‘ -lo ¢ o (4.5.8)
X _ =X
a "o
com
340 AP 340
0 Xa ) Xa 9 Xa
JC JC j,C
9 Xa P Ya S Za
BJYZ 33v?2 33v2
C = - — . j =1, 2, p (4.5.9)
3dxc  3dy© 332°
a a a
3370 3340 3379
a a a
99xS  ady© 332°
a a a
Efetuando as derivadas obtemos P = I (matriz identi-
dade).

Portanto,

>0
"

o

-
(]
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4.5.3 - Equagoes Normais

Para obter as equagoes normais, devemos minimizar
funcao,

a
= C
o = VIPV + VT B ¥
o) A -~ 5
(P: matriz dos pesos das equagoes 4.5.1), o que nos da,
aTpa + BT B %) x + aTpr + 8T-8E) - o (4.5.10)

ou, simplificando,

C Q
(N + N) X+ (U+ U) =0

(4.5.11)

ra obtermos a matriz N'

O esquema abaixo mostra que, tendo-se a matriz N,

pa-
c
N + N basta somarmos os pesos

nas
. - e '
posigoes nao nulas de N. O mesmo fazemos para obter U'=U +

C
U
C C
P i A Y
| | |
g %
F;( 1 X
[4 .C
R 1 X L
F X
% 1
U
C C
! B B X
C
! B, R X
. [+ C
1 B, P, X
—4>—~-——°r € €
AP N
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4.6 - Programas Usados

Para executar o ajustamento proposto elaboramos um pro
grama em Linguagem FORTRAN (ver apendice) o qual consiste do
programa principal e das subrotinas VERSOL, PSEUDO e REFRAX.

Este programa permite (dentro das limitacoes de arma-
zenamento) executar uma agrotriangulagéo em bloco, para qual -
quer numero de pontos de apoio.

@Emandé de p o numero de pontos de apoio, temos:

a) Para p = 0, nao aplica injungoes e utiliza a subro

tina PSEUDO para calculo de NT.

b) Para 0 < P < 3, aplica (3P-2) injuncoes de posigao
e usa, ainda, a subrotina PSEUDO.

c) Para p 2 3, aplica (3P-2) injungdes de posigao e

usa a subrotina VERSOL para calculo de NTL.

-~

Nos Itens (b) e (¢) acima, nao impomos injungoes as
coordenadas X e Y do ultimo ponto de apoio lido. Entretanto de
vemos colocar um valor qualquer para tais coordenadas (valor
sem efeito) para que néoAhaja erro no formato de leitura.

A subrotina PSEUDO calcula a pseudo-inversa de uma
matriz (inclusive retangular), usando o método II, sem necessi
dade do conhecimento de sua caracteristica.

A subrotina VERSOL calcula a inversa ordindria de uma

matriz. O algoritmo usado encontra-se em Modro |26].

b.7 - Resultados

Apresentamos nas tabelas 4.7.1 a 4.7.9, os resultados
do ajustamento pelos dois métodos, bem como os dados utiliza-
dos.

Na obtengao destes resultados, usamos os seguintes



critérios de convergéncia:
a) Maximo de cinco iteracgoes.

b) Correcao nao superior a 107 3m para todas as coorde

3

nadas e 10 ° rad para todos os angulos de orientagao.

4,.7.1 - Testes Qui-Quadrado

Apresentamos, na tabela (4.7.9), testes de hipotese
correspondente aos doils metodos, bem como o valor do traco da
matriz variancia-covariancia. O teste de hipotese & feito ao
nivel de 95% de confianga. Testamos a hipotese bdsica (H)) de
que a variancia da unidade de peso a posteriori (82) éeja
igual & variancia da unidade de peso a priori (cg), contra a

hipotese alternativa de estes dois valores serem diferentes

(Ha):
a2 2
Ho‘ % % (4.7.1)
~2 2
Ha‘ Go'# % (4.7.2)
2

0 valor de X° e dado por |27]

X' = (ll.?.3')

Logicamente, no ajustamento classico devemos incluir

C
o vetor V

i C cC C
2 vIpy + vTBY (4.7.4)
X = 02
o

Para mais de 100 graus de liberdade a curva de
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qui-quadrado e aproximadamente igual a curva de distribuicao

normal com média g e variancia 2g, onde g & o nimero de graus

de liberdade.

De uma tabela de distribuigao normal obtemos, para

p = 0,475, z = 1,96. Entdo,

mar que:

x2 = g + 1,96 V2g
0,025
)

X = g - 1,96 V2g
0,975

A hipotese basica € aceita se:

2 2 2
X X X
0,025 0,975 (4.7.5)

Se &? for estatisticamente igual a qf podemos afir -

a) o modelo matematico esta correto;
b) nao ha erro grosseiro nas observagoes;
c) a variancia usada na formagao da matriz dos pesos

esta compativel com a exatidao do monocomparador.



-TABELA 4.7. l COORDENADAS FIDUCIAIS E RESIDUOS

(Desv1o padrao:

g = 0,004 mm)

98

* & & &2 & & = & & 0+ P & & & & & * & 2+ + & = +* & & * + =

ISESEANAYANSEARANANSRARARSRANSESN SN SRS ANSHARNAE AN SN SESE SN AN AW N

[ 78]

-

21.
23
24,
25,
26,
27,
28,
29,
30.
31,
33.
34.

.
Ry ]

OOORDENADAS FIDUCIAIS

X(MM)
=106, 00000
-1C0.45730

=71.5512Q°

-33.33580

-33.83870 .

-21.77350
- =4,025%90
-26.17340
-81,72940
-24,09810
~101.,44330
-28.,31820
-102,598860
~8.,48540
-8Q.,31850
-80.55120
-69,23330
=70, 38220
~73.42500
-80.,57290

-94,07130

~78,25270Q
=-75.57780
- —=36.598430
~-86.,78550
~-102.42220
-1086,92740
~113:84420
-101.,720850
-107.90000

 -84,53700

-31.,98370

2,618%0

7.67260
34,.55940
52.87170
68.73730
84.,359020

104,46310
82.985620
16.7011¢

4,67150
~2.54920
0.53470
~2.95450

101.,94860

~78.,62940
25.55710
3q.q3700

33.59810

Y(MM)
~-54.,41910
-&2,78430
-52.01850
-58.23800

-51.539310

-40,30220
-26.16540
16.,48080
30, 49320
50, 60040

43.82710 -

1..'!( 084810
21,3%9560
28.02330

~109,54470

"=-83.,03%930
S8.73220

77.55650

7191370
&0,25970
18.04040
34,93940
1h0419d0
-21.,21830
?.09780
—2.82240
-11.,52030
—292.879350
-39.07870
-41.986340

-5 ﬂ '50

e A i |

~37. 24880
~58.99120
-&7 . 28030
-74.142490
-54.39040
-57.34410
-46.34840
_3¢450560

10.,48440

25469930
45.469420

41.09900"

62467950
85.92370
21.464440
-80.359010
-88.,10780
58.892730

80,06260 -

’

RESIDUOS
- RX(MM) RY (MM)
-0.,00004 O, 00200
-0.000%94 - ‘0. 0028¢%
- 0.00187 -0.00345
0,001469 =Q, 00272
0.00216 -0.00231
-0,00278 ~0, 00045
-0.003510 Q.005883
0.00113 -0,00021
0.00017 -0, 00223
-0.0036% 0.00422
C.00033 -0,00079
0.00153 0.0024%
0.00250 =-Q,00003
-Q0.,00184 -0, 002682
0.0014 -0,Q00255
0,00162 0,00049
0.000353 0.00045
0.005032 Q. 00o08Y
Q0.00053 -0,00403
-0,00134 0.,00111
-0.,00126 0.00405
0,00704 -Q.,001443
-0.,00146 -0,003132
-0,00265 0.,00044&
-0,001%0 Q,004867
-0, 00028 -Q,00222
0.00351 0,00124
0.,00208 -0.,00140
-0,00337 -0.00484
0.,00183 0.00193
-0.00085 -Q.,00259
0.00213 -0.Q0173
-0,002464 0.00318
-0.,00033  0,00155
-0,00400 0.00238
0.00159 0,00070
-0.,00247 -0,00016&
-0.,00242 0.00122
-0.,00380 -0,00011
0.01000 -0.,00018
-0,00480 0.,Q0045
0,00040 0.00204
0000125 “0000?2?
. —Q.,00424 0,0023%9
-0.,00044% - 0.0030%9
0.00253 ¢.00152
_00001?4 “0000483
0.00136 -0,00213
0.00037 =-0,00125
~0,00073 -0.,00040
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TABELA 4.7.1 (Continuagao)
FOTO PONTO COORDENADAS FIDUCIAIS RESIDUOS
X(MM) Y (M) RX(MM) RY (MM)

3. 3. 26.154800 72.235230 0.00041 0.00153
3. 4. 24,5057¢0 50.37940 -0.000%92 -0.,00147
3. S 10.8%9750 772580 ¢.00350 -0.00148
3. S 24482140 34.78060 0.,0003% 0.0001&
3. T 32,83350 8.6%370 -0.,00074 0. 00045
3. 8. 29.402%0 12.13110 0.00229 0.00030
i. P 67.31710 -21,32910 -0.,00171 0. 00075
. 10, 18.02940 B8.75%30 -0.00028 -2.00250Q
3. i1, 2.08030 -3.17770 -0.0015¢8 Q. 00200
3. 13, ~F 76450 -29.94%2480 0.00354 -0.,0005¢
3. 14, 232070 ~-3F.295480 -0,00100 0.,00443
3. 15. -3.%48570 -42,15450 0.00217 -0,00030
3. 14, 12.479450 -52.,97820 0.00201 -0, 00004
K 17 S2,84570 -37.583820 -0, 00002 0.00085
3 i8. 104.246410 -59.247350 0.00151 -0, 00543
3. 12, 109.77510 -&7.+30030 -0, 00534 -0,0034¢
3. 26, 108.47020 26. 058880 0.00849 -0.,00132
3. 27. 4. 00750 46.30590 ~0.00934 0,0037%
3. 28. 83.713480 41.41580 -0.00148 ~0,00217
3, 29, ?1.70540 63.,55540 0.00021 0,00025
K 30. §8.14850 87.252&0 —-0,00219 0.,00575
3. 33, 24,58340 -80.,42420 —0.00001 ~0,00300
4, Se -84.,304R0 -89.55130 0.,00333 -0.,00314
4., b -100,71450 -74.23080 ~-0.00064 -0.00071
4. 7 ~-74,489080 -49,00550 0.00042 —-0,00446
4. 8. -78.80410 -72.22730 -0.001482 0,00325
4. ?. -44,91710 -35.538%9460 -0.00191 0.00209
4. 10. -78.63550 -83.,10510 0.00218 0.00325
4, 11, -63.92790 —-97.88120 -0.,00199 0,00309
4, 2. -55.48450 -102.27590 0.00341 -0.,00092
4. 13, -37.89300 -109.13110 0.00334 -0.,00444
4, 14, -28.78520 -$8.,23220 -0.00171 0.00227
4, S -25.89950 -103.8%9320 0.00320 -0,00434%
4, 16, -15.046080 -82.25840 0.001690 -0.,00027
4, 17, -22.72190 -50.4%280 -0.00014 0.00049
4. 18. -5.8952 2.05010 0.00180 0.00004
4., 19, 2.589490 $.87240 -0.00495 -0.00057
4, 20. 11.19060 33.78040 -0.00251 -0.0005¢9
4. 21. 1.65050 52.63540 -0.00233 0, 00005
4. 22, -5.91990 692.09170 -0.00325 0.00450
4, 23, ~146.50100 87.632190 0.00208 0.00247
4. 24, -30.32350 107.03240 G.00700 0.00579
4, 25, -74,33060 85.63500 ~0.,00045 -0.00805
4, 28. -82.82140 18.95%970 Q.00304 0.00218
q, 27 -102.50770 7+446330 0.00051 0.00460
4. 28, ~F7 97920 0.13700 -0.005%6 0.00164
4, 31. ~86.39370 105.735450 0.00084 -0,00265
4, 32, 91.,469380 22.82580 ) «QOR59 ~0.00145
4, 33, 12.46410 =77 31140 -0, 00237 -0.,00032
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TABELA 4.7.1 (Continuacgado)
FOTO PONTO COORDENADAS FIDUCIAIS RESIDUOS
X(MM) Y (MM) RX(MM) RY (MM)
£ 34, 24,70500 24.31010 ~-0.00224 -0, 00474
S 1. -39.22540 -71.01850 . ~0,00057 -0, 000%4
5. 2. -50, 48100 -71.,95340 0.,0000% -0.00210
S 3. -S2,69210 ~73,.97450 ~0., 00268 -0.,00111
S, 4, -4Q,83300 -82.17340 ~0.001&5 “Q,00149
5. Se 0.7%130 -95,43380 0.00043 0,00117
S & -15,.52150 -80.03250 0.00053 -0.00234
S 7 10.54930 -53.75&70 -0.,0010% 0. Q0043
S 3. &, 75050 ~77.529&0 0.00202 -0.00133
S 2. 40,46500 -32.,78480 0.00325 0. 00232
s. 10. ?.,734920 -83,60500 Q0. 00080 -0, 00027
S 11. 20.83%00 -103.457&80 0,00184 -Q,00115
S 12, 292.11210 -107.76110 0.00193 -0.,00432
S 13, 48, 29020 -114,28s800 -0.,00604 ~0,Q0123
S. 14, S55.71890 -102.92470 0.,00131 0.,00233
S S 58,19940 -108.,480240 -0.0016% 0, 00020
S 16, &P ,39780 ~-84,383500 -0,004420 -0, 00082
Se 17, 55.83210 -54,41520 ~Q 00077 -0, 00243
S 18, 78.,00390 -1.,984460 -0, 00206 0.00113
5. 19, T 84.12910 2.79780 0.,00627 0,0071%
5 20, 23 ,39350 29,20730 0.00218 0.00282
5. 21. 84,789%90 47 ,652%0 0,00022 -0,00318
=. 22, 78.72020 63.74410 0.Q0078 -0, 00423
s, 23, &3.869730 81.97180 -0.00217 0.00258
5. 24, S55.&8230 100.95540 -0.,00132 0.00254
Se 5, 11.98070 C80.,92510 ~0. 00059 -0, 00435
5. 26. -7.80810 14,93590 ~0.00247 -Q,00342
5. 27, -28.33340 3.38720 0.00528 0.00221
S. 28, -23.,83110 -4,00900 -0,00328 0.00378
5. 29, -45,74520 -0.35210 0.00535 0.00042
S. 20, -49.63290 ~3,34280 0,00549 ¢.00183
S 31 1,45470 100.82920 -0,00057 - 0.00113
S 33, 95,71610 -80.81440 ~-0.00885 0.00246
S. 34, 1086.47540 19,90620 0.00050 0.00188
S 1. H0 .+ 65420 ~-70.01010 -0.00C¢27 0.00004
& 2. 33.86140 ~70,646520 0.00033 - -—-0.,00227
R 3. 47.11900 -78.,71570 0.00021 0.00017%
& 4, 59.33280 -81.08990 0.00135 0.00403
& S, 101.40250 -95,17810 -0.,00144 -0.,00041
& b 84.88600 - ~7%9.37400 -0.00130 = -0,00452
&, 7. 110.85440 -53.11710 0.00126 = 0.00445
8. 107.463290 =77 .20080 -0.,00330 -0.00220
10, 110.72610 ~-83, 44570 0.00124 ~0,00072
25, 111.41320 84.,78%910 0.00025% ¢.00015
24, 80.50770 16.55250 -0.00357 -0.,00071
27, 59.26910 4.51670 0.00453 0.00570
'3, $3.87500 ~2.87720 -0.000%94 -0.00538
29, 41.61460 0.52470 0.00019 0.00249
30, 17.88020 -2.75400 0.00318 ~0.00187
31, 10160840 104.87350 T -0.,00118 0.000%%



TABELA 4.7.2

FOTO

D LIS

KAFO (RALD

1+45407
1.47161
1.47026
=0, Q7322
“Qe Q7543
-0, 08871

FHICRALD

0.01101
=0.,00572
0.0078%
~Q4s00937
Q.02712
=0+ 03001

OMEGAC(RALD

~04+01406
~0,00559
0.00540
0.,03979
Q.0242]
0. 02765

VALORES APROXIMADOS DOS PARAMETROS

X0 (M)

1721,990
1875,190
20064150
1190.620
QIIGTV0
3061800

YOCH)

799530
1919.240
29646.540
1906, 050
W21 320
1741,290

20(M)

2771 .050
2767 .440
Q761,340
G77343580
Q747 060
27@70059

Lot



TABELA 4.7.3 VALORES APROXIMADOS DOS PARAMETROS

FONTO

SO s N s G RD

X{M)

2552,674
2772.975
DERT 197
2574.890
21&82,152
2317.529
2028.117
2088.841
1703.624
2064,173
1959.,291
1875.,1488
1698,249
588,322
1563.889
1429.187
1555.,754
1265.997
1172.8%94
1060,54%
1147.517
1209.982
1308.,955
1435,299
1907,765
21468.282
2419,829
2373.8649
2627.314
2908.,479
2003.614
638,410
1133.212
924,544

Y{M)

2556.381
2551.,936
28637.415
2467.299
2847.,035
284469.345
2424 ,954
