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Resumo

Esta tese refere-se a aproximacao numérica da equacao da onda acustica bidimensional
com coeficientes varidveis, que modela a propagacao de ondas compressionais em meios
heterogéneos. Duas condigoes de fronteira diferentes sao consideradas, a saber, a condigao
de Dirichlet e a condicao de Engquist-Majda. Em ambos os casos, a discretizacao no
espaco ¢ feita usando-se o método de elementos espectrais baseado na regra de quadratura
de Gauss-Lobatto-Legendre, enquanto a discretizagao no tempo é feita usando-se um dos
métodos explicitos da classe de esquemas de diferencas finitas de Newmark. Uma analise
hp do erro de discretizacao é apresentada, fornecendo limitantes superiores para o erro em
termos do tamanho dos elementos da malha, do grau das func¢oes de base polinomiais e do
passo no tempo. Esses limitantes generalizam vérios resultados conhecidos na literatura
no contexto da equacao da onda com coeficientes constantes. Experimentos numéricos

sao reportados, confirmando os resultados tedricos obtidos.

Palavras-chave: M¢étodo de Elementos FEspectrais, Equacdo da Onda Acistica, Meios

heterogéneos.



Abstract

This thesis concerns the numerical approximation of the two dimensional acoustic wave
equation with non-constant coefficients, which models the propagation of P-waves in het-
erogenous media. Two different boundary conditions are considered, namely the Dirichlet
condition and the Engquist-Majda condition. In both cases, the discretization in space
is performed using the spectral element method based on Gauss-Lobatto-Legendre quad-
rature formula, while the discretization in time is performed using an explicit method
from the Newmark family of finite difference schemes. A rigorous hp analysis of the dis-
cretization error is presented, providing upper bounds for the error in terms of the element
mesh size, the degree the polynomial basis functions, and the time step. These bounds
generalize several known results in the literature in the context of the wave equation with
constant coefficients. Numerical experiments are reported, confirming the theoretical re-

sults obtained.

Keywords: Spectral Element Method, Acoustic Wave Equation, Heterogeneous media
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Capitulo 1
Introducao

Diferentes problemas em fisica e engenharia sao descritos por equacoes diferenciais parciais
sob um dominio €2 e determinadas exigéncias na fronteira deste dominio. A solugao de
tais problemas podera ser obtida analiticamente (por exemplo, via séries de Fourier) de
acordo com a geometria do dominio (retangulos, semiplanos ou circulos).

E necessario recorrer a métodos numéricos para procurar solugoes aproximadas quando
nao é possivel encontra-las analiticamente, tipicamente no caso de equagoes diferenciais
parciais nao-lineares, quando ocorrem coeficientes variaveis na equagao, e também quando
trabalha-se em dominios complexos.

No caso dos problemas em dominios nao usuais destaca-se o Método de Elementos
Finitos (MEF) pelas suas vantagens computacionais. O desenvolvimento do Método dos
Elementos Finitos (MEF) teve suas origens no final do século X VIII, quando Gauss propos
a utilizacao de fungoes de aproximacao para a solucao de problemas aplicados. Durante
mais de um século, diversos matematicos desenvolveram teorias e técnicas analiticas para a
solugao de problemas, entretanto, pouco se evoluiu devido a dificuldade e a limitagao exis-
tente no processamento de equagoes algébricas. O desenvolvimento pratico desta analise
ocorreu somente muito mais tarde em consequéncia dos avancos tecnoldgicos, por volta de
1950, com o advento da computacao. Isto permitiu a elaboracao e a resolucao de sistemas
de equagoes complexas. Em 1956, Turner, Clough, Martin e Topp, trabalhando em um
projeto de aeronaves para a Boeing, propuseram um método de andlise estrutural, similar
ao MEF [50]. Mais tarde, em 1960, Clough utilizou pela primeira vez o nome de Método
dos Elementos Finitos [14]. A partir de entao, seu desenvolvimento foi exponencial, sendo
aplicado em diversas dreas da engenharia, medicina e areas afins.

Esse método, assim como a maioria dos métodos numéricos para aproximacao de
solucoes, faz uso de construcao de malhas relativas a geometria do dominio do problema.
E natural supor que um refinamento da malha escolhida influencie na qualidade da apro-
ximagao da solu¢do. No entanto intimeros trabalhos, dentre eles citamos [3, 5, 40, 47, 48],
indicaram que aumentar progressivamente o grau dos polindmios mantendo uma malha

fixa de elementos finitos é mais vantajoso do que o refinamento uniforme ou quase uni-



forme da malha. Para distinguir entre a reducao de erros de discretizacao por refinamento
da malha e a abordagem alternativa, que foi baseada no aumento do grau das fungoes de
base polinomiais, os rétulos versao h e versao p foram estabelecidos pelo seguinte motivo:
normalmente o simbolo h é usado para representar o tamanho dos elementos finitos. A
convergéncia ocorre quando o tamanho do maior elemento (h,,.,) é progressivamente re-
duzido (dai o nome versao h). O grau polinomial de elementos é geralmente representado
pelo simbolo p. A convergéncia ocorre quando o menor grau polinomial () é pro-
gressivamente aumentou (dai o nome versao p). As versoes h e p sdo apenas aplicagoes
especiais do método dos elementos finitos, o qual, pelo menos em principio, permite alte-
rar a malha de elementos finitos concomitantemente com o aumento do grau polinomial
dos elementos. Essa abordagem é geralmente chamado de versao hp.

Uma das versoes hp do Método de Elementos Finitos é o Método de Elementos Espec-
trais, que reune duas qualidades importantes: a convergéncia exponencial dos métodos
espectrais e a maleabilidade em relacao a geometria dos elementos herdada dos Métodos
de Elementos Finitos. Tais vantagens tém feito com que ele seja usado nas mais di-
versas areas do conhecimento. A principio foi empregado em problemas da dinamica dos
fluidos computacional ([10, 25, 39]), e posteriormente para modelar a propagagao de ondas
eldsticas em sismologia ([29, 30, 41]).

Esse método vem ganhando crescente atencao em problemas hiperbédlicos de segunda
ordem, como a propagagao de ondas [7, 12, 16, 17, 33, 36, 49, 51, 53, 54]. Uma variante
particular desse método, que utiliza os pontos de integracao de Gauss-Lobatto-Legendre
(GLL), conduz a métodos iterativos explicitos no tempo que nao dependem da solugao de
sistemas lineares, embora estes métodos estejam sujeitos a uma condi¢ao de estabilidade
que restringe a proporcao entre o tamanho do elemento da malha e o incremento temporal,
que é mais severa para equacoes parabdlicas e um pouco menos para equagoes hiperbodlicas.

Neste trabalho consideramos a equagao da onda acustica bidimensional com coefici-
entes nao constantes. Seja 2 um dominio retangular e f(x,¢) uma fungao dada. Sera
denotado por = (z1, z3) um elemento arbitrario de €2 e por ¢t um elemento arbitrario do
intervalo (0,7) C R, sendo T uma constante positiva. Tem-se a equacao

2

0 w.t) + div(Al2) V) = fla.t) em Q x (0.T), (1)

sendo A = (a;;) uma fungdo matricial de ordem 2 x 2 simétrica e positiva-definida com

coeficientes nao constantes e limitados. Esta equacao é sujeita as condigoes iniciais

u(zx,0) = ug(x); %(m, 0) =ui(x); em . (1.2)

Serao estudados dois problemas que diferem apenas pela sua condicao de fronteira. O

primeiro problema é formado pelas equagoes (1.1), (1.2) e pela condigao de fronteira de
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Dirichlet
uw(x,t) =0, 00 x (0,7T). (1.3)

O segundo problema ¢é formado também pelas equagoes (1.1) e (1.2), porém com a

condi¢ao de fronteira de Engquist e Majda, [23],

—A(w)g—:i(w,t) = %(w,t), o0 x (0,7), (1.4)

em que m representa o vetor unitario normal exterior. Essa condicao de contorno é do
tipo nao-reflexiva, isto é, seu objetivo é fazer com que ondas que se deslocam do interior
da regiao () para as bordas nao retornem quando passarem pela fronteira. O estudo desse
tipo de fronteira tem sido amplamente estudado por conta da sua aplicagao em estudos
de terremotos, tsunamis, localizacao de petréleo, entre outros, [11, 30, 42], j4 que nesses
casos considera-se um dominio infinito (que, por motivos computacionais, se faz necesséaria
uma fronteira artificial).

Para verificar se um método numérico realmente fornece uma boa aproximacao da
solucao do problema desejado é preciso uma analise cuidadosa de erro. Claramente a
importancia dessa andlise em problemas aplicados faz com que o assunto erros de apro-
ximagao seja largamente estudado. Tipicamente uma analise de erro consiste em limitar
a norma (L? e H') da diferenca entre a solugio exata e a solugao aproximada por ter-
mos convenientes. No caso da versao hp, esses termos dependerao de alguma forma dos
parametros h e p.

No entanto, apesar da importancia do problema (1.1)-(1.3) e do problema (1.1)-
(1.2),(1.4), ndo existe na literatura uma anélise de erro geral do método de elementos
espectrais para estes problemas. Os trabalhos conhecidos tratam apenas da analise do
erro para casos particulares dos que exibiremos neste texto.

Sobre os casos particulares do primeiro problema, Maday e Rgnquist [35] fizeram uma
analise p considerando coeficientes nao constantes, além de admitir elementos distorcidos.
Porém, este trabalho considera apenas a versao estacionaria da equagao da onda (ou seja,
a equagao de difus@o). Por outro lado, Durufle, Grob e Joly [22] novamente consideram
elementos distorcidos e estudam a equacao da onda, porém com coeficientes constantes.
Paralelamente, Zampieri e Paravino [55] e Rong e Xu [44] fizeram uma anélise hp da
mesma equagao. A diferenca essencial entre [22] e [44, 55] é que o primeiro trabalho rea-
liza a andlise no dominio da transformada de Laplace (utilizando a transformada inversa
para demonstrar a validade do resultado no dominio do tempo), enquanto os outros dois
conduzem o estudo no dominio do tempo, seguindo os passos descritos em [43]. Recente-
mente, Bradji e Fuhrmann [7] obtiveram estimativas de erro para a derivada temporal da

solugao.
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Ja para o problema (1.1)-(1.2) com condi¢ao de contorno (1.4) de Engquist e Majda
[23], cita-se Dupont [20], que realiza apenas a anélise h deste problema, considerando co-
eficientes constantes. O esquema de discretizacao no tempo é estavel independentemente
da escolha do incremento temporal At e escolhido de modo a minimizar o erro de trun-
camento. Além disso, a condicao de fronteira geral é analisada. Posteriormente, Dupont
e colaboradores [15] estenderam a andlise para um problema com coeficientes varidveis
discretizados pelo método de elementos finitos mistos com a base de Raviart-Thomas-
Nedelec.

A anélise geral de erro 6timo desenvolvida neste texto se deu do seguinte modo: Ini-
cialmente, consideramos o problema (1.1) com condigao de contorno nula (1.3). Com a
finalidade de obter uma estimativa de erro 6tima tanto para o parametro h quanto para
o parametro p, uma solucao aproximada foi obtida aplicando o método de elementos es-
pectrais com regra de quadratura de Gauss-Lobato-Legendre para discretizar os termos
da equagao que dependem do espaco. Para discretizar os termos que dependem do tempo
foi usado o esquema de diferencas finitas Leapfrog. O desafio nesse caso foi adequar
os resultados ja existentes sobre a analise hp para o caso da equacao com coeficientes
nao constantes, pois este coeficiente interage com os outros termos pelo produto, o que
causa uma situacao delicada por conta dos espacos de Sobolev adotados. Depois disso,
os resultados adaptados foram usados para obter a estimativa de erro ja descrita. Essa
estimativa foi validada numericamente usando um algoritmo desenvolvido na linguagem
Fortran, considerando problemas-teste em que a solucao exata é conhecida. Além disso,
foram reproduzidos os testes feitos em [44, 55].

Ja para o problema com condigao de contorno de Engquist e Majda, além da adequagao
dos resultados para o coeficiente nao constante, foi necessaria uma adequacao para esse
termo de fronteira. Novamente nosso interesse foi obter uma estimativa hp étima para essa
equacao que, depois de discretizada espacialmente pelo método de elementos espectrais
com regra de quadratura GLL e pelo esquema de diferencas finitas Leapfrog no dominio do
tempo, apresenta os termos provenientes da fronteira em questao. Tais termos pertencem
a um espago de Sobolev fracionario, e esse fato exigiu atengao redobrada, novamente pelo
produto que surge com outros termos de espagos de Sobolev diferentes. A estimativa
obtida para esse ultimo caso foi corroborada por experimentos numéricos que comparam
uma solucao exata dada com a solucao aproximada obtida pelo método.

Em linhas gerais, o trabalho foi dividido em quatro capitulos. O primeiro trata de
assuntos preliminares e de conhecimento geral que foram usados ao longo do estudo dos
problemas (1.1)-(1.3) e (1.1)-(1.2),(1.4). O segundo capitulo tratard da andalise hp da
equagao (1.1) com condigoes iniciais (1.2) e de fronteira nula (1.3); o terceiro tratara da
andlise hp do problema (1.1) com condigbes iniciais (1.2) e de contorno (1.4) de Engquist

e Majda [23]. Finalmente o quarto capitulo expord os testes numéricos realizados.
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Capitulo 2
Preliminares

Este capitulo é dedicado aos fundamentos tedricos que serviram para o desenvolvimento
desta tese. Os espacgos de funcgoes usados, suas propriedades e resultados convenientes
relacionados [24, 34, 37, 43] foram agrupados na se¢ao 2.1. A segunda secdo revisa a
formulacao variacional cléssica de problemas elipticos e hiperbédlicos de segunda ordem,
seguindo [24, 43]. Em seguida, considera-se a discretiza¢ao destes problemas pelo método
de Galerkin [28, 13, 43]. O Método de Elementos Finitos sera descrito na segao 2.4, assim
como o Método de Elementos Espectrais [32, 39, 45] e uma sintese dos operadores de
projecao e de interpolacao usados neste trabalho.

Daqui em diante, as derivadas temporais serao denotadas por
.. 3 4
a, t, u® W

enquanto as derivadas parciais no espaco serao denotadas por

ou ou 0*u  O*u
Oxy’ " Oz, 0x3 Ox 0y’

Além disso, dado o multi-indice a« = (ay,...,qa,) € N" denotaremos a derivada

espacial de ordem «a por

olely

D= —————
Ozt - - - Qaon’

com |a|=a;+...+ q,. (2.1)

2.1 Espacos de funcoes

2.1.1 Espacos de Sobolev

Nesta secao vamos introduzir os espacos utilizados na formulacao variacional do problema
(1.1)-(1.3). Seja © um conjunto aberto e limitado do R" com fronteira suave. Definimos

por C*(2) o espago vetorial das fungoes reais em (2, infinitamente continuamente dife-



renciaveis. Dada uma funcao u definida em €2, denomina-se suporte de u ao fecho em {2
do conjunto dos pontos de 2 onde a funcdo u é diferente de zero. Por C§°(§2) estamos

denotando o subespago do espago C*(2) com suporte compacto contido em Q.

Definigao 2.1 (Convergéncia em C5°(2)). Diz-se que uma sequéncia (¢, ),en pertencente

ao espago C§°(SY) converge para zero quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

1. As fungoes (p,) da sequéncia possuem suportes contidos num compacto K C €);

2. A sequéncia (p,) e a sequéncia de todas as suas derivadas convergem uniformemente

para zero em K, ou seja,(D%p,) — 0 para todo multi-indice o € N™.

O espago vetorial C§°(£2) munido da nogao de convergéncia acima é denominado espago
das fungdes teste, representado por D(2). Com a nogao acima podemos entao definir o

espaco das distribuicoes.

Definicao 2.2. Denomina-se distribuicao sobre ) a toda forma linear T', continua em

D(Q), ou seja, uma distribui¢ao € um funcional T : D(Q)) — R satisfazendo as condi¢oes:
1. T(af + Bg) = aT(0) + BT(¢), 0, B € R, 0, € D(Q);

2. T € continua em D(R), ou seja, se (p,) converge para zero em D(Q) entao T(p,)

converge para ze€ro €m R.

O espago das distribuigdes com a nogao de convergéncia é denotado por D'(£2),[19].
Pode-se mostrar que as fungoes localmente integrdveis, ou seja, as fungoes u € L (Q),

definem univocamente uma distribuicao dada por

(T, p) = /Qu(w)ga(m) .

Como podemos identificar de forma tnica a distribui¢ao 7, com a fungao u € Li .(Q),
quando nao houver ambiguidade escreve-se u em lugar de T, e assim temos a dualidade

definida por

(u, o) = /Q u(@)p(x) dQ, Yu e L (Q), Yo € D(Q). (2.2)

A derivada de ordem « de u € D’(Q2) é definida no sentido das distribuigdes do seguinte

modo:

(D%, @) = (=1)I*l (u, Dy, Yo € D(Q). (2.3)

Segue de (2.3) que toda distribuigao é infinitamente derivavel, pois ¢ € C3°(Q2).
Seja © um aberto do R™. Definimos o espago L?(£2) das fungoes Lebesgue mensurdveis

por

L2(Q) = {u QR /Q ()2 92 < oo} , (2.4)
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cujos produto interno e norma sao definidos por

(u,v) = /Qu(a:)v(a:) dQ e ||ull} = (u,u). (2.5)

Observagao 2.3. Nesta tese entenderemos o produto interno definido em (2.5) como
o produto interno continuo ou simplesmente produto interno. Porteriormente, outros
produtos internos serao definidos, o0s quais serdo devidamente identificados de acordo

com Seu uso.

Definimos o espago H™(2), com m € N, por
H™"(Q)={u:Q—R:ue L*Q), Due L*(Q); 1< |a| <m} (2.6)

O produto interno em H™(S2) ¢ dado por
(U, ) = Z / D%u(x)D%(x) dQ, Vu,v e H™(). (2.7)
la|=0" €

O espago de Sobolev H™(2) com o produto interno definido em (2.7) é um espago de
Hilbert, para m = 0,1,...,n € N. Em particular, quando m = 0, temos H°(Q2) = L?*(2)

e para m = 1, temos

H%D:{UEL%W:g%GL%mﬂ:ﬂwnm}, (2.8)

cujos produto interno e norma sao dados por
(u,v); = / u(x)v(x) dQ + / Vu(z) - Vo(z) dQ e ||ulf = (u,u). (2.9)
Q Q

Para lidar com restrigoes de fungoes de H'(2) & fronteira de €, utilizamos o seguinte

teorema [24]:

Teorema 2.4 (do Trago). Eziste um operador linear vy : H'Y(Q) — L*(T) tal que
You = u para toda u € H'(Q) N C(Q) ey € continua, ou seja,

Ioull g2y < Cllully

O operador 7y é denominado traco sobre I'. Desta forma, para toda funcao u € H(),
o trago de u é definido por densidade como yyu = ulpr € L*(T"). Vale também o seguinte

resultado:

Teorema 2.5. ([8, Teor. 1.6.6]) Se Q2 tem fronteira I Lipschitz continua, entdao existe
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C > 0 tal que
1/2
oull 2y < Cllul[ully® Vu e HY(Q).

Um subespago importante do espago H'(£2) é o espago H}(Q2), definido pelas fungoes

u € H'(Q) que se anulam (no sentido de tragos) na fronteira I' de €, ou seja,
Hy(Q) ={uec H(Q):ur=0}.
Algumas propriedades importantes usadas no texto sao dadas abaixo, cujas demons-
tragoes podem ser encontradas em [24].

1. Dual ([37], subsegao 2.23). Denota-se por H () o espago dual do espago
H{ (), ou seja, H~1(Q) é o espago dos operadores lineares e continuos definidos em
H(Q2). Quando se diz que uma distribuigao T pertence a H (), significa dizer
que T', definida em D(f), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao

espago H~1(9), isto é, existem fungoes g, € L*(Q), |a| < 1, tais que

para todo u € H}(Q).

2. Densidade. O espago das fungoes teste D(2) é denso em H}(Q) na norma do
H'(Q), ou seja, para qualquer fungdo u € H} (1), existe uma sequéncia de fungoes

{u,} € D(Q) convergente para u € H'(Q).

Observagao 2.6. Identificando o espago L?(Q) com seu dual (L*(Q2)) e das duas

propriedades anteriores, podemos concluir as sequintes inclusoes:

D(Q) € HY(Q) ¢ L2(Q) ~ (LX(Q)) ¢ H(Q) c D'(Q).

3. Equivaléncia de normas. No espago Hj (), a semi-norma |u|; = ||Vul|o define
uma norma equivalente & norma usual [Jul; do espago H'(f2), ou seja, existem

constantes positivas C e Cs tais que
Cillully < fufy < Calfulls, (2.10)

A primeira desigualdade é conhecida como desigualdade de Poincaré-Friedrichs e a

segunda ¢é uma consequéncia imediata da definigdo da norma ||ul];.

4. Densidade em H™(Q2). O espaco das funcdes continuas de ordem k, C*(Q) sdo
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densos em H™(Q2), m = 0,1,..., onde k > m. Esta importante propriedade, implica
que qualquer funcao do H™(£2) e suas derivadas podem ser aproximadas por fungoes
do espaco das funcdes continuas C¥(€2). Neste caso, as derivadas sio no sentido

classico.

5. Desigualdade de Cauchy. Para quaisquer a,b € R,

a’> b b?
ab < — + — em geral, dado € > 0, ab < ea® + — | .
2 2 4e

6. Desigualdade de Young. Sejam 1 < p,q < oo com 1/p+1/q = 1. Para quaisquer
a,beR,

a? b
ab < — + —,
p q

e em geral, dado € > 0, temos ab < ea? + C(e)b?, sendo C(€) uma constante que

depende de €.

7. Desigualdade de Hélder. Suponha 1 < p,g < oo com 1/p+ 1/q = 1 (por

convengao, quando p = 1 toma-se ¢ = 00). Entao se u € LP(Q2), v € LI(2) temos
| lut@yo@)] 49 < o ol
8. Desigualdade de Minkowski. Suponha 1 < p < oo e u,v € LP(2). Entao
w4 vllzr @) < llulle@) + v]lLe@)-

9. Férmulas de Green. Sejam u,v € C%(Q). Entdo:
(i) /Au(w) aQ :/ Vu-n(s) do,
Q o0

(ii) /QVU(:B) -Vu(zx) dQ = —/Qu(ac)Av(m) dQ + ., Vu-n(s)u(s) do,

(iii) /Qu(zc)Av(w) —v(x)Au(x) d2 = (u(s)Vu - n(s) —v(s)Vu-n(s)) do,

o0

em que 1 é o vetor normal exterior a 0f).

Lema 2.7 (Desigualdade de Jensen, [24]). Suponha f: R — R convexa e Q C R"

aberto e limitado. Se u : ) — R € integravel, entdao
f(l /udQ)< ! /f(u)dQ
9 Ja — 19 Jo '
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2.1.2 Espacos de funcoes com dependéncia temporal

Seguindo [43, Sec. 7.2], vamos introduzir espagos de fungées v : t — v(t) sobre (0,7) a
valores em um espago de Banach X de norma ||-|| .

Para cada inteiro m > 0, designa-se por C"™(0,7; X), com 0 < T < 400, 0 espago
das fungbes m vezes continuamente diferencidveis sobre [0, 7] a valores em X; este é um

espaco de Banach com a norma

— 0
Pllerari = gz (sup, 1000 ) 21

Por outro lado, para todo p € R com 1 < p < +00, 0 espago LP(0,7; X) é definido
como o espago das fungoes v : t — v(t) fortemente mensurdveis em sobre (0,7") pela
medida dt, isto é, as funcoes escalares ¢ — ||v(t)|| sdo mensurdveis para a medida dt.

LP(0,T; X) é um espago de Banach com a norma

T 1/p
T ( | o dt) |
0

O espago L>(0,7T; X) é formado por todas as fungoes fortemente mensurdveis f :
(0,7) — X tais que

1l e .30 = sup [[f ()] < oo,
te(0,7)

onde sup denota o supremo essencial.

2.1.3 Espacos de Sobolev fracionarios

Seguindo [37, Sec. 2.6], vamos definir os espacos H*(2), quando s é um real positivo e
um aberto do R", partindo de uma caracterizacao particular dos espagos H™(R"), com
m inteiro positivo. Nesta secdo u estard representando a transformada de Fourier de u e
@ a transformada de Fourier inversa.

Seja J(z) = (1 + |z>)™? x € R". Denota-se por S(R") o espaco das funcdes
u € C*(R™) tais que

Pm(u) = ‘nllgx sup Jo(x)?|Du(x)| < 0o ¥Vm € N.
a|sSm gpcR”

Analogamente as defini¢oes 2.1-2.2, temos as seguintes defini¢oes de convergéncia e de
distribuigoes em S(R"™)

Defini¢ao 2.8. Diz-se que uma sequéncia (p,),en C S(R™) converge para zero em S(R™)

quando py,(¢,) — 0 para todo m € N.
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Defini¢ao 2.9. Denomina-se distribuicdo temperada toda forma linear T : S(R") — R

tal que, se (¢,) converge para zero em S(R™) entao T(p,) converge para zero em R.
O espaco dos distribuigoes temperadas é denotado por &'(R™).

Proposicao 2.10 ([37], Prop. 2.6.1). O espaco H™(R™) em (2.6) pode ser equivalente-

mente definido como
H™R") = {u e S'(R") ; J,(x)u € L*(R")}.
Além disso, a aplicagao v — |||ul||m de H™(R™) — R definida por
el = 1| Jm ()| L2rr) (2.12)

¢ uma norma equivalente a norma induzida por (2.7) com Q@ = R".

Vamos considerar agora Js(x) := (1 4 |z|?)*/?, £ € R”, sendo s um niimero real nio

negativo. Define-se
H*(R™) = {u € S'(R") ; J,(x)u € L*(R")}
com o produto escalar definido por
(o) = | @) il@)i@) o,

cuja norma por ele induzida é:

2l ey :/R Ji(@)*fi(z)[* d = [|Jo(@)l| L2 gn)-

Proposigao 2.11 ([37], Prop. 2.6.2). H*(R™) é um espaco de Hilbert e S(R™) estd

continuamente imerso em H*(R™), sendo ai denso.
Corolario 2.12. D(R™) € denso em H*(R™) e D(R™) — H*(R™).

Seja s > 0e H*(R") = (H*(R™))" o dual de H*(R™). Segue da Proposicao 2.11 que
S(R™) — H*(R") — H*(R") — S'(R").
Associamos ao espago H *(R"™) a seguinte norma:

[ fll -2 @ny = sup{[(f, w)| - u € H*(R"), [|u|

Proposicao 2.13 ([37], Prop. 2.6.3). Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
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o) H*(R") = {f € S'(R") : J(x)"'f € [AR")} V[eHR");

) M lar=sery = 1Js(@) 7 flliony ¥ f € HT*(RY).

Proposicao 2.14 ([37], Prop. 2.6.4). Se ¢ € S(R") e u € H*(R") com s > 0, entdo
a) pu € H*(R™);

b) A aplicacao linear u — pu de H*(R"™) — H*(R™) € continua e verifica:

lpull s @ny < Clll] @ llwl o @),

sendo que 2r — 2s > n, C? = (2m)"Cy2* Tt ¢

1
Cy = — dQ.
" /R (1 + |a[?)r=*

Proposicao 2.15. Suponha s > n/2. H*(R") é uma dlgebra, ou seja, existe Cs > 0 tal

que

[uv||gs@ny < Csllull @m0l s @n)- (2.13)

Demonstracao. A prova serd dividida em trés passos:

(a) Se u,v € L2(R") e K(&m) = (1+ [€[)"2(1 + & — nf>)""/2(1 + In]?) /2, entao

(1+ €172 (wo) (&) = [ K(&m)u(& —n)o(n) dn :

R”

(14 Py @)(©) = [ (14 IEP)Pa(E - mitn) dn

_ s (LH 1€ =m*)*? (L+[m|*)** _
= [ P e i — i) dn

= [ (+lg = nPy e — m)0+ 0Py o) K (Em) dn.

(b) A fungao K (&, n) satisfaz as seguintes desigualdades:
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2° €]

A+ Py € —nl> 5" De fato,

1) K(§,mn) <

V

Ale —n> > |¢?
41+ € —nl?) 1+ ¢)?
25(1 + |&€ — m[*)*? (1+ &)
arlen
T+ &~ nP)
(1 + )" .
(T~ nP) 20+ P = (L [

Vv

v

IN

S

(T+ = nP)"

2) K(&m) < se [€ = n| <[] < |€]/2. De fato,

|
v

& —n|
&l — |n

|
v

n
Alml?
4(1+ nl?)
(14 [€[*)*> 25(1 + |n*)*/?
(1+|¢[*)? 2°
(L+ [m[2)=/2(1 + € — m|?)*/2 (1+[€ —n[?)/?

[a—y
_l’_

mon |
IA A

IN

IN

(c) Seja
C§) = [ K(&mn)dn.

R"

Pelo que foi provado em (b), temos que

ciey < [ I s el > )2
T 2 (g =nP) 2 dn se € —n| < [€]/2
logo, C': R — R é integravel, ja que (1+|n|?)™*/% e (1+|€ —n|?)~*/? sdo integraveis.

Temos em particular que dp = Kéfg) dn é uma medida unitaria. Por outro lado, pela
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propriedade de convolugao,

(1+ €[2)/2(un) (€) = / (1+ [€[2)2a(€ — m)a(n) dn

n

= [l = nP) (e~ w1+ ) E) K E ) d

Tomando o moédulo e elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

2

L+ &) fa=a* < Js(§ —m)u(€§ —m)Js(n)v(n)K(&,n) dn

Rn

[ € = )€ — mw) ) om()

PAY P VA 2
(1 +JePyfaa?

C2(€) B

Como a fungao ¢(x) = |z|* é convexa e du é uma medida unitdria, segue da desigual-

dade de Jensen, e integrando os dois lados em relagao a &, que

/ (1+ [€]%)°[u + o
" C2(€)

6 < [ (€ = nlaa) PIA(E — ()P (m(pe) o) e

2 K(§,n)
(&)

_ / A€ = mP [t — m* () o) dn de

o [ QIR aR dg < Co [ €~ mPlate — m)P o) dn de.

sendo que as constantes C; e Cy dependem de K (&,m) e C(€). Introduzindo C; =

C1C5 e aplicando o teorema de Fubini, segue que

Juv|Fs@ny < Cs | Jo(& —m)?[a(€ — ) [*Ts(n)?[0(n)|* d& dn

R2n

<C. [ PR P P R dC dn

=C. [ PR i [ 1+ Q) ag

Rn
= Csllul %{S(R")Hm %{S(R")'
|
Seja 2 um aberto do R”. Definimos o espaco
H*(Q) ={u=v|g:ve HR")},
munido da norma
|ulls = inf{||v|| gs@n) : v]g = u}. (2.14)
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Proposicao 2.16. D(Q) € denso em H*(Q), s > 0.

Proposicao 2.17 ([37], Prop. 2.6.6). Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira de

classe C™. Entao
H™(Q) ={u=v|g:ve H"(R")}

e a norma ||ul|s € equivalente a norma induzida por (2.7) quando s = m.

Teorema 2.18 ([24] da Extensao). Suponha Q um aberto e limitado de classe C*, e Q

¢ aberto tal que 2 CC Q. Se s > 1, entao existe um operador linear
E: H*(Q) — H*R")

tal que:

1. (BEu)(x) = u(x) gtp em Q;

2. supp(Eu) C Q;

3. O operador de extensao E € continuo, ou seja, existe C' = (s, 2, Q) > 0 tal que

Bl oy < C 00 (215)

Corolario 2.19. Seja s > n/2. Nas condi¢oes do Teorema 2.18, H*()) é uma dlgebra.

Demonstracao. Temos da defini¢ao (2.14) e do Teorema 2.15 que
vl < 1B E) o) < Coll Bl ooy | B e

Segue de (2.15) que 3C, > 0 tal que |Juv||s < Cyllulls|v]]s. O

Observacao 2.20. Seguindo os mesmos argumentos do Corolario anterior, pode-se mos-
trar que, para todo multi-indice « = (aq,...,a,) € N* e s > |al, existe C > 0 tal que

| D%ul|s < Cllul|s—ja| (vide [1, Cor. 1.9.6]).
Temos as seguintes generalizagoes do teorema do trago (Teorema 2.4):

Teorema 2.21. (/27, Teor. 1.5.2.3]) Seja @ um dominio poligonal com fronteira T.
O operador trago possui uma extensio continua de H'(QY) para HY?(T), ou seja, emiste
C > 0 tal que

10wl a2y < Cllully:
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Teorema 2.22. ([1, Teor. 9.2.1]) Seja 1/2 < s < 3/2 e Q um dominio com fronteira
Lipschitz continua I'. O operador trago possui uma extensao continua de H®*()) para
H*~Y2(T), ou seja, existe C' > 0 tal que

[oull o120y < Cllulls.

2.2 Formulacao variacional abstrata

Para uma melhor compreensao dos conceitos usados, introduziremos algumas defini¢oes
e teoremas fundamentais para obter a existéncia e unicidade de solugao para uma ampla
classe de problemas variacionais. Para isto, consideremos os espacos de Hilbert V e H

com produto interno e norma representados, respectivamente, por (-,-), |||l e (-, )u, ||| a-

2.2.1 Problemas elipticos

Definicao 2.23. A forma a(-,-) : V x V. — R € bilinear se é linear em cada uma das

componentes.

Definigao 2.24. A forma a(-,-) € continua em V', se existe uma constante C; > 0 tal que
la(u, v)] < Cufjullllvll,  Vu,veV.
Definigao 2.25. A forma a(-,-) € coerciva em V , se existe uma constante Cy > 0 tal que
a(v,v) > Cyl|v||?, veV.
Definicao 2.26. A forma a(-,-) € simétrica em V se
a(u,v) = a(v,u) Yu,v e V.

Definicao 2.27. Um funcional linear F' : V — R € continuo se existe uma constante

Cs tal que
[F(v)] < Cslvf], VoeV.

Diz-se que F' € um elemento do dual de V', representado por V.

Teorema 2.28 (Lema de Lax-Milgram, [24]). Seja a(-,-) uma forma bilinear, continua e

coerciva e F' uma forma linear e continua em V. O problema variacional abstrato
a(u,v) = F(v), YveV. (2.16)
possui uma unica solugao u € V. Além disso, a aplicagao F — u é continua de V' em V.
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2.2.2 Problemas hiperbdlicos de segunda ordem

Sejam V e H dois espacgos de Hilbert reais tais que V' C H com injecao compacta e
V denso em H. Denotaremos por (-,-)y o produto escalar em H e por || - ||z a norma
correspondente.

Relembrando os espacos definidos na Secao 2.1.2, considere o seguinte problema abs-
trato: dados ug € V, uy € H e f € L*(0,T; H), encontrar u € C°(0,T;V)NCY0,T; H)

verificando

(U(t),U)H + a(u(t)7v) = (f<t>7U)H YveV
) = wuy, (2.17)
)

Como no Teorema 2.28, daqui em diante assumimos que a forma a(-,-) é bilinear,
continua e coerciva.

Aplicando o teorema espectral ao operador T' definido por a(T'u,v) = (u,v), obtemos:

Teorema 2.29 ([43], Teor. 6.2-1). Eziste uma sequéncia de autovalores 0 < A\g < \; < ...

e um sistema (2;)j>1 ortonormal total em H de autofungoes associadas tais que
a(z;,v) = Aj(z5,v)g Yv e V.
Seja A € L(V; H) o operador definido por

Av = ij(v, )z, Wi =\ (2.18)

Jj=1

Note que, para todo v € V,

a(v,v) =a (v, Z(v, zj)sz> = Z(v, zi)pa(v, z;) = Z Ni(v, 2)3r, (2.19)

j=21 Jz1 jz1

ou seja, a(v,v) = [[Av||%. Além disso, definimos a fungao matricial de rotacao

B cos(f) sin(0)
Qo) = ( —sin(f) cos(0) )

e consideramos para todo ¢ > 0 o operador G(t) € L(H x H; H x H) definido por

G(t)v = ZQ(wjt) < (01, %) ) zj, Yv= < . ) € HxH. (2.20)

>1 (U27Zj)H
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Teorema 2.30. Se o problema (2.17) tem uma solugdo u, entdo ela € unica e satisfaz

( A:Eg) ) = G(t) ( [ZO ) +/OtG(t — ) ( f(03> ) ds Vtel0,T)]. (2.21)

Demonstragao. Seja v uma solugao de (2.17) e {A;, 2;};>1 dados pelo Teorema 2.29. Como

u(t) € V para todo t € [0,T] e {2;},;>1 é um sistema ortonormal total, tem-se

u(t) =Y a;(t)zy, as(t) = (u(t), 2)n. (2.22)

j>1

Substituindo (2.22) em (2.17) e observando que a(u(t),z;) = Aj(u(t), z;), segue que

a;(t) é solugdo do seguinte problema de valor inicial:

a;(t) + Ajay(t) = (f (), 2)m,
a;(0) = (uo, z) u, (2.23)

@;(0) = (u1, 25) -

A solugao de (2.23) é dada por

a;(t) = (uo, z;) m cos(wjt) + (2 sin(w;t) + L /0 sin(w;(t—s))(f(s), zj)m ds, (2.24)

Wi Wi

da qual obtemos

wiaj(t) \ N wj (g, w;) g Wit — 5) 0 .
( 1) )‘Q( "”( (2,0, ) J @ <<f<s>,wj>H> b (220

que resulta em (2.21). A unicidade de u segue da unicidade da solugao de (2.24). 0
Teorema 2.31. Ezxiste uma solu¢ao para o problema (2.17).

Demonstracao. Seja V,, C V o espaco gerado pelos autofuncoes z1, ..., z,. Temos que

= Z&j(t)zj c Vm,
7=1

com «;(t) dado por (2.24), é a solugdo do problema de valor inicial

(U (t),v)m + alun(t),v) = (f(t),v)n, Yv e Vpy, (2.26)
Um (0) = ugm = Z(uo, 2 %, Um(0) = Uy, = Z(ul, 2 HZj- (2.27)

Temos que (u,,) é uma sequéncia de Cauchy nos espacos C°(0,T;V) e C1(0,T; H). De
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fato, dados dois inteiros m e p tais que p > m > 1, seja

b (1) = alup(t) = wn(t), up(t) = um(t)) + iy (t) = am(8)]* = Y Aglay(®)® + la; ()]

j=m+1
Como a matriz Q(w;t) é ortogonal, deduzimos de (2.25) que

1/2

(Mley ) + [ (0)7) 77 < (Ao, 2))F + (g, 2)5)2 + /| ), %) u| ds,

donde
2
Al ()7 + |6 (1) < 2 [/\j(uo,zj)?r{ + (u1, 2)) (/ 1(f(s),2))n] d8> ]
<2 [Nt 2+ o2y + 7 [ (516029 5]
0

Encontra-se assim
p T
02 Y [Mun s+ oz + T [ (70650 ds).
Jj=m+1 0

Como uy € H, a série com termo geral (u1,2;)y é absolutamente convergente. Além
disso, como ug € V, segue de (2.19) que a(ug, uo) = .5 Aj(v, 2))F, logo a série com
termo geral \;(ug, 2;)3, é convergente. Analogamente, a série associada ao termo envol-

vendo f € L*(0,T; H) também é convergente. Portanto, tem-se

T
lim lim e(¢) = lim lim 2 Z { (o, 2;) % +(U1,Zj)%;[+T/ (f(s),2)% ds} = 0.
M—00 p—00 0

m—00 p—00
j=m+1

Por outro lado, segue da coercividade de a(-,-) que e(t) é um limitante superior para
|t — wmllco vy € ||ty — Um|lcoqr,rmy, 0 que garante a sequéncia (u,,) é de Cauchy nos

espagos C°(0,T;V) e C1(0,T; H). Como estes dois espagos sao completos,
Uy —u em C°(0,T;V)NCY0,T; H) quando m — oo. (2.28)

Resta verificar que u é a solugao do problema (2.17). Seja b € D(]0,T[) e seja n um

inteiro > 1; deduz-se de (2.26) que, para todo m > n, tem-se

/0 (1), 0)(2) dt + / a(um(£), 0))(t) dt = / (1), ) ib(t) di Yo €V,
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e passando ao limite, gracas a (2.28)
[ w® i) de+ [ atuie, oo = [0 @ e,

Como U V,, é denso em V', a relacao precedente vale para todo v € V' de forma que
n>1

u satisfaz (2.17). Além disso, deduz-se de (2.28) que
Um(0) = u(0) em V) 4,,(0) — u(0) em H.
Por outro lado, segue de (2.27) que
Um(0) = ugm = ug em V, 0,(0) = Uy, = u; em H,

o que verifica as condigoes de contorno em (2.17), completando a prova. 0

Note que de (2.22) e (2.24) temos uma férmula para a solugao de (2.17):

u(t)= Z {(uo, 2;) i cos(wjt) + (ul;j%)H sin(w;t) + a% i sin(w;(t — 5))(f(s), zj)u ds| 2.

O proéximo resultado estabelece a continuidade da solucao u com respeito aos dados

iniciais ug, u; e f.
Teorema 2.32. A solu¢do u do problema (2.17) satisfaz a desigualdade

1/2

[a(u(t), u(t)) + [la(t)])%] SW%%HWMMW+AW®M%. (2.29)

Ainda mais, se f =0, tem-se a sequinte propriedade conservativa:
. 2
a(u(t), u(t)) + @) = auo, uo) + [Jua [|7- (2.30)

Demonstragao. Deduz-se de (2.20), da ortogonalidade da matriz QQ(w;t) e das autofuncoes
(2j);>1 que ||G(t)V||pxu = ||v||uxn para todo v = (vy,v2) € H x H. Resulta entao do

Teorema 2.30 que

t
. 1/2 1/2
[1Au(®) 2+ la(®)ll3] " < [IAuollf + 3] +/0 1F ()l ds,
e a desigualdade (2.29) segue de (2.19). Analogamente, se f = 0, deduz-se de (2.21) que

. 1/2 1/2 1/2
[Au() + l[a()l5] " = [IAuollf + lullF] ™ = [aluo, uo) + lluallF]
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2.2.3 Equacao da onda com coeficientes constantes

Como exemplo da teoria apresentada na secao anterior, vamos considerar o problema
(1.1)-(1.3) com coeficientes constantes. Seja 2 um aberto limitado de R™ de fronteira OS2
de classe C! por partes. Vamos considerar os espacos de Hilbert V = H}(Q) e H = L*(Q),
ambos com o produto interno definido em (2.5).

Dado T" > 0, considere o seguinte problema: dadas as fungoes ug € V, uy € H e
f e L*0,T; H), encontrar v € C°(0,T;V)NCY0,T; H) solugiao das equagoes

i—Au=f emQx(0,7) (equagao da onda)
u=20 sobre 92 x (0,7) (condigao de contorno) (2.31)

u(+,0) = up, ‘g?( 0) =u; em Q (condigoes iniciais).

Para obter a formulacdo variacional do problema (2.31) multiplica-se por uma fungao

teste v € H}(Q) e integra-se sobre Q:

/Qu'(w,t)v(zc) dQ—/QAu(:I;t ) dQ) = /f (, t)v

Segue das féormulas de Green que

/Q( d9+2/0% ) dQ = /f:ct

deste modo que obtemos a formulagao variacional na forma (2.17) com a forma bilinear

definida por

Z/@x] 8% (@) di,

Segue dos Teoremas 2.30-2.31 que o problema (2.31) tem solugdo unica. Além disso,

temos do Teorema 2.32 a seguinte estimativa basica de energia (quando f = 0):

la(®)lg + IVu)llo = IVuollg + llullg, ¥t € [0,T).

2.3 Método de Galerkin

2.3.1 Discretizacao de problemas elipticos

Considere o problema variacional abstrato (2.16), em que o espago V, a forma bilinear
a(-,-), e o funcional linear f satisfazem as suposi¢oes do Teorema 2.28. O método de Ga-
lerkin para aproximar a solucao de tal problema consiste em definir problemas projetados

em subespacos de dimensao finita do espago V. Mais especificamente, com qualquer sub-
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espaco de dimensao finita V}, de V, associamos o problema discreto: Encontrar u, € Vj,
tal que
a(uh, Uh) = F(Uh) Yo, € V. (232)

Como o problema (2.32) também satisfaz as condigdes do Teorema 2.28, segue que tal

problema possui uma tunica solugao wuy,.

Observacao 2.33. No caso da forma bilinear ser simétrica, a solu¢ao também é carac-
terizada pela propriedade
J(up) = inf J(vy), (2.33)
v EVY
1
onde o funcional J é dado por J(v) = 5@(1},1}) — F(v). Esta defini¢cao alternativa da

solugao discreta € conhecida como o método de Ritz.

M
Seja {p1,...,¢u} uma base do espago Vj, e uy, = Z ukpr a representagao da solucao
k=1
do problema (2.32) nesta base. Os coeficientes uy, ..., uys sdo solugoes do sistema linear
M
> alpr, pus = Flp), 1 <1< M, (2.34)
k=1

ou na forma vetorial, Ku = F. A matriz K, conhecida como matriz de rigidez, é positiva
definida (logo inversivel), pois a forma bilinear é coerciva.
Vamos finalizar esta se¢@o com alguns resultados classicos da aproximagao de proble-

mas elipticos pelo método de Galerkin:

Teorema 2.34 (Lema de Céa, [13]). Existe uma constante C independente do subespago

Vi tal que
lu —up|| < C inf |lu— vl . (2.35)
v EVY

Consequentemente, uma condi¢ao suficiente para a convergéncia é que exista uma familia

(Vi) de subespagos do espago V' tal que, para cada u € V,
lim inf |ju— =0. 2.
lim inf fJu—vyf| =0 (2.36)
Demonstragao. Seja vy, € Vj, arbitrario, Subtraindo (2.32) de (2.16) com v = vy, obtemos

a(u—up,vp) =0 Y @p €V,

0 que caracteriza u; como uma proje¢ao de u em Vj, em termos da forma bilinear af(-,-).
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Usando esta relacao e mais a coercividade e continuidade de af(-, -), obtemos:

Collu — up|? a(u — up, u — up)

= alu—up,u—vy) + alu — up, vy — up)
= alu—up,u—vy)

< Cillu — unll|lu — vn,

e o resultado segue com C' = C/Cs. 0

Teorema 2.35 (Lema de Aubin-Nitsche, [2, 13]). Seja H um espago de Hilbert com
norma || - ||z e produto interno (-,-)u, tal que V' € denso em H eV — H. As solugoes
de (2.16) e (2.32) satisfazem

1
_ < _ B _ )

geEH

onde, para qualquer g € H, o, € V € a unica solucao do problema variacional
a(v,@y) = (g, v)g YveV. (2.38)
Demonstragao. Para estimar ||u — uy ||y, usaremos a caracterizagao

Ju s = sup 9w

2.39
S P (2:39)

De modo andlogo ao Teorema 2.28, pode-se mostrar que o problema (2.38) tem solugao

unica para todo g € H. Como u — u, € V, temos em particular

a(u — up,0qy) = (g,u —up).

Por outro lado, podemos proceder como no Lema 2.35 e subtrair (2.32) de (2.16),
obtendo
a(u —un,on) =0 VY @y €V,

de modo que

(Q,U - Uh)H = a(u — Up, Pg — SOh) YV on € Vi,

e portanto,
(g, u = un)m| < Cllu—unl| inf Jlpg — @l (2.40)
PhEVR

A desigualdade (2.37) é portanto consequéncia da caracterizacao (2.39) e da desigual-
dade (2.40). 0
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Lema 2.36 (Primeiro Lema de Strang, [13]). Nas condi¢des do Lema de Lax-Milgram,
e se ay(-,-) € uma forma bilinear continua e uniformemente eliptica em V e Fj, € um

funcional linear continuo, entdo existe C > 0 tal que

lu—uyl| <C { inf (Hu —wy| + sup la(wp, vp) — ap (wh,vh)|)
h

wh €V v €EVRY ||wh||
F — F
+ sup L (vn) h@h)'} . (2.41)
v EVY ||Uh||
Demonstracao. Dado uy, € Vj, arbitrario, temos que
[l = unl| < lJu—wal + flun —wall - (2.42)
Pela elipticidade de ay, (-, -) existe C tal que
Cllun —wal® < ap (up — wh, up — wy)
= Fy(un —wp) — ap (Wh, up — wp) — a(wp, up — wp)
=+ ap (wh, Up — wh) —|— F(uh — wh) — F(Uh — U}h>,
logo
Cllup — wal|* < |F(un — wn) — Fu(un — w)| + |a(u — wn, uy, — wp)|
+ |a(wp, up — wy) — ap (wp, up, — wy)| -
Pela continuidade de af(-,-), existe também uma constante C tal que
1 [ |F(up —wp) — Fp(up —w
fon—wnll < | =B =0y, —
c [[tn — wa|
n |a(wn, up — wp) — ap (Wp, up — wh)q
[[un — wal|
Por (2.42) obtém-se
Cl 1 |F(uh—wh) —Fh(uh—wh)\
uU—1u < |14+ =) llu—wy| +—=
o=l < (145 ) -+ g [P =0
N |a(wn, up, — wy) — ap (wp, up — wh)l]
[[un — wal|
Cl) 1 [ | F'(vn) — Fiu(vn)|
< 14+ — ) |jlu—wy| +—= | sup
(14 o=l + | swp S
+ sup la(wp, vy) — ap (whyvh)q
v EVR ||Uh||
1
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2.3.2 Semi-discretizacao de problemas hiperbdlicos de segunda

ordem

O objetivo desta secao ¢ mostrar como aplicar o Método de Galerkin a EDPs que possuem

derivada segunda no tempo. O nome semi-discretizacdo ou discretizacao espacial se deve

a esse fato, ja que a derivada no tempo nao sofre acao do Método de Galerkin.
Considere o problema (2.17). Introduzimos um subespaco V}, do espago V' de dimensao

finita M e formulamos o seguinte o problema semi-discreto associado: encontrar u;, €
CY(0,T;V;) tal que para t € (0,T),

(uh(t), Uh) + a(uh(t), Uh) = (f(t),’l)h) \V/’Uh € Vh, t>0
(un(0),vn) = (uo,vn) You € Vi, (2.43)
(1 (0),vn) = (ug,vp) Yo, € V.

Como no Teorema 2.29, temos que existe uma sequéncia de autovalores 0 < A;j <
Aop < ... < App, € um conjunto de autofungodes (u;,) de Vj, ortonormais em H satisfa-
zendo

a(wip,vp) = Nip(Uip,vn) Yo, € V. (2.44)

Procedendo como nos Teoremas 2.30-2.31, conclui-se que o problema (2.43) admite

uma Unica solugao uy, dada por

M

1 .
up(t) = Z {(Uo,h, Ui p) cos(w; pt) + (w1 py wip) sin(w; pt)+ (2.45)
i=1 ik
1 t
/ sin(w; p(t — ) (f(s), win) ds} Uik, Wih = \/Nih-
Wi.h Jo
Procedendo como em (2.34), seja {1, ..., ¢n} uma base do espaco Vj, e
M
un(t) = u;(t)p;
j=1
a representagao da solucdo de (2.43) nesta base. Temos que u = [uy, ..., uy| é a solugdo

do sistema de EDOs
Mu(t) + Ku(t) = F(t),
(2.46)
u(0) = ug, u(0) = uy,
sendo os vetores ug e u; definidos por ug; = (uo, ¢;) € ur; = (u1,¢;) (1 <i < M), e as
matrizes M e K, respectivamente a matriz de massa e a matriz de rigidez, definidas por
M = (), i) e Kij = alpj i) (1 <d,j < M).
Estudemos agora o erro uy(t) — u(t). Para isso, assumiremos que {¢;} é ortonormal

em relagdo ao produto interno a(y;, ;) e introduzimos o operador de projegao eliptico
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I, € L(V;V},) definido por
a(v — IIw,v,) =0 Yoy, € V. (2.47)

Teorema 2.37 ([43], Teor. 8.4-2). Se u € C*(0,T;V), existe C > 0 independente de h
tal que

Juan(8) = w(@)]) + lin(t) = ll < € [I1un(0) = T + || in(0) ~ Fyts

H
t
0T = Tyu@) | + |7 = Ty + / (1 = i(s) | ds} .
0
Coroldrio 2.38. Se u € C*(0,T;V), e sob as hipdteses suplementares (2.35) e
tim Ju,(0) — ol] = 0. lim [}i,(0) — |y = 0, (2.48)
tem-se
lim [llup(t) —u(@)| + [an(t) —a@)]z] =0 vt €[0,T]. (2.49)

2.3.3 Discretizacao total de problemas hiperbdlicos de segunda
ordem
Seguindo a abordagem em [43], vamos estudar um método classico de “leapfrog”para a

solucdo do sistema (2.43). Consideremos inicialmente o seguinte problema de Cauchy

formado por uma unica equagao diferencial,

{ j(t) = et y(1),9(t), 0 <t <T, (2.50)

y(0) = 5o, 9(0) = 20,

onde ¢ é uma funcao continua de [0,7] x R x R em R e yg,20 € R. Para resolver
numericamente o problema (2.50), consideremos a seguinte partigdo uniforme do intervalo
[0, 7] com passo de tempo At =T'/N:

n=nAt, 0<n<N.
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Da continuidade da funcao ¢, temos que a solugao y de (2.50) satisfaz

2

W) = ylta) + A1) + i) + O(AF)

= ltn) + A1) + Sl (1), 5(12)) + O(AF)

At .

Iltnsr) = Gltn) + 5 [itasr) + ()] + O(AF)

At

= y(tn) + > [(tntt, Y (ns1), Y(tns1)) 4+ @(tn, y(tn), §(tn)] + O(AE).

Calculamos para cada n = 1,..., N uma aproximagao (y", 2") dos pares (y(t,), 9(t,))

desprezando os termos de ordem O(At?) e O(At?) acima:

nt+l _ ,mn Atz" A2 n
{y yoRAE S (2.51)

= B 4 9"), 0<n <N =1, ¢" = @t y", 2").

Observacao 2.39. O método de “leapfrog”é um caso particular da familia de métodos de
Newmark,
{ Uni1 = Yo + Atz + AL (Bonir + (3= 8) ¢n) |
Zna1 = Zn + At (YPnia + (1= 7)en),

com >0 e~y >1/2. Note que o método de “leapfrog”é obtido com =0 ey =1/2.

Por construgao, o método (2.51) é consistente com erro de truncamento de ordem
O(At). Entretanto, assumindo-se a regularidade adicional y € C*([0,T]), pode-se mostrar
[43, p. 199] que a ordem do erro de truncamento passa a ser O(At?).

Quando a func¢ao ¢ nao depende de y, pode-se eliminar 2™ das equagoes (2.51). De

fato, calculando y"*! e y™ com a primeira equagao de (2.51), vem

yn+1 . yn — yn . yn—l + At(z" . Zn—l) + T(Spn . @n_l). (252)

Calculando z" com a segunda equacao de (2.51) e substituindo em (2.52), obtemos
Yyt =2y -y 127(90 + 1)+T(90 — ") = A" (2.53)

Vamos estudar a estabilidade do método na forma (2.51). No caso particular em que

ot y(t),y(t)) = —w?y(t), o par (y(t),y(t)) satisfaz a propriedade conservativa

Wy + [9(0)* = lwy(0)* + [3(0)* vt € [0,T],

em particular existe M > 0 tal que |wy(t,)* + |9(t,)]* < M para todo n. O critério

de estabilidade que adotamos é que a aproximagao (y",z") satisfaca uma propriedade
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similar:

3M>O;|]Y"H:H(wy) <M, n=12,...
Z’Vl

Substituindo ¢ = —w?y em (2.51), obtemos Y™ = B(wA#)Y™, com

3(9)2[1_02/2 0 ]

03/4—0 1—062/2

Como Y" = B(wAt)"Y", a estabilidade depende da limitacdo da norma 2 da matriz

B(wAt)™. Para tanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.40 ([43], Teor. 8.5-1). Se §? < 4(1—¢), 0 < € < 1, entao existe C = C(e) > 0
(que tende a infinito quando € tende a zero) tal que || B"(0)] < C.

Aplicamos agora o método leapfrog (2.51) a solugdo numérica do sistema (2.43). Su-
ponha que a fungio f em (2.17) pertence ao espago C°(0,T; H). Denotando por ull e 27!

as aproximagoes de up(t,) e up(t,), respectivamente, obtemos

( n n n n
uptt =g — Atz vg) + S alup, vn) = S5 (f(ta), vn),

(
(2 = 20 o) + Slalup™ + ul, o) = S5 (tgr) + F(tn), vn), (2.54)
(u(})w Uh) = (u07 Uh)
[ (20, 0n) = (ur,vn) Yoy, € Vi,
Nota-se que eliminando 2z} em (2.54), obtem-se
(up™ = 2up + ™ o) + Ala(uy, o) = AP(f(ta),vh) (0> 1),
At? At?
(uy — ug — Atuy,vp) + Ta(ug, vp) = T(f<t0)’ Un), Yo, € Vi,
Vamos examinar o comportamento do erro uj — u(t,) em H. Definimos
e = up — M), 255
gy = 2, — Hpa(tn),

lembrando que II;, € £(V,V}) é o operador de projecdo eliptico (2.47). Segue de (2.17) e
(2.54) que

(eZJrl — e — Atgpl,vp) + %Qa(ez,vh) = At*(np, vn), (2.56)
(9n ™" = ghyvn) + Sraley™ +efr,vn) = AL vn),  You € Vi,
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para 0 <n < N — 1, sendo as sequéncias auxiliares (9}, (') € V,, x V}, dadas por

hon) = 5 ), on) = 3o (T () — u(ta) = Ati(e)) o), (257)
(Goon) = ltw) i), v0) = 5 (i (i) = it)) vn) - (258)

para todo v, € V. Estas sequéncias podem ser vistas como erros de consisténcia do

método, e sao limitadas de acordo com o seguinte resultado:

Lema 2.41. Se u € C*(0,T;V)NC*0,T; H), entio existe uma constante C > 0 tal que

(JM+ @), dS+At /W (J—ﬁh)u(s)HH ds}, (2.59)

" tn+1 (4) 1 tni1
IGh Il < C[At/tn [« ()|, dHA_t/tn

Demonstragdo. Seja U, = u(tny1) — u(t,) — Ata(t,). Como u € C?(0,T;V), podemos
subtrair e somar (U,,vy,)/At? € V em (2.57):

IN

72312

(I ﬁh)u(s)HH ds] . (2.60)

. i U, 1
on) = () = 5o ) + 5 (7 = ).

Tomando v, = 7}’ e usando a desigualdade de Holder, obtemos

1. U,

~ii(t,) — A_t?

: (2.61)

(1 = U,

" <
il < |

Por outro lado, temos da férmula de Taylor de grau 2 com resto na forma integral que

2 tnt1 _ 2
W(tny1) = u(ty) + Atu(t,) + ATtu(tn) + / u(3)(s) (tn+12 s) ds,
tn

de modo que

1. U bt (g — 8)2
pilt) = Xp2 /t oap W (s)ds

Usando a desigualdade de Jensen, segue que

lﬁ(t)—&
2 AR,

P (b — 8)% (3
< /t ot = D ) (5) 1 s (2.62)

Analogamente, pela férmula de Taylor de grau 1 e a desigualdade de Jensen,

|- 1)

tn1 .
o< tust = 9) (1 = D)is) |- ds. 2.63
) =)o )], as (2.63)
A desigualdade (2.59) segue de (2.61)-(2.63), majorando-se t,+1 — s por At.
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Passemos a estimativa (2.59). Subtraindo e somando (V,,, v)/At de (2.58), com V,, =

U(tni1) — U(ty), e seguindo os mesmos passos que em (2.61), obtém-se

1 V 1 ~
n < - .. .. _ _’rL _ _ .
It < 3 + i) - 2| 45 a-Fon],. o
Utilizemos a férmula de Taylor para u e i:
At? frtd tnp1 — 5)°
U(tni1) = u(t,) + Atii(t,) + Tu<3>(tn) + / u“%s)% ds, (2.65)
tn
tnt1
i(tprr) = ii(ty) + Atu®(t,) +/ u® (5)(tpyr — ) ds. (2.66)
tn
Isolando u®(t,) de (2.66) e subtituindo em (2.65), segue que
At tnt togr — 8)2 — At(tpq —
iltsn) = i) + S + i) + / u(s) (( wit — o) B S>) ds.
tn
(2.67)
Notando que (t,41 —s) — At =t, — s, (2.67) se reduz a
1. . Vi et (¢ 1 —8)(s —t,
5 it it,)) = 3o = [ L)
Pela desigualdade de Jensen e majorando (,,1 — s)(s — t,) por At?:
1 v, At [in+
L it ) — |l <2t @
gt rien - <5 [ 1 o (268

enquanto a segunda parcela de (2.64) é limitada com o auxilio do Teorema Fundamental

1n+]
< /
H t

que estabelecem a estimativa (2.59). 0O

| = v,

(I ﬁh)u'(s)HH ds, (2.69)

Teorema 2.42 ([43],Teor. 8.6-1). Se os autovalores A\ry, de (2.44) satisfazem
AN, <4(1—e), 0<e<, (2.70)

entao existe uma constante C(e) > 0 independente de h e At tal que

n—1
lenll < C | llepllm + llgnllm + At > (Atlnkllr + 16l | - (2.71)
k=0

Como consequéncia do Lema 2.41 e do Teorema 2.42, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.43. Nas condigoes do Teorema 2.42, e se u € C*0,T;V)NCH0,T;H) e
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feC%0,T;H), entao existe C = C(¢) independente de h, At e u tal que
i = w(ta)ln < € (1o = Hawollr + lfwn = Myl + (1 = M)t lw) — (272)

+ O/Ot" | = mis)|| |+ A (@) + 16 (s) )] ds.

2.4 Método de elementos finitos

O método dos elementos finitos, na sua forma mais simples, é um processo especifico
para construir os subespacos V}, que serao chamados espagos de elementos finitos, usados
no método de Galerkin. Vamos seguir a descrigao cldssica apresentada em [13], que

caracteriza estes espacos inicialmente por trés aspectos:

1. Uma triangulacdo 7T, é estabelecida sobre o conjunto €, isto é, este conjunto é
subdividido num nidmero finito de subconjuntos, Ki,..., Ky,, de tal forma que as

seguintes propriedades sao satisfeitas:

(T @= K:@Ke;

KeTy

T2) O conjunto K, é fechado e o interior K, é nio vazio (1 <e<N,);
T3) Para K;, K; € 7T, distintos tem-se Kl N [O(j = g,

(T2)
(T3)
(T4) A fronteira 0K, é Lipschitz-continua (1 <e < N,).
(T5) Qualquer face de um elemento finito K; ou é uma face de outro elemento finito

K, em cujo caso os elementos finitos K; e K; sao ditos adjacentes, ou uma

porcao da fronteira I' do conjunto €2.

2. O espago P. = {vp|k, : vp € Vi} é formado por fungoes simples (usualmente,

polinoémios) para 1 < e < N,.

3. Existe uma base do espago V}, cujas funcoes possuem suporte restrito a um pequeno

numero de elementos K, € T, adjacentes.

Um elemento finito em R™ é uma tripla (K, Pk, ¥ ) tal que

(i) K é um subconjunto fechado de R"™ com interior ndo vazio e fronteira Lipschitz

continua.
(ii) Pg é um espago de fungoes definidas sobre o conjunto K;

(iii) ¥x = {¢1,-..,0n,}, sendo ¢;, 1 < i < Ng funcionais lineares definidos sobre o

espaco Pk. O conjunto ¥ € unissolvente em P, ou seja, dados quaisquer escalares
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a;, 1 <i < Ng, existe uma tnica funcao p € Pk que satisfaz:

¢i(p) = a;, 1<1< Ng.

Consequentemente, existem funcoes p; € Pr, 1 <1 < Nk, que satisfazem
¢j(pi) =05 1<j < Nk.

Logo temos

Nk
p=> ¢ip)pi  Vp€E P

=1

As formas lineares ¢;, 1 < i < Nk, chamam-se graus de liberdade do elemento finito

e as fungoes p;, 1 < i < Nk, chamam-se as fungoes de base do elemento finito.

Observacao 2.44. Dizer que um conjunto Y € unissolvente em Px ¢é equivalente a

dizer que as N formas lineares ¢; formam uma base no espag¢o dual de Px. Como

" . N N . .
consequéncia, podemos ver as bases (¢;); 25 € (p;);2 como sendo bases duais, no sentido

algébrico.

Neste trabalho vamos nos restringir aos elementos finitos de Lagrange, ou seja, ele-

mentos finitos cujos graus de liberdade sao definidos por

¢i(p) = p(i x), (2.73)

sendo x; k € K fixos, @ = 1,... Ng. Os pontos x; x chamam-se os vértices do elemento

finito (ou vértices locais) e constituem um conjunto denotado por N.

Definicao 2.45. Dizemos que dois elementos finitos (l?, ﬁ, EA]) e (K, Pk, Y) com graus

de liberdade da forma (2.73), sao afim-equivalentes se existe uma aplica¢ao afim invertivel
Fx:CeR" — Fg({) =B(+beR",
tal que valem as sequintes relagoes:
K = Fg(K), @x=Fx(¢), 1<i<Ng, Px={p:K—Rip=poF;' pe P}
Iremos usar as correspondéncias
CeK — xw=Fg(Q)eK (2.74)

peP — p=poFy'e Py (2.75)
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entre os pontos ¢ € KexzeK , e as funcoes p € Pe p € Pk correspondendo aos dois

elementos finitos afim-equivalentes. Segue de (2.74) e (2.75) que
p(¢) = p(x) paratodo (€ [/(\', DE P.

Uma familia de elementos finitos chama-se uma familia afim se todos seus elementos
finitos sao afim-equivalentes a um tnico elemento finito (IA( ; ﬁ,i), que é chamado ele-
mento finito de referéncia da familia. No caso de uma familia afim de elementos finitos
retangulares, uma escolha usual para o conjunto Kéo hipercubo [—1, 1]™.

O préximo passo é fornecer uma descricao precisa da construcao de um espaco de
elementos finitos. Vamos nos restringir a triangulacoes 75, formadas por familias afins de
elementos finitos de Lagrange (K, Pk, Yk ) nos quais K sao intervalos ou retangulos.

Vamos definir o seguinte espago de funcoes polinomiais por partes:
PQ,T) ={vel’(Q);vlxkePx VKeT,}. (2.76)
Definimos também o conjunto

Nh: U NK>

KeTy

onde, para cada elemento finito K € 7,, Nk denota o conjunto de vértices. Para cada
x; € N, que denominamos vértice global, escrevemos Ky, A € A(x;), para denotar todos
os elementos finitos que possuem x; como um vértice. Definimos o espaco de elementos

finitos X}, como sendo o seguinte subespago de P(Q,T):
X, = {v=(vi)ker, € P(Q,Th) ; Va; € Ny, YA, 1 € A(w;), v, (%) = v, (1) } -
Portanto, uma funcao no espago X é inicamente determinada pelo conjunto
Y = {v(x;), x; € Ny},

que é chamado o conjunto de graus de liberdade do espaco Xj,.
Se Ny = {1, @9, ..., 2}, entdo as fungdes de base p;, 1 < j < M, do espago X, sdo

definidas por
©j € Xh (§] gpj(azl) = 51']" 1 S 1 S M. (277)

As funcoes de base do espago X, sao obtidas das fungoes de base dos elementos finitos

do seguinte modo: para cada A € A(x;), seja py a funcéo de base do elemento finito K
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tal que py(x;) =1 e pr(x; ) = 0 nos demais vértices locais x; » de K. Temos que

i) = { pa(x) =Py o ng(a:), x € Ky, A e Ax)), (2.78)

0, xe Ky, N A(x;),

O teorema a seguir estabelece condi¢oes para inclusao do espaco de elementos finitos
X}, no espago de Sobolev H} ().

Teorema 2.46 ([13],Teor. 2.1.1). Se Py C HY(K) para todo K € T;, e X;, C C°(9Q),

entao valem as inclusoes

X, C Hl(Q),
Xon = {vn € Xpy : vy = 0 sobre T} € Hy(Q).

Nas condigoes do Teorema 2.46, podemos usar o espaco de elementos finitos V;, = X,

em problemas de Dirichlet e V}, = X}, em problemas de Neumann.

2.4.1 Meétodos de elementos espectrais

Nesta secao vamos especificar os elementos finitos empregados neste trabalho. Seja

Q= [a,b], e considere, por simplicidade, a seguinte triangulac¢ao uniforme do dominio 2:
Ne b—a

ﬁ—g[ae,aeth], ac=a+(e—1)h, h = N (2.79)

Note que a transformagao afim de K, = [a.,a. + h| para K = [—1,1] é dada por

F.({) = a. + h(¢ + 1)/2. Assim como nos métodos de elementos finitos tradicionais,
adotamos

P =Py([-1,1]), (2.80)

ou seja, o espago das restrigoes a [—1,1] de polinomios de grau < N. Usualmente, os

graus de liberdade sao definidos por vértices igualmente espagados:

iz{éi(@):@<i&>,ogigN}.

Nos métodos de elementos espectrais, por sua vez, os graus de liberdade sao da forma
i:{&i(@):@(g), OSiSN}, (2.81)

em que (p,...,(ny € K sao pontos de colocacao associados a polindomios ortogonais. A
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base dual a {(ﬁo, o ,gEN} em P é dada pelos polinomios de Lagrange:

N

C—Gj
i— G

u%(() = lzN(C) =

—

I

(2.82)
L
#i

<SS

Os pontos de colocacao utilizados neste trabalho serao os pontos de Gauss-Lobatto-

Legendre (GLL), descritos a seguir.

Definicao 2.47. A familia de polinémios de Legendre é a familia (Ly,)n>o0 de polindmios

em uma varidvel que sao ortogonais entre si de acordo com o produto interno

(u,0) = / w(Q)o(C) d

1

e tais que para qualquer inteiro n > 0, o polinémio L,, tem grau n e satisfaz: L,(1) = 1.

O resultado a seguir associa os polinomios de Legendre a autofuncoes de um operador

diferencial (esta é a origem da palavra espectral que designa os métodos espectrais):

Teorema 2.48 ([6], Teor. 3.1). Para qualquer inteiro n > 0, o polinémio L,, satisfaz a

equacao diferencial:

d
d_g((l L) +n(n+1)L, =0, (2.83)
ou seja, L, é uma autofuncao do operador diferencial Ap = —((1 —(?)¢').

A préxima férmula permite calcular os polinomios de Legendre por inducao:

Teorema 2.49 ([6], Teor. 3.4). A familia de polindmios de Legendre é dada por

Lo(o =1 e Ll(C) = ¢,
(n+ 1) Lui1(C) = (20 + 1)CLa(C) = nLoa(€), n > 1.

Teorema 2.50. Seja N > 1. FEzistem um tnico conjunto de pontos {(1,...,{ny_1} C
| = 1,1[ e um dnico conjunto de nimeros reais {po,...,pn} tais que
1 N—-1
| @) dc=v(-1)p0+ Y 0G0+ Moy VO EPava(-LT). (280
-1 =1
Os pontos (i, ..., N—1 SGo as raizes do polinémio L.

Demonstrag¢ao. Sejam (y = —1 e (y = 1. Escolhendo ®(() = l;V(C), 0 <j < N, sendo lj-v

os polindomios de Lagrange definidos em (2.82), obtemos

1
ij/ ¥(¢)d¢, 0<j<N. (2.85)

1
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Como {I{Y, ..., I} forma uma base para Py([—1,1]), temos que (2.84) vale para qual-
quer & € Py([—1,1]). Dado ® € Pyn_1([—1,1]), existem p,q € Py_o([—1,1]) tais que

®(¢) = p(Qw(¢) +q(¢),  w(C) = (¢ —=Co)--- (¢ = Cn) € Py ([=1,1]). (2.86)

Como w((;) =0 para0 < j < NeqePyo(-1,1]) C Py([—1,1]), segue que

S 0wy = 3 a(¢w; = / 2(0) dC.

1

§=0 §=0

Assim,
N 1 1
S o= [ e dc s [ pOu@ o
=0 -1 -1

ou seja, basta encontrar (i,...,(y_1 tais que

/ ¢)d¢ = / ~()dC=0 VpePyoo(-1,1]),

sendo que w(¢) = ((— (1) ... ((—Cn-1) € Pn_1([-1,1]). Por outro lado, temos de (2.83)

que, para quaisquer inteiros n,k > 0 com k > n,

1

(L, Ly = / LLO LA — ) dC = n(n + 1) / La(O)La(€) dC = 0.

1 -1

Como (), define um produto interno e B = {L},..., L\ _;} sdo ortogonais com
respeito a (-, ), temos que B é uma base para Py_o([—1,1]). Assim, podemos escrever
p(Q) = anLi(Q) + ... + an-1Ly_(¢) e segue que

/ p@)L;«o(l—gQ)dc:Z_ai [ mom©a-@a =0 s

1

Tomando os pontos (; como as raizes de L'y ((), obtemos w(¢) = L ({) para alguma

cosntante f3, e o resultado segue de (2.87). O

Pode-se mostrar [6, p. 249-250] que os pontos (;, 1 < j < N — 1, sdo os autovalores

da matriz
0 v - 0 0
v 0 0 0
2
A= 9 Tn = n(lql+>371§n<N_27
(n—|—§ n+§)
0 0 0 N2
0 0 TIN-2 0
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enquanto os pesos p;, 0 < 7 < N, sao dados por

2
TNV +1)LR(G)
Uma caracteristica fundamental dos pontos GLL (;,0 < j < N é que (, = —1 e

(v = 1, ou seja, os extremos do elemento de referéncia sao vértices deste elemento. Segue
que, para 2 < e < N,, F,_1(1) = F.(—1), garantindo a continuidade entre os elementos

adjacentes K. 1 e K,.. Os vértices globais sao dados por
x(efl)N+j+1:Fe(Cj)7 1 SSSN& OSjSN,

observando que nao hd ambiguidade entre T(._1)n4n+1 € Tento41. Note que o numero
total de vértices é N, = N.N + 1. As fungoes de base globais sao dadas por (2.78), sendo
que A(ze—1ynijr1) = {e—Lefse j =0e2 < e < N, e A(@(e—1)n4j+1) = {e} caso
contrario.

Os vértices 1, ..., xy, definem a seguinte versao composta da quadratura (2.84):

Ne N
. h
Zf Zplf $l ZZ Ple— 1)J+N+1f (e— 1)N+j+l)a Ple—1)j+N+1 = §Pj- (2-88)
e=1 j=0

GLL =

O método de elementos espectrais apresentado acima é facilmente estendido para
um dominio retangular Q = [a,b] X [¢,d] dividido em elementos retangulares. De fato,
definindo N, = NI NY, temos que

Ne

7;1 = U Ke, Ke = K(eyfl)Nngez = [aez,aez + hx] X [cey,cey + hy]’
e=1

Ae :a—i—(e— 1)hz (1 <e, < Ng), Ce:C+(€— 1)hy (1 < ey < Né/)

com h, = (b—a)/N* e, h, = (d — ¢)/NY. A tranformacio afim de K, para K =
[—1,1] x [-1,1] é dada por F.(¢) = Fu((s, Cy) = [ae, ce] + [haCe + 1, hy Gy + 1]/2.
Adotamos P = Py([—1,1]) x Py([—1,1]), e os graus de liberdade sdo da forma

A~

2 = {0y onal) =9(6,¢), 0 < N}, (2:39)

sendo (p,...,(n € K os pontos GLL utilizados no caso unidimensional. Para definir os

vértices globais, vamos introduzir os seguintes indices:

iy =ig(€s,7z) = (62 —1)N+j,+1, 1<e, <N 0<j, <N,
iy =1y(ey,Jy) = (6, — )N +j,+1, 1<e, <NV 0<j, <N,
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a partir dos quais definimos

T (i)~ 1)Ne+ie = Fley—1)Neten (Cior Gy )

sendo que N = NN +1e NY = NYN + 1. O namero total de vértices globais é

N, = N7NY. Finalmente, a regra de quadratura composta bidimensional é dada por

N* NV
Z f Z Z Z Z pzxpzyf (iy—1)NgZ +zz) (2.90)
GLL ex=1ey=1 jz=0 j,=0

A quadratura GLL permite definir o seguinte “produto interno discreto” em P(£2,7):

(u,v), = Zuv. (2.91)

GLL

Teorema 2.51. O produto (-,-), em (2.91) € equivalente ao produto interno (-,-) definido

em (2.5) no sentido que existe uma constante C' > 0 tal que

(0, 0) < (0, 0), < Cp,0) Vo€ P(QTh). (2.92)

Observagao 2.52. Note em particular que as desigualdades (2.92) sao vdlidas se p € V},
ou se p = DY) com P € V},.

Demonstracao. A prova a seguir, para o caso unidimensional, segue a mesma ideia em

[9, Lema 3.2]. Dada ¢ € V,, e K., € Ty, podemos escrever ¢|x.
2

. € Py(K,.) na forma
k. (1) = a(x — @)Y + p(z), sendo G, = a. + h/2 e p € Py_1(K,). Assim,

/ O (x)de = aﬁ/ (iB—ae)QNdm+/ 20‘e($—&e)Np(:1:)dx+/ ) dr
) h el 1 N 1 e
_ EU_Ia?ngvdH/_ QaegNﬁ(C)dH/ ﬁz(c)dg}, p=poF.

1 -1

Note que o ultimo e o pentltimo termo da expressao acima tém graus 2N —1 e 2N —2

respectivamente, assim segue do Teorema 2.50 que

2 h ! 2 2N h Y N ~ A2
| Fde = 5[ ek a3 e i)+ 6]
e - 7=0
ha? | al h &
_ hod [/ =Y+ S [ @)
-1 j=0 §=0
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Transformando de volta para K, e somando as integrais para e = 1,..., N, obtemos

>

(¢, ) = E M+ (o, 0) (2.93)

e=1

em que E[] representa o erro de quadratura em K , que satisfaz (vide [18, p. 104])

~m (N 1)N322VH[(N — 1
Elff=- (2N + 1)[2N)!]?

W reme) (eel-11)).

Como f(QN)(f) = (2N)! > 0 se F(¢) = (2N, obtemos (o, ¢) < (p,¢),. Por outro
lado, vamos escrever o N —ésimo polinomio de Legendre na forma Ly = C(Y — p*, com

p* € Py_1([—1,1]). Temos que

2

h 2h
| e =3 [ @ a0y ac= 5

Além disso, como (Ly,q) = (C¢CN —p*,q) =0 Vq € Py_1([—1,1]), segue que

C
Ca™ — —p
Qe

L2([=1,1]) .

2

HC’x —gﬁ

Qe

%12

lee®

y = min HC’x

-5 } quP’N ’

‘1HL2< ~11]) — L2([-1,1])

logo
) 9 2N+1( p71)4
2 o2h , aZh 2 (N
/e ©*(z) dx > Ye?) LN N2y = 9 v, by = (2N + 1)[(2N)1]?’

visto que C = (2N)!/((N1)22Y) e [|Lyl[72_1y) = 2/(2N + 1) [6, eqs. (3.10)-(3.11))].
Finalmente, F[¢*] = —by(N + 1)/N, logo segue de (2.93) que

N,
N+13 a2h N+1
(P90 = (0.0) + — Z by < (g, 0) + —— (2,0) <3(¢.9),
e=1
portanto (¢, ¢) < (¢,¢), < C(p,¢) com C = 3. 0

O método de elementos espectrais com pontos de colocagao GLL normalmente utiliza
a quadratura (2.88) nos calculos. Como os pontos de colocagao coincidem com os pontos

de quadratura, temos a seguinte propriedade de ortogonalidade com respeito a (-, -)p:
(wi,wj)h = 0, ) # ]

Esta propriedade garante que a matriz de massa do sistema discretizado (2.46) é

diagonal, conduzindo naturalmente a métodos explicitos no tempo.
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2.4.2 Espacos de Sobolev particionados

Vamos introduzir os espagos de Sobolev particionados (broken Sobolev spaces) associados

a uma triangulagao Ty, seguindo a notagdo empregada em [38]:
H(Q,Th) ={veL*Q); vlg e H(K) VK eT,}. (2.94)

Note que o espago P(£2,7,) definido em (2.76) satisfaz P(Q2,7T,) € H*(Q,T,) para
qualquer s > 0. Estes espacos sao utilizados na andlise de métodos de Galerkin des-
continuos, mas também no estudo de elementos espectrais [35]. Dado s > 0, associamos

ao espaco H*(Q2,T;,) a norma

1/2
ifs(K)) : (2.95)

[vlls,7, = (Z 0]

KeTh

Observacao 2.53. A expressio ) oy ||v]
|lvlls quando v € H*(2).

me (k) utilizada em [35] ndo se reduz a norma

2.4.3 Operadores de interpolacao e de projecao

Vamos definir diversos operadores que serao usados nas estimativas de erros. Daqui em
diante, Vj, = Vj, v denota um espago de elementos espectrais de grau N com pontos de
colocacao GLL.

Definimos o operador de interpolacdo, Z : C°(Q2) — Vj, como sendo

To(x) =Y v(a;)w;(z), (2.96)

M
j=1

em que w; sao as fungdes de base definidas em (2.77).

O operador Zv é equivalentemente caracterizado pelas condigoes
ZveVy, e Zv(xz;) =v(x;), 1 <j< M.

Se Q € R? e é um dominio poligonal com uma triangulacao regular [13] em triangulos

ou retangulos, entao vale a seguinte estimativa do erro de interpolacao local:

Lema 2.54 ([4], Lema 4.5). Dado um elemento K de uma triangulacio reqular Ty, e
v € H*(K) com s > 0. Eziste vk € Px e uma constante C' > 0 independente de h e N

tal que
[Che UKHH’@(K) < CpminVEL)h ke HUHHS(K) , 0<sk<s (2.97)

Além disso, se s > 3/2, podemos tomar vk como o interpolante de v em Pk.
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Coroldrio 2.55. Sejav € H*(2) com s > 3/2. Existe uma constante C' > 0 independente
de h e N tal que

v —Zol|, < CRmRWNFLO=kNE=s 1) 0 < k< 1. (2.98)

Em (2.47) haviamos introduzido o operador eliptico IT,, definido por
a(ﬁhv,vh) =a(v,v), Yo, € V. (2.99)

Dada uma aproximagao ay(+,-) da forma bilinear a(-,-), vamos considerar também o

seguinte operador I, associado a ap(-,-):
ap, (ITyv,v,) = a(v,vy), Vo, € V. (2.100)

Observacao 2.56. Usaremos nos operadores o sub-indice N — 1 para denotar o operador
referente ao espaco de elementos espectrais de grau N — 1 (por exemplo, Iy_1 denota o

operador de interpolacao de grau N —1).
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Capitulo 3
Problema com Fronteira de Dirichlet

Vamos estudar a discretizacao do problema (1.1)-(1.3) no espago pelo método de elementos
espectrais, descrito na secao 2.4.1, e com a discretizagao temporal descrita na secao 2.3.3.

Seja 2 = I} x I, em que I; e I, sao dois intervalos abertos da reta.

Assim como no caso de coeficientes constantes, apresentado na Secao 2.2.3, vamos
considerar V = H}(Q) e H = L*(2). Assumiremos inicialmente que f € L? (0,7T; L*(Q2))
para que a existéncia e unicidade da solugao seja garantida, além disso tomaremos ug € V
e u; € H. A forma fraca do problema (1.1)-(1.3) serd: Encontrar u : (0,7) — V tal que
para todo t € (0,7") tem-se

u(0) = o, (3.1)
w(0) = u

sendo a(+,-) a forma bilinear definida por

a(p,v) = (AVp, Vi) Vo, € H'(Q), (3.2)

onde A = (a;;) é uma matriz de ordem 2 x 2 simétrica e positiva-definida com coeficientes

nao constantes e limitados [35], isto é, existem dois nimeros reais p; e py tais que

AV -V > p(VE+VE) YV = (1, Va) € R?,
|aij] S P2, VZ,j = 1,2 (33)

Assumimos também que os coeficientes a;; sao separaveis no sentido que existe um

inteiro ns > 0 tal que

na n

A
aj(x) = afi(x) =) apall (11)a) (x2). (3.4)
k=1 k=1



O problema semi-discreto associado & formulacao (3.1) é : para todo t € [0, 7], encon-

trar uy € Vj, tal que:

(ilh(t),vh)h + a(uh(t),vh)h = (f(t),’l)h)h \V/?}h € Vh, t > O;
(un(0), vn)n = (w0, vn)n  You € Vi; (3.5)

(0n(0),vp), = (ur,vp)n Yo € Vi;

sendo que ay (¢,v) = (AVep,VY),, e (-,-), é o produto interno discreto definido em
(2.91) com base na quadratura GLL. Conforme descrito na Segao 2.3.2, este problema

corresponde ao sistema de EDOs

Mii(t) + Ku(t) = F(t), (3.6)
u(0) = ug, w(0) = uy,

sendo que agora M, ; = (¢;,vi)n € Ki; = a(pj, v;)n. Note que a matriz M ¢é diagonal
devido a escolha da regra de quadratura GLL. Utilizando a discretizagao temporal pelo

método de leapfrog, descrita na Secao 2.3.3, obtém-se

(up™ = 2up +up ™ op)n + AtPan(uy,vn) = AP(f(ta),vn)n (0> 1),
At? At?
(up, — o — Abuy, vp)p + Tah(ui, vp) = T(f(to), Un)n,  Vun € Vi,

que resulta no método iterativo

{ U™ = UM U+ ABM Y (F" - KU"), n>1 57)

[j1 = u0+Atu1 + A7152]\4-_1(1'70 —K’U;O),

observando-se que M ! é facilmente obtida pelo fato que M é diagonal.

3.1 Analise de Convergéncia

Os préximos resultados servirao como ferramentas para a demonstracao do resultado
principal deste capitulo, o Teorema 3.7, o qual estabelece uma estimativa de erro para a
solucdo aproximada do problema (3.1). O primeiro resultado a seguir é uma versao hp e

bidimensional do Lema 2.6 em [35]:
Teorema 3.1. Sejam s >3/2 e N > 2. Seu € H*(Q,Tg), entdo

(u, wy) — (u, wy)

||wh” h < Chmin(N,s)(N — 1)75 ||u||s’7—h th - P(Q,ﬁl) (38)
0

Demonstracao. Dado K € Ty, denotemos por (+,-)k e (-, -)nx as restrigdes das formas
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bilineares (-,-) e (-,)n ao elemento K (analogamente para || - || e || - ||s). Vamos somar e
subtrair os seguintes termos envolvendo o operador de interpolagao de grau N — 1 em K

(que vamos denotar por Z%_,):

(u, wi)k — (W, wp)ni = [(w, wp)k — (TN wi) k| + [(ZN_w, wi)k — (ZN_yu, Wh) k|

(D (IT)

+ [(I§—1u7wh>h,K — (uvwh)h,K} .

N /

(I1)

Pela exatidao da regra de quadratura GLL, o termo (II) se anula. Podemos majorar

o termo (I) usando a desigualdade de Holder e o Lema 2.54' com k = 0, isto é,

(w,wn)e = (Inawwn)ie < Ju = Iy qul| Jlwnll

< Chmin(N’s)(N -1 HUHSK Jwnl g - (3.9)

Para majorar o termo (IIT), note primeiro que pela definigdo do produto interno discreto

(-,-)n e pelo fato que Z¥u coincide com u nos pontos de quadratura GLL, segue que
(Zx 1w, wi)nx — (W, wp)nx = (IN_yu, wp)n g — (INw, wp)nx = Tyt — I u, wp)p k-

Como I8 \u—TI8u € P(Q,T;,) e wy, € P(,Ty), podemos utilizar o Teorema 2.51:

VAN

(ZK_ju— TR, T ju — T )y 5 (wn wn)y
C | ZE_ju — T . lwal

C {28 -ru = ull g + llu = ZN ul| ] Hlwnllx -

(IJIV(—W, wh)h,K - (U, wh)h,K

IN

IN

Segue novamente do Lema 2.54 com k = 0 que

(ZN _yw,wp)ni — (wwp)x < C RN —1)7° 4 RN NT | flwnl ¢
< C(L+ h) R (N = 1) Jull, g lwnl -

sendo que o termo 1+ A pode ser limitado em termos da medida do dominio. Assim,

(w,wp) = (w,wp)p = CA™ NN = 1) lull, g 1wl
KeT,

e o resultado segue da desigualdade de Holder em R, 0O

Lembrando que utilizamos elementos retangulares e espacos de elementos espectrais

!Neste caso, devemos tomar uma triangulacdo regular auxiliar 7; associada ao espaco de elementos
espectrais de grau N — 1, formada pelos mesmos elementos de 7j,.
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formados pelo produto de espacos unidimensionais, necessitaremos de uma versao hp
unidimensional do Lema 2.6 e da segunda parte do Lema 2.3 em [35], cuja prova segue os

mesmos argumentos do teorema acima:

Teorema 3.2. Seja T,! uma triangulacao reqular de um intervalo aberto I e
Pk:(LEI) = {U € P<I7,7;LI) ) U‘K € Pk(K) VK € 7711}
Seue H(Q,T,I) coms>3/2 e N >2, entio

(u,wn) = (u,w)p < ORI N = 1) |Jull o wally  Ywn € Pu(,Ty),
(u, wn) = (u, wy)p < CRMVHLINTS [luf o fJw, Vwn € Py_1(1, 7).

Considere os operadores de projecao eliptica (2.99) e (2.100), considerando a forma
bilinear (3.2) e sua aproximagao pela quadratura (2.90). Temos a seguinte estimativa

para o erro de projecao eliptica:

Teorema 3.3. Se a;; € H*(Q2) com p > 3/2 para todo 1,7 = 1,2 e v € H*(Q) com
s > 5/2, entao para qualquer N > 2 e h > 0,

lo = Mol < CR (N = 1)7 (141 A], ) o]l (3.10)

2 na
com § =min(p, s — 1) e [|Af|, = Z Z HCLZH#

ij=1 k=1

Demonstracao. Esta prova é semelhante ao Lema 1 em [56]. Dado v, € V}, arbitrério,
lo = Iyolly < flv = wnlly + llon = Ipolly - (3.11)
Seja wy, = IIv — vy. Como o operador ay, (-, ) € eliptico, podemos escrever
Co ||lvn — Hthf =Yy HwhH? < ay, (wp, wy) = ap, (v, wy) — ap (vp, wp) -
Vamos subtrair e somar a(vp,, wy,) e usar (2.100), obtendo

Co [Ty — w7 < alv,wr) — alvn, wy) + alvy, wy) — ap (vn, wy)
= a(v— v, wy) + a(vy, wy) — ap (v, wp) (3.12)

< Cillv = wvpll1lfwnlly + a(vn, wr) — ap (vn, wy) -

Logo, por (3.11) e (3.12), lembrando que IIv — v, = wy, segue que a desigualdade

acima pode ser reescrita como

&(Um wh) — ap (Um wh)

lo = ol < C {flo —onll, +
' ' [[wnlly

(3.13)
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Vamos escolher v, = Zv. Segue do Teorema 2.55 (com k = 1) que
o = vall, = llo = Zoll, < CAmVHLINI ] (3.14)
Para limitar o termo restante, note que

a(vp, wp) — ap (v, wy) = (AVoy, Vwy) — (AVo, V),
. A11Vh, + A12Vhy Wh, A11Vh gz + A12Vhy
- ) - ) )
21V + G22Vp y Why 21V + G22Upy b

em que os subscritos x e y denotam derivadas parciais nas direcoes x; e xy, respec-

Wh,x

Wh,y

tivamente. Por simplicidade, faremos os calculos apenas para os termos envolvendo o
coeficiente ai,(x) = ali(x;)ai?(xs) e usar as notagoes (-, -), (+,-)n e || - || também no caso
unidimensional.

Sejam vy () = v} (z1)v3(22) e wy(x) = w} (z1)w?(xs). Temos que

(ahvh,x»wh,x) - (a}lvh@,wh,x)h = (aﬂv}l,xa wi,gc)(ai?vi,wi) (aﬂvflmvhx) (a%%vi,wih
(aﬂvh ) will z)(@i?vi, wh) (aﬁvh ) Uilz )h(&}%vh’ wh)

(110 5 Wy )n (@1 10;, w3) = (@110, 4, (@108, Wi

[(aﬂvflur?wh :1:) (aﬂvilzzvvh x)h](a%%vi%?wh)

(a1 4wy, (a1t wi) — (aiivg, wi))

= [(a119p 4, Wy ) = (@110, 4, Vo )n) (a1707, w3)

+(a170h 0 Wh o )n = (a1105 45 w0y )] [(@1T0F, wE) = (ar7vi, wi)n]

H(a110h 5 W, ) (0170, w5) = (@11vy, wh)al.

Sejam 775 'e 771[2 as triangulacoes unidimensionais associadas aos intervalos abertos Iy
e I, (note que T, = T,"* x T,”*) e seja § = min(p, s — 1). Como alyvs, € H¥(Q,Ty), segue

do Teorema 3.2 que

(a11Vhr Wha) = (@11 00y Who)w < CIR DN afio | on flwp o llollaitoillollw? o
+RIE AN R (N — 1) ladio, | oo lwhllollartvill o llwillo

+h DN = 1) laitopll; o lwillollaiiv . lollw llo]-
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Além disso,

1/2 1/2
lotlollwZle = ( / wz,zwczx) ( / wi<x>2das)

— ([whoteuta i) " Janalo
Analogamente?, obtem-se
1F 7 2N, i < Cllflmasc(on sy f(@) = £1(20) £ (w2),
de modo que
(a110n0; Wh o) = (@110n0; wh o )n < CR™N (N = 1) aq 0 2l|5 75 1 wn 2o

Por outro lado, pela limitacao do coeficiente al, e pelo fato que al,v, € H3(Q),

lanyonallsn < o (v —va)ellsm + lanvellsz,
< Cllw=vn)ellsz + ladvalls.s,
< Cllv=vnllsrrz + lanvels
< Cllv—vnllsm + lanvells

Pelo Corolario 2.19 e pelo Lema 2.54 com k = s,
latyonlls g < CUlvls + llat lsllvalls) < Clvlls + llallullvlls),
de maneira que, observando também que ||wp, .|lo < ||wall1,
(1100, W) = (@11 Vh, Who)n < CH™N (N = 175 (Jolls + flagy [l llolls) w1

Procedendo do mesmo modo com os demais termos de a(vy, wy) — ay, (v, wy,), obtém-se

sup a(v, wy) — ap, (v, wp)

< Ch™NA(N — 1)75 (1 + || AL, [|v]l, - (3.15)
wpEV ”whHl

De (3.14), (3.15) e do fato que § < s — 1, a desigualdade (3.13) torna-se

lo~Iwl, < € (KPP DN o] 4 RPN — 1)1+ (JA]L) [o]l,)
< OO (N (N = 1)) (14 [[AlL) [l

da qual a estimativa (3.10) segue. 0O

2Convém considerar || - ||s na forma dada por [1, eq. (5.1.3)].
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Corolario 3.4. Nas condicoes do Teorema 3.3, vale a sequinte estimativa na norma L?:

v = Mivlly < CH= 91N =17 (14 4], ) o]l (3.16)

Demonstragao. De fato, pelo Lema de Aubin-Nitsche (Teorema 2.35) existe uma constante
M tal que

1 .
Hv—nhvuoSMHv—nhvul( sup { o int H%—%Ih}) (317
0

geL2(Q) prEVR

onde ¢, é a tnica solugdo do problema variacional: Encontrar ¢, € V tal que a(v,p,) =
(9,v) para toda v € V. Lembrando que €2 é um dominio retangular e os coeficientes
a;; € H*(Q) com p > 3/2, temos que [32, pp. 50-53]

2
0 u
b€ B0 ¢ laly<ClILaly+lal), L= Y 2 (w@pt). @19
i j

,7=1

Como Znp, € Vj, e usando a desigualdade (2.98), segue que

nf ey = eully < ey = Inweglly
< ChmBNVFLLNI=2 | 11 (3.19)
= ChN"" |,

I -

Além disso, pela coercividade e continuidade da forma bilinear a(-, -) temos que existe

uma constante Cy tal que

Cy ||909||(2) < a(wga@g)
= (9,¢9) (3.20)
< HQHO HSOgHO'

Logo, pelas desigualdades (3.18) e (3.20), teremos

leglly < (llgllo + llglly) < Cligllo - (3.21)

Substituindo as desigualdades (3.19) e (3.21) em (3.17) e usando o Teorema 3.3, obtemos

. ~ N —=1 .
o — ||y < CAN" |lo — Iyol|; < Chmm(N’S)HT(N =17 A+ (AL (ol

o que resulta em (3.16). O

A partir de agora a andlise sera voltada para o problema discreto (3.5). O esquema
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de Leapfrog (2.54) para esse problema pode ser escrito de modo anélogo a (2.54):

Atg (thrl Up, — Atzhvvh)h + §ah (uh? vh) = E(f(tn)> vh)h
{ A7 (zhth =z on), + 0 (uptt +ujy, on) = 3 (f (tngr) + f(tn), vn)y, (3.22)
0

(uhavh)h = (Uo, Uh)ha
\ (227vh)h = (Ulavh)h Yo, € Vj,.

Como em (2.56), definimos e}} = u} — Il u(t,) e gy = 2} — I,0(t,). Combinando-se

as equagoes (3.22) e (3.1), obtém-se

1

1
AtZ (€Z+1 - e;LL - At927vh) + 2ah (ehyvh> (nha Uh) vp, € Vh;
1 1
At (QZH o 927%) + 2ah( n—H + 617,72]}1) (C;;avh)v vy € Vi,

sendo 1} e (}' os erros de consisténcia definidos por

(o) = 5 (ol = (7t o).

S i), o) = 5y (T [ultn) = ulta) = Ati(ta)],v), (3:23)
(G = 3 () o = () o)) + 5 ((Fltan)s o) = (Fltnsr), )

g (i) + 0, v8) — o (I [it) — )] ) (3.24)

Comparados com (2.57)-(2.58) nota-se que (3.23)-(3.24) possuem parcelas dependentes

da fonte f e a presenga de termos da forma (II,w,vy), em vez de (ﬁhw, vp).

Teorema 3.5. Seja ny definido por (3.23). Se uw € C*(0,T;V)NC*0,T;H) e [ €
C0,T; H*(Q2,Tr)) com r > 3/2, entio

. tn+1
il < €| - sl + [ ), ds
tn

1 tn+1

+ A . (I = II1,) i(s)]|, ds] (3.25)

i, < © [hmian )T (FE, + [ (tar)ll,) + At / )|, ds

1 tn+1

box [ mya, o (3.26)

Demonstragao. Segue da prova do Lema 2.41 e da equivaléncia (2.92) que as duas tltimas

parcelas de (3.23) resultam nas parcelas correspondentes em (3.25). Por outro lado, pelo
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Teorema 3.1,

(f(t)son)n — (f(ta),on) < CR™RH(N =177 || f ()], onlly (3.27)

resultando na majoragao da parcela restante de (3.25). A prova de (3.26) segue o mesmo

argumento. O

Teorema 3.6. O método de leapfrog (3.22) € estdvel, no sentido que existe uma constante

v > 0 tal que, se o incremento temporal satisfaz

At < vhN~2, (3.28)
entdo vale a deigualdade (2.71):
n—1
el < C {llepllar + llgnlle + At > (Atlylla + Gl m) | - (3.29)
k=0

Demonstra¢ao. Como M e K sdo simétricas e positivas definidas, a matriz (M — AK)
possui uma sequéencia de M autovalores A; positivos e uma sequéncia de M autovetores

w; linearmente independentes tais que, [52],
ij :)\jij, ]: ]_,M (330)

Além disso, o maior autovalor A,q, = max{\;, 1 <j < M} do problema de autovalor

generalizado (3.30) é limitado por

(3.31)

sendo que C' > 0 nio depende de M e N, e h é o menor comprimento obtido dos lados
dos elementos €2, [56]. Segue de (3.28) e (3.31) que

2~N4
hC—

2 2
At)\jgym h2,

e (3.29) é obtida como no Teorema 2.42 com v*> = 4(1 — €)/C, sendo € dada em (2.70).

3.2 Erro Otimo

Teorema 3.7. Sejam u € C*(0,T; H*(Q)) N C*(0,T; L*(Q)) com s > 5/2, a;; € H*(Q)
com p > 3/2, f € C%0,T; H (2, Ty))) com r > 3/2, ¢ § = min(u,s — 1). Se vale a

condi¢ao de estabilidade (3.28), entdo a sequinte estimativa de erro é wvalida para todo
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n > 0:

. hmin(N,§)+1
Julta) = wtlo < O —yer (1 141,) (lwolls + s + Nt ls + Nullcmgoransa )

pmin (N,r)
2
FCAL |ullesor.r20)) + N—1r 1 oo mr.73) -
(3.32)
Demonstracao: De fato, denotando u(t,) = u™
lu" = wuplly < o = Iyu™lo + [ Hhu" — gl
= [lu" = Iyu{ly + [lehllo - (3.33)

Pelo Teorema 3.6 segue que

-1
[u" = uplly < [Ju” _HhunH0+||ehH0+H9h||0+A Z (At g llo + ISH o) -
" —~— m=0
(1) ) (3) ~ ~~
(4)

Agora iremos limitar cada um dos termos de (1)-(4). Para majorar o termo (1) basta usar

o Corolario 3.4:
n _ n min(N,5)+1 _1\—5-1 n
o = Mo < Ch (V=17 (14 Al el (3.34)

Para (2), temos de (3.22) que u) = Zu’, logo, pelo Coroldrio 2.55 com k& = 0 e pelo

Coroléario 3.4,

ledlo < |[IThuo — uollo + lluo — Zuollo
< ChmmNAT(N — 1) (1 + HAH;J l[uo|; + CR™NFLI N =2y || (3.35)

< Chmin(N,§)+1(N _ 1)7571 (1 + ||AH#> HUJOH§
Analogamente, temos que o termo (3) pode ser majorado na forma

lgnllo < [[puy — uallo + [Jur — Zuafo
< ORI = 1) (14 |4, ) fl s (3.36)
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Pelo Teorema 3.5,

n—1
ALY Atllpplle < CAt
m=0

hmin(N,r)(N - 1)77' Z_: At Hf(tm>Hr + At /t" HU(3)<S)HO ds
m=0 0
n /O (I — II) ii(s)]] dS]

< CAt [hmin(N’T)(N —1)7" sup ||f(t)], + At sup ||u(3)(t)||0
0<t<T 0<t<T

- Hhm(t)uo] |

0<t<T

Utilizando em seguida o Corolario 2.55, obtemos

n—1

ALY At < © {Athmmwmw ~ D)7 sup IO, + A2 sup [[«@(0)],
0<t<T 0<t<T

m=0

b ARy )51 (1 + ”A||u> oiltlET ||u(t)||§] . (3.37)

De maneira similar, verifica-se que

n—1
> adile < C [N -0 sup 0], + A2 swp [0,

= 0<t<T

+ pmn(VAFL(y _ 1)=F-1 <1 + ||A||u> oililfT ||ii(t)||§] ) (3.38)

Segue de (3.37)-(3.38), observando a definigao (2.11), que o termo (4) satisfaz a se-
guinte desigualdade:

n—1

ALY Atlllo + 16 lo < € [RPDN = 17 I Fllongrariomy + AP lellesoszaay

m=0

AN 1) (1 AL s s -
(3.39)

A desigualdade (3.32) fica provada unindo os resultados (3.34)-(3.36) e (3.39), como

queriamos. -

Observagao 3.8. O resultado acima pode ser adaptado para |u(t,) — u}||, procedendo
como em (3.33) e em sequida utilizando uma desigualdade inversa para estimar ||le}||; em

termos de ||e}||o, de modo que os passos de (3.35) a (3.39) sao reaproveitados.
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Capitulo 4

Problema com Fronteira de

Engquist-Majda

Neste capitulo consideramos a equacao da onda actstica bidimensional com coeficientes
nao constantes e com a condigao de fronteira de Engquist e Majda [23]. Esse problema
é descrito pelas equagoes (1.1), (1.2) e (1.4). Novamente vamos considerar 2 = I} x I,
V =HYQ), H=L*Q), fe L*0,T;L*)),up €V eu, € H.

Com o intuito de estabelecer a forma fraca das equagoes (1.1)-(1.2) com a condigao

de contorno (1.4) definimos o produto interno continuo na fronteira

(u,v) = /69 uv do. (4.1)

Também é necessario definir, assim como em (2.91), um produto interno discreto na

fronteira de €2, a saber

(u,v), = Z uv. (4.2)

GLL|og
Observagao 4.1. A propriedade de equivaléncia (2.92) pode ser estendida para os pro-

dutos internos (-,-) e (-, ).

Procedendo como na Segao 2.2.2, obtemos a seguinte formulagao variacional: Encon-
trar u : (0,7) — V tal que para todo t € (0,7) tem-se

(i(t),v) + a(u(t),v) + (u(t),v) = (f(t),v) YveV
0, (4.3)



sendo (-, ) o produto interno definido em (4.1) e a(p, 1) = (AVp, Vih) como em (3.2),
sendo que valem as condigoes (3.3)-(3.4). Seguindo os mesmos passos da Segao 3, obtemos

a discretizacao completa do problema 4.3, a saber

e (upt —up — Atzy,vp), + 0 (uy,vn) + 3 (2, 0n)), = §(f VR
1 1 1 1
~ (2 =23, 0n), + 5 (upt™ + upy,vp) + 3 (! + 23, on), = 5 (f"+ o),

(U27Uh)h = (anvh)h,

\ <227Uh>h = (ur,vp)n  Yup € V.

(4.4)
em que f" denota f(t,). Sejam u" = u(t,), e} = uy — I u" e g} = 2z — [1,@". Subtraindo

de ambos os lados da primeira equacao de (4.4) o termo

1 n 1 " 1 o
E (Hh (un—i-l —u" — Atu ) ’Uh)h + §Clh (Hhu ,Uh) + 5 <Hhu 7vh>h7
obtém-se
1 n+1 n n 1 n n
A_tg(eh —ep, — Atgy,vn)n + 50 (e, vn) + 5 (gh,vn)y,
1 n 1 N 1 . L, ..
_ _M (Hh (un—l—l _ un _ Atu ) ’Uh)h — §ah (Hhu ,Uh) — 5 (Hhu ,Uh>h + é(f ,Uh)h.

Segue de (4.3) e da defini¢ao do operador eliptico (2.100) que

ap(ITyu", vp) = a(u™, vy) = (f*,vp) — (4", vp) — (4", vp)

Portanto, a primeira equagao de (4.4) pode ser escrita na forma

1
eZ“ — ey, — Atgy, Uh)h + §ah (e’;i, Uh) + ) (927 Uh>h, = (UZ; Uh)7
(1&) (2a)
T ) R
— (IT,[u™ —u™ — Ata"], vp)n +5 (U", vp) (4.5)

(30)

Anl

Analogamente, subtraindo de ambos os lados da segunda equagao de (4.4) o termo

1

g U (@t =)

1 1
Lo Uh) + §ah(ﬂh (u"+1 + u") ,Up) + 5 <Hh (11”“ + u”),vh>h,

63



tem-se

Alt (gn™ = giy, on)n + ;ah(eﬁ“ + e, on) + <g"+1 + g, vn),
- _Ait(nh[unﬂ — "], vn)n — %@h(ﬂh[u”“ +u"], ) - <U T, on),  (46)
+§(fn+1 + "5 vn)ns
que junto com
ap(y[u™™ 4w, ) = a(u™™ 4+ u™, )

= (f" A+ o) — (@ A o) — (@M 0 o)

resulta na seguinte expressao para a segunda equacao de (4.4):

1 1
At (9}74_1 - gh7vh>h + 2ah( fan + eh?”h + <gn+1 + gZ? Uh> - (p27vh>a
<1b> (26)
n 17 n+1A ) ~ 1 r"n—i—l A"n N
(P> vn) = AL ([t u"], vp)n +§ (@ + ", vn)
(4.7)
®) (3b)
1 g 17
5 < n+1 ot 'Uh> <H - n+1 +an Uh> 5 fn+1 +fn Uh)h . (fnJrl "‘fn Uh)]

Teorema 4.2. Seja u € C*(0,T; H*(2)) N CH0,T; L*(2)) tal que you(t) € H*(02), com
s > 3. Sejam a;; € H*(Q) com pu > 2, f € C°0,T; H"(Q,Tr))) comr > 3/2, e § =
min(p, s — 1). Se vale a condi¢do de estabilidade (3.28), entao a seguinte estimativa de
erro é vdlida para todo n > 0:

hmln (N,3)+1

Julta) =l < O —yerr (1 140,) (lwols + s + et ls + Nllcmgo s )

hmln(N )

2
+ CAL ||ulleaorr2)) + ~N=1iy [ fllcoor. i3

+0% (1 141,) s (1Ol o0 + O]
+ C% (1141, ) sup At [lite) ] on + (0] (48)

Demonstragao. Assim como em (3.33), vamos decompor o erro na seguinte forma:

[u" = uplly < [lu™ — Hpu" [l + [lerll, - (4.9)
—_—
(1 )
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O termo (1) jé foi trabalhado em (3.34), ou seja

[ = Myl < CRP™OH(N = 1)=51 (14 Al ) w5 (4.10)

Como no Teorema 3.6, segue que

n—1
lezlly < lleally + llgblly + 28 D (Atllopllo + llpilly) . ¥n > 1. (4.11)
m=0
Em (3.35)-(3.36) conseguimos
el < CRmr (N — 1)1 (1414, ) ol (112)
Ig2llo < CROH(N — 1)75 (1414, (413)

restando encontrar uma limitagao para as normas ||}, e ||p|l,- Comecando com |o}|,,
note de (3.23) e (4.5) que (la) + (2a) + (3a) = (0}, vs), de modo que
(a)

(O-hv Uh) (nh’ Uh) +

N | —

Somando e subtraindo o termo (@",vy,), em (a), obtemos

<Un,Uh> — <’[Ln,’0h>h + <u”,vh>h — <Hhu",vh>h = \(’[Ln,?}h> — <lln, Uh>,3+ <(I — Hh)a", Uh>h-

[

(i)a (it)a

Note que o termo (i), pode ser limitado usando os teoremas 3.2 e 2.4:

(0", o) = (@",0n),, < Chmm(N’s)(N— 1) HunusaQHUhHo,aQ

< CR™E(N = 1)~ [[d]| o vl (4.15)

Além disso, para u € V;, N H*(Q2), temos a seguinte desigualdade inversa [26]:

lull ooy < ChT* N JJull (g - (4.16)
) (

Aplicando esta desigualdade ao termo ||v,||,, obtém-se a seguinte estimativa para ()
(@, vn) = (a", on), < CH™ITHN =127 @ g vl - (4.17)
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Pelos teoremas 2.4, 2.51 e 3.3 e pela desigualdade (4.16) teremos para o termo (i), o

seguinte:

(I = )", vn)y, = ((Z = Hp)d", vn),,

< ((Z - my)ir, (T — )iy, (on, vn),?

< CIE = Ty lonll ey (4.18)
< O (T = Die"laqry + 10 = )i gaqey ) ol

< C(N@ = 1yaly + 10T = )i L) lowly

< CRTIN(IE = Dally + 10T = 11)i ) leally-

O termo que depende de (Z — I)u™ pode ser majorado pelo Corolario 2.55, enquanto
o Teorema 3.3 serd usado para limitar o termo que possui (I — IT;)u"™. Assim, para (ii),

obtém-se

(1= I)it", )y, < CH* NN = 127 (T4 AL [ llenlly— (4.19)

Devido ao Teorema 3.5 e as desigualdades (4.17) e (4.19), segue de (4.14) que

. tn+1
lotll, < C{hm‘“‘N’”(N—l)’"Hf(tn)Hﬁ / 14 (s)]], ds

1 tn+1

b =), ds

NN = 12 (14 AL ) (a7 g + 18) }

Efetuando a soma em n, tomando o supremo em ¢ e aplicando o Corolario 2.55 a

terceira parcela, obtém-se

n—1
ALY Atllop], < CAt {hmin(Nﬂ(N -

m=0

sup ||f(®)|l, + At sup Hu(3)(t)H0 ds
0<t<T 0<t<T

+hmin(N,§)+1(N — 1)~ (1 + ||A||M) sup ||i(t)]],
0<t<T

F RPN = 1P (1 A1) sup (10000 + 13601}

(4.20)

sup
<t<T

Consideremos agora o termo ||pjt||,. Temos de (3.24) e (4.7) que (1b) + (2b) + (3b) =
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(¢7,vp), de modo que

()

A\

(Ph>vn) = (Cyvn) + %[Zu”“ + 4", o) — (I (" 4+ 4™), vh>;]. (4.21)

Somando e subtraindo o termo {((a"* + 4"), v,), em (b), obtemos

(@ +am), op) — (@ 4+ am),on ), + (1 — D) (@ +4m), vy ), - (4.22)
o (@

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, tem-se que
tn+1
"t — gt = / ii(s) ds, (4.23)
tn
logo
tn+1
W 4 at = 20" + / ii(s) ds,
tn

e (i), em (4.22) fica igual a

2 (i v — (0", vn), ) + (</}tt+ ii(s) ds,vh> - </tt+ ii(s) ds,vh>h> o (420)

de modo que o primeiro termo desta soma é igual a (i),, que é majorado conforme (4.17).

J& o segundo termo merece um pouco mais de atencao. De fato,

Teo.3.2 tnt1 . (N ) _ .
% <7h/“ PO (N — 1) |[ii(s)]], g [Vnllo.on s
tn

) tn+1
smwMWw>nﬂ/ li(s)]l, 00 5 llonll
tn

. _ _ tn+1
scmmW*%N—Wﬂ/ i)l e ds [lonl,
tn

Deste modo, obtemos a seguinte estimativa para (7)p:

(@™ "), o) — (@ 0", o),

. - _ tn+1
gcwwW*w>ngwmmﬁ/ M@mmwhmm (4.25)
tn
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Resta agora limitar o termo (ii),. Novamente pelo Teorema Fundamental do Calculo,

(T = ) (@ +40m), 03), = 2 (1 — IL,)i", va), + <(1 — 1) [ /:+ ii(s) ds} ,vh>h .

A primeira parcela corresponde ao termo (ii),, limitado conforme (4.19). Além disso,

pelo Teorema de Fubini

<(1 1) Ut“ ii(s) ds} ,vh>h - </:“(1 ~ )iis) ds, vh>h (4.26)

tn+1
= [ miGs). o), ds,
tn
sendo que, analogamente a (4.18),
((I = Iy)i(s),vn),, < ChN*(Z = D)i(s)ll, + 11(1 = In)ii(s)l) l[onll, -
Novamente, (Z — I) pode ser majorado usando o Corolario 2.55, enquanto o Teorema
3.3 serd usado para limitar (I — I1;). Assim, para (ii), obtém-se

((I = Iy) (@™ 4 40"), on),

! 3 3 . tn+1 .
< omma oy = 12 (L an,) [1+ [ 1l s lod, @20
tn

Assim, pelas desigualdades (3.26), (4.25) e (4.27), a igualdade (4.21) permite escrever

. tn+1
Il < € {0 = )7 (1), + 1l )+ A [ a6, ds
L )
Al 11 = 1) i(s)l] ds

9=y - 173 (14 AL [, + 7]

a8 1 () [ 0+ TG0 a5] ).

+1

68



Procedendo como em (4.20), tem-se

n—1

A ol < c{hmw’”w ~ 1) sup £+ A% sup a0,

o 0<t<T

+hmin(N,§)+1(N _ 1)*5*1 (1 + ||AHH> sup Hu(t>H0
0<t<T
NSy )2 (1 1 HA||#> sup |:H/Z.j/(t)||s,8g + ||ﬂ(t)||§}
0<t<T

4 prn AL )28 (1 + ||A||M> sup At [Hﬁ(t)Hs,aQ + ||ﬂ(t)||g} } . (4.28)

Segue de (4.20) e (4.28), em analogia com (3.39), que

n—1

ALY At o + 167 o < € {R DN = D)7 | Pz gy + A lulleso sz
m=0
+hmin(N,§)+1(N _ 1)7571 <1 + ||A||H> ||u||CQ(O,T;H§(Q))
FRm NI N 1275 (14| A]L) sup [0, o0 + lE];]
0<t<T
+ hmm(N,é‘)—l(N _ 1)2—5 <1 + HAHM) sup At [Hﬂ(t)H&aQ + ||u(t)||§} } :
0<t<T

(4.29)

Juntando (4.10)-(4.13) e (4.29), obtemos a desigualdade desejada.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Este capitulo trata da validacao numérica das estimativas de erros obtidas para os pro-
blemas (1.1)-(1.3) e (1.1)-(1.2),(1.4). Além de validar as estimativas, os experimentos
numeéricos aqui apresentados servirao para ilustrar a aplicabilidade do método de elemen-

tos espectrais a estes problemas.

Em todos os experimentos, foram utilizadas malhas quadradas com o mesmo nimero
de elementos em cada direcdo, e meios isotrépicos (ou seja A(x) = a(x)I). Os erros
nas normas L? e H' sao aproximados pela quadratura gaussiana com 64 x 64 pontos de

integracao em cada elemento. Em todos os experimentos, o erro foi avaliado em T = 1.

Varios dos exemplos a seguir utilizaram condi¢oes de Dirichlet nao-homogéneas, mas
por meio de uma substituigao simples (veja [44], eq. (2.6)) pode-se formular um problema
associado com condigoes de Dirichlet nao-homogéneas, para o qual valem as estimativas

obtidas neste trabalho.

5.1 Equacao da onda com coeficientes constantes

Nesta segao reproduzimos os resultados obtidos por Rong e Xu [44] para o problema
(2.31) da equagao da onda com coeficientes constantes. Para tanto, escolhemos a fonte

f(x,t) = 272 cos[m(t — z1)] sin[m(t — z2)] em (1.1) de modo que a solugio exata é

u(x,t) = sin(m(zy —t)) cos(m(zy —1)). (5.1)

Na Figura 5.1, utiliza-se apenas N, = 1 elemento na triangulagao, e o grau polinomial



N varia de 3 até 13, como em [44, Fig. 1]. Cabe observar que Rong e Xu aproximam o
erro na norma L? pela quadratura GLL com N +1 x N + 1 pontos de integragao (ou seja,
a mesma quadratura usada no cdlculo das matrizes de massa e rigidez). Apesar desta
diferenca na forma de calcular os erros, os resultados da Figura 5.1(a) e da Figura 1 em

[44] sao similares.

Note que o erro da discretizacao temporal gera uma “barreira” (uma cota inferior) o
decaimento do erro em N, e que esta cota diminui quando passamos de At = 1072 para

At = 1073; esta cota inferior ndo é mais observada ao passarmos de At = 1073 para
At =107°.

—dt=1e-2 —dt=1e-2

1e+0 | dt=1e-3 1e+0F dt=1e-3
> dt=1e-5 > dt=1e-5

1e-2f le-2¢

le-4¢

le-4¢

le-6¢ le-6¢

14 2 4 6

Figura 5.1: Problema de Rong-Xu: erro na norma L? (a) e H' (b) em funcao do grau N.

Ja na Figura 5.2, observa-se o decaimento do erro a medida que aumenta o niimero de
elementos em cada direcao, para um incremento temporal At = 107° e grau polinomial
N =2,4,6. A taxa de convergéncia numérica foi aproximadamente O(hN*!) na norma L2,
conforme previsto pela teoria e também observado em [44, 55]. Além disso, a convergéncia
observada na norma H' foi O(h"). Assim como na Figura 5.1, o decaimento dos erros é

limitado por uma cota interior aparentemente causada pela discretizagao temporal.
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1e+b T T 1e+2

le+0f

1e+0F
1e-2F

1e-5¢F le-4f

1e-10F 1e-8
1e-10
-
1e-15F -
et - —N=2
-~ N=4 1e-12F
" N=6
1e-20 : 1e-14 *
0.01 0.1 1 0.01 0.1 1

Figura 5.2: Problema de Rong-Xu: erro na norma L? (a) e H! (b) em fungao do tamanho
do elemento h. Em todos os casos, At = 107°. As linhas tracejadas tém inclinacoes
2.8753 (N =2),4.934 (N =4) € 6.9222 (N = 6) na Fig. 5.2(a), e 1.9388 (N = 2), 3.9608
(N =4)e5.9194 (N = 6) na Fig. 5.2(b).

5.2 Equacao da onda com coeficientes variaveis

Em seguida, vamos permitir que o coeficiente A dependa de x. No primeiro experimento,
vamos tomar

A(x) = cos(xy — x9)I, (5.2)

e escolher a fonte f(x,t) = cos(t —x; — x9)[2 cos(z1 — x2) — 1] de modo que a solucao seja

u(x,t) = cos(t — xq — x2). (5.3)

As figuras 5.3 e 5.4 correpondem as figuras 5.1 e 5.2 do exemplo anterior. Os resulta-
dos foram semelhantes a esse exemplo e novamente a taxa de convergéncia numérica se

aproxima de O(hV*1) em L? e O(hY) em H' & medida que o grau N aumenta.
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1e-2 1e-2
—dt=1e-2 —dt=1e-2
dt=1e-3 dt=1e-3
- dt=1e-5 —© dt=1e-5
Te-4F 1 le-4f 1
1le-6F 1e-6f
1e-8¢ 1e-8¢
1e-10F 1e-10¢
2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
N N
(a) (b)

Figura 5.3: Problema com coeficiente suave (5.2): erro na norma L? (a) e H' (b) em

funcao do grau N.

1e+0 T 1e+0 T
1e-2 E
1e-5F / le-4f 1
/
- / 1e-6f /
1e-10F 1 1e-8F 1
’:J - /////
- ~
- -~ 1e-10f 1
/// //
1e-15} -7 fe-12} e
- e
g ©N=2 -7 o N=2
- N 1e-14F o Ned
1e-20 : —N=6 1e-16 : —N=5
e- e-
0.01 0.1 1 0.01 0.1 1
h h
(a) (b)

Figura 5.4: Problema com coeficiente suave (5.2): erro na norma L? (a) e H' (b) em
funcao do tamanho do elemento h. Em todos os casos, At = 107°. As linhas tracejadas
tém inclinagoes 3.2562 (N = 2), 5.2896 (N = 4) ¢ 6.5511 (N = 6) na Fig. 5.4(a), e 2.1769
(N =2),4.3173 (N =4) e 6.085 (N = 6) na Fig. 5.4(b).

No proximo experimento, vamos considerar um coeficiente descontinuo:

Alz) = { AT, zy < —xq/tan(0), (5.4)

A2I7 To > —xl/tan(é’).
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Para este exemplo, vamos considerar a solugao exata do tipo onda plana:

2A1 2Al
cos(kx — wt), xo > —x1/ tan(h).

w(w. 1) = { At cog(ka — wt) + A242 cos(kr + wt), a9 < —x1/tan(h), (5.5)

com termo fonte f(x,t) = 0.

Novamente as figuras 5.5 e 5.6 e 5.7 e 5.8, com 6 = 30° e § = (0° respectivamente,
correpondem as figuras 5.1 e 5.2. A falta de regularidade do coeficiente A(x) em (5.4) fez
com as taxas de convergéncia cafssem para O(h) em L? e O(h'/?) em H' para todos os

graus polinomiais, embora ainda se observe que o erro decai com o grau polinomial N.

1e+0 " " " " e+ w " " "

——dt=1e-2 ——dt=1e-2
dt=1e-3 dt=1e-3

—o-dt=1e-5 —°~dt=1e-5

1e-1f 1 1e+0f

| M | 1ol

163 . . . . L 1e2 . .

2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
N N

Figura 5.5: Problema com coeficiente descontinuo (5.4) com 6 = 30°: erro na norma L?
(a) e H' (b) em fungao do grau N.
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1e+0

le-1p

(b)

Figura 5.6: Problema com coeficiente descontinuo (5.4) com 6 = 30°: erro na norma L?

(a) e H' (b) em funcdao do tamanho do elemento h. Em todos os casos, At = 107°. As
linhas tracejadas tém inclinagoes 1.2792 (N = 2), 1.2533 (N = 4) e¢ 1.3037 (N = 6) na
Fig. 5.6(a), e 0.56956 (N = 2), 0.53876 (N =4) e 0.55598 (N = 6) na Fig. 5.6(b).

1e+0

Te-1f

te-2f

1e-3

dt=1e-2
dt=1e-3
S dt=1e-5

1e+1

1le+0f|

le-1f

—dt=1e-2
dt=1e-3
- dt=1e-5

1e-2

Z oo

Figura 5.7: Problema com coeficiente descontinuo (5.4) com 6 = 0% erro na norma L?

(a) e H' (b) em funcao do grau N.
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1e+0 T 1e+0

le-1p

(a) (b)

Figura 5.8: Problema com coeficiente descontinuo (5.4) com § = 0°: erro na norma L?
(a) e H' (b) em funcdao do tamanho do elemento h. Em todos os casos, At = 107°. As
linhas tracejadas tém inclinagoes 1.0667 (N = 2), 1.0406 (N = 4) e¢ 1.0283 (N = 6) na
Fig. 5.6(a), e 0.50272 (N = 2), 0.48567 (N = 4) e 0.50483 (N = 6) na Fig. 5.6(b).
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5.3 Equacao da onda com condicoes de Engquist-
Majda

Neste ultimo exemplo, vamos considerar a equacao da onda com coeficientes variaveis da

forma

Alz) = ((1 — (-2 4+ %) T (5.6)

e condigoes de Enguist-Majda (1.4). A solucao exata escolhida é
u(zx,t) = (z129) 7™, (5.7)
com termo fonte

fl@,t) = (z120)°e™" [56(x'y? + 2%y") — 1132y + 48(2” + y*) — 42(z* + y*)] .

As figuras 5.9 e 5.10 correpondem as figuras 5.1 e 5.2. A ordem de convergéncia
para o caso N = 2, N =4 e N = 6 foi a mesma que nos experimentos com condigoes
de Dirichlet. No entanto, a taxa de convergéncia numérica esta melhor que a taxa de
convergencia tedrica descrita no Capitlo 4. Isto indica que a teoria pode ser melhorada,
ou que o exemplo utlizado exibiu superconvergencia. Em ambas as situagoes, testes em

mais exemplos se fazem necessarios.

1e+0 T T T T 1e+0 T T T T

“dt=1e-2 —dt=1e-2

dt=1e-3 dt=1e-3

1e-2F —©~dt=1e-5 1e-2F —~dt=1e-5
le-4¢ E le-4¢
1e-6f E 1le-6f
1e-8F 1 1e-8¢
1e-10F E 1e-10F

2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
N N

Figura 5.9: Problema com condigoes de Engquist-Majda: erro na norma L? (a) e H' (b)

em fungao do grau N.
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1e+0 1e+2
le+0f
le-5¢ le-2¢
le-4¢
1e-10F 1e-6
1e-8
te-15¢ ad 1 1e-10¢
- —©~N=2
-~ N=4 1e-12F
" N=6
1e-20 : 1e-14
0.01 0.1 1 0.01
h
(a) (b)

Figura 5.10: Problema com condigoes de Engquist-Majda: erro na norma L? (a) e H!
(b) em fungao do tamanho do elemento h. Em todos os casos, At = 107°. As linhas
tracejadas tém inclinagoes 2.9895 (N = 2), 4.9278 (N = 4) e 7.0178 (N = 6) na Fig.
5.10(a), e 1.9254 (N = 2), 3.9119 (N = 4) e 6.135 (N = 6) na Fig. 5.10(b).
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Conclusoes

Neste trabalho foi feita uma andlise geral da equacao da onda actustica bidimensional
com coeficientes variaveis, primeiro com condigoes de Dirichlet e depois com condigoes do

tipo Engquist-Majda.

A solucao aproximada foi discretizada no espago por uma das versoes hp do Método
de Elementos Finitos, o Método de Elementos Espectrais (SEM), que utiliza os pontos de
integracao de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) e conduz a métodos iterativos explicitos no
tempo. A discretizagao no tempo foi feita usado o esquema de diferencas finitas leapfrog

que garante consisténcia de segunda ordem e é condicionalmente estavel.

No problema com fronteira de Dirichlet foi obtida a estimativa de erro étima no tempo

e no espaco com a seguinte ordem de convergéencia
[u(tn) = uplly < O (R NN =)= 4+ (AH)?), & = min(u, s — 1),

em que p, s representam a regularidade do coeficiente A e da solugdo u respectivamente.
Para o problema com fronteira de Engquist e Majda, a taxa de convergéncia foi abaixo

da esperada com respeito a h e a N, em fungao dos ultimos termos da desigualdade (4.8).

Foram elaborados algoritmos baseados nos métodos usados que corroboraram as esti-
mativas de erro estabelecidas. Esses algoritmos foram aplicados a exemplos diferentes e
obtiveram, no caso da fronteira de Dirichlet, a convergéncia esperada pela teoria. Para a
fronteira de Engquist e Majda, foi obtida uma ordem de convergéncia superior a prevista

pelos resultados tedricos apresentados. Neste caso, outros testes serao necessarios.

Uma das principais dificuldades superadas foi a adequacao de resultados estabelecidos
para EDP’s com coeficientes constantes para coeficientes variaveis. Basicamente, resulta
desta tese a generalizacao de uma classe de resultados sobre estimativas de erro para a
equacao da onda acustica bidimensional. A motivacao para esse assunto surgiu da caréncia

de trabalhos mais abrangentes na esfera das estimativas de erro. Os trabalhos conhecidos
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tratam apenas da andlise do erro para casos particulares dos que foram estabelecidos e
provados nesta tese. A Tabela 5.1 permite uma melhor compreensao sobre qual foi a

contribuicao deste trabalho .

A partir das conclusoes e resultados oriundos desta tese, pode-se especular sobre uma
continuidade para esta pesquisa. Uma possibilidade é analisar outros tipos de condicoes
de contorno nao-reflexivas de ordem superior, como a adotada por Sheen em [46] que

considerou a equacgao homogénea da onda actustica com coeficientes constantes.

Outra alternativa sao as chamadas Camadas Perfeitamente Casadas, ou PML (Perfect
Match Layer), que sao baseadas numa camada absorvente artificial envolvendo a regiao
de simulagao, [21, 31]. Um outro caminho a trilhar seria analisar os problemas abordados
nesta tese adotando malhas nao-retangulares. Maday e Ronquist em [35] e Durufle, Grob
e Joly, em [22] usam esse tipo de malha, e esses sdao trabalhos que poderiam ser usados

como direcionamento inicial.

Analise Coeficientes Constantes Coeficientes Variaveis
h Durufle et al [22], Dupont [20] Cowsar et al [15]

P Maday e Ronquist [35]

h —p | Rong e Xu [44], Zampieri e Pavarino [56] Capitulo 3, Capitulo 4

Tabela 5.1: Fronteira de Dirichlet e de Enguist e Majda
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