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Resumo

No contexto da discussao acerca da completeza da Mecanica Quantica, iniciada pelo
famoso artigo de Einstein-Podolsky-Rosen (EPR), John Bell provou um teorema mos-
trando nao ser possivel a um modelo de variaveis ocultas local reproduzir as previsoes
da Mecanica Quantica. A razao principal para esta limitacao é a presenca de emaranha-
mento, uma classe de correlagoes mais robustas que as classicas. Trabalhos recentes, no
entanto, construiram modelos baseados em trajetérias reais, no sentido cléssico, capa-
zes de reproduzir fielmente o emaranhamento para tempos curtos. Nessa mesma linha,
mostramos aqui que, utilizando-se da Teoria Liouvilliana, é possivel construir um modelo
classico-estatistico que reproduz com precisao, para todo o tempo, a dinamica de ema-
ranhamento de estados coerentes inicialmente separaveis. Este resultado nos leva a um
paradoxo: sendo emaranhamento e nao localidade dois recursos equivalentes para estados
puros, € possivel se deparar com um cendrio em que a dinamica de nao localidade pode
ser descrita em termos de uma teoria baseada em trajetérias locais. No intuito de avaliar
este impasse, passamos ao dominio das variaveis discretas, onde ha testes de Bell bem
estabelecidos. Construimos, entdo, um modelo cldssico para um sistema de dois spins 1/2
e definimos, inspirados em medidas de inseparabilidade quantica, um equivalente cldssico
para as medidas de correlacao. Finalmente, submetemos os modelos quantico e classico
a desigualdade CHSH. Com isso, decidimos se estamos diante de uma violacao ou corro-

boracao do Teorema de Bell.

Palavras-chave: Emaranhamento. Nao localidade de Bell. Teorema de Bell. Varidveis

ocultas.



Abstract

In the context of the discussion on the Quantum Mechanics completeness, initiated with
the Eisntein-Podolsky-Rosen (EPR) paper, John Bell proved a theorem showing that
it is not possible for any local-hidden-variable theory to reproduce the predictions of
Quantum Mechanics. The main reason for that is the presence of entanglement, a class
of correlations that is more robust than classical correlations. Recent works, however,
have constructed trajectory-based models that obey realism and yet faithfully reproduce
entanglement at short times. In consonance with the results reported by some of the-
ses articles, here we show that, by use of the Livouvillian Theory, one can construct a
classical-statistical model that accurately reproduce, for all times, the entanglement dy-
namics of intially separable coherent states. We then find a paradox: since entanglement
and nonlocality are believed to be equivalent for pure states, one has at hand a scenario
in which the nonlocality dynamics is described in terms of a local trajectory-based theory.
In order to elucidate this issue, we move to the domain of discrete variables, where well
established Bell tests are available. We then build a classical model for a system of two
interacting spin-1/2 particles and constructed, inspired by a measure of quantum insepa-
rability, a corresponding measure of classical inseparability. Finally, we submit both the
quantum and the classical models to CHSH tests. With that, we decide whether we are

facing a violation of Bell’s theorem, or rather a corroboration.

Keywords: Entanglement. Bell nonlocality. Bell’s theorem. Hidden variables.
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Capitulo 1
Introducao

O desenvolvimento da Mecanica Quantica no inicio do século XX nos revelou, aos
poucos, caracteristicas contra intuitivas ao pensamento fisico: o carater intrinsicamente
probabilistico da natureza, a impossibilidade de se conhecer simultaneamente o valor de
certos pares de quantidades fisicas e a nao localidade sao exemplos de resultados que se
chocam frontalmente com as nog¢oes dogmaéticas (e que muito bem funcionam sob certas
condigbes) que estao nos fundamentos do que hoje chamamos Fisica Cléssica.

Sistemas quanticos, sabe-se, sao descritos por elementos de um espago vetorial com-
plexo H, o espago de Hilbert e, em geral, apresentam superposigao entre estados que a
mentalidade cldssica consideraria excludentes!. O spin de um elétron numa dada direcao
pode, segundo a teoria quantica, ser descrito por uma superposicao de orientacoes “para
cima” e “para baixo” ao mesmo tempo, onde cima (baixo) indica a diregao paralela (anti-
paralela) a orientagao do campo magnético externo com o qual este elétron estd alinhado.

Usando a notacao de Dirac, estamos falando de uma construcao do tipo

[¥) = cql+) +e-]-), (1.1)

onde |+) e |—) sao vetores de estado que descrevem o spin de um elétron orientado para
cima e para baixo, respectivamente, e ¢, e c_, as amplitudes de probabilidade associadas
a cada um desses estados, tal que |c+(_)|2 é a probabilidade de uma medida revelar a
orientagao para cima (para baixo).

Além de conviver melhor com a ideia de superposicao, a Mecéanica Quantica logo trouxe
um desafio de interpretacao que a Fisica Classica nao conhecia: o que é, fisicamente, um
processo de medigao? Tem-se que, ao medir um estado superposto (como o vetor acima),
ocorre o colapso desse estado, isto €, a superposicao deixa de existir, sobrevivendo apenas o
autoestado associado ao resultado que se obteve. Esse processo, o colapso da superposigao

em um autoestado, é regido pelas probabilidades |c,. () |? e, portanto, choca-se, a principio,

15 sabido, no entanto, que na Optica cldssica ha também a possibilidade de superposicao coerente
entre estados, por exemplo, de polarizagao.
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com a no¢ao de uma dinamica deterministica. Historicamente talvez tenha sido este o
ponto de maior debate acerca da interpretacao da Mecanica Quantica, iniciado por volta
dos anos 1930 e que dura até o presente: o processo de medicao em si for¢a uma particula
quantica a mudar seu estado, isto €, cria novos estados, ou o estado da particula ja estava
pré-determinado e a medigao apenas revelou-o? Em linguagem simplista poderiamos dizer:
a particula é forcada a decidir-se probabilisticamente entre algumas opgoes de estado no
ato da medida ou ela sempre soube que resultado apresentar a uma medicao®?

Conhecer o verdadeiro papel da medicao frente aos estados quanticos pode se tornar
ainda mais crucial. Uma das previsoes da Mecanica Quantica sempre foi a existéncia de
fortes correlagoes entre particulas que tenham interagido em algum momento de forma a
dividir, compartilhar ou mesmo entrelacar algumas de suas caracteristicas: este fenomeno
é o que hoje chamamos de emaranhamento®. Duas particulas emaranhadas estao corre-
lacionadas de maneira mais forte e mais robusta que as correlagoes previstas na Fisica
Classica. Dois elétrons podem, por exemplo, emaranhar seus estados de spin de maneira
que sempre que o spin de um estiver orientado para cima o do outro estara para baixo
nessa mesma direcao. Acontece que, quando se aceita que cada um desses estados indi-
viduais é probabilisticamente superposto entre as duas possibilidades (para cima e para
baixo), a previsao da Mecanica Quantica nos apresenta finalmente um conceito nada in-
tuitivo: a nao localidade. Se esses dois elétrons emaranhados acima citados tém seu estado

global descrito por
) =al+ =) + el —+), (1.2)

onde o vetor | + —) indica que o primeiro elétron tem spin para cima e o segundo para
baixo e o vetor | — 4), o contrério, a superposigao sugere que, nao obstante a distancia
fisica que separa os dois elétrons, ao medir o estado do spin do primeiro — e, portanto,
colapsé-lo — sabe-se instantaneamente o estado do segundo. Mas, se aceitamos que o
processo de medicao tem o poder de alterar o estado do sistema, acabamos agora de
mostrar que ele também ¢é capaz de alterar imediatamente o estado do sistema emara-
nhado a este, mesmo que os dois estejam anos-luz de distancia um do outro. Em outras
palavras, a Mecanica Quantica parece nao confinada a nocao de distancia. Parece surgir

uma interacao nao local entre particulas®, que nao sé a Fisica Cléssica nao previu, como

2E relevante ressaltar que esta ¢ uma discussdo geral para algumas interpretagoes da Mecanica
Quaéntica. Para a interpretacao de Copenhague, a mais comum no meio académico, é bem aceito que o
processo de medida forcga a criagao de um novo estado fisico.

30 primeiro exemplo de um estado emaranhado aparece no artigo [1], ainda que este termo tenha sido
langado na literatura, muito provavelmente, por Schrodinger em [2].

ip importante salientar aqui que nao estamos nos referindo a potenciais nao locais como os presentes
na estrutura matemdtica da Mecéanica Cléssica (potencial gravitacional, por exemplo), que leva ao aco-
plamento de equagoes de movimento. Falamos, sim, de uma nova fenomenologia onde, nao obstante a
separacao espacial de duas particulas emaranhadas, a manipulacao de uma parece interferir instantane-
amente nas propriedades da outra; a realidade de uma é instantaneamente dependente do que se faca a
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introduz um aparente desconforto com as ideias fundamentais, também recentes a essa
época, da Relatividade Restrita. De fato, um dos grandes criticos a esta interpretagao foi
Albert Einstein, principal nome da Relatividade, que chamou a nao localidade de “fantas-
magorica acao a distancia” e pareceu entender justamente no emaranhamento o exemplo
para justificar que a Mecanica Quantica nao descrevia de maneira completa, ainda que
pudesse estar correta, a natureza. O desconforto com as previsdes quanticas passaria
definitivamente do campo filoséfico ao campo fisico a partir de entao, desde quando uma
pergunta foi posta e paira no ar até os dias de hoje: seriam as estranhezas trazidas a
luz pela Mecanica Quantica fruto de uma completa assimetria entre o mundo classico e o
recém descoberto mundo quantico; ou essas assimetrias sao apenas um indicativo de que
a Mecanica Quantica ainda esta incompleta enquanto descritora da realidade? Em ou-
tras palavras: o mundo subatomico é, de fato, tao fundamentalmente diferente do mundo
classico ou tudo nao passa de uma falta de ajustes na recém-criada Teoria Quantica para
que continuemos seguros a olhar o mundo com as mesmas intuigoes logicas e conceitos
fisicos ja bem estabelecidos e aceitos?

Esta pergunta, pode-se dizer que foi apresentada a comunidade cientifica no dia 15
de maio de 1935, através do provocativo artigo [1] de Albert Einstein, Boris Podolsky e
Nathan Rosen (conjuntamente nomeados pela sigla EPR). Através de uma argumentagao
l6gica, EPR mostram que, partindo-se do pressuposto que a nocao de localidade, tal como
14 definida, deve valer nao importa se vocé esta descrevendo o movimento de uma bola
de futebol ou de um elétron, a Mecanica Quantica falha em descrever completamente a
realidade de um sistema fisico, ou seja, a Mecanica Quantica esta incompleta. Entende-se
por localidade, no contexto de EPR, a impossibilidade de um sistema fisico influenciar
outro, isto é, afetar as propriedades de outro que esteja muito distante, fora de seu cone de
luz de maneira a nao permitir interacoes instantaneas. Se, definem os autores no referido
trabalho, eu sou capaz de prever com absoluta certeza o valor de uma quantidade fisica,
sem que para isso eu tenha de perturbar o sistema, entao digo que héd um elemento de
realidade associado a esta quantidade. Uma definicao suficientemente boa a EPR para
uma teoria completa é que ela tenha sempre um elemento correspondente a cada elemento
de realidade. Vamos, agora, aplicar esta logica a Mecanica Quantica. Um dos pilares desta
teoria é o famoso Principio da Incerteza, que prevé que ha pares de quantidades fisicas
canonicamente conjugadas - como posi¢cao e momento - que nao podem ser determinados
simultaneamente para uma mesma particula com precisao arbitraria; sao quantidades
relacionadas a grandezas incompativeis. Nao é possivel conhecer com absoluta certeza os
valores dessas quantidades simultaneamente. Ora, pelas defini¢oes estabelecidas acima,
grandezas incompativeis agora estao proibidas de possuirem realidade simultanea sob pena
de a Mecanica Quantica, que nao permite sua determinagao conjunta, estar negligenciando

um (ou outro) elemento de realidade e, portanto, nao poder ser tomada como uma teoria

outra, mesmo havendo um Universo de distancia entre elas.
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completa. Dessa argumentagao surge que ou (1) a Mecanica Quantica estd incompleta
ou (2) grandezas incompativeis ndo podem ter realidade simultanea. Uma das afirmagoes
anteriores necessariamente deve ser verdadeira.

Para entender a argumentacao de EPR que se segue a constatacao acima, vamos tentar
apresentar aqui um exemplo mais préximo do proposto por D. Bohm e Y. Aharonov [3]
na tentativa de criar intuicao sobre uma prova experimental do paradoxo EPR. Considere
um par de elétrons que, por algum motivo ainda nao especificado aqui, foram preparados
de maneira que tenham sempre seus spins na direcao z anticorrelacionados, isto é, o
estado global é uma superposicao dos casos em que o primeiro elétron tem spin para
cima e o segundo para baixo e vice-versa. Agora, separemos estes dois elétrons o mais
distante possivel, em laboratérios que definitivamente nao conseguem trocar informagao
instantaneamente um com o outro. Perceba que, uma vez que nao ha mais interacao
entre os dois elétrons — pois estdo fora de alcance espago-temporal um do outro (a isso
nos referimos quando dizemos fora do cone de luz) — vocé consegue conhecer bem as
propriedades do spin do segundo elétron apenas fazendo medidas no primeiro elétron! Se
o spin do primeiro elétron, ao ser medido numa direcao arbitraria®, for para cima, é certo
que o do segundo spin naquela direcao é para baixo. Aqui comeca o problema: ha uma
versao do principio da incerteza que proibe que vocé determine com precisao absoluta o
spin de um sistema nas direcoes, por exemplo, z e x, a0 mesmo tempo. Spin na direcao z
e Spin na direcao x sao quantidades incompativeis. No entanto, espero ja ter convencido
o leitor a esta altura de que ha uma maneira bastante plausivel de se medir os spins na
direcao z e x do segundo elétron de nossa experiéncia, sem perturba-lo: basta fazer essas
medidas no primeiro elétron. Isso é possivel pois os dois elétrons estao emaranhados e aqui
estd a conclusao: um estado emaranhando é exemplo suficiente para negar a proposicao
(2) de EPR, isto é, quantidades incompativeis podem ter realidade simultanea; logo, se
(2) é falso, (1) necessariamente é verdadeiro e a Mecanica Quantica estd incompletal

O artigo de EPR, portanto, causa desconforto imediato ao leitor: os estados ema-
ranhados parecem trazer a tona um cendrio que a Mecanica Quéntica nao contemplou;
onde estaria o problema? Na maneira como descrevemos os estados quanticos? Ou nas
premissas da Mecanica Quantica? Uma maneira de resolver esse impasse poderia ser a
insercao de variaveis ocultas, responsaveis por ajustar os resultados tedricos e experimen-
tais as nocoes de realidade e localidade. As varidveis ocultas contemplariam uma espécie
de codigo de instrucao definido no momento da interacao que deu origem ao emaranha-
mento, de maneira que, ainda que o estado de cada particula individualmente nao seja
conhecido, cada um dos subsistemas sabe, em pobres palavras, o que fazer diante de cada

tipo possivel de medicao. Isso fecha o raciocinio de que a correlagao vem de uma troca

5Por simetria, sabe-se que a estrutura que descreve este estado de spin na direcdo z deve se reproduzir
matematicamente equivalente em qualquer diregao. Este estado que estamos utilizando, do tipo singleto,
¢é invariante por rotagoes.
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de informacao que sé ocorre localmente, no momento em que o emaranhamento foi ge-
rado e nada sobra de criador para o papel do processo de medicao poéstuma em qualquer
subsistema. Ao completar a Mecanica Quantica com um conjunto de varidveis ocultas,
esperava-se que pudéssemos perceber que o emaranhamento, por exemplo, é no fundo
uma correlagdo de mesma natureza que qualquer outra prevista pela Fisica Classica.

O primeiro exemplo de tentativa de completar uma teoria local e realista com variaveis
ocultas a fim de se obter concordancia com as previsoes quanticas talvez seja a assim
chamada Mecanica Bohmiana [4], teoria desenvolvida por David Bohm em 1952 que toma
como reais, em sentido ontologico e determinista, tanto a particula quanto sua funcao de
onda (na teoria, chamada de onda piloto). H& de se sublinhar, no entanto, que esta é
uma teoria manifestamente nao local, j& que as varidveis ocultas (as trajetérias em si)
codificam um carater intrinsecamente nao local para a dinamica dos sistemas por ela
estudados.

Quase trinta anos apds o estabelecimento do paradoxo EPR, no ano de 1964, um
artigo publicado por John Bell [5] parecia trazer uma resposta definitiva a questao outrora
levantada: um caminho para testar experimentalmente se a hipétese de EPR de realismo
local estava correta. Bell percebeu que, uma vez assumidas tais hipoteses, qualquer teoria
teria sua estatistica confinada a uma desigualdade matematica e, segundo as previsoes
tedricas, a Mecanica Quantica era capaz de violar tal desigualdade, o que sugere desde

entao que ela nao cabe no universo das teorias locais.

Teorema 1 (Teorema de Bell) Hd previsoes da Mecanica Quantica que sao incom-
pativeis com qualquer teoria que satisfaca os critérios de localidade e determinismo. Nao

ha teoria de varidveis ocultas locais capaz de reproduzir a Mecanica Quantica.

Inspirados neste resultado, muitos fisicos desenvolveram testes experimentais que fica-
ram conhecidos como desigualdades de Bell e que puderam corroborar tal descoberta. A
mais famosa destas é a desigualdade CHSH, desenvolvida por Clauser, Horne, Shimony e
Holt em 1969 [6]. Algumas violagoes experimentais notéveis ocorreram nos experimentos
de Allan Aspect et al em 1981 e 1982 [7, 8] e, desde entao, outras cada vez mais robustas
e aceitaveis tém sido realizadas [9, 10, 11, 12], com destaque aos recentes testes experi-
mentais livres de loopholes® [13, 14, 15]. Tudo isso leva a considerar o trabalho de Bell
como uma das mais profundas descobertas do século XX. Estamos falando agora de um
protocolo experimental capaz de testemunhar a presenca de ndo localidade”, esta propri-

edade que diferencia fundamentalmente alguns estados quanticos daqueles previstos pela

6Chama-se loophole qualquer problema de carater experimental que possa comprometer a validade do
teste de uma desigualdade de Bell, como questoes de design do experimento em si, eficiéncias de deteccao,
dentre outros.

"Neste trabalho, nos referimos corriqueiramente & néao localidade sempre querendo fazer mencio &
nao localidade de Bell, que é aquela propriedade revelada pela violagao, por exemplo, da CHSH. H4, ja
estabelecidas na literatura, outras nogdes de nao localidade [16, 17].



17

Fisica Cléssica e que, no contexto de estados puros, se confunde com o proprio conceito
de emaranhamento [18, 19].

Neste momento, queremos chamar a atencao, no entanto, para o resultado que motivou
este trabalho: utilizando-se uma teoria classica probabilistica é possivel construir modelos
capazes de reproduzir de maneira bastante fiel a dinamica do emaranhamento quantico.
Em [20], mostra-se que a Mecanica Liouvilliana pode ser tomada como uma teoria realista,
onde as proprias trajetérias no espago de fase ocupam o lugar de variaveis ocultas locais,
a principio, e na qual é possivel estabeler uma mimica, sob certos regimes perfeita, do
emaranhamento®, o que parece ir de encontro com o que aprendemos a partir do teorema
de Bell, gerando um aparente paradoxo que serd investigado neste trabalho.

Comecgamos com uma revisao conceitual sobre o ferramental matematico da Mecanica
Quantica e das desigualdades de Bell, no capitulo 2. Aproveitamos para revisar as medidas
entrépicas de correlagao quantica e introduzir uma versao simetrizada e eficaz para a quan-
tificagao de correlacgoes entre distribuicoes de prababilidade classicas. Tentaremos chamar
a atencao do leitor para o que ha de fundamentalmente novo nas correlacoes quanticas,
frente as ja previstas pela Fisica Classica e, entao, apresentar mais detalhadamente uma
derivacao da desigualdade CHSH para observaveis compactos que, acreditamos, lanca
mao de hipéteses mais abrangentes que as usualmente conhecidas.

Em seguida, o capitulo 3 se dedicard a revisitar a referéncia [20] a fim de apresentar
o modelo realista que sera utilizado e o caminho que desejamos trilhar para o estudo
da semelhanca entre as medidas de correlagao quantica e classica. Aproveitaremos este
momento para introduzir medidas diferentes das que foram utilizadas em [20] e avalid-
las para um sistema em que a coincidéncia é exata. H& de se notar, no entanto, que
para este contexto — o das variaveis continuas — as desigualdades de Bell conhecidas na
literatura (das quais destacamos [23, 24]) s@o baseadas em ideias de variancia estatistica e
nao em hipoteses de separabilidade como as de Bell. Sendo assim, no desejo de investigar
o aparente paradoxo de uma teoria classica ser capaz de reproduzir um fenéomeno que
¢, neste regime, equivalente a nao localidade, optamos por migrar para o cenério das
variaveis discretas, onde a ja consagrada desigualdade CHSH estd bem estabelecida e, com
ela, poderemos avaliar explicitamente, além da coincidéncia de correlagoes, a presenca de
nao localidade em ambos os contextos (quantico e cléssico).

Chegamos, entao, ao capitulo 4, onde construimos explicitamente um modelo de
variaveis ocultas locais (MVOL) que, mostraremos, é capaz de descrever a geragao de
correlagoes quanticas (emaranhamento) a tempos curtos?. Esta construcio se baseard
na busca de uma teoria realista e local, cuja dinamica seja analoga a do spin, a fim de

verificar a concordancia entre as medidas cldssica e quantica de correlagao neste cenario

8Resultados como o mencionado neste paragrafo foram obtidos de maneira similar em outros tipos de
sistemas, como por exemplo os publicados nas referéncias [21, 22].
9Um exemplo de trabalho recente sobre este tipo de construcao pode ser obtido em [25].
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e submeté-lo a um teste de Bell — especificamente a desigualdade CHSH. Usaremos mais
uma vez o formalismo liouvilliano, agora conectando-o a Mecanica Quantica pelos estados
coerentes de spin. Ali pretendemos mostrar que é possivel estabelecer equivaléncia entre
emaranhamento e nao separabilidade classica para tempos curtos, mantendo-se o aparente
paradoxo supracitado. Investigamos, entao, a presenca de nao localidade em ambos os

contextos na tentativa de compreender melhor o que esta por tras deste problema.



Capitulo 2

Revisao conceitual

2.1 Operador densidade

No estudo da Mecanica Quantica, lida-se em geral com dois tipos de incerteza. O
primeiro, intrinseco a teoria e descrito, por exemplo, pelo Principio da Incerteza de Hei-
senberg [26], reflete a incapacidade de se conhecer simultaneamente alguns pares de quan-
tidades incompativeis, como posicao e momento, de uma mesma particula com precisao
arbitraria. H& também a incerteza ligada a limitagao em se conhecer exatamente um
estado quantico. Esta poderia ser chamada de cldssica no sentido de que é de mesma
natureza da probabilidade envolvida em qualquer teoria cldssica estatistica e nasce de
uma interpretacao baseada no conceito de ensemble de estados quanticos. A ferramenta
que leva em conta esse segundo tipo de incerteza é o operador densidade p, cuja definigao
intuitiva mostramos a seguir.

Seja um ensemble de estados quanticos definido pelo conjunto {|¢;)}, do qual cada
elemento tem associada uma frequéncia de ocorréncia dada pela probabilidade p;. O

operador densidade que descreve este sistema é definido como
p=_ pilvi) (Wil (2.1)

Portanto, o operador densidade é uma matriz que, por consequéncia de sua defini¢ao,

obedece a trés propriedades béasicas [27]:
I. Hermiticidade: pf = p,
II. Nao negatividade: (¢|p|¢) > 0; V),

ITI. Unitariedade: Tr(p) = 1.
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Os operadores densidade nos ajudam a tratar a chamada estatisitca quantica, isto
é, uma descricao de sistemas quanticos levando-se em conta a incerteza associada a de-
terminacao de seus estados. Por isso, dizemos que ele é a representagao mais completa
aos chamados estados de mistura estatistica, ou seja, estados cuja descricao sé é possivel

considerando-se o ensemble a que pertencem.

Pureza quantica:
Pode-se atribuir a um estado fisico, uma vez tomada sua descri¢ao via operador den-

sidade, uma medida bastante pratica de pureza através da quantidade

Plp) = Tr(p?), (2.2)

tal que P(p) < 1, com a igualdade acontecendo apenas quando p descreve um estado puro
[28].

Evolugao temporal:

Para um estado inicialmente descrito pela matriz densidade pg, tal qual descrito na

Eq. (2.1), sua evolugao no tempo é caracterizada pelo operador

p(t) = S plONO)
= S pU@ U

= U(t)poU' (1), (2.3)

com U(t) sendo o operador evolugao temporal usual associado ao hamiltoniano H. Em

especial, para H independente do tempo, U(t) = exp [%LHt]

Podemos insvetigar o que acontece com a pureza de um estado quantico genérico p(t)
descrito pela Eq. (2.3):

Plp(t) = Tr(U el (U)ol (1)
— THU@RU (1)
= TRUTOU()

— Te(ed) = Plpo)- (2.4)
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Para este resultado usamos apenas o conhecido fato de que Tr(AB) = Tr(BA) e a im-
posigao de que UTU = 1. Portanto, a Eq. (2.4) revela que a pureza de um estado quantico

nao ¢ alterada por transformagoes unitarias.

Valores esperados:
O valor médio de um observavel A no ensemble descrito pelo estado p pode ser cal-
culado como a média, no ensemble, dos valores esperados de A para cada estado a ele

pertencente, ou seja,

(4) = ZPi<¢i|A|¢i>

= ZpiTl”(WDWi’A)

= Tr (Zpiw»wim)

= Tr(pA). (2.5)

Operador densidade reduzido:

Por vezes, é util lidar apenas com alguma particao do sistema fisico que estamos
trabalhando. Para isso, se p representa a descricao global de um estado pertencente ao
espaco de Hilbert bipartido H = H 4 ®H g, o subsistema A pode ser descrito pelo operador

densidade reduzido, definido por

pa = Trp(p), (2.6)

em que Trp(p) indica o trago parcial [28], tomado nas varidveis do subespaco B, do
operador global p. Analogamente, temos que pg = Tra(p). Uma justificativa intuitiva
para a utilidade do traco parcial pode ser conseguida quando olhamos novamente para o
valor esperado de um observavel A que atua em H 4: como este nao atua no subespaco Hg,
ao tomarmos o trago da quantidade p4, uma parte dele (aquela tomada com estados de
Hp) s6 atuard em p, tal que a Eq. (2.5) se reduz a (A) = Trs(Apa). Experimentalmente,
tomar o traco parcial equivale a descartar um subsistema — um grau de liberdade, por

exemplo — com o qual estamos lidando.
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2.2 Medidas de Emaranhamento

O trabalho de EPR [1] trouxe, pela primeira vez na literatura cientifica, um exemplo
de estado emaranhado (nomenclatura estabelicida por Schrodinger [2]). Hoje, quase um
século depois, o emaranhamento ocupa papel de fundamental importancia no avanco dos
trabalhos em Computacao e Informagao Quantica [29] e do préprio entendimento acerca
dos fendmenos quanticos e suas eventuais conexoes com o mundo dito classico. Quando
dois sistemas inicialmente separados interagem entre si, diz-nos a Mecanica Quantica que
estes perdem suas individualidades, nao podendo mais ter suas dinamicas tratadas sepa-
radamente; eles emaranham seus estados, criando correlagoes mais robustas e impactantes
que as eventualmente presentes em qualquer sistema cldssico [30]. Sobre a natureza des-
sas correlagoes inauguradas no exemplo de EPR, trataremos em breve. Por ora queremos
estabelecer as defini¢oes operacionais deste fendomeno e como medi-lo.

De maneira geral, um estado emaranhado é aquele que nao pode ser criado por um
conjunto de operagoes locais e comunicagao classica (LOCC, do inglés Local Operations
and Classical Comunication). Esta definicao pode ser lida de diferentes formas se estamos

lidando com estados puros ou com misturas estatisticas.

Estados puros emaranhados: Um estado puro bipartido |¢)) € H = Ha ® Hp
¢ dito emaranhado se, e somente se, nao for possivel escreve-lo como produto direto
[) = |¢p?) @ |pP), onde |¢') € H;. Em outras palavras, um estado puro emaranhado é
nao-separavel, isto é, ainda que se conheca completamente o estado global que descreve
o sistema fisico, nao é possivel conceber separadamente vetores de estado para os subsis-

temas que o compoem.

Estados mistos emaranhados: Para estados mistos, temos que p € H = H4 ® Hp
representard um estado emaranhado sempre que nao for possivel escrevé-lo como uma
mistura estatistica de estados separaveis ou, o que é equivalente, encontrar uma forma
de escrever p = . p; (p;4 ® pf), com p; obedecendo as imposicoes usuais sobre probabi-
lidades e pf € Hj, sendo um estado local. Mais uma vez, o conceito de emaranhamento

sugere uma inseparabilidade entre as partes que compoem o estado global.

Em geral, quando se deseja quantificar o emaranhamento de um estado bipartido!,

recorre-se a alguma de muitas formas conhecidas quando se lida com estados puros [32].

Nos é completo falar aqui de estados bipartidos, uma vez que sempre é possivel agrupar particdes
e transformar um sistema multipartido |¢) € (H1 ® Ha @ Hz ® Ha ® ...) em bipartido, por exemplo,
[) € [(H1)®(Ho@H3@H4®...)]. Note-se que as parti¢des aqui referidas niao necessariamente representam
diferentes particulas ou sistemas; cada particao pode estar associada a um grau de liberdade pertencente,
inclusive, a uma mesma particula. Como exemplo de uma situagdo como essa, sugerimos a descrigao
do emaranhamento entre os graus de liberdade spin-6rbita do féton, algo similar ao que acontece na
referéncia [31].
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A seguir, vamos introduzir apenas as medidas entrépicas que usaremos nesta dissertacao.

2.2.1 Entropia de Von Neumann

Seja p € H o operador densidade que descreve um estado quantico. A entropia de Von

Neumann [33] associada a este estado é dada por

Sv(p) = =Tr(p Inp), (2.7)

que, sem perda de generalidade, pode ser escrita em funcao dos autovalores \; da matriz

p, como [28]
Svlp) ==Y X\ In\, (2.8)

onde, por construcao, toma-se 0 In0 = 0.
A entropia de Von Neumann obedece a algumas propriedades importantes [34], dentre

as quais destacamos:

e Pureza: Sy(p) = 0 se, e somente se, p representa um estado puro.

e Invariancia: Sy (UpU') = Sy (p) para qualquer transformacgao unitéria U.

Subaditividade: Sy (pap) < Sv(pa) + Sv(pp) com a igualdade valendo quando
PAB = PA & PB.

Subaditividade forte: Sy (papc) + Sv(ps) < Sv(pas) + Sv(psc).

Desigualdade de Araki-Lieb [35]: Sy (pag) > |Sv(pa) — Sv(pB)|-

Dizemos que o emaranhamento do estado bipartido p é quantificado por Sy (px) [36],
com k = A, B. Se o estado é puro, as propriedades acima afirmam que Sy(p) = 0 e,

aplicando isto a desigualdade de Araki-Lieb, vemos que

0> |Sv(pa) — Svips)| =

Sv(pa) = Sv(pp) = 0=

Sv(pa) = Sv(ps), (2.9)

o que significa dizer que é completamente equivalente medir o emaranhamento de p pelo
calculo da entropia de Von Neumann de qualquer uma de suas partes, neste caso.
Um estado maximamente emaranhado [¢)) € H4 ® Hp possui uma matriz densidade

reduzida que pode ser escrita como pr = I /dg, onde I representa a matriz identidade
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associada ao subespago Hy e di a dimensao desse subespaco, com dj autovalores iguais a

1/dy, e, entao,

d
Sv(p)™™ = =) Nlnx
=1

1 1
— —d [ = m=
k(dk ndk>
= —Inl+Ind;

= Ind, (2.10)

representa o maior valor atingido pela entropia de Von Neumann enquanto quantificadora

de emaranhamento.

2.2.2 Entropia Linear

A entropia linear [37] de um estado p é uma medida definida por
Su(p) = 1— Te(p?), (2.11)

que poderia ser nomeada como a impureza (diferenca a pureza) de um estado quantico.

Lembrando-nos da Eq. (2.2), poderiamos reescrever a entropia linear como

Selp) =1—="Plp), (2.12)

de maneira a facilitar nossa discussao sobre a qualidade dessa medida.

Provamos anteriormente que o estado conjunto nao sofre variacao em sua pureza
quando submetido a transformacoes unitarias. Em relacao aos estados reduzidos, se
U(t) # Ua(t)®@Ug(t) (o que significa dizer que U nao pode ser pensado como um operador
que age de maneira independente em H 4 e Hp), em geral, p(t) ndo é mais separavel, nao
podendo ser escrito como p4(t) ® pp(t) e isso nos sugere que a pureza do estado reduzido
P(pa(t)) ou P(pp(t)) ndo obedecera a Eq. (2.4) e ndo serd mais constante no tempo.
Todo este paragrafo poderia ser resumido no seguinte enunciado: se uma transformagao
gera emaranhamento num sistema bipartido inicialmente separavel, as purezas dos sub-
sistemas que o constituem nao serao constantes no tempo e o emaranhamento pode ser
testemunhado pela diminuicao na pureza de qualquer um deles. Como consequéncia,

aceltamos

Sc(pr) = 1="Plpx) =1—Tr(pp), (2.13)
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com k = A, B, como quantificador do emaranhamento do sistema global p.

A entropia linear pode assumir qualquer valor entre 0, para um estado separavel, e
max ]Ik

= 1, (2.14)

correspondente a um estado maximamente emaranhado.

Finalmente, queremos registrar a possibilidade de utilizagao da entropia de Tsallis [38]
de um dos subsistemas como medidor fidedigno de emaranhamento [39] com a vantagem
operacional de que esta se reduz tanto a entropia de Von Neumann quanto a linear,

segundo escolha conveniente do parametro g que a define.

2.2.3 Exemplo: Estado bi-partido de spin 1/2

Suponha um estado de spin 1/2 bipartido inicialmente preparado como produto ten-

sorial

o) = [24)|28), (2.15)

onde

) + e =),

para k = A, B, e |£), é o autovetor de ¥ com autovalor £1. Se permitirmos que o

€ Hi, (2.16)

estado global evolua de maneira a fazer interagir os subsistemas A e B de acordo com o

hamiltoniano
H =M (cl®dl), (2.17)

é esperado que o estado se torne emaranhado. Afim de visualizar a dinamica do emara-
nhamento presente no estado em questao a medida que o tempo passa, vamos recorrer

as medidas de entropia de Von Neumann e linear sobre o estado evoluido. Com o auxilio
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das propriedades de exponenciais de operadores de Pauli [40], temos, entao,

_iHt

() = e 7

Wo)

= cos(A)T[eb,) — isin(AL) (02 @ o) [1ho)

cos At . . .
— 5 (| + +> + €—1¢B’ + _> + 6—1¢A| _ +> + 6—1(¢A+¢B)| _ _>) _
isin At —ig i —i(¢a+on)
—— (++) e+ o) e = 4) eI — )
— 5 [efz)\t| + +> + ez)\tefubgy + _> + ezAtefz¢A| . +> + esztefz(¢>A+¢B)| . _” )

Definindo a variavel de tempo adimensional 7 = At, o operador densidade p(7) =

|1(7))(1(T)] associado a este estado é dado por

1 e—QiTeid)B 6—2i76i¢A ei(¢A+¢B)
1 | e2ite—i¢n 1 ei(da—oB) 217 pida
'O(T> - 4 e2iT =it p—i(dA—¢B) 1 €27 ¢i?B (2'18)
e~ batedB) —2iTo—i¢a  p—2iT,—idp 1

Tomando agora o traco parcial no subespaco Hp, obtemos o operador densidade re-

duzido do espaco H 4

cos(27)e?4
pa(r) = Trap) :% [ COS(27’1)ei¢>A (21) ] ’ (2.19)

cujos autovalores sdo cos?(7) e sin?(7) e ainda,

9 1

pal(t) =~

. (2.20)

2cos(27)e 4 1+ cos?(27)

1+ cos?(27)  2cos(27)ei®4 ]

Agora estamos aptos a calcular a entropia de Von Neumann e a entropia linear para

este sistema. Para a primeira, temos
Sy (1) = — cos(7) In(cos*(7)) — sin*(7) In(sin?(7)) (2.21)

e para a segunda,

Sp(r) = w (2.22)
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Figura 2.1: Grafico das entropias de Von Neumann e Linear, em funcao da variavel
adimensional 7 = At.
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Figura 2.2: Grafico paramétrico no tempo entre as entropias de Von Neumann e Linear
para um estado bipartido e interagente de spin 1/2.

Esses resultados sao mostrados no grafico da Figura 2.1. Perceba que ambas as medidas
concordam que o estado global emaranha-se e desemaranha-se periodicamente durante
sua evolucao sob a regéncia do hamiltoniano em questao, isto é, elas se anulam simul-
taneamente. Os dois graficos coincidem suas absissas para os maximos e minimos, o
que indica que apontam maximo e auséncia de emaranhamento nos mesmos instantes de
tempo. Por fim, concordam igualmente com o ritmo de crescimento e decrescimento do
emaranhamento. Isso deve ser suficiente para aceitarmos que as duas medidas sao quali-
tativamente equivalentes. Um argumento adicional surge na Figura 2.2 que apresenta o
grafico paramétrico entre Sy (pa) e Sp(p) como uma funcdo mondtona e crescente para
0<7< 7.

Como uma tultima palavra sobre estes graficos, lembramo-nos do que foi dito nas se¢oes

anteriores e percebemos que neste exemplo, em que dim(Hy) = 2, 0o maximo valor previsto
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para a entropia de Von Neumann (Eq. (2.10)) deve ser igual a
Smax — 1n(2) a2 0, 69,

e para a entropia linear (Eq. (2.14)),

1
P —1 -~ =0,5
L 2 3 Yy

o que coincide com os maximos dos gréaficos apresentados.

2.3 Desigualdades de Bell

Nesta secao pretendemos discutir as desigualdades de Bell, suas motivagoes e o prin-
cipal exemplo associado a elas. Para tanto, vale comecarmos com uma discussao sobre
a sutileza dos estados emaranhados frente as correlacoes ja previstas, por exemplo, pela
Fisica Cléssica. Esta é a chave para compreendermos o pensamento e a inspiragao de Bell.
Entendemos como pertencente a essa classe de desigualdade, qualquer inequagao bilinear
que limite a estatistica de uma teoria local.

Um cenario do tipo Bell pode ser o seguinte: um gerador de pares de particulas com
algum grau de liberdade correlacionado abastece dois laboratérios suficientemente distan-
tes um do outro de modo a proibir qualquer comunicacao instantanea entre eles. Em cada
laboratério, pode-se optar aleatoriamente por alguma dentre uma variedade de medidas
disponiveis. No primeiro laboratério, escolhe-se a medida A e obtém-se o resultado a e no
segundo, mede-se B e obtém-se o resultado b. Toda vez que o experimento for rodado, o
resultado global — alcancado nos dois laboratérios — sera regido pela probabilidade condi-
cional P(a,b|A, B) (16-se: a probabilidade de se obter os resultados a e b dado que foram

escolhidas as medidas A e B). Em geral, observa-se que
P(a,blA, B) # P(a]A)P(b|B), (2.23)

ou seja, os eventos medir A e obter a e medir B e obter b nao sao independentes. Ha de se
chamar a atencao de que nao ha nada essencialmente quantico neste tipo de observacao.
Na verdade, esse é um resultado obtido para qualquer teoria local aplicada a modelos com
algum tipo de correlagao. O préprio John Bell utilizou um exemplo [41] para demonstrar
que esse tipo de caracteristica — independéncia de medidas sobre um estado bipartido e
correlacionado — nao é uma revelagao inovadora da Mecanica Quantica. Nao é isso que
descreve ou diferencia o emaranhamento. As cores das meias do Sr. Bertlmann, segundo
esse exemplo, obedecem uma lei de correlacao: uma delas é rosa e a outra nao o é. Medir,
descobrir, a cor de uma delas implica necessariamente em conhecimento a respeito da

outra. As probabilidades de ser rosa ou ndo-rosa em cada pé sao independentes e, é
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Figura 2.3: Ilustragao criada por John Bell em seu artigo [41] para indicar um estado
correlacionado classico: as meias de seu colega de trabalho — o Sr. Bertlmann — obedecem
sempre a instrucao pré-estabelecida em que uma deve ser da cor rosa e a outra nao. Isso
implica que medidas em um subsistema (um pé) revelam informagoes sobre o outro, mas
isso, claramente, nao tem nada de quantico. E perfeitamente explicado quando se leva em
conta a decisao de Bertlmann em impor tal correlacao quando da preparacao do estado
global (0 momento em que ele veste suas meias).

claro, nao ha nada de quantico com as meias do Sr. Bertlmann. A questao crucial é
que por detras desta correlacao ha uma instrucao prévia bastante clara, uma regra local
bem definida, que define todos os resultados de medidas futuras sobre a cor das meias
no momento da preparacao — quando elas sao vestidas. O que soa realmente estranho
neste ponto é pensar que, para o caso de um Sr. Bertlmann quantico, nenhuma das meias
teria cor definida antes da medida, ou seja, o pé de cor nao-rosa s6 ganharia definicao
imediatamente quando medissemos que o outro pé — distante do primeiro — tem meia rosa.
A pergunta agora que fica, portanto, é: o que ha de diferente com as correlagoes previstas
na Mecanica Quantica? Por que nao é possivel explicar o emaranhamento a partir de
um grupo de instrugoes previamente definidas ou mesmo descrevé-lo completamente pelo
processo de preparacao do estado?

Uma intuicao sobre esta pergunta pode ser obtida quando olhamos para o seguinte
exemplo: um pesquisador dispoe de duas moedas imantadas e deseja medir, em repetidos
langamentos, o observavel face da moeda k (Fj) para cada uma delas. Se os momentos
de dipolo magnético das moedas forem muito grandes e elas estiverem proximas uma
da outra, o pesquisador percebe que, praticamente em todos os lancamentos, as moedas
caem com a mesma face voltada para cima, isto é, denotando-se os possiveis resultados por

(cara,coroa)=(0,1), é observado, por exemplo, que a probabilidade de se obter duas caras
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é p(00|FaFp) =~ %, que é bem diferente da probabilidade desse mesmo evento ocorrer
11

para moedas nao imantadas, p(0|Fa)p(0[F5) = 5.5. Acontece que, se o pesquisador
separar suficientemente as moedas, chega um momento em que a interagao magnética
entre elas cessa e, a partir de entao, a probabilidade de se obter as duas caras se escrevera
como p(0|F4)p(0|Fp) = %%, ou seja, quebra-se a dependéncia estatistica entre as moedas,
o que indica que os eventos (qual face de cada moeda ficarda voltada para cima) estao
descorrelacionados. Aqui estd uma diferenca: curiosamente, em experimentos quanticos
com estados emaranhados, a dependéncia estatistica nao é quebrada pelo afastamento dos
sistemas!

E nesse contexto que surge a discussao sobre as variaveis ocultas. Parece razoavel
que, ao completar uma teoria aparentemente incompativel com as nogoes de realismo
e localidade com um conjunto de varidaveis ocultas, nao acessiveis e ligadas de alguma
forma com as instrugoes que o estado recebe quando de sua preparagao, se possa aplicar
o mesmo raciocinio de correlagoes classicas e, portanto, recombinar esses fenomenos. Mas
isso nao ¢ verdade, como tentaremos convencer o leitor a seguir, justamente porque ha
diferencas fenomenoldgicas entre as correlagoes classicas e quanticas, como, por exemplo,
a capacidade de sobreviver mesmo a grandes distancias. Na préxima subsecao, discutimos

um exemplo que poe em xeque essa tentativa de conciliagao.

2.3.1 Incompatibilidade entre TVO e a Mecanica Quantica

As discussoes advindas do trabalho de EPR deixaram uma pergunta sobre a qual
a comunidade cientifica se debruca desde entao: seria possivel completar a Mecanica
Quantica de maneira a torna-la consistente com as previsoes dadas por uma hipdtese
absolutamente razoavel de realismo local da natureza? Para entender a implicacao desse
complemento, usaremos o exemplo a seguir.

Voltamos ao cenario de um experimento de Bell: um dispositivo gera pares de particulas
emaranhadas e com elas abastece dois laboratérios muito distantes, A e B. Ao receber a
sua parte do par emaranhado, cada laboratério pode escolher submeteé-la a uma dentre
trés medidas possiveis? cujos resultados sao sempre + ou —, codificados aqui por acender
uma lampada azul ou uma lampada vermelha, como mostra a Figura 2.4. A escolha so-
bre a qual medida cada laboratorio submetera seu subsistema é perfeitamente aleatéria e
independe das escolhas no outro.

Comecamos por tratar este experimento sob a hipotese de que é possivel existir um
conjunto de variaveis ocultas, aqui ligadas as instrugoes que cada particula recebe em sua
preparacao, de maneira que todos os resultados se adequem as nogoes de determinismo e

localidade, tal qual quistas por EPR e que podem ser resumidas em dois enunciados:

2Neste momento nao estamos nos preocupando em dar especificidade experimental ao protocolo a que
nos referimos. Essas medidas podem ser orientagoes de polarizadores [42] — para o caso de um experimento
com fétons — ou de dispositivos do tipo Stern-Gerlach [40] — para spin —, por exemplo.
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Laboratoério B

GERADOR DE PARES / °
EMARANHADOS

Figura 2.4: Cenério para descricao estatistica de um modelo de teoria de variaveis ocultas
em que pares de particulas emaranhadas sao enviados a dois laboratérios espacialmente
separados, em cada qual é possivel medir um dentre trés operadores — X, Y e Z. Sempre
que uma medida é feita, dois possiveis resultados podem ocorrer (— ou +), implicando o
acendimento de uma dentre duas lampadas (azul ou vermelha).

1. Localidade: Nao ha qualquer interacao entre as particulas apds serem espacial-

mente separadas.

2. Determinismo: As medidas implementadas sobre as particulas apenas revelam

valores pré-estabelecidos e até entao ignorados para essa grandeza.

Adicionalmente, um modelo de variaveis ocultas pode estabelecer que as correlacoes
sao fruto apenas de um processo bastante especifico de preparacao, isto é, sao formadas
por um conjunto de instrugoes locais (como no caso das meias correlacionadas do Sr.
Bertlmann, cuja preparacao — baseada no gosto exético de quem as veste — determina as
correlagoes, que sobrevivem mesmo para instantes futuros quando os sistemas sao sepa-

rados), o que nos leva a uma terceira sentenca:

3. Modelo de variaveis ocultas: Cada particula sabe, dada sua preparacao, o que
fazer diante de cada medida possivel que ela encontre em seu caminho, como que pos-
suindo um manual de instrugoes compartilhado com seu par e que explicaria a correlagao
(as varidveis que codificam tais instrugoes sao inacessiveis ao experimento e chamadas de

variaveis ocultas).

Estabelecidas as regras, vamos montar a estatistica de correlagao entre os resultados
obtidos em cada laboratério para este modelo.

Inicialmente, cada par de particulas pode receber alguma dentre as oito instrucoes
apresentadas na Tabela 2.1 sobre qual lampada — azul (A) ou vermelha (V) — fazer acender

nas possiveis medidas que encontrara quando chegar ao seu laboratério de destino. Por
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Medida X | Medida Y | Medida Z

o] 1| | o x| wof b =
< <|<| = <|>=| ==
<| <| | <| | <| | >
<| | <| <| | | <| >

Tabela 2.1: Possiveis instrucoes recebidas por um par de particulas emaranhadas quando
de sua preparacao. Cada uma delas pode ser instruida a gerar um resultado que faz
acender uma lampada azul (A) ou vermelha (V) para cada medida que encontrar no
futuro.

exemplo, a instrucao 1 desta tabela associa-se a uma particula cujo estado foi preparado
de maneira especifica tal que, para qualquer uma das trés medidas que o experimentador
deseje fazer, o resultado serd aquele que faz acender a lampada azul. Ja uma particula
preparada segundo a instrucao 2 fara acender a lampada vermelha caso seja submetida a
medida Z.

Nao é dificil perceber que, uma vez que duas particulas pertencentes ao mesmo sis-
tema recebem a mesma instrucao dentre as oito possiveis, quando os dois laboratorios
escolherem medir o mesmo observavel, havera coincidéncia nos resultados obtidos por
eles cem por cento das vezes, isto é, sempre se acenderao lampadas de mesma cor nos dois
laboratérios. Nos interessa encontrar, entao, o que ocorre quando cada experimentador
escolhe uma medida diferente: ha trés combinagdes possiveis (ja que a ordem é indife-
rente) e os mesmos resultados acontecerao gerando coincidéncia (C) ou nao (-) segundo a
estatistica apresentada na Tabela 2.2 e de acordo com qual das oito instrucoes o par de
particulas recebeu.

Perceba que, em todos os casos em que os dois laboratérios escolhem medidas dife-
rentes, ha coincidéncia de resultados em pelo menos % das vezes. Sendo assim, podemos
concluir que nosso modelo determinista e local, complementado com a nogao de variaveis
ocultas, prevé que multiplas rodadas do processo experimental devem gerar resultados
iguais nos dois laboratérios em, no minimo, um terco do nimero de rodadas. Em outras
palavras, este modelo de variaveis ocultas faz surgir uma limitacao inferior a probabilidade
p. de se obter resultados iguais: para qualquer cenario aqui possivel, p. > % Vejamos
agora o que prevé a Mecanica Quantica para o mesmo protocolo.

Considerando o formalismo quantico, um par de particulas gerado pelo mesmo dispo-
sitivo supracitado pode ter seu estado global escrito como

_[A4) —VV)

|tho) = YR (2.24)
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XeY|ZeY XelZ
1 C C C
2 C - -
3 - - C
4 - C -
5 - C -
6 - - C
7 C - -
8 C C C

Tabela 2.2: Para todas as trés combinagoes possiveis entre as medidas escolhidas nos la-
boratorios A e B, ha probabilidade de ocorrer coincidéncia entre os resultados obtidos por
eles (denotada por C) de, no minimo, um tergo. Em qualquer linha, os experimentadores
verao acender lampadas de mesma cor em pelo menos um dos trés casos.

onde o ket |AA) representa o caso em que as duas particulas sdo preparadas tal que
farao acender a lampada azul em uma certa medida e o ket |V'V), a lampada vermelha.
Por simplicidade, imagine agora que as medidas X, Y, Z estao associadas, por exemplo,
a orientacoes arbitrarias de um dispositivo Stern-Gerlach que cada experimentador usard
para medir o spin de sua particula; se a particula for defletida para cima (baixo) nessa
diregao, acender-se-a a lampada vermelha (azul). Dada a simetria do estado, assumimos
a hipotese de que ele tera a mesma forma geral quando escrito na base de autoestados
de qualquer um dos operadores que representam essas orientacoes de medida. Convém,

agora, olhar para a atuacao de um operador GG
G=1® R(9), (2.25)

que representa a operacao conjunta de duas medidas defasadas de 6 graus uma em relacao
a outra, sobre o estado global [¢)y). T representa o operador identidade a ser aplicado no
primeiro subespago e R(6) o operador usual de rota¢ao no segundo. Assim, temos como

estado final, apés as medidas

) = Gli)
[AA) — [VV)
V2

|A) ® (cosB]A) +sinf|V)) — |[V) @ (—sin ] A) 4 cos0|V))
V2

cos G| AA) +sinO|AV') +sin 0|V A) — cos0|VV)
7 :

Lembrando que os coeficientes da combinacao linear de estados quanticos sao, na

= (I ®R(0))
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verdade, amplitudes de probabilidade, vemos que o resultado acima prevé que ha proba-

bilidade de coincidéncia, isto é, obter-se ao mesmo tempo AA ou V'V, igual a

De = Paa+pvv

B (cos&)2+ ((3080)2
V2 V2
= cos’ 0,

que nao condiz com a previsao do modelo de variaveis ocultas que usamos anteriormente.
Isso porque 0 < cos?f < 1 e, portanto, a expressao que nos fornece a coincidéncia de re-

sultados aqui pode assumir qualquer valor positivo menor que 1, o que obviamente inclui

valores menores que % Em especial, quando # = 120°, a probabilidade de coincidéncia
1

prevista pelo formalismo quantico serd p. = cos?120° = 1

dade é menor que a menor probabilidade prevista anteriormente. Em outras palavras, a

Claramente essa probabili-

Mecanica Quantica viola a desigualdade p. > % imposta pelo modelo de variaveis ocultas,
deixando a sensacao de que este modelo nao é capaz de reproduzir completamente a teoria
quantica.

Este resultado, obtido aqui de maneira bastante mais pobre, foi o que levou John Bell a
perceber o caminho para a resposta mais duradoura até aqui ao paradoxo EPR: a Mecanica
Quantica nao cabe em nenhuma previsao realista e local, ainda que complementada com
variaveis ocultas [5]. Em outras palavras, segundo Bell, a solugao do paradoxo é que as
hipoteses estao erradas; a transposicao das nogoes classicas de determinismo e localidade
para a Teoria Quantica nao é simples e talvez nem valida. Isso leva a enunciar de maneiras
diferentes o resultado que passou a Histéria como teorema de Bell. A mais expressiva,
em nossa opiniao, é que a Mecanica Quantica é essencialmente nao-local e, por isso, nao
é possivel completar teorias locais e reproduzir resultados quanticos se nao se abrir mao
desse carater. Isso impoe uma ruptura brusca na Fisica. A Mecanica Classica é, agora
sabe-se, essencialmente diferente da Quantica desde suas mais solidas e fundamentais
bases. Resta saber, no entanto, se isso nao é uma previsao exagerada da teoria ou se, de
fato, a natureza comporta-se assim. Eis aqui a grande contribuicao que se pode tirar do
trabalho de Bell.

Ao comparar as estatisticas quanticas e locais, percebe-se que uma viola o regime
gerado pela outra. Isso sugere a criacao das chamadas desigualdades de Bell. A receita
para a montagem dessas desigualdades €, em esséncia, a mesma que utilizamos no exem-
plo desta secao: construa um modelo local e descubra em quais limites as estatisticas de
correlacao conseguem chegar. Se alguma teoria gerar uma estatistica fora desse regime,

poder-se-a dizer que esta é nao-local. A mais importante vantagem dessa linha de pensa-
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mento é que valores médios, em geral, sao faceis de se obter em laboratério. No fundo, é
com isso que se lida na Fisica Experimental e, sendo assim, ganhamos um caminho para
testar a ultima questao que levantamos, isto é, podemos aferir se a natureza é ou nao
respeitosa aos limites impostos pela hipdtese de localidade. Os primeiros experimentos a
usar as ideias de Bell e comparar a estatistica de sistemas quanticos a local foram feitos
por Alan Aspect [7] e pelo grupo de Clauser, Horne, Shimony e Holt [6], cujas iniciais
ajudam a nomear a mais famosa desigualdade do tipo Bell, a desigualdade CHSH, que

derivaremos na proxima segao.

2.3.2 A desigualdade CHSH para observaveis limitados

Originalmente, a desigualdade proposta por CHSH foi derivada num cenario bastante
parecido com o que tratamos anteriormente, que detalharemos a seguir. Um gerador
de pares de particulas emaranhadas abastece dois laboratorios distantes um do outro,
personificados agora nos fisicos experimentais ficticios Alice e Bob, que podem medir
localmente os observaveis genéricos A ou A" e B ou B’, respectivamente. Apds muitas
rodadas do experimento, depois de emitidos diversos pares de particulas e feitas diversas

medidas, é possivel computar a quantidade
P(a,b|A, B), (2.26)

isto é, a probabilidade de se obter os resultados a e b, dado que Alice escolheu efetuar
a medida A e Bob a medida B. Em geral, esta quantidade nao pode ser fatorada, ou
seja, P(a,blA, B) # P(a|A)P(b|B), o que indica a existéncia de alguma dependéncia
entre os resultados obtidos em cada laboratério. Podemos buscar, entao, um modelo
complementado com um conjunto de varidveis ocultas® \, que obedece a distribuicao de
probabilidades py com [ pyd\ = 1, tal que consigamos recuperar a fatorabilidade da

quantidade (2.26). Da defini¢ao de probabilidade condicional, é possivel escrever
P(a,blA, B,\) = P(alb, A, B,\)P(b|A, B, \), (2.27)

que pode ser melhor tratada sob as hipdteses de determinismo e localidade, como descritas
na referéncia [43]. A primeira implica que a = a(A, B,\) e b = (A, B, ), ou seja, os
resultados obtidos sé dependem dos parametros que definem o cenario fisico, a saber, os
observaveis a serem medidos e o conjunto de variaveis ocultas associado a preparagao. Isso
nos permite substituir P(alb, A, B, \) por P(a|A, B,\). A segunda hipdtese garante que
as escolhas de Bob nao afetam o resultado a obtido por Alice, o que leva a P(a|A, B,\) =

P(a]A, \) e a versao equivalente para o resultado b. Feitas essas consideragoes, tém-se

3Escolhemos aqui assumir um conjunto de varidveis ocultas de espectro continuo. Poderiamos também
ter o caso em que A\ descreve um conjunto de varidveis discretas e isso nao mudaria os efeitos aqui
estudados. Neste caso, a restrigdo apresentada seria que > py = 1.
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que a Eq. (2.27) pode ser reescrita como
P(a,b|A, B,\) = P(a|A, \)P(b| B, \), (2.28)

retomando, como queriamos, a fatorabilidade da probabilidade conjunta. Podemos, final-

mente, tomar a distribuicao de probabilidades medida como

P(a,blA,B) = /d)\ pxr P(a,blA, B, )\)

_ /d)\ s P(a| A, \)P(BB, N, (2.29)

que é a expressdo comumente apresentada na literatura como critério de localidade [44].
Outra construcao importante para a obtencao da desigualdade CHSH ¢é o calculo de

valores esperados para este modelo de varidveis ocultas locais, dado genericamente por

(A® B) = /dadbp(a,b\A,B)ab

_ /cupA (/da P(alA,\) a) (/db P(b|B,\) b)
— [ ) (2.30)

Considerando o conjunto total dos observéveis a disposigao de Alice e Bob, {A, A", B, B'},

vamos construir a quantidade
S=[(A®B)+ (A® B")+ (A ®B) — (A ® B')|, (2.31)
que, com o auxilio da Eq. (2.30), é equivalente a | [ dX py S,|, onde
Sy = (A(B)a + (B)2) + (AD((B)x — (B)y). (2.32)
Como consequéncia da desigualdade triangular, tem-se que
| {/d/\ Px S)\} |=5< /OU\ Pa [S)l, (2.33)
ou ainda,
1Al < [CAANKBIA + (B)al + (A [(B)x — (B)al- (2.34)

Agora examinaremos a imposi¢ao sobre o espectro dos observaveis em questao e aqui

ha uma diferenca crucial entre a derivacao que propomos e aquelas mais tradicionais da
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desigualdade CHSH*. Seja O um observavel genérico de autovalores o. Nossa principal
hipdtese é de que o espectro de O seja limitado, isto é, omin < 0 < Omax, MAas NAO NOS
detemos ao caso discreto ou continuo, ainda que sigamos tomando a notacao para o iltimo
caso. Ora, nao é dificil perceber que o valor esperado de O também deve estar limitado

de tal maneira que

(O) < /do P(0|O, \) Omax = Omax; (2.35)
<O>)\ 2 /dO P(0’07 >\) Omin = Omin, (236)

o que implica que
(O] <o, (2.37)

com 0 = max{|0|min, [0|max }-
Aplicando-se, entdo, a hipétese de que { A, A, B, B’} sao operadores limitados e utilizando-

se dos resultado acima, é imediato reescrever a Eq. (2.34) como
[Sal < max{@, @'} [|(B)x + (B)a| + [(B)x — (B)l], (2.38)

onde @ e @ sao os limites associados aos observaveis A e A’, respectivamente. O termo que
permanece entre colchetes pode ser tratado como a seguir. Defina o = |z +y|+|x—y| > 0
para {z,y} € R, tal que por uma simples manipulagao algébrica tenha-se a? = 2(z+y>+
|22 — %) = 4max{x? y*}, que implica diretamente em o = 2max{|z|, |y|}. Aplicando

isso a Eq. (2.38), temos
1Sy| < 2max{a, @’} max{b,b'}, (2.39)

sendo be b os limites, respectivamente, de B e B'. Como S < [ dAp,|S,|, entdo podemos

afirmar finalmente que
S < 2max{a, @'} max{b,b }, (2.40)

que pode ser entendido como uma generalizacdo da CHSH, recuperada em sua forma
original pelo vinculo max{a, @} max{b,b } = 1.

Ressaltamos que o resultado (2.40) generaliza a desigualdade CHSH em sua forma
usual em dois importantes aspectos. Primeiro, ela contempla observaveis com diferentes

espectros, em contrapartida a hipétese tradicional de que os operadores que descrevem as

4Hipétese como esta — de construir uma desigualdade CHSH para observéaveis limitados — pode ser
encontrada na literatura, por exemplo, em [45].
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medidas possiveis nos dois laboratérios compartilham o mesmo espectro. Segundo, e mais
importante, ela se aplica a quaisquer observaveis limitados, nao importando se trata-se
de operadores com espectro discreto ou continuo. Espectro limitado é, portanto, o ponto
crucial por trds da inequagao (2.40).

A Mecanica Quantica viola (2.40) j& em previsao tedrica. Para o cendrio usual, sabe-
se que o limite alcancado por ela para a quantidade S(A;, As, By, Bs) é 2v/2 [46], o que
corrobora o teorema de Bell, que justamente previa que nenhuma teoria local e realista
poderia reproduzir completamente a Mecanica Quantica; esta alcanca um limite maior
que a outra. Estados puros emaranhados, por exemplo, sempre violam a desigualdade
CHSH [47], o que indica que estes formam um caso incompativel com o realismo local.
De maneira mais geral, creio ser um bom momento para enunciarmos aqui um teorema

estabelecido em 1991 pelo fisico suigo Nicolas Gisin [18]:

Teorema 2 (Teorema de Gisin) Todo estado quintico puro de dois q-bits ndo separdvel

viola uma desigualdade de Bell.

O teorema de Gisin foi generalizado em 2012 [19] para sistemas de N particulas e
reforca o fato de que violagoes das desigualdades de Bell formam uma condigao suficiente
a estados emaranhados e, portanto, revelam que este é um comportamento possivel a
Mecanica Quantica e essencialmente incompativel com qualquer mimica proposta por

uma teoria local [32].



Capitulo 3

Emaranhamento de variaveis

continuas em TVOs

Dedicaremos este capitulo a construir aquele que serd nosso modelo de variaveis ocul-
tas. Partiremos da formulacao liouvilliana da Mecanica Classica, que se aproxima do
cenario de ensembles estatisticos, a fim de tratar a dinamica, nao de um ponto, mas de
uma regiao do espacgo de fase ¢ X p, capaz de se deformar no tempo por efeito das tra-
jetorias individuais de cada ponto que a compoe. Essas trajetoérias - a priori bem aceitas
como locais - fazem o papel das varidveis ocultas com as quais tentaremos reproduzir a
dinamica quantica, por exemplo, do operador densidade. Este caminho ja estd proposto
na literatura, sobretudo no texto que motiva este trabalho [20]. Seguiremos os passos
desta referéncia para avaliar as correlagoes quantica e classica num sistema de variaveis
continuas, no objetivo de entender o quao proximo o conceito de separabilidade de um

estado classico pode chegar na tentativa de reproduzir o emaranhamento quantico.

3.1 Mecanica Liouvilliana

A Mecanica Classica, em suas formulagoes usuais, parte da premissa de que é possivel
conhecer as varidveis de posicao e momento que caracterizam o estado inicial de um
sistema fisico e as interacoes a que estd sujeito de modo a prever univocamente, em
geral, o estado desse sistema em qualquer instante posterior de tempo. Um formalismo
fundamentalmente diferente pode ser obtido inspirado no assim chamado teorema de
Liouville, considerando-se um enunciado distinto: nao é possivel determinar com precisao
absoluta os valores de posicao e momento, por exemplo, de um sistema fisico. Essa
incerteza pode vir tanto de uma limitagao experimental (fruto de um permanente erro
propagado por escalas nos instrumentos de medida), como também do desconhecimento
sobre as condigoes iniciais de um experimento, como o que ocorre, em geral, para sistemas

de muitas particulas.
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Na formulacao hamiltoniana da Mecanica, por exemplo, um sistema fisico tem seu
estado inicial descrito por um ponto (go, po) no espaco de fase e a evolugao dessas quan-

tidades sob um hamiltoniano H é determinada pelas equacoes

oH _ oH

q= a_p p:_ﬁ_q’ (3.1)

que dao origem a uma trajetéria nesse espago formada pelos pontos (¢(t), p(t)). Tomando
a nova abordagem apresentada no paragrafo anterior, podemos imaginar que o estado
inicial é agora representado por uma regiao no espaco de fase formada por diversos pon-
tos, cada um representando um estado atrelado a uma probabilidade de ser o que melhor
descreve o sistema em t = 0. A esta regiao nos referiremos por Ry e a distribuigao de
probabilidades associada a ela, por Py (¢,p) = P (q,p,t = 0). Nas referéncias [48] e [49],
ha demonstragoes bastante completas acerca do fato de que transformacoes canonicas
mudam, eventualmente, a forma de uma regiao no espaco de fase sem, no entanto, alterar
o seu volume, para um sistema conservativo. Este resultado, quando atribuido a trans-
formacao canonica que descreve a evolucao temporal, é o que se conhece como teorema

de Liouville.

Teorema 3 (Teorema de Liouville) Seja Rg a regiao do espago de fase que descreve o
estado inicial de um sistema fisico conservativo. Se este evolui no tempo para um estado
descrito por R; no instante t, os volumes de Ry e Ry sao iguais. A evolucdo temporal

preserva o volume de uma regiao no espago de fase.

O que estamos chamando portanto de Mecanica Liouvilliana é um tratamento da
Mecanica Cléssica através de elementos da teoria de ensembles estatisticos. O estado a
que se tem acesso é um conjunto de pontos do espacgo de fase contidos numa regiao cujo
volume é mantido constante ainda que sua forma seja alterada. A este conjunto de pontos
esta associada a distribuicao de probabilidades P que também obedecera a uma dinamica
especifica, da qual passaremos a tratar agora. Além da conservacao do volume, garantida
pelo teorema anterior, a conhecida unicidade das equagoes de Hamilton [49] implica na
conservacao do numero de estados que compoem uma regiao no espago g X p que evolui
sob transformagoes canodnicas, ja que cada ponto (q(t),p(t)) é fruto da evolugao de um

ponto especifico (qo, po). Feitas essas observagoes, nao é dificil perceber que

dP
- = 2
o que é equivalente [48] a
OP

ot
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ou ainda

or

o7 = —{P.H}, (3.4)

que é conhecida como Equagao de Liouville. O lado direito da Eq. (3.4) faz uso do
colchete de Poisson entre P e H, definido por

(p gy~ 2000 OPOH (3.5)

A solugao da Eq. (3.4) é conhecida [50] e pode ser escrita como

Plg,p,t) = Fo(q(=t),p(=1)), (3.6)

cuja interpretacao sugere uma evolugao retroativa no tempo das variaveis g e p que des-
creviam o estado inicial. Tratar a dinamica de um problema no formalismo liouvilliano

envolve entao trés passos fundamentais:

e Determinar a distribui¢ao inicial de probabilidades Fy(¢,p) para o sistema em

questao.
e Construir, via equagoes de Hamilton, as fungoes ¢(t) e p(t).
e Escrever Py(q(—t),p(—t)), a distribui¢ao de probabilidades evoluida ao tempo t.

Esta formulacao nos é particularmente til neste trabalho se for possivel construir
um paralelismo entre a distribuicao de probabilidades classica P e o operador densidade
quantico p cuja interpretacao também esta associada a estatistica de ensembles. Feliz-
mente esta conexao é possivel e bem estabelecida, tomando P como a projecao de p no
espago dos estados coerentes, os quais apresentaremos brevemente a seguir.

A crucial diferenga entre as dinamicas de P e p é que a primeira evolui preservando o
conceito de trajetoria, isto é, cada ponto evolui por uma trajetoria especifica no espaco de
fase - nao necessariamente acessivel, mas existente - & medida que o tempo passa, enquanto
que para o cenario quantico nao ha um equivalente para este conceito. A proposta, entao,
é pensar a Mecanica Liouvilliana como uma teoria cldssica (local e realista, a priori) de
variaveis ocultas (as trajetérias em si) e avaliar até que ponto ela é capaz de reproduzir

resultados da Mecanica Quantica.

3.1.1 Estados coerentes candnicos

Vamos dedicar aqui algumas palavras a definicao e as propriedades dos estados co-
erentes dado que eles sao pega chave para fazer a ponte entre as descrigoes quantica e

liouvilliana de um sistema fisico.
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Os estados coerentes foram estudados inicialmente por Schrédinger em 1926 [51] e
retomados nos anos 1960 por Klauder, Glauber e Sudarshan [52, 53, 54] com grande
interesse pela sua aplicagao na descricao dos estados de radiagao eletromagnética coerente
[55]. Na representacao de Fock, os estados coerentes associados a um oscilador harmoénico

de massa m e frequéncia w sao rotulados por uma varidvel complexa [56]

= % (% + z%) , (3.7)

onde b= /- e tém a forma
mw

1) = =5 Zo\j_%my (3.8)

Por simplicidade, a partir deste ponto, tomaremos m = w = 1, o que leva a releitura da

Eq. (3.7), simplificando-a para

1 .
\/—2—h(q4r2p)-

= (3.9)
Nota-se que os estados coerentes nada mais sao que uma superposicao infinita de
autoestados de energia do oscilador harmonico e que apresentam algumas propriedades
interessantes das quais destacamos quatro a seguir.
Autoestado do operador aniquilagao. Pode-se definir um estado coerente através

da equacao
alz) = z|z) (3.10)
ou de sua equivalente no espaco dual,
(z|la" = 2*{z|, (3.11)

onde a e a' sdo, respectivamente, os operadores de aniquilacao e criacio usuais do oscilador
harmonico.
Aplicacao do operador deslocamento ao estado de vacuo. O estado coerente

|z) é construido aplicando-se o operador deslocamento,
D(2) = exp (za' — z*a), (3.12)

ao estado de vacuo |0) do oscilador harmonico. Ou seja, |z) = D(2)]0).

Estados de minima incerteza. Tomando-se os valores médios de ¢ e p com auxilio
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dos estados coerentes obtém-se o valor minimo da relacao de incerteza, isto é,
h
ApAq = 5 (3.13)

Base completa nao ortogonal. E possivel mostrar que os estados coerentes formam

uma base supercompleta, ou seja,

- /Z 2} ld =1, (3.14)

sem, no entanto, apresentarem ortogonalidade entre si. Dois estados coerentes distintos

tém produto interno nao nulo,

1 1
(24| 2) = exp {—§|za|2 + 25z — §|zb|2 ) (3.15)

Aqui é relevante dizer que estes sao os estados quanticos cuja evoluc¢do mais se com-
para a de estados classicos por preservar a forma e coeréncia sob um hamiltoniano
H = hw (aTa+ %) Nosso objetivo, portanto, ¢ agora utilizd-los para conectar a dis-
tribuicao inicial para a teoria classica e o estado inicial quantico descrito pelo operador
densidade.

3.1.2 Distribuigao inicial classica

Considerando um estado quantico puro bitartido que, no instante ¢ = 0, é descrito pelo
operador densidade py, desejamos construir uma distribuigao de probabilidades que sirva
como estado inicial no formalismo liouvilliano. Para isso podemos tomar a projecao de pg
no espaco de estados coerentes através de duas construcoes conhecidas: as distribuigoes
de Husimi e de Wigner!. A primeira, que é sempre positiva por construcao, ¢ determinada

por

pU) — —<Zazb|?\‘; |Z“Zb>, (3.16)

ou ainda, nesse contexto,

plH) _ |(2a2alth0)?

220l (3.17)

LA distribuicdo de Wigner deve ser tomada com cuidado para o fim desejado, pois a priori ela aceita
valores negativos, o que a desqualificaria como distribui¢ao de probabilidades. No contexto deste trabalho,
no entanto, nao ha impasse quanto a isso, pois, para estados coerentes, a distribuicao de Wigner é sempre
positiva [57].
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onde N é constante de normalizagao. Ja a distribuigao de Wigner [58] pode ser obtida

aqui por

2ipb'u”

P(W) — N / dvldvﬁewTave h <qa — U/|<qb — U”|p0’qb —|— U”>|qa + Ul>. (318)

Estas serao as férmulas que usaremos para encontrar a distribuicao classica inicial
condizente com py. E sabido que, assim como acontece no contexto quantico, ainda que
Py possa ser escrita de maneira separada para cada um dos subespacos que compoem o
sistema fisico em questao, ao permitir sua evolucao sob um hamiltoniano de interagao entre
eles, nao deve mais ser possivel fatorar em P as quantidades ligadas exclusivamente a um
unico destes subespacos. Essa nao-separabilidade classica é uma correlagao capaz de, como
ja discutido na literatura, reproduzir o que ocorre com a dinamica do emaranhamento no
cenario quantico.

Vamos construir, para utilizacao posterior, a distribuicao cléssica associada a um es-

tado coerente bipartido inicialmente separavel. Temos, entao,

Po = [2ag) (Zaol © [250) (2o (3.19)

pertencente ao espaco H = H, ® Hp. Vemos, por exemplo, que a funcao de Husimi é

facilmente calculada neste caso, pois assume a forma

1
By = <ozl 2a0) (3.20)

e o produto interno entre dois estados coerentes ja estéd estabelecido na Eq. (3.15). Lem-
brando da parametrizacao definida na Eq. (3.7) e impondo de maneira usual a condigao
de normalizagao, obtemos F, como uma distribuicao gaussiana centrada nas variaveis de

posicao e momento do estado inicial dada por

1 (o — Gao)” + (@ — @by)” + (Pa — Pay)” + (05 — D1y’
P = — —exp |- 0 0 0 0 21

que é a expressao obtida para o calculo da distribuicao inicial, quando tomada via funcao

de Husimi. Por um caminho semelhante, encontra-se a expressao

1 (da — qao)’ + (@ — @y)” + (Pa — Pay)” + (05 — D1y)’
PéW) =722 exp [— ° ° n ° - (3.22)

para a distribuicao classica inicial, quando tomada via funcao de Wigner.
Finalmente, temos agora todos os elementos necessarios ao estudo da dinamica classica,

via formalismo liouvilliano, em comparacao a dinamica quantica.
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3.2 Medidas de correlacao classica

Ja apresentamos no capitulo anterior o conceito bem estabelecido de pureza quantica
e como usa-la para medir o emaranhamento em sistemas compostos. Neste momento,
vamos introduzir a construcao de uma medida de pureza para sistemas classicos a fim de
termos expressoes que captem de maneira equivalente as correlagoes nos contextos classico
e quantico.

Uma vez definido o equivalente “classico” do traco de um operador em Mecanica
Quantica como a integracao da distribuicao global de probabilidades no conjunto de
variaveis de posicao e momento, podemos escrever uma densidade marginal de proba-

bilidades, que fara o papel do operador densidade reduzido, como

Po(qa,Pa,t) = /P(qa,pa,qb,pb,t) dgp dps, (3.23)

o que nos leva a definicao de pureza classica associada a este cenario probabilistico, apre-

sentada em [20] e dada por

_ S P2(ga: past) dga dp,
J P2(qa; pa;0) dga dp,

Pe(Fa) (3.24)
Ambas as equacoes acima podem ser escritas da mesma forma para as variaveis do su-
bespaco indexado por b. A normalizagdo da Eq. (3.24), necessdria uma vez que nao
hé equivaléncia bem estabelecida aqui para a propriedade de idempoténcia do operador
p, garante inclusive que, em ¢t = 0, esta medida assuma o valor méaximo de 1, con-
dizendo com o fato de que inicialmente o estado global é separavel e, portanto, suas
partes sao completamente puras (sem correlagao). H& de se salientar que a expressao
| P2(q4,Pa;0) dga dp, # 0, 0 que a qualifica a ocupar o denominador da Eq. (3.24).
Voltemos por um momento ao contexto quantico e permitamos agora ao sistema bipar-
tido com o qual estamos lidando evoluir sob um hamiltoniano do tipo H = H,+ Hy+ H; s,
em que H,; associa-se a uma evolugao local no subespaco H, € H;y: representa um termo
de interacao entre os subespacos, portanto uma interacao nao local?, capaz de gerar cor-
relacoes. Nos sera util definir aqui uma nova notagao acerca de operadores densidade:

seja
2x(t) = pa(t)] 1,0 (3.25)

o operador densidade reduzido local associado ao subespaco x = a, b, isto é, aquele fruto

2Aqui nos referimos & interacdo ndo local no sentido de uma interacio que gera acoplamento nas
equacgoes de movimento dos subsistemas em questao. Nada tem a ver, a priori, com a nocao de nao
localidade de Bell, propriedade revelada, por exemplo, pela violacao da desigualdade CHSH.
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exclusivo da evolugao local associada a H,. Operacionalmente, pode-se calcular g,; por

Qa(t) — Trb [e—i(Ha+Hb)t/ﬁ 00 ei(Ha"er)t/h} ’ (326)
e seu equivalente para o subespaco H;,. Com esta definicao, é possivel estabelecer uma
medida de correlagao como a diferenca existente entre a pureza do estado quando sujeito
apenas a transformacoes locais e aquela quando sujeito a uma interacao do tipo nao local.

Matematicamente, temos

Ca(t) = Py(02()) = Pylpe(t)). (3.27)

Note-se que, no contexto de um estado inicialmente separavel, é facil perceber que a
pureza do operador local nao muda no tempo e, portanto, deve ser igual a pureza do
estado inicial, isto é, P,(0z(t)) = Py(poz). Em se tratando de estados puros, ha também

de se lembrar do capitulo anterior que P,(po,) = 1 e, finalmente, vemos que

Calt) = Palox(t)) — Polpx(t))
= P‘I(pOr) - Pq(pz(t))
= 1=Py(pa(t))

= Su(p(t)),

o que significa que, neste regime, C,(t) é equivalente a entropia linear — medida de ema-
ranhamento — do estado p(t).

Passemos ao cendrio classico. Como sabemos relacionar P(t) com p(t) e a operagao
traco de um operador com a integracao de uma distribuicao de probabilidades, nosso
proximo passo serd deixar a definicao quantica mais amigavel a simples releitura por
parte da visao classica liouvilliana. Para isso, tomaremos dois cuidados, descritos abaixo:

Normalizagao. Aproveitando o fato de que P,(p,(t)) = 1, podemos dividir a ex-
pressao de C,(t) por este termo, a fim de explicitar uma oportunidade de normalizagao

quando da transposicao desta medida para o contexto classico. Temos, entao,
(3.28)

Assimetria da pureza classica. Tendo em mente que o analogo classico da pureza
¢ nao-simétrico entre os subespacos que compoem o sistema global, é interessante pen-

sar uma maneira de escrever esta medida blindando-a contra esta assimetria. Para isso
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tomamos a medida global de correlagao quantica como

€O (1) = 3 [Calt) + Co(1)], (3.29)

que, no formalismo quantico, por conta da simetria Py(pq(t)) = P,(ps(t)), se reduz nova-
mente a S (p(t)).
Finalmente estamos prontos para escrever a medida de correlagao classica que estamos

buscando. Usando as construgoes anteriores, definimos

Outra construcao interessante para a medida de correlagao pode ser obtida quando
avaliamos o que acontece com os valores esperados de um operador quando tomado com

estados puros separdveis ou nao. Sabe-se [28] que a quantidade

(01 ® O9)

£0,0, = O30y (3.31)

calculada a partir de um estado puro, é igual a 1 se o estado for separdvel.

Com o auxilio da definicao acima, podemos, inspirados pela desigualdade CHSH, olhar
para o cenario em que a cada um dos subespacos indexados por a e b esta associado um
par de operadores (medidas a serem feitas), {O1, 0]} e {O2,04}. Apés variadas rodadas
do experimento em que cada subespaco é submetido a uma de suas possiveis medidas,

permite-se computar a quantidade
B = &o,0, + €00, + €010, — €050 (3.32)

tal que B = 2 somente para um estado separavel. Com isso |B — 2| se tranforma numa

testemunha de emaranhamento, isto é,
|IB—2|>0 (3.33)

indica a presenca de nao separabilidade no estado com que estamos trabalhando.
Alguns comentarios precisam ser feitos sobre a limitacao desta definicao. Primeiro,
ela nao é capaz de quantificar o emaranhamento de um sistema; apenas revela-lo. Isso
ocorre também com as desigualdades de Bell: elas revelam a presenca de nao localidade
sem quantificd-la; problema, alids, em aberto no estudo das testemunhas de correlacoes
quanticas [44]. Segundo, o denominador de £p,p, pode se anular, eventualmente, o que
cria um regime no qual o tratamento acima é ineficiente, perde confiabilidade. Terceiro,
h& a possibilidade de que, mesmo para um estado emaranhado, numerador e denominador

sejam iguais a 1 no lado direito da Eq. (3.31), o que faz do resultado discutido acima
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uma condi¢do necessaria mas nao suficiente para revelar emaranhamento. No entanto,
sobre todas estas limitagoes ressaltamos que a Eq. (3.32) lida diretamente com valores
esperados e isso é o que, no fundo, se acessa experimentalmente, dando uma justifica
pela qual cremos estar ali uma maneira interessante do ponto de vista operacional de se

testemunhar a presenca de emaranhamento em um sistema fisico.

3.3 Acoplamento bilinear

Retomemos agora o caso de um estado coerente bipartido inicialmente separavel |1)y) =
|240)|zp0). Considere que este evolua sob um hamiltoniano do tipo H = Q. Qp, com A
sendo um parametro de acoplamento entre os subespacos e Q o operador posicao usual.

Vamos avaliar a seguir as medidas quantica e cléssica de correlagao.

3.3.1 Correlacao quantica

O estado inicial pode ser representado pelo operador
Po = |zazs) (Zaz, (3.34)
e sua evolucao no tempo é da forma
p(t) = U(t)|2a2) (zaz| U (2). (3.35)

Sabendo que o trago de um operador independe da base em que é calculado, podemos
construir o estado reduzido ao subespaco H, com a ajuda dos autoestados de Qb, que

obedecem a relacao Qm|qz> = ¢z|q.). Sendo assim,

pa(t) = Try(p(t))

— [ ddt@loto)i) (3.36)
E ainda,
pa(t) = / dg, dgy (qlp(t)]a) (g lp(t)ay)- (3.37)

Usando a relagao de completeza [ dg! |¢))(q.| = I na Eq. (3.37) e tomando mais uma vez
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o trago, mas agora na base {|¢,)} ficamos com

Py = Te(p;(t))

= / dq, dqy, dgy dgy (@, ablpla, ai) (@i @1 play ) (3.38)

Analizando brevemente o comportamento de um termo semelhante aos argumentos da
integracao acima, vemos que

—iXYt/h

(wrylpt)|ray2) = (1 yl\e( )|ZaOZbO><2a02b0|€(iXYt/h)|$2 Ya)

— (g —T
— el Emme] g 1200) (51 ]200) (Zao ) (2aolge).  (3.39)

Os produtos internos que aparecem no resultado acima sao conhecidos [59]:

PO L ST ) R T
<q|Z>—m p[ 2(\@ \/5) +5 )]. (3.40)

Isso nos permite calcular completamente a pureza quantica para este estado como
funcao do tempo, através da integracao de sucessivas funcoes gaussianas. Ao final deste

processo, obtém-se, pela Eq. (3.29),

7_2

=

(3.41)
com 7 = At fazendo o papel de um tempo adimensional. O grafico da Figura 3.1 apresenta
a evolucao desta quantidade no tempo. Nota-se que, como esperado, nao hé correlacao
em 7 =0 e que C9 = 1 é assintota horizontal, sendo este valor atingido apenas quando
a pureza quantica fosse identicamente nula (cada subestado perdesse completamente sua

pureza), apds um tempo infinito de interagao.

3.3.2 Correlagao classica

O célculo da correlagao classica aqui é sensivelmente mais simples. A distribuicao
de probabilidades que representa o estado inicial ja foi calculada e é representada pela

Eq. (3.22). Considerando o hamiltoniano cldssico® H = A\g,q, com g, sendo a varidvel

3Este hamiltoniano é constituido apenas de um termo de interacdo, ou seja, ndo hé termos “cinéticos”.
Isso nos parece oportuno uma vez que, dado o objetivo deste trabalho, é o termo de interagao que guarda
as propriedades que permitirao o surgimento de uma dinamica de correlagoes.
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Figura 3.1: Correlacdo quantica (C'?) em funcdo do tempo adimensional 7 para um estado
coerente bipartido inicialmente separavel que evolui sob o hamiltoniano H = \Q,Qy.

canonica de posicao usual, temos as seguintes equagoes de movimento:

Qa(t> = {a,
w(t) = o,

para as posicoes, e

para os momentos.
A fim de construir a distribuicao P(t) = P(qa, @b, Pa, P, L), reescrevemos a Eq. (3.22)

inserindo nas respectivas posigoes as fungoes q,(—t), qo(—t), pa(—t) € pp(—t). Com isso,

Pt) = — x

w2h?

(¢a — a0)* + (@ — @0)* + (Po — Do + ¢aAt)? + (Do — Pa0 + @AL)?

X ex —
P )

Dada a particularidade de que este é um sistema inicialmente separavel, tem-se que
Pu(P,(0)) = Py(Py(0)) = 1. Resta-nos calcular Py(P,(t)) e Pu(Py(t)), o que, mais uma

vez, requer sucessivas integragoes gaussianas. Percebemos, ao fim deste processo, que

7_2

C(r) = 5 — (3.42)

onde, novamente, 7 é um tempo adimensional. O gréfico de C(® é mostrado na Figura 3.2
cuja curva é idéntica & construida para C9. H& de sublinhar que a perfeita coincidéncia
das curvas foi obtida quando optamos por construir o estado classico inicial com o auxilio

da funcao de Wigner. O perfil da distribuigao inicial, aqui, é relevante para a eficiéncia
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Figura 3.2: Correlacdo classica (C)) em funcio do tempo adimensional 7 para um estado
bipartido inicialmente separavel que evolui sob o hamiltoniano H = Aq,qp.

da reproducao de correlacoes. Se tivéssemos optado pela funcao de Husimi e partido do
estado (3.21), a concordancia entre as correlagbes quantica e classica persistiria, ainda
que nao tao exata quanto no resultado aqui apresentado.

Este exemplo, mais que uma inspiragao, seguiu como receita a referéncia [20], onde
outros dois casos mais gerais sao estudados, mostrando que ha, ainda que nem sempre
coincidéncia tal qual a obtida aqui, concordancia entre as medidas classica e quantica:
passam cada uma por maximos e minimos locais e anulam-se em instantes iguais de tempo,
crescem e decrescem juntas e apresentam o mesmo carater oscilatério, por exemplo. Tudo
isso deixa uma pergunta em aberto que tentaremos estabelecer a seguir.

Antes, porém, olhemos brevemente sobre como a medida definida pela Eq. (3.32)
contribui para este exemplo. Tomando O = Ql, 0] = ]51, Oy = Qg e O = ]52, recorremos
a representacao de Heisenberg [27], em que os operadores evoluem no tempo, tal que
X(t) = Ut(t)XU(t), enquanto os vetores de estado permanecem constantes. Calculamos
os valores esperados através da Eq. (2.5), nos valendo mais uma vez de que o trago de

um operador independe da base. Ficamos, por exemplo, com as seguintes expressoes:

+o00
<Q1,2> = / dQ1,2 C]1,2\<Q1,2‘210,20>’2>

[e.9]

+o0o  p+oo
(@1@2) = / / dgidgs ¢1g2|{(q1|z10) | [{q2| 220) |,
N ) —+00 a .
(Pra2) = —zh/ dgi, <210,20‘Q1,2>w,
e Q1,2

. 2 .
~ 191 g At a —1iq1 gt

“+o0o “+o0o
(P1P2>=h2/ / dg1dgs (z10]q1) (220]g2)e™ * 9000 e i {q1|z10)(ga|220)

Os produtos internos que aparecem nas expressoes acima estao estabelecidos na Eq.
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(3.40) e, apds o processo de integracao, chegamos ao resultado

_ L4 gl 1p B B R
qiop2o — |53+ 5| T G0p10 — |3 3| T
- +

B
q10P20 — CI%OT g20P10 — Q%OT

(3.43)

No caso classico, partimos da distribuicao inicial, construida via funcao de Husimi
e dada pela Eq. (3.22). Aqui, o valor esperado de qualquer fungao f(qi, q2,p1,p2) sera

calculado por

(f(q1,92,p1,p2)) = / P(t) f(q1,q2,p1, p2) dg1dgedp:dp,, (3.44)

0 que nos leva a encontrar para B, depois das integracoes necessarias, a mesma expressao
de B9 corroborando com a equivaléncia entre as medidas de correlacio cldssica e quantica
que obtivemos acima.

Seja pelas medidas C9 e C® ou pela quantidade |B — 2|, fica, entdo, evidenciado que
ha confiabilidade em afirmar que, pelo menos em certos regimes, é possivel reproduzir
exatamente emaranhamento através da inseparabilidade de estados classicos.

Motivamos esta dissertacao com uma revisao que girava ao redor do teorema de Bell
e da incapacidade de qualquer teoria local reproduzir a Mecanica Quantica. Neste mo-
mento, no entanto, espero que o leitor perceba o impasse a que chegamos quando, partindo
de uma teoria classica, baseada em trajetérias locais, conseguimos reproduzir fielmente
a dinamica do emaranhamento quantico. Mais que isso, no contexto em que estamos
trabalhando — o dos estados puros —, emaranhamento e nao localidade de Bell se con-
fundem, coincidem, praticamente sdo sinénimos [18]. Portanto, ao construir uma teoria
de variaveis ocultas locais (TVOL) e com ela conseguir prever corretamente o emaranha-
mento, estamos também prevendo nao localidade. Mas como isso é possivel? Como pode
uma teoria local prever nao localidade quantica? Estamos diante de uma demonstracao
de compatibilidade entre a Mecanica Quantica e uma TVOL, em conflito gritante com o
teorema de Bell? Na tentativa de dar resposta a estas perguntas, vamos mudar o cenario
e explorar o que acontece em um espaco discreto, como o dos estados de spin. La, ha
maneiras bem estabelecidas de se medir nao localidade e, portanto, explorar melhor o que

ha por tras deste impasse.



Capitulo 4

Emaranhamento e nao localidade

para variaveis discretas em TVOs

Neste capitulo, mudaremos o cenario sobre o qual estamos trabalhando. Passaremos a
tratar sobre as dinamicas do emaranhamento e da nao localidade para sistemas de spins.
Inspirados pelo que foi dito até aqui, precisamos avaliar as correlagoes quanticas que sur-
gem no tempo para um estado bipartido evoluindo sob um hamiltoniano de interacao e
depois comparar este resultado com as correlacoes presentes no modelo classico equiva-
lente. Além do fato de possibilitar a construcao de uma base discreta, trabalhar com o spin
nos ¢ particularmente favoravel pois, igualmente ao problema do oscilador harmoénico, po-
demos construir estados coerentes capazes de auxiliar na ponte entre os contextos quantico
e classico. Por outro lado, precisaremos ser mais cuidadosos em compor um modelo re-
alista para o spin, visto que nao ha, a priori, uma contrapartida classica para o mesmo.
Iniciamos, portanto, este capitulo apresentando os estados coerentes de spin e partindo
para as medidas de emaranhamento quantico. Em seguida, montaremos o modelo classico
e, mais uma vez, via Mecanica Liouvilliana, estudaremos sua dinamica de correlagao. Fi-
nalmente, desejamos avaliar a nao localidade em ambos os contextos, submetendo cada

modelo a uma desigualdade de Bell.

4.1 Estados coerentes de spin

Em 1971, Radcliffe publica um trabalho [60] mostrando que hé estados de spin andlogos
aos estados coerentes do oscilador harmonico e é seguido por Gilmore [61, 62] e Perelomov
[63]. E sobre a definicao e as propriedades destes estados que pretendemos tratar nesta
secao.

Estados quanticos que descrevem particulas de spin j pertencem ao espaco de Hilbert
de dimensao finita 2j + 1 com uma base ortonormal dada pelo conjunto |j,m), com

m=—j,—j+1,....7 — 1,74, que s@o autoestados simultaneos dos operadores J, (spin na
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direcao z) e J?, isto é,

Je|j,m) = mhlj,m), (4.1)

J2|j.m) = j(j + DR?|j,m). (4.2)
As relacgoes de comutacao que caracterizam esta algebra sao dadas por
[Jm Jb] = ihgabc Jc; (43)

onde €4, ¢ 0 simbolo de Levi-Civita e a, b e ¢ podem assumir quaisquer elementos de
Y, 2. E 1til definir os operadores nao hermitianos Jy = J, & 4J,, cuja atuagao sobre os
autoestados de J, é similar aos operadores de criagao e aniquilacao do oscilador harmonico.
Com eles é possivel definir o operador deslocamento da dlgebra SU(2) para um parametro

complexo w,

arctan |w|

D(w) = exp | (ws, — )], (4.4

|w
tal que nos seja possivel construir o estado coerente de spin |w) a partir da atuacao de
D(w) ao estado de mais baixa energia |7, —j) que, com o auxilio da férmula BCH [27],

assume a forma geral
2j

1 e 2t
|w)—m;w r]]{)!k!b,—j—i—k). (4.5)

Da mesma forma que no contexto do oscilador harmonico, os estados coerentes de spin

sao, em geral, nao ortogonais. Aqui,

(1 + w;wb)Qj

(Wa|wy) = AT [PV (1 + w2 (4.6)
e, a0 mesmo tempo, ha uma relagao de supercompleteza,
: 2
e Kews e I (4.7
para a base por eles formados [64]. Finalmente, temos a relagao de incerteza
ALAJ, = D) (138)

escrita para esta classe de estados coerentes.
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4.2 Interacao quantica para um sistema de dois spins

Uma vez apresentados os estados com os quais lidaremos neste capitulo, gostariamos
de dar ao leitor uma intuicao acerca do tipo de interagao com o qual trabalharemos.
Esta secao apresenta um raciocinio simples para justificar o hamiltoniano que governara
a evolucao do nosso sistema. Em especial avaliamos a existéncia de uma dinamica de
acoplamento entre dois spin interagentes, comparando-a com aquela em que um spin
relaciona-se com um campo magnético externo — caso apresentado logo a seguir:

Consideremos, de inicio, a dinamica de uma particula de spin j imersa em um campo
magnético classico —-B (7,t). O hamiltoniano que descreve este problema pode ser tomado

por
H=B-J=B,J,+ B,J,+ B.J.. (4.9)

Retomando a representagao de Heisenberg e conhecendo as relagoes de comutacao dadas

pela Eq. (4.3), é possivel conceber

. H

Jp = [Jzz’h ] = B,J., — B.J,, (4.10)
. Jy, H

Jy, = % = —B,J, + B.J,, (4.11)

. J,, H
J, = [ o ] = B,J, — B, J,, (4.12)

ou, simplesmente,

J=DBxJ. (4.13)

Sendo assim, podemos tomar a expressao acima para os valores esperados no estado inicial

em que o sistema foi preparado e obter
(JY =B x (J), (4.14)

valores médios sao tomados para o estado inicial do sistema. O spin é para a particula aqui
representada o equivalente ao momento de dipolo magnético i, que no eletromagnetismo
classico sofre um torque —Bx i1 como consequéncia da interacao com um campo magnético
Be tem, como estados estacionarios, as configuragoes em que se alinha a uma diregao
paralela as linhas de campo.

Podemos olhar agora para o caso de dois spins que interagem sob o hamiltoniano

H = \(J; - J3), sendo A um parametro de acoplamento, e refazer os passos anteriores, isto
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¢, construir as equacoes de Heisenberg,

. Jiz, H
Jlm = % - )\(JQyJLz - J2ZJ1y): (415)
. Jou, H

Jop = % = M JiyJos — JioJay), (4.16)

que, com aquelas para as demais componentes, sao sintetizadas por

-

Ji=MLxJ) e Jo=AJx D), (4.17)
e, finalmente, tomar os valores esperados no estado inicial, chegando a
(1) =ML x Ji) e (h)=AJxJ). (4.18)

Perceba, das equacoes acima, que este cenario é consistente com a interpretacao que demos
a Eq. (4.14). Agora, no entanto, ao invés de um B externo, os spins Jie Jy podem ser
pensados como imas cujos campos magnéticos sao aplicados um ao outro. Cada spin se
relaciona com o outro de forma andloga ao que um tnico spin se relaciona com um campo
magnético externo. Assim como um spin se acopla de certa maneira a presenca de um
campo externo, entendemos do caso acima que dois spins também tem a capacidade de
acoplar suas dinamicas. Em se tratando de dois espagos de Hilbert, ¢ razoavel pensar,
portanto, que pode haver dinamica de correlagoes entre eles. Para, em breve, medir
o emaranhamento neste cenario, tomaremos um estado coerente bipartido inicialmente
separavel que evolui sob um hamiltoniano do tipo H = ,—?\Lj1 . fg e usaremos as medidas
ja apresentadas nos capitulos anteriores. Vamos agora esbocar o modelo realista que nos

sera util para transcrever a dinamica de spin em termos do formalismo liouvilliano.

4.3 Modelo classico realista para o spin

Para estabelecer uma forma de transpor a dinamica de spin para o campo do realismo,
comecemos olhando para as incertezas associadas aos operadores quanticos. Isto porque
sao elas que dao o carater estatistico a descricao quantica de um observavel e, portanto,
sem elas, somos capazes de recuperar o determinismo na caracterizagao de uma quantidade

fisica. Usando os estados coerentes apresentados na secao 4.1, encontra-se a variancia
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(AA)? = (A?) — (A)? para os operadores de spin,

2 2. 1+ |w|4 - |w|2(w2 + UJ*Q)
o o [ w4 JwP(w® + w*?)
T 2w)? }
AL =R | ———— |, 4.21
(AJ)? = R?j. (4.22)

Nao ¢ dificil perceber que uma maneira de anular todas as dispersoes acima é tomar os
limites em que A — 0 e 7 — o0, tal que hj — 1. Perceba que, com isso, conseguimos
criar grandezas capazes de driblar o principio de incerteza, que proibe a determinacao
conjunta de dois observaveis com precisao absoluta. Desta forma, toda componente de
spin, no regime acima prescrito, passa a ter dispersao nula, é conhecido com cem por
cento de certeza e, portanto, em termos da argumentagao de EPR [1], possui elemento
de realidade. Em outras palavras, é cldssico'. Baseados nesta andlise, vamos definir um

mapa,

R(F)= lim lim F(h,jw,w"), (4.23)
h—0 hj—1
Jj—o0
que adequa ao contexto realista qualquer funcao F' — tipicamente, uma combinacao dos
operadores ligados a dinamica de spin — com w fixo. Por exemplo, podemos construir o

vetor de spin J normalizado do modelo cléssico como

J = R((7)) = lim T, (w].Jjw)
j—00
_ <w+w* i(w — w*) \w\2—1)

L+ w2 1+ |w)? "1+ |wl?

(4.24)

4.3.1 Parametrizacao

Desejamos agora construir uma parametrizagao de w que permita conceber uma projecao
estereografica de uma esfera de raio unitario — essencialmente uma esfera de Bloch — sobre
um plano complexo gerado por z = R(w) e y = J(w), partes real e imaginaria de w. O

ajuste dessa projecao pode ser feito percebendo-se diretamente da definicao trazida pela

'E verdade que, do ponto de vista experimental, o valor de A nao é passivel de manipulacdo, o que
torna os limites acima apenas uma argumentagao formal. No laboratério, na prética, terfamos j muito

- AJ _ WG L
grande de forma que a quantidade =R C v tendesse a zero.
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ESFERA DE BLOCH
(raio unitario)

z 3
PLANO COMPLEXO

X

Figura 4.1: Projecao estereogréafica da esfera de Bloch de raio unitario no plano com-
plexo gerado por z = R(w) e y = F(w). Cada ponto sobre a esfera é localizado por
n(6,¢) = (sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos ) e projetado no plano pelo prolongamento do vetor
@ =1(0,9) — 2, de tal forma que w = cot () e™.

Eq. (4.5) que, com j = 1/2, teremos

1

jw) = NG =) +w|+)], (4.25)
com |+) os autovetores usuais de spin 1/2 na dire¢ao z com autovalores £h/2. Para
w — 0, isto é, tomando-se w muito pequeno, recai-se sobre um estado coerente |—); em
outras palavras, a origem do plano complexo (z = y = 0) deve receber a projecao do
polo sul da esfera (codificado em |—)). Repete-se o mesmo raciocinio para w grande e
percebe-se que w — oo implica no estado coerente |4); agora temos o infinito do plano
complexo recebendo a projecao do polo norte da esfera de Bloch. Dessa maneira, cada
ponto sobre a esfera, isto é, cada estado de spin, é mapeado em um ponto sobre o plano
complexo. Um esquema da representacao que estamos propondo pode ser encontrado na
Figura 4.1, sobre a qual debrugaremo-nos a seguir.

E particularmente 1til tomarmos |w| = tan a, com « definido como mostra a Figura
4.1. Em termos geométricos, temos que Z+u = 7, com Z sendo o vetor unitario (dado que
o raio da esfera é igual a 1) que liga a origem do plano complexo ao pdlo norte da esfera,
i o vetor que, partindo do pdlo norte aponta qualquer ponto na superficie da esfera e n
o versor usual em coordenadas esféricas dado por n(6,¢) = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0)
para § € [0,7] e ¢ € [0,27]. Prolongando o vetor @ até que ele cruze o plano xy,
vemos facilmente que |w| = tan a;, como propusemos e, ainda, é possivel utilizar a relagao

tan a = cot(6/2) para finalmente escrever

w = cot (g) e, (4.26)

Note que, substituindo a parametrizacao acima no vetor de spin classico definido pela
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Eq. (4.24), obtemos
J = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos ), (4.27)

corroborando com o que foi apresentado na secao de introducao aos estados coerentes
de spin, com a particular vantagem de que esta parametrizacao leva em conta o vinculo

7| = 1, reduzindo o problema ao par de varidveis (6, ¢).

4.3.2 Equacoes de movimento

No intuito de buscar construir um formalismo hamiltoniano para nosso modelo classico
de spin, ou seja, encontrar um par de variaveis canonicamente conjugadas que obedecam
a equacoes de movimento usuais e com as quais possamos construir uma dinamica analoga
a imposta pelo formalismo de Heisenberg aos operadores de spin, vamos propor a troca

das varidveis (0, ¢) para o par angulo-acdo, ja familiar na literatura, (¢, ) [65], tais que

J = (V1- 12 cos,VT—I*sing, ), (4.28)

Ty
Tz *
Podemos construir a hamiltoniana classica deste problema fazendo R((w|%|w>) Na

o que evidencia a transformacao tomada: I = cosf e tan ¢ =

dindmica de um tnico spin regida por H tal qual escrito na Eq. (4.9), obtemos, por

exemplo,
H(Cl):g.j:\/1—IQ(Bmcosgb—FBysinqb)—i-IBz- (4.29)

Tendo associado a variavel I com a componente z de J, é possivel evidenciar a equacao

de movimento para ela, inspirados pela Eq. (4.13), escrevendo

=

I = (BxJ).

= V1 —I%*B,sin¢ — By cos o). (4.30)

Perceba que o lado direito da igualdade acima pode ser obtido alternativamente pela

derivada parcial de H®) — Eq. (4.29) — em relacdo & variavel ¢, o que nos leva a

[ = —0, [VT=TX(B,cos ¢+ B,sing) + [ B.
aH(cl)
= (4.31)

que tem clara semelhanca com a estrutura das equacoes de Hamilton canonicas. Conse-
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guimos, assim, a primeira das equagoes de movimento para o modelo classico de spin.
Para encontrar a segunda, recuperemos a parametrizagao tan ¢ = J,/J, e avaliemos
a derivada temporal desta expressao:
(jxjy - jzjy)

bsec’ p = 72 =

Bz 2 ) — z :ch B

Olhando com cuidado, percebemos que, da construgao do vetor de spin classico (4.27),

podemos extrair que

111
T2 1—1%cos2¢ 1-—12

sec? ¢. (4.33)

Substituindo este resultado e explicitando as demais componentes de J na Eq. (4.32),

podemos multiplicd-la inteiramente por —5— e, assim, obter
sec? ¢

- B.(1—I?)(cos®> ¢ +sin*¢)  I/1— I%(cos B, + sin ¢ B,)
¢ = 1— 12 N 1— 12

I(B, cos ¢ + By sin ¢)
V-1 '

Perceba, novamente, que o lado direito da equacao acima é encontrado também pela

- B, —

(4.34)

derivada parcial de H® em relacio a varidvel I, o que nos permite escrever, finalmente,

OH
ol

b (4.35)
a segunda equacao de Hamilton que procuravamos!

Este cdlculo mostra que o mapa que definimos leva a um modelo classico que é consis-
tente com a formulagao hamiltoniana da mecanica para o par de variaveis (¢, I). Além do
mais, este resultado, obtido aqui por meios diferentes, é possivel mostrar, concorda com
outras estruturas semicléssicas obtidas, por exemplo, com a construgao de propagadores

via estados coerentes de spin [66].

4.4 Estado bipartido de spin 1/2

A fim de verificar que este modelo classico é capaz de reproduzir o emaranhamento
quantico, vamos tomar o caso mais simples deste cendrio: duas particulas de spin 1/2 que
interagem entre si sob um hamiltoniano H = %Jaszz, com Ji, sendo o operador de spin

na direcao z associado ao subespaco indexado por k. Este nao é, evidentemente, o desafio
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mais complexo a que podemos submeter nosso modelo. No entanto, este nao é o objetivo
aqui. Nos é suficiente, justamente, que uma — qualquer uma — teoria comprovadamente

nao-local tenha a sua dinamica de correlagoes reproduzida por um modelo classico.

Estado inicial:
Podemos iniciar com um estado coerente de spin 1/2 bipartido separdvel, por simpli-

cidade. Para o caso quantico, portanto, tomando |wyg) € Hy, temos

po = |waowro) (Waowro, (4.36)

que pode ser usado para a obtencao da distribuicao de probabilidades cléssica inicial, via,
por exemplo, a funcao Husimi, que para este caso é bem simples de calcular. Ficamos,

assim, com

Po(1a, Gas I, dp) 1617T2 (1 + I, 10 + cos(¢pg — gbaO)\/(l —I12)(1 - [20)) X

<1 - Iudyo + cos(dy — 0b0)y/ (1 — I2)(1 — 1,30)> , (4.37)

ja escrita em termos das variaveis de angulo e agdo {¢1, ¢2, I1, Ir}. Aqui vale mencionar
que o perfil da distribuicao inicial constitui um grau de liberdade adicional ao forma-
lismo cléssico estatistico com o qual desejamos reproduzir a dinamica de emaranhamento.
Em um contexto mais geral, acreditamos ser possivel estabelecer que a funcao, dentre as
candidatas naturais ao papel de distribuicao de probabilidades?, que torna mais eficiente
esta reproducao bem como a tentativa de reproducao da nao localidade é justamente a
de Husimi. Neste trabalho, no entanto, nos serd suficiente apresentar um caso em que a
nao-separabilidade classica reproduz fielmente o emaranhamento e, por essa razao, nao

avancaremos em tal investigacao.

Evolugao temporal:

No caso quantico, o operador densidade evolui no tempo pela férmula

1At S o Ty (DYH
p(t) = exp [_T} | Wa0Who) (WaoWho| €XP {T} ; (4.38)
com J; = hgi, que gera uma matriz hermitiana 4 x 4. Para o modelo classico, temos a

2Neste capitulo nao usaremos mais a funcio de Wigner, pois, para sistemas de spins, ela pode assumir
valores negativos, o que a desqualificada como distribuicao de probabilidades genuina.
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hamiltoniana H = A\I,[, e, portanto, as seguintes equagoes de movimento:

[o=0, ¢o=AIL, (4.39)
I, =0, ¢, =\, (4.40)
ou ainda,
$a(t) = Pao + Atlho, (4.41)
Do(t) = Poo + Mlyp. (4.42)

Finalmente, estamos aptos a construir a distribuicao de probabilidades classica evoluida

no tempo, tomando

P(t) = Po(la, da(—1), I, Pp(—1)). (4.43)

Emaranhamento:
De posse do operador p(t), podemos calcular de maneira simples o emaranhamento
quantico entre os subsistemas através da medida definida na Eq. (3.29), em fungao do

tempo adimensional 7 = At e obter

8|wao|?|weo?
(1 + Jwao|?)?(1 + |wyol?)

C(r) = _sin? (27), (4.44)
que da origem aos gréaficos mostrados na Figura 4.2, onde constata-se novamente o carater
oscilatério no tempo desta quantidade e também pode-se avaliar a funcao do parametro
complexo w como potencializador da correlagao.

Retomando a Eq. (3.30), podemos construir a medida de correlacao cléssica para o

modelo de spin que estamos analisando. Encontramos, assim, a expressao

(cl) IR =1 2, 72.2 o4
C'(r) = e {Ly + 7+ Ly — 27" +

+ [=7% + Ly (7? — 1)] cos(27) — 215, sin(27)} (4.45)

quando a distribuicao de probabilidades classica é construida via funcao de Husimi. Este
resultado é apresentado no grafico da Figura 4.3, em comparacao com o emaranhamento.

Perceba a semelhanca entre as quantidades para tempos curtos.
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Figura 4.2: Emaranhamento quantico para um estado coerente de spin bipartido inicial-
mente separavel em fungao (a) do tempo adimensional 7 e (b) do médulo do parametro
complexo w,o (uma figura equivalente é obtida para o parametro wyy). Em (a) tomamos

s

wao = wyo = 1 e, em (b), 7 = 7, instante em que a curva do emaranhamento no tempo
passa por um maximo.

A fim de chamar ainda mais a atencao para a concordancia entre as medidas classica
e quantica, podemos desenhar o grafico paramétrico dessas quantidades no tempo. Essa
curva ¢ mostrada na Figura 4.4; até 7 = 7 ela ¢ monotonamente crescente, indicando que
as duas medidas de correlagao tém dinamica qualitativamente equivalente. Para tempos
maiores, surgem divergéncias que vao se intensificando.

Mais uma vez, temos um exemplo de construcao em que uma teoria classica parece
ser capaz de, em certos regimes, reproduzir o emaranhamento quantico, o que se choca
com a licao principal deixada pelo teorema de Bell. Analisemos mais uma vez o que
aprendemos sobre ele: a Mecanica Quantica — acusada de ser incompleta por nao caber
dentro das premissas de realismo local tal qual definida por EPR — ¢é essencialmente dife-
rente de qualquer teoria classica justamente por violar o critério de localidade. E possivel
investigar e comprovar isso em laboratério através das desigualdades de Bell. A teoria
quantica deve viola-las, apresentando esse comportamento fisico que chamamos de nao
localidade de Bell e um modelo cléssico ndo. E isso que queremos investigar finalmente,

antes de tentar dar uma palavra sobre o aparente desconforto que estamos mostrando aqui.
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Figura 4.3: Correlacdes quantica C'? e cldssica C(*) para um sistema de dois spins 1/2
inicialmente separdvel, em fungao do tempo adimensional 7. Em (a) apresentamos os
valores absolutos dessas quantidades e, em (b), comparamos as mesmas grandezas agora
normalizadas.

Nao localidade de Bell:
Para medir nao localidade® nos sistemas de que dispomos, recorreremos a desigualdade
CHSH usual,

S=|{(A®@B)+ (Ao B+ (A ® B) — (A ® B')| <2, (4.46)

cumprindo o seguinte protocolo (Figura 4.5): o laboratério portador da primeira particula
podera fazer uma de duas medidas de spin, J, ou J;, com ¢ denotando uma direcao
arbitraria (6;, ¢;); o outro optard entre duas outras dire¢oes de medida J, e J,, descritas

pelos angulos (6., ¢.) e (6., ¢,,). Portanto, os quatro observaveis sobre os quais avaliaremos

3Neste trabalho nos é suficiente apenas revelar a existéncia de nio localidade através da violacao de
uma desigualdade de Bell. Para detalhes sobre quantificagao de nao localidade, sugerimos a referéncia
[67].
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Figura 4.4: Curva paramétrica entre as correlacoes quantica C@ e classica C(®, ambas
normalizadas, para o caso do sistema de spin 1/2 inicialmente separavel, desenhada para
0<7<7%.

a desigualdade CHSH agora sao

—

Al = JZ == ZA’ . J,
Ay = Ji(0;,0;) = (cos ¢;sinb;, sin ¢; sin 0;, cos 6;) - J,
By = Ju(0u,du) = (cos ¢, sin b, sin ¢, sin b, cosb,,) - J,

By = J,(0,,¢,) = (cos ¢, sin b, sin ¢, sin 0, cos d,,) - J. (4.47)

Operacionalmente todas as medidas aqui descritas sao simplesmente obtidas por uma
rotacao de um aparato, por exemplo, do tipo Stern-Gerlach.
Em um grande nimero de rodadas deste experimento, podemos computar a quantidade

estatistica
S = [ Ju) + (J.dy) + (Jidu) — (JiJn)], (4.48)

onde o valor esperado (AB) é tomado por uma medida do observével A no subespago
indexado por a e B no subespaco b, e avaliar se ela é maior que 2 em algum instante de

tempo. Se o for, temos um sistema que apresenta nao localidade de Bell; caso contrario,
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Figura 4.5: Cendrio para avaliacao da desigualdade CHSH para um sistema de spin 1/2.
Cada laboratério pode efetuar uma entre duas possiveis medidas: J, ou J; para o labo-
ratério A e J, ou J, para o laboratério B, onde i,u e v denotam direcoes arbitrarias de
orientacao do aparato de medida.

temos um sistema local. Comecemos pelo cenario quantico.

Calcular quanticamente os valores esperados que aparecem na CHSH é simples e nos
deixa com uma expressao que depende, além dos rotulos w, e wyg, que serao fixados,
e do tempo adimensional 7, de trés pares de angulos, trés dire¢oes {i,u,v}. Vamos
numericamente, procurar o maximo valor dessa expressao em relagao as trés diregoes
genéricas para cada instante de tempo e apresentar essa informacao em um gréfico. E o que
temos na Figura 4.6. O méximo valor possivel de (4.48), quando varridas numericamente
as trés direcoes arbitrarias do problema, é sempre maior ou igual a 2, com a igualdade
acontecendo justamente nos tempos em que o emaranhamento se anula (vide Figura 4.2
(a)). Portanto, estamos diante de um sistema que apresenta nao localidade, como era de
se esperar. E interessante notar também que a violacao aqui observada é sempre menor
que a méxima violacdo prevista para a Mecanica Quantica: a violacdo de Tsirelson, 2v/2
[46].

Como tltima palavra sobre o contexto quantico, é intuitivo perceber que o emaranha-
mento e a nao localidade de Bell, aqui, de fato concordam, corroborando o que se esperava
ao conhecer o teorema de Gisin. Uma ilustragao dessa concordancia vem apresentada na
Figura 4.7. Ali foi construida uma curva paramétrica entre a medida de emaranhamento
(4.44) e uma medida da presenca de nao localidade, Syax — 2, isto é, quao maior que 2
é a maximizacao de S. Ambas as funcoes foram normalizadas pelo valor maximo que
assumem e o grafico mostra uma indiscutivel concordancia qualitativa — dado o fato de
surgir uma curva monotonamente crescente no tempo — e estad bem proximo de uma con-
cordancia quantitativa entre as medidas. Vale ressaltar, mais uma vez, que para os efeitos
pretendidos neste trabalho nao é fundamentalmente necessario avaliar a eficiéncia de vi-

olagao de uma desigualdade de Bell como quantificador de nao localidade; a concordancia
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Figura 4.6: Evolucao no tempo da maximizacao, Spay, da expressao que origina a desi-
gualdade CHSH em relacao a trés dire¢oes arbitrarias para um sistema quantico de spin
1/2. A violagdo acontece sempre que esta quantidade alcanca valores maiores que 2,
revelando, assim, a nao localidade do sistema a ela submetido.

qualitativa é perfeitamente suficiente para dizer que a presenca de emaranhamento implica
em presenca de nao localidade.

O que ocorre, no entanto, quando submetemos o modelo classico ao mesmo protocolo?
Para o calculo classico da quantidade S, retomamos o vetor cldssico de spin, definindo as
direcdes arbitrarias como {(7; - J), (A - J ), (7 - J)} € lembrando-nos de obter o valor

—,

esperado de uma quantidade f (f, ®) por

(. 9) = / P(t) £(T,3) dLodLddudss,. (4.49)

Novamente temos uma expressao que depende de trés pares de angulos e vamos maximizar
a quantidade (4.48) para cada instante de tempo nessas varidveis. O resultado deste
processo numérico é apresentado na Figura 4.8. Diferentemente do que vimos no cenério
quantico, os maximos valores alcancados por S, agora, estao longe de violar a CHSH, em
outras palavras, nao ha qualquer sombra de nao localidade de Bell neste modelo clédssico
que construimos!

Este resultado aponta para uma conclusao importante: ainda que sejam capazes de re-
produzir o emaranhamento quantico, os sistemas aqui apresentados, baseados em variaveis
ocultas locais, continuam sendo fundamentalmente diferentes daqueles previstos pela te-
oria quantica, pois continuam nao manifestando nao localidade, conceito fisico que difere
em esséncia esta da Mecanica Classica. Em outras palavras, ousaria dizer que ha aqui
uma corroboracao do teorema de Bell, no sentido de que, ainda que uma teoria realista
e local seja boa o bastante para reproduzir o emaranhamento, nao é possivel reproduzir
com ela a nao localidade, resguardando, mais uma vez, essa como uma fronteira entre os

mundos classico e quantico.
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Figura 4.7: Curva paramétrica no tempo entre as medidas de emaranhamento e nao
localidade de Bell para um sistema de dois spins 1/2 interagentes. O gréfico, por ser mo-
notonamente crescente, comprova a ideia trazida pelo teorema de Gisin de que a presenca
de emaranhamento, para estados puros, implica presenca de nao localidade.
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Figura 4.8: Evolugao no tempo da maximizagao, Suax, da expressao que origina a desi-
gualdade CHSH em relacao a trés diregoes arbitrarias para um modelo classico de spin.
Nao ha qualquer violacao neste caso, indicando a auséncia de nao localidade de Bell.



Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas

Como a maior parte dos trabalhos (se nao todos) que versam sobre emaranhamento e
as demais testemunhas de correlagoes quanticas, comegamos revisitando a década de 1930,
quando a completeza da Mecanica Quantica foi questionada, sobretudo, por Einstein, Po-
dolsky e Rosen, que demonstraram com argumentos logicos que, ainda que a teoria fosse
correta, havia um problema de compatibilidade entre suas previsoes e a premissa bésica
de realismo local, fundamental para o pensamento fisico da época. A argumentagao de
EPR versou sobre o fenémeno posteriormente conhecido como emaranhamento. Surge
uma corrente de pensamento de que deve ser possivel completar a Mecanica Quantica, a
fim de torna-la compativel com essa ideia, com um conjunto de variaveis nao necessaria-
mente acessiveis ao experimentador: as variaveis ocultas. O teorema de Bell, concebido
quase trinta anos depois de estabelecido o paradoxo EPR, determina o caminho expe-
rimental para comprovar que ha uma diferenca fenomenolégica essencial entre o mundo
fisico classico e a teoria quantica: a nao localidade. Sistemas quanticos podem ser nao lo-
cais e isso pode ser aferido através da violagao de uma de varias desigualdades estatisticas
— as desigualdades de Bell, cujo principal exemplo é a CHSH. Por conta dessa diferenca
fundamental, nao deve haver meio de compatibilizar, por exemplo, uma teoria de variaveis
ocultas locais (TVOL) com a Mecéanica Quantica. Lembramos também do teorema de Gi-
sin (e sua generalizagdo) que garante, no contexto de varidveis discretas, que todo estado
puro nao separavel — emaranhado — viola uma desigualdade de Bell, o que implica em
dizer que este apresenta nao localidade.

Motivamo-nos assim a estudar o caso ja conhecido na literatura de sistemas classicos
que conseguem reproduzir o emaranhamento quantico, o que, no contexto de estados
puros, poderia ser um indicador de nao localidade. Em especial na referéncia [20], usa-
se um formalismo cldssico estatistico (a Mecanica Liouvilliana) de varidveis ocultas (as
trajetorias cldssicas Hamiltonianas) para apontar os regimes de existéncia de uma nao
separabilidade cuja dinamica ¢é sensivelmente andloga a do emaranhamento pelo menos
a tempos curtos. A ponte entre os contextos cldssico e quantico é feita tomando-se a

projecao de py na base de estados coerentes como a distribuicao de probabilidades inicial,
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procedimentos implementados com o auxilio das funcoes de Wigner e Husimi. Fizemos
uma releitura deste trabalho, inserindo ali novas medidas de correlacao para o forma-
lismo classico estatistico, dando ao leitor os elementos necessarios para perceber que a
concordancia entre as medidas classica e quantica de correlacao chega a ser exata para
o caso de um sistema bipartido com acoplamento bilinear do tipo H = Aq1qa. Assim
como ja sabia-se que ocorre com sistemas quanticos, dois estados classicos descritos por
distribuicoes de probabilidades inicialmente separaveis que interagem entre si, segundo
este modelo, podem tornar-se inseparaveis no tempo; no sistema ali estudado, a geracao
de inseparabilidade classica acompanha exatamente a de emaranhamento quantico. A
primeira pergunta que se pode fazer, ao ler o que foi apresentado no capitulo 3, é: esta-
mos diante de uma violagao do teorema de Bell ao reproduzir emaranhamento a partir
de uma teoria classica? Se esta for uma teoria local, de fato, temos um desconforto a
solucionar. Ha de se lembrar que existe na literatura pelo menos um bom modelo de
variaveis ocultas alternativo a Mecanica Quantica: a Mecanica Bohmiana. O que ocorre
ali, no entanto, é que se trata de uma teoria fundamentalmente nao local e, portanto,
a eventual reproducao de resultados quanticos por ela nao se choca contra o teorema de
Bell. O modelo tratado em [20], no entanto, advindo essencialmente de conceitos classicos,
nao traz elementos que fagam crer a prior: que se trata de uma teoria nao local. Uma
solugao imediata para saber se estamos diante de um modelo local ou nao seria obtida
submetendo-o a um teste de Bell. A fim de recorrer, portanto, ao mais aclamado deles —
a desigualdade CHSH — mudamos o cenario, tentando estabelecer protocolo semelhante
no contexto de varidveis discretas, onde é derivada originalmente a CHSH. Outra questao
é que o teorema de Gisin, bem como sua generalizacao, trata especificamente de variaveis
discretas. Logo, é imperativo notar que nao podemos estabelecer uma relacao de equi-
valéncia entre emaranhamento e nao localidade no contexto de variaveis continuas, pois
nao ha até o momento, no conhecimento do autor, um resultado rigoroso que estenda o
teorema de Gisin para este dominio.

Tomamos, no capitulo 4, a dinamica quantica de spin e, antes de tudo, nos debrucamos
sobre a construcao de uma contrapartida classica que desempenharia o papel de teoria de
variaveis ocultas locais (TVOL). Utilizando os estados coerentes desta algebra, estabe-
lecemos de maneira similar ao caso bosonico, a construcao do estado classico estatistico
inicial a partir de py. Usando uma projecgao estereografica da esfera de Bloch sobre o plano
complexo definido pelos rétulos dos estados coerentes, fomos capazes de intuir sobre as
variaveis canonicamente conjugadas que nos permitiriam a construgao de nossa TVOL e
validamos, com elas, as equacoes de movimento hamiltonianas que nosso modelo obede-
ceria. Finalmente, estudamos a dinamica de correlacao — emaranhamento quantico e nao
separabilidade classica — e nao localidade de Bell para um sistema de dois spins 1/2. Para
o primeiro, foi notério que para tempos curtos, temos uma TVOL que descreve a geragao

de emaranhamento. Para o segundo estudo, feito através da investigacao da violacao da
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desigualdade CHSH, ainda que no caso quantico haja uma facil e clara violagdo, nosso
modelo classico nao chega sequer perto de atingir o maximo valor que a CHSH preve
para teorias locais. Poderiamos resumir a constatagao ali obtida, dizendo que a TVO ali
utilizada mostra-se uma teoria local em dois substanciais aspectos: é local por construcao,
pois suas trajetérias nao acoplam variaveis de diferentes subespagos e também por nao vi-
olar um teste de Bell, ferramenta reveladora da presenca de nao localidade. Este resultado
aponta para uma possivel solugao do problema que motivou esta dissertacao: vemos que
é plenamente possivel que uma teoria local faga uma boa mimica do emaranhamento sem,
contudo, violar a CHSH. Assim, no contexto de varidveis discretas, o paradoxo se dissipa,
nao havendo qualquer confronto com o teorema de Bell. Somos levados a concluir que,
usando a ideia inicialmente controversa de um modelo realista e local ser capaz de repro-
duzir fenomenos especificamente quanticos, tal qual o emaranhamento, a nao localidade
segue como conceito a diferenciar fundamentalmente estes mundos. Apenas um modelo
genuinamente nao local é capaz de violar uma desigualdade de Bell e mostrar-se, em certo
sentido, ainda além do melhor que conseguimos com uma teoria de variaveis ocultas lo-
cais. Uma solucao como esta pode existir também no caso de variaveis continuas, mas o
seu teste definitivo demanda a construcao de uma desigualdade de Bell adequada, algo
que ainda nao esta disponivel. Num futuro proximo, pensamos ser possivel aplicar um
teste de Bell confidavel com variaveis continuas através da violagao da desigualdade CHSH
usando operadores do tipo sinal, ﬁ.

Ainda no capitulo 4, mostramos que a nao localidade tem dinamica idéntica a do
emaranhamento, corroborando mais uma vez com a previsao do teorema de Gisin.

Em termos de perspectivas futuras, é também desejavel avaliar o que acontece com
hamiltonianas classicas mais gerais, em especial aquelas nao locais por construcao. Se,
por exemplo, as equagoes de Hamilton sao da forma p; = f(g2), entdo ha uma forga sobre
a particula 1 dependendo da posicao instantanea da particula 2, isto é, se a particula 2 se
move, a 1 sente imediatamente a alteragao, nao importa o quao distante elas estejam uma
da outra. A principio, essa TVO pode violar a desigualdade CHSH sem qualquer prejuizo
ao teorema de Bell, pois as trajetérias sao reconhecidamente nao locais, algo semelhante
ao que ocorre na Mecanica Bohmiana.

Feitas as consideracgoes anteriores, chamamos a atencao para o que nos parece ser o
principal problema a ser investigado como consequéncia deste trabalho. Se aceitamos que
a presenca de emaranhamento sugere a presenca de nao localidade, como é possivel que
um modelo genuinamente local como o aqui proposto seja capaz de reproduzir, ainda que
para tempos curtos, a dinamica do emaranhamento? Mesmo tendo apresentado aqui dois
fortes e suficientes argumentos para indicar que nossa teoria de variaveis ocultas é local
em esséncia, mostrou-se no capitulo 4 que é possivel com ela reproduzir um indicador
qualitativo de nao localidade — o emaranhamento — para tempos curtos. Esse aparente

paradoxo, acreditamos, deve ser estudado mais a fundo. Ainda que seja necessario de-
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brucar-se de maneira mais sistematica sobre este problema antes de apresentar qualquer
opiniao, acreditamos que o fato de associar a uma teoria classica, a priori baseada na tra-
jetoria de pontos no espaco de fase, uma distribuicao de probabilidades, acaba de alguma
forma permitindo o aparecimento dos ingredientes necessarios para que esta estatistica
imite o que acontece no cenario quantico, reproduzindo, por exemplo, o fendomeno do
emaranhamento.

Os resultados dessa dissertacao deram origem ao trabalho que pode ser encontrado no
endereco https://arxiv.org/abs/1704.02000.
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