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Resumo

Neste trabalho é realizado um estudo sobre a estabilidade de um esquema numérico para
um sistema do tipo Boussinesq para ondas internas. Através da Anélise de von Neumann
obteve-se trés condicoes suficientes para que o método numérico proposto para a versao
linearizada do sistema seja estavel. Tais condi¢oes foram corroboradas por experimentos
computacionais e serviram de base para a implementacao de um esquema numérico para
a versao fracamente nao linear do sistema que também se mostrou estavel nos testes.

Palavras-chave: Método espectral. Derivacao numérica. Transformadas de Fourier.






Abstract

In this work a stability study of a numerical scheme that approximates a Boussinesq type
system for internal waves is addressed. Three sufficient conditions to ensure stability of the
linearized numerical approximation are obtained by performing a von Neumann analysis.
Said conditions are validated by computational simulations and serve as the basis for the
implementation of a numerical scheme for the weakly nonlinear system which also remains
stable in the tests.

Key words: Spectral method. Numerical differentiation. Fourier Transforms.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem por objeto de estudo um modelo reduzido para ondas internas ob-
tido a partir das equacoes de Euler para duas camadas de fluidos. Ondas internas existem
devido & estratificacdo do oceano pela diferenca de densidade da agua. A estratificacao
pode ser causada pela variacao de salinidade ou por variacoes de temperatura, dentre as
causas mais comuns. Este tema é de importancia para a seguranca das operacoes em pla-
taformas de producao de petroleo offshore, onde as ondas internas podem interagir com
as estruturas submersas no fundo do mar e a topografia, comprometendo as operacoes
de recuperacao de petroleo e gas. Ondas internas também ocorrem na atmosfera, onde
correntes de ar interagem com a orografia, por exemplo montanhas ou o perfil de uma
regiao urbana, o que é relevante no estudo da dispersao de poluentes.

Modelos bastante eficientes para o estudo da propagacao de ondas internas foram
obtidos a partir das Equagoes de Euler usando andlise assintdtica [3, 4]. Para modelar esse
fenomeno, consideramos dois fluidos inviscidos, imisciveis, incompressiveis e irrotacionais
de densidades diferentes limitados por um fundo plano e uma tampa rigida como mostra
a figura 1.1. A densidade do fluido da camada superior é p; e a densidade do fluido da
camada inferior é py. Para garantir uma configuracao estavel assumimos que ps > p; > 0.
A camada superior é delgada se comparada & longitude de onda caracteristica (L), ou
seja, hy € muito menor do que L (0 < hy << L, regime de 4guas rasas).

A amplitude caracteristica da perturbacao da interface é denotada por a > 0. Se
ela é pequena quando comparada com h; estamos no regime fracamente nao linear de
propagacao. Se ela for da ordem de h; estamos no regime fortemente nao linear. A
camada inferior é profunda sem ter profundidade infinita, ou seja, hy é comparavel com L
(0 < hy = O(L), regime de aguas intermediarias). O sistema de coordenadas (z,z) esté
situado a altura da interface em repouso. Uma onda interna se desenvolve na interface
entre os dois fluidos.

O modelo fortemente nao linear apresentado em [13], que descreve a evolugao ao longo
do tempo t da onda interna descrita por n(x, t) junto com a média da velocidade horizontal
da camada superior u(z,t) é dado pelo sistema

ne = [(1—n)ul,,

w + wy + (1= 82) n, = VB 2T [(1=n)ul,, +

+3(1B—77) ((1 - 77)3 (Ugt + UUgy — Uy uz))x +8 %75 [7773[(1 B 77)“]33] *

xt

#88 (0= + 3 (A =mu)}) + 38 (T - ), T°), + 0B,
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Z
X, t
n(xt) 1 hy

P2 h,

Figura 1.1: Configuracao de duas camadas com tampa rigida e fundo plano.

onde § = hy/L, 5 = (h—L1)2 é o parametro de dispersao e o dominio é peri6dico na variavel
x. O operador pseudodiferencial 75 é conhecido como transformada de Hilbert na faixa e

é definido no dominio da frequéncia como

Tolf1(k) = i coth(6k) f(k), ke Z*. (1.2)

O operador 75 vem de resolver uma equacao de Laplace que surge durante a deducao
de (1.1). Esta pode ser encontrada com detalhes em [12].

Considerando o regime de propagacao de ondas fracamente nao linear, introduzem-se
os escalamentos n = an*, u = au*, onde o = a/hy é pequeno e da mesma ordem de f[.
Como resultado, ignorando os asteriscos, a partir do sistema (1.1) obtem-se o seguinte
sistema de tipo Boussinesq,

Ny = [(1 - an)u]$7

Uy + auu, + (1_p_) pQ\fTs[] +Buxxta
1

de ordem 6%. Apos a normalizagio da velocidade adimensional ¢2 = (% — 1) pelo
escalamento
tt
77=nT, u=couT, t=—,
Co
e ignorando os T, obtem-se o sistema
Ny — [(1 — ozn)u] =0
1.3
U + QU Uy — \/7 p27:5 ;T ﬁuzzt- ( )
Note que, no caso particular em que @ = 0 e 3 = 0 este sistema tem a forma
nt = U‘:m
(1.4)
Ut = Mg

Que é uma outra forma de apresentar a equagao da onda.
Podemos comparar (1.3) com o modelo obtido em [4] que ndo tem o termo de terceira

ordem (3/3)tzpt,

20



N = [(1 - O”?)“]x,
(1.5)

U+ QUU, — Ny = %\fﬁfg[u]u.

Essa diferenca ocorre pois (1.3) é de ordem mais alta do que (1.5) conforme vemos em [13].
Estudos do modelo de menor ordem podem ser encontrados em [12] e [9].

O sistema (1.3) ja foi estudado desde o ponto de vista teorico no que diz respeito a boa
colocagao em espagos de Sobolev em [2], mas carece de estudos acerca de implementacao
numérica. O objetivo deste trabalho é desenvolver uma implementagao numérica para este
sistema e analisar as propriedades de estabilidade e convergéncia do esquema numérico
escolhido, visto que ja existem estudos semelhantes para o sistema (1.5).

A primeira parte deste trabalho consiste em estudar a estabilidade numérica para uma
discretizagao do sistema (1.6) que é a versdo linearizada do sistema (1.3). Para tal vamos
seguir de perto [9] onde um estudo semelhante é feito para a versao linearizada do sistema
(1.5).

nt = U‘:m

Uy — &\/Bﬁ[u]zt - éu:m:t =Nz
P1 3

Na segunda parte do trabalho faremos a implementacao do sistema (1.3) tendo como
base os resultados obtidos para o sistema (1.6). Vamos realizar testes computacionais a
fim de comprovar a eficiéncia do método utilizando ondas viajantes como condic¢ao inicial.

A dissertacao estd organizada do seguinte modo. No Capitulo 2 sao apresentados
alguns resultados relevantes sobre séries de Fourier, Transformada Discreta de Fourier
(TDF) e o estudo teorico do sistema (1.3) feito em [2]. A discretizacao do sistema (1.6) e a
analise de estabilidade desta sao feitas nos Capitulos 3 e 4, respectivamente. No Capitulo 5
sao realizados testes computacionais da implementa¢ao numeérica do sistema (1.3).

(1.6)
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Capitulo 2

Revisao de Analise de Fourier

Neste capitulo vamos apresentar algumas definicoes e resultados relevantes para o
desenvolvimento do trabalho. Algumas demonstracoes foram omitidas mas sao dadas
referéncias de onde encontra-las.

2.1 Série de Fourier

Antes de falar sobre Séries de Fourier devemos definir o que é uma funcao periddica.

Definigao 2.1.1. Um funcdo f : R — C é dita periddica de periodo I > 0 se f(x + 1) =
f(z)VzeR.

Em muitos casos é conveniente escrever uma funcao periddica como um somatorio de
exponenciais complexas, ou seja, escrevé-la como uma Série de Fourier na forma

f(z) = Z ek exp(thkmz/l), (2.1)

k=—00

onde os coeficientes ¢; sao determinados por

k= %Jl f(z) exp(—ikma/l)dz. (2.2)

. A
E comum utilizar a notagao ¢, = f(k) para os coeficientes da Série de Fourier.

A proxima defini¢ao serd muito ttil para trabalhar com o operador 7.

Definicao 2.1.2. A convolucao periodica de duas funcoes f e g é definida como

(F9)@) = 5 | Fodata =iy

Existem muitas propriedades da Série de Fourier, mas apresentaremos aqui apenas as
que utilizaremos neste trabalho:



A

(f + g)(k) = F(R)G(k).

As demonstragoes destas propriedades podem ser encontradas em [5].

2.2 Transformada de Fourier peri6dica

Diferente da Série de Fourier, a Transformada de Fourier Periodica (TFP) é um
operador que leva uma funcao em uma sequéncia. Antes de apresenta-la vamos definir os
seguintes espacos.

Definicao 2.2.1. O espago da funcgoes peridédicas de quadrado integravel é definido como

per

I
L2, [-1,1] .= {f : R — C, f periodica de periodo 2{ tal que existe J | f(z)|?dz}.
-1

Definicao 2.2.2. O espaco das sequéncias de quadrado soméavel é definido como

0

I(Z) := {{a}rez tal que Z |k |? é convergente}.

k=—o0
Podemos agora definir a TFP.

Definicao 2.2.3. A Transformada de Fourier Periddica é o operador linear

A L;?)er[_l’ l] - Al2(Z)
/ = {f () b rez
tal que
A 1 l
f(k) = % J f(z) exp(—ikmx/l)dz.
—1
A Transformada de Fourier Periodica inversa é definida a seguir:

Definicao 2.2.4. A Transformada de Fourier Periddica inversa é um operador linear

vi2(Z) - L2, [-11]

per
{ak}kez —

tal que
f(z) = 2 ay exp(tkmz/l).

k=—o0

A
Os coeficientes de Fourier f(k) da fungao f, imagem da TFP inversa, coincidem com
os termos «y, da sequéncia {oy ez

2.3 Transformada de Fourier discreta

A TFP tem propriedades interessantes, mas precisa de um tratamento diferente para
ser usada computacionalmente. Primeiramente, vamos definir uma malha de pontos em
[0,2[]. Seja N um numero par e Az = 2I/N, os pontos z; da malha sao definidos como
rj=jAz, j=12,..., N.
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A
Ao usarmos a regra do trapézio para aproximar f(k) obtemos a defini¢io da Trans-
formada de Fourier Discreta (TFD).

Definigao 2.3.1. Seja f : R — C uma funcao periddica de periodo 2l e f; = f(z;), j =
1,2,...,N. A TFD é definida como

A 1

N
) N N
fi=fk ‘TVZ cexp( %mﬂ&k=—5+L“w5.

A inversa da TFD é dada por

L e
.
f]za Z fkwg\[ajzlaQV")N
k=—N/2+1
com
wy = exp(i27/N).

A TFD é usada do seguinte modo: aplicamos a TFD na funcao em questao, usamos
a propriedade da TFP necessaria e retornamos ao dominio periédico com a TFD inversa.
Deste modo é possivel realizar diferenciacao e convolucao, por exemplo.

Podemos escrever a TFD em uma versao matricial através da matriz de Fourier F'
dada por

F,; =exp(—2mi(m — N/2)j/N),1 <m,j < N
Denotando f = [fi,..., fx]" e JAc = [ffN/2+1> cees fN/2]T temos

= Afoef—- F'f

O uso da TFD seré escrito da forma g = %F DF f, onde D é uma matriz diagonal
obtida com ajuda das propriedades da TFP usada. Por exemplo, pela propriedade da
derivada (f')(k) = (zkw/l)}(k) temos a matriz diagonal D = diag(ikn/l), k = —N/2 +

L N/2.

Algo interessante a destacar é que a matriz de Fourier diagonaliza matrizes Toeplitz
circulantes.

Definicao 2.3.2. Dados os valores c¢q,cs,...,cy, uma matriz Toeplitz circulante C é
definida como

CN414j—is > ]

.
QJZ{QHZ’ bS I (2.3)

Se C' é uma matriz Toeplitz circulante, entao existe uma matriz diagonal D tal que

C = %fTDF. Este fato é provado em [7]. O teorema a seguir da uma féormula simples
de calculo dos autovalores de uma matriz Toeplitz circulante.

Teorema 2.3.3. Os autovalores de uma matriz Toeplitz circulante C definida pelos valores

C1,Co,...,CN SG0 dados por

N
2k
Z cmexp(i(m — 1)0g), onde Oy = %

m=1
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Demonstragao: Considere k =[—N/2,1 <1< N ew = Cv, onde v é a [-ésima coluna
de F'. A j-ésima entrada de w é dada por

Z Cjnexp(inby) = <Z Cjnexp(i(n — j)%)) exp(ij0y) =

n=1 n=1

<Z jneXp n _])ek)>

Se provarmos que a expressao que multiplica v; é uma constante que nao depende de
j teremos a formula desejada.

Z Cinexp(t(n —j)b) = Z CN+14n—j €xp(E(n — j)0k) + Z Cin—j exp((n — J)0).

n=1 n=j

Fazendo a mudanca de indices n —j = m — N — 1 temos

N N—j+1

A (C) = Z Cmexp(t(m — N —1)0;) + Z Cmexp(i(m — 1)6)
m=N—j+2 m=1
N N—j+1
= Z cmexp(i(m — 1)0;) + Z Cmexp(i(m — 1)0)
m=N—j+2

= Z Cm eXp(’i(m - l)ek)a

e obtemos a formula desejada.

2.4 Resultados do sistema linearizado

Utilizando a TFP e suas propriedades é possivel encontrar uma solucao para o sistema,
linearizado (1.6) que é dada pela expressdo a seguir. A dedugdo desta solugdo pode ser
encontrada com maiores detalhes em [2].

Lol e e () (T ) e
onde
G(tr) = [ otonll) i ]
)= (102 g0 4 )

1, k=0

d(k) = { kcothk, Kk #D0. (2.5)
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Além disso, é provado em [2] que a solugao do sistema (1.6) é unica e depende continua-
mente dos dados iniciais, isto é, o sistema linearizado é bem posto em espacos de Sobolev
periddicos. Antes de enunciar os resultados que garantem a boa colocacao precisamos
definir alguns espacos.

Definigao 2.4.1. Dizemos que f : R — C pertence ao espaco Cp2. = C2.[—1,1] se esta é
infinitamente diferenciavel e peridédica de periodo 21 .

Definigao 2.4.2. O espago de Sobolev periodico HS, = HS [—l,l], s > 0 é o fecho do

per per
conjunto das fungoes f € C, tais que

0

/12 = Z (1 + (kr /D))" | F (k) < oo,

Definicdo 2.4.3. O produto cartesiano de espacos de Sobolev & definido como H®") =
Hp,, x Hy,, com anorma ||[f1, f2] |2, = [/l + || f2I[}.

per per

Com o teorema enunciado a seguir, cuja demonstragao encontra-se em [2|, é possivel
provar que a solugao do sistema (1.6) é unica e que depende continuamente dos dados
iniciais. Assim, junto com (2.4) temos que o sistema linearizado é bem posto.

Teorema 2.4.4. Sejam n(-,0) € H® e u(-,0) € H**!, com s > 0, as condigoes iniciais do
sistema (1.6). Existe uma constante positiva C' que sé depende de s tal que

(6, ul, O llsiser < ClIINC, 0), ul, 0)] |lssi, VE > 0.
onde n(x,t) e u(z,t) sao solugoes do sistema (1.6).

Como vamos trabalhar com a discretizagao do sistema (1.6), vamos considerar Hy; que
¢ a versao discreta de H* consistente no espaco N-dimensional C munido da norma

N/2

1fRs =2 D (L+ (/D) | F(R)P.

k=—N/2+1
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Capitulo 3

Discretizacao do modelo linearizado

Neste capitulo vamos apresentar a discretizacao do sistema (1.6). Esta é feita mediante
o método de linhas, que consiste em realizar a discretizagao espacial de um sistema de
EDPs transformando este em um sistema de EDOs com um ntimero maior de equacoes, o
qual sera resolvido com um método numérico adequado. Neste caso, o sistema (1.6) com
duas EDPs seré transformado em um sistema com 2N EDOs, onde N € N é o niimero de
pontos na malha espacial.

Como o problema é periddico, isto é, u e n sao fungoes periddicas de periodo 2/ em =,
vamos trabalhar apenas no intervalo [0,2l]. Sejam N € N um ntmero par e Az = 2[/N,
os pontos da malha espacial sao z; = jAz, j = 1,...,N. O ponto zy = 0 nao é utilizado
por conta da periodicidade de u e n (u(xo) = u(xy) e n(xo) = n(xy)).

X4 X, N

Figura 3.1: Tlustracao do método de linhas.

Agora, no lugar de u e 7, fungoes nas variaveis x e t, teremos as fun¢oes vetoriais em ¢
w(t) = [uy,...,un]? e n(t) = [n,...,nx]" cujas entradas sio fungdes na variavel ¢, isto
é, uj = u(z;,t) en; =n(x;,t),j=1,...,N.

Para facilitar a discretizacao das derivadas espaciais, considere a funcao auxiliar v
definida por

De forma analoga temos a fungao vetorial ¥(¢) onde ¢); = 9 (z;,t). O nosso objetivo
é determinar matrizes C' e P tais que u, =~ Cu, 1, ~ Cn e ¥ ~ Pu na malha, de modo
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que, se considerarmos a igualdade nestas aproximacoes, obtemos o sistema de 2N EDOs

—C
nt u7 (32)
Pu; =Cn.

Desde que P seja invertivel, podemos apresentar este como

u]-e i) e[ 5] o

Observacao 3.0.5. O subindice t nas funcoes vetoriais denota a derivada de cada compo-
nente dessas com relagao a t.

Na Secao 3.1 vamos apresentar trés possibilidades de escolha para a matriz C e na
Secao 3.2 iremos obter a matriz P utilizando propriedades da série de Fourier. Na Secao 3.3
sera feita a discretizagdo temporal do sistema semi-discretizado (3.2) com o método de
Runge-Kutta classico de quarta ordem.

3.1 Discretizacao do operador de derivacao espacial de
primeira ordem

Diversas maneiras de discretizar derivadas estao descritas na literatura de forma
a termos u, =~ Cu, mas vamos aqui impor algumas restricoes sobre a matriz C' para
reproduzir as propriedades conservativa e peridodica do modelo (1.4). Assim, C' deve ser
real, anti-simétrica (CT = —C) e Toeplitz circulante conforme é discutido em [10].
Como C' é Toeplitz circulante, ela é completamente determinada pelos valores ¢y, . .., cy
que compoem a sua primeira coluna. Conforme visto no Capitulo 2, C' é diagonalizada
pela matriz de Fourier e seus autovalores tem a forma

N

. 2rk
M(C) = N e g = T N2+ 1<k < N/2. (3.4)
m=1 N
Como C' é anti-simétrica vale Cj; = —C};, usando a definicao de matriz Toeplitz
circulante (2.3), suponto ¢ > j, vale ¢;_j 41 = —¢j_i1n+1, em particular, para i = N
Cl4+j = —CN41—j- (35)
Tomando j = N/2 na igualdade acima e notando que ¢; = —¢; obtemos
C1 = CN/2+1 =0. (36)

Outra consequéncia de C' ser anti-simétrica é que seus autovalores sao imaginarios
puros. Podemos entdo escrever (3.4) como

N—-1 N/2—-1 N—-1
M (C) =1 Z Crimsen(mby) =1 2 C1im Sen(mby) + ¢ 2 Cremsen(mby).  (3.7)
m=0 m=1 m=N/2+1

Aplicando (3.5) e (3.6) temos

N/2-1 N—1
M (C) =1 Z C1ym sen(mby) — @ Z CN+1—m sen(mby). (3.8)
m=1 m=N/2+1
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Faremos agora uma mudanca de indice no segundo somatoério, N +1—m =1+ j, ou
seja, m = N — j. Os extremos do somatério seraom =N -1 —j=1,m=N/2+1 —
j=N/2—1. Logo,

N/2-1 N/2-1
M(C) =1 ) cramsen(mby) —i > crpjsen((N — j)by). (3.9)
m=1 j=1
Note que sen((N — j)0;) = —sen(jby). Assim, concluimos que
N/2-1 N/2-1 N/2-1
A (C) =1 Z C1ym sen(mby) + @ Z c14jsen(joy) = 24 Z C1imsen(mby).  (3.10)
m=1 j=1 m=1

Considerando a funcao auxiliar v definida para 0 € [—m, 7] por

N/2—1
~v(0) = 2Ax Z C14m sin (mh), (3.11)
m=1
temos que
M(C) = 2 y(0), —N/2+1<k<N/2, (3.12)

Ax
onde para cada uma das discretizacoes descritas a seguir teremos uma funcao vy diferente.

3.1.1 Diferencas Finitas

Podemos usar a aproximacao de quarta ordem e cinco pontos para aproximar as
derivadas espaciais [10], cuja formula é dada por

1 /2 1
wie) = (€)= 5 (S —um) + =) (1)
A matriz C' é denotada por C*P e os coeficientes ¢; = ¢/’ sdo definidos como
I B S S N 0 caso contrario
? A ViV L MU 1A '
Assim obtemos a expressao
D9y = 2Ax isen&— sen2d | = ésen@—lsen% (3.14)
I 3A7 1270 "3 6 '

3.1.2 B-Spline

Utilizando a discretizacao da diferenciacao por B-Spline linear por partes como em
[10], a matriz C' é dada por CP° = Q7! B, onde B, Q sdo duas matrizes Toeplitz circulantes
cujos coeficientes seguem a relacao

0129 = _cﬁ =3, cf = 0 caso contrario,

c({? =4Ax, cg = c% = Az, cZ-Q = 0 caso contrario.

Conforme [9], v2° tem a forma
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VP(0) = g (1 +Si2§f))/2>

3.1.3 Diferenciacao Espectral

A diferenciacao espectral usa a transformada de Fourier discreta e propriedades da
série de Fourier para aproximar a derivada em z. Segundo [8] os coeficientes de C°% sao
definidos como

‘ 21 2

Em [9] a funcio v é calculada utilizando o fato de que A\, (C57) = ink/l, - N/2 + 1 <
k< N/2—1,e X\(C°F) = 0 tem multiplicidade dois 8]

257 (9) :{ 9, 0e(—m,m)

0, 0= +m.

-1 N+1—1 0 i
P =0, c$P=( ) 7Tcot(NH ), 1 # 1.

A melhor escolha para o nosso modelo vai depender das propriedades de estabilidade
que serao discutidas no Capitulo 4.

3.2 Discretizacao de ¢ e obtencao da matriz P

A discretizacao de v sera feita por meio de séries de Fourier e transformada de Fourier
discreta, aproveitando algumas propriedades dessas bem como o fato de que

(Tacl DR = 5o(kmd/D)f (k).

Logo, podemos escrever ¢ (k) da seguinte forma

k) = (k) — Z— B (Toalul) (k) — Dt (k)

onde

v(@:( %%( )+m2é>_m. (3.15)

Temos entao

Y = 2% > wkm/1) (k) exp <zk7”x> . (3.16)

k=—o0

L . . . . A . ~ . N
Truncando o somatoério acima e substituindo u pela sua aproximagao via TFD 4, obtemos
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N/2

b= S u(s) k) exp (z‘mj ) 1<, (3.17)
2 k=—N/2+1 N
ou seja,
(k) = v(kr/1)2a(k). (3.18)

A igualdade (3.18) pode ser escrita matricialmente como

% = Pu, onde P = diag (v(km/l)?), k=-N/2+1,...,N/2. (3.19)

Utilizando os resultados da transformada de Fourier discreta apresentados no Capi-
tulo 2 e (3.19) temos

1—r 1 1 1
= _—_F'Y=—F'Pu=—F'PAxFu=—F'PFu=DP 3.20
LT T Ay U=y u = (3.20)

onde, R
Me(P) =v(kr/)™2 = \(P), k=-N/2+1,...,N/2.

Com a expressao (3.20) a discretizagao espacial esta completa, e o sistema pode ser
escrito conforme (3.2).

3.3 Discretizacao temporal

A discretizagao temporal utilizara o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4)
assim como em [9]. Vamos considerar a malha ¢, = nAt, onde At é o passo de integragio
do método RK4, de modo que 0 =ty <t; <--- <T.

O método de linhas funciona bem se os autovalores A, do operador do sistema semi-
discretizado linear, escalados por At, estao na regiao de estabilidade R do método usado
para a integragao temporal, isto é, z = M\;At € R, [8]. A escolha do método RK4 se
justifica pois a regido de estabilidade deste (figura 3.2) é boa para autovalores imaginarios
puros como os do operador D, conforme prova o seguinte lema.

Im(z)
o

i i i i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3
Re(z)

Figura 3.2: Regiao de estabilidade do método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Lema 3.3.1. Os autovalores da matriz D do sistema (3.3) sao imagindrios puros e sao

dados por A\i(D) = £Xe(C)/A/ Ae(P).

Demonstracao: Sabemos que C' e P, consequentemente P!, sao diagonalizadas pela
matriz de Fourier, portanto, compartilham a mesma base de autovetores. Suponhamos
que [vl avl]" é um autovetor de D, sendo v}, a k-ésima coluna de F' e o uma constante
a ser determinada. temos entao

oL L% Sl [ ]-
) [ A (C)v ] ) [ M (C)v ] |
(Ae(C)/Ae(P)) v (M (C)/are(P)) oy

Para que [v] avl]? seja autovetor de D deve ocorrer

—Ak(c) = o’ = ! :>a—+71

aX,(P) Ak (P) /A (P)
desde que A\, (C) # 0. Se M\ (C) = 0 temos que \g(D) = 0 independente da escolha de
a # 0. Logo, os autovalores de D sao

A(D) = £M(C)/A/ M (P). (3.21)

Perceba que Ax(D) é imaginéario puro pois \¢(C) é imaginéario puro e A\y(P) é real

positivo. [ |
Conforme vemos em [1], ao aplicar RK4 em (3.3) este tera a forma
| A o AP g AT [
[unﬂ]_(IJrAtDJr 2D+ 3!D+ 4!D R (3.22)

onde n™ e u™ sdo as aproximagoes calculadas pelo método para n(t,) e u(t,).
Note que C' e P~! comutam porque ambas tém a mesma base de autovetores, assim
as poténcias de D sao

1,2 —13
DQZ[PC 0 ]’Dg,:[ 0 PC]e

0 P P20 0
P2t 0
4 _
b _[ 0 P ]

Devido a isto, escrevemos (3.22) como

At At! A3
nt = [I + %P‘lc2 + 4—?P‘204] n" + [AtC + 3—?P‘103] u”,
' ' 3.23)
A3 At? At (
u'tl = [AtP—lc + 3—fP—203] n" + [1 + %P—lc2 + 4—t'P‘204] u”.

Observacio 3.3.2. Se C' e P~! nao comutassem, o lema 3.3.1 nao seria possivel, assim
como escrever o sistema (3.22) conforme (3.23).

Desta forma finalizamos este capitulo sobre a discretizagao do sistema (1.6).
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Capitulo 4

Analise de von Neumann

Conforme apresentado no Capitulo 1, o sistema (1.6) é bem posto. Neste capitulo
vamos mostrar que a versao discreta do sistema (1.6), o esquema numérico (3.23) preserva
a boa colocacao dentro de algumas condicoes, isto é, temos estabilidade numeérica.

A estabilidade numeérica é fundamental para garantir que pequenos erros cometidos
nas discretizagoes nao sejam amplificados [8], caso contrario, a solu¢gdo numeérica nao seria
uma boa aproximacao da solucao analitica. Para obter a estabilidade numérica devemos
escolher adequadamente Ax e At, mais precisamente, usando uma proporc¢ao entre estes.
Além do nimero de Courant o = At/Az, tradicionalmente usado na anéalise de von Neu-
mann, usaremos também p = At/\/ﬂ devido a certas caracteristicas do problema que
serao apresentadas neste capitulo. Também é possivel garantir a estabilidade quando At
¢ menor do que uma constante como veremos a seguir. Na sequéncia as trés possibilidades
serao comparadas.

Procedendo como em [9] e utilizando a notagao de [1], ao transformarmos (3.23) para
o espago de Fourier temos, para —N/2+ 1 < k < N/2,

Y T e W Lo el | K1 N 1 RO
uy, iv(2E)s (0, o, Ax) c(Og, 0, Ax) uy uy
onde
c(8,0,A7) = 1~ (L)Y (0) + 0" (L)1),
5(60,0,80) = o0(L)1(6) — 50 (£)7°(6).
Usando (4.1) recursivamente obtemos [, a7]7 = GZ[7Y, 42]T. Assim como a solugio

(2.4) do sistema (1.6) é obtida via superposi¢ao de ondas, vamos agora encontrar solu¢oes
de (3.23) que tenham a forma

7] = i extizmnay [12] (42

U

onde gif sdo os autovalores da matriz Gy e [ay, bi]” # 0.

det(Gy, — grl) = 0 = (c(Or, 0, Ax) — gi)* + (s(Or, 0, Ax))? =
= ¢(bk, 0, Ax) — g = +is(0y, 0, Az) =
= gif = g7(0,0, Ax) = c(0y, 0, Az) F is(0y, 0, Az). (4.3)
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Escrevendo g na forma polar temos g% (6, o, Az) = |g*(0, 0, Az)|exp(Fip(0, 0, Ax))
e de modo andlogo ao feito em [9], (4.2) pode ser apresentada como

” km + 1
[Z]?] = exp{ ( ;i F witn >} [ZS] : We = 77¥ ©(0, 0, Ax). (4.4)

Assim como em [9], definimos a velocidade de fase numeérica como

(O, 0,Az)

vE = ., k=-N/2+1,....,N/2,

O'Qk

e a velocidade de fase numeérica relativa por
p(0, 0, Ax)
chv ()’
Para garantir a estabilidade do sistema (3.23), devemos mostrar que, sob determinadas

condicoes, existe uma constante positiva Cy que nao depende de n nem de At tal que vale
a desigualdade

Vyel = —rT <0< (4.5)

H[ﬂ", un]T”MS,S-i-l < CsH[??O, UO]T||N78,S+1> VnAt <T. (4-6)

A proposicao 4.0.4 garante que se |g* (0,0, Az)| < 1, entdo (4.6) vale. Para provar
esta proposicao precisamos do lema a seguir. A demonstracao deste foi omitida, mas pode
ser encontrada em [2].

Lema 4.0.3. Existem constantes positivas c; e cs tais que Yy € R

1 + ay coth(dy) + by

< 4.7
s 1492 (4.7)
Se considerarmos a = (py/p1)v/B e b = 3/3 podemos concluir que
1
C1 < Co. (48)

< -
v(y)*(1 +9?)
Proposigao 4.0.4 (Condigao de von Neumann). Sejam > 0 e s = 0. Uma condi¢io

suficiente para que o sistema (3.23) seja estdvel em H(s st g

656, 0, A0)| < 1, (49)
para todo 0 € (—m, 7.
n]T

Demonstragao: Seja [n™, u"]" a solugao do sistema (3.23). Temos que

I T N een = " [ + " [N =

1 N/2 1 N/2
A s+1 | A
=5 > G TIP 5 Y [ G g =
k=—N/2+1 k=—N/2+1
N/2
1 275 (1.an]2 n
=5 D (L /D] (IR + (1 + (e /1] Jaig]?)
k=—N/2+1
1 N/2 ,
=3 S [+ (k0] A /D g a7
k=—N/2+1
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onde

1 0
Alw) = [0 m] -
De forma analoga obtemos

N/2

7w B = oy ) (L4 (2T [ AGem /) a1

k=—N/2+1

Basta, entao, provar que existe uma constante positiva Cy tal que

| Ak /D a2, @172 < C2 | A(km/1)[72, 4]

1"l 1"l

Lembre que [77, 47]" = (Gy) 01, 42]", logo

| Ak /DE, aR17 = | ACkn/D)/(Gr) [0, a2l 7|2 =
H (km/1)(GR)" A (kr /1) A(km /D)7y, G5] H2<
< | Ak /D) (G A~ (ke /D) |2 | Akr /D) [0, 2217

11,

Note que Gy, = V(kr/l) G V (kx/l)~!, onde

o=fo ) e[ )

Ou seja,

[AGkm/D)(G)" Ak /D3 = Ak /OV (kr /)G

< AGkm/DV (k7 /03]
Como os autovalores de G}, sio g% (O, 0, A), temos
|Gl3" < max {|g* (6, 0, Ax) "} .

Por hipotese, |g* (0, 0, Az)| < 1 para todo 0 € (—m, 7], logo

|Gil3" < 1*" = 1.

Por outro lado,

[A(km/DV (ke /D3] (Alkr/DV (/1) |3 =

2 2 1
max {U(lm/l) (1+ (km/1)%), oGP+ /DY) } :

De (4.8) obtemos

1
vk D2(1 + (kr/1)2)

Portanto,

|A(km/DV (ke /1) |5 (A(k/DV (k7 /D) 3 < max {1/er, e2} = CZ.
Logo,
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(Alkm/D)V (ke /1)~ 13
GrlZ (A(km/D)V (kn /1) |2

-

<cy, e vlkr/D*(1+ (kn/l)?) < 1/cy.

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



o < C2|A (km /1) [0,

A (/D) [y ]

o que nos leva a concluir que

In", w" T i1 < Ol u'T" s s

|

A proposicao 4.0.4 garante a estabilidade do método, mas precisamos determinar sob

quais condigoes |g7 (0,0, Az)| < 1. O lema 4.0.5 traz uma forma de escrever |g*|? que
serd de grande ajuda para este proposito.

Lema 4.0.5. Seja gi& definido conforme (4.3). Podemos escrever |g*|> como

9% (O, 0, Az) > = 1+ p(y), onde p(y) =y°(y> —8)/576 e y=ov(L)y(0). (4.17)

Demonstragao: Primeiramente, considere y = ov(<=)7y(6). Assim,

1 1

1
+ T2 B .3
g =1 5Y +4!y +'L[y 3!y]-

Da propriedade de niimeros complexos |a + #b|> = (a + ib)(a — 2b) = a® + b%. Temos,
— 1, 1,7 1,77
9" = g% g% = [1 — 5y —y4] + [ — 3V 3] :

Basta, agora, realizar manipulacoes algébricas para chegarmos no resultado esperado:

1 1 1 1 1
12 _ 6 8 2 1o
97| —[ —y gy - Y +4!4!y]+[y 3Y +3,3,y]
11

— - — — 8= 1= = — — 2 =1+ 4502 = .
Y+ —=v y[72 576@/] +y°(y° —8)/576

|

Devido a dependéncia explicita de Az em |g*(0x, 0, Az)|, conseguimos obter trés con-

di¢oes independentes para garantir a estabilidade do método. Estas sao apresentadas no
teorema 4.0.8 cuja demonstracao necessita dos dois lemas enunciados a seguir.

Lema 4.0.6. Seja ¢(+) a funcao definida em (2.5). Sao vdlidas as sequintes desigualdades:
o(y) = lyl,Vye R (4.18)

dy) = 1,VyeR (4.19)
A demostragao deste lema pode ser encontrada em [2].

Lema 4.0.7. Seja 8 > 0. Vale a sequinte desigualdade.

B
L+2y" > /Blyl. vy e R (4.20)

Demonstragao: Devemos mostrar que as fungoes fi(y) = 1 + 5y2 + /By e foly) =
1+ ng — /By sao positivas. Como f;(0) = f»(0) = 1, precisamos apenas mostrar que as
raizes destas funcoes sao niimeros complexos.
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Da formula quadratica, as raizes de f; sdo ntimeros complexos se (v/3)? — 4%1 =
f(1 —4/3) < 0. O que sempre ocorre se § > 0. Para f, temos a condigdo aniloga
(—v/B)? — 421 = B(1 — 4/3) < 0. Logo, vale a desigualdade (4.20). u

De posse desses lemas podemos enunciar o teorema que garante a estabilidade do
sistema discreto (3.23).

Teorema 4.0.8. Seja B > 0. Para que o modelo discreto (3.23) seja estdvel basta que
uma das sequintes condigcoes seja verdadeira,

At .
T=xr S LT &@’ 11 = 2V2 (supp < 11(0)) (4.21)

At

P1
- AT S O A
“_\/A—:c < 72 \/B<1+p1), V2—2\/§< p|9|<w{m}> . (4.22)
s

9 _1
< ’73\@, s = 22 (supggﬂ {%}) : (4.23)
Demonstracgao:

Pelo teorema 4.0.4, basta provar que |gi| < 1. Para tal, lembre que

A

<~

l9e1” = 1+ p(ov(25)7(0k))- (4.24)
Assim, se p(ov(22)y(0x)) < 0 entdo [gif| < 1. Note que p(y) < 0 se |y| < 2v/2. Logo,

o sistema é estavel se
o ‘v Or)| < V2. (4.25)

Para a primeira condigio usamos que gb( y=1e (6/3) > 0, portanto,

~1/2
o)y (8] < sup v() sup [1(0)] < [1+@@] sup (O)].

|o|<m o] <m p1 0 |o|<m

Aplicando esta em (4.21) e realizando algumas manipulagoes algébricas obtemos (4.25).
Para a segunda condi¢ao usamos (4.18) e o lema 4.0.7 para obter

v (9)]

[0(2)5(6))] < sup -
lo|<n \/%\/TB|95/AZL‘| +/B|0/Ax|

——— | su M .
\/B(1+%) Ielgr{\/m}

Substituindo esta em (4.22) temos (4.25).
Para a terceira condi¢do vamos usar que ¢(k) > 0.

oy (@) < sup | O L _ (A} O
‘(MW(@ )‘<|0|£r g(Q/AZE)Q \/é |9|£r{ }

Aplicando esta em (4.23) obtemos (4.25).
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Ou seja, se uma das trés condigdes, (4.21), (4.22) ou (4.23), é vélida entdo |gif| < 1 e
o método é estavel. [ |

Em geral, queremos obter o maior At possivel para um certo Ax de forma a diminuir
o nimero de passos de integracao sem perder a estabilidade, pois queremos uma solucao
numérica proxima a analitica sem um custo computacional elevado. Note que vy, v2 € 73
dependem das discretizacoes espaciais, assim, para obtermos um passo temporal maior
devemos escolher as discretizagOes espaciais que fornecem os maiores valores para 7;, 7o
e 73, ou seja, devemos escolher as discretizacoes que fornecem os menores valores para

i 110, sup DO ¢ o DOL
ol<r ol<r A/10]  tor<n 10
A figura 4.1 mostra os graficos de |v(6)], |7(0)|/+/]0] e |7(0)|/|6] para cada uma das
discretizacoes espaciais da Secao 3.1. Nela podemos perceber que a discretizacao por
diferencas finitas é mais apropriada nos dois primeiros casos e que no terceiro nao hé
diferenca entre as trés discretizacoes.

2
3l Diferencas Finitas /| Diferengas Finitas
B-Spline 181 B-Spline 1
Diferenciagéo Espectral 16t Diferenciacéo Espectral 1
2.5F b
14 b
2F b 1.2 T
1+ T T 4
1.5F T
0.8 4
1r b 0.6 1
0.4} T
0.5F 1
0.2} .
ol . . . . . ol . . . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

0.8 q

0.6 q

0.4 q

02h — Diferengas Finitas ]
’ B-Spline

Diferenciacéo Espectral

Figura 4.1: |v(0)|, |v(0)|/4/10] e |7(0)]/|0] para cada discretizagao espacial com A = 7/40.

De fato podemos afirmar que diferencas finitas é mais adequado nos dois primeiros
casos quando comparamos as aproximacoes dos valores de 7, e v, calculadas para cada
discretizacao e que o valor de 3 ¢ igual para as trés discretizacoes.
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AP~ 2,061, 55 ~ 1.633, 7P~ 0.900,
vEP ~ 2651, 8% ~ 2.300, 5P ~ 1.595,
74P ~ 2.828, B9 ~ 2.828, 15T~ 2.828.

Além da discretizagao espacial, podemos escolher entre os critérios (4.21), (4.22) e
(4.23) para garantir a estabilidade. Considere At,, At, e At. os maiores valores de At
obtidos por (4.21), (4.22) e (4.23), respectivamente, dado um Az. A figura 4.2 mostra
os graficos comparando At,, At, e At, para cada uma das trés discretizacoes espaciais
apresentadas indicando com asteriscos os valores de Az onde duas condic¢oes se igualam.
Neste caso consideramos 3 = 0.01, hy/hy = 35.05 e p1/ps = 0.5 conforme [9] .

Diferencas Finitas B-Spline Diferenciagéo Espectral
3 \ 3 \ 3 :
At — At At
a a a
A tu A tu A tll
251 At | 25¢ At | 251 At
[+ C [+
2r 2
port g 15 Q15
1 1
0.5} 1 0.5}
0 * 0% —k 0 4 *
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
AX AX AX

Figura 4.2: At,, At, e At, em funcao de Ax.

Note que nos trés casos At, é mais indicada para valores maiores de Ax, At,. para
valores bastante pequenos de Az e At, para os valores intermediarios de Az. Este fato
nos leva a determinar um critério para decidir qual condicao usar dado Ax.

Primeiramente, perceba que a razao At,/At, pode ser escrita como

Aty _ o |pt VBpa/o (4.26)

At, TGN VB )

Se At,/At, <1, At, é mais indicado, caso contrario, devemos usar At,. De modo
analogo podemos escrever a razao At,/At. como

Y2 [VB(p1 + p2)
At F BT (4.27)

De (4.26) e (4.27) podemos determinar o seguinte critério para escolha de At:
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Observagao 4.0.9. Sejam as desigualdades

12\ VB(p1+ p2)

Az < <%> P e (4.28)
w) __mB3

A= (’72> VB(p1 + p2)’ (429)

se (4.28) vale mas (4.29) nao, usamos At, como passo temporal, se (4.29) vale entao
devemos usar At,, caso contrario usamos At,.

E possivel provar que para as trés discretizacdes propostas sempre que (4.29) for
verdadeira (4.28) também serd. De fato, considere AT e AZ os valores de Az onde
ocorrem as igualdades em (4.28) e (4.29), respectivamente. Como a funcdo /x é crescente,

se mostrarmos que
Ata = Af’yl 1 + —_—— = 3\/7 At

entao teremos AT > AZ.

Primeiramente note que v/3/5 = hi/hy < 1 e ¥2/v; = v3/4/3, assim

e 5 \/_1+p2) p2\/B
At, = AT 14+ 22X =
m Pl " 02\/_ p1 0

\F1+”2 1+”2) s VB(L+ 2
= _— =
1+Z? ﬁl-ﬁ-%@

\[ 1+ 238
>73\/_(1+p2)_ b _ At
/\/g 1+p2 _73 3_ c

p1

A Tabela 4.1 apresenta os valores de AT e AZ para cada discretizacao considerando
ha/h1 = 35.05 € p1/ps = 0.5. A figura 4.3 mostra os valores maximos de At para cada Ax
levando em consideracao o critério dado anteriormente.

Discretizacao AT Az
Parametro £ =0.0011]/5=0.01]5=0.001|p8=0.01
Diferencas Finitas 0.1485 0.4696 0.0040 0.0126
B-Spline 0.1780 0.5630 0.0053 0.0168
Diferenciacao Espectral 0.2819 0.8914 0.0110 0.0349

Tabela 4.1: Valores de AT e AZ para cada discretizagao.

Com base nessas observagoes, para a realizacao de testes computacionais do método
apenas a discretizagao por diferencas finitas foi implementada.
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3 ‘ ‘
Diferencas Finitas
B-Spline

Diferenciacdo Espectral

251

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.3: At maximo para cada discretizacao espacial em funcao de Ax.

43






Capitulo 5

Implementacao computacional

Neste capitulo vamos mostrar como foi feita a implementacao do método numé-
rico para o sistema fracamente nao linear (1.3) baseado na discretizagdo de (1.6), bem
como testes realizados para verificar se a estabilidade teorica do esquema se mantém ao
implementéa-lo.

Para realizar os testes iremos encontrar n(x, 0) e u(x, 0) adequados para que tenhamos
solugbes proximas a uma onda viajante para o sistema (1.3). Uma onda viajante mantém
o seu perfil ao longo do tempo, mais precisamente n(z,t) = n(x — ct,0), onde ¢ é a
velocidade de propagacao da onda. Na proxima secao apresentaremos uma forma de obter
aproximacoes de uma onda viajante para este sistema numericamente. Esta abordagem
¢ utilizada em [6] para obter aproximagoes de uma onda viajante para o sistema (1.5) de
ordem mais baixa.

5.1 Perfil inicial da onda

A obtencao da onda viajante se dara da seguinte forma: vamos usar uma mudanca de
variavel y = = — ct, onde teremos as fungoes n(x —ct,0) = 7(y) e u(z — ct,0) = u(y), para
transformar o sistema (1.3) em uma equagao em 7 que sera solucionada numericamente
através do método de Newton.

Lembre que o sistema (1.3) é dado por

M — [(1 — om)u]x =0
_ P2 B
Up + QUUZ — Ny = \/B ,0_7:5 [u],, + 3 Uaat:
1
Pela Regra da Cadeia temos
Ny = _Cﬁyv Ne = ﬁyu Uy = _C'ay € Uy = Iayu (51)
assim, a primeira equagao de (1.3) sera
—cily — Uy + a(fi), = 0.

que ao integrar resulta em

—cn— (1 —an)u = ¢, (5.2)

onde ¢, é a constante de integracao.
Considerando ¢; = 0 e isolando @ em (5.2) temos
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cn

0= — . 5.3
=1 (5.3)
Perceba que ao fazermos a expansao de Taylor de ﬁ obtemos
L + aij + 0O(a?). (5.4)
= o :
1—an 7
Multiplicando (5.4) por —cn e substituindo o resultado em (5.3) conseguimos
ﬂ=—yﬂm=—W—mﬁ+O®% (5.5)
e, consequentemente,
= —n+0(o), Gy, =—chy+O0(a) e Uy =—cny + O0(a). (5.6)
Por outro lado, aplicando (5.1) a segunda equacgao de (1.3) teremos
~ . ~ P2 ~ B
—Clly + Uty — T, + C\fﬁp—fg[uyy] + e liyyy = 0,
1
que ao ser integrada resulta em
—ct + %fLQ — 7+ cﬁ%%[ﬁy] + cgﬂyy = ¢y, (5.7)
1

onde ¢y é a constante de integracao.
Agora, se considerarmos ¢y = 0 e substituirmos (5.5) e (5.6) em (5.7) teremos

i+ Eai? + 0(a?) + 02%772 + O(a2) — -

—w%@%%[]+OaJ_ 7M+Omm_o

Dividindo o resultado por ¢? e ignorando os termos de ordem O(a?), O(a+/B) e O(af)
temos

gt + 1= 5] 1= VB2 T[] - Fi ~o. 3)

O proximo passo é discretizar 77 para utilizar o método de Newton em (5.8). A discre-
tizacao é andloga a feita para a variavel espacial no Capitulo 3. Seja N € N pare Ay = 2—l
definimos os pontos da malha y; = jAy,j = 1,...,N e o vetor 7 = [7jy,...,7n]" onde
M~ 1(y;)-

Discretizando 75 de forma analoga a feita para 1 na Se¢ao 3.2 e 1), por diferenciacao
espectral de segunda ordem, temos a versao discretizada de (5.8) dada por

m

" 3| | pr. . B
f : =ag | + ((1—g)[+\/BET+§S) : =0, (5.9

N T N

46



e o (1
T = NF TF, T =diag (gqb(kmi/l))

S = %FTS*F, S = diag ((k7/1)?).

Podemos ver que a matriz Jacobiana J(7) de f é dada por

1
J(7) = 3adiag(n) + [1 — g] I+ \/E%T + gs.

Deste modo, o método de Newton é dado pela formula

=" =T @m0,

onde ™ é a m-ésima iteracao do método.

Como condicao inicial para o método escolhemos a onda viajante das equacodes Inte-
mediate Long Wave (ILW), sua versao regularizada (rILW) e Korteweg-de Vries (KdV).
Apesar de serem modelos nao periodicos, sao bons candidatos para condicao inicial do
método de Newton.

A equacao ILW é dada por

M+ Ny + e + 2 Ts[Nez] = 0,
onde
3 2B

i Ll h

Conforme vemos em [4], a onda viajante admitida por esta equagio é

acos?(0)

= .y =x— ct, 5.10
v) cos?(6) + senh?(y/\) yoame (5-10)
com
4 2
az%fme, )\=g, c=1—%900t(29), 0<0<m/2.

Sua versao regularizada é dada por

N + Ny + C1NNy — 027:5[77:1315] = 0.

A onda viajante da equagao rILW também é dada por (5.10) como vemos em [4], porém

com
_ 4ecyf tan 0 1

dey “T17 220 cot(26)
A equacao KdV é dada por

a ,0< 0 <m/2.

Em [11] podemos ver que a onda viajante da equagdo KdV é dada por

2 2

Decidimos usar o mesmo valor de ¢ da onda viajante da equacao ILW.

n(y) = < sech? <£y> y=gx—ct, (5.11)
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Durante os testes numéricos alguns ajustes foram necessérios para o calculo das ondas
viajantes. As ondas escolhidas como condicao inicial do método nao sao periddicas e o
comprimento de onda é maior que o periodo escolhido, para resolver este problema em
(5.10) multiplicamos o argumento de senh por 10 e em (5.11) multiplicamos o argumento
de sech por 3. Outro ajuste se deve ao fato de que as ondas escolhidas nao possuem media
Zero (Sf n(y)dy = 0) e tem amplitude muito grande para o sistema. Para contornar isto
impomos média zero numericamente através da regra do trapézio e amplitude préoxima a
hy multiplicando por 0.1 a onda obtida.

Alguns problemas surgiram ao usar o método com valores maiores para « e 5 como
0.01 por exemplo. Para contornar isto decidimos aplicar o método primeiramente com
a = f = 0.001 e utilizar o resultado obtido como condicao inicial para aplicar o método
com os valores desejados de o e . A primeira solucao tem amplitude muito pequena e
gera instabilidade ao aplicar o método novamente, contudo, se aumentarmos a amplitude
multiplicando esta solu¢ao por um valor adequado a instabilidade nao ocorre. O valor
escolhido para multiplicar a solucao foi 10'® porém outras poténcias de 10 podem ser
utilizadas. Mesmo no caso a = 8 = 0.001 optamos por utilizar o método duas vezes para
manter o padrao estabelecido.

Um fato a ser destacado é que a solucao obtida pelo método tem amplitude bastante
pequena e apresenta apenas uns poucos modos de Fourier com frequéncia nao nula, se
comparado com o perfil inicial proveniente da onda solitaria da ILW como mostra a
figura 5.1. Isto pode indicar um comportamento muito proximo ao da solucao da equagao
linearizada com S pequeno, onde os modos de Fourier estao proximos de ser solugoes.
Para a solucao obtida impomos numericamente média zero e amplitude proxima a hy
como feito para a condicao inicial.

Como nosso objetivo é achar condicoes iniciais proximas de ondas viajantes, as mo-
dificagoes descritas acima nao comprometem os testes numeéricos, apenas fornecem perfis
iniciais apropriados para testar os esquemas numéricos para os sistemas (1.6) e (1.3).

As figuras 5.2 - 5.4 mostram exemplos da utilizacao do método de Newton com as
ondas viajantes descritas acima, os valores dos coeficientes sao os mesmos utilizados na
Secao 5.4 com = 0.001 e Az = 0.0123.

600 T T T T T 30

500 - 1 25

400 B . 20t

300 . 1 15F

200 o i 10}

100} . ] st
0 . . Z ‘:'\ . . 0 . . . . .

-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200

(a) Modos de Fourier do perfil inicial da ILW (b) Modos de Fourier da solucgao obtida

Figura 5.1: Modos de Fourier da onda viajante da ILW (|)(-,0)|) comparados com os
modos da onda viajante aproximada do sistema (1.3), obtida apos aplicar o método de
Newton modificado. Os parametros utilizados foram o = g = 0.001, L = 3.1623, § =
1.1084 , N =512 e Az = 0.0123.
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-0.08

-0.1
0

(a) Perfil inicial proveniente da equagao ILW (b) Onda viajante obtida pelo método de Newton

Figura 5.2: Uso do método de Newton para obter uma onda viajante para o sistema (1.3)
com o = =0.001, L =3.1623, 6 = 1.1084 e Az = 0.0123.

0.2

0.1

0.08

0.06

0.041

0.02r

-0.02

-0.04r

-0.06 |-

-0.08

-0.1
0

(a) Perfil inicial proveniente da equagao rILW (b) Onda viajante obtida pelo método de Newton

Figura 5.3: Uso do método de Newton para obter uma onda viajante para o sistema (1.3)
com o = 8 =0.001, L = 3.1623, 6 = 1.1084 e Ax = 0.0123.

5.2 Velocidade do sistema e direcao de propagacao da
onda

Uma vez que o perfil inicial da onda foi escolhido, devemos determinar a velocidade
e dire¢ao de propagacao deste, isto é, determinar u(x,0) dado n(z,0). O caso nao li-
near é bastante complicado de tratar, portanto, vamos utilizar o sistema linearizado para
determinar u(x,0) e utilizar este no sistema fracamente nao linear.

Aplicando a Transformada de Fourier periodica em (1.6) podemos obter

Nk, ), — dku(k,t) (5.12)
v(km/Du(k,t), =ikn(k,t). '
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(a) Perfil inicial proveniente da equagao KdV (b) Onda viajante obtida pelo método de Newton

Figura 5.4: Uso do método de Newton para obter uma onda viajante para o sistema (1.3)
com o = =0.001, L =3.1623, 6 = 1.1084 e Az = 0.0123.

Derivando a primeira equagao de (5.12) em relagdo a t e substituindo na segunda
equacao temos

N N [ dkn(k,t)
n(k,t)y = iku(k,t); = ik <W> :

o que resulta na equacao

A kK2
k.t —n(k,t) =0
7)( 9 )tt + ,U(kﬂ_/l)n( ) ) )

que pode ser resolvida usando a equacao caracteristica

2 k2
T G

Assim temos

1(k,t) = c1(k) exp(ikv(km /1)) + ca(k) exp(—ikv(kn/)t). (5.13)

O objetivo agora é determinar ci(k) e cz(k). Para ¢t = 0 obtemos

Nk, 0) = ¢ (k) + e (k). (5.14)
Derivando (5.13) com relacao a ¢ encontramos
(k. t), = ikv(kn /ey (k) exp(iko(kr /1)) — ikv(kr /1) e (k) exp(—iko(kn/Dt).  (5.15)
Considerando ¢ = 0 e utilizando a primeira equagao de (5.12) conseguimos

n(k,0)y = ikv(kn/l)ey (k) — ikv(km/l)ey (k) = dku(k,0). (5.16)
De (5.14) e (5.16) temos o sistema
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{ c1 (k) + ca(k) = 7i(k,0)
c1(k) — ca(k) = v(kr /1) u(k,0).

Sem maiores dificuldades podemos ver que a solucao deste sistema é

{ ai(k) = 0.5k, 0) + v(kr/l) "k, 0))
co(k) = 0.5(n(k,0) —v(kr/l) u(k,0)).

Nosso objetivo é ter apenas uma dire¢ao de propagacgao, assim consideramos co(k) = 0
para todo k, logo

u(k,0) = v(kr/Dn(k,0).

Para o calculo computacional de u(x,0) usaremos transformada de Fourier discreta
conforme feito em outros casos.

5.3 Esquema numeérico para o sistema fracamente nao
linear

O esquema numérico para o sistema fracamente nao linear (1.3) foi feito seguindo de
perto [12]. As discretizagoes espacial e temporal serdao feitas como na versao linearizada,
mas nao utilizaremos a abordagem matricial devido ao custo computacional elevado. Para
o sistema linearizado serd necessario apenas considerar a = 0.

Vamos reescrever (1.3) como

{m = E(n,u)
wt :F(TLU)

onde,

E(n’ u) = [(1 - aﬁ)u]m,
F(nv u) = Nz — QUUg,

P1 3

As derivadas espaciais das funcoes auxiliares E e F' sao discretizadas por diferencas
finitas de quarta ordem conforme (3.13). Para calcular u a partir de ¢) usamos TFD como
na Secao 3.2, definindo o operador u = B(v) tal que

—1/2
(k) = v(kr /D20 k), v(k) = (1 + %@Wa) T ng) .
1
A discretizacao temporal seréa feita com o método de RK4 para n e . Como E e F
sao definidas a partir de u, a cada passo temporal, incluindo os intermediarios, devemos

calcular u através de B. Portanto, temos as formulas de recorréncia

At
,r’n+1 —n" + F(Kl + 2Ky + 2K3 + K4)7

S, (5.17)
Y = g b (KK 2K K + 2K K + KKG),
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onde,

KKs = F(n" + 0.5AtK,, wy),
B(¢" + 0.5AtKK3),

Ky = E(" + 0.5AtK3, uys3),
KK, = F(n" + 0.5AtK3, wys).

U3 =

Ky =E(mn" u"),

KK =F(n",u"),

up = B(Y" + 0. 5AtKK1),
Ky = E(n" + 0.5AtK,, ug),
KKy = F(n" + 0.5AtKy, upy),
= B(Y" + 0.5ALK Ky),
K3 = E(n" + 0.5AtKy, ugs),

)

)

)

No apéndice A estao os programas usados na implementacao.

5.4 Testes computacionais

Nesta secao vamos realizar alguns testes a fim de comprovar a estabilidade do método
numeérico implementado, bem como apontar algumas caracteristicas deste. Além das trés
candidatas a onda viajante apresentadas anteriormente vamos realizar testes com a onda
n(y) = exp(—2y?). Assim como feito para as candidatas a onda viajante impomos média
zero e amplitude hy para este perfil de Gaussiana. Na Subsecao 5.4.1 vamos realizar testes
com o sistema linearizado e na Subsecao 5.4.2 com o sistema fracamente nao linear.

Para os testes escolhemos os seguintes valores para os coeficientes:

h1 = O]_, hg = 3505, P1 = 1, P2 = 2 e

Para [ escolhemos os valores § = 0.01 e § = 0.001. Os coeficientes L e § serao
calculados a partir dos demais. Serao testadas apenas as condigoes de estabilidade (4.22)
e (4.23) pois a condigao (4.21) s6 é melhor que as demais para valores muito grandes de
Ax. A Tabela 5.1 mostra os valores maximos de At para alguns valores de Ax e .

[ =2m. (5.18)

g =0.01 B = 0.001
Az =0.0245 | At =0.2275 | At =0.1279
Az =0.0123 | At =0.1633 | At = 0.0905
Az = 0.0061 | At =0.1633 | At = 0.0640
Az =0.0031 | At =0.1633 | At =0.0516

Tabela 5.1: Valores méximo de At em funcao de Ax.

5.4.1 Sistema linearizado

Apesar de termos o = 0 no sistema linearizado, para o perfil inicial da onda conside-
ramos o = (3 para usar a equagao (5.9). Nas figuras 5.5 - 5.8 os experimentos foram feitos
com = 0.01 para os quatro perfis iniciais de onda apresentados utilizando o maior At
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possivel dentro das condicoes de estabilidade. Podemos notar que as trés candidatas a
onda viajante tiveram um comportamento bastante parecido entre si, o perfil inicial sofreu
um pouco de deformacao ao decorrer do tempo mas se manteve proximo do esperado. A
dispersao alterou bastante o perfil inicial da Gaussiana que se dividiu em duas ondas em
t = 41.4718. A estabilidade se manteve em todos casos mesmo para o perfil inicial da
Gaussiana.

t=0 t=0

0.1f t=13.4212 ] 0.1f t=13.5518 |1
| =27.5249 || =27.5934 ||
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-0.08} -0.08
-0.1F -01
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(a) Az =0.0245 e At = 0.2275 (b) Az =0.0031 e At =0.1633
Figura 5.5: n(z,t) com = 0.01, L =1, § = 3.505 e perfil inicial da ILW.
— 0 — 0
0.1r 1=13.4212 [ 0.1f t=13.5518
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0.06 0.06

0.04 0.04r
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-0.04r -0.04r
-0.06 -0.06
-0.08 -0.08
-0.1f -0.1F
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(a) Az =0.0245 e At = 0.2275 (b) Az =0.0031 e At =0.1633

Figura 5.6: n(z,t) com 8 =0.01, L =1, § = 3.505 e perfil inicial da rILW.
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Figura 5.7: n(z,t) com 8 =0.01, L =1, § = 3.505 e perfil inicial da KdV.
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Figura 5.8: n(z,t) com 8 =0.01, L =1, § = 3.505 e perfil inicial da Gaussiana.
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As figuras 5.9 - 5.12 mostram os testes com [ = 0.001 utilizando o maior At possivel
dentro das condicoes de estabilidade. A dispersao menor deformou menos o perfil inicial
da Gaussiana conforme podemos ver nos graficos desta em 5.8 e 5.12 aproximadamente
em t = 13. Para as candidatas a onda viajante o resultado foi bastante parecido com o
anterior, mas o perfil inicial nao se deformou tanto quanto no caso 8 = 0.01. Novamente
a estabilidade se manteve para os quatro perfis inicias de onda.

t=0
t=12.9596 |
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—0.1F -0.1
0 1 2 3 s 5 6 0 1 2 3 s 5 6
(a) Az = 0.0245 e At = 0.1279 (b) Az = 0.0031 e At = 0.0516

Figura 5.9: n(z,t) com 8 = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da ILW.
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Figura 5.10: n(z,t) com g = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da rILW.
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Figura 5.11: n(z,t) com g = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da KdV.
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Figura 5.12: n(z,t) com 8 = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da Gaussiana.
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A figura 5.13 mostra os experimentos realizados com os perfis iniciais da ILW e da
Gaussiana para 5 = 0.001 e At = 0.0990 maior do que o valor maximo dado pelos critérios
de estabilidade (Tabela 5.1). Podemos perceber que ao excedermos o limite maximo para
At o sistema apresenta instabilidade.

t=0
t=12.9751
t=26.2473
t=39.3215

t=0
15 1=6.438
t=13.1732
t=19.7103

10

N ”””'””'”””'”””WHWHWH"WWW‘””””””"”””""“"'” i

-10

-15

0 1 2 3 s 5 6
(a) Perfil inicial da ILW (b) Perfil inicial da Gaussiana

Figura 5.13: n(z,t) com g = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084, Az = 0.0123 e At = 0.0990.

5.4.2 Sistema fracamente nao linear

As figuras 5.14 - 5.17 mostram os experimentos feitos com = «a = 0.01 para
os quatro perfis iniciais de onda apresentados. Os resultados sao bastante parecidos
com os do sistema linearizado para os mesmos valores. Dois fatores podem explicar
este comportamento: o fato do sistema ser fracamente nao linear e a escolha para a
funcao wu(z,0) ser baseada no sistema linearizado. Foram utilizados os mesmos critérios
do sistema linearizado para a escolha de At e a estabilidade se manteve, o que indica
que esta condicao pode ser usada para o sistema fracamente nao linear sem perda de
estabilidade.
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Figura 5.14: n(z,t) com o = f =0.01, L = 1, § = 3.505 e perfil inicial da ILW.
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Figura 5.15: n(z,t) com = 8 =0.01, L = 1, § = 3.505 e perfil inicial da rILW.
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Figura 5.16: n(z,t) com o = g =0.01, L = 1, § = 3.505 e perfil inicial da KdV.
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Figura 5.17: n(z,t) com a = 8 =0.01, L = 1, § = 3.505 e perfil inicial da Gaussiana.
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As figuras 5.18 - 5.21 mostram os testes com = a = 0.001. Assim como ocorreu
para o sistema linearizado a dispersao menor deformou menos os perfis iniciais de onda
quando comparado com os resultados obtidos com 5 = 0.01. Os resultados também foram
bastante parecidos com os do sistema linearizado para os mesmos valores. Novamente a
estabilidade se manteve, reforcando a hipotese de que as condigoes de estabilidade do

sistema linearizado sao validas para o sistema fracamente nao linear.
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(b) Az =0.0031 e At = 0.0516

Figura 5.18: n(z,t) com o = 8 = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da ILW.
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Figura 5.19: n(z,t) com a = 8 = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da rILW.
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Figura 5.20: n(z,t) com aw = 8 = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da KdV.
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Figura 5.21: n(z,t) com o = [ = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084 e perfil inicial da
Gaussiana.
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A figura 5.22 mostra os experimentos realizados com os perfis iniciais da ILW e da
Gaussiana para § = 0.001 e At = 0.0990. Ao exceder o limite maximo para At pelos
critérios de estabilidade do sistema linearizado (Tabela 5.1) também temos instabilidade
no sistema fracamente nao linear o que novamente reforca a hipotese de que as condicoes
de estabilidade do sistema linearizado se aplicam ao fracamente nao linear.

o il n‘\,l |‘| I‘L‘Lw‘\[l u‘u I i‘il'l‘i‘l‘l[l‘i‘l il |‘n,l|| I‘r‘t‘u “I‘l‘l’i‘l‘\mla | "W i u‘||\ l‘l‘lyl[l‘l u‘h"‘\ | l‘llﬂ il ‘ \I\ I ‘H{ ‘,‘“
‘HHIHW'”W (e L
(a) Perfil inicial da ILW (b) Perfil inicial da Gaussiana

Figura 5.22: n(z,t) com o = 8 = 0.001, L = 3.1623, § = 1.1084, Az = 0.0123 e
At = 0.0990.

Apesar dos resultados obtidos para ondas candidatas a viajante neste capitulo serem
proximos do esperado estes ainda nao mostram ondas viajantes proprias do modelo fra-
camente nao linear. Por isso, se faz necessaria uma procura mais extensiva de condicoes
iniciais adequadas no futuro.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho provamos que o esquema numérico (3.23) para o sistema linearizado
(1.6) & estavel para escolhas adequadas de Az e At. Através da analise de von Neumann
encontramos trés condigoes que garantem a estabilidade do esquema: a (4.21) que usa o
niimero de Courant At/Ax, a (4.22) que usa At/v/Ax e a (4.23) onde é necessario apenas
que At seja menor que uma constante.

Experimentos mostraram que o esquema (3.23) é estavel computacionalmente dentro
das condic¢oes estabelecidas. Além disso, a versao deste para o sistema fracamente nao
linear (1.3) se mostrou estavel quando usadas as mesmas condigoes. Apesar de ndo ser
uma prova analitica e rigorosa é um bom indicio de que o esquema (5.17) é estavel.

Em trabalhos futuros sera estudada a versao do sistema (1.3) com fundo variavel onde
esperamos encontrar resultados de estabilidade semelhantes aos obtidos aqui. Além disso,
vamos continuar procurando boas condigoes iniciais para o sistema com fundo plano visto
que os resultados obtidos, apesar de proximos, nao mostraram ondas viajantes. Tais
condicoes sao importantes para compreender como o fundo altera a propagacao da onda.
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Apéndice A

Programas utilizados

mainscript.m
—function InitialEta.m
function NewtonMethod.m

—function initialu.m
—function definevV.m

—function computeu.m

—function RK4step.m
function computeEandF.m
function computeu.m

Figura A.1: Arvore dos programas utilizados na implementacao do método.

mainscript

MODEL = ’flat_linear’;
%MODEL = ’flat_weakly_nonlinear’;

DISPERSION = ’higher_order’; %CHECK PERIOD 1
%DISPERSION = ’lower_order’;

METHOD = ’RK4’;

rol =1; ro2 =2;

beta = 0.001; alpha =0.001;

h1=0.1;

h2=35.05%h1;), See Choi & Camassa, J. F1 Mech, 1999
L = h1/sqrt(beta)

delta=h2/L;

gamma_2=2.651;

mult_dx=sqrt(beta)*(1+ro2/rol);

Tt T To T o T T T o T To T To T T To T T T T T T T o o T T o T T o o T o o T o o T T o T T o o T o o o T o o T o o T o o T o o o o o T o T T o o T o o o o o T o
%Time step

%por=0.95;
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por=1;
%por=1.095;
%hpor=1.2;

%deltat=por*2.828*sqrt(beta/3)
deltat = por*gamma_2*sqrt(mult_dx*deltaxi)
Jmi=porxgamma_2*sqrt (mult_dx)

Tfinal=20
Tsteps=fix(pi*Tfinal/(deltat*1));

%WAVE="ILW’
YWAVE=rILW’
%WAVE="KdV’
WAVE=>EXP’

if WAVE==’EXP’

eta0 = exp(-2%(x-l*ones(1,N))."~2);

v=ones(1,N);

media=sum(eta0l)/N;

etal=etal-media*v;

MM=max(etal) ;

init_eta=hl*eta0/MM;
else

init_eta = InitialEta(l,N,alpha,beta,rol,ro2,h1,h2,delta,x,WAVE);
end

bbbl h I T T h b b ot To s T o oo oo To T o T oo o o o 1o T T T o oo oo o o o T o oo o oo o o o 2 o o o oo o oo o o o 2 T o o oo o oo 2 o o

% Initial velocity

%PROPAGATION = ’two_directions’;
PROPAGATION = ’one_direction’;

init_u = initialu(init_eta,MODEL,DISPERSION,rol,ro02,alpha,beta,h2,L,1,PROPAGATION) ;

T ottt ot to e Toto to e To T to e To T o T T 0o o o o T ot o T s o T s o T T o o o 0o Y T o T o o T o o T o o T o o o T o o T o 2o o T o o s o o o o oo o o o o o o
%Initializing answer

T bt Tolo oo totototoToloToto oo totoTo oo To o oo o oo ToTo T T T o o o o oo oo o o oo To o o oo oo o o o o oo o oo o o oo oo o o o o o o oo oo 1o o o o o o oo o oo o o

Eta = init_eta;
U = init_u;
\') defineV(init_eta,init_u,MODEL,DISPERSION,rol,r02,alpha,beta,h2,L,1);

switch upper (METHOD)

case ’RK4’

for i=1:Tsteps
[eta_next,V_next]=RK4step(Eta(i,:),U(i,:),V(i,:),deltaxi,MODEL,DISPERSION,rol,ro02,alpha,beta,deltat,h2,L,1);
u_next = computeu(eta_next,V_next,MODEL,DISPERSION,rol,ro02,alpha,beta,h2,L,1);
Eta = [Eta; eta_next];

U = [U; u_next];
V = [V; V_next];
end

end

initialEta
function [ init_eta] = InitialEta4(1l,N,alpha,beta,rol,ro2,hl,h2,delta,x,WAVE)

alpha0=0.001;
beta0=0.001;
LO = hil/sqrt(betal);
delta0=h2/L0;

switch WAVE
case ’ILW’;
theta=pi/8;
lambda=delta0/theta;
cl=-1.5%alpha0;
c2=ro2+*sqrt(betal)/(rol1%*2);
aa =4xc2xtheta*tan(theta)/(deltal*cl);

66



eta0=aa*cos(theta)*cos(theta)./(cos(theta)*cos(theta)*ones(1l,N)+sinh(10*(x-1)/lambda) .*sinh(10*(x-1)/lambda));

c=1-((2%c2)/deltal)*thetaxcot (2*theta) ;
case ’rILW?’

theta=pi/8;

lambda=delta0/theta;

cl=-1.5%alpha0;
c2=ro2+*sqrt(betal)/(rol1%*2);
c=1/(1+(2%c2/deltal) *theta*xcot (2*theta));
aa =cx4xc2xtheta*tan(theta)/(deltal*cl);

eta =aa*cos(theta)*cos(theta)./(cos(theta)*cos(theta)*ones(1l,N)+sinh(10*(x-1)/lambda)

case K4V’

theta=pi/8;

c2=ro2+*sqrt(betal)/(rol1%*2);

c=1-((2%c2)/deltal)*thetakxcot (2*theta) ;

eta0 = 0.5xc*(sech(1.5xsqrt(c)*(x-1)))."2;
end

v=ones(1,N);
media=sum(etal)/N;
etal=etal-media*v;
eta0=(10"(-1))*etal;

eta0=NewtonMethod(1,N,alpha0,betal,rol,ro2,deltal,etal,c);

switch WAVE
case ’ILW’;
theta=pi/8;
lambda=delta/theta;
cl=-1.5%alpha;
c2=ro2+*sqrt(beta)/(rol*2);
c=1-((2%c2)/delta) *theta*cot (2%theta);
case ’rILW’
theta=pi/8;
lambda=delta/theta;
cl=-1.5*%alpha;
c2=ro2*sqrt(beta)/(rol*2);
c=1/(1+(2*c2/delta)*theta*cot (2*theta));
case ’KdV?
theta=pi/8;
c2=ro2*sqrt(betald)/(ro1*2);
c=1-((2%c2)/deltal)*theta*xcot (2*theta);
end

eta0=(10"(16))*etal;
etaO=NewtonMethod(1,N,alpha,beta,rol,ro2,delta,etal,c);

media=sum(etal)/N;
etal0=etal-mediax*v;
M=max (eta0) ;
eta0=(h1/M)*etal;
init_eta=etal;

end

NewtonMethod

function [ init_eta ] = NewtonMethod(1l,N,alpha,beta,rhol,rho2,delta,etal,c)
AUNTITLED Summary of this function goes here
% Detailed explanation goes here

w = exp(-2*pi*i/N);

for j = 1:N

for k = 1:N

F(j,k) = v ((j-1)*(k-1));
WG,k = w((§-N/2)*(k));
end

end

aux = [1:N/2 -N/2 + 1:-1];
auxp = pi*aux/l; % 21 period
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td = auxp.*coth(auxp.*delta);

td [ 1/delta td]’;

diagonaltd = diag(td);

ThD = real(conj(F)*diagonaltd*F/N);

diagDD= auxp."2;

diagDD=[0 diagDD]’;
diagonalDD=diag(diagDD) ;
DD=real(conj (F)*diagonalDD*F/N);

contador = 0;

norma = 10;

etal=etal’;

while norma > 0.00001 && contador < 10

fun_F = 1.b5%alpha*eta0.*eta0 + (-(1/c~2)+1)*etal + sqrt(beta)*rho2/rhol*ThD*etaO+(beta/3)*DD*etal;
Jacobiana = diag(3*alpha.*eta0) + (-(1/c~2)+1)*eye(N) + sqrt(beta)*rho2/rhol*ThD+(beta/3)*DD;
Inversa = inv(Jacobiana);

Eta = eta0 - Inversa*fun_F;

erro = Eta - eta0;

norma = norm(erro,inf);

eta0 = Eta;
contador = contador + 1;
end

init_eta=etal’;
end
initialu
function u = initialu(eta,rol,ro2,alpha,beta,h2,L,1,PROPAGATION)

N=length(eta);

switch lower (PROPAGATION)
case ’two_directions’;
u = zeros(1,N);
case ’one_direction’; %For one propagation direction fft(u) = - omega(k)x*fft(eta)/k
etaeta = fft(eta);
aux = [1:N/2 -N/2 + 1:-1];
aux = pikaux/1l; % 21 period
omega_sobre_k = sqrt(l./(ones(1,N-1)+sqrt(beta)*ro2*aux.*coth(h2*aux/L)/rol + betaxaux.*aux/3));
omega_sobre_k = [ 0 , omega_sobre_k];
uu = -omega_sobre_k .* etaeta;
u = real(ifft(uu));
end

defineV

function V = defineV(eta,u,rol,ro2,alpha,beta,h2,L,1)
N=length(eta);

uu = fft(u);

aux [1:N/2 -N/2 + 1:-1];

aux = pikaux/1l; % 21 period

kernel = (ones(1,N-1) + sqrt(beta)*ro2+*aux.*coth(h2*aux/L)/rol + betaxaux.*aux/3);
kernel = [1 + sqrt(beta)*L*ro2/(rol*h2), kernel]; % discrete version

V = real(ifft(kernel.*uu));

RKA4step

function [eta_next,V_next] = RK4step(eta,u,V,deltaxi,MODEL,rol,ro02,alpha,beta,deltat,h2,L,1)
N=length(eta);

switch lower (MODEL)
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case ’flat_linear’
[K1,KK1] = computeEandF(eta,u,deltaxi,MODEL,rol,r02,alpha,beta,l);

% Rigorously, eta should be modified, but u does not depend on eta in

% this case.

Phi_KK1 = computeu(eta,KKi,rol,ro2,alpha,beta,h2,L,1);

[K2,KK2] = computeEandF(eta + deltat*K1/2,u + deltat*Phi_KK1/2,deltaxi,MODEL,rol,ro02,alpha,beta,l);

Phi_KK2 = computeu(eta,KK2,rol,ro02,alpha,beta,h2,L,1);
[K3,KK3] = computeEandF(eta + deltat*K2/2,u + deltat*Phi_KK2/2,deltaxi,MODEL,rol,ro2,alpha,beta,l);

Phi_KK3 = computeu(eta,KK3,rol,ro2,alpha,beta,h2,L,1);
[K4,KK4] = computeEandF(eta + deltat*K3,u + deltat*Phi_KK3,deltaxi,MODEL,rol,ro02,alpha,beta,l);

case ’flat_weakly_nonlinear’
[K1,KK1] = computeEandF(eta,u,deltaxi,MODEL,rol,r02,alpha,beta,l);

% Rigorously, eta should be modified, but u does not depend on eta in

% this case.

Phi_KK1 = computeu(eta,KKl,rol,ro02,alpha,beta,h2,L,1);

[K2,KK2] = computeEandF(eta + deltat*K1/2,u + deltat*Phi_KK1/2,deltaxi,MODEL,rol,ro02,alpha,beta,l);

Phi_KK2 = computeu(eta,KK2,rol,ro02,alpha,beta,h2,L,1);
[K3,KK3] = computeEandF(eta + deltat*K2/2,u + deltat*Phi_KK2/2,deltaxi,MODEL,rol,ro2,alpha,beta,l);

Phi_KK3 = computeu(eta,KK3,rol,ro2,alpha,beta,h2,L,1);
[K4,KK4] = computeEandF(eta + deltat*K3,u + deltat*Phi_KK3,deltaxi,MODEL,rol,ro02,alpha,beta,l);
end

eta_next = eta + deltat*(K1+2%K2+2%K3+K4)/6;
V_next = V+ deltat*(KK1+2%KK2+2%KK3+KK4)/6;

computeEandF

function [E,F] = computeEandF(eta,u,deltaxi,MODEL,rol,ro02,alpha,beta,l)
%to be modified for the long wave case

N=length(eta);

%finite difference differentiation

u_xi = ( 8%([u(2:N) u(1)] - [ulV) u(1:N-1)1) + [u(@-1:N) u(1:N-2)] - [u(3:N) u(1:2)] )/(12xdeltaxi) ;
eta_xi=(8*([eta(2:N) eta(1)]-[eta(N) eta(1:N-1)]1)+[eta(N-1:N) eta(1:N-2)]-[eta(3:N) eta(1:2)])/(12*deltaxi);

switch lower (MODEL)

case ’flat_linear’

E= u_xi ;
F = eta_xi ;
case ’flat_weakly_nonlinear’
E = (ones(1,N) - alphaxeta).*u_xi - alpha* u .* eta_xi ;
F = eta_xi - alpha* u.*u_xi ;
end
computeu

function u = computeu(eta,V,rol,ro2,alpha,beta,h2,L,1)
N=length(eta);

VV = ££t(V);

aux [1:N/2 -N/2 + 1:-1];

aux = pi*aux/l; % 21 period

kernel = (ones(1,N-1) + sqrt(beta)*ro2+*aux.*coth(h2*aux/L)/rol + betaxaux.*aux/3);
kernel = [1 + sqrt(beta)*Lxro2/(rol*h2), kernel]; 7% discrete version.

u = real (ifft(VV./kernel));

69






Referéncias

[1]

2]

13l

4]

[5]

6]
7]
8]
19]
[10]
[11]

[12]

[13]

U. Ascher. Numerical methods for evolutionary differential equations. SIAM, Phila-
delphia, 2008.

J. S. Brodzinski, Estudo de um modelo dispersivo nao linear para ondas internas.
Tese de Doutorado, UFPR, 2016.

R. Camassa, W. Choi, H. Michallet, P. O. Rusas e J. K. Sveen. On the realm of
validity of strongly nonlinear asymptotic approximations for internal waves, Journal
of Fluid Mechanics, 549: 1-23, 2006.

W. Choi e R. Camassa. Fully nonlinear internal waves in a two-fluid system, Journal
of Fluid Mechanics, 396: 1-36, 1999.

R. Torio e V. I6rio. Fquacoes diferenciais parciais: uma introducao. Projeto Euclides,
IMPA, Rio de Janeiro, 2010.

T. N. dos Santos, Ondas viajantes. Trabalho de conclusao de curso, UFPR, 2010.
G. Strang. Introduction to Applied Mathematics. Cambridge Press, Wellesley, 1986.
L. N. Trefethen. Spectral methods in Matlab. STAM, Philadelphia, 2000.

D. G. A. Vigo, A. R. de Zarate, S. P. Oliveira e A. Nachbin. Fully discrete stability
and dispersion analysis for a linear dispersive internal wave model, Computational
and Applied Mathematics, 33: 203-221, 2014.

R. Vinchnevetesky e J. B. Bowles. Fourier analysis of numerical approrimations of
hyperbolic equations. SIAM, Philadelphia, 1982.

D. Vvedensky. Partial Differential Equations with Mathematica. Addison-Wesley, Re-
ading, 1993.

A. R. de Zarate, Um modelo reduzido para ondas internas interagindo com estruturas
submarinas a profundidades intermediarias. Tese de Doutorado, IMPA, 2007.

A. R. de Zarate, D. G. A. Vigo, A. Nachbin e W. Choi. A Higher-Order Internal Wave
Model Accounting for Large Bathymetric Variations, Studies in Applied Mathematics,
122: 275-294, 2009.

71



