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Resumo

Neste trabalho apresentamos o problema de despacho hidrotérmico, cujo objetivo é encontrar a melhor decisao
a ser tomada, em um dado horizonte de planejamento, de modo que a demanda de energia seja atendida ao
menor custo esperado e que os reservatorios permanegam acima de niveis criticos. Quatro exemplos distintos
deste problema foram considerados. Eles foram modelados por funcoes e restrigoes lineares e resolvidos de
forma direta e pelo algoritmo Programagao Dindmica Dual Deterministica (PDDD), no caso deterministico, e
pela Decomposicao Aninhada e Programagao Dindmica Dual Estocastica (PDDE), no caso estocéstico. Para
descrever estas técnicas, apresentamos alguns conceitos e formulagées de problemas lineares deterministicos

e estocasticos.

Palavras-chave: Programagao estocastica, programacgao deterministica, programacao dinamica, despacho
hidrotérmico, PDDE ou programacao dindmica dual estocastica, técnicas de decomposigao, corte de Benders,

planos cortantes.



Abstract

In this work we present the hydrothermal dispatch problem, whose objective is to find the best decision to be
taken, in a given planning horizon, in such a way that the energy demand is supplied at the lowest expected
cost, keeping the reservoirs above critical levels. Four distinct examples were considered. They were modeled
by linear functions and constraints and solved in a direct way and by the Deterministic Dynamic Dual
Programming (DDDP), in the deterministic case, and by Nested Decomposition and Stochastic Dynamic
Dual Programming (SDDP), in the stochastic case. To describe these techniques, we present some concepts

and formulations of linear deterministic and stochastic problems.

Keywords: Stochastic Programming, Deterministic Programming, Dynamic Programming, hydrothermal

dispatch, Stochastic Dynamic Dual Programming, decomposition techniques, Benders cuts, cutting plane.
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Capitulo 1

Introducao

O Brasil é um pais que possui recursos hidricos em abundéncia. Diante disto, a principal fonte de geracao
de energia elétrica é proveniente das usinas hidrelétricas, que, por sua vez, tem sido responsavel por 61% da
geragao de energia elétrica no pafs [1]. Em conjunto com as hidrelétricas, a segunda principal fonte de geragéo
de energia sao as usinas termelétricas, as quais utilizam como combustivel carvao mineral, 6leo, gas natural,
entre outros recursos. O sistema composto por esses dois tipos de usinas denomina-se sistema hidrotérmico.

Pelo fato das usinas hidrelétricas possuirem grande capacidade de armazenamento de agua, torna-se
imprescindivel administrar seu uso na operacao do sistema. Isto se deve ao fato do reabastecimento dos
reservatorios, pois depende de condigoes climaticas futuras. Deste modo é importante determinar um bom
planejamento do uso da dgua dos reservatérios para a geracao de energia, pois isto reflete diretamente nos
custos para suprir a demanda de energia no futuro.

No Brasil, o problema da operagao do Setor Elétrico Brasileiro (SEB) é subdividido em etapas, as quais
estdo sob o comando do Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS). Atualmente, o planejamento da
operagao energética do Sistema Interligado Nacional (SIN) é realizado por uma sequéncia de programas que
foram desenvolvidos pelo Centro de Pesquisas de Energia Elétrica (CEPEL). Esses programas sao responséaveis
pelo planejamento do sistema hidrotérmico brasileiro e se dividem numa cadeia em que trés modelos se
destacam: NEWAVE, DECOMP e DESSEM. Em [2], [3], estes modelos correspondem ao planejamento da
operacgao de médio prazo (horizonte de 5 anos com periodos mensais), de curto prazo (horizonte de 2 a 6
meses com periodos semanais) e diario (horizonte de 1 semana com periodos de meia hora), respectivamente.

Uma das dificuldades nestes planejamentos resulta das incertezas das afluéncias futuras que podem ser
apenas estimadas. Isso traz consequéncias nas decisoes a serem tomadas no presente momento, pois ao
utilizar a dgua dos reservatorios, em excesso, seguido de periodos de estiagem, significa que havera um futuro
com altos custos para o suprimento de energia do mercado. Por outro lado, se for decidido armazenar agua
nos reservatorios para o futuro e ocorrer periodos de altas afluéncias, grande quantidade de agua deveré ser
vertida por causa dos limites maximos de armazenamento dos reservatorios. Neste tltimo cenario deixa-se

de aproveitar toda a eficiéncia das usinas hidrelétricas em termos de geracao de energia elétrica. A Figura

10
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1.1 sintetiza as consequéncias operativas das decisoes tomadas diante de diferentes cenarios de afluéncias nos

reservatorios.

DECISAO AFLUENCIAS CONSEQUENCIAS
FUTURAS OPERATIVAS

U}ilizar

N\

\ Economizar

Agua

~
IO i —

~

™~

Figura 1.1: Esquema do processo de decisao sob incertezas

O problema de despacho hidrotérmico consiste em determinar uma estratégia operacional das usinas
hidrelétricas (quantidade de d4gua a ser turbinada e/ou vertida) e termelétricas (quantidade de energia a ser
gerada) que minimize o custo total esperado da produgéo de energia elétrica em um determinado horizonte de
tempo, de modo que algumas restrigoes sejam atendidas, tais como o atendimento & demanda, as restrigoes
elétricas e hidrelétricas e os limites das variaveis. Refere-se aos custos os gastos com os combustiveis utilizados
nas usinas termelétricas e um custo atribuido ao déficit, que corresponde a quantidade de energia que as usinas
hidrelétricas e termelétricas ndo produziram para suprir a demanda.

Como este problema é modelado com planejamentos de diferentes horizontes de tempo, no caso brasi-
leiro, ndo temos conhecimento perfeito dos acontecimentos que estao por vir, isto €, as futuras afluéncias e
demandas. Problemas desta natureza sao denominados problemas estocdsticos e sao estudados pela progra-
magao estocdstica, a qual esta envolvida em aspectos tedricos e praticos pelas areas de otimizagao, estatistica,
probabilidade e computacao.

A modelagem de problemas com esta caracteristica apresenta incertezas em alguns de seus dados, os quais
sao representados por meio de fungoes que dependem de uma variavel aleatoria. Em geral, os problemas de
otimizagao estocéstica sao baseados na minimizagao do valor esperado de uma fungao objetivo num espacgo
de probabilidades determinado.

Quando a variavel aleatoria é continua, é muito raro obter uma representagao analitica para o valor espe-
rado da funcao objetivo. Além disto, o seu célculo envolve, em muitas vezes, uma integral multidimensional,

o que pode tornar o problema intratavel computacionalmente. Uma forma de lidar com esta dificuldade é
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discretizar a variavel aleatéria num namero finito de possibilidades (realizagoes), com o qual o calculo do
valor esperado passa a ser um somatorio da funcao objetivo ponderada pelas respectivas probabilidades das

realizagoes da variavel aleatoria, referentes aos dados incertos do problema.

Estes problemas sao modelados ao longo de um intervalo de tempo, ou seja, é determinado um horizonte
de planejamento. Este, por sua vez, é dividido em varios periodos de tempo denominados estdgios, onde as
incertezas se revelam parcialmente. Estes dois elementos influenciam diretamente no tamanho do problema a
ser tratado, além de ser uma caracteristica que classifica os problemas, tanto deterministicos (aqueles em que
todos os dados sdo conhecidos) quanto estocasticos, em dois estagios ou multiestagios. No caso de problemas
estocésticos em multiestagios, é comum representar o conjunto de todas as possibilidades que a variavel
aleatoria pode assumir por uma arvore de cenarios, onde denomina-se cendrio uma realizacao da variavel

aleatoéria que envolve unicamente todos os estagios do problema.

O objetivo da otimizacao estocastica em resolver um problema estocéastico é determinar a melhor decisao
a ser tomada diante de vérios cenérios. Estes cenarios representam desde boas até mas condi¢oes do sistema.
Uma possibilidade é utilizar a formulagao direta, que leva em consideragao todos os cenérios através de um
problema deterministico, o qual pode ser resolvido por técnicas de otimizagao deterministica. No entanto,
quando ha muitos cenérios, resolver o problema por sua formulacao direta pode ser inviavel por causa de sua

grande dimensao. Uma forma de contornar este obstaculo é utilizar técnicas de decomposicao.

As técnicas de decomposicao tém se mostrado computacionalmente atraentes. Elas permitem resolver
o problema a partir de uma série de subproblemas menores associados ao problema original. Um exemplo
disto sao as técnicas de Programacao Dinamica Estocastica, as quais utilizam uma discretizagao das variaveis
de estado do sistema e soluciona-se os problemas correspondentes de um determinado estagio para cada
combinacao dessas variaveis. O objetivo desta técnica é criar aproximagoes das func¢oes que correspondem
aos custos futuros do problema. Estes métodos permitem representar modelos nao lineares complexos do
sistema, no entanto, sofrem da conhecida maldicio da dimensionalidade devido ao crescimento exponencial
das discretizagbes das variaveis de estado. Segundo [4], as primeiras pesquisas em métodos de PDE se

encontram em [5]-[8].

Esta técnica aplicada ao problema de despacho hidrotérmico brasileiro se limita por causa das enormes
dimensoes do problema quando os cinco subsistemas de geracao de energia elétrica do Brasil sao interligados.
Deste modo, houve a necessidade de propor alternativas, ou melhorias para solucionar esta limitagao. Deu-se

entdo origem a varias pesquisas baseadas em métodos de decomposigao de Benders [9].

Uma delas foi proposta em [10] e [11] e denomina-se Programagdo Dindmica Dual Estocastica (PDDE),
a qual finalmente superou o problema da maldi¢ao da dimensionalidade. Este é um método iterativo que
combina técnicas de amostragem, onde normalmente se utiliza a simulagdo Monte Carlo, e decomposigao,
em que as solugoes obtidas nos estagios sao utilizadas recursivamente. O objetivo desta técnica é criar
aproximagoes cada vez melhores das fungoes que representam os custos futuros por fungoes lineares por partes.

Atualmente a PDDE é uma técnica considerada estado-da-arte na solucao de problemas de planejamento de



INTRODUCAO 13

despacho hidrotérmico, a qual se aplica nos programas NEWAVE e DECOMP, j4 mencionados [12]. Desde

entao varias pesquisas introduziram uma série de extensoes, aprimoramentos e melhorias da PDDE.

A PDDE é um método baseado na adigdo dos cortes de Benders, os quais aparecem como restrigoes
lineares de desigualdade no problema que aproxima o original. Deste modo, ela se limita ao uso de modelagens
convexas dos problemas a serem resolvidos para garantir o critério de convergéncia. Diante desta limitagao,
em [4] s@o apresentadas técnicas de convexificagdo das fungdes custo futuro que permitem a extensdo do
algoritmo PDDE para a representacdo de ndo convexidades nos problemas. Além disto, utiliza-se o problema
de planejamento da operagao de sistemas hidrotérmicos como forma de testes, cuja formulagao é dada a partir

de um modelo multiestagios de programagao linear-inteira mista.

Em [13] aborda-se o problema de planejamento de médio prazo, onde o sistema foi representado por
reservatorios equivalentes de energia. Ao invés de utilizar a simula¢ao Monte Carlo na PDDE, foram utilizadas
técnicas de amostragem de arvore de cenarios com redugao da variancia, que sao Latin Hypercube Sampling e
Quasi Monte Carlo Aleatério. Além disto, sdo tratadas no trabalho estratégias de solucao e selecao de cortes
para melhorar o desempenho da PDDE, metodologia para avaliagao da qualidade da solugao e também

metodologias para obter uma solucao com aversao a risco.

A inclusdo de medidas de risco na PDDE é uma variagdo que tem como efeito garantir que a solugéo obtida
pelo algoritmo esteja segura de possiveis eventos extremos como, por exemplo, um longo periodo de seca.
Isto permite manter os niveis dos reservatorios acima de valores criticos, a ponto de evitar futuros blackouts.
Como ponto negativo, as medidas de risco tornam o algoritmo mais carregado, visto que novas variaveis
e/ou restrigdes devem ser acrescentadas na modelagem do problema, [14]-[16]. Outros trabalhos recentes
que envolvem medidas de risco aplicados a PDDE sdo [17]-[21]. Neste tltimo utiliza-se a configuragao de
horizonte-rolante, a qual lida com horizontes de planejamento cada vez menores ao longo do processo iterativo

do algoritmo PDDE.

Segundo [22], os métodos baseados em cortes de Benders podem sofrer instabilidades no processo de
otimizagao em iteragoes sucessivas do algoritmo, caracterizadas por pequenos decréscimos na fungao objetivo,
mas com grandes diferencas nas variaveis de decisdo. Além disso, ndo ha um desenvolvimento tedrico que
permita a remocgao de cortes mantendo a garantia de convergéncia do método. Com o objetivo de contornar
estas desvantagens, em [22] é proposto um método de feixes inexato que permite considerar uma quantidade

razoavel de cenéarios, resolvendo-se os subproblemas resultantes de forma inexata.

Em [23], é apresentado um tutorial da técnica de decomposi¢do aninhada aplicada ao problema de despacho
hidrotérmico modelado em dois e trés estagios. Esta técnica utiliza todo o conjunto de possibilidades da
variavel aleatoria, o que pode limitar sua aplicabilidade para um problema que possui muitos cenarios.

Em [3], é apresentada uma revisdo de diferentes modelagens do problema de despacho hidrotérmico e
metodologias que se diferenciam de acordo com a estrutura da modelagem. Além disso, é apresentada uma
analise comparativa de diferentes estratégias de decomposi¢ao baseadas na relaxagao Lagrangeana. Estas

estratégias sao aplicadas ao problema de programacao didria da operacao eletroenergética, modelado como
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um problema de otimizacdo estocéstica em dois estagios. As estratégias de decomposicao sao avaliadas
utilizando duas abordagens distintas, decomposi¢ao por cenérios e decomposicao espacial. Outra contribuigao

deste trabalho ¢é a inclusdo de incertezas no modelo matematico da PDE.

Considerando as usinas de forma individualizadas, o modelo de despacho hidrotérmico apresentado em
[12] envolve fungdes ndo lineares. Para resolvé-lo, foi utilizado o método Lagrangeano Aumentado [24],
que, iterativamente, aproxima o problema original de otimizagao restrita por subproblemas mais simples,
com restrigdes de caixa. Em [12], esses subproblemas foram resolvidos pelo método do gradiente espectral
projetado [25].

Em [26], a modelagem do problema de despacho hidrotérmico também considera as usinas hidrelétricas de
forma individualizada. O método de pontos interiores primal-dual com barreira logaritmica foi utilizado na
resolugao do problema, desprezando-se a matriz Hessiana por motivo de sua grande esparsidade, sem afetar

os resultados finais.

Objetivos

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma revisao da programacao linear deterministica, com o in-
tuito de estabelecer as relagoes basicas dos problemas em dois e multiestagios e apresentar um algoritmo de
decomposigao para facilitar o entendimento quando os dados incertos estao presentes nos problemas; e pro-
gramacao linear estocéstica, a fim de dar suporte teorico e pratico para aplicacao de algoritmos na resolucgao
de diferentes modelagens do problema de despacho hidrotérmico, nos casos deterministico e estocastico.
Diante dos problemas de dimensionalidade que facilmente aparecem em algumas abordagens, este trabalho
tem como foco na aplicagao do algoritmo PDDE no problema de despacho hidrotérmico modelado em curto

prazo estendido, sendo o horizonte de planejamento de 1 ano com periodos mensais.

Organizacao do trabalho

Este trabalho se divide da seguinte maneira: no Capitulo 2, onde as principais referéncias foram [11] e [27],
apresentamos algumas formulagoes dos problemas lineares deterministicos em dois e multiestagios, assim
como o algoritmo Programagao Dindmica Dual Deterministica (PDDD), que é uma técnica de decomposigao.
Além disto, duas abordagens diferentes foram utilizadas para resolver um mesmo problema de despacho
hidrotérmico deterministico modelado em dois estagios, cujos dados foram obtidos de [23], sendo elas uma
forma direta e o algoritmo PDDD. A principal motivacao deste capitulo é facilitar o compreendimento dos

problemas quando estendidos para o caso estocastico.

No Capitulo 3 é incluida a estocasticidade nos problemas em dois e multiestagios trabalhados no Capitulo
2, assim como o algoritmo PDDD ¢é estendido para o caso estocéstico, obtendo o algoritmo PDDE, que é a

metodologia aplicada no capitulo seguinte.

No Capitulo 4 sdo modelados dois problemas de despacho hidrotérmico em configuragoes diferentes: a
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primeira configuracdo possui um sistema formado por 3 usinas hidrelétricas e 3 termelétricas. Ja a segunda
contém um sistema composto por 7 usinas hidrelétricas e uma termelétrica, sendo este sistema dividido em
dois subsistemas. Ambos problemas foram resolvidos pelo algoritmo PDDE, cujas solugoes obtidas foram

expressas e discutidas através de graficos.



Capitulo 2

Programacao linear deterministica

Programas deterministicos sao problemas de otimizagdo nos quais todos os dados de entrada da funcao
objetivo e das restrigoes sao conhecidos. Problemas desta natureza aparecem quando se deseja minimizar ou
maximizar certa variavel sujeita, ou no, a restrigdes de igualdade e/ou desigualdade. A partir de agora os
problemas de programacao linear deterministicos serao denominados apenas por problemas de programagao
linear, o que é comum na literatura.

O capitulo esta dividido em trés secoes: Na Segao 2.1 sera apresentado o problema de programacao linear
de dois estagios em duas formulagoes e o algoritmo Programagcao DinAmica Dual Deterministica (PDDD). Um
exemplo de despacho hidrotérmico formulado em dois estégios sera abordado na Segao 2.2 para ilustrar o uso
da formulacao geral e do algoritmo PDDD para resolvé-lo. Ja uma extensao do problema e do algoritmo para
um numero maior de estagios sera realizada na Segao 2.3. As referéncias utilizadas para o desenvolvimento

das proximas segoes sao [11] e [27].

2.1 Programacao linear em dois estagios

Nesta secao seré apresentada a formulagao do problema de programacao linear em dois estagios de duas
maneiras, uma delas denominada por formulacdo geral e a outra é a formula¢do dindmica. A partir de

algumas analises feitas na formulagao dindmica, sera formulado o algoritmo PDDD, ja mencionado.

2.1.1 Formulacgao geral

A formulagao considerada geral do problema de programacao linear em dois estagios que estamos interessados
em resolver é dado por
minimizar Tz + ¢Ty
sujeitoa Az =0>
Te+Wy=h
z,y >0,

16
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onde c e R™, b e R™ g€ R"™ eh € R™ e as matrizes A,T e W possuem dimensoes apropriadas de acordo
com as dimensoes dos vetores.

Veja que, nesta formulacao, a primeira restrigao do conjunto viavel envolve somente a variavel = e a
segunda restrigao envolve as duas variaveis, x e y. Isto sugere que (2.1) pode ser separado em duas partes, o

que chamamos de estagios. O problema do primeiro estagio é definido como

minimizar Tz
sujeitoa Az =b (2.2)
xz > 0.

Dadas as condigoes iniciais do problema pelos vetores b e ¢ e a matriz A, podemos calcular uma solugao &
para (2.2), que representa a decisdo que deve ser tomada num momento inicial do planejamento. Em seguida,
o novo problema consiste em lidar com as consequéncias desta decisao, donde se tem o problema de segundo

estagio dado por

minimizar ¢7y

sujeitoa  Wy=h—-T%& (2.3)
y > 0.

O problema de segundo estagio depende diretamente da decis@o &, a qual ja é conhecida e, portanto, pode
ser escrita no lado direito da restrigdo de igualdade de (2.3). Uma solugdo g, associada ao problema (2.3),
representa a decisao que deve ser tomada no futuro, lidando com as consequéncias da decisao & do primeiro
estagio. Como a decisdo do primeiro estégio nao leva em consideragdo o que ira ocorrer no futuro (segundo
estagio), pode ser que as solugdes Z e g nao sejam 6timas para o problema geral (2.1). Por fim, o objetivo é

encontrar x e y viaveis tais que a soma ¢’z + ¢’y seja minima.

2.1.2 Formulagao dinamica - Algoritmo PDDD

Como foi visto na se¢éo anterior, o problema de programacao linear (2.1) pode ser separado em dois estagios,
podemos utilizar a sua formulagao dindmica que é dada na seguinte forma:
minimizar ¢’z + Q(z)
sujeitoa  Ax =b (2.4)
x>0,

onde a fungao recurso (em inglés, recourse function), @ : R™ — R, é definida por

Q(r) = min "y
sujeitoa Wy=h—-Tzx (2.5)
y > 0.

Note que a fungao recurso (2.5) representa o valor 6timo do problema de segundo estagio (2.3) e, como

observado anteriormente, depende diretamente da decisdo x tomada no primeiro estagio. Se esta fungao for
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conhecida, podemos resolver o problema (2.4) como o problema geral (2.1). Entdo, cabe aqui perguntar:
qual é a vantagem de trabalhar com a formulagao dindmica sendo que a fungao recurso, a principio, nao é
conhecida porque depende da decisao x? A resposta desta pergunta esta no fato de trabalharmos com apenas
dois subproblemas com estrutura simples e que podemos empregar um método iterativo que visa obter, a
cada iteragao, aproximacoes cada vez melhores da fungao recurso.

Para obter aproximacgoes para a funcao recurso, podemos utilizar algoritmos de programacao din&mica
com a seguinte abordagem, como descrito em [11]: discretizar a variavel z num conjunto {Z;,i = 1,...,k}
e resolver o problema (2.5) para cada valor do conjunto, obtendo 4;,i = 1,...,k. Os valores intermediarios
da fungdo ) podem ser aproximados por uma interpolagdo da vizinhanca dos valores ¢;,i = 1,...,k. Esta
abordagem traz alguns beneficios, como a possibilidade de ser estendido facilmente para os casos multiestagios
e estocastico e a possibilidade de lidar com casos nao lineares.

Percebe-se que quanto mais fina for a discretizacao da variavel do primeiro estagio, melhor sera a apro-
ximagao da funcao Q). No entanto, essa discretizagao pode fazer com que o problema fique intratavel. Se
considerarmos, por exemplo, que z € R0 e que cada componente é discretizada em 4 valores, teremos um
total de 410 discretizacoes, o que ultrapassa 1 milhao de possibilidades e limita a aplicabilidade desta abor-
dagem, pois, além de precisar resolver o problema (2.5) mais de 4'° vezes, seria necessario fazer muitas
interpolagoes dos valores obtidos. A este problema é dado o nome de maldicdo da dimensionalidade. Veja
que este problema ocorreu para um exemplo simples, o que seria mais facil de ocorrer em problemas maiores,
como no caso multiestagios e estocastico, que serao vistos nas proximas se¢oes e capitulo. Além disto, a re-
giao selecionada da variavel de primeiro estagio para ser discretizada influencia diretamente na aproximagao
da fungao recurso, o que pode ter um efeito negativo quanto a qualidade da aproximagao da fungao, pois é
possivel discretizar regioes onde a funcao assume valores muito altos.

Uma forma alternativa é construir a aproximagdo da func¢ao @ por fungoes analiticas, e ndo por um
conjunto de valores discretizados. Sera mostrado a seguir que a fungao recurso é uma fungao linear por
partes. Para isto, utilizamos a formulagao dual do problema (2.5), que é dada por

Q(z) = max 7l'(h — Tx) (2.6)
sujeitoa WTr <gq.

Sabe-se pela teoria de programacao linear que os valores 6timos dos problemas primal (2.5) e dual (2.6)
sdo iguais, quando ambos forem viaveis. Neste caso, cada problema tera um conjunto ndo vazio de solugoes
otimas.

Considere o conjunto I(q) = {m : WTnr < ¢} dos vetores que satisfazem a condig¢do de viabilidade do
problema (2.6). Se este conjunto é ndo vazio, entdo ele é convexo, fechado, poliedral e, consequentemente,
possui um ndamero finito de vértices. Além disto, se I(g) for limitado, entao ele coincide com a combinagao
convexa de seus vértices. A partir disto, temos conhecimento que o conjunto de solucoes 6timas é um vértice,
uma aresta ou uma face [28, Cap. 13].

Um detalhe importante a se observar na formulacdo dual (2.6) é que a variavel de decisdo = do problema
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de primeiro estagio (2.2) se encontra na fungdo objetivo, e ndo mais no conjunto viavel do problema. Isto
significa que o conjunto de todas as possiveis solugoes, as quais correspondem aos vértices do conjunto viavel
1(q), pode ser identificado antes de conhecer a decisao do problema de primeiro estagio.

Considere entdao que o conjunto

I = {m,m2 ..y Tn}, (2.7)

que representa todos os vértices do conjunto viavel do problema (2.6), seja conhecido. Num primeiro momento,

como a solugao do problema pertence a este conjunto, poderiamos encontra-la por enumeragao, isto é,
Q(x) = max{m; T (h — Tx), Vi=1,...,n}. (2.8)

Pela expressdo (2.8), a fungdo recurso é o maximo de fungdes lineares, ou seja, ¢ uma fun¢ao linear
por partes, como ilustra a Figura 2.1. A expressdo (2.8) também pode ser reescrita como um problema de
programacao linear:

Q(x)

A

v
8

Figura 2.1: Funcao linear por partes

Q(z) = min T

sujeito a r > m T (h—Tx)

r >, (h—Tx),

onde r é uma variavel escalar. Note que os problemas (2.8) e (2.9) sdo equivalentes, pois como r > 7,7 (h—Tx)
para todo i = 1,...,n no problema (2.9), entdo r > maz{m;*(h — Tx),i = 1,....,n}. Além disto, como o
problema (2.9) consiste em minimizar o valor de r, o valor 6timo serd maz{m;* (h — Tx), i = 1,...,n}. Isto
nos diz que é possivel conhecer como é a fungao recurso sem precisar discretizar a varidvel x do primeiro

estagio, ou seja, basta conhecer os coeficientes {m;} dos hiperplanos suportes.
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Visto isso, podemos nos preocupar agora em como determinar estes vértices {m;}, ou uma parte, do
conjunto (2.7) para a construcdo da fungao recurso, ou uma aproximagao da mesma. Uma forma de obter estes
vértices é calculando as variaveis duais do problema de segundo estagio (2.5), utilizando vetores arbitrarios
x; no lugar da variavel zx.

Seja entao m; um vetor multiplicador simplex associado as restri¢oes do problema (2.5). Sabe-se da teoria
de programagdo linear que este vetor é um dos vértices do conjunto de solugées (2.7) do problema dual (2.6),
isto é, ele pode ser utilizado para construir um dos hiperplanos suportes da funcao recurso. Podemos seguir
este procedimento para um conjunto {z;,i = 1,...,m} de vetores arbitrarios e resolver (2.5) a fim de obter um
subconjunto II,, = {m,..., 7} de (2.7). Desta maneira podemos utilizar o subconjunto II,, para construir

uma aproximagao da fungao recurso denotada por @ e definida como:

r) = min r
Q@) (2.10)
sujeito a r >l (h—Tx), parai=1,..,m.

Veja que essa aproximagao Q é um limite inferior da fungdo recurso @, pois como as restrigoes de (2.10)
sao construidas a partir do subconjunto II,,, que esta contido em II, somente um subconjunto das restrigoes
fardo parte do problema (2.9), concluindo-se entdo que Q(z) > Q(z), para todo . Podemos utilizar esta

aproximagao da fungdo recurso no problema de primeiro estagio (2.4), ficando

minimizar ¢’z + Q(x)
sujeitoa Az =b (2.11)

x>0,

onde, substituindo Q(m) como em (2.9), obtemos o problema de programagao linear

minimizar ¢’z +r
sujeitoa  Ax=25b
r>mT(h—Tr)
(2.12)
r >l (h—Tz)

z > 0.

Como esta sendo utilizada uma aproximagao da fungdo recurso, nao é possivel afirmar que uma solugao
otima de (2.12) seria uma solucdo 6tima do problema de dois estagios (2.1). No entanto, sabemos que Q é
um limite inferior da fungao recurso Q. Logo o valor 6timo do problema (2.12) é um limitante inferior z do
verdadeiro valor 6timo de (2.1), isto é,

z=cli+7=c"a+Q#), (2.13)

onde (Z,7) é uma solugdo 6tima do problema aproximado (2.12). Além disto podemos calcular um limite
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superior Z do problema de dois estagios (2.1) resolvendo o problema de segundo estagio (2.5), para este

mesmo Z, obtendo

zZ=c"2+Q(2). (2.14)

Para verificar a precisao da aproximagao da fungao recurso ) em relagao a @, pode-se utilizar a diferenga

entre os limites superior e inferior
Z—z=c24+Q#)— (T2 +7) = Q&) — 7, (2.15)

pois ela mede a diferenga entre a fungao recurso real (dada por Q(%)) e a fungao recurso predita (dada por
7) no ponto Z. Se esta diferenca for menor que uma dada tolerancia € > 0, o problema esta resolvido. Caso
contrario, é preciso melhorar a aproximacio da fungdo recurso selecionando um outro conjunto de decisoes
tentativas para determinar novos vértices {m;}. Podemos descrever este processo resumidamente, por meio

do seguinte algoritmo:

Algoritmo 1
Passo (1). Selecionar um conjunto de m pontos arbitrarios {Z;,7 = 1,...,m}, definir tolerncia ¢ > 0;

Passo (2). Para cada decisdo tentativa Z;, resolver o problema de segundo estégio (2.5) e calcular um mul-

tiplicador m; associado;

Passo (3). Utilizar o subconjunto de multiplicadores II,,, = {1, ..., 7, } para construir uma aproximagcao da

fungao recurso @, como em (2.10). Resolver o problema de primeiro estégio aproximado (2.12);

Passo (4). Calcular os limites inferior z e superior Z, como em (2.13) e (2.14). Se Z — 2z for menor que uma

tolerancia ¢ > 0 dada, pare o algoritmo. Caso contrario, volte ao Passo (1).

Um dltimo detalhe a ser visto ainda é como determinar o conjunto inicial de decisoes arbitrarias {Z;} para
aproximar a fungao recurso. Uma ideia seria iniciar o algoritmo utilizando somente uma decisao inicial, sendo
ela a solugao 6tima do problema de primeiro estagio (2.2), pois ainda nao hé aproximagoes da fungao recurso
para utilizar (2.12). No decorrer do algoritmo podemos obter uma nova decisao para cada iteragao, sendo ela
a solugao 6tima do problema aproximado (2.12), a qual ja inclui as aproximagoes da fungao recurso obtidas
dos valores arbitrarios anteriores. Este procedimento nos assegura de estarmos construindo aproximacoes
numa vizinhanga de interesse, ou seja, onde estao localizados pontos que sao bons candidatos para uma
solugao 6tima.

O algoritmo composto por estes detalhes descritos anteriormente é denominado por Programacdo Dual
Dinamica Deterministica (PDDD) de dois estégios [29], onde seus passos, com algumas ilustragdes, sao

apresentados a seguir.

Algoritmo 2 - PDDD em dois estdgios
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Passo (1). Inicializagdo: Definir fung¢do recurso aproximado Q(x) = 0, limite superior Z = oo, nimero de

vértices m = 0 e tolerancia € > 0;

Passo (2). (Fase progressival) Resolver o problema de primeiro estégio aproximado (2.11). Tome 4 como a
decisao tentativa. Este passo esté ilustrado na Figura 2.2, em que a seta indica que a solucao

obtida no primeiro estagio (¢t = 1) sera utilizada no segundo estéagio (¢t = 2);
x

Figura 2.2: Fase progressiva

Passo (3). Calcular o limite inferior z como em (2.13). Se Z — z < ¢, parar o algoritmo. Caso contrario, ir

para o Passo (4);
Passo (4). Resolver o problema de segundo estagio (2.5), isto ¢, calcular Q(&). Atualizar Z como em (2.14);

Passo (5). (Fase recursiva?) Atualizar o ntimero de vértices m < m+ 1. Considere o multiplicador associado
a solugao otima do Passo (4) como 7,,,. Construa a aproximagao da fungao recurso Q(x) como em
(2.10), utilizando m vértices. Este passo esta ilustrado na Figura 2.3, onde a linha na diagonal

que sobrescreve o primeiro circulo indica um dos hiperplanos que aproxima a fungao recurso;

A

Q Tm

Figura 2.3: Fase recursiva

Passo (6). Ir para o Passo (2).

Esta versao de dois estagios do algoritmo PDDD é equivalente ao algoritmo decomposi¢ao de Benders
[9]. Uma observacdo interessante é que entre duas iteragoes consecutivas aumenta somente uma restri¢ao
linear associada ao novo vértice calculado no Passo (5). Além disto, o algoritmo tem algumas caracteristicas

atraentes:
e Nao é necessério discretizar a variavel do primeiro estégio;

e Os limites inferior e superior sao atualizados a cada iteracao;

IEncontra-se este termo na literatura como recursio direta e também, em inglés, como forward step.
2Encontra-se este termo na literatura como recursdo inversa e também, em inglés, como backward step.
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e Em uma dada iteragao, a solugdo 6tima do problema aproximado (2.11) do Passo (2) pode ser utilizada

como ponto inicial na préoxima iteracao do algoritmo.

Um ultimo detalhe a ser visto do algoritmo PDDD ¢é a forma que as aproximagoes da funcgao recurso
sdo construidas a partir dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes do problema (2.5). Estas
aproximagoes sao denominadas, na literatura, como cortes de Benders e, a partir de agora, serao chamadas
simplesmente por cortes. Sera explicado agora como podemos obter uma expressdo implementavel para a

inclusao destes no problema.

2.1.3 Construcao das aproximagoes da funcgao recurso

Como foi dito anteriormente, sabemos que os valores 6timos dos problemas primal (2.5) e dual (2.6) s&o
iguais. Consideramos entdo 7* um multiplicador simplex associado as restrigdes do problema (2.5), que é
uma solucéo de (2.6), cujo valor 6timo & 7*7 (h — T'z). Assim como foi apresentado em (2.9), acrescentamos
a restricao 7 (h — Tz) — r < 0 ao problema (2.12) a cada iteracio, a qual denomina-se por corte.

Para facilitar a inclusao dos cortes como restrigoes nos problemas nas préximas segoes, denotamos seus

coeficientes linear e angular, « e 8 respectivamente, por
a=mTh e f=—-nTT. (2.16)

Para tratar a inclusao da restricao do corte de Benders computacionalmente, consideramos z* e 7* as
soluces o6timas dos problemas (2.5) e (2.6), cujos valores 6timos sdo f* e m*7(h — Tx), respectivamente.

Como os problemas primal e dual de segundo estagio possuem valores 6timos iguais, temos que:

ﬂ_*T(h _ Tl'*) _ f*
o Th — o TTer = f* (2.17)
oTh = 4+ T

Substituindo (2.17) na desigualdade 7*7 (h — T'z) — r < 0, obtemos:

o (h—Tz)—r < 0
o Th— Ty —r < 0 (2.18)
(f+mTTe*) = Te —r < 0
Ty —p < —ff= w*TTx*,

onde a ultima desigualdade de (2.18) est4 no formato a ser implementado.
Na proxima secao sera apresentado um exemplo a fim de ilustrar sua resolugao pela formulagao geral e
também pelo algoritmo PDDD. Exibimos as matrizes e os calculos de todas as iteragoes até a convergéncia,

além de alguns detalhes computacionais.
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2.2 Exemplo de problema de dois estagios

O exemplo trata de um problema de despacho hidrotérmico composto por uma usina hidrelétrica e quatro
usinas termelétricas, cujos dados foram obtidos de [23]. Fazemos sua modelagem exibindo as variaveis, a
fungao objetivo e as restrigoes. O problema a ser resolvido é um problema de programacao linear de dois
estagios, o qual serd resolvido por duas abordagens diferentes: a partir de sua formulacdo geral (2.1), que é

uma forma direta de resolver o problema, e o algoritmo PDDD descrito anteriormente.

2.2.1 Modelagem do problema

Primeiramente definimos algumas nomenclaturas na Tabela 2.1 necessarias para a modelagem e resolucao do

problema em sua formulacao geral:

Nomenclatura Descricao

T Numero total de estagios

t Indice associado ao estagio t € {=1,..., T}

Vg Volume do reservatoério no final do estagio ¢

qt Vazao turbinada no estdgio t em m3/s

St Vazao vertida no estagio ¢t em m?/s

dy Déficit de energia no estagio t em MWmés

ay Afluéncia no estagio t em m?/s

P Produtividade da hidrelétrica em MWmés/(m?/s)

gty = p - q Geragao da hidrelétrica no estagio t em MWmés

gtit Geragao da usina térmica ¢ no estagio t em MWmés
ct; Custo de produgao associado & usina térmica ¢ em R$/MWmeés
cd Custo associado ao déficit de energia em R$/més

K Constante que converte m?/s em hm?/més

D Demanda de energia do sistema em MWmés

Tabela 2.1: Nomenclaturas

Os dados do exemplo estao nas trés tabelas a seguir. A Tabela 2.2 fornece informagoes que indicam as
condigoes iniciais do problema. Um dado importante a ser observado é a quantidade de estagios que serao

utilizados para modelar este problema. Como o horizonte de planejamento sdo 2 meses, utilizamos uma
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modelagem em dois estagios, isto é, o problema consiste em determinar uma decisao a ser tomada agora
(més atual) considerando, ainda, o més seguinte, que minimize o custo total operativo de geragao de energia
a fim de atender a demanda do sistema. Note que a quantidade de estagios e o horizonte de planejamento
coincidiram porque estamos considerando que cada estagio corresponde a um respectivo més, o que poderia
ser feito de outra forma como, por exemplo, um estégio corresponder a uma quinzena, gerando um problema
em 4 estagios. Na Tabela 2.3 sao apresentados os dados referentes aos custos e capacidades das usinas

térmicas e na Tabela 2.4, as informagoes referentes as limitagoes fisicas da usina hidrelétrica.

Horizonte de planejamento 2 meses
Numero de estégios 2
Demanda do sistema 1000 MWmeés

Custo do déficit R$ 500,00/ MWmés
Afluéncia no primeiro estagio 150 m? /s
Afluéncia no segundo estagio 450 m3 /s
Volume inicial do reservatoério 2050 hm?

Tabela 2.2: Dados do problema

Usina térmica | Custo (R$/MWmés) | Geragao maxima (MWmés)
UT1 10 100
UT2 20 150
UT3 40 200
UT4 80 250

Tabela 2.3: Dados das usinas térmicas

Volume maximo (hm?) 4100

Vazao turbinada maxima (m?/s) 1500
Produtividade p (MWmés/(m3/s)) 0,96
Geragao maxima (MWmés) 1440
Constante de conversao x (m?/s — hm?/més) 2,592

Tabela 2.4: Dados da usina hidrelétrica
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Além destas informagoes, segue que o volume minimo (v,,iy, ), as vazoes vertida (8,,i,) e turbinada (¢min)
minimas serao considerados nulos e a vazao vertida maxima ($,,q.) € ilimitada, isto &, Vmin = Smin = @min =0
€ Smaz = 00. A producgao de energia da usina hidrelétrica e o custo de cada usina térmica no estagio ¢ serao
dados pelos produtos p - q; e ct; - gtis, i =1,...,4, t = 1,2, respectivamente.

A partir de agora focamos na modelagem e na resolucao do problema deterministico de despacho hidro-
térmico, onde o significado das componentes dos vetores e matrizes se encontra na Tabela 2.1. Segue entao o
vetor de decisao do problema, a funcao objetivo e trés tipos de restrigoes: de balango hidrico, de atendimento

a demanda e das limitagoes das usinas:
e Vetor decisao:

x = [v1,9,q1,q2, $1, 52,d1,d2, gt1,1, 9t2.1, Gta 1, gla1, gt1.2, gta 2, gls 2, gta o]’ ; (2.19)

e Funcao objetivo: soma dos custos das usinas térmicas e do déficit de energia;

4 4

flz) = Ty = thi ~gtii+ecd-dy + thi gtio+cd-da, (2.20)
i=1 i=1

onde ¢ =10,0,0,0,0,0, cd, cd, cty, cta, cts, cty, cty, cta, cts, ctyl;

e Balango hidrico: o volume atualizado do reservatorio é a diferenca entre o volume inicial adicionado a
afluéncia e a soma das vazoes vertida e turbinada. Note que as variaveis ¢;, s; e a;, 1 = 1,2, estao sendo
multiplicadas por x devido a conversao das unidades de medida;

v1 =2050 +Kk-a1 — k(g1 + s
1 1 (Ch 1) (2.21)

vy =1 + K- a2 — K(q2 + S2);

e Atendimento & demanda: a soma da geragdo de energia das usinas termelétricas e hidrelétricas junto

com o déficit é igual a demanda;

4
thi,l +di+p-qu=D

i=1 (2.22)
thm +da+p-q2=D;

i=1

e Limitagoes das variaveis:
0 < v1,v2 < Vmag
0< 1,9 < ¢maaz
51,82 20 (2.23)
0<gti1,9ti2 < gtitmaz), 1=1,...,4
dy,ds > 0.



PROGRAMACAO LINEAR DETERMINISTICA 27

2.2.2 Resolugao pela formulacao geral

O problema a ser resolvido, em termos computacionais, corresponde ao problema (2.1) adaptado, como segue:

_

minimizar c'x

. A
sujeito a (2.24)
+

T+W

S N
8
I

> o

{<zxz<u.

Note que ha somente um vetor decisao x. Isto ocorre porque resolver um problema em sua formulacao
geral, neste caso, é 0 mesmo que resolver um problema com os dois estagios agrupados. No entanto, quando
utilizamos o algoritmo PDDD isto ja ndo ocorre mais. Além disto, as componentes de primeiro e segundo
estagios da variavel x nao estdo separadas por estégio, como pode ser visto em (2.19). Se as componentes
de primeiro e segundo estagios da varidvel x, na modelagem, estivessem separadas, a matriz em blocos das
restrigoes de (2.24) ficaria na forma

A 0
T W

a qual corresponde exatamente & formulacdo do problema (2.1), sendo [x y]T a variavel do problema. Note
que o elemento 0 desta matriz em blocos corresponde a uma matriz nula de dimensao apropriada.

Para determinar qual é a decisdo 6tima do primeiro e segundo estagios do problema (2.24) devemos
considerar as componentes onde ¢ = 1 e t = 2, respectivamente, do vetor solucao z, dado em (2.19). Usando
as informagoes das Tabelas 2.2, 2.3 e 2.4, temos que as matrizes e vetores correspondentes ao problema (2.24)

sao dadas por:
T
c= 0000005005001020408010204080]

1 0~ 0~ 00O0O0OO0OOOUOOOO

A=
00 p0OOOT1TO0OT1TT1T11O0O0O0O0
-1 00000O00O0OOCOO0OO0O0O0
0 00 0OO0OOOOOOOOOO0OO0OOQO
W 01 0 0O~ 0O0OOOOOOUOO0OGO
000 p0OO0OO0OI1O0O0OO0O0OO0O0OT1T1T1T1
2050 + K - ay
D
K- Qs



28 PROGRAMACAO LINEAR DETERMINISTICA

Veja que a matriz A possui elementos ndo nulos apenas nas componentes de primeiro estagio, correspondendo
a primeira linha das restrigoes de balango hidrico (2.21) e atendimento a demanda (2.22). A matriz T possui
um tunico elemento nao nulo, neste caso, que esta associado ao volume do primeiro estagio v; da segunda
linha das restrigbes de balango hidrico (2.21). A matriz T, juntamente com a matriz W, que esta associada
somente as componentes de segundo estagio, correspondem as restrigoes de balanco hidrico e atendimento a

demanda do segundo estégio. Também tem-se as limitagoes inferior £ e superior u das variaveis:

T
620000000000000000]

T
u =1 4100 4100 1500 1500 oo oo oo oo 100 150 200 250 100 150 200 250} .

Para resolver o problema (2.24) de programagao linear foi utilizada a fungao "linprog" (com configuragéo
padrao) no software Matlab, cuja versdo usada foi R2015a. Ao resolver o problema com estes dados, obtemos
a solugao aproximada

T
r =1 630,67 0 697,58 693,32 0 0 0O O 100 150 80,32 0 100 150 84,42 0 ;
onde o valor 6timo da funcao objetivo foi R$ 14.589, 63.
Separando a solugao x obtida, a qual representa os estigios agrupados, em duas solucoes, cada uma

referente a um estagio, sendo x para o primeiro e y para o segundo, obtemos os seguintes vetores:

V1 630,67 Vo 0

q1 697,58 q2 693, 32
S1 0 So 0
dy 0 do 0
r = = e y= =

gti1 100 gti,2 100

gtg,l 150 gt272 150

gts1 80, 32 gts2 84, 42

i gtaa | i 0 ] i gtao | i 0 |

Uma observagao sobre a solucao obtida de segundo estagio y é o volume que restou do reservatoério, que
foi vo = 0, ou seja, ele se esvaziou. Era de se esperar que isto ocorresse, visto que o custo foi minimizado sem
se preocupar com o nivel do reservatério ao fim da otimizagao. Veja que, para este problema, essa é uma
das razoes pela qual se evitou a ocorréncia de déficit e o uso da usina termelétrica Ty, a mais cara, nos dois

estagios.

2.2.3 Resolugao pelo algoritmo PDDD

Apresentamos esta resolucao de forma detalhada para ilustrar o algoritmo PDDD. A sequéncia deste procedi-

mento tera como referéncia [30]. Antes de comegarmos, precisamos separar o problema em dois estégios, pois
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o resolvemos utilizando os problemas (2.11), (2.12) (1° estagio) e (2.5) (2° estagio). Além disto, é necessario

incluir a variavel r e sua respectiva restricdo que é acrescentada iterativamente, em referéncia aos cortes.
Introduzimos algumas nomenclaturas na Tabela 2.5, as quais incluem as caracteristicas do algoritmo,

como as aproximagoes da func¢ao recurso Q, que serao denominadas por cortes. Além disto, redefinimos as

matrizes e os vetores associados ao problema:

r Variével associada a fungao recurso aproximada

€ Tolerancia do critério de parada

z Limite inferior determinado por (2.13)

z Limite superior determinado por (2.14)

T Multiplicador simplex associado ao problema (2.5) na iteracao k

Tabela 2.5: Nomenclaturas

z = [v1,q1,51,9t1,1, gto1, gt 1, gta, di, 1) "
Yy = [U27 q2, SZagtl,Q; gt2,2a gt3,27 gt4,27 d2; TQ}T

T
c=10 0 0 10 20 40 80 500 1

1 x « 00 0 00O

A:W:

0 p 01 11110

-1 0 0 0 O OO 0 o0

T:

0O 0 0 0 0O 0 0 0 o0

2050+ K - a K-a

b= on= 2

D D

KZ{OOOOOOOOO}T

T
u:[4100 1500 oo 100 150 200 250 oo oo] .

Veja que, em comparagao a resolugao anterior, as dimensoes das matrizes A, T e W sao determinadas
pela dimensao da variavel em seu respectivo estagio, o que nao ocorreu quando as componentes de primeiro e
segundo estagios ndo estavam separadas. Nesta modelagem, a matriz A corresponde as restrigoes de balango
hidrico e atendimento a demanda do primeiro estdgio e as matrizes T e W correspondem a estas mesmas
restrigoes referentes ao segundo estagio. Feitas todas estas consideragoes, damos inicio a resolugao do exemplo

pelo algoritmo PDDD.

12 iteracao:
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Passo (1): Definimos Q(z) =7 =0, Z=00, n=0e e =103,

Passo (2): Resolvemos o problema aproximado (2.11), onde a restrigdo x > 0 é substituida por ¢ < z < w.

Obtemos a solugao &1, onde utilizamos um indice sobrescrito nas componentes da variavel para associar a

iteragao do algoritmo:

O T [ 0,00 ]
¢! 940,90
s{M 0,00
gtt!] 96, 74
hi=| gty | = 0,00
gt 0,00
gt 0,00
att 0,00
) 0,00

Passo (3): Calculamos o limite inferior z e testamos o critério de parada.

z =cld + f%l)
=967,41+0

= 967,41
Z—z=00—967,41 > ¢.

Logo, o critério nao foi satisfeito e entao seguimos ao proximo passo.

Passo (4): Utilizando &, resolvemos o problema (2.5) e obtemos Q(Z;) = 21.440. Assim, atualizamos

7 =cTd; + Q(31) = 967,41 + 21.440 = 22.407, 41.

Passo (5): Atualizamos o namero de vértice para n = 0+ 1 = 1. O multiplicador simplex 1, associado as

restrigoes de (2.5), obtido no passo anterior, é:

m =[29,63 —80,00]7.

Exibimos o passo a passo da construcao do corte somente nesta iteragao e nas proximas iteragdoes mostramos
apenas sua expressdo. Primeiro veja que x = &p, z* = &1, f* = Q(Z1) e #* = m; na ultima desigualdade
de (2.18). Além disso, os produtos Tz* = T'#; e Ta = T'@s resultam em vetores cuja Gnica componente nao
nula é a primeira. Estas componentes coincidem com as primeiras componentes dos vetores Z; e z, que sao
11%1) = 0 (volume atualizado do reservatorio) e v§2) (volume atual do reservatorio para a proxima iteragao),

respectivamente. Temos entdo que a desigualdade referente ao primeiro corte é dada por:
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—7T1TTi‘2 - T S —Q(fl) — 771TT£1

e [,
—[29,63 —80,00] | ' |-r < -21.440-[29,63 —80,00] | '
0 0
(2) 0
—29,63v)” —r < —21.440 —[29,63 — 80,00]
0

—29,630{® —r < —21.440.

31

Esta ultima desigualdade representa a restricao do corte de Benders. Ela ja esta no formato para ser im-

plementada computacionalmente. Para isto, criamos outra matriz Az e vetor by para armazenar as restrigoes

de desigualdade, isto é, os cortes. Esta matriz sera atualizada e, consequentemente, aumentara uma linha a

cada iteragao.
Az=[-29,63 0 0 0 0 0 O O —1]
bz = [—21.440].
Para incluir esta restrigdo no problema (2.12) basta fazer alguns ajustes, ficando:

r > —29,630\%) + 21.440.

Passo (6): Recomegamos do Passo (2).

22 iteragao:

Passo (2): O problema (2.12) pode ser reescrito como:

minimizar ¢Tx +7r minimizar ¢’z +r

sujeitoa Az =10 sujeitoa Az =10
Azz < by - r > —29,63v{? 4 21.440
(<zx<u { <z <u.

Resolvendo este novo problema, obtemos o resultado

[ @ 723, 60

¥ 661,73

s? 0,00

gtt?) 100,00

Bo= | gt¥) | = | 150,00
gt$) 114,74

gt 0,00

dat? 0,00

72 0,00
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Passo (3): Calculamos o limite inferior z e testamos o critério de parada.

z = CT,fQ + f?)
= 8.589,63 + 0
= 8.589, 63

Z —z=22407,41 — 8.589,63 > ¢.

Logo, o critério nao foi satisfeito e entao seguimos ao proximo passo.

Passo (4): Utilizando Z3, resolvemos o problema (2.5) e obtemos que Q(Z2) = 6.000. Assim, atualizamos

z = cTéy + Q(i2) = 8.589, 63 + 6.000 = 14.589, 63.

Passo (5): Atualizamos o namero de vértice para n = 1+ 1 = 2. O multiplicador simplex s, associado as

restrigoes de (2.5), obtido no passo anterior, é:
m = [14,81 —40,00]7.
As matrizes atualizadas e a restrigao do novo corte ficam:

-29,63 0 0 0 0 0 0 0O -1
-14,81 0 0 0 0 0 O 0O -1

Ar =

—21.440
—16.720

Esta restri¢ao fica da seguinte forma para incluir no problema (2.12):
r > —14,810\%) + 16.720.

Passo (6): Recomegamos do Passo (2).

32 iteragao:

Passo (2): O problema (2.12) atualizado fica na forma:

minimizar Tz +r

sujeitoa Az =10
r>—29,6301% + 21.440
r>—14,810(% 4 16.720

{ <z <u.
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Resolvendo este novo problema, obtemos

o
o
e

3
gtif
3
gt&f

3
gté}

3
gt
d?
e

=
w
I

Passo (3): Calculamos o limite inferior z e testamos o critério de parada.

z =cTiq+7r

9.555,45 + 5034, 18

788,79
636,58
0,00
100, 00
150, 00
138, 89
0,00
0,00

5034, 18

(3)

= 14.589, 63,

7 — 2 = 14.589,63 — 14.589,63 = 0 < «.

33

Logo, o critério de parada foi satisfeito nesta iteracdo. Além disso, ressaltamos que, computacionalmente, a

diferenca Z — z resultou num valor na ordem de 107°. A Figura 2.4 mostra os dois cortes de Benders que

aproximam a fungao recurso, obtidos ao longo das iteragoes. Veja que esta fungao é limitada pelo custo nulo,

pois nao faz sentido haver custos negativos. Ja a Figura 2.5 ilustra o comparativo entre os limites Z e z, que

correspondem ao critério de parada do algoritmo.

Na proxima segao estendemos o problema de dois estégios para o caso multiestagios. Do mesmo modo que

foi feito em dois estagios, exibimos a formulagao geral e dindmica do problema, além de estender o algoritmo

PDDD para este novo caso.
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10*
25~ T T T T T T T T
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r= -29,63v] +21.440
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Figura 2.5: Limites inferior e superior
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2.3 Programacao linear em multiestagios

O problema de dois estagios pode ser facilmente generalizado para o caso multiestédgios, o qual envolve um
horizonte de planejamento maior. Como consequéncia disso, quando T é grande, os problemas envolvidos
neste caso possuem um aumento consideravel no ntimero de variaveis e nas dimensoes das matrizes e vetores,
quando comparados com problemas de dois estagios.

Nesta secao exibimos as formulagoes geral e dindmica do problema de programagao linear em multiestagios,
assim como a extensao do algoritmo PDDD. Ao final da segao retomamos o exemplo de despacho hidrotérmico
resolvido na Secao 2.2, ainda em dois estagios, para motivar a inclusao da estocasticidade neste tipo de

problema.

2.3.1 Formulacao geral

Suponha que um problema tenha um horizonte de planejamento de T > 2 periodos (estdgios). Sejam
X1,T2,...,xr 08 vetores decisdo correspondentes aos estagios ¢ = 1,...,T. Ainda com a notacao de [27],
a formulagdo de um problema de programacao linear multiestagios, a qual pode ser entendida como uma

extensdo de (2.1), é dada por:

minimizar 21 +  cdze +  cdazs o+ . + oy
sujeito a Aqxy =B
Byry  + Agxo = by
Bszy  + Asxs = b3 (2.25)
Brzr1 +  Apxy =br
x>0, zo > 0, x3 > 0, xr > 0,

onde ¢; € R™ by € R™ e as matrizes A; e By, possuem dimensoes apropriadas de acordo com as dimensoes
dos vetores. Observe que cada linha das restrigoes de (2.25), com excec¢ao da primeira, relaciona dois estagios
consecutivos a partir das variaveis x;_1 e x;, isto é, x; é a consequéncia da decisao x;_1, assim como ocorre no
problema de dois estagios. Fazendo alguns ajustes nas matrizes e vetores deste problema, podemos resolvé-lo

de forma direta da seguinte maneira:

e Agrupar todas as variaveis de decisao x; e vetores b;, c;, ¥; e u;:

T2 bo co Lo U
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Observagao: Note que a dimensao da variavel de decisdo = é dada pela soma das dimensoes dos vetores
T

¢, 1=1,...,T, ou seja, E n; ¢ o numero de variaveis deste problema.
i=1

e Agrupar todas as matrizes A; e By em blocos, onde os espagos em brancos sao zeros:

_ 4 -
By Ay
A= Bs As
Br Ar
O problema a ser resolvido é
minimizar ¢z
sujeitoa Az =5 (2.26)
<z <u.

Se as matrizes A; e B; possuirem dimensoes muito grandes e o problema for relacionado a um longo
horizonte de planejamento, pode ser que seja dificil, ou até mesmo impossivel, resolvé-lo de forma direta, como
foi feito na primeira resolu¢ao do exemplo na Se¢do 2.2. Além do mais, se pensarmos na primeira abordagem
a partir de algoritmos de programacao dindmica, este problema seria intratavel ao tentar aproximar a funcao
recurso por meio da discretizagao das variaveis, onde ocorreria novamente a maldi¢ao da dimensionalidade.
Desta forma, utilizamos a formulagdo dindmica de (2.25) e estendemos o algoritmo PDDD para o caso

multiestagios, de modo a trabalhar iterativamente com problemas menores.

2.3.2 Formulagao dinadmica

A formulagdo dinAmica de um problema linear multiestagios ¢ uma extensao dos problemas (2.4) e (2.5).
Cada fungéo recurso @; : R™ — R, ¢t = 2,...,T, representa o custo dos proximos estagios, ou seja, @Q;,7 €

{2,...,T — 1} é a fungdo recurso dos estagios t =i + 1,..., T. Segue entdo sua formulagao:

e No estagiot =T

Qr(xr—1) = min crap
sujeito a Brxrp_1 + Atz = by (227)
zr 2> 0;

e Nos estagios t = 2,...,T —1

Qi(x4—1) = min clwy + Qi ()
sujeito a Byx;_1 + Ayzy = by (2.28)

xy > 0;
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e No estagiot =1
minimizar ¢z + Qa(xq)
sujeito a  Ajxy; = by (2.29)

.%‘120.

Veja que cada funcao recurso @; depende da decisao tomada no estagio anterior. Desta forma é possivel
ver que todos os estagios estao interligados por estas fungoes. O algoritmo PDDD estendido para o caso
multiestagios também é separado nas etapas simulagéo, onde se calcula uma politica vidvel (uma sequéncia
de solugoes {1, ...,x1} que satisfazem as restrigdes dos problemas dos estagios 1, ..., T), e recursao, onde as
aproximagoes das fungoes recurso sao calculadas.

Uma das diferengas em relagdo ao Algoritmo 2 é a forma que o limite superior é calculado, que é dado
pela soma dos custos de todos os estagios. Além disto, a partir do momento em que os cortes sao calculados
e utilizados para aproximar as fungoes recurso Q; nos estagios t = 2,..., T — 1, o problema dual deve incluir
os multiplicadores destas novas restrigoes, sendo necessério refazer os calculos dos coeficientes a e 5 dos
cortes de Benders. Note que no estagio t = T nao ha aproximacoes da fungao recurso, pois nao consideramos
a fungdo Qr41 ou, em outras palavras, Qr41(z) = 0 para todo z, e no primeiro estagio as aproximagoes
sao construidas a partir dos multiplicadores de Lagrange da fungao recurso do segundo estigio, nao sendo
necessario formular seu dual.

Ao longo do processo iterativo, nos estagios t = 2,..., T — 1 e na n-ésima iteracdo, as funcoes recurso Q;
sao aproximadas inferiormente pelas fungoes Qt da seguinte forma:

Qt(mt,l) = min clwy + 1
sujeito a  Byri—1 + Awxy = by
A _ (2.30)
Tep1 > Bi T+ gy, i=1,..n

.’EtZO

Considerando 7" e 6}, i = 1, ...,n, os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes de igualdade e

desigualdade do problema (2.30), respectivamente, seu dual é dado por:

n
Qi(re—1) = max 777 (by — Bywy_1) + Z Oiai
' 0: . i=1
s T i
sujeito a 7" Ay — Z 0;6: < ¢
i=1 (2.31)

n
> s
i=1
0i>0 i=1,..,n.
Do mesmo modo que foi analisado anteriormente, os problemas (2.30) e (2.31) possuem valores 6timos

iguais. Considerando entdo que 7' e 0%, i = 1,...,n é a solugao de (2.31), os coeficientes dos cortes de Benders

para as funcoes recurso Q¢, t = 2,...,T — 1 s@o dados por
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n
af = Th, + Z iai,, e Bp=-mTB, (2.32)

i=1

enquanto que os coeficientes a; e 5; no estagio T' sdo dados por (2.16). Seguindo a formulagdo do problema

(2.30), o problema de primeiro estagio aproximado é

minimizar cfxl + 79

sujeito a Aixz1 =0
] 121 ' 1 | (2.33)
re > Bixr1 +ah, i=1,..,n

1'120

Na sequéncia exibimos os passos do algoritmo PDDD para o caso multiestégios:

Algoritmo 8 - PDDD em multiestdgios

Passo (1).

Passo (2).

Passo (3).

Passo (4).

Passo (5).

Passo (6).

Inicializacao: Seja T o ntimero de estagios. Definir funcao custo futuro aproximado Qt(act) =0,

para t = 2,..., T, limite superior Z = oo, nimero de vértices n = 0 e tolerancia € > 0;
Resolver o problema de primeiro estagio aproximado (2.33), tomar #; como a decisdo tentativa;

Calcular o limite inferior z como em (2.13). Se Z — z < ¢, parar o algoritmo. Caso contrario, ir

para o Passo (4);

(Fase progressiva) Para t = 2,...,T — 1, resolver (2.30) e para t = T, resolver (2.27), sempre
utilizando a solucao do estagio anterior. Guardar todas as solugoes Z;, ¢ = 2,...,T. Os Passos
(2) e (4) estao ilustrados na Figura 2.6. Cada linha da figura representa uma passagem da fase
progressiva, onde na primeira calcula-se 21, que esta associado at = 1. Na segunda linha, utiliza-se
21 para calcular 2o, que esté associado ao segundo estagio e assim sucessivamente. Generalizando
este procedimento, a solugao Z; obtida num estagio ¢ é utilizada no estagiot+1, t=1,....,T —1

para obter a solucao Zyi1;

Atualizar limite superior Z:
T
z= E ciiy;
i=1

(Fase recursiva) Para ¢ = T resolver (2.27) e para t = T — 1,...,2 resolver (2.30), utilizando as
solugoes obtidas no Passo (4). Seja 7' e 0%, i = 1,...,n os multiplicadores associados as restri¢oes
de igualdade e desigualdade do problema (2.30) na solugdo Otima, respectivamente. Usar os
multiplicadores para construir um hiperplano suporte adicional para a aproximacao da fungao
recurso no estagio anterior, Qy(z;_1), utilizando (2.32). Esse passo esta ilustrado na Figura
2.7, onde cada linha representa uma passagem da fase recursiva. Na primeira linha, o tltimo

circulo indica que foram calculados os multiplicadores 77t e 6%, ¢ = 1,...,n no estagio T, os quais
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Tr—
@ ® o o
T
® @ —@—©
t=1 t=2 t=T-1 t=T

Figura 2.6: Fase progessiva

serao utilizados no estagio T — 1 para construir uma aproximagao da fungao recurso QT que esté
sendo representada pela linha inclinada no circulo imediatamente anterior. Na segunda linha, j&
utilizando QT, calculam-se os multiplicadores 7 | e 6% _,, i = 1,...,n, no estagio T — 1, para
aproximar a fungao recurso QT_l. Segue esse procedimento até ¢ = 2, aproximando as fungoes

recurso Qi, 1 =2,..T;
Passo (7). Ir para o Passo (2).

Um detalhe importante a ser observado no algoritmo é que como QZ estd associada a um estagio diferente,
os cortes de Benders, que sao calculados no decorrer das iteracoes, devem ser alocados em seus respectivos
estagios.

Iniciamos o préximo capitulo motivando a inclusao da estocasticidade no problema de despacho hidro-
térmico, assim como apresentamos algumas formulacGes dos problemas de dois e multiestagios estocéstico,
algoritmos para resolvé-los (Decomposi¢ao Aninhada e Programagdo Dindmica Dual Estocdstica, que é uma
extensao do PDDD, incorporando incertezas nos dados do problema), e também damos suporte teorico que

garanta a viabilidade e existéncia de solugao para os problemas.
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Capitulo 3

Programacao linear estocastica

Em diversas areas é comum elaborar planejamentos que envolvem periodos de tempos futuro, onde um
dos objetivos se da pela otimizagao de recursos, como, por exemplo, tempo, custos, lucros, entre outros.
Geralmente, estes planejamentos recaem num problema de otimizagao. No entanto, as informagoes referentes
ao futuro nao devem ser consideradas de forma exata, visto que elas estdo sujeitas a diversos fatores que

podem alterd-las, o que as tornam incertas.

Este capitulo esta divido em 4 seg¢oes, onde na Segao 3.1 o problema de depacho hidrotérmico é retomado
para motivar a inclusdo de incertezas. A Secdo 3.2 traz algumas caracteristicas de um programa estocastico
com recurso. Na Secao 3.3 é trabalhado o programa estocastico em dois estagios, onde sao apresentadas
algumas de suas formulacoes, o algoritmo decomposi¢ao aninhada e um exemplo. Ja na Secao 3.4 o programa
estocéstico é estendido para o caso multiestagios. Sao apresentadas nesta secao algumas formulagoes do

programa, algumas caracteristicas que envolvem a arvore de cenarios e o algoritmo PDDE.

3.1 Exemplo de motivacao

No exemplo de despacho hidrotérmico de dois estagios trabalhado na Segao 2.2, consideramos que a afluéncia
era dnica, ou seja, tinhamos conhecimento exato de sua ocorréncia. No entanto, uma questao que pode surgir
é o que aconteceria se a afluéncia no segundo estégio fosse 300 m®/s em vez de 450 m?®/s e a decisao do
primeiro estagio x fosse a mesma? Em outras palavras, o que aconteceria se nossa previsao da afluéncia
futura estivesse incorreta? Resolvendo novamente o problema, em sua formulagao geral, com esta mudanca,

a solugao de segundo estagio y e o custo da operacao obtidos sao:

41
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_ . - _ . :
Q2 543.32 Custo operativo:
S9 0
_ da B 0 Custo 1° estigio + Custo 2° estagio
o gtia | | 100 | R$ 7.212,90 + R$ 14.273, 00
gta o 150
gtso 200 Custo total = R$ 21.485,90.
glas 98.44

Veja que diante desta mudanca de afluéncia foi necessario ativar a quarta usina térmica, o que nao havia
sido planejado na primeira situacdo, aumentando o custo operativo em 47,26%. Por causa do ocorrido,
temos um grande problema: se armazenarmos agua nos reservatorios e ocorrer afluéncias altas no futuro,
possivelmente sera necessario verter dgua, pois, além de suprir a demanda com energia hidrelétrica, é provavel
que o nivel do reservatorio fique acima da capacidade méxima. Por outro lado, se muita 4gua fosse turbinada
do reservatorio e ocorresse um periodo de baixas afluéncias, a maioria da energia produzida para suprir a
demanda seria proveniente das usinas termelétricas, o que resultaria num custo operativo muito elevado.

A partir deste exemplo verificamos que nao ha uma solucdo 6tima para todos os casos e por isto é
imprescindivel procurar uma solucao que leve em consideragao estas possibilidades. Percebemos entao a
necessidade de buscar uma metodologia mais apropriada para ser empregada nos casos em que incertezas sao
agregadas na modelagem do problema. Esse é um dos motivos que justificam a introdugao da estocasticidade,
a qual é tratada em Programagao Estocastica.

Um problema de programacao estocéstica difere do deterministico no sentido que sdo incorporadas in-
certezas na modelagem do problema a partir da inclusdo de variaveis aleatorias na fungao objetivo e/ou nas

restrigoes com distribuicao de probabilidade conhecida, o que pode ser estimado através de dados historicos.

3.2 Consideracoes gerais

Os programas estocasticos com recurso apresentam caracteristicas que se destacam. Num programa estocas-
tico modelado em T estagios, o primeiro estagio normalmente representa o inicio do tempo (presente), isto
é, o momento em que as decisoes devem ser tomadas. Ele também é considerado deterministico, pois todos
parametros correspondentes ao problema de primeiro estagio sao observaveis e podem ser determinados com
boa precisao. Os dados referentes aos proximos estégios sao conhecidos somente num sentido probabilistico,
0s quais sao revelados ao inicio de cada estagio. Para isto, utiliza-se uma varidvel aleatéria com distribuicao
de probabilidade conhecida para representa-los.

Ja quanto as decisoes, a do primeiro estégio deve ser tomada sem conhecimento das realizagoes futuras da
variavel aleatoria, sendo que as decisoes correspondentes aos estagios futuros sao consideradas como recursos,

isto é, decisbes que visam corrigir possiveis efeitos negativos das decisdes tomadas nos estagios anteriores e
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por isto recebem o nome de ag¢oes corretivas ou agoes de recurso. Estas decisoes sao tomadas na medida que
os dados deixam de ser incertos.

Neste trabalho utilizamos um método de programagao estocastica no qual o conjunto de incertezas pode
ser representado numa arvore de cenarios. Uma técnica que é frequentemente utilizada é a Sample Average
Approzimation (SAA), o que pode ser encontrado em [27, Capitulo 5]. Esta técnica consiste em tomar
amostras aleatorias de N realizagoes da variavel aleatoéria, que pode ser vista como dados histéricos da
varidvel ou que podem ser geradas por técnicas de amostragem de Monte Carlo. Fixado o conjunto de
amostras, podemos resolver o problema estocastico por técnicas de otimizagao deterministica, obtendo uma
estimativa da solugdo 6tima do problema original. Sob algumas condi¢oes de regularidade, pela Lei dos
Grandes Numeros [27, Se¢ao 7.2.5] temos que, quando N — o0, o problema SAA converge pontualmente
com probabilidade 1 (c.p.1) para a solugdo do problema original.

Segundo [22], "para definir matematicamente um programa estocastico, sejam F a o-algebra gerada pelo
conjunto fechado =, e £ uma possivel realizacao da variavel aleatoria & : (Q,f) — (B, F), definida em um
espacgo de probabilidades apropriado (Q,]:" , 15) A realizagao &(w) = £ ¢ chamada de evento aleatorio, ou
simplesmente, cendrio. Definindo a medida de probabilidades em = por P(A) = P{w € Q : £(w) € A}),
para todo subconjunto A C E, tem-se o espaco de probabilidades (2, F, P) induzido por &."

De modo geral, um programa estocéstico muito utilizado é a minimizagao do valor esperado E das fungoes
parametrizadas pelos cenérios, f : X7 x 2 — R, o qual é escrito como

grenxnl E[f(z,£)], com X; CR™, (3.1)

onde a esperanca é tomada com respeito a distribui¢ao de probabilidades P da variavel aleatoria £&. Condigoes
que garantem a viabilidade e a existéncia de uma solugdo para o problema (3.1) se encontram no final da

se¢ao a seguir, na qual abordamos a programacao linear estocastica em dois estagios.

3.3 Programacao linear estocastica em dois estagios

3.3.1 Formulagao geral

Utilizando o problema (3.1), a func¢do f de um problema estocastico em dois estagios ¢ da forma

f(@,§) = fi(z) + inf )fz(y,f), (3.2)

yeX2(z,§

onde x € X3 C R™, o conjunto viavel Xa(z,£) C R™ do problema de segundo estagio é determinado pela
multifuncao Xy : X} x Q = R"™2 e as fungoes objetivos que determinam os valores dos problemas de primeiro e
segundo estagios sao f1 : X1 — Re fo : R™ x ) — R, respectivamente. Como mencionado na se¢ao anterior,
nao hé incertezas no primeiro estagio e seu valor é determinado pelo vetor de decisoes x, o qual deve ser

tomado antes que o evento incerto £ se torne conhecido.
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Como nosso interesse estd na programacao linear estocastica em dois estégios, as fungoes fi, fo e os

conjuntos X; e Xy dos problemas (3.1) e (3.2) sao definidos por

fi(z) =z, f2(y.€) = ¢y,

(3.3)
Xy ={x R} : Az = b} e Xy(r,&)={yeR}P:Tae+Wy=h},

onde c € R™", g € R", b € R™, h € R™2 e as dimensoes das matrizes sao apropriadas de acordo com as
dimensoes dos vetores e X» ¢ um conjunto poliedral'!. As componentes dos vetores g e h e das matrizes T
e W (denominada matriz recurso), mas nao necessariamente todas, sdo variaveis aleatérias que compdem
o cenario £ = (¢, h,T,W) do problema de segundo estagio, o qual é uma realizagdo da variavel aleatoria
§(w) = (q(w), h(w), T(w), W (w)).

Deste modo, a formulagao geral do nosso problema de programagao linear estocastico em dois estagios é

dado na forma

minimizar ¢’z + E[g(w)Ty(w)]

sujeito a Ar=b, x>0
T(w)z+W(w)y(w) = h(w) g.c
y(w) >0 g.c.,

(3.4)

onde g.c. significa quase certamente. Esta expressao, num sentido probabilistico, quer dizer que a propri-
edade é valida a menos de um conjunto com probabilidade zero. Nesta formulagdo y estd num espago de
probabilidade, pois depende da realizacao da variavel aleatoria. Note que em (3.4) os vetores b e ¢ e a matriz
A nao dependem da realizacao w, pois, como dito anteriormente, estes dados sao deterministicos. A partir
daqui nao serd mais colocado que as matrizes e vetores dependem da realizagao w da variavel aleatéria &, a

menos que seja conveniente.

3.3.2 Formulagao dinamica

Da mesma forma que foi feito no caso deterministico, o problema (3.4) pode ser representado em sua formu-
lagdo dindmica, onde ele é separado em primeiro e segundo estagios. O primeiro estagio do programa linear

estocastico é

minimizar ¢’z + Q(x)
sujeitoa  Ax =10 (3.5)
x>0,
onde a fungdo Q : R™ — R com Q(x) = E[Q(z,£)] é denominada wvalor esperado da fungao recurso e

Q:R" x Q — R"™ é a func¢ao recurso, a qual corresponde ao valor 6timo do problema de segundo estagio
minimizar ¢7y
sujeitoa Tz +Wy=h (3.6)
y =0,

1Um conjunto X ¢ dito poliedral se X’ é a interse¢do de um ntimero finito de semi-espagos.
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em que a variavel de segundo estagio y nao é simplesmente um vetor de R™2, mas sim uma funcao de x e do
cenario ¢ € Z, onde £ C R? ¢ o conjunto suporte da distribuicdo de probabilidades de €. A variavel = do
primeiro estigio ¢ denominada variavel aqui e agora (em inglés, here and now variable), pois ela representa
a decisao a ser tomada antes da realizacao da variavel aleatoria. Apos tomar conhecimento da realizacao w,
a variavel de decisdo do segundo estagio y corresponde a um efeito corretivo, ou acao de recurso, da decisao
do primeiro estégio, j4 que nao havia conhecimento exato do futuro, a nao ser por uma funcao distribuicao
de probabilidade. Deste modo, a variavel y é chamada de variavel espere e veja (em inglés, wait and see
variable).

Se para algum z e £ € Z o problema de segundo estagio (3.6) é inviavel, temos que Q(x,&) = +oo por
definigdo. Além disto, é possivel ocorrer que a funcdo @ seja ilimitada inferiormente e entdo Q(z,&) = —oo.
Modelos que apresentam estes tipos de ocorréncias sao aqueles que queremos evitar.

Quando a variavel aleatoria & possui uma fungao distribuigao de probabilidade (FDP) continua, ou seja,
o conjunto suporte = possui infinitos elementos, o valor esperado da funcao () em relagao a distribuicao de
probabilidades P é definida como

Qz) =E[Q(z,8)] = | Qx,)dP(§). (3.7)

P

Um detalhe a ser observado é que obter uma representacao explicita de (3.7) é praticamente impossivel.
Além disto, resolver o problema de dois estagios torna-se intratavel computacionalmente pelo fato de precisar
calcular a integral, normalmente multidimensional, que corresponde ao valor esperado da funcao ). Por
este motivo, é feita uma discretizagao da variavel aleatéoria & numa quantidade significativa de cenarios
E = {&,&,..,én}, com & = (g, hi,T;, W;) e sua respectiva probabilidade p; > 0, i = 1,..., N, onde
Zﬁil pi = 1, com o intuito de representa-la adequadamente. E natural pensar que quanto maior for a
discretizacao da variavel aleatéria, melhor serd a aproximacao do processo estocastico, como comentado na
Secdo 3.2. Em contrapartida, quanto maior N for, maior serda o nimero de problemas a serem resolvidos.

Considerando que a variavel aleatoria seja discretizada, no caso continuo, ou seja discreta com finitos

elementos, o valor esperado aproximado ou real, respectivamente, passa a ser

N

Q(x) = E[Q(x,8)] = Y p:Q(x,&), (38)

i=1
onde N representa o nimero de elementos do espago amostral =, p; representa a probabilidade de ocorréncia
do cenario &; e o valor da fungdo @ no cenario &; é obtido resolvendo o problema de segundo estéagio (3.6)

utilizando os dados &; = (g, hi, T;, W;), ficando

Q(z,&) = min ¢"yi
sujeito a  Tyx + Wiy, = h; (3.9)
y; > 0.

Supondo que a funcdo Q seja bem definida e finita para todo x € X} e considerando que uma amostra
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do espago amostral = seja determinada, como descrito na Secao 3.2, com cenarios equiprovéveis, isto é,
p; =1/N, i=1,...,N, para qualquer z € X, podemos entdo estimar o valor esperado da fungido Q tomando
a média dos valores de Q(x,&;). Estas condi¢oes nos conduzem ao bem conhecido problema Sample Average

Approzimation, que é dado por

N
mneanl o+ % ; Q(z, &), (3.10)
com Q(x,&;) dado por (3.9).

Diante dessas consideragoes, resolver o problema (3.4) pela formulagdo dindmica pode ser interpretado
da seguinte maneira: no primeiro estagio é calculado x; em seguida, resolve-se N subproblemas de segundo

T2 com o valor

estagio (3.9) utilizando z. O objetivo é minimizar a soma do custo do primeiro estagio ¢
esperado do custo de segundo estagio (3.8). A Figura 3.1, extraida de [11], ilustra este processo, onde os

subproblemas sao dados por (3.9).

Problema de primeiro estagio ————— ¥ min

A

> Subproblema 1

—» Subproblema 2

\—> Subproblema N f

Figura 3.1: Processo de decisao dois estagios

Agora, baseado em [22], fazemos algumas consideragoes teoricas a respeito do problema de programagao
estocéastica em dois estagios. A garantia de que os problemas (3.1) e (3.2) sejam viaveis, independente da
discretizacao de =, é estabelecida na Proposicao 3.3.1 onde, primeiramente, é necessario definir o que é um

problema de recurso fixo.

Defini¢ao 3.3.1. O problema de dois estdgios (3.5)-(3.6) € dito ter recurso fizo se a matriz W € fiza (nao

aleatoria).
Proposicao 3.3.1. Suponha que o problema (3.5)-(3.6) tem recurso fixo. Sejam os conjuntos
Ky={z:09(z) <oo} e KI={x:NeezXo(z,§) # 0},

onde Xy(x,§) = {y € R}? : Tw + Wy = h}. Se a varidvel aleatoria § que define o cendrio § = (q,h,T) tem
varidncia finita, entao

Ky, =K7Y,
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No caso do problema de segundo estagio ser definido como (3.6), a proposigao a seguir estabelece condigoes

suficientes para que a fungdo Q(-) seja bem definida, cuja prova se encontra em [22, Proposicao 2.2].

Proposicao 3.3.2. Considere o programa linear definido pelo problema (3.2) com fun¢io fa(-,€) definida

em (3.3). Além disso, suponha que:
1. o problema (3.5)-(3.6) tenha recurso fizo;
2. a varidvel & que define € = (q,h,T) € 2 possui varidncia finita;
3. o conjunto de sequndo estdgio Xo(x,£) € q.c. ndo vazio para todo x € X).

Entao a fungao Q(z) = E[Q(x,&)] € bem definida e Q(x) > —oo para todo x € R™ . Adicionalmente, Q é
convezxa, semicontinua inferiormente e Lipschitz continua no dom@, e seu dominio é um subconjunto fechado

e convexo do R™ dado por
domQ = {z € R™ : h — Tz € pos W, c.p.1}%

Assim como discutido em [22, p. 17], suponhamos que a fungéo f(-,€) é q.c. semicontinua inferiormente,
propria e convexa no conjunto convexo X, para um evento fixo £ € Z. Se o conjunto das variaveis de segundo
estagio Xa(-,£) é compacto e ndo vazio, estas hipoteses garantem a existéncia de uma solugdo, a menos de
um conjunto de probabilidade nula em =, para o problema a{reu)? fx,8).

1

Apresentamos na proxima se¢ao um algoritmo que utiliza da formulagdo dinAmica de um problema esto-
castico em dois estagios para resolvé-lo. Este algoritmo é uma extensao do Algoritmo 2, onde a fungao Q é
aproximada pelos cortes de Benders, iterativamente. Para isto, é necessério verificar algumas propriedades

da funcao recurso e seu valor esperado.

3.3.3 Aproximacoes da fungao recurso

Na Segao 2.1.3 foi visto como construir aproximagoes da fungao recurso @, no caso deterministico. No entanto,
como a fungao que envolve o valor do segundo estagio é a fungao Q, que é determinada por (3.8), aproximé-la
nao consiste mais em resolver um tinico subproblema e sim N subproblemas, onde N é o nimero de elementos
do conjunto E = (&1, ...,&n). Nesta se¢do fazemos algumas consideragdes teoricas que sdo necessarias para a
construgao dos cortes de Benders para aproximar o valor esperado da fungao recurso.

Considerando que o problema linear estocastico em dois estagios (3.3) tenha recurso relativamente com-
pleto®, podemos fazer, de maneira analoga, todo o desenvolvimento realizado na Secdo 2.1.2 referente &
reformulac¢ao do problema de segundo estégio (3.9) para cada cenario &;, utilizando o problema dual e apro-
ximando o valor esperado da funcao recurso @ num processo iterativo a partir da obtencao dos vértices

que compoe o conjunto de solugoes dos subproblemas do segundo estigio e que podem ser utilizadas para

20 conjunto pos W & definido por {x : x = Wy,y > 0}.
30 problema linear estocéstico de dois estagios (3.2)-(3.3) é dito ter recurso relativamente completo se o conjunto viavel

para as variaveis do segundo estagio definido pela multifungdo X2 (z,€) é ndo vazio para todo « € X e para q.c. todo & € E.



48 PROGRAMACAO LINEAR ESTOCASTICA

construir os hiperplanos suportes da fungdo. O que veremos a seguir é como utilizar essas solu¢oes obtidas
nos N subproblemas de segundo estégio para a construcao de um corte de Benders.

Considere o problema primal e dual de segundo estagio para cada cenario &;:

Q(z,&) = min ¢" i = max 7l (h; — Tyx)
sujeito a Ty + Wiy = hy sujeito a Wl'm < ¢;. (3.11)
yi >0

Uma propriedade da fungao recurso @) é discutida na proposigao a seguir, a qual pode ser aplicada para

cada cenario §;, i =1,...,N.

Proposicao 3.3.3. Para qualquer £ € 2 dado, a fungao recurso Q(-,£) € convexa. Além disto, se o conjunto
{m: WTr < ¢} € ndo vazio e o problema (3.11) € vidvel para pelo menos um x, entio a fungdo Q(-,§) €

poliedral.
Demonstragao. [27, Proposigao 2.1]. O
A diferenciabilidade da fungao recurso é dada na proposigao abaixo.

Proposic¢ao 3.3.4. Suponha que para um dado x = xo € £ € 2, o0 valor Q(xo,&) € finito. Entao Q(-,&) é

subdiferencidvel no ponto xq e

0Q(x0,€) = —TTD(x0, &), (3.12)

onde

D(x, &) = arg {W:Vr‘ngafgq} 7l (h — Tx)

€ o conjunto das solugdes dtimas do problema dual
Demonstragao. [27, Proposigao 2.2]. O

Veja que o subdiferencial da fungdo recurso 9Q(z), quando comparado com o que foi feito no caso
deterministico baseado em [11], tem relagdo com os vértices da fungdo. Isto ocorre pela sua interpretagao
geométrica em que o subdiferencial 0Q(x) corresponde as inclinagdes dos hiperplanos que sdo suportes do
epigrafo de @ em (z,Q(x)) € X x R, [31, p.110].

Ja para a funcao Q(x), seu subdiferencial é determinado pela proposigao seguinte:

Proposicao 3.3.5. Suponha que a distribuicao de probabilidade de & tenha suporte finito = = {&1,...,En} €
o valor esperado da fungao recurso Q(-) seja finito em pelo menos um ponto T € R™ . Entdo a func¢ao Q(-)

€ poliedral e para qualquer xo € dom Q,

N
0Q(w0) = > prdQ(wo, &) (3.13)

k=1

Demonstragao. |27, Proposigao 2.3]. O
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Como os valores 6timos dos problemas primal e dual do segundo estagio (3.11) sdo iguais, temos que o

valor da fung¢ao Q pode ser escrito como

N N
Q(r) = E[Q(x,&)] = ZPiQ(m»fi) = Zpiﬂ'iT(hi - Tix), (3.14)

onde m; é a solugdo do problema dual (3.11) do segundo estagio para a variavel de decisdo x do primeiro
estigio no cenario &;, ou seja, m; = arg max{w’ (h; — Tyz) : WIm < ¢}.
Desta forma, utilizando (3.12) e (3.13) para um dado Z € X}, podemos obter um subgradiente 4 da fungéo

Q(Z) a partir das solugoes duais do problema de segundo estagio (3.11) para cada cenério &;, isto é,

N
¥ ==Y _pT]'m € 0Q(z). (3.15)

i=1
Utilizando a defini¢ao do subgradiente da fungdo Q(-) no ponto T € X e as equagoes (3.14) e (3.15) para
dado 7 € 0Q(Z), tem-se que para todo x € R™

Qz) > Q@)+~ (x—12)

N N T
> szﬂzT(hz — TZ.’Z') — (ZPiTZ‘Tﬂ'i> (l‘ — f)

i=1 i—1

N N N (3.16)
> > pirl (i = Ti@) = > _pim; Tiw + Y pim; Ti
i—1 i=1 i=1

N
> sz’fr;r(hl - TZLU)
i=1

Esta ultima desigualdade representa que a fungao Q(-) néo se encontra abaixo da linearizagao (hiperplano)
que passa pelo ponto T da fungao, pois ela é convexa. A expressao do lado direito da dltima desigualdade
de (3.16) nomeamos de corte de Benders, o que finalmente nos mostra como utilizar as solugoes de todos os
N subproblemas para sua construcao. Seria possivel obter este mesmo resultado a partir do procedimento
realizado no caso deterministico. Uma ilustragao de que o corte de Benders se encontra abaixo da funcao Q,
onde consideramos X7 C R, pode ser vista na Figura 3.2.

Suponhamos que a fungao Q tenha n vértices. Como calcular todos os vértices pode ter um custo muito
caro ou até mesmo ser inviavel computacionalmente entao, de modo analogo ao deterministico, utiliza-se um
processo iterativo para calcular um vértice de cada vez a fim de aproximar a fung¢ao Q, isto é, calculamos
somente um subconjunto contendo m < n destes vértices. Desta forma, aproximamos o valor esperado da
funcao recurso pela funcao Q() definida por

Q(z) = min r

N (3.17)
sujeito a 1 > Zpiﬂ—;z:j(hi —Tix), j=1,..,m,
i=1

Para simplificar a notacao, definimos «; e 8; por

N N
Oéj = Zpiﬂ'ij:jhi e Bj = — Zpiﬂ'ij:jTi. (318)
i=1 =1
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Hiperplano

N
x> Y pi) (h =T x)
=1

Figura 3.2: Hiperplano suporte do valor esperado da funcao recurso

Substituindo (3.17) e (3.18) no problema de primeiro estagio (3.5), obtemos:

minimizar ¢fz +r

R sujeitoa  Ax =10
minimizar ¢’z + Q(z)
r> 0z + o

sujeitoa Az =10 - _ (3.19)

x>0,
r > BT + ap,

x> 0.

Como o problema (3.19) utiliza uma aproximagcao O da funcdo Q, a partir de uma solugao (z,7) de (3.19)

podemos calcular um limitante inferior z do verdadeiro valor 6timo de (3.5), isto ¢é,
z=cTa 41 (3.20)

Além disto, podemos calcular um limitante superior Z resolvendo o problema de segundo estagio (3.6)

para este mesmo Z ja calculado, obtendo

N
2=+ Q&) =c"a+ Y piQ(#,&). (3.21)

i=1
Um critério de parada pode ser o mesmo utilizado no caso deterministico, isto é, quando a diferenga entre

os limitantes superior e inferior for menor que uma dada tolerancia € > 0, o algoritmo para, isto €,
zZ—z<Ee. (3.22)

Um algoritmo para resolver o problema de dois estagios utilizando todos os cenérios se chama Decompo-

si¢d@o Aninhada, que é muito semelhante ao Algoritmo 2, e se resume no seguinte:

Algoritmo 4 - Decomposi¢cao Aninhada em 2 estdgios
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Passo (1).

Passo (2).

Passo (3).

Passo (4).

Passo (5).

Passo (6).

Inicializacao. Definir o valor esperado da funcao recurso aproximado Q(x) = 0, limite superior

Z = oo, numero de vértices m = 0 e tolerancia € > 0;

(Fase progressiva) Resolver o problema de primeiro estagio aproximado (3.19). Tome & como a
decisao tentativa. Este passo esta ilustrado na Figura 3.3, em que a seta indica que a solugao
obtida no primeiro estagio (t = 1) sera utilizada em todos os cenarios &; no segundo estagio

(t=2);

t=1 t=2

Figura 3.3: Fase progressiva

Calcular o limite inferior z como em (3.20). Se Z — z < ¢, parar. Caso contrario, ir para o Passo

(4);

Resolver o dual do problema de segundo estagio (3.11), isto €, calcular Q(Z). Atualizar Z como

em (3.21);

(Fase recursiva) Atualizar o nimero de vértices m <— m + 1. A partir das solugdes otimas m; p,
obtidas no Passo (4), calcular oy, € B, como em (3.18). Construa a aproximacao da funcio Q(x)
como em (3.17), utilizando m vértices. Este passo esta ilustrado na Figura 3.4, onde as setas
indicam que foram utilizados todos os cenarios para a construgao do hiperplano que aproxima a

funcdo Q, a qual esté representada pela linha diagonal que sobrescreve o primeiro circulo;

Ir para o Passo (2).

Para problemas em mais estagios, o naimero de cenarios cresce exponencialmente de acordo com o ntimero

de realizagoes do vetor aleatério em cada estagio. Nesse sentido, N serd um nimero muito grande e im-

possibilitara a aplicagao do algoritmo decomposi¢ao aninhada. Diante disto, é necessario utilizar estratégias

que permitam o manuseio do problema com um nimero menor de cenérios e que se tenha garantia de obter

uma solugdo proxima do problema original. Um algoritmo que satisfaz estas condigoes é o de Programagio
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t=1 t=2

Figura 3.4: Fase recursiva

Dindmica Dual FEstocdstica, que serd apresentado para um programa linear estocédstico em multiestagios, o

que nao deixa de ser valido para o problema em dois estagios.

A seguir mostramos que o programa linear estocastico em dois estagios também pode ser resolvido de

forma direta quando o espago amostral da variavel aleatoria £ é finito.

3.3.4 Formulagao equivalente deterministica

Quando a variavel aleatoria € assume N valores, é possivel escrever um tinico programa linear que inclui todas
suas realizagoes, o qual pode ser resolvido de forma direta. Para isto, substituimos (3.8) e (3.9) no problema
de primeiro estagio (3.5). Obtemos, entao, um problema de programagao linear geralmente de grande porte

denominado equivalente deterministico:

N
minimizar ¢’z + Z piqiTyi
i=1
sujeitoa  Ax =0b (3.23)
Tix + Wiy, = h; Vi=1,..,.N
z,y; >0 Vi=1,..,N.

O problema linear, equivalente ao problema (3.23), a ser resolvido de forma direta ¢ (2.26), o mesmo
no caso deterministico. Utilizamos um indice nos dados referentes ao problema de primeiro estagio (3.5)
(A1,b1,¢1) para diferencié-los dos elementos do problema (2.26). A partir disto, faz-se um procedimento
semelhante ao que foi feito na Secao 2.3.1 para resolvé-lo, sendo necessario redefinir a variavel de decisao x,

os vetores b e ¢ e a matriz A da seguinte maneira:
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e Agrupar as variaveis xy e y; e os vetores by, ¢1, ¢; € h; com i = 1,..., N, do primeiro e segundo estagios:

X1 bl C1
Y1 hy pP1qa

T = , b= , Cc= ;
YN h PNGN

Observagao: Note que a dimensao da variavel de decisao = é dada pela soma das dimensoes dos vetores
c e dos vetores ¢;, i = 1,..., N. Além disto, ja foi incluido o produto da probabilidade do cenario com

o custo do problema de segundo estagio no vetor ¢, o que faz parte da fungao objetivo.

e Agrupar todas as matrizes A1, T; e W; em blocos, onde os espagos em brancos sao preenchidos com

zeros e cada linha da matriz, a partir da segunda, representa um cenério &;:

A
T W
A= | Ty Wo

Tn W

Resolver o problema (2.26) com estes dados pode acabar sendo inviavel computacionalmente quando o
namero de cenarios N é muito grande, pois envolve um grande namero de variaveis. E por isto que se utiliza
outras abordagens para resolvé-lo, como ja foi descrito na sec¢ao anterior.

Na proxima segao apresentamos a aplicagao da resolugao direta no exemplo de despacho hidrotérmico da

Secao 2.2.

3.3.5 Exemplo

Retomando o exemplo do despacho hidrotérmico da Sec¢ao 2.2, introduzimos a variavel aleatoria &, cujas
componentes sao as afluéncias no reservatorio no segundo estagio. Suponhamos que esta variavel assuma dois
valores equiprovéaveis: a3 = 300 m®/s e a% = 450 m?/s, mantendo o valor da afluéncia no primeiro estagio
at =150 m?/s. Uma forma de representar este problema & utilizando a arvore de cenérios, o que se encontra
na Figura 3.5.

Cada circulo da arvore de cenarios é denominado né e um cenério, neste caso, é considerado todo um
caminho que comega no né do primeiro estagio e termina em qualquer né do segundo estagio. Desta forma,
o numero de possiveis cenérios é dado pela quantidade de nés que ha no tltimo estagio ¢t = T.

Este problema pode ser resolvido de diversas maneiras, mas neste momento resolvemos pela formulacao
equivalente deterministica, que é uma forma direta de resolvé-lo. Esta formulagao envolve todos os cenérios
e estagios em um tnico problema e por este motivo pode ser que o problema tenha um custo computacional

muito caro, ou até mesmo ser intratavel, por causa de sua dimensao.
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t=1 t=2

Figura 3.5: Arvore de cenarios das afluéncias

Feitas estas observagoes, exibimos a modelagem do problema em sua formulagao equivalente deterministica
detalhando a funcao objetivo, as variaveis e as restricoes. Uma observacao a ser feita é que agora ha dois
problemas de segundo estagio que se diferem somente pela afluéncia e, consequentemente, se diferem também
nas varidveis de segundo estagio. Para diferencia-las, incluimos um indice sobrescrito indicando o cenério
associado. Além disto, as variaveis referentes ao primeiro estagio vi,q1,s; e dy e alguns dados fixos cd e

ct;, i =1,...,4 serao mantidos sem diferencié-los por cenario. Segue entao a modelagem do problema:

e Vetor decisao:

— 1,2 1 2 1 .2 1 g2
T = [U1,U2aU27q17q27q27Sla827527dlad27d27gtl,lagt2,l7gt3,1vgt4,la ..
]T.

)

s 7gt%727 gt%727 gté,Qvgt}l,Qa gtin gt§,27 gt%,Qvgti,Z

e Funcao objetivo: soma dos custos das usinas térmicas e do déficit de energia nos dois estagios, sendo
que no segundo estigio devemos calcular o valor esperado do custo considerando as probabilidades

associadas aos dois cenarios (lembre-se que os cenarios foram considerados equiprovéveis):

4 4 4
1
f(z) = E ct; - gtia +cd-dy —|—§ E cti - gtio+cd-dy+ E cti-gti, +ed-d3|;

i=1 i=1 i=1

e Balango hidrico: o volume atualizado do reservatorio é a diferenga entre o volume inicial adicionado a
afluéncia e a soma das vazoes vertida e turbinada. Note que as variaveis associadas a afluéncia, vazao

turbinada e vazao vertida sdo multiplicadas por k devido a conversao das unidades de medida;

v1 = 2050 + k- a1 — k(g1 + $1)
vy =v1 + K- az — k(g + 53)

2 _ 2 2, .2y
vi =wv1 + ka3 — k(g5 + 83);

e Atendimento & demanda: a soma da geracao de energia das usinas termelétricas e hidrelétricas junto
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com o déficit é igual a demanda;

4
thi,l+d1+p'Q1=D

i=1

4
> gtis+ds+pogy=D
=1

4
> gtiy+ds+p- g3 = D;
=1

e Limitagoes das variaveis:

0 < v1,3,03 < Vmaz

0<q1,63, % < Gmax

51,585,553 >0

0 < gtin,gtia, 9tio < glimaz), i =1,...,4
dy,db, d2 > 0.

O problema deve incluir as restri¢oes para os dois cenarios, o que esta sendo representado pelos subindices

nas matrizes T e W e no vetor h. Segue o problema em sua formulagao equivalente deterministica:

minimizar Tz
A b
sujeito a Tiv+W, |z=| hy (3.24)
T + Ws ho
{ <z <.

Todas as matrizes A,T; e W; e vetores b e h sdo construidos de forma semelhante ao caso deterministico
ja resolvido, sendo que entre os pares de matrizes T1 e 1o e Wy e W5 diferem entre si somente na posicao
de alguns valores correspondentes as varidveis associadas aos cenarios. Além disto, nesta modelagem foi
necessario realizar as somas 11 + Wy e Ty + W5 ao invés de separar as matrizes em blocos, o que é justificado

pelo mesmo motivo do primeiro exemplo da secao 2.2.

Pelo fato do problema ter dois cenérios e estagios, sao obtidas duas solugoes de segundo estagio, as quais
levam em consideracao a consequéncia da decisao tomada no primeiro estégio e o conhecimento das realizagoes
da variavel aleatoria. No entanto, a parte importante na solugao 6tima obtida é aquela referente ao primeiro
estégio, pois ela representa a decisao que deve ser tomada naquele exato momento. Resolvendo o problema
obtemos a solugao de primeiro estagio x e as solucoes de segundo estagio y; e yo, as quais estao associadas

a0s cenarios:
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vy [ 773,26 ] v3 0 v3 0

¢ 642,57 s 598, 32 ¢ 748,32

S1 0 53 0 53 0

dy 0 s 0 d3 0
T gtia o0 |0 gtl, 1 100 © T gt3, | 100

gta1 150 gth o 150 gt3 150

gtsa 133,13 gts 175,61 9t3 31,61

i gtan ] i 0 | L 9&,2 ] i 0 | i 9@21,2 ] i 0 |

e o valor 6timo da fung¢ao objetivo obtido foi

Custo 1° estagio + Valor esperado do custo 2° estagio
1
R$ 9.325,28 + §(R$ 11.024, 35 + R$ 5.264, 35)
R$ 17.469, 63.

Um detalhe interessante a ser notado na solugao deste problema estocastico de dois estagios é que nao é
possivel escolher uma solucao que seja 6tima para todas as realizagoes de afluéncias previstas. No entanto, a
solugao x, de primeiro estagio, é a melhor decisao que pode ser tomada levando em consideragao os possiveis
cenérios. Além disto, retomando ao caso deterministico, podemos dizer que R$ 17.469, 63 — R$ 14.589, 63 =
R$ 2.880, 00 & o custo de "protecao", o que é consideravelmente menor em relacao ao valor de R$ 21.485,90 —
R$ 17.469,63 = R$ 4.016, 27 que seriam gastos se a afluéncia do segundo estagio nao fosse exatamente o que

se previa.

3.4 Programacao linear estocastica em multiestagios

Muitos problemas do nosso cotidiano envolvem um planejamento de um periodo longo de tempo ou mais
periddico, por exemplo, um planejamento de 5 anos pode ser feito de varias formas, mensal, semestral, anual.
Uma modelagem destes problemas por programas estocasticos em dois estagios nao seria mais adequada,
sendo necessario estendé-la de forma a incorporar, em sua estrutura, esse horizonte de tempo. Para isto,
utiliza-se um programa estocastico em multiestagios, onde sao considerados T > 2 periodos de tempo, ou
estagios. Neste tipo de programa, as incertezas do processo estocéstico &1, ..., {1 sao reveladas ao longo do
tempo e cada decisao z;, t = 2,...,T depende de todos os dados & [t]4 ja revelados e independe das realizagoes
futuras &1, ..., &, de forma a se adaptar as incertezas do processo. Isto pode ser representado da seguinte

forma, [27, Capitulo 3|:

decisdo (x1) ~» observagao (&2) ~» decisao (x3) ~ - - ~» observagao (&1) ~ decisdo (z).

4Esta notacio &y = (&1, ..., &) denota o histoérico do cenario £ até o estagio t.
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Para definir matematicamente um programa estocastico em multiestagios, estendemos o que foi apresen-
tado na Segao 3.2. Consideramos o espago de probabilidades (E, F, P), sendo um cenario definido por uma
realizagao da variavel aleatoria &€ para cada estagio t € (1,...,T), isto é, £ = (&1,...,&T) € Z e F a o-algebra

erada pelo conjunto = = =1 X ... x Zp C R% x ... x RiT,
1% )

3.4.1 Formulacao aninhada

De forma genérica, considerando o processo estocastico £, podemos escrever um problema estocastico em T

estagios em sua formulacao aninhada:

min 1)+ E inf g, +E|---+E inf TT, , 3.25
iy ) B[ inf pa@) vE| 4Bt el | (3.25)

onde as variaveis de decisao sao x; € Xy C R™ ¢t =1,...,T, os conjuntos viaveis nos estagios t > 2 sao fechados
e definidos pela multifungao X; : R"*~* X Zj = R™* e as fungoes f; : R™* x Z; — R sao continuas. Lembre-se
que no primeiro estagio os dados determinados por £; sao considerados deterministicos, ou seja, X; C R™ e
f1: X1 — R. A sequéncia de decisoes z({)) = (z1(§), ..., 2¢(§)) € R™, com n; = S, ni é denominada por
politica. Se a politica satisfizer todas as restrigoes de viabilidade, isto ¢, 2:({)) € Xi(wi—1(Ep—11), &), t =
2,..., T, c.p. 1, ela é denominada politica vidvel.

Veja que as decisoes z4(§) devem depender somente das informagées disponiveis até o tempo ¢, ou seja,
T[i—1) € &, € nao das informagoes futuras. Este é o principio que denomina-se restrigoes de implementaridade

(em inglés, nonanticipativity constraints), a qual é definida em [22, Definigdo 2.5] da seguinte maneira:

Definicao 3.4.1. Em geral, se dois cendrios tém a mesma sequéncia de nds entre o primeiro e o t-€simo
estdgios, eles tém a mesma parcela de informagoes durante estes periodos. Consequentemente, decisoes as-
sociadas a tais cendrios devem ser idénticas até o t-ésimo periodo. FEste requerimento é conhecido como

condicao de implementabilidade.
O problema (3.25) é dito linear se as fungdes objetivos e as fungoes restrigoes sao lineares, ou seja,

felze, & =z, X0 = {1 Ajzy = by, 21 > 0}, (3.26)
Xe(xe-1,&) = {ay : Bewp—1 + Agxy = by, 24 >0}, t=2,..,T,
onde as dimensoes dos vetores sdo b; € R™t e ¢; € R™ e as dimensbes das matrizes A; e B; sdo compativeis
com os vetores. Estas matrizes e vetores definem o cenario & = (¢, At, By, by) € Z¢ da variavel aleatoria
& (w) = (¢(w), At(w), Be(w), bt (w)), nao sendo necessario que todos os elementos sejam aleatorios, onde
&1 = (¢1,Aq,b1) é deterministico.
Substituindo (3.26) em (3.25), obtemos a formula¢do aninhada de um programa linear estocastico em

multiestégios:

min ¢’z +E min Tro+E|..+E min char . (3.27)
Az = by Bax1 + Azza = b2 BrzT-1+ Atrxr = br
z1 20 z2 20 xr >0



58 PROGRAMACAO LINEAR ESTOCASTICA

Veja que se a variavel aleatéria &€ for continua, calcular o valor esperado do problema (3.25) pode ser
muito dificil ou até mesmo impossivel, ainda mais que sao considerados T estagios. Novamente faz-se ne-
cessério discretizar a variavel aleatoria de modo que seja viavel resolver o problema. Entao, discretizamos
cada componente da varidvel aleatéria num nimero finito N; de realizagoes, isto ¢, =, = (&}, ..., tN *) com

suas respectivas probabilidades py, onde ¢t = 2,....T e 4 = 1,..., N;. A seguir veremos como utilizar estas

discretizacoes para representar o conjunto de possibilidades das realizagoes da variavel aleatoria £.

3.4.2 Arvore de cenarios

Uma forma muito utilizada para representar todo o processo estocéstico envolvido no problema é por arvore
de cenarios, a qual possibilita visualizar todos os possiveis cenarios e as relagoes entre as decisoes de cada
estagio. E ilustrado na Figura 3.6 um exemplo do processo estocastico de um problema de 4 estagios com

duas discretizacoes do espaco amostral =; por estagio.

Figura 3.6: Arvore de cenarios para 4 estagios

Na Figura 3.6, os circulos sao denominados de nds e as conexoes entre os nos sao os arcos. Os valores pg
que estao nos arcos representam a probabilidade condicional de mover de um né ao proximo. Qualquer trajeto
que se inicia no primeiro estigio e percorre uma tinica vez todos os estigios até o 1ltimo é denominado por
cendrio. O nd que estd conectado por um arco no estigio imediatamente anterior é denominado antecessor
e 0 n6 que esta conectado no estagio imediatamente posterior é denominado sucessor. A probabilidade de
ocorrer um certo n6é é dada pelo produto das probabilidades da sequéncia de nés que o antecedem, até o
primeiro estégio. Por exemplo, a probabilidade de ocorrer o né £} é o produto da probabilidade pj com as
probabilidades dos nés antecessores, os quais estao destacados pelos arcos em vermelho, que sdo p3 e p3,

ficando pl - p3 - p;. Esta probabilidade coincide com a probabilidade de ocorrer o quarto cendrio que é dado
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pela sequéncia de realizacoes (£1,£3,€2,£3). Veja que como ha 4 estéagios e 2 discretizagoes em cada, o niimero
total de cenarios é dado por 24~! = 8. Se o ntimero de discretizacdes de cada estagio é Ny, t =1,...,T, e se

todos os nos em cada estagio possui a mesma quantidade de nos sucessores, o ntimero de cenarios é [[;_; N;.

Um detalhe a ser percebido é que nao é necessario cada estagio possuir um mesmo nimero de realizagoes.

Isto pode ser visto na Figura 3.7, a qual ilustra outra possibilidade de arvore de cenarios com 4 estagios.

3 & & & 8 &

Figura 3.7: Arvore de cenarios para 4 estagios

No problema que estamos interessados em resolver, o de despacho hidrotérmico, o processo {&;} é con-
siderado independente por estdgios (em inglés, stagewise independent), o que quer dizer que & é estocas-
ticamente independente de {;_q), t = 2,..., T. Consideramos esta hipétese no problema por simplicidade,
onde as afluéncias, num determinado estagio, nao dependem de suas ocorréncias em estagios anteriores. Um
processo independente por estégios é um processo Markoviano, isto é, se para todo t = 1, ..., T, a distribuigao

condicional de & dado ;1) ¢ a mesma que a distribui¢do condicional de &; dado &1 [27, p. 63].

Segue destas consideragbes que as realizagoes em cada estagio sdo as mesmas para todos os nos anteces-
sores. Como consequéncia disso, a quantidade de nos sucessores para cada noé dentro de um mesmo estagio
é sempre a mesma, o que ocorre na Figura 3.6, mas nao na Figura 3.7, pois, ja no segundo estagio, as quan-
tidades de nos sucessores das realizagoes €1 e &3 sdo diferentes, assim como das realizagoes &3, €2 e £3. Para
que a arvore de cenarios da Figura 3.6 apresente as mesmas realizagoes em cada estagio, e assim represente
um processo independente por estagios, é necessirio que as seguintes igualdades ocorram: £1 = €3, €2 = &3,

1 _ ¢3 _ ¢5 __ ¢7 2 ¢4 6 __ ¢8 d A d T o f duzid P
=8 =6 =& e& =& =& =&, onde a arvore pode ser reescrita em sua forma reduzida como na

Figura 3.8.
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Figura 3.8: Arvore de cenarios reduzida para 4 estagios

3.4.3 Formulacao dindmica - Algoritmo PDDE

O problema linear estocastico em multiestagios (3.27) também pode ser escrito em sua formula¢do dindmica:

e A fungdo recurso Q;, parat =1,...,T — 1, é dada por:
Quv1(we, §1y) = Ejg,, [Qer (e, §e11))s

e No estagiot =T
Qr(zr-1,§T) = min cray
sujeito a Brar_1 + Araxr = by

xr 2> 05

e Nos estagios t =2,...,T —1

Qi(r¢—1,§) = min ol o+ Qiy1(xt, &)
sujeito a Byry_1 + Aizy = by

g > 05

e No estagiot =1
minimizar cf'zy + Qo (21,&)
sujeito a Az =b
T 2 0.
Assim como foi mostrado nas Segoes 2.3.1 e 3.3.3, podemos estender o processo de aproximagao das

fungoes Q; para os estagios t = 2, ..., T, utilizando os cortes de Benders, pois elas sao convexas e lineares por

partes. Também é possivel estender o calculo dos coeficientes o e 3. Deste modo, omitimos os procedimentos
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ja realizados e exibimos somente a formulagao dindmica aproximada e os coeficientes dos cortes na k-ésima

iteragao de um algoritmo que calcula um corte por iteragao.

e No estagiot =T

Qr(rr-1,§r)) = min cXop
sujeito a Braxr_1 + Arxr = by (3.28)
T > 0;

e Nos estagios t =2,...,T —1

Qi(rt-1,€y) = min clay + iy
sujeito a  Bixy_1 +. Ay : by (3.29)
Tey1 > ol +Blme j=1,.k
xe 2 0;
e No estagiot =1
minimizar clT:rl + 79
sujeito a  Ajz; = by (3.30)

ro > oz% —l—ﬁgxt i=1,...k

xg > 0;

e Os valores af e F no estigio t = T sdo dados por (3.18). J& para os estagios t = T — 1,...,2, os
valores sdo dados pela generalizacao dos coeficientes dos casos deterministico em multiestagios (2.32)
e estocastico em dois estagios (3.18), o que néo é dificil de ser feito, pois, em resumo, corresponde a

aplicar o valor esperado nos coeficientes af e SF de (2.32), resultando em
T i T
of =B, , [Wf b + ZG@@H] e BF=-Eg_, [Wf Bt]. (3.31)
i=1

Como o problema em questao deste trabalho é o de despacho hidrotérmico, consideramos, por simplicidade,
que o processo estocastico é independente por estagios, o que nos permite escrever Qt_H(xt, §[t]) = Q41 (xt)
Neste caso, uma caracteristica a ser notada é que todos os noés de um mesmo estagio possuem realizacoes
futuras iguais, isto ¢, fixado os nos &! e 5{ , as realizacgoes futuras serdao as mesmas, para todo 7, j ou, em outras
palavras, a fungdo Q;y1 é a mesma em cada estégio, independente do né. Isto nos sugere que, a partir de
uma tGnica politica viavel {z1,...,x1}, podemos aproximar cada fun¢do Q;, t = 2,..., T por um hiperplano,
sem a necessidade de envolver todos os cenarios para o célculo destas aproximacoes. Além disto, como a
funcdo Q; é tnica para cada estagio, os hiperplanos calculados podem ser compartilhados entre todos os nos
de um mesmo estagio. Esta é uma das principais vantagens de um processo estocastico independente por
estagios, o qual o algoritmo PDDE utiliza.

O processo iterativo da PDDE é semelhante aos outros algoritmos ja apresentados, pois ele consiste

em aproximar as fungoes Q; por hiperplanos. Note que os outros algoritmos utilizavam toda a estrutura
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do problema para aproximar as fung¢oes e resolver o problema. No entanto, é comum que um programa
estocastico em multiestdgios possua dimensoes muito elevadas, o que torna inviavel utilizar esta mesma
abordagem. E baseado nesta dificuldade que a PDDE trabalha, pois utiliza somente um subconjunto de
informacgoes do problema durante suas iteragoes para construir as aproximagoes.

Suponhamos entdo que a Figura 3.6 represente a arvore de cenérios do problema envolvido, onde as
probabilidades pi sdo omitidas e os nés sdo ajustados para que o processo estocastico seja independente por
estagios. Note que poderiamos utilizar a Figura 3.8, mas nao achamos conveniente para a explicacao. Na
fase progressiva da PDDE, consideramos somente um cendrio, ou seja, calculamos somente uma politica, o

que pode ser visto na sequéncia de arvores ilustradas na Figura 3.9

Figura 3.9: Fase progressiva do algoritmo PDDE

A fase recursiva é onde as aproximagoes das fungoes Q; sao realizadas. Nesta fase sao calculados os
multiplicadores de Lagrange das restrigdoes dos problemas referentes a todas realizagoes da variavel aleatoria
no estagio. Por exemplo, o tltimo n6 do cendrio é £7, entdo, utilizamos os problemas referentes aos nos £}
e &2 para construir um hiperplano que seré utilizado no estagio anterior. Retrocedendo um estigio, como o
n6 £3 faz parte do cendrio escolhido, utilizamos os problemas referentes aos nos &1 e 2 para construir outro
hiperplano, e esse processo se repete até o primeiro estagio. Lembre-se que o hiperplano de cada estagio
pode ser compartilhado entre todos os outros nés do mesmo estagio, pois a fungdo Q; é a mesma para cada
estagio. Este procedimento é ilustrado na sequéncia de arvores de cenarios na Figura 3.10.

O ntimero de cenarios na fase progressiva® pode ser mais de um e também pode variar ao longo das

5Na literatura encontra-se este termo como simulacdo para o algoritmo PDDE
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& &4 & & &4 & 4 &

Figura 3.10: Fase recursiva do algoritmo PDDE

iteracoes. Para cada cenério escolhido é possivel construir um corte para as fungoes Q;. E por isto que
quanto maior a quantidade de cenéarios escolhidos na fase progressiva, melhor serao as aproximagoes e maior
seré o esforgo computacional para realizar uma iteragdo do algoritmo. Além destas consideragdes, um limite

k

inferior 2" na iteracgdo k para o algoritmo é o valor 6timo do problema aproximado de primeiro estagio (3.30),

ou seja, se (x¥,75) é uma solucdo, entdo
28 =clak + k. (3.32)
Como nao sao utilizados todos os cenarios no algoritmo para a fase progressiva, é possivel ter somente

* na iteracdo k. Considere Zx = (£, ...,£%) o conjunto de todos os

uma estimativa ¥ do limite superior Z
cenarios do problema e =% = (£1,...,&N), com N < K, um subconjunto de cenérios escolhidos para a fase

progressiva na k-ésima iteracao. Uma estimativa para o limite superior na iteracao k é

= ey [XT: cthﬂ. (3.33)

O critério utilizado nos algoritmos anteriores ja nao é mais garantido, pois temos uma estimativa do limite
superior, o que pode acabar sendo menor que o limite inferior em alguma iteragao. Uma possibilidade de
critério de parada é sugerida em [11], a qual utiliza a simulagdo Monte Carlo para geragdo dos cenérios e
o desvio padrao ¢ dos limites superiores dos cenarios em relagao a média dos mesmos para construir um

intervalo de confianca. O custo de um dado cenério i é

T
Zi=clx + Z el (3.34)

t=2
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e o custo total é
T i

N T
C; T
Zror =iz + ) ) tNt, (3.35)
=1

t=2 1

onde N é o nimero de cenarios. Temos entdo que o desvio padrao o é

N

Z (ETOT — Z’)Q

i=1
= : 3.36

Entao, em [11] é proposto que o algoritmo converge quando o limite inferior z estiver dentro de um

intervalo de confianca de 95%, isto é,

T < <Fror +1,96-L.

VN T VN

Em [16, p. 67] é dito que quanto maior for a variancia e o nivel de confianga de (3.37), o algoritmo ira

Zror — 1,96 < (337)

parar mais cedo com este critério. Entao é sugerido considerar, com 95% de confianga, que o problema foi

resolvido com uma precisao € > 0 se a seguinte diferenga é satisfeita:

VN

Situagoes em que o limite inferior z comega a se estabilizar ao longo das iteragoes [32] ou o algoritmo

(ZFror +1,96——) — z < . (3.38)

alcanga um numero méximo de iteragoes predefinido sao consideradas como outros possiveis critérios de
parada para a PDDE.
Considerando entao que o processo estocastico é independente por estagios e que o processo de geragao

de cenarios é dado pela simulagao Monte Carlo, segue o algoritmo.

Algoritmo 5 - Programacao Dindmica Dual Estocdstica multiestdgios

Passo (1). Inicializagao. Definir o valor esperado das fungoes recurso aproximado r; = 0, t = 2,..., T, limite

superior Z = oo, nimero de vértices m = 0, ntmero de iteragoes k = 0 e tolerancia £ > 0;

Passo (2). (Fase progressiva) Selecionar Ny, cenarios da arvore de cenérios. Resolver o problema de primeiro
estagio aproximado (3.30). Tome &; como a decisdo tentativa e calcular o limite inferior z como

em (3.32);

Passo (3). Parat=2,...,T e para as realizacdes &}, i = 1,..., N, da varidvel aleatoria, calcular os problemas
aproximados (3.29) e (3.28) utilizando as solugdes z%_; obtidas no estdgio anterior do seu res-
pectivo cenério, obtendo as solugoes zi. Este passo pode ser ilustrado semelhante & Figura 3.9,
onde se destacariam N caminhos do primeiro ao tltimo estégio. Calcular a estimativa do limite

k

superior Z" e o desvio padrao o como em (3.35) e (3.36), respectivamente;

Passo (4). Verificar o critério de parada (3.38). Se ndo satisfizer, prosseguir para o proximo passo, caso

contrario pare;
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Passo (5). (Fase recursiva) Atualizar o nimero de vértices m < m + N. Para cada estagio ¢t = T, ..., 2,
para cada cenario ¢ = 1,..., N e para cada realizacao da varidvel aleatoria 5{, 7 =1,..., NRy,
onde N R; é o namero de realizagoes da variavel aleatoria no estagio t, calcular os multiplicadores
de Lagrange 7! e 0{ das restricoes de igualdade e desigualdade, respectivamente, dos problemas
(3.29) e (3.28). Utilizar (3.18) parat =T e (3.31) parat = T—1, ..., 2 para calcular os coeficientes
dos cortes, substituindo-os nos problemas (3.29) e (3.30). Este passo poderia ser ilustrado pela
Figura (3.10), onde, ao invés de haver somente um grupo circulado no tltimo estagio na primeira

arvore de cenarios, haveriam IN;
Passo (6). Atualizar o nimero de iteragoes k < k + 1. Ir para o Passo (2).

Veja que o critério de parada do algoritmo poderia nao ser tnico e também poderia ser qualquer um
daqueles que foram citados nesta se¢ao e, dependendo de qual critério a ser utilizado, ele deveria ser colocado
em um passo apropriado.

Caso o problema nao fosse independente por estagios, cada n6é da arvore de cenérios teria uma fungao Q
propria. Deste modo, o algoritmo utilizado para este tipo de problema seria a extensao do algoritmo 4, o
qual pode ser invidvel computacionalmente para este tamanho de problema. Dependendo do caso, pode ser
possivel transformar este problema para o caso independente por estagios adicionando variaveis de estado ao
modelo, o que pode ser visto em [16, p.63], assim como as propriedades de convergéncia do algoritmo PDDE

aplicadas & formulagao dindmica do problema SAA.

3.4.4 Formulacao equivalente deterministica

Da mesma forma que foi feito em dois estagios, podemos agrupar todos os cenérios e resolver um tnico
problema de grande porte de forma direta, o qual é denominado por equivalente deterministico. Primeiramente

sao feitas algumas consideracoes para o entendimento da sua formulagao:

e Consideramos que o espaco amostral de cada estagio Z;, t = 2, ..., T foi discretizado em N; elementos;

e Denotamos & = (¢, A, by) um elemento de Z; ou, em outras palavras, algum no6 do estagio ¢t. Por isto,
quando utilizarmos o subindice ou superindice £ num vetor ou matriz, queremos dizer que esta matriz

ou vetor é de algum no & € =y;

e Para nédo sobrecarregar as notagoes neste momento, ndo utilizamos qualquer notagdao na formulacao

para especificar qual o n6 & € Z; que esta sendo utilizado, como foi feito nas figuras anteriores;

e Supomos que todas as realizagoes dentro de um mesmo estagio sejam equiprovaveis, isto é, a probabi-

lidade p(¢,) de qualquer arco entre os nés dos estigios t — 1 e t & p(e,) = 1/Ny;

e A probabilidade p(¢,) de alcangar um né & € Z; ¢ o produto das probabilidades dos nés que formam

um caminho do primeiro estagio até o né &, o que é dado por pe,) = P(e,) * Pgs) " L&) = szz 1/Ny;
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e Um antecessor do noé &; é denotado por a(§;) € Z¢—1. Isto quer dizer que x?(f”) denota a solugao obtida

z¢—1 no n6 do estégio anterior que estd conectado por um arco com &;.

Diante destas consideragoes, segue a formulagao equivalente deterministica:

min C{xl + Z p(§2)cszx§2 + Z p(§3)C§3T:E§3 +o Z p(ST)CETT"EET
§2€52 §3€E3 ETEET
sa Az =
sz‘rl + Afzxﬁz = bEza V2 € By (3.39)
Bﬁsxg(&) + Afsxfs = b&ga V§3 €23
Be, x4 A = bey, Vér €E
[ + &rTér IS) §T € ET.

Representar o problema (3.39) de modo que seja implementado computacionalmente e resolvido de forma
direta pelo problema (2.26) ¢ semelhante ao que foi feito nos casos anteriores, mas deve-se tomar alguns
cuidados quanto ao calculo das probabilidades envolvidas e a associagao das sequéncias de nés de forma
correta, o que influencia diretamente nas restrigoes do problema. A partir de agora definimos M; = ]_[::2 N;,
por praticidade, e utilizamos a distin¢do de cada n6é em seu respectivo estigio por & = (ci, AL b)), com
i=1,...Nyet=2,..T,isto é, Afg representa a matriz A localizada no né i do estéagio t.

Para simplificar o tamanho dos vetores b e ¢, sao definidos dois vetores b; e ¢; em blocos de modo que
agrupe todas as realizagoes dentro de um mesmo estagio, onde t = 2, ..., T:

Ce} bex
c = e b=
Cellt bey

Precisamos redefinir a variavel de decisao x, os vetores b e ¢ e a matriz A do problema (2.26) da seguinte

maneira:
e Agrupar as varidveis x; e T¢i e os vetores bfz e cf; comi=1,..,.Nyet=2,..T:
1 [ by ] [ c1 i
T
& 2 Plea) " 2
: b Pes) * €3
T My : Repete : Repete
2 : My vezes : M vezes
c=| Tg |, b= bs c=| P Cs
T Mg br P(ér) " CT
Repete . Repete
Mr_1 vezes : Mr_1 vezes
T, ap L br L Per) - CT
- T -

Observacao: As probabilidades integradas no vetor ¢ s6 se repetem dentro de um mesmo estagio por

causa da consideracdo que foi feita sobre as realizacoes da variavel aleatoria em cada estégio serem
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equiprovaveis. Caso contrario, representar as probabilidades envolvidas seria um processo mais delicado,

o qual poderia ser feito utilizando a probabilidade de ocorrer os nés antecessores;

e Agrupar todas as matrizes A1, A&-ti e B&i’ comt=1,...,N; et =2,.. T, em blocos, onde os espagos

em brancos sao preenchidos com zeros.

Ay
By Ay
Bfé\’z Agé"z
Bg Ag
BEéV:; Agé\’x
Repete My vezes
Bfé Agé
A= : -
B, n~s A N3
&3 3
B, ~nr A N
3 T
Repete Mr_; vezes
Bé}r A@r}
B~y A Np
L &r F—

Obviamente este problema possui dimensoes muito grandes dependendo do nimero de estagios e de quan-
tas realizacoes das variaveis aleatorias ha em cada um deles, pois a combinagao das realizagoes resulta num
crescimento exponencial da dimensao do problema. Apesar da matriz A apresentar algumas caracteristicas

6 e ser triangular inferior em blocos, normalmente no é viavel resolver o problema

relevantes como ser esparsa
(2.26) com estes dados.
No proximo capitulo é feita a modelagem de dois problemas de despacho hidrotérmico e aplicado o

algoritmo PDDE para resolvé-los. As solugoes obtidas sao apresentadas e discutidas por meio de graficos.

6Uma matriz é dita esparsa quando possui uma grande quantidade de elementos nulos.



Capitulo 4

Resolucao de problemas de despacho

hidrotérmico pelo algoritmo PDDE

Este capitulo é dedicado & modelagem e resolugao do problema de despacho hidrotérmico em duas configu-
racoes ficticias diferentes. A primeira, apresentada na Secdo 4.1, é composta por um sistema de 3 usinas
hidrelétricas e 3 termelétricas e foi desenvolvida juntamente com o Dr. Clovis Caesar Gonzaga, professor
aposentado da Universidade Federal de Santa Catarina e da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Na
Segao 4.2 apresentamos a segunda configuragao composta por 7 usinas hidrelétricas e uma termelétrica, cujos
dados foram obtidos de [33], os quais correspondem a 7 usinas do sul do pais de um sistema teste de 33
barras. Apesar das modelagens representarem o problema com horizonte de planejamento a curto prazo
estendido (1 ano), utilizou-se o método aplicado para o problema de planejamento a médio prazo (5 anos), o
PDDE, descrito na Segao 3.4.3. Estes problemas possuem recurso relativamente completo, pois a demanda de
energia sempre serd atendida, visto que o déficit é considerado ilimitado. A partir de graficos que ilustram o
comportamento dos niveis dos reservatorios, das geragoes de energia e dos custos, apresentamos os resultados

obtidos pelo algoritmo junto com algumas analises.

4.1 Sistema com 3 hidrelétricas

4.1.1 Descricao do sistema

Iniciamos esta se¢gao apresentando uma ilustragao do sistema composto por 3 usinas hidrelétricas com re-
servatorios e 3 termelétricas, como segue na Figura 4.1, na qual as usinas hidrelétricas estao representadas
pelas letras H;, as termelétricas por T;, as afluéncias que chegam aos reservatorios por a; e a dgua liberada
por turbinamento ou vertimento das hidrelétricas por ¢; e s;, respectivamente. As setas indicam o fluxo da
agua no sistema, indicando se ela entra ou sai dos reservatorios das usinas hidrelétricas. Veja que a dgua que

chega ao reservatério de Hy ja considera o fato das hidrelétricas Hy e Hy estarem em cascata, isto é, elas

68
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estdo num mesmo rio e H; estad a montante’ de Hs, o que implica que Hy recebe a dgua das vazdes de H; e

da afluéncia natural ay. Ja a hidrelétrica Hs esté em paralelo com as outras duas.

as |

qs
TN
Hs >
A

\

q1 q2

/\1 a2+q1+S1 /\\

Figura 4.1: Sistema de 3 usinas hidrelétricas e 3 termelétricas.

4.1.2 Dados do sistema e do problema

Nesta segao apresentamos todos os dados referentes ao problema que estamos interessados em resolver e as
caracteristicas do sistema. A Tabela 4.1 exibe as nomenclaturas utilizadas na modelagem. Algumas vezes
utilizamos simplesmente o termo "usina" para nos referir a uma usina hidrelétrica.

As proximas tabelas trazem informagoes referentes ao problema e ao sistema. A Tabela 4.2 contém os
dados do problema, tais como horizonte de planejamento, ntiimero de estagios, a demanda energética do
sistema, entre outros. Ja as Tabelas 4.3 e 4.4 contém dados das usinas hidrelétricas e termelétricas que, por
sua vez, foram utilizados valores pequenos e inteiros, os quais facilitariam na verificacao de alguns resultados.

Além destas informagdes, como estamos tratando de um problema estocéstico, as afluéncias sao conside-
radas como variavel aleatéria, onde fizemos o seguinte procedimento para criar um conjunto de sequéncias

hidrolégicas, isto é, os cenarios para as 3 usinas ao longo dos 12 estagios:

e Determinamos uma matriz ref de referéncia para nos auxiliar na construgao da arvore de cenéarios.
Esta matriz possui dimensoes 3 x 12, onde a componente ref; ; da matriz representa uma afluéncia
para a usina ¢ no estagio j, a qual seré utilizada como base para construgao dos cenérios. A matriz ref

possui 12 colunas porque estamos modelando o problema em 12 estagios. Segue a matriz:

19,5 18,0 16,5 15,0 13,5 12,0 10,5 12,0 15,0 15,0 16,5 18,0
ref=1, 10,4 9,6 88 80 7.2 6,4 56 64 80 80 88 96 |;
19,5 18,0 16,5 15,0 13,5 12,0 10,5 12,0 15,0 15,0 16,5 18,0

ITermo utilizado para se referir a usinas que estdo em pontos mais altos, ou na direcdo da nascente do rio.
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Nomenclatura Descricao
T Numero total de estagios
t Indice associado ao estagio ¢t € {1,..., T}
v} Volume do reservatoério ¢ no final do estagio ¢
q Vazao turbinada da usina i no estégio ¢+ em hm3/més
st Vazdo vertida da usina i no estagio ¢t em hm?®/més
dy Déficit de energia no estagio t em MWmés
al Afluéncia no reservatorio i estagio t em hm?/més
Pi Produtividade da usina i em MWmés/hm?/més
ght Geragao da usina i no estagio t em MWmés
gti Geragao da usina térmica ¢ no estagio t em MWmés
gey Geragao total das térmicas e do déficit no estagio ¢ em MWmés
ct; Custo de produgao associado & usina térmica ¢ em R$/MWmeés
cd Custo associado ao déficit de energia em R$/més
cey Custo da geragdo ge; associado ao estagio t em R$/més
dfy Fator desconto no estégio t
D Demanda de energia do sistema em MWmés
T Variéavel associada ao valor esperado aproximado da fungao recurso
€ Tolerancia do critério de parada
z Limite inferior determinado por (3.32)
Z Estimativa do limite superior determinado por (3.33)

Tabela 4.1: Nomenclaturas

e Construimos uma matriz auxiliar denominada auzr de dimensoes 3 x 125 a partir de trés cartesianos de
um mesmo conjunto formado por valores que correspondem as probabilidades acumuladas de 5%, 27%,
50%, 72% e 95% de uma distribui¢do normal de média 1 e desvio padrao 0,3, os quais correspondem a
valores igualmente espacados no intervalo entre os ntmeros 0,05 e 0,95. Esta matriz sera utilizada para
a calcular as possiveis afluéncias de cada reservatoério em cada estagio do problema, como mostram os

proximos itens;



RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE DESPACHO HIDROTERMICO

Horizonte de planejamento 1 ano
Numero de estagios 12
Demanda do sistema 120 MWmés
Custo do déficit R$ 10,00/ MWmés
Fator desconto e 0.01(t—1)

Tabela 4.2: Dados do problema

Usina térmica | Custo (R$/MWmes)

Geragao maxima (MWmés)

T1 1 10
T2 2 10
T3 4 10

Tabela 4.3: Dados das usinas térmicas

H, H, H;

Volume méximo (hm?) 100 50 100
Volume inicial (hm?) 50 25 50

Vazao turbinada maxima (hm?/més) 60 80 60
Produtividade p; (MWmés/hm?/més) 1 1 1

Tabela 4.4: Dados da usina hidrelétrica
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e A matriz aux é multiplicada por cada coluna da matriz ref, onde cada elemento da coluna multiplica
a respectiva linha da matriz aux. Para cada coluna multiplicada obtemos uma matriz 3 x 125, onde

armazenamos os produtos numa matriz tridimensional de dimensoes 3 x 125 x 12;

e Por fim, sorteamos aleatoriamente 10 das 125 colunas de cada nivel? da matriz tridimensional do item
anterior, obtendo uma nova matriz denominada aflu com dimensbdes 3 x 10 x 12, onde, fixado um
nivel k, cada coluna representa uma realizagao da variavel aleatéria no estagio k, isto é, esta matriz
contém 10 valores da variavel aleatéria para cada estidgio. Um cenario deste problema corresponde a
escolher uma tnica coluna de cada nivel da matriz aflu, obtendo uma sequéncia de afluéncias para

cada reservatorio em cada estéagio;

e Diante desse processo para obter valores de afluéncias para os reservatorios, resultamos numa arvore

com 10! cenarios.

4.1.3 Modelagem do problema

A modelagem deste problema é muito proxima daquela elaborada no exemplo de despacho hidrotérmico
deterministico resolvido na Secao 2.2. No entanto, h& algumas diferengas por questao da quantidade de
usinas e estagios.

Por questao do ntimero de estagios, incluimos o fator desconto (df;), o qual aparece multiplicando o custo
das térmicas e do déficit. Este fator faz com que o custo diminua no decorrer dos estégios e, como consequéncia
disso, a produgao de energia hidrelétrica sera priorizada, enquanto que a produgao de energia termelétrica
seré deixada para os ultimos estagios, quando possivel. Esse fator desconto "é um indicador financeiro para
trazer o custo de operagdo futuro a valor presente", [13]. Portanto, o custo ¢; de um determinado estagio ¢ é
dado por

3
¢y =dfy - [Cd ~dy + thi ~gt§}. (4.1)
i=1

Percebe-se que o custo das termelétricas e déficit podem ser escritos por uma fungao linear por partes, a
qual corresponde ao méximo entre cada fungao linear que representa o custo das usinas térmicas e o déficit,
pois ao utilizar a geragao maxima de uma usina térmica, aciona-se a seguinte até atingir sua geragao maxima.
Essa sequéncia segue até o déficit completar o suprimento de energia do sistema, caso seja necessario. As
fungoes lineares por partes se diferem minimamente para cada estégio por causa do fator desconto, que
influencia nos coeficientes das fungoes lineares referentes aos custos das termelétricas e déficit.

Deste modo, podemos representar o custo do sistema em qualquer estagio sem utilizar uma variavel para
cada termelétrica e déficit. Para isto, agrupamos as informagoes referentes & geracdo de energia térmica e
ao déficit pela variavel ge; e por ce; a fungao linear por partes que representa o custo de cada unidade desta

energia no estagio t, que é dada pela Figura 4.2.

2Denominamos por nivel k da matriz tridimensional elementos da forma a;,j,k, com k fixo.
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Figura 4.2: Fungao custo das termelétricas e déficit linear por partes.

Veja que deste modo estamos considerando que o déficit é uma usina térmica ficticia com um custo de

geragao elevado. Portanto, o custo ¢; num estagio ¢t é modelado do seguinte modo:
cy = cey - gey. (4.2)

as vazbes vertida (s

As ultimas consideragoes a serem feitas s@o que o volume minimo (v s i)

:nin)7 €

turbinada (g’,;,,) minimas de uma usina H;, i = 1,2,3, serdo consideradas nulas e a vazao vertida maxima

i e e
(8!,ae) € ilimitada, isto é, v

7
mazxr

9

— 4t ot
min — min = S

. = 00, para todos os estagios. Como foi remodelado

n=20es
a quantidade de energia gerada pelas termelétricas e o déficit, as limitacées minima e méaxima da variavel ge;
sao 0 e oo, respectivamente. Além disto, a produgao de energia da usina i num estagio ¢t é dado pela variavel
ght, a qual corresponde a ght = p; - i, i = 1,2, 3.

A partir de agora exibimos para cada estégio ¢ o vetor de decisao do problema, a fungao objetivo e quatro

tipos de restrigoes: de balango hidrico, de atendimento a demanda, das limitagoes das usinas e da fungao

custo:

e Vetor decisao:
1.2 .3 1 2 3 1 2 3 31 32 33 T
Tt = [Ut ) vt ) Ut ) Qt ) Qt ) qt ) St ) st ) St 9 ght 9 ght ) ght , g€, CEy, Tt-‘rl] (43)
Lembramos que a componente r; do vetor decisao é referente a aproximacao do valor esperado da funcao

recurso para cada estagio;

e Funcgao objetivo: soma dos custos das usinas térmicas e do déficit de energia com o valor esperado do

custo dos estagios futuros;

fe(@e) = ceq - ger + i1, (4.4)

onde rpy1 = 0.

e Balango hidrico: o volume atualizado dos reservatorios das usinas Hy e Hs sao dados pela diferenca

entre o volume inicial adicionado & afluéncia e a soma das vazoes vertida e turbinada das usinas. Como
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a usina Hy estd em cascata com Hy, a expressao de seu volume é analoga ao das demais, adicionando-se

as vazoes turbinada e vertida da usina Hj:

vf =50 +aj — (¢ + s¢)
v =25+af — (¢f +s7) + (a; + s1) (4.5)
v} =50+ a} — (¢} +57);

Atendimento & demanda: a soma da geragdo de energia das usinas termelétricas e hidrelétricas junto

com o déficit é igual & demanda:
3

Zghi +get +di = D; (4.6)
i=1
Limitagoes das variaveis:
0<vi<wol .. i=1,23

0<q¢'<q0s, 1=1,2,3
== (4.7)
si>0, i=1,23

0 < gey < oo.

Custo: Desta forma que o problema foi modelado, é necessario ter um certo cuidado com as restrigoes
que envolvem o custo, pois elas mudam a cada estagio por causa do fator desconto. Como queremos
minimizar o custo ce; e sabemos que ele é 0 maximo de fungoes lineares por partes determinadas pelas

funcoes de custo de cada termelétrica e déficit, temos as seguintes restrigoes:
3 .
cer > mi+ni- (D—Zghi —dt), i=1,...,4, (4.8)
j=1

onde my e n} sdo os coeficientes linear e angular, respectivamente, das fungdes custo de cada termelétrica
e do déficit no estagio t. Lembre-se que os dados que mudam no decorrer dos estagios por causa do

fator desconto sdo os coeficientes mi e n .

Este problema foi resolvido pelo algoritmo PDDE. Desta vez nao apresentamos as matrizes e vetores do

problema, pois esse processo ja foi realizado em outros exemplos. Exibimos apenas a configuracao utilizada

no algoritmo e graficos que ilustram as principais caracteristicas do algoritmo e de uma solugao obtida a

partir da simulagao de um cenario, tais como os niveis do reservatorio, as produgoes de energia, as vazoes

turbinadas das usinas e um comparativo entre o custo futuro esperado e o custo do cenario.

4.1.4 Resolugao pelo algoritmo PDDE

Primeiramente relembramos que estamos considerando que o problema é independente por estagios por

simplicidade, onde temos 10 afluéncias para cada estigio resultando em 10'! cenérios, os quais assumimos

equiprovéaveis. Da forma que a matriz de afluéncias foi construida, também hé 10 possibilidades de afluéncias

para o primeiro estagio, no entanto o consideramos deterministico, isto é, conhecemos as afluéncias que irao
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chegar aos reservatoérios. Deste modo, fixamos uma coluna qualquer do primeiro nivel da matriz tridimensional

aflu para representar esta afluéncia.

Como foi descrito na Secao 3.4.3, a quantidade de cenéarios escolhidos para a fase progressiva do algoritmo
PDDE é arbitrario e isto influencia diretamente no esfor¢co computacional para executa-lo e na qualidade
da solugdo. Em [32] sdo apresentados alguns testes computacionais comparando diferentes estratégias para
a escolha da quantidade de cenarios a serem tomados na fase progressiva do algoritmo. A partir destes
testes, sugere-se que utilizar uma estratégia onde se eleva o niimero de cenarios na fase progressiva durante o
processo iterativo pode gerar resultados melhores do que fixar um ntmero de cenarios. Em outras palavras,
isto se resume em utilizar um ntimero pequeno de cenérios durante as primeiras iteragoes, de forma a obter
maiores valores para o limite inferior num tempo computacional menor, e aumentar o nimero de cenarios

nas iteragoes seguintes.

Considerou-se entao a estratégia "FW 4" para os testes computacionais desta segdo, sugerida em [32].
Nesta estratégia sao considerados 25 cenarios aleatérios nas 16 primeiras iteragoes e 200 cenérios aleatorios
nas 13 iteragbes seguintes na fase progressiva. No entanto, para que o algoritmo finalizasse num tempo
computacional razoavel, foi considerada uma reducao de 80% no numero de cenérios, resultando um total
de % x (25 x 16 + 13 x 200) = 600 cortes, calculados na fase recursiva, que aproximam cada fun¢ao Qy,
t=2,...,12, ao longo de 29 iteragoes. Deste modo, foram resolvidos um total de [1+16x5x (12—1)]+[1+13 %
40% (12—1)] = 6.602 subproblemas na fase progressiva e [16 x5 x10x (12—1)]+[13x40x 10x (12—1)] = 66.000

subproblemas na fase recursiva.

O critério de parada adotado no algoritmo foi pelo nimero maximo de itera¢oes k4. = 29. No entanto,
nao deixamos de verificar os outros critérios de parada, aqueles sugeridos em [11] e [16], que sdo determinados
respectivamente pelas expressoes (3.37) e (3.38), e o critério de estabiliza¢do do limitante inferior z, no qual
verificamos se o desvio padrao dos 5 ultimos limitantes inferiores calculados pelo algoritmo é menor que uma
tolerancia € = 1074,

O algoritmo PDDE foi implementado no Matlab versao 8.5.0.197613 (R2015a) e aplicado em um compu-
tador desktop Intel Core i7-7700k, CPU 4.2 GHz com 16GB RAM, Windows-10 Pro 64 bits.

A seguir, apresentamos a Figura 4.3 que contém os dois primeiros critérios de parada citados anterior-

mente, os quais foram verificados no decorrer das iteragoes:

A linha vermelha representa a estimativa do limitante superior Z juntamente com o intervalo de confianca
dado pela expressao (3.37). Lembre-se que os valores de Z dependem diretamente dos cenérios escolhidos na
fase progressiva, pois eles sdo calculados como a média dos custos destes cenérios. A linha azul representa
o limitante inferior z e a linha verde é a diferenga entre o limite superior Lg,, do intervalo de confianca
e o limitante inferior, o qual descreve o critério sugerido por [16], onde a linha tracejada é a tolerancia
determinada para este critério. Veja que pelo critério de intervalo de confianga o algoritmo teria parado
j& na segunda iteracgao, pois a linha azul se encontra dentro do intervalo. O segundo critério, determinado

pelas linhas verde e tracejada, foi satisfeito j4 na terceira iteracdo, pois o limite superior do intervalo de
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Critérios de parada da PDDE
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Figura 4.3: Critérios de parada sugeridos por [11] e [16].

confianga L, se encontra abaixo do limitante inferior do algoritmo z, sendo a diferenca entre eles negativa.
Além disto, a partir da terceira iteracao o limitante inferior comeca a apresentar variagoes muito pequenas
e uma variagdo um pouco maior na iteragdo 26. Verifica-se na Figura 4.4 que, apesar do desvio padrao das
5 ultimas iteragoes com a tolerancia € estarem coincidindo, aparentemente, o desvio padrao nao ficou menor

que a tolerancia, sendo 0,0316 o menor valor atingido na ultima iteragao.

Critério de parada da PDDE

700 [ ' ' - 1
Desvio padrao
---c

Desvio padrao

lteracdes

Figura 4.4: Desvio padrao das 5 tltimas iteragoes.
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Feitas as analises sobre os critérios de parada, verificaremos a média das solugoes obtidas a partir da
simulagao de 1000 cenarios escolhidos aleatoriamente, onde mantivemos a afluéncia do primeiro estagio.
Para gerar estes cenarios, foram escolhidas 10 colunas aleatoriamente de cada nivel da matriz de dimensoes
3x 125 x 12, ja mencionada. A partir desta simulagdo podemos verificar se as aproximagoes do valor esperado
das fungoes recurso, calculadas pelo algoritmo, estao relativamente proximas a simulacdo de um conjunto de
cenarios possivelmente distintos.

Ao fazer a simulagdo para este conjunto de cenarios aleatérios, obtemos que, de acordo com a média
das vazdes turbinadas das usinas (Figura 4.5), a média dos niveis dos reservatorios, exibidos na Figura 4.6,
se esvaziaram ao longo dos estagios. A geracao de energia térmica, ilustrado na Figura 4.7, em meédia, se
manteve no maximo até o sétimo estigio, de modo que o déficit fosse minimo ao longo de todos os estagios.
No entanto, mesmo gerando energia térmica ao méximo, ocorreu déficit nos estagios 8, 9 e 10. Isto se reflete
nos baixos niveis de agua dos trés reservatorios a partir do sétimo estagio. Isso ja era esperado por influéncia
do fator desconto, pois prioriza-se a geracao de energia das hidrelétricas. Nas Figuras 4.5 e 4.6 as linhas
tracejadas indicam as limitagoes méximas das variaveis, onde a segunda figura comega no estagio t = 0, pois

representa o nivel inicial dos reservatorios.

90 1 T T T T T T T T T T

H1

B0 b o e e e e e e e e He ||
H3

70 B

60 [

g 50 .
©
<
2
3 40r 4
o
wg
3
> 30 /\/
10 [ 5
ok 4
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Estagios

Figura 4.5: Vazoes turbinadas das usinas.

Nao exibimos o grafico das vazoes vertidas porque todas foram nulas em todos os estagios. Outro detalhe
a ser visto para esta sequéncia hidrologica é o seu custo operacional, o qual foi denominado por "custo
futuro". Na Figura 4.8 exibimos a comparacao do custo gerado por esta simulacdo de 1000 cenarios pelo
valor esperado aproximado dos custos deste processo estocéstico.

Quando comparamos os dois custos da Figura 4.8 percebemos que a aproximacao do valor esperado da

funcédo recurso calculado pelo algoritmo foi proxima a média dos custo da simulacdo, sendo este um pouco
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Figura 4.6: Volumes dos reservatorios.
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Figura 4.7: Geragoes de energia hidrelétrica e termelétrica.

mais barato do que se previu. A Figura 4.9 justifica essa diferenca, pois percebe-se que a média das afluéncias
sorteadas para o algoritmo, linha vermelha, é inferior & média das afluéncias da simulagao, linha azul.
Ultimo detalhe a ser observado no algoritmo é o grande aumento de tempo no decorrer das iteracoes, o
que pode ser visto na Figura 4.10, principalmente a partir da iteragao 17. Isto se deve ao de fato que, neste
exemplo, nas 16 primeiras iteragoes acrescentava-se 5 novas restrigoes nos subproblemas e a partir da iteragao

17 acrescentava-se 40, devido a inclusao das aproximagoes.
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Figura 4.8: Custo operativo do cenario x valor esperado dos custos.
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Figura 4.9: Média das afluéncias do algoritmo x Média das afluéncias da simulagao.

4.2 Sistema com 7 hidrelétricas

4.2.1 Descrigao do sistema

Neste outro exemplo de despacho hidrotérmico, o sistema composto por 7 usinas hidrelétricas e uma ter-
melétrica é dividido em dois subsistemas, o que difere em algumas caracteristicas dos demais exemplos.

Utilizamos esta composicao em dois subsistemas com o intuito de aplicar o algoritmo num problema que
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Figura 4.10: Tempo gasto nas iteragoes.

tenha caracteristicas mais préoximas do problema real de despacho hidrotérmico do Brasil, que é composto

por 5 subsistemas. Primeiramente ilustramos na Figura 4.11 a topologia deste sistema.

Subsistema, 2

92 g4 qs

g3
a2+q1+S1 ‘ /\ a3+(q2+Sg ‘ /\ a4+q::,+53m a5+Q4+S4m
3 A

- > — - H > - : -

Intercambio

Subsistema, 1

Figura 4.11: Sistema de 7 usinas hirelétricas e uma termelétrica.

O primeiro subsistema é composto por 3 usinas, das quais duas sdo em cascata e outra é em paralelo,

e uma termelétrica. J& o segundo é composto por 4 usinas em cascata. Note que na Figura 4.11 ha duas

representagoes para as usinas: os tridngulos indicam as usinas com reservatoérios e os circulos sao as usinas
. L . . )2 i . . . .

que nao possuem, as quais sao denominadas usinas a fio d’agua. Além disto, veja que existem afluéncias

entre as usinas. Estas afluéncias representam a agua vinda das chuvas. Além disto ji representamos na

figura o efeito cascata, onde a 4gua que chega aos reservatorios tem origem da afluéncia natural e das vazoes
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turbinadas e vertidas da usina a montante, como foi descrito na se¢ao anterior.

Cada subsistema é responsavel por produzir energia elétrica para uma determinada regido. Quando um
deles nao consegue suprir a demanda do mercado, utiliza-se o intercimbio de energia entre os subsistemas.
Isto significa que um subsistema ira transferir parte de sua energia produzida para o outro subsistema, cujo

objetivo é evitar a ocorréncia de déficit na regiao em que o subsistema é responsavel.

4.2.2 Dados do sistema

As nomenclaturas utilizadas para esta modelagem sao as mesmas da Tabela 4.1, a menos do déficit, que pos-
sui uma variével para os subsistemas 1 e 2 nos estagios ¢, sendo elas d} e d7, respectivamente, das demandas
D1 e D5, do intercambio INT;, a qual representa o envio de energia do subsistema 1 para o subsistema 2,
quando assume valores positivos, e o contrario, quando assume valores negativos, num determinado estagio
t, e também o fator produtividade de armazenamento, determinado pelas constantes 7); para cada reservato-
rio. Observamos que, em relagao aos dados fornecidos, preferimos triplicar a demanda, pois, com os dados
fornecidos, o custo esperado do problema era nulo. A seguir exibimos as caracteristicas do problema e das

usinas hidrelétricas e termelétricas nas Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7.

Horizonte de planejamento 1 ano
Numero de estagios 12

Demanda do Subsistema 1 8104,25 MWmés

Demanda do Subsistema 2 1684,37 MWmés

Custo do déficit no Subsistema 1 | R$ 1000,00/MWmeés

Custo do déficit no Subsistema 2 | R$ 1000,00/MWmés

Fator desconto e—0,01(t—1)

Tabela 4.5: Dados do problema

Usina térmica | Custo (R$/MWmés) | Geragdo méaxima (MWmés)

T1 470,00 458,325

Tabela 4.6: Dados da usina térmica

Uma observagao a ser feita referente & Tabela 4.7 é que, como as usinas H4, Hs e H7 sao do tipo fio d’agua,
elas ndo possuem reservatorios e por isto ndo armazenam agua. Isso justifica suas constantes produtividades
de armazenamento 7; serem nulas.

As limitagoes de intercAmbio de energia, INT,,;, ¢ INT,,q., entre os subsistemas para todos os estagios

estao na tabela a seguir:



82 RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE DESPACHO HIDROTERMICO

H; H> Hs Hy Hsy Hs H7
Volume minimo (hm?) 1974 2562 2662 1124 | 3573 2283 5100
Volume méaximo (hm?) 5779 2950 6775 1124 | 3573 3340 5100
Volume inicial (hm?) 5779 2950 6775 1124 | 3573 3340 5100
Vazdo turbinada maxima (hm?/més) 1376 1268 1576 1784 | 2100 1311 1590
Produtividade p; (MWmés/hm3/més) | 0,9357 | 0,6664 | 0,6456 | 0,939 | 1,21 | 1,227 | 1,084
Prod. de armaz. 7; (MWmés/hm?/més) | 0,1117 | 0,1057 | 0,06295 | 0 0 |01521| o

Tabela 4.7: Dados das usinas hidrelétricas

Intercambio I NT,,;, minimo | -3693,6 MWmés

Intercambio INT,, 4, maximo | 3693,6 MWmeés

Tabela 4.8: Limitagoes do intercambio.

4.2.3 Modelagem do problema

Uma das novidades desta modelagem ¢ a inclusao o fator produtividade de armazenamento, que aparece na
expressao de geracao de energia das usinas hidrelétricas. Acrescentamos esta informagao porque consideramos
que o volume de agua armazenado nos reservatorios também influencia na producao de energia, o que faz
sentido, pois quanto maior forem os niveis dos reservatorios, maior sera a energia potencial da &dgua. Esta
serd transformada em energia cinética no canal de adugao, movendo as turbinas, e, por fim, transformada
em energia elétrica pelos geradores. Segue uma ilustragao na Figura 4.12 que representa a estrutura de uma

usina hidrelétrica com reservatorio:

.1’—-,: <- !@f‘i@ € M axi i_m_o_l!o_rr_n_al_ ______________________ Vertedor

Casa de
Maquinas

Vazdo
vertida

| Gerador
------------------------------- Barragem

Turbina

Vazdao

Canal de Fuga

Vazdo

defluente

Figura 4.12: Estrutura de uma usina hidrelétrica com reservatério. Fonte: adaptado de [34]
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Deste modo, a geragdo de energia gh! da usina i num estagio ¢ é dada da seguinte forma:

T (1.9
pi- g+ v, se g >0,

Note que se a vazao turbinada ¢! de uma usina hidrelétrica 4 num estigio ¢ é nula, entdao nao faz sentido
haver geragao de energia elétrica, obtendo ght = 0. A energia s6 ¢é gerada a partir do turbinamento de 4gua,
o que ocorre quando ¢! > 0, ou seja, ghl = p; - qi +n; - vi.

Outra novidade foi a modelagem em dois subsistemas, o que nos permitiu a introdugao do intercAmbio de
energia entre eles. A varidvel INT; faz parte do vetor de decisoes e também da restricao de atendimento a
demanda, pois podemos consideréa-la como uma nova fonte de energia para suprir a demanda dos subsistemas.

Na exemplo da Secao 4.1 utilizamos o fato de que os custos das usinas termelétricas e do déficit poderiam
ser representados por uma fung¢ao linear por partes, a qual variava a cada estagio por causa do fator desconto.
No entanto, outra forma de representé-lo é incluir o produto do fator desconto no vetor de custos, tomando
o devido cuidado de ndo multiplicar a componente r; do vetor decisdo. A ultima caracteristica a ser tratada,
antes da formulagao da funcao objetivo e das restrigoes do problema, é que as variaveis que limitam as vazoes

%

. P 2 . . ~ _ 1 _ .
vertidas minima e maxima das usinas sao s;,;, =0e s},,, =00, i =1,...,7.

e Vetor decisao:

Ty = [Utl,...,vz,qtl,...,qZ,s%,...,sz,gh%,...,ghz,gt%,d%,df,INTt,rt_,_l]T; (4.10)

e Funcao objetivo: soma dos custos das usinas térmicas e do déficit de energia dos subsistemas.
ft(xt) = CtT.’Et = dft . [gt% . Ctl + cd - (d% + d?)} + Tt+1, (411)

onde rpy; =0e
¢t =[0,0,- -+ ,0,dfs - ct1,df - cd, df - d, 0,1];
28 vezes
e Balango hidrico: o volume atualizado dos reservatorios das usinas H; e Hg sao dados pela diferenca entre
o volume inicial adicionado & afluéncia e a soma das vazdes vertida e turbinada das usinas. Quanto ao
reservatorio da usina Hs, H3, Hy, Hs ¢ H7, o volume atualizado tem a mesma expressao das outras, no

entanto sao adicionadas as vazoes turbinada e vertida da usina Hy, Ho, Hs, Hy e Hg, respectivamente:

v = 5779 + a} — (¢} )
vf = 2950 + af — (qf + s7) + (af + s¢
v = 6775+ a} — (¢} ) 2
v = 1124 + a} — (¢} + s3) + (¢ + s} (4.12)
(a7 + 57)
(a7 + s¢)
(af +57)

—~ o~~~

)
q; + s7)
)
)

vp = 3573 +a —
v9 = 3340 + af —

gt + st

v] = 5100 + a] — + (qf + s%);
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e Atendimento & demanda: a soma da geracdo de energia das usinas termelétricas e hidrelétricas junto

com o déficit e intercaAmbio de energia entre os subsistemas é igual & demanda do subsistema:

Z ghi + gty +d; —INT, = D; = subsistema 1

i€{1,6,7} . (4.13)
Zghi +d? 4+ INT; = Dy = subsistema 2,
i=2
onde gh? é dado por (4.9).
e Limitagoes das variaveis:
vl <ol <ol i=1,...,7
o< g <qgt ., i=1,...,7
= 40 = Gmac (4.14)

si>0, i=1,...,7
0 < gt; < 458, 325,

)

i
onde v T

ins U e g, sdo dados pelas linhas 1,2 e 4 da Tabela 4.7, respectivamente.

Desta vez consideramos que o volume inicial dos reservatérios é o proprio volume maximo, pois, ao
considerar somente a metade do volume méximo, obtivemos problemas com o algoritmo por nao encontrar
solucao para o problema no primeiro estagio por causa das usinas a fio d’agua. Isto ocorreu porque a
afluéncia que chegaria a pelo menos uma delas nao seria suficiente para que o volume estivesse entre as
limitagoes minimas e méximas, as quais sao iguais para este tipo de usina.

As afluéncias consideradas foram a série histéria do periodo de janeiro de 1931 até dezembro de 2013,
resultando em 83 anos ou 996 meses, dos seguintes reservatorios: Foz do Areia (Hi), Segredo (Hs), Salto
Santiago (H3), Salto Osorio (Hy), Salto Caxias (Hs), Machadinho (Hs) e Ita (H7). Os dados referentes as
afluéncias foram separados em dois grupos, um deles contendo os 54 primeiros anos para criar as aproximacoes
do valor esperado das fungoes recurso e outro contendo os 29 anos restantes para realizar a simulacao das
aproximagoes obtidas. A partir destes dados construimos uma matriz tridimensional destas afluéncias com
dimensoes 7 x 83 x 12. Desta matriz obtivemos 54 e 29 afluéncias para cada més do ano para o algoritmo
em si e a simulacdo, ou seja, o nimero total de cenérios correspondentes a estes dados é de 54!! e 291,
respectivamente. Realizadas todas as consideracoes a respeito da modelagem, prosseguimos com a resolugao

do problema.

4.2.4 Resolugao pelo algoritmo PDDE

Para este problema utilizamos a mesma tolerancia ¢ = 10~ para os critérios de parada determinados pelas

expressoes (3.37) e (3.38). O critério utilizado foi por nimero méaximo de iteracoes kg = 29, onde ana-

lisamos os outros critérios citados, assim como na segao anterior. Utilizamos também a mesma estratégia

"FW _ 4" da segao anterior, no entanto reduzimos 84% do nimero de cenarios da fase progressiva para que o
84

algoritmo finalizasse num tempo razoével. Deste modo, foram calculados 755 x (25 x 16 4 13 x 200) = 480
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cortes na fase recursiva do algoritmo que aproximam cada fungdo Qy, t = 2, ..., 12, ao longo de 29 iteragoes.
Além disto, foram resolvidos um total de [1+16 x4 x (12—1)]+[1+13 x 32 x (12— 1)] = 5.106 subproblemas
na fase progressiva e [16 x 4 x 54 x (12 — 1)] 4+ [13 x 32 x 54 x (12 — 1)] = 285.120 subproblemas na fase
recursiva.

Ao fim das iteragbes do algoritmo, verifica-se na Figura 4.13 que o algoritmo teria parado na terceira
iteragao pelo critério do intervalo de confianga. Quanto ao critério determinado por (3.38), o algoritmo

haveria parado na iteracao 9.

«107 Critérios de parada da PDDE
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Figura 4.13: Critérios de parada sugeridos por [11] e [16].

Veja na Figura 4.14 que o limitante inferior z apresenta um pequeno crescimento ao longo das iteragoes,
porém esté cada vez mais proximo de ser estavel. No entanto, este critério nao foi alcangado dentro das 29
iteragoes, sendo 4986,62 o desvio padrao do limitante inferior z da iteragao 25 até a ultima.

Como este problema possui um niimero maior de variaveis e restricoes, quando comparado ao problema
da Secao 4.1, ja era de se esperar que o tempo computacional fosse muito superior, o que, de fato, ocorreu.
O tempo gasto pelo algoritmo ao longo das iteragoes teve um crescimento muito significativo a partir da
iteragao 17, o que pode ser visto na Figura 4.15 , onde o tempo total decorrido de sua execugao foi de
aproximadamente 12 horas.

Feitas as consideragoes gerais sobre o algoritmo aplicado no sistema de 7 usinas, fizemos uma simulagdo
de 1000 cenérios aleatorios. Os graficos exibidos a seguir sao referentes as médias de todas as solugoes obtidas
da simulacao.

Analisando a média dos niveis dos reservatorios resultantes da simulagao, verificamos que, assim como

ocorreu no problema da Segao 4.1, os reservatorios atingiram, ou ficaram muito proximos, dos niveis minimos
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«108 Critério de parada da PDDE
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Figura 4.14: Desvio padrao das 5 dltimas iteragoes.
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Figura 4.15: Tempo gasto nas iteragoes.

no ultimo estagio, como pode ser visto na Figura 4.16.

Ja nas Figuras 4.17 e 4.18 podemos visualizar a média dos volumes de 4gua das vazoes turbinadas e
vertidas das usinas, respectivamente.

Para poder argumentar a respeito de todas estas informagoes apresentadas sobre as usinas, é necessario
visualizar os gréaficos referentes as médias de geragoes de energia de cada subsistema, lembrando que a

energia do subsistema 1 é gerada pelas usinas Hi, Hg e H; e pela termelétrica T e o subsistema 2 pelas
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Figura 4.16: Volumes dos reservatorios.
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Figura 4.17: Vazoes turbinada das usinas.

usinas Hsy, H3, Hy e Hs. Também faz parte do suprimento de energia dos subsistemas o intercAmbio. Estes

elementos estao ilustrados nas Figuras 4.19, 4.20 e 4.21.

Primeiramente veja na Figura 4.20 que o subsistema 2, em média, sempre gerou uma quantidade de
energia muito superior & demanda do subsistema, o que se reflete na constante transferéncia de energia para
o subsistema 1, como mostram os valores negativos da Figura 4.21. Verifica-se que, em praticamente todos os

estagios, o limite minimo da variavel foi quase atingido. Isso justifica as diversas ocorréncias de vertimento
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Figura 4.19: Geragao de energia no subsistema 1.

por parte das usinas, principalmente do subsistema 2, como pode ser visto na Figura 4.18, pois, além de
suprir a demanda do subsistema, elas geravam o maximo de energia possivel para fazer intercAmbio com o
subsistema 1 para minimizar o déficit ocorrido, e vertiam o restante.

J& no subsistema 1 verifica-se em muitos estagios o uso maximo da termelétrica 77 para diminuir o déficit
de energia. Cabe perguntar por que, por exemplo, as usinas H; e Hg nao turbinaram mais 4gua nos primeiros
estagios onde ocorreu o maior déficit de energia, sendo que seus reservatorios estavam num nivel alto de dgua

e que o turbinamento ndo estava em seu limite maximo? Note que ndo incluimos na pergunta a usina H7,
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Figura 4.20: Geragao de energia no subsistema 2.
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Figura 4.21: IntercAmbio de energia entre os subsistemas.

que também faz parte do subsistema 1, pois ela é a fio d’agua, ou seja, ela turbina exatamente a quantidade

de adgua que chega nela.

A resposta desta pergunta é que se considerassemos este problema deterministico, isto é, se tivéssemos
o conhecimento exato das afluéncias que iriam ocorrer no futuro, nao precisariamos das aproximagoes e,
certamente, isto ocorreria. No entanto, lembre-se que estamos lidando com um problema estocéstico, cuja

solucdo obtida leva em consideracdo muitos cenarios. Desta forma podemos dizer que as aproximacoes
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calculadas pelo algoritmo indicavam que haveria um custo baixo nos primeiros estagios, isto é, periodos
com volumes maiores de afluéncias. Isto podera ser visto com mais detalhes na sequéncia. Na Figura 4.22.
podemos verificar a comparagao das médias dos custos esperados e os da simulacao, junto com o desvio

padrao entre eles.

g % 108
== custo futuro esperado
== custo futuro
7+ desvio padréao
6
5
=]
24t
o
3k
ok
1+
0 1 1 1 1 1 'S
0 2 4 6 8 10 12

Estagios
Figura 4.22: Custo operativo do cenario x valor esperado dos custos.

Veja que, mesmo a média dos custos sendo mais elevada do que se esperava, o que pode ser visto pela
linha em azul na Figura 4.22 quando comparada com a linha vermelha, que é o valor esperado dos custos
futuros, a média dos custos da simulacido tem semelhanca com o custo esperado. A linha verde representa
o desvio padrao dos custos dos cenarios da simulacdo onde foi tomada a média dos custos futuros esperados
como a média do desvio padrao para cada estagio. Verifica-se que o desvio padrao assume valores altos, o
que pode ser justificado pelas diversas possibilidades de cenarios com baixas e altas afluéncias.

Podemos verificar pela Figura 4.22 que se esperava custos maiores em todos os estagios, o que pode ser
explicado pela Figura 4.23, onde a linha em vermelho representa a média de afluéncias da arvore de cenérios
do algoritmo e a linha em azul a média de afluéncias da arvore de cenérios da simulagao, por estagio. Observa-
se que a média de afluéncias do algoritmo é inferior em praticamente todos os estagios em relagao a média de
afluéncias da simulagao e por isto as aproximacoes calculadas pelo algoritmo consideraram afluéncias menores

no futuro, prevendo assim custos futuros maiores.
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Figura 4.23: Média das afluéncias do algoritmo x Média das afluéncias da simulagao.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho foram apresentados alguns conceitos e formulagoes de problemas deterministicos e estocasticos
que foram modelados em dois e multiestagios. A partir destas formulagoes, exibimos duas formas de resolver
os problemas, sendo uma delas de forma direta e a outra por técnicas de decomposicao, onde, nesta tltima
forma, foram abordados a PDDD, no caso deterministico, e a decomposicao aninhada e PDDE, no caso
estocastico.

Sabemos que como o Brasil é um pais que possui recursos hidricos em abundéncia e o uso destes recursos
necessita um planejamento adequado, apresentamos o problema de despacho hidrotérmico e alguns exemplos,
os quais foram descritos e modelados detalhadamente. Estes exemplos foram utilizados para ilustrar a
aplicacao das técnicas estudadas de programagao deterministica e estocastica. A partir destas aplicagoes,
notamos que houve um crescimento de tempo muito elevado entre as iteragoes do algoritmo PDDE, que foi
o pricipal a ser analisado, o que se da pelo grande ntimero de restrigoes que sao adicionadas por causa da
quantidade de cenarios considerados na etapa de simulacao.

Diante disto, para trabalhos futuros, vimos a necessidade de aprimorar o algoritmo PDDE, a fim melhorar
sua eficiéncia, reduzindo seu tempo de execugao; realizar modelagens mais realistas do problema de despacho
hidrotérmico, o que pode deixé-lo de ser linear por causa da relagao entre o volume do reservatério e a
geracao de energia hidrelétrica, o que motivaria a busca por outras metodologias de resolugao; utilizar séries
temporais ao invés das séries historicas de afluéncias; incluir na formulagao do problema a estocasticidade na

demanda; fazer um estudo de aversao ao risco.
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Apéndice A

Conceltos basicos

Neste apéndice apresentamos algumas defini¢oes bésicas de probabilidade e analise que foram tteis e impor-

tantes no desenvolvimento deste trabalho.

A.1 Probabilidade

Defini¢ao A.1.1. Uma o-dlgebra é uma cole¢io nao-vazia F de subconjuntos de ) que satisfaz as sequintes

propriedades:
e Se Ac F, entao A € F;

e Se A; € F € uma sequéncia enumerdvel de conjuntos, entao |J, .y Ai € F.

i€EN

Definicao A.1.2. Um espaco de probabilidade € uma tripla (Q, F, P), onde § representa o espago amostral
correspondente aos resultados de um experimento, F é a o-dlgebra de subconjuntos (eventos) de Q e P : F —

[0,1] é uma funcao que atribui probabilidades aos eventos.

Definigao A.1.3. Uma medida é uma funcdo pu: F — R que satisfaz as sequintes propriedades:
e u(®)=0;
o u(A) >0, VAe F;

e Se A; € uma sequéncia enumerdvel de conjuntos disjuntos, entao
Iz <U Ai) = ZM(Ai)-
i i

Se u(Q) = 1 entao p é uma medida de probabilidade, que é usualmente denotada por P. Deste modo,

P:F —[0,1] é¢ uma medida de probabilidade.
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A.2 Analise

Definicao A.2.1. Uma fun¢io f : R™ — R € dita semicontinua inferiormente (sci) num ponto xo € R™ se
f(zo) < lim inf,_,,, f(z). E dito que f € semicontinua inferiormente se é semicontinua inferiormente para

todo ponto de R™.

Definicao A.2.2. Uma fungao f: X CR™ — R continua é Lipschitz continua (ouw Lipschitziana) em X se

existe um numero nao negativo L tal que |f(x) — f(y)| < L|lx — yl||, para todo z,y € K.

Definigao A.2.3. Um conjunto X C R™ € dito convezo quando dados x,y € X, o segmento [z,y] =
{1 —=t)x+ty | tel0,1]} estiver inteiramente contido em X .

Definigao A.2.4. Seja X C R™ um conjunto convexo. Dizemos que a funcdo f: R™ — R € convera em X

quando
f(A =tz +ty) < (A =1)f(z) +1f(y),

para todos x,y € X et € [0,1].

Definigdo A.2.5. Considere uma fun¢do real estendida f : R — RU {oo}. E dito que o vetor z € R™ é um
subgradiente de f em xo se

f(@) > flwo) + 27 (x — xp), VaeR™
O conjunto de todos os subgradientes de f em xo é chamado de subdiferencial e é denotado por Of (xo)

Definicao A.2.6. Uma fungdo real estendida f : R™ — R U {oo} € chamada poliedral se ela € pripria,
convera e semicontinua inferiormente, seu dominio € um poliedro convezo, fechado e f(-) € linear por partes

em seu dominio.

Definigao A.2.7. O epigrafo de uma fun¢ao f:R™ — R é dado por

epif = {(z,0) € R™: f(a) < a}.
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