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Resumo

Sendo G um grupo e K um anel, abordaremos o conceito de álgebra parcial do

grupo G, denotada por Kpar(G), que é a K-álgebra associada às representações

parciais de G sobre K e é uma ferramenta bastante fina para dizer quando dois

grupos não são isomorfos. Mostraremos uma construção de Kpar(G) por meio

de um grupoide denotado por Γ(G) e faremos detalhadamente a construção das

componentes conexas de Γ(S3), a fim de calcularmos Kpar(S3). Também apre-

sentaremos o cálculo das álgebras parciais Cpar(S3), Cpar(Zp×Zp) e Cpar(Zp2).

Para compreender melhor este assunto, apresentaremos o Semigrupo de Exel

S(G), que é um monóide inverso cujas ações em um conjunto X estão em cor-

respondência biunı́voca com ações parciais de G em X . Além do mais, temos

que a álgebra de semigrupo KS(G), que é semissimples, é isomorfa à Kpar(G).

Palavras-chave: Álgebra parcial de grupo; Semigrupo inverso; Ação parcial de

grupo.
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Abstract

LetG be a group andK be a ring. In this work we study the partial group algebra

ofG, denoted byKpar(G), which is the algebra associated to partial representati-

ons of G over K and is a refined tool to tell when two groups are not isomorphic.

We present a construction of Kpar(G) by means of a groupoid denoted by Γ(G).

We present in detail the description of Kpar(S3) via construction of the connec-

ted components of the groupoid Γ(S3). We also present the calculation of the

partial group algebras Cpar(S3), Cpar(Zp×Zp) and Cpar(Zp2). In order to better

understand this issue, we present the Exel Semigroup S(G), which is an inverse

monoid whose actions in a set X are in one-one correspondence with partial ac-

tions of G in X . Moreover, the algebra semigroup KS(G) (that is semisimple)

is isomorphic to Kpar(G).

Keywords: Partial group algebra; Inverse semigroup; Partial group actions.
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Introdução

O objetivo central do trabalho é descrever o que vem a ser a álgebra parcial de um grupo

G dado. Esta álgebra é denotada por Kpar(G), onde K é um anel comutativo com unidade, e

foi apresentada inicialmente em [4] por Dokuchaev, Exel e Piccione.

A álgebra parcial de grupo faz parte de uma série de trabalhos que vem sendo desen-

volvidos recentemente na área de Álgebra após a apresentação do conceito de ação parcial por

Exel na década de 90. Uma de suas aplicações é identificar quando dois grupos não são iso-

morfos. Ou seja, se, dados dois grupos G e H , suas respectivas álgebras parciais Kpar(G) e

Kpar(H) não são isomorfas, então G e H também não são.

No entanto, a importância do estudo das álgebras parciais não se resume somente a

conhecer uma ferramenta mais fina para identificar quando dois grupos não são isomorfos. A

álgebra parcial Kpar(G) é isomorfa a álgebra do Semigrupo de Exel S(G). O Semigrupo de

Exel (ou Monóide de Exel) é, na verdade um semigrupo definido por geradores G e relações

iguais às que definem a álgebra parcial Kpar(G), logo tratam-se, em suas essências, do mesmo

objeto matemático. Em especial, a importância de S(G) é que suas ações em um conjunto X ,

estão em correspondência biunı́voca com ações parciais de G no mesmo conjunto.

No primeiro capı́tulo, apresentamos um breve estudo a respeito de semigrupos, em

especial semigrupos inversos. Um semigrupo inverso é um caso particular de um semigrupo

regular. Um semigrupo regular é um semigrupo S em que, para cada s ∈ S existe um elemento

s∗ ∈ S tal que

ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗.

A diferença do semigrupo regular para o semigrupo inverso é que, no segundo caso, o elemento

s∗ precisa ser único.

No capı́tulo 2, vemos que S(G) é um semigrupo inverso e também vemos o já men-

cionado resultado que ações de S(G), estão em correspondência biunı́voca com ações parciais

de G. Nesse capı́tulo também vemos a construção de grupo e semigrupo livre, deixando claro,
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assim, que S(G) é, de fato, um semigrupo.

Neste mesmo capı́tulo, construimos a álgebra de um grupo e de um monóide, além

de apresentar resultados importantes a respeito da semissimplicidade da álgebra de um grupo

finito, como os teoremas de Wedderburn-Artin e de Molien, que serão importantes para melhor

compreensão do capı́tulo 3.

O capı́tulo 3, último do trabalho, além de apresentar a definição de álgebra parcial

de grupo e resultados teóricos que a relacionam com o Semigrupo de Exel, apresentamos uma

construção equivalente por meio de um grupoide especı́fico, o grupoide Γ(G), cuja álgebra

KΓ(G) é isomorfa à álgebra parcial Kpar(G). Esta construção é vital para compreender resul-

tados a respeito da álgebra parcial e, por meio do grafo associado ao grupoide, apresentar uma

fórmula recursiva para o cálculo de Kpar(G). Com detalhes, apresentamos o grafo, por meio de

suas componentes conexas, do grupoide Γ(S3).

Para finalizar, calculamos alguns exemplos de álgebra parcial de grupo, em especial,

Cpar(S3), Cpar(Zp × Zp) e Cpar(Zp2).



Capı́tulo 1

Semigrupos

Neste capı́tulo, apresentarmos um pouco da teoria básica a respeito de semigrupos e,

em especial, semigrupos inversos. A importância desse capı́tulo se dá para compreender melhor

o Semigrupo de Exel, que será definido no capı́tulo seguinte. Como principais referências nos

baseamos em [5], [8] e [10].

1.1 Semigrupos

Definição 1.1 Um conjunto não vazio S munido de uma operação binária

∗ : S × S −→ S

(s1, s2) 7−→ s1 ∗ s1

é um semigrupo se tal operação for associativa, ou seja, se

(s1 ∗ s2) ∗ s3 = s1 ∗ (s2 ∗ s3)

para todos s1, s2, s3 ∈ S.

Além disso, se existe 1S ∈ S, chamado elemento neutro, tal que

1S ∗ s = s ∗ 1S = s

para todo s ∈ S, dizemos que S é um monóide.

Se , para todo s1, s2 ∈ S, temos s1 ∗ s2 = s2 ∗ s1, dizemos que S é um semigrupo

comutativo.

Notação 1.2 Podemos denotar o semigrupo cujo conjunto é S e operação ∗ por (S, ∗) quando

se fizer necessário explicitar o conjunto e operação.

3
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Obs. 1.3 i) Quando não houver risco de confusão, podemos denotar s1 ∗ s2 por s1.s2 ou

simplesmente s1s2, fazendo referência à multiplicação, operação comum nos exemplos de

semigrupos.

ii) 1 é único. De fato, suponha que existam 1, 1′ ∈ S que são elementos neutros.

Como 1 ∈ S, usando o fato que 1′ é elemento neutro, temos 1 = 11′. Como 1′ ∈ S, usando

o fato que 1 é elemento neutro, temos 11′ = 1′. Por transitividade, 1 = 1′.

Exemplo 1.4 Sejam G um grupo e 1G ∈ G o elemento neutro de G. Considere P1G o conjunto

de todos os subconjuntos finitos de G que contém o elemento 1G. Isto é,

P1G = {H ⊆ G : |H| <∞, 1G ∈ H}

Defina G̃R = {(A, g) ∈ P1G ×G : g ∈ A}.

Então, G̃R é um monóide com respeito à operação:

(A, g)(B, h) = (A ∪ gB, gh)

De fato, para mostrar a associatividade considere (A, g), (B, h), (C, i) ∈ G̃R

((A, g)(B, h))(C, i) =(A ∪ gB, gh)(C, i) = ((A ∪ gB) ∪ ghC, (gh)i)

=(A ∪ (gB ∪ ghC), g(hi)) = (A ∪ g(B ∪ hC), g(hi))

=(A, g)(B ∪ hC, hi) = (A, g)((B, h)(C, i))

O elemento neutro de G̃R é ({1G} , 1G). Com efeito, considere (A, g) ∈ G̃R, então

({1G} , 1G)(A, g) = ({1G} ∪ 1GA, 1Gg) = (A, g).

Também,

(A, g)({1G} , 1G) = (A ∪ g {1G} , g1G) = (A, g).

O semigrupo G̃R é chamado de expansão de Birget-Rhodes do grupo G. Veja [2] e

[13].

Definição 1.5 Seja S um semigrupo. Um subconjunto T , não vazio, de S é dito um subsemi-

grupo de S se é fechado com respeito à operação de S. Ou seja, se s1, s2 ∈ T , então s1s2 ∈ T .

Definição 1.6 Seja e um elemento pertencente a algum semigrupo S. Então e é um idempotente

se e2 = e, onde e2 denota ee.
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Obs. 1.7 O conceito de idempotente estende-se a qualquer conjunto com alguma operação

definida e não somente a semigrupos.

Um fato interessante a ser observado é que em um grupo G, o único idempotente é o

elemento neutro 1G. De fato, se e é um idempotente de G, então

e2 = e⇒ (ee)e−1 = ee−1 ⇒ e(ee−1) = ee−1 ⇒ e1G = 1G ⇒ e = 1G.

Já se estivermos trabalhando com um monóide, podemos ter idempotentes diferentes

do elemento neutro. Por exemplo, no caso do monóide G̃R, seus idempotentes são elementos

(A, g) tais que (A, g)2 = (A, g), mas

(A, g)2 = (A, g)⇔ (A, g)(A, g) = (A, g)⇔ (A ∪ gA, g2) = (A, g)

o que ocorre se, e somente se, A ∪ gA = A e g2 = g.

Observe que a segunda igualdade só é válida se g = 1G, por ser G um grupo, logo seu

único idempotente é 1G. Com isso, tendo g = 1G, a igualdade A ∪ gA = A é válida também.

Então, os idempotentes de G̃R são da forma (A, 1G).

1.2 Semirreticulados

Definição 1.8 Seja Y um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado (X,≤). Dizemos

que c ∈ X é limitante inferior de Y se c ≤ y para todo y ∈ Y . E dizemos que d ∈ X é o maior

limitante inferior ou ı́nfimo de Y se d ≥ c para todo c limitante inferior.

Observe que, caso exista, o ı́nfimo de um conjunto é, claramente, único.

Notação 1.9 ∧{y : y ∈ Y } denota o ı́nfimo de Y . a ∧ b denota o ı́nfimo de {a, b}.

Definição 1.10 Um conjunto parcialmente ordenado (X,≤) é dito semirreticulado inferior se

a ∧ b existe para todo a, b ∈ X .

Exemplo 1.11 ?? Considere o conjunto dos idempotentes de G̃R e a relação parcial de ordem

dada por (A, 1G) ≤ (B, 1G)⇔ A ⊆ B. Assim (A, 1G)∧(B, 1G) = (A∩B, 1G) e este conjunto

é um semirreticulado inferior.

Note que, se X é um semirreticulado inferior, temos

a ≤ b⇔ a ∧ b = a,
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com isso, ∧ define, em (X,≤) semirreticulado inferior, uma operação binária. Então, dados

a, b, c ∈ X ,

• (a ∧ b) ∧ c ≤ a ∧ b ≤ a

• (a ∧ b) ∧ c ≤ a ∧ b ≤ b

• (a ∧ b) ∧ c ≤ c.

Logo, (a ∧ b) ∧ c é limitante inferior de {a, b, c}.

Seja d limitante inferior de {a, b, c}. Então, d ≤ a, d ≤ b e d ≤ c. O que implica que

d ≤ a ∧ (b ∧ c) e, portanto, a ∧ (b ∧ c) é o ı́nfimo de {a, b, c}.

Da mesma forma, temos que (a∧ b)∧ c é o ı́nfimo de {a, b, c}. Como o ı́nfimo é único,

temos a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c, o que implica que (X,∧) é semigrupo.

Proposição 1.12 Seja (E,≤) um semirreticulado inferior. Então, (E,∧) é um semigrupo co-

mutativo de idempotentes e para todo a, b ∈ E temos

a ≤ b⇔ a ∧ b = a.

Seja (E, ·) um semigrupo comutativo de idempotentes. Então, a relação ≤ em E

definida por

a ≤ b⇔ ab = a

é ordem parcial emE com respeito a qualE é um semirreticulado inferior. Em (E,≤), o ı́nfimo

de a e b é seu produto ab.

Prova: Para provar a primeira parte, primeiro observe que já provamos que (E,∧) é semigrupo.

Que é um semigrupo comutativo basta observar que a igualdade a ∧ b = b ∧ a é imediata da

igualdade dos conjuntos {a, b} = {b, a}.

Os elementos de (E,∧) são idempotentes uma vez que a ≤ a implica que a ∧ a = a.

Resta, portanto, verificar que a ≤ b⇔ a ∧ b = a.

Para mostrar que a ≤ b ⇒ a ∧ b = a, observe que de a ≤ a e a ≤ b, segue que

a ≤ a∧ b. Suponha que a∧ b = d. Então, a ≤ a∧ b = d e, como d = a∧ b, segue da definição

de ı́nfimo que d ≤ a. Logo a = d.

Já para mostra que a ∧ b = a⇒ a ≤ b basta notar que de a ∧ b = a segue que a ≤ a e

a ≤ b.

Para a segunda parte do teorema, vejamos que a relação a ≤ b ⇔ ab = a define uma

ordem parcial em E.
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• aa = a⇒ a2 = a⇒ a ≤ a

• a ≤ b⇒ ab = a e b ≤ a⇒ ab = b. Portanto a = b

• Por um lado, a ≤ b⇒ ab = a⇒ abc = ac. Por outro lado, b ≤ c⇒ bc = b⇒ abc = ab.

Então, a = ab = abc = ac⇒ a = ac⇒ a ≤ c.

E, por fim, vejamos que (E ≤) é um semirreticulado inferior cujo ı́nfimo de {a, b} é

ab.

• ab é limitante inferior de {a, b}:

(ab)a = a2b = ab⇒ ab ≤ a

(ab)b = ab2 = ab⇒ ab ≤ b

• Suponha c ≤ a, b, então ca = c e cb = c, o que implica cab = c e, potanto, c ≤ ab.

2

Observe que a ordem definida no exemplo no semigrupo dos idempotentes de G̃R é

exatamente a ordem estabelecida nesta proposição.

1.3 Semigrupos Regulares e Semigrupos Inversos

Definição 1.13 Um semigrupo S é um semigrupo regular se, para cada s ∈ S, existe s∗ ∈ S

tal que

ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗.

O elemento s∗ é chamado inverso de s em S.

Teorema 1.14 Seja S um semigrupo regular. Então, os idempotentes de S comutam entre si se,

e somente se, cada elemento de S possui um único inverso.

Prova: Para mostrar a primeira parte do teorema, suponha s ∈ S idempotente e x, y ∈ S

inversos de s em S. Então,

(xs)2 = (xs)(xs) = x(sxs) = xs.
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Analogamente, (ys)2 = ys. Então xs e ys são idempotentes (também de maneira

análoga sx e sy são idempotentes). Portanto, comutam entre si. Com isso:

x = xsx = x(sys)x = (xs)(ys)x = (ys)(xs)x = y(sxs)x = ysx =

= y(sys)x = y(sy)(sx) = y(sx)(sy) = y(sxs)y = ysy = y.

Já para mostrar a segunda parte do teorema, suponha que cada s ∈ S possui um único

inverso. Sejam e, f idempotentes de S. Antes, observe que se e é idempotente, então e∗ = e

pela unicidade do inverso, já que um idempotente sempre é um inverso de si mesmo.

• f(ef)∗e é idempotente: (f(ef)∗e)(f(ef)∗e) = f((ef)∗ef(ef)∗)e = f(ef)∗e.

• f(ef)∗e e ef são inversos:

f(ef)∗e(ef)f(ef)∗e = f(ef)∗(ee)(ff)(ef)∗e = (f(ef)∗e)(f(ef)∗e) = f(ef)∗e

(ef)(f(ef)∗e)(ef) = e(ff)f(ef)∗(ee)f = eff(ef)∗eef = ef(ef)∗ef = ef

⇒ f(ef)∗e = (ef)∗.

Como f(ef)∗e é idempotente e f(ef)∗e = (ef)∗, temos que (ef)∗ é idempotente. Logo

ef é idempotente.

Da mesma maneira, podemos mostrar que fe é idempotente e daı́ segue que

(ef)(fe)(ef) = e(ff)(ee)f = (ef)(ef) = ef

(fe)(ef)(fe) = f(ee)(ff)e = (fe)(fe) = fe

Portanto, ef = fe pela unicidade do inverso.

2

Definição 1.15 Um semigrupo S é um semigrupo inverso se existe, para cada s ∈ S, um único

elemento s∗ ∈ S tal que

ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗

O elemento s∗ é o inverso de s em S.

Obs. 1.16 Semigrupo inverso é um semigrupo regular cujos idempotentes comutam. Um grupo

é um caso particular de semigrupo inverso.
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Exemplo 1.17 G̃R é um monóide inverso.

Já mostramos que G̃R é monóide. Resta verificar que é inverso. Para isso, dado

(A, g) ∈ G̃R, vejamos quem é (A, g)∗. Denote (A, g)∗ por (B, h):

• (A, g)(B, h)(A, g) = (A, g)⇔ (A ∪ gB ∪ ghA, ghg) = (A, g)

De ghg = g, segue que h = g−1, o que implica ghA = gg−1A = 1GA = A. Logo,

A ∪ gB ∪ ghA = A ∪ gB.

Então A ∪ gB = A⇔ gB ⊆ A.

• (B, g−1)(A, g)(B, g−1) = (B, g−1)⇔ (B ∪ g−1A ∪B, g−1) = (B, g−1)

O que ocorre se, e somente se, g−1A ⊆ B ⇔ A ⊆ gB.

Portanto, temos B = g−1A e (A, g)∗ = (g−1A, g−1).

Notação 1.18 E(S) denota o conjunto dos idempotentes do semigrupo inverso S.

Note que E(S) é subsemigrupo de S uma vez que, para e, f ∈ E(S), temos (ef)2 =

e2f 2 = ef .

Exemplo 1.19 Seja I (X) o conjunto de todas as bijeções entre subconjuntos de X e defina

a função ∅ como sendo a ”bijeção” entre o subconjunto vazio de X nele mesmo. Considere o

produto entre α, β ∈ I (X) como sendo a composição α ◦ β definida da seguinte forma:

α ◦ β : β−1(imβ ∩ domα) −→ α(imβ ∪ domα)

Se imβ ∩ domα = ∅, então α ◦ β = ∅. Observe que, desta forma, o produto está bem definido.

Tal operação é associativa:

dom(α ◦ (β ◦ γ)) =(β ◦ γ)−1(im(β ◦ γ) ∩ domα)

=(β ◦ γ)−1(β(imγ ∩ domβ) ∩ domα)

=(γ−1 ◦ β−1)((βimγ ∩ βdomβ) ∩ domα)

=γ−1((β−1βimγ ∩ β−1imβ) ∩ β−1domα)

=γ−1((imγ ∩ β−1imβ) ∩ β−1domα)

=γ−1(imγ ∩ β−1(imβ ∩ domα))

=γ−1(imγ ∩ dom(α ◦ β))

=dom((α ◦ β) ◦ γ)
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Como a composição de funções definidas num mesmo domı́nio é associativa, segue

que α(βγ) = (αβ)γ.

Vejamos quais são os idempotentes de I (X). Seja α ∈ I (X),

α2 = α ◦ α : α−1(imα ∩ domα) −→ α(imα ∩ domα)

Então, α2 = α se, e somente se,

α−1(imα ∩ domα) = domα

e

α(imα ∩ domα) = imα.

O que ocorre se, e somente se, imα ⊆ domα e domα ⊆ imα. Portanto, precisamos ter

domα = imα.

Além do mais, α2(x) = α(x) ⇔ α−1α2(x) = α−1α(x) ⇔ α(x) = x para todo

x ∈ domα.

Assim, os idempotentes de I (X) são identidades locais IdA para subconjuntos A de

X .

Observe que IdA ◦ IdB = IdA∩B = IdB∩A = IdB ◦ IdA. Logo, os idempotentes de

I (X) comutam e I (X) é monóide inverso.

Proposição 1.20 Seja S um semigrupo inverso. Então, para todo a, b ∈ S e e ∈ E(S), temos

i) (a∗)∗ = a

ii) e∗ = e

iii) aa∗, a∗a ∈ E(S)

iv) (ab)∗ = b∗a∗

v) aea∗, a∗ea ∈ E(S)

vi) Para todo e ∈ E(S) e para todo s ∈ S, existe f ∈ E(S) tal que es = sf

vii) Para todo e ∈ E(S) e para todo s ∈ S, existe f ∈ E(S) tal que se = fs

Prova:

i) Imediato



Semigrupos 11

ii) Imediato

iii) (aa∗)aa∗ = (aa∗a)a∗ = aa∗

(a∗a)a∗a = (a∗aa∗)a = a∗a

iv) (ab)(b∗a∗)(ab) = a(bb∗)(a∗a)b = (aa∗a)(bb∗b) = ab

(b∗a∗)(ab)(b∗a∗) = b∗(a∗a)(bb∗)a∗ = (b∗bb∗)(a∗aa∗) = b∗a∗

v) (aea∗)(aea∗) = ae(a∗a)ea∗ = a(a∗a)eea∗ = aea∗

(a∗ea)(a∗ea) = (a∗aa∗)eea = a∗ea

vi) Tome f = s∗es

sf = s(s∗es) = (ss∗)es = e(ss∗s) = es

vii) Tome f = ses∗

fs = (ses∗)s = se(s∗s) = (ss∗s)e = se

2

Corolário 1.21 Sejam α1, α2, ..., αn elementos de um semigrupo inverso S. Então (α1α2...αn)∗ =

α∗n...α
∗
2α
∗
1.

Prova: Provaremos por indução nos subı́ndices maiores ou igual a 2 de α. Para n = 2 o

resultado é válido pela proposição anterior.

Suponhamos que o resultado é válido para o subı́ndice n.

(α1α2...αnαn+1)∗ = ((α1α2...αn)αn+1)∗ =

= α∗n+1(α1α2...αn)∗ = α∗n+1α
∗
n...α

∗
2α
∗
1

2

Proposição 1.22 Sejam S um semigrupo inverso, T um semigrupo e ϕ : S → T um homomor-

fismo. Então, ϕ(S) é semigrupo inverso.

Prova: Para mostrar esta proposição, primeiramente mostraremos que ϕ(S) é um semigrupo

regular. Depois provaremos que os idempotentes comutam. Assim, podemos utilizar o teorema

?? para concluir a prova.
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• Seja ϕ(s) ∈ ϕ(S), então

ϕ(s∗) = ϕ(s∗ss∗) = ϕ(s∗)ϕ(s)ϕ(s∗)

ϕ(s) = ϕ(ss∗s) = ϕ(s)ϕ(s∗)ϕ(s).

Portanto, ϕ(s)∗ = ϕ(s∗).

• Sejam ϕ(s), ϕ(t) ∈ E(ϕ(S)). Então, pelo lema anterior, podemos supor s e t idempoten-

tes, e

ϕ(s)ϕ(t) = ϕ(st) = ϕ(ts) = ϕ(t)ϕ(s).

Assim, os idempotentes de ϕ(S) comutam e, pelo teorema ??, ϕ(S) é um semigrupo

inverso.

2

Lema 1.23 Sejam S e T semigrupos inversos e ϕ : S → T um homomorfismo. Então, idempo-

tentes de ϕ(S) são imagens de idempotentes de S.

Prova: Seja e ∈ E(ϕ(S)), então ϕ−1({e}) é subsemigrupo inverso de S.

De fato, sejam a, b ∈ ϕ−1({e}), então ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = e2 = e.

Seja a ∈ ϕ−1({e}), então a∗ ∈ ϕ−1({e}). Com efeito, e = ϕ(a) = ϕ(aa∗a) =

ϕ(a)ϕ(a∗)ϕ(a) = eϕ(a∗)e e ϕ(a∗) = ϕ(a∗aa∗) = ϕ(a∗)eϕ(a∗). Da unicidade do inverso em

T , tem-se ϕ(a∗) = e∗ = e.

Então, aa∗, a∗a ∈ ϕ−1({e}), com aa∗, a∗a idempotentes. Portanto, ϕ(aa∗) = ϕ(a∗a) =

e. 2

Lema 1.24 Seja S um semigrupo inverso. Então aS = aa∗S para todo a ∈ S e aa∗ é o único

idempotente gerador de aS.

Prova: Seja a ∈ S, então aS = aa∗aS ⊆ aa∗S ⊆ aS, o que implica aS = aa∗S.

Seja e idempotente tal que aS = eS, então aa∗S = aS = eS, o que implica aa∗ ∈ eS.

Então, aa∗ = es1 para algum s1 ∈ S. Além do mais, temos e ∈ aa∗S, o que implica e = aa∗s2

para algum s2 ∈ S.

Portanto, aa∗ = es1 = e(es1) = e(aa∗) = (aa∗)e = (aa∗)(aa∗s2) = (aa∗)s2 = e. 2



Semigrupos 13

Obs. 1.25 Um resultado análogo vale para Sa = Sa∗a para todo a ∈ S com a∗a gerador.

Lema 1.26 Se e, f são idempotentes de um semigrupo inverso S então eS ∩ fS = efS.

Prova: Como e, f comutam, temos efS ⊂ eS∩fS , pois se a está em efS, então a = efr para

algum r em S, a = e(fr) ∈ eS, a = efr = f(er) ∈ fS . Reciprocamente, se a ∈ eS ∩ fS,

então existem r e s em S tais que a = er = fs. Segue que a = ea, pois ea = e2r = er = a e,

portanto, a = ea = efs ∈ efS. 2

Teorema 1.27 (de Representação de Wagner-Preston) Seja S um semigrupo inverso. Então,

existe um conjunto X e um homomorfismo injetivo ρ : S → I (X).

Prova: Considere X = S enquanto conjunto e, para cada a ∈ S defina ρa : a∗aS → aa∗S por

ρa(x) = ax. Note que, a função ρa está bem definida, pois para s ∈ S, ρa(a∗as) = aa∗as ∈

aa∗S.

Além do mais, ρa é uma bijeção, cuja inversa ρ−1
a é ρa∗ . De fato,

ρa ◦ ρa∗(aa∗s) = ρa(a
∗aa∗s) = ρa(a

∗s) = aa∗s

e

ρa∗ ◦ ρa(a∗as) = ρa∗(aa
∗as) = ρa∗(as) = a∗as.

Agora, defina ρ : S → I (X) por ρ(a) = ρa. Então, ρ é homomorfismo. Com efeito,

sejam a, b ∈ S, então

dom(ρa ◦ ρb) =ρ−1
b (a∗aS ∩ bb∗S)

=ρb∗(bb
∗a∗aS) = b∗bb∗a∗aS

=b∗a∗aS = (b∗a∗a)(b∗a∗a)∗S

=b∗a∗aa∗abS = b∗a∗abS = (ab)∗abS

=domρab

além do mais, ρa ◦ ρb(x) = ρa(bx) = abx = ρab(x).

Também temos que ρ é injetora: suponha ρa = ρb.

domρa = domρb ⇒ a∗aS = b∗bS

o que implica, pela unicidade do gerador, que a∗a = b∗b.



Semigrupos 14

Em particular, para x = b∗, tem-se

ρa(b
∗) = ab∗

ρb(b
∗) = bb∗

Daı́,

b = bb∗b = ρb(b
∗b) = ρa(b

∗b) = ab∗b = aa∗a = a.

2

Proposição 1.28 Grupos são, precisamente, os semigrupos inversos com um único idempo-

tente.

Prova: Grupos são, claramente, semigrupos inversos com um único idempotente.

Seja S um semigrupo inverso e e seu único idempotente. Como, para todo s ∈ S,

s∗s = e = ss∗, o que implica que s∗ = s−1 para todo s ∈ S.

Além do mais,

es = (ss∗)s = s

se = s(s∗s) = s,

Então, e é o elemento neutro do grupo e a associatividade vem imediatamente da associativi-

dade em S. Logo, S é um grupo. 2

1.4 Equivalência e Congruência

Definição 1.29 Seja R uma relação binária em um conjunto não vazio X . Definimos a relação

inversa por R−1 = {(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ R}.

Se R1, R2 são duas relações binárias em X , definimos a relação composta R1 ◦R2 =

{(x, y) ∈ X ×X : (∃z ∈ X : (x, z) ∈ R2, (z, y) ∈ R1)}

Obs. 1.30 Dada uma relação R qualquer em um conjunto não vazio X , define-se as potências

Rn de R recursivamente:

i) R0 = 1X = {(x, x) : x ∈ X}

ii) R1 = R
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iii) Rn+1 = Rn ◦R

Definição 1.31 Dada R uma relação qualquer, definimos o fecho transitivo de R por

R∞ =
∞⋃
n=1

Rn.

Lema 1.32 Se R é uma relação em um conjunto X , então R∞ é a menor relação transitiva em

X que contém R.

Prova: Primeiro vejamos queR∞ é transitiva. Sejam (x, y), (y, z) ∈ R∞, então existem n,m ∈

N tais que (x, y) ∈ Rn e (y, z) ∈ Rm. Assim, por definição (x, z) ∈ Rm ◦Rn = Rn+m ⊆ R∞.

Agora, seja T uma relação transitiva em X que contém R. Assim,

R2 = R ◦R ⊆ T ◦ T ⊆ T,

Então, Rn ⊆ T para todo n ≥ 1, o que implica R∞ ⊆ T . 2

Proposição 1.33 Se R é uma relação em um conjunto X e Re é a menor relação de equi-

valência em X que contém R, então

Re = [R ∪R−1 ∪ 1X ]∞

Prova: Para que a relação Re seja reflexiva e simétrica, deve conter 1X e R ∪ R−1, além

do próprio R, e a menor relação transitiva que contém R ∪ R−1 ∪ 1X é, pelo lema anterior,

[R ∪R−1 ∪ 1X ]∞. 2

Corolário 1.34 SeR é uma relação em um conjuntoX eRe é a menor relação de equivalência

em X que contém R, então (x, y) ∈ Re se, e somente se, ou x = y ou, para algum b ∈ N, existe

uma sequência

x = z1 → z2 → ...→ zn = y

em que, para cada i = 1, 2, ..., n− 1, ou (zi, zi+1) ∈ R ou (zi+1, zi) ∈ R.

Prova: Basta observar que esta é apenas uma reescrita da proposição anterior. 2
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Definição 1.35 Seja ρ uma relação de equivalência. Definimos a ρ-classe ou classe de equi-

valência de x como sendo o conjunto

ρx = {y ∈ X : (x, y) ∈ ρ}

Também definimos o conjunto quociente de X por ρ como sendo

X/ρ = {ρx : x ∈ X}

e a sobrejeção natural pela função

ρ\ : X −→ X/ρ

x 7−→ ρx

Proposição 1.36 Seja X um conjunto. Uma relação binária ρ ⊆ X × X é relação de equi-

valência se:

i) 1X = {(x, x) ∈ X ×X : x ∈ X} ⊆ ρ

ii) ρ−1 = ρ

iii) ρ ◦ ρ = ρ.

Prova: Basta observar que cada propriedades de relação de equivalência é obtidas diretamente

de cada item da proposição. 2

Proposição 1.37 Se f é uma função com domı́nio em um conjunto X , então f−1 ◦ f é uma

relação de equivalência em X .

Prova: Observe que

f−1 ◦ f =
{

(x, y) ∈ X ×X : (∃z ∈ X : (x, z) ∈ f, (z, y) ∈ f−1)
}

= {(x, y) ∈ X ×X : (∃z ∈ X : (x, z) ∈ f, (y, z) ∈ f)}

= {(x, y) ∈ X ×X : f(x) = f(y)}

Daı́, se torna óbvio que f−1 ◦ f é reflexiva, transitiva e simétrica. 2

Definição 1.38 O núcleo de uma função f , denotado por Ker(f), é a composição f−1 ◦ f .
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Obs. 1.39 Esta definição de núcleo, generaliza a definição usual de núcleo de um homomor-

fismo de grupos. De fato, sejam G e H dois grupos e f : G → H um homomorfismo. Temos,

pela definição anterior, que

Ker(f) = {(x, y) ∈ G×G : f(x) = f(y)}

Daı́, como f é homomorfismo, segue que (x, y) ∈ Ker(f) ⇔ f(xy−1) = 1H e, deste

modo, (x, y) pertence a Ker(f) se, e somente se, xy−1 pertence ao conjunto

N = {z ∈ G : f(z) = 1H} ,

que é o núcleo de f como homomorfismo de grupos.

1.5 Relações em Semigrupos

Definição 1.40 Seja S um semigrupo e R uma relação em S. Dizemos que R é

• compatı́vel à esquerda (com operação de S) se (s, t) ∈ R implica (as, at) ∈ R para todo

a, s, t ∈ S;

• compatı́vel à direita (com operação de S) se (s, t) ∈ R implica (sa, ta) ∈ R para todo

a, s, t ∈ S;

• compatı́vel (com operação de S) se (s, t), (s′, t′) ∈ R implica (ss′, tt′) ∈ R para todo

s, s′, t, t′ ∈ S.

Uma relação de equivalência compatı́vel à esquerda (direita) é chamada congruência

à esquerda (direita). Relação de equivalência compatı́vel é chamada congruência.

Proposição 1.41 Uma relação de equivalência ρ num semigrupo S é uma congruência se, e

somente se, é ambos congruência à esquerda e a direita.

Prova: Para a primeira parte do teorema, suponha ρ uma congruência. Seja (s, t) ∈ ρ e a ∈

S. Como ρ é relação de equivalência, temos que (a, a) ∈ ρ. Logo, pela compatibilidade,

temos (as, at), (sa, ta) ∈ ρ. Para o outo lado, sejam (s, t), (s′, t′) ∈ ρ. Então, em particular,

(s′, s′), (t, t) ∈ ρ. Logo,

(ss′, ts′) ∈ ρ

(ts′, tt′) ∈ ρ
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Com isso, pela transitividade, temos (ss′, tt′) ∈ ρ. 2

Proposição 1.42 Se ρ é uma congruência em um semigrupo S, então S/ρ é um semigrupo com

respeito à operação ρaρb = ρ(ab) e a função ρ\ : S → S/ρ definida por s 7→ ρs, para todo

s ∈ S é um homomorfismo. Além do mais, se S é semigrupo inverso então S/ρ também é

semigrupo inverso.

Prova: Se ρ é uma congruência em S, definimos uma operação binária no conjunto quociente

S/ρ por ρaρb = ρ(ab). Esta operação está bem definida pois, se ρa = ρa′ e ρb = ρb′, temos

(a, a′), (b, b′) ∈ ρ, o que implica, (ab, a′b′) ∈ ρ e, portanto, ρ(ab) = ρ(a′b′).

Além do mais temos que tal operação é claramente associativa e ρ\ de S em S/ρ é

homomorfismo por construção.

Já para mostrar que se S é semigrupo inverso então S/ρ também é semigrupo inverso,

considere (s, t) ∈ ρ, então ρ(s) = ρ(t) em S/ρ. Observe que ρ(s∗) = ρ(s)∗. De fato,

ρ(s) = ρ(ss∗s) = ρ(s)ρ(s∗)ρ(s)

ρ(s∗) = ρ(s∗ss∗) = ρ(s∗)ρ(s)ρ(s∗).

Pra provar que S/ρ é inverso, basta mostrar que seus idempotentes comutam. Pelo lema

??, os idempotentes de S/ρ são da forma ρ(e) com e idempotente em S. Daı́ é claro que quais-

quer dois idempotentes em S/ρ comutam. 2

Teorema 1.43 Sejam S e T semigrupos. Se φ : S → T é um homomorfismo e ≡ é uma

congruência que está contida em Ker(φ), então existe um único homomorfismo φ̃ : S/≡ → T

tal que

φ̃ ◦ π = φ,

onde π : S → S/≡ é a projeção canônica.

Prova: A aplicaçao φ̃ que leva [a] em φ(a) está bem definida pois ≡ está contida em Ker(φ):

se a ≡ a′, então (a, a′) ∈ Ker(φ), ou seja, φ(a) = φ(a′).

É imediato que φ̃ é homomorfismo, e a equação

φ̃ ◦ π = φ

segue da definição de φ̃. 2
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Teorema 1.44 (Primeiro Teorema dos Isomorfismos) Se φ : S → T é um homomorfismo, com

S e T semigrupos, então a relação Ker(φ) = φ−1 ◦φ = {(a, b) ∈ S × S : φ(a) = φ(b)} é uma

congruência em S e existe uma única função injetora α : S/Ker(φ) → T tal que o diagrama

abaixo comuta.

S/Ker(φ)

α

!!
S

(Ker(φ))\

OO

φ
// T

Prova: Faremos a demonstração passo a passo: Ker(φ) é relação de equivalência pela própria

definição de Ker(φ) como φ−1 ◦ φ.

Compatibilidade com a multiplicação: Sejam a, b, c, d ∈ S com (a, b), (c, d) ∈ Ker(φ).

Então, φ(a) = φ(b) e φ(c) = φ(d). Daı́,

φ(ac) = φ(a)φ(c) = φ(b)φ(d) = φ(bd)

Portanto, (ac, bd) ∈ Ker(φ).

Defina
α : S/Ker(φ) −→ T

(Ker(φ))\a 7−→ φa.

Claramente a função α está bem definida e é um homomorfismo pela proposição ante-

rior. Além disso,

α é injetora: (Ker(φ))\a = (Ker(φ))\b⇔ (a, b) ∈ Ker(φ)⇔ φ(a) = φ(b).

E que o diagrama comuta é imediato pela contrução. 2

Proposição 1.45 Seja ρ uma congruência em um semigrupo inverso S.

i) Se (s, t) ∈ ρ, então (s∗, t∗), (s∗s, t∗t), (ss∗, tt∗) ∈ ρ

ii) Se (s, e) ∈ ρ, com e ∈ E(S), então (s, s∗), (s, s∗s), (s, ss∗) ∈ ρ

Prova:

i) Temos que ρ(s∗) = ρ(s)∗. Daı́, se ρ(s) = ρ(t) em S/ρ, temos que ρ(s∗) = ρ(t∗) em S/ρ, o

que implica (s∗, t∗) ∈ ρ.

Agora, como (s, t) ∈ ρ, temos que (s∗, t∗) ∈ ρ e pela compatibilidade, temos (ss∗, tt∗),

(s∗s, t∗t) ∈ ρ.
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ii) Como (s, e) ∈ ρ, temos, pelo item i) que (s∗, e) ∈ ρ, pois e∗ = e. Usando o fato que

ρ é relação de equivalência, temos que (e, s∗) ∈ ρ. Daı́, pela compatibilidade, temos

(s, s∗) ∈ ρ.

Ja temos (s∗, e) ∈ ρ e (s, s) ∈ ρ por ser ρ relação de equivalência. Então, pela compatibi-

lidade, temos (ss∗, s), (s∗s, s) ∈ ρ.

2

Se ρ é uma congruência e S um semigrupo, ρ é chamada congruência de grupo

quando S/ρ é grupo.

Como S/ρ é semigrupo inverso, temos que ρ é congruência de grupo se, e somente se,

(e, f) ∈ ρ para todo e, f ∈ E(S) pois, assim, todos os idempotentes de S estarão na mesma

classe em S/ρ.

1.6 Ordem Parcial em Semigrupo Inverso

Nesta seção, mostraremos uma relação de ordem ”natural” em um semigrupo inverso.

Esta relação de ordem, na verdade, generaliza a relação de ordem natural no conjunto I (X),

que é α ≤ β se β estende α onde α, β são bijeções definidas em subconjuntos de X .

Considere a relação ≤ em um semigrupo inverso S definida da seguinte maneira:

s ≤ t⇔ s = te

para algum e ∈ E(S).

Lema 1.46 Seja S um semigrupo inverso. São equivalentes:

1) s ≤ t

2) s = ft para algum f ∈ E(S)

3) s∗ ≤ t∗

4) s = ss∗t

5) s = ts∗s
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Prova: (1)⇒ 2)):

s ≤ t⇒ s = te
Prop.??

= s = ft

(2)⇒ 3)):

s = ft⇒ s∗ = t∗f ⇒ s∗ ≤ t∗

(3)⇒ 4)):

s∗ ≤ t∗ ⇒ s∗ = t∗e⇒ s = et

es = eet = et = s

⇒ ess∗ = ss∗ ⇒ s = (ss∗)s = ess∗et = eess∗t = (es)s∗t = ss∗t

(4)⇒ 5)):

s = ss∗t
Prop.??

= s = te

se = tee = te = s

⇒ s∗se = s∗s

⇒ s = ss∗s = tes∗se = ts∗se = ts∗s

(5)⇒ 1)):

s = ts∗s⇒ s ≤ t, pois s∗s ∈ E(S). 2

Proposição 1.47 Seja S um semigrupo inverso. Tem-se

i) A relação ≤ é de ordem parcial em S

ii) Se s ≤ t e u ≤ v, então su ≤ tv

iii) Se s ≤ t, então s∗s ≤ t∗t e ss∗ ≤ tt∗

iv) O semirreticulado de idempotentes E satisfaz: dados s ∈ S e e ∈ E(S), com s ≤ e, então

s ∈ E(S).

Prova:

i) • Reflexiva: s = s(s∗s)⇒ s ≤ s

• Antissimétrica: s ≤ t, t ≤ s
Lema??

= s = ts∗s, t = st∗t

⇒ s = ts∗s = st∗ts∗s = ss∗st∗t = st∗t = t
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• Transitiva: s ≤ t, t ≤ u
Lema??

= s = te, t = uf

⇒ s = te = u(fe)⇒ s ≤ u

ii) s ≤ t⇒ s = te e u ≤ v ⇒ u = vf

⇒ su = tevf = tve′f ⇒ su ≤ tv

iii) Análogo ao item anterior, basta observar que s ≤ t⇒ s∗ ≤ t∗

iv) s ≤ e⇒ s = ef para algum f ∈ E(S). Logo, s ∈ E(S)

2

Obs. 1.48 Dado um conjunto parcialmente ordenado (P,≤), Q ⊆ (P,≤) é chamado ideal de

ordem se satisfaz iv), isto é, p ≤ q e q ∈ Q, então p ∈ Q

Exemplo 1.49 Relação≤ em G̃R. Dados (A, g) e (B, h) em G̃R, (A, g) ≤ (B, h)⇔ ∃(C, 1G) ∈

E(G̃R) tal que

(A, g) = (B, h)(C, 1G) = (B ∪ hC, h)⇔ h = g e B ⊆ A.

Observe que se B ∪ hC = A, então B está contido em A e, reciprocamente, se B é

subconjunto de A basta então tomar C = g−1A.

Exemplo 1.50 Relação ≤ em I (X) Dados

α : domα −→ imα

β : domβ −→ imβ

temos

α ≤ β ⇔ β estende α. De fato,

(⇒) α ≤ β, então existe 1A ∈ E(I (X)) tal que α = β ◦ 1A

Para que faça sentido a composição, podemos tomar A = domα.

Denote Grafα o gráfico da função α. Seja (x, y) ∈ Grafα, então (x, x) ∈ Graf1A

e (x, y) ∈ Grafβ.

Então β estende α.

(⇐) β estende α: seja x ∈ domα e (x, y) ∈ Grafβ. Como β estende α, deve-se ter

y = α(x), o que implica (x, y) ∈ Grafα.

Então α = β ◦ 1domα ⇒ α ≤ β.
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Lema 1.51 Sejam S um semigrupo inverso e σ a menor relação de equivalência em S que

contém ≤. Então, para todos s, t ∈ S, tem-se (s, t) ∈ σ se, e somente se, existe u ∈ S tal que

u ≤ s, t.

Prova:

Para a primeira parte da prova, tome (s, t) ∈ σ. Então, existe s = s1, s2, ..., sn = t ∈ S

tais que si ≤ si+1 ou si+1 ≤ si para i = 1, 2, ..., n− 1.

Tome si = eisi+1 ou si+1 = eisi com ei ∈ E(S). Então eisi = eisi+1. Considere

e = e1e2...en−1.

es = es1 =(e2...en−1)(e1s1)

=(e2...en−1)(e1s2)

=(e1e3...en−1)(e2s2)

=(e1e3...en−1)(e2s3)

=...

=(e1...en−2)(en−1sn)

=esn = et

Tomando u = es = et. Assim, tem-se u ≤ s, t.

Já para mostrar a segunda parte do teorema, suponha que existe u ∈ σ tal que u ≤ s, t.

Tem-se que z1 = s, z2 = u, z3 = t.

Defina a sequência zi ≤ zi+1 ou zi+1 ≤ zi para i = 1, 2. Segue do corolário ?? que

(s, t) ∈ σ. 2

Obs. 1.52 Considere o monóide inverso G̃R e σ a menor relação de equivalência que contém

≤. Todos os idempotentes de G̃R são da forma (A, 1G). Os idempotentes de G̃R/σ são as classes

de (A, 1G). Mas (A, 1G) ≤ ({1G} , 1G) para todo A ∈ P1G .

Então, G̃R/σ é monóide inverso com um único idempotente. Portanto, G̃R/σ é um grupo

e é isomorfo a G pelo isomorfismo

ϕ : G −→ G̃R/σ

g 7−→ σ\({1G, g} , g).



Capı́tulo 2

Semigrupo de Exel e Estruturas

Algébricas por Geradores e Relações

Neste capı́tulo estudaremos estruturas algébricas definidas a partir de um determinado

conjunto que possam satisfazer ou não determinadas relações. Ou seja, dado um determi-

nado conjunto A, qual é o menor conjunto Ā, contendo A, que tem uma determinada estrutura

álgebrica, como a de um grupo, anel, grupoide, algebra, etc., e que satisfaz ou não determinadas

condições. Como principal referêncianos baseamos em [12].

Também apresentamos aqui o Semigrupo de Exel, trabalhamos com representações

do mesmo e tentamos compreender melhor ações dele em um conjunto. No que diz respeito,

utilizamos como principal referência [5].

2.1 Grupos Livres

Definição 2.1 Sejam X um subconjunto de um grupo F . Então, dizemos que F é um grupo

livre com base X se, para cada grupo G e cada função f : X → G, existe um único morfismo

ϕ : F → G que estende f , ou seja, o seguinte diagrama comuta:

F

ϕ

��
X

i

OO

f
// G

Obs. 2.2 Veremos depois que X deve gerar F .

24
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Usaremos a seguinte construção para provar a existência de um grupo livre dado um

conjunto X qualquer.

Considere X um conjunto qualquer e X−1 um conjunto disjunto de X para o qual há

uma bijeção X → X−1 denotada por x 7→ x−1. Seja X ′ um conjunto unitário disjunto de

X ∪X−1 cujo elemento é denotado por 1. Dado x ∈ X , então x1 denota x e x0 denota 1.

Definição 2.3 Uma palavra emX é uma sequência w = (a1, a2, ...), onde ai ∈ X∪X−1∪{1},

para todo i, tal que ai = 1 a partir de algum ı́ndice, isto é, há um inteiro n ≥ 0 com ai = 1

para todo i > n. Em particular, a sequência constante

(1, 1, 1, ...)

é uma palavra, chamada palavra vazia, e também denotada por 1.

Como as palavras possuem somente um número finito de termos antes de se tornarem

constantes, usaremos a notação simplificada

w = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n

onde xi ∈ X , εi = +1,−1 ou 0, para i = 1, 2, ..., n− 1, e εn = ±1.

Esta ”ortografia” de uma palavra é única, ou seja, duas palavras (ai) e (bi) são iguais

se, e somente se, ai = bi para todo i. O comprimento de w = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n é definido como

sendo n.

Definição 2.4 Se w = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n é uma palavra, então sua inversa é a palavra w−1 =

x−εnn ...x−ε22 x−ε11 .

Observe da forma que definimos uma palavra, temos que palavras como xy e x11y,

por exemplo, são diferentes, mas, para a construção de semigrupos livres, seria interessante que

fossem iguais. A partir daı́, surge a definição seguinte.

Definição 2.5 Uma palavra w ∈ X é dita reduzida se w é vazia ou w = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n , onde

todo εi = ±1, e x e x−1 nunca são adjacentes.

Se uma palavra é reduzida, então a sua inversa também o é.

Definição 2.6 Uma subpalavra dew = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n é a palavra vazia ou uma palavra na forma

v = xεii ...x
εj
j , com 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Ou seja, v é subpalavra de w se existem palavras w′ e w′′

tais que w = w′vw′′.
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Assim, temos que uma palavra não vazia w é reduzida se, e somente se, não contém

subpalavras na forma xεx−ε ou x0.

Também podemos definir uma multiplicação de duas palavras w = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n e

u = yε11 y
ε2
2 ...y

εn
n por justaposição, ou seja, wu := xε11 x

ε2
2 ...x

εn
n y

ε1
1 y

ε2
2 ...y

εn
n , mas, nesse caso, tal

multiplicação não define um produto no conjunto de todas as palavras reduzidas de X , mesmo

que w e u sejam reduzidas. Mas podemos definir uma nova multiplicação de palavras reduzidas

como sendo a palavra reduzida obtida após cancelamentos da palavra obtida por justaposição.

Mais precisamente, se w = w′v com v−1 subpalavra de u com u = v−1u′ e tal que w′u′ é

reduzida, finalmente definimos o produto de palavras reduzidas por justaposição como sendo

wu := w′u′.

Com estas feramentas, podemos, dado um conjunto X , garantir a existência de um

grupo livre gerado pelo mesmo.

Teorema 2.7 Dado um conjunto X , então existe um grupo livre F com base X .

Prova: Se considerarmos F como sendo o conjunto de todas as palavras reduzidas emX , temos

que F será um grupo com a operacao de ”justaposição com cancelamento” definida acima. No

entanto, não é nada simples verificar a associatividade. Então usaremos o truque de van der

Wearden (1945) conforme [12]:

Para cada x ∈ X , considere as funções |x| : F → F e |x−1| : F → F definidas, para

ε = ±1, da seguinte maneira:

|xε| (xε11 xε22 ...xεnn ) =

 xεxε11 x
ε2
2 ...x

εn
n se xε 6= x−ε11

xε22 ...x
εn
n se xε = x−ε11

Como |xε| ◦ |x−ε| e |x−ε| ◦ |xε| são iguais à identidade 1F : F → F , segue que |xε| é uma

permutação de F com inverso |x−ε|.

Sejam SF o grupo das bijeções de F e F o subgrupo de SF gerado por [X] =

{|x| : x ∈ X}. Então F é um grupo com base [X]. De fato, note que há uma bijeção natu-

ral ζ : [X]→ X dada por |x| → x.

Um elemento arbitrário g ∈ F , diferente de 1, tem a fatoração

g = |xε11 | ◦ |xε22 | ◦ ... ◦ |xεnn | (2.1)

onde εi = ±1 e |xε| e |x−ε| nunca são adjacentes (ou podemos cancelá-los). Tal fatoração de g

é única pois g(1) = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n e a ortografia é única.
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Para ver que F é livre com base [X], suponha que G é um grupo e que f : [X]→ G é

uma função. Como a fatoração ?? é única, a função ϕ : F → G, dada por ϕ(|xε11 | ◦ |xε22 | ◦ ... ◦

|xεnn |) = f(|xε11 |)f(|xε22 |)...f(|xεnn |) está bem definida e é a única função que estende f . Como

[X] gera F , basta verificar que ϕ é homomorfismo.

Sejam w e u palavras reduzidas em [X]. Neste caso, é claro que ϕ(w ◦u) = ϕ(w)ϕ(u)

sempre que palavrawu, obtida dew◦u, apagando as barras verticais, é reduzida. Caso contrário,

tome w = w′ ◦ v e u = v−1u′ como na definição de justaposição. Agora, ϕ(w) = ϕ(w′)ϕ(v)

e ϕ(u) = ϕ(v−1)ϕ(u′) = ϕ(v)−1ϕ(u′) (por serem e w′ ◦ v, e v−1u′ reduzidas). Portanto,

ϕ(w)ϕ(u) = ϕ(w′)ϕ(u′). Por outro lado, ϕ(w ◦ u) = ϕ(w′ ◦ u′) = ϕ(w′)ϕ(u′) (pois w′ ◦ u′ é

reduzida). Então ϕ é homomorfismo, de onde segue que F é grupo livre com base [X].

Por fim, como a função ζ é uma bijeção de X em [X], podemos definir uma bijeção

ζ̄ : F → F por xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n 7→ |x

ε1
1 | ◦ |xε22 | ◦ ... ◦ |xεnn | com ζ̄(X) = ζ(X) = |X| e segue que

F é um conjunto isomorfo a F .

Para concluir a prova, observe que F é grupo com a operação x∗y := ζ̄(ζ̄−1(x)ζ̄−1(y).

De fato,

(xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n ) ∗ (yη11 y

η2
2 ...y

ηm
m ) = ζ̄(ζ̄−1(xε11 x

ε2
2 ...x

εn
n )ζ̄−1(yη11 y

η2
2 ...y

ηm
m )

= ζ̄(|xε11 | ◦ |xε22 | ◦ ... ◦ |xεnn | ◦ |y
η1
1 | ◦ |y

η2
2 | ◦ ... ◦ |yηnn |)

Assim, (xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n )−1 = x−εnn ...x−ε22 x−ε11 .

O seguinte diagrama resume a demonstração:

F
ζ̄ //F

ϕ

  
X

i

OO

ζ
// |X|

i

OO

f
// G

Como a função ζ é uma bijeção de X em [X], podemos definir uma bijeção ζ̄ : F → F por

xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n 7→ |x

ε1
1 | ◦ |xε22 | ◦ ... ◦ |xεnn | com ζ̄(X) = ζ(X) = |X| 2

Corolário 2.8 Todo grupo G é um quociente de um grupo livre.

Prova: Construa um conjunto X = {xg : g ∈ G} tal que f : xg 7→ g é uma bijeção. Consi-

dere F como sendo o grupo livre com base X , então existe um homomorfismo ϕ : F → G
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estendendo f . Além do mais, ϕ é sobrejetora, pois f é. Então, pelo Teorema do Isomorfismo,

G ∼= F/Ker(ϕ).

2

Garantida a existência de um grupo livre gerado por um conjunto dado, podemos defi-

nir um grupo livre que satisfaça determinadas condições.

Definição 2.9 Sejam X um conjunto e ∆ uma famı́lia de palavras em X . Um grupo G tem

geradores X e relações ∆ se G ∼= F/R, onde F é grupo livre com base X e R é o subgrupo

normal de F gerado por ∆. O par ordenado (X|∆) é chamado de apresentação de G.

Outra forma de descrever uma relação r ∈ R, no grupo quocienteG sendo apresentado,

é pela equação r = 1. Definimos R como um subgrupo normal de F gerado por ∆ pois, se

r ∈ ∆ e w ∈ F , então r = 1 em G implica que wrw−1 = 1 em G e também porque queremos

formar um grupo quociente.

A seguir, veremos vários exemplos de grupos livres com geradores e relações.

Exemplo 2.10 O grupo com único gerador x e relação xn = 1 é (isomorfo a) Zn.

Observe que, nesse caso, temos F = 〈x〉 e portanto o subgrupo normalR de F gerado

pela relação r = xn é 〈xn〉. Portanto, G ∼= F/R = 〈x〉/〈xn〉 ∼= Zn.

Exemplo 2.11 No caso especı́fico de G = Z6, também temos a apresentação Z6 = (x, y|x3 =

1, y2 = 1, xyx−1y−1 = 1).

Note que teremos F = {1, x, x2(= x−1), y(= y−1), xy, ...} e que da expressão do co-

mutador xyx−1y−1 = 1, segue que no quociente F/R, teremos xy = yx. Portando

F/R =
{

1̄, x̄, x̄2, ȳ, x̄y, ¯x2y
}

Exemplo 2.12 O grupo diedral D2n tem a apresentação

D2n = (x, y|xn = 1, y2 = 1, yxy = x−1)

Aqui, observa-se primeiro que escrevemos a relação yxy = x−1 ao invés de yxyx = 1,

o que diferencia este exemplo do caso anterior, Z6.

Pela definição, D2n tem ordem 2n, tendo geradores S e T satisfazendo as equações

dadas. Se G = F/R, onde F é um grupo livre com base {x, y} e R é o subgrupo normal gerado
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por {xn, y2, xyxy}, então resta verificar queG tem ordem 2n. Com efeito, a definição de grupo

livre dá o homomorfismo sobrejetor ϕ : F → D2n, com ϕ(x) = S e ϕ(y) = T . Além disso,

R ≤ Ker(ϕ), pois S e T satisfazem as relações, então, pelo 3o teorema dos isomorfismos,

temos a ”sobrejeção” F/R → F/Ker(ϕ), isto é, há uma sobrejeção G = F/R → D2n. Daqui,

|G| ≥ 2n. A inequação inversa também vale pois, para cada elemento em G, temos a fatoração

xiyjR com 0 ≤ i < n e 0 ≤ j < 2. Então, |G| = 2n, portanto G ∼= D2n.

Exemplo 2.13 Outro exemplo seria do grupo dos quatérnios, que tem apresentação Q =

(a, b|a4 = 1, b2 = a2, bab−1 = a−1) e Q = (x, y|xyx = y, x2 = y2)

Em cada um dos casos, basta verificar que o grupo apresentado tem ordem 8.

2.2 Semigrupos Livres

Contruiremos, agora, semigrupos livres. Como é se de esperar, a definição formal é

basicamente a mesma para grupos, no entanto a garantia da existência do semigrupo livre é mais

simples.

Definição 2.14 SeX é um subconjunto de um semigrupo Σ, então Σ é um semigrupo livre com

base X se, para cada semigrupo S e cada função f : X → S, existe um único homomorfismo

ϕ : Σ→ S estendendo f . Ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Σ

ϕ

��
X

i

OO

f
// S

Definição 2.15 Uma palavra w em X é positiva se w = 1 ou w = xε11 x
ε2
2 ...x

εn
n , onde todos os

expoentes εi > 0.

O conjunto Σ de todas as palavras positivas em X é um semigrupo livre com base

X . Observe que o produto de palavras positivas é positiva e, como não há possibilidade de

cancelamento, é fácil de ver que o produto é associativo. De qualquer maneira, apresentaremos

tal resultado por meio de um teorema:

Teorema 2.16 Sejam X um conjunto não vazio, Σ o conjunto de todas as palavras positivas

de X e S um semigrupo. Se f : X → S é uma função qualquer, então existe um único

homomorfismo ϕ : Σ→ S tal que ϕ|X = f .
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Prova: Defina ϕ(x1x2...xn) = f(x1)f(x2)...f(xn). Segue direto da definição de ϕ que o

mesmo é homomorfismo e estende f . A unicidade pode ser provada observando que se existe

outro homomorfismo ψ que estende f , teremos

ψ(x1x2...xn) = ψ(x1)ψ(x2)...ψ(xn) = f(x1)f(x2)...f(xn) = ϕ(x1x2...xn).

2

Daı́ segue que cada semigrupo é imagem homomórfica de um semigrupo livre.

Para podermos definir apresentação de semigrupo, precisamos de alguns conceitos pre-

liminares.

Relembre que uma congruência em um semigrupo S é uma relação de equivalência ≡

em S tal que

a ≡ a′ e b ≡ b′ ⇒ ab ≡ a′b′

E que se≡ é uma congruência em um semigrupo S, então o semigrupo quociente é o conjunto

de todas as classes de equivalência, denotado por S/≡, com a operação

[a][b] = [ab]

onde [a] denota a classe de equivalência de a em S.

A construção de congruência pode se dar de duas formas diferentes. A primeira forma

é por meio de um homomorfismo ϕ : S → T de semigrupos. Neste caso, defina a ≡ b

se ϕ(a) = ϕ(b). Chamamos esta congruência de Ker(ϕ), e com ela podemos enunciar os

seguintes teoremas:

Teorema 2.17 (Teorema do Isomorfismo) Sejam S e T semigrupos com ϕ : S → T um homo-

morfismo. Então

S/Ker(ϕ) ∼= imϕ.

Prova: Existe ψ pelo teorema ??: basta tomar φ̃ e considerar a ”restrição do contradominio” à

imagem de ϕ. Da definição de Ker como congruência, segue que essa aplicação é injetora e,

portanto, é bijetora. 2

Relembre que uma congruência ρ é uma relação de equivalência compatı́vel. Ou seja, é

uma relação de equivalência que, se (s, t), (s′, t′) ∈ ρ, então (ss′, tt′) ∈ ρ para todo s, s′, t, t′ ∈

S.
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A segunda construção se baseia no seguinte fato. Como qualquer relação em S, uma

congruência é um subconjunto de S×S. É facil de ver que qualquer interseção de congruências

também é congruência. Se S é um semigrupo, pode-se assim definir a congruência gerada por

um subconjunto E de S × S como a interseção de todas as congruências contendo E.

Se Σ é um semigrupo livre com base X e se {wi = ui : i ∈ I} é uma famı́lia de

equações, ondewi, ui ∈ Σ, entao defina≡ como sendo a congruência gerado por {(wi, ui) : i ∈ I} ⊂

Σ× Σ.

Finalmente, o semigrupo quociente Σ/≡ é dito ter a apresentação

(X|wi = ui∀i ∈ I).

2.3 Semigrupo de Exel

Agora, definiremos o Semigrupo de Exel, que será vital no decorrer deste trabalho.

Além do mais, veremos algumas de suas propriedades. Conforme mencionado no inı́cio deste

capı́tulo, utilizamos [5] como principal referência nesta parte, porém mais detalhes podem ser

encontrados em [3], [6], [9] e [10].

Definição 2.18 Seja G um grupo, o Semigrupo de Exel S(G) é o semigrupo definido por ge-

radores e relações como segue.

1. A cada g ∈ G associa-se o gerador [g].

2. Para cada par g, h ∈ G considera-se as relações:

i) [g−1][g][h] = [g−1][gh]

ii) [g][h][h−1] = [gh][h−1]

iii) [g][1G] = [g]

iv) [1G][g] = [g]

Obs. 2.19 Note que o item iv pode ser obtido dos demais. Mas, a fim de clareza, ele aparece

na definição. De fato,

[1G][g] = [gg−1][g]
ii
= [g][g−1][g]

i
= [g][g−1g] = [g][1G]

iii
= [g]

Obs. 2.20 Como [g][g−1][g] = [g][g−1g] = [g], segue que S(G) é um semigrupo regular. Vere-

mos mais adiante que S(G) é um semigrupo inverso.
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Exemplo 2.21 Seja G = Z2 = 〈g|g2 = 1G〉. Então S(Z2) = {[1G], [g], [g][g]}.

Observe que, pela definição de Semigrupo de Exel, temos:

[1G][g] = [g][1G] = [g]

[1G][g][g] = [g][g][1G] = [g][g]

[g][g][g] = [g]

Com isso, podemos concluir que [g]2k = [g][g] se n é par e [g]2k+1 = [g] para k ≥ 1.

Teorema 2.22 Seja S um semigrupo com apresentação por geradores e relações

S = 〈X|ui = wi, i ∈ I〉 ,

com

ui = x1,ix2,i...xni,i

wi = y1,iy2,i...ymi,i

para cada i ∈ I , onde cada xk,i e yl,i pertence a X . Dados um semigrupo T e uma função

f : X → T tais que f(x1,i)f(x2,i)...f(xni,i) = f(y1,i)f(y2,i)...f(ymi,i). Então existe uma

única extensão de f a um homomorfismo de semigrupos F : S → T .

Prova: Dada f : X → T , o teorema ?? garante que existe uma única extensão f̃ : Σ→ T de f

ao semigrupo livre Σ, gerado por X , que é dada por

f̃(x1x2...xn) = f(x1)f(x2)...f(xn).

Pelas hipóteses, f̃(ui) = f̃(wi) para cada i em I . De fato,

f̃(ui) = f̃(x1,ix2,i...xni,i)

= f(x1,i)f(x2,i)...f(xni,i)

= f(y1,i)f(y2,i)...f(ymi,i)

= f̃(y1,iy2,i...ymi,i)

= f̃(wi).

Portanto, o núcleo de f̃ contém a congruência ≡ gerada pelas equações ui = wi com

i ∈ I , e o teorema ?? mostra que existe um único homomorfismo F : S = Σ|≡ → T tal que
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F ◦ π = f̃ , onde π : Σ→ S é a projeção canônica. 2

Corolário 2.23 Dado um monóide S, um grupo G e uma função f : G→ S satisfazendo, para

g, h ∈ G,

i) f(g−1)f(g)f(h) = f(g−1)f(gh)

ii) f(g)f(h)f(h−1) = f(gh)f(h−1)

iii) f(g)f(1G) = f(g)

Então, existe um único morfismo f̃ : S(G)→ S tal que f̃([g]) = f(g) para todo g ∈ G.

Prova: A proposição segue imediatamente da definição de semigrupo definido por geradores e

relações e do teorema ??. 2

Uma função que satisfaz os itens i e ii da proposição anterior e f(1G) = 1S é chamada

de homomorfismo parcial.

Proposição 2.24 Existe um antiautomorfismo involutivo ∗ : S(G) → S(G)op tal que [g]∗ =

[g−1], para todo g ∈ G.

Prova: Seja S(G)op o semigrupo oposto, definido com mesmo conjunto que S(G) porém com

operação

α • β = βα

Defina
f : G −→ S(G)op

g 7−→ [g−1].

Vejamos que f satisfaz as propriedades da proposição anterior:

i) f(g−1) • f(g) • f(h) = [g] • [g−1] • [h−1] = [h−1][g−1][g] = [(gh)−1][g] = [g] • [(gh)−1] =

f(g−1) • f(gh)

ii) f(g) • f(h) • f(h−1) = [g−1] • [h−1] • [h] = [h][h−1][g−1] = [h][(gh)−1] = f(gh) • f(h−1)

iii) f(g) • f(1G) = [1G][g−1] = [g−1] = f(g)



Semigrupo de Exel Estruturas Algébricas por Geradores e Relações 34

Logo, f se estende a um homomorfismo ∗ : S(G) → S(G)op, dado por [g]∗ = [g−1],

involutivo pois, ∗ ◦ ∗ = idS(G). 2

Proposição 2.25 Seja G um grupo e, para cada g ∈ G, seja εg = [g][g−1] ∈ S(G). Então,

para g, h ∈ G.

i) εg é um idempotente autoadjunto, isto é, ε∗g = εg = ε2g

ii) [g]εh = εgh[g]

iii) εgεh = εhεg

Prova:

i) ε∗g = ([g][g−1])∗ = [g−1]∗[g]∗ = [g][g−1] = εg,

εgεg = [g][g−1][g][g−1] = [g][1G][g−1] = [g][g−1] = εg

ii) [g]εh = [g][h][h−1] = [gh][h−1] = [gh][(gh)−1][gh][h−1] = [gh][(gh)−1][ghh−1] = [gh][(gh)−1][g] =

εgh[g]

iii) εgεh = [g][g−1]εh = [g]εg−1h[g
−1] = εgg−1h[g][g−1] = εhεg

2

Proposição 2.26 Seja S(G) um Semigrupo de Exel. Então todo elemento α ∈ S(G) admite

uma decomposição α = εg1εg2 ...εgn [h], onde n ≥ 0 e g1, g2, ..., gn, h ∈ G. Além disso, pode-se

assumir gi 6= gj se i 6= j, gi 6= h e gi 6= 1G, para todo i = 1, ..., n.

Prova: Defina S = {α : α = εg1εg2 ...εgn [h]}. Note que, para n = 0, temos [h] ∈ S, para todo

h ∈ G e, para [g][h] ∈ S(G), observe que, tomando εg[gh] ∈ S, temos

εg[gh] = [g][g−1][gh] = [g][g−1gh] = [g][h].

Vejamos agora que S é subsemigrupo de S(G): tome α = εg1εg2 ...εgn [h] ∈ S e [t] ∈

S(G). Então,

[h][t] = [h][h−1][h][t] = [h][h−1][ht] = εh[ht]

e

α[t] = εg1εg2 ...εgn [h][t]
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= εg1εg2 ...εgnεh[ht]

Observe que, caso tenhamos h = gi, para algum i, bastaria comutar os idempotentes e ”excluir”

um εh, usando novamente o fato dele ser idempotente. De fato, se h = gi, então εgi = [h][h−1],

logo

α = εg1εg2 ...εgi ...εgn [h]

= εg1εg2 ...εgi−1
εgi+1

...εgnεgi [h]

= εg1εg2 ...εgi−1
εgi+1

...εgn [h][h−1][h]

= εg1εg2 ...εgi−1
εgi+1

...εgn [h][h−1][h]

= εg1εg2 ...εgi−1
εgi+1

...εgn [h]

Como S é subsemigrupo de S(G), S(G) é gerado pelos elementos [g] com g ∈ G, e

cada [g] está em S, segue que S = S(G).

2

Definição 2.27 Se α ∈ S(G) é escrito na forma α = εg1εg2 ...εgn [h], satisfazendo as proprieda-

des da proposição anterior, dizemos que α está na forma padrão.

Proposição 2.28 Para cada α ∈ S(G), tem-se αα∗α = α e α∗αα∗ = α∗. Em Particular, S(G)

é um semigrupo regular.

Prova: Para o primeiro caso, tome α = εg1εg2 ...εgn [h], então

αα∗α = εg1εg2 ...εgn [h][h−1]εgn ...εg2εg1εg1εg2 ...εgn [h]

= εg1εg2 ...εgn

[h]︷ ︸︸ ︷
[h][h−1][h]

= α

Por outro lado, como αα∗α = α, temos que (αα∗α)∗ = α∗, de onde segue que

α∗αα∗ = α∗. 2
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2.4 Representações de S(G)

Nosso objetivo é mostrar a unicidade do elemento α∗, dado α ∈ S(G) e, consequen-

temente concluir que o Semigrupo de Exel é um semigrupo inverso. Para isso, precisamos das

representações de S(G).

Definição 2.29 Sejam S(G) o Semigrupo de Exel e T um semigrupo qualquer. Uma representação

de S(G) é um homomorfismo ϕ : S(G)→ T .

Um exemplo de representação de S(G) é a função grau δ : S(G) → G definida por

[g] 7→ g. De fato δ é um homomorfismo pois, δ([gh]) = gh = δ([g])δ([h]). Uma primeira

aplicação da função grau é a descrição dos idempotentes de S(G) conforme proposição abaixo.

Proposição 2.30 Seja S(G) um Semigrupo de Exel. β ∈ S(G) é idempotente se, e somente se,

β é da forma β = εg1εg2 ...εgn .

Prova: Seja β ∈ S(G) um idempotente. Como o grau é homomorfismo, de β2 = β segue que

δ(β)2 = δ(β2) = δ(β). Como o único idempotente de um grupo G é seu elemento neutro, e

δ(β) ∈ G, segue que δ(β) = 1G e, como δ(εg1εg2 ...εgn [h]) = h, segue que h = 1G e, portanto,

β = εg1εg2 ...εgn .

Reciprocamente, se β tem a forma descrita acima, então segue da Proposição ?? que β

é idempotente.

2

Relembre: No capı́tulo anterior definimos P1G = {A : A ⊆ G, 1G ∈ A}. Tome F (P1G) =

{f : P1G → P1G : f é função}. Além do mais, defina, para cada g ∈ G, as funções

φg : P1G −→ P1G

E 7−→ gE ∪ {1G, g} .

Proposição 2.31 A função φ : G → F (P1G , g 7→ φg satisfaz os itens i) a iii) do corolário ??

e, portanto, existe uma única representação Λ : S(G)→ F (P1(G)) tal que Λ([g]) = φg

Prova:

i)

φg−1φgφh(E) = φg−1φg(hE ∪ {h, 1G})
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= φg−1(ghE ∪ {g, gh, 1G})

= hE ∪
{
g−1, h, 1G

}
Por outro lado,

φg−1φgh(E) = φg−1(ghE ∪ {gh, 1G})

= hE ∪
{
g−1, h, 1G

}
ii)

φgφhφh−1(E) = φgφh(h
−1E ∪

{
1G, h

−1
}

)

= φg(E ∪ {1G, h})

= gE ∪ {g, gh, 1G}

Por outro lado,

φghφh−1(E) = φgh(h
−1E ∪

{
h−1, 1G

}
)

= gE ∪ {g, gh, 1G}

iii) φgφ1G(E) = φg(E ∪ {1G}) = gE ∪ {g, 1G} = φg(E)

2

Obs. 2.32 Note que Λ(εg)(E) = Λ([g][g−1])(E) = φgφg−1(E) = φg(g
−1E ∪ {g−1, 1G}) =

E ∪ {g, 1G}. Daı́ segue, para α = εg1εg2 ...εgn [h] que

Λ(α)({1G}) = {1G, g1, g2, ..., gn, h}

Proposição 2.33 Todo α ∈ S(G) admite uma única decomposição α = εg1εg2 ...εgn [h], a menos

da ordem dos g′is

Prova: Considere α = εg1εg2 ...εgn [h]. Suponha que exista outra decomposição α = εh1εh2 ...εhm [k].

Aplicando a função grau em ambos os casos, temos δ(α) = h e δ(α) = k, o que implica h = k.

Aplicando a função Λ temos, no primeiro caso

Λ(α)({1G}) = {1G, g1, g2, ..., gn, h}
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Já no segundo caso, obtemos

Λ(α)({1G}) = {1G, h1, h2, ..., hm, h}

O que implica {g1, g2, ..., gn} = {h1, h2, ..., hm} 2

Teorema 2.34 Seja G um grupo, então S(G) é um semigrupo inverso.

Prova: Suponha que α admita um outro inverso β, além de α∗, tal que αβα = α e βαβ = β.

Considere α = εg1εg2 ...εgn [h] e β∗ = εh1εh2 ...εhm [k], assim, β = [k−1]εh1εh2 ...εhm . Então

h = δ(α) = δ(αβα) = hk−1h⇒ h = k.

Também

α = αβα = εg1εg2 ...εgn [h][h−1]εh1εh2 ...εhmεg1εg2 ...εgn [h] = εg1εg2 ...εgnεh1εh2 ...εhm [h].

Da unicidade da decomposição padrão, obtêm-se {g1, g2, ..., gn, h1, h2, ..., hm} = {g1, g2, ..., gn}.

O que implica

{h1, h2, ..., hm} ⊆ {g1, g2, ..., gn} .

Analogamente, fazendo β∗α∗β∗ = β∗, obtêm-se

{g1, g2, ..., gn} ⊆ {h1, h2, ..., hm} .

E concluı́mos que β = α∗ 2

Antes de enunciarmos o próximo teorema, lembre que G̃R = {(A, g) ∈ P1G ×G : g ∈ A}

é monóide inverso com a operação (A, g)(B, h) = (A ∪ gB, gh).

Teorema 2.35 Seja G um grupo. O Semigrupo de Exel S(G) é isomorfo ao monóide G̃R.

Prova: Considere G um grupo e a seguinte função:

ϕ : G −→ G̃R

g 7−→ ({1G, g} , g).

Note que ϕ(1G) = ({1G} , 1G) = 1G̃R e

ϕ(g)ϕ(h)ϕ(h−1) = ({1G, g} , g)({1G, h} , h)(
{

1G, h
−1
}
, h−1)
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= ({1G, g} , g)({1G, h} , 1G)

= ({1G, g, gh} , g).

Por outro lado,

ϕ(gh)ϕ(h−1) = ({1G, gh} , gh)(
{

1G, h
−1
}
, h−1)

= ({1G, g, gh} , g).

Analogamente mostra-se que ϕ(g−1)ϕ(g)ϕ(h) = ϕ(g−1)ϕ(gh). Portanto, existe um

único homomorfismo φ : S(G)→ G̃R que estende ϕ.

Daı́,

φ(εg) = φ([g])φ([g−1])

= ({1G, g} , g)(
{

1G, g
−1
}
, g−1)

= ({1G, g} , 1G).

• φ é injetora. De fato, seja εg1εg2 ...εgn [h] ∈ S(G). Então,

φ(εg1εg2 ...εgn [h]) = ({1G, g1} , 1G)({1G, g2} , 1G)...({1G, gn} , 1G)({1G, h} , h) =

= ({1G, g1, g2, ..., gn, h} , h).

Logo, se dois elementos de S(G) possuem a mesma imagem por φ em G̃R, então eles

possuem a mesma forma padrão e, portanto, são iguais.

Portanto, εg1εg2 ...εgn [h] = [1G] = 1S(G).

• φ é sobrejetora: Seja (A, g) ∈ G̃R com A = {1G, g, g1, g2, ..., gn} Então,

(A, g) = φ(εg1εg2 ...εgn [g]).

2

Outra demonstração desse resultado pode ser encontrado em [9].
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2.5 Ações de Semigrupos Inversos e Ações Parciais de Gru-

pos

Nessa seção, iremos mostrar um dos resultados mais importantes do trabalho, que

relaciona ações parciais de um grupo G com ações do Semigrupo de Exel S(G), obtido a partir

do mesmo grupo. Para tal, como de praxe, precisamos de alguns resultados preliminares, em

especial, precisamos começar dizendo o que é uma ação parcial.

Definição 2.36 Uma ação parcial θ de um grupo G em um conjunto X é uma coleção de

bijeções θg : Dg−1 → Dg, com Dg subconjunto de X , para todo g ∈ G, satisfazendo, para

g, h ∈ G:

(AP1) D1G = X e θ1G é a função identidade de X

(AP2) θg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh

(AP3) θg ◦ θh = θgh em Dh−1 ∩Dh−1g−1

Exemplo 2.37 Toda ação (global) de um grupo G em um conjunto X é também uma ação

parcial. Basta notar que, para todo g ∈ G, temos Dg = X e θg(x) = g · x.

Exemplo 2.38 Se G age (globalmente) em X e Y é subconjunto de X , então G age parcial-

mente em Y .

Considere uma ação de G em X . Para cada g ∈ G associamos uma bijeção βg : X →

X definida por βg(x) = g · x.

Seja Y um subconjunto de X . Defina θg : βg−1(Y ) ∩ Y → Y ∩ βg(Y ) por θg = βg.

Assim, G age parcialmente em Y .

De fato, provemos, como exemplo, a propriedade (AP2):

θg(Dg−1 ∩Dh) = βg((βg−1(Y ) ∩ Y ) ∩ (βh(Y ) ∩ Y ))

= (βgβg−1(Y ) ∩ βgY ) ∩ (βgβh(Y ) ∩ βgY )

= ((Y ) ∩ βgY ) ∩ (βgh(Y ) ∩ βgY )

= Dg ∩Dgh

Para mais detalhes veja [3] e [7].
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Proposição 2.39 Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma função θ : G → I (X) define

uma ação parcial de G em X se, e somente se, tem-se para todo g, h ∈ G

i) θgθhθh−1 = θghθh−1

ii) θ1G = idX

iii) θg−1θgθh = θg−1θgh.

Prova: Para mostrar a volta do teorema, tome g = h−1 em i). Assim, θh−1θhθh−1 = θ1Gθh−1 =

θh−1 . Trocando h por h−1, obtemos θhθh−1θh = θh. O que implica θh−1 = θ∗h.

Agora, defina Dh = imθh, então domθh = imθ∗h = imθh−1 = Dh−1 . O que implica

que θh é função de Dh−1 em Dh

Para provar a propriedade (AP2), tome g, h ∈ G. Como

θh−1θg−1 = θh−1θg−1θgθg−1 = θh−1g−1θgθg−1 ,

dom(θh−1θg−1) = θg(Dg−1 ∩Dh)

e

dom(θh−1g−1

idDg︷ ︸︸ ︷
θgθg−1) = Dg ∩Dgh,

vale a propriedade.

Note que as propriedades (AP1) e (AP3) são obtidas imediatamente de ii) e iii).

Já para mostrar a primeira parte do teorema, se θ = ({Dg}g∈G , {θg : Dg−1 → Dg}g∈G)

é ação parcial de G em X , para g, h ∈ G, temos

(AP1) D1G = X e θ1G é a função id de X (o que prova, imediatamente, o item ii))

(AP2) θg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh

(AP3) θg ◦ θh = θgh em Dh−1 ∩Dh−1g−1

Com isso, provemos o item i) (o item iii) é análogo). Observe que dom(θgθh) =

θ−1
h [Dg−1 ∩Dh] = Dh−1 ∩D(gh)−1

Daı́, segue que

dom(θgθhθh−1) = (θh−1)−1[dom(θgθh) ∩ imθh−1 ]

= θh[Dh−1 ∩D(gh)−1 ∩Dh−1 ]
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= θh[Dh−1 ∩D(gh)−1 ]

AP2
= Dh ∩Dg−1

Por outro lado,

dom(θ(gh)θh−1) = (θh−1)−1[dom(θgh) ∩ imθh−1 ]

= θh[D(gh)−1 ∩D(h)−1 ]

AP2
= Dh ∩Dh(gh)−1

= Dh ∩Dg−1

Assim, tomando x ∈ Dh−1 ∩ Dh−1g−1 , temos x = θh−1θh(x) = θh−1(y), onde y =

θh(x). Então,

θgθhθh−1(y) = θgθh

x︷ ︸︸ ︷
θh−1θh(x)

AP3
= θghθh−1(y),

o que implica θgθhθh−1 = θghθh−1

2

Definição 2.40 Uma ação de um semigrupo inverso S em um conjunto X é um homomorfismo

π : S → I (X).

Agora, finalmente, podemos enunciar o importante teorema que relaciona ações parci-

ais de G em X e ações de S(G) em X .

Teorema 2.41 Para todo grupoG e qualquer conjuntoX , existe uma correspondência biunı́voca

{ações parciais de G em X} ←→ {ações de S(G) em X}.

Prova:

Observe que o corolário ?? nos diz que homomorfismos de S(G) em I (X) estão em

correspondência bionı́voca com funções de G em I (X), que satisfazem as propriedades i) a

iii) da referida proposição. Logo, pela proposição anterior (??), tais funções correspondem à

ações parciais de G em X . O diagrama abaixo ilustra tal resultado:

S(G)

θ̃

""
G

cor. ??

OO

θ
// I (X)
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l prop. ??

G
θ

// I (X)

2

2.6 Álgebra de Grupo

Nas próximas seções, mostraremos importantes resultados acerca de estruturas de

módulos e anéis, ou álgebras, definidas a partir de um grupo. Tais resultados serão essenci-

ais para a compreensão do capı́tulo seguinte. Inicialmente, temos por objetivo mostrar a co-

nexão entre representações de grupo e álgebras de grupo para, depois, apresentar os resultados

mencionados. No que segue, K denotará um anel comutativo qualquer e, quando estivermos

falando de módulos sobre um anel, será sempre módulo à esquerda. Portanto, simplificaremos

a linguagem chamando apenas por módulo.

Definição 2.42 Seja G um grupo multiplicativo. Então, definimos a álgebra de grupo KG

como segue. Seu grupo aditivo é o K-módulo livre tendo uma base formada por elementos de

G. Assim, cada elemento tem uma expressão única na forma
∑
g∈G

agg, onde ag ∈ K e somente

um número finito de ag pode ser não nulo. Se g e h são elementos da base, isto é, g, h ∈ G,

defina seu produto em KG como sendo seu produto gh em G. O produto de dois elementos de

KG é definido pela extensão por linearidade(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
z∈G

(∑
gh=z

agbh

)
z.

Vejamos que, assim definido, o produto em KG é K-bilinear, associativo e possui

elemento neutro 1KG 6= 0G (onde 1KG = 1K1G) tal que 1KGa = a1KG = a para todo a ∈ KG.

Antes, observe que a em KG é, na verdade, a1G e, assim, ga é uma abreviação de

(1Kg)(a1G). Logo, pela definição ga = (1Kg)(a1G) = 1Kag1G = ag.

K-bilinear: (
α1

(∑
g∈G

a1
gg

)
+ α2

(∑
g∈G

a2
gg

))(∑
h∈G

bhh

)
=

=

((∑
g∈G

α1a
1
gg

)
+

(∑
g∈G

α2a
2
gg

))(∑
h∈G

bhh

)
=
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=

(∑
g∈G

(α1a
1
g + α2a

2
g)g

)(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
z∈G

(∑
gh=z

(α1a
1
g + α2a

2
g)bh

)
z =

=
∑
z∈G

((∑
gh=z

α1a
1
gbh

)
z +

(∑
gh=z

α2a
2
gbh

))
z =

=
∑
z∈G

(∑
gh=z

α1a
1
gbh

)
z +

∑
g∈G

(∑
gh=z

α2a
2
gbh

)
z =

= α1

∑
z∈G

(∑
gh=z

a1
gbh

)
z + α2

∑
z∈G

(∑
gh=z

a2
gbh

)
z =

= α1

(∑
g∈G

a1
gg

)(∑
h∈G

bhh

)
+ α2

(∑
g∈G

a2
gg

)(∑
h∈G

bhh

)
Também, (∑

g∈G

agg

)(
β1

(∑
h∈G

b1
hh

)
+ β2

(∑
h∈G

b2
hh

))
=

=

(∑
g∈G

agg

)((∑
h∈G

β1b
1
hh

)
+

(∑
h∈G

β2b
2
hh

))
=

=

(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

(β1b
1
h + β2b

2
h)h

)
=
∑
g∈G

(∑
gh=z

ag(β1b
1
h + β2b

2
h)

)
z =

=
∑
z∈G

(∑
gh=z

agβ1b
1
h

)
z+
∑
z∈G

(∑
gh=z

agβ2b
2
h

)
z = β1

∑
z∈G

(∑
gh=z

agb
1
h

)
z+β2

∑
z∈G

(∑
gh=z

agb
2
h

)
z =

= β1

(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

b1
hh

)
+ β2

(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

b2
hh

)

Associativo:(∑
g∈G

agg

)((∑
g∈G

bhh

)(∑
i∈G

cii

))
=

(∑
g∈G

agg

)(∑
z∈G

(∑
hi=z

bhci

)
z

)
=

=
∑
w∈G

(∑
gz=w

ag

(∑
hi=z

bhci

))
w =

∑
w∈G

 ∑
g(hi)=w

ag(bhci)

w =

=
∑
w∈G

 ∑
(gh)i=w

(agbh)ci

w =
∑
w∈G

(∑
z′i=w

(∑
gh=z′

(agbh)ci

))
w =

=

(∑
z′∈G

(∑
gh=z′

agbh

)
z′

)(∑
i∈G

cii

)
=

((∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

))(∑
i∈G

cii

)
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∃1KG: Tome 1KG = 1K1G. Então,

1K1G

(∑
g∈G

agg

)
=

(∑
g∈G

1Kag1Gg

)
=

(∑
g∈G

agg

)
.

E, (∑
g∈G

agg

)
1K1G =

(∑
g∈G

ag1Kg1G

)
=

(∑
g∈G

agg

)
.

Proposição 2.43 Sejam G um grupo, A uma K-álgebra, e U(A) o grupo multiplicativo dos

elementos invertı́veis de A. Todo homomorfismo de grupos φ : G → U(A) possui uma única

extensão a um homomorfismo de K-álgebras Φ : KG→ A.

Prova: Se existe tal Φ, então

Φ(
∑
g∈G

kgg) =
∑
g∈G

kgΦ(g) =
∑
g∈G

kgφ(g).

Isso mostra a unicidade de Φ.

Agora, defina Φ pela expressão obtida acima, isto é,

Φ(
∑
g∈G

kgg) =
∑
g∈G

kgφ(g).

Esta Φ é K-linear pois é a única extensão K-linear da aplicação da base G no K-módulo A que

leva g em φ(g).

É fácil de ver que Φ preserva o produto e é claro que preserva a unidade. 2

Corolário 2.44 Um homomorfismo de grupos φ : G → G′ se estende de modo único a um

morfismo de K-álgebras Φ : KG→ KG′ .

Prova: Como G′ está contido em U(KG′), segue direto da proposicao anterior. 2

Definição 2.45 Seja K um corpo. Então, uma K-representação de um grupo G é um homo-

morfismo

σ : G→ GL(V )

onde V é um espaço vetorial sobre um corpo K.

Proposição 2.46 Cada K-representação σ : G → GL(V ) fornece a V a estrutura de um

KG-módulo. Reciprocamente, cada KG-módulo V determina uma K-representação.
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Prova: Para mostrar a primeira parte da proposição, considere σ : G→ GL(V ) um homomor-

fismo, denote σ(g) : V → V por σg e defina uma ação KG × V → V por

(∑
g∈G

agg

)
v =(∑

g∈G
agσg(v)

)
. Observe que de fato esta função é uma ação pois (1KG)v = σ1KG

(v) =

IdV (v) = v e também

∑
g∈G

agg

((∑
h∈G

bhh

)
v

)
=
∑
g∈G

agg

(∑
h∈G

bhσh(v)

)
=
∑
z∈G

(∑
gh=z

agbh

)
σz(v).

Por outro lado,(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

)
v =

(∑
z∈G

(∑
gh=z

agbh

)
z

)
v =

∑
z∈G

(∑
gh=z

agbh

)
σz(v).

Logo,
∑
g∈G

agg

((∑
h∈G

bhh

)
v

)
=

(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

)
v.

Para verificar que V é um KG-módulo, basta verificar as propriedades relacionadas ao

produto por escalar em KG, uma vez que as propriedades da adição são imediatas por ser V

um espaço vetorial sobre K.

i) 1KGv = v é imediato da ação definida, bem como a próxima propriedade.

ii)

((∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

))
v =

(∑
g∈G

agg

)((∑
h∈G

bhh

)
v

)
iii) ((∑

g∈G

agg

)
+

(∑
g∈G

bgg

))
v =

(∑
g∈G

(ag + bg)g

)
v =

∑
ginG

(ag + bg)gσg(v) =

=
∑
g∈G

agσg(v) +
∑
h∈G

bhσh(v) =

(∑
g∈G

agg

)
v +

(∑
h∈G

bhh

)
v

iv) (∑
g∈G

agg

)
(v1 + v2) =

∑
g∈G

agσg(v1 + v2) =

=
∑
g∈G

agσg(v1) +
∑
g∈G

agσg(v2) =

(∑
g∈G

agg

)
v1 +

(∑
g∈G

agg

)
v2

Já para verificarmos a outra parte do teorema, suponha V um KG-módulo. Se g ∈ G,

então v 7→ gv define uma transformação linear Tg : V → V . De fato,

Tg(av1 + v2) = g(av1 + v2) = gav1 + gv2 =
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= agv1 + gv2 = aTgv1 + Tgv2.

Claramente (Tg)
−1 = Tg−1 . Defina

σ : G −→ GL(V )

g 7−→ Tg

Então, σ é uma K-representação. Com efeito, σ(gh)(v) = Tgh(v) = gh(v) =

gTh(v) = TgTh(v) para todo v ∈ V . Logo Tgh = TgTh, o que implica σ(gh) = σ(g)σ(h).

2

2.7 Álgebra de Monóide

Definição 2.47 Seja S um monóide. Então, definimos a álgebra de monóide KS como segue.

Seu grupo aditivo é o K-módulo livre tendo uma base formada por elementos de S. Assim,

cada elemento tem uma expressão única na forma
∑
s∈S

ass, onde as ∈ K e somente um número

finito de as pode ser não nulo. Se s e t são elementos da base, isto é, s, t ∈ S, defina seu produto

em KS como sendo seu produto st em S. O produto de dois elementos de KS é definido pela

extensão por linearidade(∑
s∈S

ass

)(∑
t∈S

btt

)
=
∑
u∈S

(∑
st=u

asbt

)
u.

A prova de queKS é umaK-álgebra é idêntica à feita paraKG, já que, naquela prova,

os inversos dos elementos de G não são usados.

As provas da proposição e do corolário que seguem são análogas as provas da proposição

?? e corolário ??.

Proposição 2.48 Sejam S um monóide e A uma K-álgebra. Considerando A como monóide

multiplicativo, todo homomorfismo de monóides φ : S → A possui uma única extensão a um

homomorfismo de K-álgebras Φ : KS → A.

Corolário 2.49 Se S e S ′ são monóides e φ : S → S ′ é um homomorfismo, então existe uma

única extensão a um homomorfismo de K-álgebras Φ : KS → KS ′.
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2.8 Álgebra de Grupo Semissimples

Definição 2.50 Um R-módulo M é simples se M 6= {0} e M não tem submódulos próprios

não nulos, ou seja, os únicos submódulos de M são {0} e M .

Definição 2.51 Seja R um anel, possivelmente não-comutativo. Um R-módulo é semissimples

se ele é uma soma direta de módulos simples. Um anel R é semissimples se ele é soma direta

de ideais minimais (à esquerda), ou seja, se R é um R-módulo semissimples.

Proposição 2.52 Um R-módulo é semissimples se, e somente se, cada submódulo de M é um

somando direto.

Prova: Veja [12]. 2

Teorema 2.53 (Maschke) Sejam G um grupo finito e K um corpo cuja caracterı́stica não di-

vide |G|. Então KG é um anel semissimples.

Prova: Precisamos mostrar que cada ideal I de KG é um somando direto. Como K é um

corpo, KG é um espaço vetorial sobre K e I é um subespaço. Então, I é um somando direto

enquanto espaço vetorial, logo existe um subespaço V , que pode não ser um ideal de KG, com

KG = I ⊕ V . Logo, existe uma transformação K-linear d : KG→ I com d(b) = b para todo

b ∈ I e com Ker(d) = V . Assim, cada u ∈ KG tem uma expressão única na forma u = b+ v,

onde b ∈ I e v ∈ V , e d(u) = b. Segue que I é um somando direto de KG se, e somente se, é

um retrato, isto é, se, e somente se, existe umKG-homomorfismoD : KG→ I comD(u) = u

para todo u ∈ I . Defina D : KG→ KG por

D(u) =
1

|G|
∑
x∈G

xd(x−1u)

para todo u ∈ KG. Note que |G| 6= 0 em K. É óbvio que D é um K-homomorfismo pois d é

K-homomorfismo. Além do mais,

i) imD ⊆ I:

Se u ∈ KG e x ∈ G, então d(x−1u) ∈ I pois imd ⊆ I , e xd(x−1u) ∈ I pois I é um ideal.

Portanto D(u) ∈ I , para cada termo da soma na definição de D(u).
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ii) Se b ∈ I , então D(b) = b:

Se b ∈ I , para x−1b, temos d(x−1b) = x−1b, pois x−1b ∈ I por ser I um ideal. Portanto,

xd(x−1b) = xx−1b = b e

D(b) =
1

|G|
∑
x∈G

xd(x−1b) =
b

|G|
∑
x∈G

1 =
b

|G|
|G| = b

iii) D é um KG-homomorfismo:

Como d é um K-homomorfismo, D(u+u′) = D(u) +D(u′) verifica-se trivialmente, bem

como D(ku) = kD(u) para todo k ∈ K e todo u ∈ KG. Resta, portanto, provar que

D(gu) = gD(u) para todo g ∈ G e todo u, u′ ∈ KG:

gD(u) =
g

|G|
∑
x∈G

xd(x−1u) =
1

|G|
∑
x∈G

gxd(x−1u) =

=
1

|G|
∑
x∈G

gxd(x−1g−1gu) =
1

|G|
∑

y=gx∈G

yd(y−1gu) = D(gu)

2

Teorema 2.54 (Wedderburn-Artin I) Um anel R é semissimples se, e somente se, R é isomorfo

a um produto direto de anéis de matrizes sobre anéis de divisão.

Prova: Para a demonstração deste teorema, bem como do próximo, e para mais detalhes, veja

[12]. 2

Teorema 2.55 (Wedderburn-Artin II) Cada anel R semissimples é um produto direto

R ∼= Matn1(∆1)×Matn2(∆2)× ...×Matnm(∆m)

onde ni ≥ 1, ∆i é um anel de divisão e os números m e n′is, assim como os anéis de divisão

∆′is, são unicamente determinados por R.

Teorema 2.56 (Molien) Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado cuja

caracterı́stica não divide a ordem de G. Então

i) KG ∼= Matn1(K)×Matn2(K)× ...×Matnk
(K)

ii) |G| = n2
1 + n2

2 + ...+ n2
k
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para algum k ∈ Z.

Prova: SejaKG umaK-álgebra de grupo que tem dimensão finita poisG é finito. Pelo teorema

de Wedderburn-Artin II, temos que

KG ∼=
n∏
i=1

Matni
(∆i)

com ∆i sendo K-álgebra. Aceitando que cada ∆i é K-álgebra, podemos identificar K com

a subálgebra K1∆i
, e com essa identificação queremos mostrar que ∆i = K. Temos que

dim(∆i) ≤ dim(KG) ≤ ∞ para todo i = 1, 2, ..., n. Então, para todo i, ∆i = K como

álgebras (Nesse caso, K identifica a álgebra K1∆i
).

De fato, suponha por absurdo que K ( ∆i, tome α ∈ ∆i \K para todo i = 1, 2, ..., n.

Então, para

K(α) =

{
f(α)

g(α)
: f, g ∈ K[α]

}
,

temos que

K ⊆ K(α) ⊆ ∆i,

o que implica dim(K(α)) ≤ dim(∆i) ≤ ∞.

Agora, suponha dim(K(α)) = n. O conjunto {1, α, α2, ..., αn} possui n+1 elementos,

logo é um conjunto linearmente dependente. Então, existem a0, a1, ..., an ∈ K, com pelo menos

um ai não nulo, tais que

a0 + a1α + ...+ anα
n = 0.

Então α é raı́z do polinômio não nulo
n∑
i=0

aix
i ∈ K[x]. Mas K é algebricamente

fechado, logo α ∈ K, uma contradição. O que prova o item i).

Já o item ii) verifica-se imediatamente usando as dimensões das K-álgebras.

2

2.9 Módulos Simples da Álgebra Matn1(C)× ...×Matnk(C)

Nessa seção, restringiremos o corpo que estamos trabalhando ao corpo dos complexos

C, pois temos por objetivo entender melhor os módulos simples de uma álgebra semissimples

da forma R = Matn1(C)× ...×Matnk
(C).

Lema 2.57 (de Schur) Qualquer homomorfismo não nulo entre dois R-módulos simples é um

isomorfismo.
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Prova: Sejam M e N R-módulos simples e seja Φ : M → N um homomorfismo. Como

Ker(Φ) é um submódulo de M e diferente de M pois Φ 6= 0, temos, por ser M simples, que

Ker(Φ) = 0. Analogamente temos imΦ = N . 2

Proposição 2.58 Seja R um anel semissimples tal que

R = S1 ⊕ S2 ⊕ ...⊕ Sn

com Si R-módulo simples para i = 1, ..., n, podendo haver repetições entre os Si’s. Então, se

S é R-módulo simples, S ∼= Si para algum i.

Prova: Seja x ∈ S não nulo. Então S = Rx. De fato, claramente Rx ⊆ S pois S é R-módulo

e, como S é simples, temos Rx = S. Considere

ϕ : R −→ S

r 7−→ rx

então ϕ é um epimorfismo, pois é linear e sobrejetora.

Temos HomR(R, S) ∼=
n⊕
i=1

Hom(Si, S). Como ϕ é epimorfismo, HomR(R, S) 6= 0.

Logo, existe i tal que Hom(Si, S) 6= 0. Portanto, Pelo Lema de Schur, S ∼= Si. 2

No que segue, eij denota a matriz elementar que possui o elemento 1 na entrada ij e 0

nas demais entradas.

Agora, vejamos quais são os módulos de Matn(C). Claramente podemos escrever

Matn(C) como soma direta de C-subespaços:

Matn(C) = C1 ⊕ C2 ⊕ ...⊕ Cn,

onde

Cj = 〈eij : i = 1, 2, ...n〉 =


0 . . . 0 a1j 0 . . . 0

0 . . . 0 a2j 0 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 anj 0 . . . 0


onde aij ∈ C para todo i, j = 1, 2, ..., n. Observe também que cada Cj é um ideal à esquerda e,

portanto, essa decomposição é em soma direta de Matn(C)-submódulos.
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Proposição 2.59 A aplicação

θj,k : Cj −→ Ck
n∑
l=1

blelj 7−→
n∑
l=1

blelk

é um isomorfismo de Matn(C)-módulos entre Cj e Ck.

Prova: θj,k é um homomorfismo entre Cj e Ck com inversa (θj,k)
−1 = θk,j . Portanto é um

isomorfismo. De fato, primeiro observe que

n∑
k,l=1

aklekl.

n∑
i=1

bieij =
n∑

l,k,i=1

aklbiekleij

=
n∑

l,k,i=1

aklbiδl,iekj

=
n∑

l,k=1

akibiekj

Assim,

θj,k(
n∑

p,q=1

apqepq.
n∑
l=1

bieij) = θj,k(
n∑

l,p=1

apibiepj)

=
n∑

l,p=1

apibiepk

Também,

(
n∑

p,q=1

apqepq).θj,k(
n∑
l=1

bieij) = (
n∑

p,q=1

apqepq).
n∑
l=1

bieik

=
n∑

l,i=1

apibiepk

2

Proposição 2.60 Cada Matn(C)-módulo Cj é simples.

Prova: Como todos Cj’s são isomorfos entre si, basta provar somente para um deles. Neste

caso, seja M um submódulo não trivial de Cj . Então M possui um vetor v não nulo na forma

v =
n∑
l=1

clelj , onde pelo menos um dos cl’s é não nulo, digamos ck. Temos

c−1
k eikv = eij ∈M.
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Como isto vale para qualquer i e os elementos na forma eij geram Cj , temos que M = Cj 2

ConsidereR = Matn1(C)×Matn2(C)× ...×Matnm(C) com ni ≥ 1. Quando n = 1,

podemos, como anéis, identificar Mat1(C) por C.

Seja Ikj = {0} × ...× {0} × Cnj

k × {0} × ...× {0} onde

C
nj

k =


0 . . . 0 a1j 0 . . . 0

0 . . . 0 a2j 0 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 anj 0 . . . 0

 ⊆Matnk
(C).

para k = 1, ...,m.

Então, Ikj é ideal à esquerda de R e, pela proposição ??, é simples. Daı́, temos

R =
m⊕
k=1

nk⊕
j=1

Ikj

onde, pela proposição ??, Ikj ∼= Ikj′ , para todo 1 6= k, k′, nk.

Portanto, pela proposição ??, R tem exatamente m módulos simples distintos, isomor-

fos à I1
1 , I

2
1 , ..., I

k
1 .

Exemplo 2.61 (Proposição:) Se G é um grupo abeliano de ordem m então CG ∼= Cm.

Pelo teorema de Molien, CG ∼= Matn1(C)× ...×Matnk
(C). Como G é abeliano, CG

é uma álgebra comutativa. Como Matn(C) só é comutativa se n = 1 (e neste caso Matn(C) é

isomorfa a C), segue que n1 = n2 = ... = nk = 1. Pelo segundo item do teorema de Molien,

k = m.

Exemplo 2.62 Vejamos qual é a álgebra de grupo CS3 do grupo de permutacões S3.

Pela segunda parte do teorema de Molien, se CS3
∼= Matn1(C) × ... ×Matnk

(C),

então 6 = |S3| é a soma dos quadrados dos ni. Neste caso, só existem duas soluções: ou temos

k = 6 e ni = 1 para todo i, ou temos k = 3 e n1 = n2 = 1, n3 = 2 (supondo que tomemos

sempre a seq n1, n2, ... crescente). A primeira solução nos mostra que CS3
∼= C6. Mas C6 é

uma álgebra comutativa e CS3 não é. Portanto, essa solução não está correta. Sobra, então, a

segunda solução, e temos

CS3
∼= C× C×Mat2(C).



Capı́tulo 3

Álgebra Parcial de Grupo

Neste capı́tulo, estudaremos as álgebras parciais de grupos finitos, que, para um grupo

G é denotada por Kpar(G).

Vimos no capı́tulo anterior que, seG eG′ são isomorfos, entãoKG eKG′ são algebras

isomorfas, mas, em geral, a recı́proca é falsa. No caso de grupos abelianos finitos (de ordem n)

e de K = C, tudo o que CG mantém de informação de G é a sua ordem, pois CG ' Cn. Neste

sentido, a álgebra parcial de um grupo, torna-se uma ferramenta mais fina para dizer quando

dois grupos não são isomorfos. Ou seja, se G 6= G′, então Kpar(G) � Kpar(G
′). Veremos

alguns exemplos adiante, mas antes precisamos introduzir uma série de definições e resultados.

No decorrer, salve menção contrária,G é grupo finito,K é um corpo e 1G é a identidade

de G. Além do mais, padronizaremos as seguintes notações: H ≤ G indica que H é subgrupo

de G e H < G indica que H é subgrupo próprio de G, isto é, H ≤ G e H 6= G. Também

usaremos as notações (G : H) para denotar o ı́ndice de H em G, [G : G] para o comutador de

G e N (H) para o normalizador de H em G, ou seja,

[G : G] =
{
g−1h−1gh ∈ G : g, h ∈ G

}
e

N (H) = {g ∈ G : gH = Hg} .

A referência desse capı́tulo é o artigo [4], por conta disso, usaremos o mesmo conceito de soma

direta de K-álgebras que os autores do mesmo:

Definição 3.1 Se K é um corpo e A1, A2, ..., An são K-álgebras, então sua soma direta é o

K-espaço vetorial

A1 ⊕ A2 ⊕ ...⊕ An

54
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com a multiplicação

(a1 + a2 + ...+ an)(b1 + b2 + ...+ bn) = (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn).

É fácil ver que A1 ⊕ A2 ⊕ ... ⊕ An é isomorfo ao produto direto de anéis A1 × A2 × ... × An
utilizado nos capı́tulos anteriores. Em particular, se A é uma K-álgebra e n é um inteiro

positivo, nA indicará a soma direta A⊕A⊕ ...⊕A (com n termos), que é isomorfa ao produto

An.

3.1 Grupoides

Nesta seção, utilizaremos a definição de grupoide apresentada em [7] (mais detalhes à

respeito de grupoides podem ser encontrados também em [11]), mas logo em seguida, mostra-

remos que esta definição é equivalente a uma definição categórica mais geral.

Definição 3.2 Um grupoide é um conjunto não-vazio Γ munido com uma operação binária

parcialmente definida, denotada por concatenação, para a qual, os axiomas usuais de um grupo

valem sempre que tal operação faz sentido. Ou seja:

i) Para cada g, h, l ∈ Γ, g(hl) existe se, e somente se, (gh)l existe e, neste caso, eles são

iguais.

ii) Para cada g, h, l ∈ Γ, g(hl) existe se, e somente se, gh e hl existem.

iii) Para cada g ∈ Γ, existem elementos (únicos) d(g), i(g) ∈ Γ tais que gd(g) e i(g)g existem

e gd(g) = g = i(g)g.

iv) Para cada g ∈ Γ, existe um elemento g−1 ∈ Γ tal que d(g) = g−1g e i(g) = gg−1.

Denotamos por Γ(2) o subconjunto dos pares (g, h) ∈ Γ× Γ tais que os elementos gh existem.

Um elemento e ∈ Γ é chamado uma identidade de Γ se e = d(g) = i(g−1), para

algum g ∈ Γ. Neste caso, e é chamado a identidade domı́nio de g e a identidade imagem de

g−1. Denotamos por Γ0 o conjunto de todas as identidades de Γ e denotamos por Γe o conjunto

de todos os g ∈ Γ tais que d(g) = i(g) = e. Claramente Γe é um grupo, chamado de grupo de

isotropia associado a e.

Exemplo 3.3 Considere o grupoide Γ(G) = Γ cujos elementos são pares (A, g), onde g ∈ G e

A é um subconjunto de G que contém os elementos 1G e g−1. Observe que 1G, g ∈ gA.



Álgebra Parcial de Grupo 56

A multiplicação de pares (A, g)(B, h) em Γ está definida para pares tais que A = hB

e, nesse caso, temos

(hB, g)(B, h) = (B, gh).

O inverso do par (A, g) é (gA, g−1) e o domı́nio e imagem em Γ são, respectivamente d(A, g) =

(A, 1G) e i(A, g) = (gA, 1G).

Vejamos que as propriedades de grupoide são, de fato, satisfeitas:

Para cada (A, g), (B, h), (C, i) ∈ Γ. Como h−1 ∈ B e i−1 ∈ C:

i) ((A, g), ((B, h)(C, i))) ∈ Γ(2) ⇔ B = iC e A = hB ⇔ A = hiC ⇔ A = hB e

B = hC ⇔ (((A, g)(B, h)), (C, i)) ∈ Γ(2)

ii) ((A, g), ((B, h)(C, i))) ∈ Γ(2) ⇔ A = hB e B = iC ⇔ A = hiC = hB e B = iC ⇔

((A, g), (B, h)), ((B, h)(C, i)) ∈ Γ(2)

iii) (gA, 1G)(A, g) = (A, g) (A, g)(A, 1G) = (A, g)

iv) (gA, g−1)(A, g) = (A, 1G)

(A, g)(gA, g−1) = (gA, 1G)

Observe que (A, g) = (g−1gA, g) e que a unicidade é imediata para que o produto esteja

definido e dê o resultado esperado.

O lema a seguir lista algumas propriedades básicas de grupoides que utilizaremos neste

trabalho. A prova pode ser encontrada em [7] e [11].

Lema 3.4 Seja Γ um grupoide, então:

i) Para cada g ∈ Γ, o elemento g−1 é único satisfazendo g−1g = d(g) e gg−1 = i(g)

ii) Para cada g ∈ Γ, d(g−1) = i(g) e i(g−1) = d(g)

iii) Para cada g ∈ Γ, (g−1)−1 = g

iv) Para cada g, h ∈ Γ, (g, h) ∈ Γ(2) se, e somente se, d(g) = i(h)

v) Para cada g, h ∈ Γ, (h−1, g−1) ∈ Γ(2) se, e somente se, (g, h) ∈ Γ(2) e, neste caso,

(gh)−1 = h−1g−1

vi) Para cada (g, h) ∈ Γ(2), d(gh) = d(h) e i(gh) = i(g)



Álgebra Parcial de Grupo 57

vii) Para cada e ∈ Γ0, d(e) = i(e) = e e e−1 = e

viii) Para cada (g, h) ∈ Γ(2), gh ∈ Γ0 se, e somente se, g = h−1

ix) Para cada g, h ∈ Γ, existe l ∈ Γ tal que g = hl se, e somente se, i(g) = i(h)

x) Para cada g, h ∈ Γ, existe l ∈ Γ tal que g = lh se, e somente se, d(g) = d(h)

Teorema 3.5 A definição de grupoide acima é equivalente à noção categórica de grupoide,

isto é, Γ é grupoide (como definido acima) se, e somente se, é uma categoria pequena (ou seja,

cujos elementos são conjuntos) na qual seus morfismos são isomorfismos.

Prova: Para mostrar a primeira parte do teorema, suponha que Γ é um grupoide conforme a

definição apresentada. Vejamos que C (Γ) é categoria pequena cujos morfismos são isomorfis-

mos.

Considere C (Γ)0 = Γ0, C (Γ)(x, y) = {f ∈ Γ : d(f) = x, i(f) = y} e a composição

em C (Γ) como sendo a operação de Γ, ou seja, f ◦ g = fg. Assim, dados x, y, z ∈ C (Γ)0,

considere
· : C (Γ)(y, z)× C (Γ)(x, y) −→ C (Γ)(x, z)

(g : y 7→ z)× (f : x 7→ y) 7−→ (g ◦ f : x 7→ z) = g · f

g ◦ f está bem definida pelo item iv) do lema anterior. Do item i) da definição de

grupoide, segue que a composição é associativa e, dado x ∈ C (Γ)0 e f ∈ C (Γ)(x, x), tome

x = 1x = idx : x 7→ x em Γ. Assim, f ◦1x = f e 1x ◦g = g, para todos f, g caso tais operações

estajem definidas.

Para verificarmos a outra parte do teorema, suponha que C é uma categoria cujos obje-

tos são conjuntos e seus morfismos são isomorfismos. Sejam C (x, y) o conjunto dos morfismos

entre x e y pertencentes a C0.

Defina Γ(C ) =
⋃

x,y∈C0

C (x, y). Considere o produto (f, g) 7→ fg, onde fg é dado por

fg = f ◦ g onde ◦ é a composição em C , definido quando d(f) = i(g).

Desta forma, Γ(C )2 ⊆ Γ(C )×Γ(C ) é o conjunto dos pares (f, g) tais que d(f) = i(g),

com inverso de f em Γ(C ) dado pelo inverso f−1 de f em C .

Assim, temos que d(f : x 7→ y) = idx e i(f : x 7→ y) = idy e as propriedades

i), ii), iii) e iv) da definição de grupoide são trivialmente satisfeitas. 2

Assim como fizemos para grupos e semigrupos, podemos definir a álgebra de um gru-

poide Γ conforme definição seguinte.



Álgebra Parcial de Grupo 58

Definição 3.6 Seja Γ um grupoide com Γ0 finito. A álgebra de grupoide KΓ é definida como

segue. Considere KΓ o K-módulo livre gerado por Γ e a seguinte multiplicação:

m : Γ× Γ −→ KΓ

(g, h) 7−→ m(g, h) =

gh, se (g, h) ∈ Γ(2)

0, c.c.

A partir dessa multiplicação, restrita aos elementos da base de KΓ, podemos estender

m da seguinte forma:

m′ : KΓ×KΓ −→ KΓ(∑
g∈Γ

agg,
∑
h∈Γ

bhh

)
7−→

∑
g,h∈Γ

agbhm(g, h)

Assim, a álgebra do grupoide Γ é o K-módulo livre KΓ com o produto m′ definido

acima.

Para mostrar queKΓ é uma álgebra, é fácil de ver quem′ éK-bilinear. Além disso,m′

é associativo e possui elemento neutro. A associativa é imediata da propriedade i) da definição

de grupoide e o elemento neutro é 1KΓ =
∑
e∈Γ0

e. De fato,

(∑
e∈Γ0

e

)
g =

∑
e∈Γ0
e6=i(g)

eg + eg = g.

(O outro lado é análogo.)

3.2 Representação Parcial e Álgebra Parcial

Definição 3.7 Uma representação parcial deG em umaK-álgebraA é uma função π : G→ A

tal que, para todos s, t ∈ G, temos

i) π(s)π(t)π(t−1) = π(st)π(t−1)

ii) π(s−1)π(s)π(t) = π(s−1)π(st)

iii) π(1G) = 1A

Desta forma, uma função π : G → End(V ), onde V é um espaço vetorial, satisfa-

zendo i), ii) e iii) é dita uma representação parcial de G em V .
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Obs. 3.8 Note que, claramente, toda K-representação de G também é uma representação par-

cial deG. Observe também que seH é subgrupo deG e π : G→ End(V ) é uma representação

parcial de G, então a restrição de π a H é uma representação parcial de H .

Se H é um subgrupo de G e π : H → End(V ) é uma representação parcial de H ,

então a função π̃ : G→ End(V ) dada por

π̃(g) =

π(g), se g ∈ H

0, c.c.

define uma representação parcial de G.

De fato, provemos a propriedade i) da definição de representação parcial (a proprie-

dade ii) é análoga e a propriedade iii) é imediata):

Para verificarmos que π̃(s)π̃(t)π̃(t−1) = π̃(st)π̃(t−1), precisamos divir em três casos:

1. Se s, t ∈ H , então a igualdade é claramente satisfeita pois recai em π.

2. Se t /∈ H , então t−1 /∈ H , por ser H subgrupo de G, e π̃(t) = π̃(t−1) = 0. Logo, ambos

os lados da equação se anulam e vale a igualdade.

3. Se s /∈ H , o lado esquerdo, claramente, se anula e o lado direito também. Com efeito,

suponha por absurdo que π̃(st)π̃(t−1) 6= 0. Então, π̃(st) e π̃(t−1) são não nulos. Em

particular, π̃(st) = π(st) e π̃(t) = π(t), o que implica st, t ∈ H . Logo, t−1 ∈ H e

stt−1 = s ∈ H , uma contradição.

Proposição 3.9 Seja π : G→ A uma representação parcial. Se φ : A→ B é um morfismo de

álgebras, então φ ◦ π : G→ B é uma representação parcial.

Prova: Seja ϕ = φ ◦ π

ϕ(s)ϕ(t)ϕ(t−1) = φ ◦ π(s)φ ◦ π(t)φ ◦ π(t−1) = φ(π(s)π(t)π(t−1))

= φ(π(st)π(t−1)) = φ ◦ π(st)φ ◦ π(t−1)

= ϕ(st)ϕ(t−1).

ϕ(1G) = φ ◦ π(1G) = φ(1A) = 1B

E o outro caso é análogo ao primeiro. 2
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Definição 3.10 Sejam π1 : G → End(V1) e π2 : G → End(V2) duas representações parciais

do grupo G. Dizemos que π1 é equivalente à π2 se existe um isomorfismo (de espaço vetorial)

φ : V1 → V2 tal que φ ◦ π1(g) = π2(g) ◦ φ para todo g ∈ G.

End(V1) : V1

φ

��

π1(g) // V1

φ

��

G

π2 ((

π1
66

End(V2) : V2
π2(g) // V2

Podemos, agora, apresentar uma definição de álgebra parcial de grupo. Esta, resume-

se a definir Kpar(G) como a álgebra cujos módulos estão em correspondência uma-a-uma com

as representações parciais de G.

Definição 3.11 Sejam G um grupo e K um corpo. A K-álgebra parcial de grupo Kpar(G) é a

K-álgebra livre com unidade 1 gerada pelo conjunto de sı́mbolos {[g] : g ∈ G} com relações:

1) [e] = 1

2) [s−1][s][t] = [s−1][st]

3) [s][t][t−1] = [st][t−1]

para todos s, t ∈ G.

Observe que, por construção, Kpar(G) = KS(G). Então, se A é uma K-algebra e

π : G→ A é uma representação parcial de G em A, pela propriedade universal de S(G), existe

um único homomorfismo de monóides ϕ : S(G) → A que estende π. Agora, pela proposição

??, existe um único homomorfismo de K-álgebras Π : Kpar(G) = KS(G) → A, que estende

ϕ e, portanto, estende π.

Note também que a aplicação que leva g ∈ G em [g] ∈ Kpar(G) é uma representação

parcial deG, com isto, qualquer representação parcial deG emA é composição dessa representação

com um homomorfismo de álgebras de Kpar(G) em A.

Kpar(G)

φ

""
G

[·]

OO

π
// A
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Por outro lado, se φ : Kpar(G) → A é um homomorfismo de K-álgebras, então

π(t) = φ([t]) dá uma representação parcial de G em A.

No entanto, para o caso de grupo finito, torna-se mais rico construir a álgebra parcial

de grupo de maneira diferente. No que segue, apresentaremos outra construção que acaba sendo

mais eficiente do ponto de vista prático para construir a álgebra parcial de um grupo dado.

Para tal construção, considere o já visto grupoide Γ(G) = Γ, cujos elementos são

pares (A, g), onde g ∈ G e A é um subconjunto de G que contém os elementos 1G e g−1 com a

multiplicação de pares (A, g)(B, h) em Γ definida para pares tais que A = hB dada por:

(hB, g)(B, h) = (B, gh).

Relembre que o inverso do par (A, g) é (gA, g−1) e o domı́nio e imagem em Γ são, respectiva-

mente d(A, g) = (A, 1G) e i(A, g) = (gA, 1G).

Teorema 3.12 Seja KΓ(G) a álgebra do grupoide Γ(G), com |G| = n a cardinalidade de G.

Então, a dimensão de KΓ(G) é dada pela fórmula

dim(KΓ(G)) =
n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
= 2n−2(n+ 1).

Prova: Note que a dimensão de KΓ(G) é igual a cardinalidade de Γ(G), que é o número de

pares (A, g). Podemos calcular o número de pares (A, g) da seguinte forma:

Fixando o nı́vel k + 1. Para o conjunto A temos que ter k + 1 elementos dentre n

possı́veis, mas o elemento 1G deve pertencer aA. Logo, as possı́bilidades paraA são calculadas

por
(
n−1
k

)
. Como, para cada par (A, g), podemos ter k + 1 possibilidades para g, no nı́vel k + 1

há (k + 1)
(
n−1
k

)
elementos. Assim, o número total será a soma

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
.

Daı́ segue que

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
= (n− 1)

n−1∑
k=1

(n− 2)!

(k − 1)!((n− 2)− (k − 1))!
+

n−1∑
k=0

(n− 1)!

k!((n− 1)− k)!

= (n− 1)
n−2∑
l=0

(n− 2)!

l!((n− 2)− l)!
+ 2n−1

= (n− 1)2n−2 + 2.2n−2

= (n+ 1)2n−2.
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2

Corolário 3.13 Sejam G e H grupos finitos tais que KΓ(G) ∼= KΓ(H). Então |G| = |H|.

Prova: Sejam n e n′ as ordens de G e H respectivamente. Então, como KΓ(G) ∼= KΓ(H),

temos que dim(KΓ(G)) = dim(KΓ(H)). Logo, 2n−2(n+ 1) = 2n
′−2(n′ + 1). Observe que a

equação do teorema anterior é uma função estritamente crescente em n, pois

δ

δn
(2n−2(n+ 1)) = 2n−2ln2(n+ 1) + 2n−2 > 0.

Daı́, segue que n = n′. 2

Para finalizar a construção de Kpar(G) como sendo KΓ(G), observe que os elementos

na forma (A, 1G) são idempotentes emKΓ(G), são mutuamente ortogonais e sua soma é a iden-

tidade de KΓ(G), ou seja
∑
A31G

(A, 1G) = 1KΓ(G). Com efeito, para (A, 1G), (A′, 1G), (B, g) ∈

KΓ(G),

(A, 1G)2 = (A, 1G)(A, 1G) = (1GA, 1G)(A, 1G) = (A, 1G1G) = (A, 1G)

(Note também que um elemento (A, g) de KΓ(G), para ser idempotente, precisam ser

da forma (A, 1G) pois 1G é o único idempotente em G),

(A, 1G)(A′, 1G) = 0 se A 6= A′ e

( ∑
A31G

(A, 1G)

)
(B, g) =

∑
A31G

(A, 1G)(B, g) = (gB, 1G)(B, g) = (B, g)

Por fim, defina a função λp : G → KΓ(G) por λp(g) =
∑

A3g−1

(A, g). Então, λp é uma

representação parcial de G. De fato, sejam g, h ∈ G,

λp(g
−1)λp(g)λp(h) =

∑
A3g
B3g−1

C3h−1

(A, g−1)(B, g)(C, h)

=
∑
C3h−1

hC3g−1

(ghC, g−1)(hC, g)(C, h)
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=
∑
C3h−1

C3h−1g−1

(C, h).

Por outro lado,

λp(g
−1)λp(gh) =

∑
A3g

C3h−1g−1

(A, g−1)(C, gh)

=
∑
ghC3g

C3h−1g−1

(C, h)

=
∑
C3h−1

C3h−1g−1

(C, h).

O outro item é similar e, claramente, λp(1G) =
∑
A31G

(A, 1G) = 1KΓ(G).

Com isso, podemos apresentar os dois resultados mais significativos dessa seção, que,

de fato, mostram que a construção feita é da álgebra parcial de grupo.

Teorema 3.14 Existe uma correspondência biunı́voca entre as representações parciais de G e

as representações de KΓ(G). Mais precisamente, se A é uma álgebra, então π : G → A é

uma representação parcial de G se, e somente se, existe um único homomorfismo de álgebra

π̃ : KΓ(G)→ A tal que π = π̃ ◦ λp, ou seja, o diagrama seguinte comuta:

KΓ(G)

π̃

""
G

λp

OO

π
// A

Prova: Para mostrar a primeira parte do teorema, suponha que π : G→ A é uma representação

parcial de G. Para todo r ∈ G, denotemos por ε(r) o elemento de A dado por π(r)π(r−1).

Observe que os elementos ε(r)’s são idempotentes que comutam entre si:

Primeiro observe que

π(s)ε(r) = ε(sr)π(s). (3.1)

pois

π(s)ε(r) = π(s)π(r)π(r−1) = π(sr)π(r−1)
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= π(sr)π(r−1s−1)π(sr)π(r−1) = π(sr)π(r−1s−1)π(s)

= ε(sr)π(s).

Então,

ε(s)ε(r) = π(s)π(s−1)ε(r) = π(s)ε(s−1r)π(s−1)

= ε(r)π(s)π(s−1)

= ε(r)ε(s).

para todo s, r ∈ G. Similarmente

ε(r)π(s) = π(s)ε(s−1r). (3.2)

Agora, considere a aplicacao π̃ : KΓ(G)→ A que é definida em cada (A, g) de Γ(G)

por

π̃(A, g) = π(g)

(∏
r∈A

ε(r)

)(∏
s/∈A

(1− ε(s))

)

Para (A, g) e (B, h) em Γ(G), temos:

π̃(A, g)π̃(B, h) = π(g)
∏
r∈A

ε(r)
∏
s/∈A

(1− ε(s))π(h)
∏
t∈B

ε(t)
∏
v/∈B

(1− ε(v))

= π(g)π(h)
∏
r∈A

ε(h−1r)
∏
s/∈A

(1− ε(h−1s))
∏
t∈B

ε(t)
∏
v/∈B

(1− ε(v))

= π(g)π(h)
∏

r∈h−1A

ε(r)
∏

s∈h−1A

(1− ε(s))
∏
t∈B

ε(t)
∏
v/∈B

(1− ε(v)).

Agora, observe que, se h−1A 6= B, ou seja, se A 6= hB, então existe um elemento r

pertencente a h−1A mas que não pertence a B ou o contrário, r pertence a B mas não pertence

a h−1A. Em ambos os casos, o produto π̃(A, g)π̃(B, h) contém o fator ε(r)(1 − ε(r)) = 0 e,

então, o produto é nulo.

Já se h−1A = B, então, como h−1 ∈ h−1A, o produto π̃(A, g)π̃(B, h) é

π̃(A, g)π̃(B, h) = π(g)π(h)
∏

r∈h−1A

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(s))
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= π(g)π(h)π(h−1)π(h)
∏

r∈h−1A
r 6=h−1

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(s))

= π(gh)
∏

r∈h−1A

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(s))

= π̃(B, gh) = π̃((A, g)(B, h)).

Com isto, provamos que π̃ preserva o produto de elementos da base de KΓ(G) e, por

isso, preserva produtos de dois elementos quaisquer de KΓ(G).

Veja que, se A 6= hB, então o produto (A, g)(B, h) não está definido em Γ(G), mas

é nulo em KΓ(G). Com isso, a extensão linear a KΓ(G) será um homomorfismo entre as

álgebras KΓ(G) e A .

Agora, vejamos que π̃ leva unidade em unidade. Observe que π(1G) = 1A e, dado

S ⊆ G, denote por PS o elemento em A dado por

PS =
∏
s∈S

ε(s)
∏
s/∈S

(1A − ε(s))

Como π(t)ε(s) = ε(ts)π(t), temos π(t)PS = PtSπ(t). Note que, como ε(1G) = 1A ,

PS é zero a menos que S contenha a identidade 1G de G. Além disso, se t /∈ S, então PSπ(t) =

0, pois ε(t)π(t) = π(t). Daı́ segue que

∑
S⊆G
S31G

PS =
∑
S⊆G

PS = 1A .

De fato, observe que, uma vez que os ε’s comutam, temos:

1A =
∏
s∈G

1A =
∏
s∈G

(1A − ε(s) + ε(s)) =

=
∑
S⊆G

[(∏
t∈S

ε(t)

)(∏
t/∈S

(1A − ε(t)

)]
=
∑
S⊆G

PS.
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Logo,

π̃(1KΓ(G)) = π̃

(∑
A31G

(A, 1G)

)
=
∑
A31G

π̃(A, 1G) =
∑
A31G

∏
r∈A

ε(r)
∏
s/∈A

(1KΓ(G) − ε(s))

=
∑
A31G

PA =
∑
A⊆G

PA = 1A .

(3.3)

Além disso, temos

π̃ ◦ λp(g) = π̃

 ∑
A3g−1

(A, g)

 =
∑
A3g−1

π̃(A, g) =

= π(g)
∑
A3g−1

∏
r∈A

ε(r)
∏
s/∈A

(1A − ε(s)) =

= π(g)π(g−1)π(g)
∑
A3g−1

∏
r∈A\{g−1}

ε(r)
∏
s/∈A

(1A − ε(s)) =

= π(g)
∑
A3g−1

(ε(g−1) + 1− ε(g−1))
∏

r∈A\{g−1}

ε(r)
∏
s/∈A

(1A − ε(s)) =

= π(g)
∑
B

∏
r∈B

ε(r)
∏
s/∈B

(1A − ε(s)) =

= π(g)π̃

(∑
B

(B, e)

)
= π(g)π̃(1KΓ(G)) = π(g).

Por fim, falta mostrar a unicidade do homomorfismo π̃ satisfazendo π̃ ◦ λp = π. Para

mostrar isto, é suficiente provar que o conjunto λp(G) gera toda a álgebra KΓ(G). Para tal,

considere (B, h) um elemento arbitrário de Γ(G), onde

B =
{
b−1

1 , b−1
2 , ..., b−1

k−1, h
−1
}

é um subconjunto de G contendo a identidade. O conjunto de tais pares (B, h) formam uma

base do espaço vetorial KΓ(G).

Com efeito, denote porA a subálgebra deKΓ(G) gerada por λp(G). Seja {g1, g2, ..., gk}

uma famı́lia de elementos de G definida por:

g1 = b1, g2g1 = b2, g3g2g1 = b3, ...,

gk−1gk−2...g1 = bk−1, gkgk−1...g1 = h.

Considere o elemento em A dado pelo produto λp(gk)λp(gk−1)...λp(g1):
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λp(gk)λp(gk−1)...λp(g1) =
∑

A13g−1
1

A23g−1
2

...
Ak3g−1

k

(Ak, gk)(Ak−1, gk−1)...(A1, g1).

Usando as regras de multiplicação em Γ(G), é fácil de ver que esta soma é igual a:

∑
A13g−1

1

g1A13g−1
2

...
gk−1gk−2...g1A13g−1

k

(A1, gkgk−1...g1)
∑
A1⊇B

(A1, h).

Consequentemente, para cada (B, h) ∈ Γ(G), A contém o elemento

∑
A⊇B

(A, h).

Agora, suponha que G \B = {x1, x2, ..., xN}. Temos

∑
A⊇B

(A, h)−
∑

A⊇B∪{x1}

(A, h) =
∑
A⊇B
A 63x1

(A, h)

o que significa que, para cada (B, h) ∈ Γ(G) e cada x /∈ B, A contém todos os elementos na

forma

∑
A⊇B
A 63x

(A, h).

Agora,

∑
A⊇B
A 63x1

(A, h)−
∑

A⊇B∪{x1}
A 63x1

(A, h) =
∑
A⊇B

A 63x1,x2

(A, h)

Então, para cada x1, x2 /∈ B, A contém o elemento
∑
A⊇B

A 63x1,x2

(A, h).

Repetindo o argumento, usando indução, prova-se que A contém todos elementos na

forma

∑
A⊇B

A 63x1,...,xN

(A, h) = (B, h),
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o que concui a prova que A = KΓ(G).

Já a segunda parte, segue da Proposição ?? uma vez que π = π̃◦λp é uma representação

parcial de G. 2

Corolário 3.15 A álgebra de grupoideKΓ(G) é isomorfa à álgebra parcial de grupoKpar(G).

Prova: Primeiro, observe que as funções [·] : G → Kpar(G), dada por g 7→ [g], e λp : G →

KΓ(G) são representações parciais de G.

Pela propriedade universal das duas álgebras Kpar(G) e KΓ(G), existem homomorfis-

mos de K-álgebras π̃ : KΓ(G) → Kpar(G) e φ : Kpar(G) → KΓ(G) tais que π̃(λp(g)) = [g]

e φ([g]) = λp(g), para todo g ∈ G, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Kpar(G)

φ

##

G

[·]

OO

λp
// KΓ(G)

π̃

cc

Daı́ segue, que π̃ ◦ φ = 1Kpar(G) e φ ◦ π̃ = 1KΓ(G). Com efeito, para todo g ∈ G,

π̃ ◦ φ([g]) = π̃(λp(g)) = [g]

e

φ ◦ π̃(λp(g)) = φ([g]) = λp(g).

Assim, Kpar(G)
∼= KΓ(G). 2

3.3 Estrutura da Álgebra Parcial de Grupo

Nesta seção, provaremos queKΓ(G) é soma direta de álgebras de matrizes sobre anéis

KH , onde H é algum subgrupo de G, compreendendo assim um pouco melhor a estrutura de

KΓ(G).

Para isso, precisamos olhar para KΓ(G) de um ponto vista geométrico e utilizar uma

nova apresentação para a álgebra parcial, introduzindo uma nova notação: Dado um grupo H
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(nossos grupos continuam sendo finitos, salve menção contrária e denotaremos 1H por e para

simplificar a notação) e um inteiro positivo m, então ΓHm denotará o grupoide cujos elementos

são triplas (g, i, j), com g ∈ H e i, j = 1, 2, ...,m. O domı́nio e a imagem em ΓHm são definidos,

respectivamente, por d(g, i, j) = (e, j, j) e i(g, i, j) = (e, i, i).

O produto em ΓHm é o seguinte:

(g, i, j)(h, j, k) = (gh, i, k)

Assim, as unidades em ΓHm são os elementos na forma (e, i, i), simplesmente denotados

por ei, para i = 1, 2, ...,m.

Vejamos primeiro que, de fato, ΓHm satisfaz as quatro propriedades da definição de

grupoide. Sejam xg = (g, i, j), xh = (h, r, s), xl = (l, t, u) ∈ ΓHm,

i) (xg, xhxl) ∈ (ΓHm)(2) ⇔ (xgxh, xl) ∈ (ΓHm)(2):

Observe que, para que (xg, xhxl) pertença a (ΓHm)(2), primeiramente xhxl precisa estar

definido, ou seja, precisamos ter s = t. Assim, xhxl = (h, r, s)(l, s, u) = (hl, r, u). Agora,

para que (xg, xhxl) esteja definido, precisamos ter j = r.

De j = r, segue que o produto xgxh está definido, e xgxh = (g, i, j)(h, j, s) = (gh, i, s).

E (xgxh)xl está definido pois temos s = t.

Como a volta é análoga, vale a equivalência.

ii) (xg, xhxl) ∈ (ΓHm)(2) ⇔ (xg, xh), (xh, xl) ∈ (ΓHm)(2):

Segue imediatamente das contas do item anterior.

iii) Existem únicos d(xg), i(xg) ∈ ΓHm tais que (xk, d(xg)), (i(xg), xg) ∈ (ΓHm)(2) e xgd(xg) =

xg = i(xg)xg:

Tome d(xg) = (h, k, l) ∈ ΓHm. Para que tenhamos xgd(xg) = (g, i, j)(h, k, l) definidos,

precisamos ter j = k e, assim, para termos xgd(xg) = xg, precisamos ter (gh, i, l) =

(g, i, j), o que vale se, e somente se, d(xg) = (e, j, j)

Para mostrar que i(xg) = (e, i, i) e i(xg)xg = xg basta seguir o mesmo raciocı́nio.

iv) Existe um único x−1
g ∈ ΓHm tal que d(xg) = x−1

g xg e i(xg) = xgx
−1
g :

Tome x−1
g = (h, k, l) ∈ ΓHm. d(xg) = x−1

g xg ⇔ (e, j, j) = (h, k, l)(g, i, j). Então,

precisamos ter l = i para que o produto (h, k, l)(g, i, j) esteja definido e , neste caso,
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(h, k, i)(g, i, j) = (hg, k, j). Agora, (e, j, j) = (hg, k, j) se, e somente se, h = g−1 e

k = j. Portanto, x−1
g = (g−1, j, i).

Analogamente, mostra-se que i(xg) = xgx
−1
g , ou seja, (e, i, i) = (g, i, j)(g−1, j, i).

Geometricamente, podemos representar um grupoide Γ como um grafo orientado EΓ,

cujos vértices são as unidades do grupoide e cada elemento g ∈ Γ é uma aresta orientada de EΓ

do vértice d(g) ao vértice i(g). Assim, cada componente conexa de EΓ é um subgrupoide de Γ.

•

����

//%% •

�� ��

oo ee

•

??OO

//%% •

__ OO

oo ee

No caso especı́fico do grupoide ΓHm, o grafo EΓH
m

tem m vértices e entre cada dois

vértices há |H| arestas, que podem ser rotulados pelos elementos de H .

Antes de podermos enunciar o principal resultado, precisamos de uma proposição an-

terior, que conecta os grupoides às álgebras de matrizes.

Proposição 3.16 Sejam Γ um grupoide tal que EΓ é conexo por caminhos e m = |Γ0| é finito.

Sejam e1 um vértice qualquer de EΓ e H o grupo de isotropia de e1, que é definido por

H = {g ∈ Γ : d(g) = i(g) = e1}

Então

i) Γ ∼= ΓHm

ii) KΓ ∼= Matm(KH)

Prova: Considere e1, e2, ..., em as unidades de Γ. Para todos i, j = 1, 2, ...,m, defina Eij por

Eij = {g ∈ Γ : d(g) = ej, i(g) = ei} .

Observe que, para todo i, j = 1, 2, ...,m, Eij é não vazio, pois Γ é conexo por ca-

minhos. Com efeito, se y1=ei, y2, ..., yk+1 = ej é uma sequência em Γ0 e g1, g2, ..., gk é uma

sequência em Γ tal que d(gi) = yi e i(gi) = yi+1 para todo i. Então, o elemento g = gk...g2g1

pertence à Eij .

Claramente Γ é a união disjunta de todos os conjuntos Eij , para i, j = 1, 2, ...,m.

Então, considere uma famı́lia fixada de elementos gi ∈ Ei1, com i = 1, 2, ...,m. Para d(g) = ei
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e i(g) = ej e para cada g ∈ Γ, g−1
j ggi = h ∈ H e g pode ser escrito de maneira única como

g = gjhg
−1
i com h ∈ H . Por outro lado, cada elemento na forma gjhg−1

i , com h ∈ H , pertence

a Eij . Note que, em particular, |Eij| = |H|.

Com isso, temos que a função f definida por g = gihg
−1
j 7→ (h, i, j) é uma bijeção

entre Γ e ΓHm.

O homomorfismo vem de f(g1g2) = f(gjh1h2g
−1
i ) = (h1h2, i, j) = (h1, i, k)(h2, k, j) =

f(g1)f(g2), onde k = i(g2) = d(g1).

Já para provar a parte a ii), considere (Eij)i,j=1,2,...,m o conjunto de matrizes iden-

tidades de Matm(K), ou seja, Eij é a matriz com entrada nulas, exceto para a entrada na

posição i, j, que é igual a 1K . Como (Eij)i,j=1,2,...,m é uma base de Matm(K), a função

(h, i, j) 7→ h ⊗ Eij estende por linearidade a um isomorfismo de K-álgebra entre KΓHm e

KH ⊗Matm(K). Por fim, basta observar que KH ⊗Matm(K) ∼=1Matm(KH), o que con-

clui a prova. 2

Note que, na proposição anterior, H poderia ser infinito e mesmo assim valeria o resul-

tado uma vez que a demonstração independe deste fato. Outra coisa importante a ser observada

é a seguinte proposição.

Proposição 3.17 Se o grupoide Γ for uma união finita disjunta de subgrupoides Γi, com i ∈ I

para algum conjunto finito I , então a álgebra de grupoide KΓ é a soma direta das álgebras de

cada subgrupoide, ou seja

Γ =
N⋃
i=1

Γi ⇒ KΓ =
N⊕
i=1

KΓi.

Em particular, a álgebra de grupoide KΓ é a soma direta de álgebras na forma Matm(KH),

com m > 0 e H grupo.

Prova: Se x, y são elementos de Γ que estão em componentes distintas de Γ, então xy = 0 em

KΓ. Com efeito, se x e y estão em componentes distintas de Γ, então d(x) 6= i(y), pois, caso

1- Dada uma K-álgebra A e um corpo K (não necessariamente o mesmo corpo sobre o qual a álgebra está

definida), a função

ζ : A⊗Matm(K) −→ Matm(A)

1A ⊗ EK
ij 7−→ EA

ij

é um isomorfismo entre as álgebras A ⊗Matm(K) e Matm(A), pois é uma bijeção entre elementos da base da

cada álgebra. Observe que tanto A⊗Matm(K) quanto Matm(A) estão sendo considerados como A-módulos, e

que as bases são as bases dos A-módulos (não dos K-espaços).
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contrário, a sequência d(y), y, i(y) = d(x) é um caminho de d(y) a d(x) em Γ, o que é um

absurdo, já que d(y) e d(x) pertencem a componentes diferentes de EΓ. Portanto, segue que

xy = xd(x)i(y)y = x.0.y = 0.

Supondo que temos um número finito N de componentes do grafo EΓ, denotadas por

Γ1,Γ2, ...,ΓN , podemos numerar os elementos de Γ que correspondem aos vértices e arestas de

cada componente Γj por g1,j, ..., gLj ,j .

Levando essa numeração em conta, cada elemento de KΓ se escreve de modo único

como
N∑
j=1

 Lj∑
i=1

ki,jgi,j

 .

Agora, o isomorfismo de KΓ com KΓ1 ⊕KΓ2 ⊕ ...⊕KΓN é

Φ

 N∑
j=1

 Lj∑
i=1

ki,jgi,j

 =

(
L1∑
i=1

ki,1gi,1,

L2∑
i=1

ki,2gi,2, ...,

LN∑
i=1

ki,Ngi,N

)
.

O fato de ser isomorfismo K-linear é evidente. Quanto ao produto, basta verificar em pares de

elementos de Γ.

Se x ∈ Γj e y ∈ Γk com j 6= k, então xy = 0, e também Φ(x)Φ(y) = 0, pois o produto

na soma direta é feito coordenada a coordenada.

Se x, y ∈ Γj , então

Φ(x)Φ(y) = (0, ..., 0, x, 0, ..., 0)(0, ...0, y, 0, ..., 0) = (0, ..., 0, xy, 0, ..., 0)

onde x, y e xy aparecem na j-ésima posição. Neste caso, se d(x) = i(y) então o produto xy

está definido em Γ, e está na mesma componente Γj; neste caso, a igualdade acima fornece a

igualdade Φ(x)Φ(y) = Φ(xy). E se d(x) 6= i(y), então xy = 0 em KΓ e, pela equação acima,

Φ(x)Φ(y) = 0 = Φ(xy).

Φ também preserva unidade:

Φ(1KΓ) = Φ

(∑
e∈Γ0

e

)
=

( ∑
e∈Γ0∩Γ1

e,
∑

e∈Γ0∩Γ2

e, ...,
∑

e∈Γ0∩ΓN

e

)

= 1KΓ1 ⊕ 1KΓ2 ⊕ ...⊕ 1KΓN

= 1KΓ1⊕KΓ2⊕...⊕KΓN
.

Observe que a última igualdade segue da proposição anterior. 2
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Definição 3.18 Sejam G um grupo e Γ(G) o grupoide construı́do como anteriormente. Para

1 ≤ k ≤ |G|, chamamos de k-ésimo nı́vel de Γ(G) o subgrupoide de Γ(G) constituı́do por

pares (A, g) com |A| = k. Analogamente, o k-ésimo nı́vel do grafo EΓ(G) é o subgrafo de

EΓ(G) constituı́do pelos vértices (A, e) e arestas (A, g) tais que |A| = k.

Com esta definição, e o resultado anterior, podemos dar uma descrição mais precisa da

álgebra KΓ(G), além de um algoritmo para seu cálculo, que apresentaremos posteriormente.

Teorema 3.19 A álgebra de grupoide KΓ(G) é da forma

KΓ(G) =
⊕
H≤G

1≤m≤(G:H)

cm(H)Matm(KH)

onde cm(H)Matm(KH) significa a soma direta de cm(H) cópias de Matm(KH).

Prova: Seja A ⊆ G com e ∈ A. Identique A = (A, e) ∈ EΓ(G) e observe que podemos tomar

A = e1 como na proposição anterior.

Seja S(A) = {g ∈ G : gA = A} o estabilizador de A em G. Identifique S(A) em

EΓ(A) como o conjunto de arestas da forma (A, g), com gA = A, começando e terminando em

A. Assim, S(A) ∼= H , onde H é o grupo de isotropia de A. De fato, claramente

ϕ : S(A) −→ H

g 7−→ (A, g)

é bijetora e ϕ(g)ϕ(h) = (A, g)(A, h) = (A, gh) = ϕ(gh). Assim, podemos identificar H =

S(A).

Observe que, como e ∈ A, para g ∈ H , ge = g ∈ A, logo H ⊆ A.

Como H age pela esquerda em A, temos

A =
m⋃
i=1

Hti

como união de órbitas disjuntas. Como |Hti| = |H| para cada i, tem-se que m = |A|/|H|. Sem

perda de generalidade, considere t1 = e.

Vejamos que a componente conexa de A em EΓ(G) contém precisamente m vértices,

dados pelos subconjuntos de G na forma Ai = t−1
i A, com i− 1, 2, ...,m.

Note que Ai 6= Aj se i 6= j. De fato, suponha Ai = Aj com i 6= j,

Ai = Aj ⇒ t−1
i A = t−1

j A⇒ tjt
−1
i A = A⇒ tjt

−1
i ∈ H ⇒
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⇒ tjt
−1
i H = H ⇒ t−1

i H = t−1
j H ⇒ t−1

i = t−1
j ⇒ ti = tj,

uma contradição.

Observe que os vértices que aparecem na componente são da forma r−1A, com r ∈ A.

Mas, se r ∈ A, então existe ti tal que r ∈ Hti.

Note também que, se r ∈ Hti, então r = hti para algum h ∈ H , o que implica que

r−1A = t−1
i h−1A = t−1

i A. Assim, a componente conexa de A só possui elementos na forma

Ai.

Por fim, pela proposição anterior, Matm(KH) ∼= KΓHm, o que implica

KΓ(G) =
⊕
H≤G

1≤m≤(G:H)

cm(H)Matm(KH)

pois o grupoide Γ(G) nada mais é do que a união disjunta de suas componentes conexas e cada

componente conexa é da forma
m⋃
i=1

Ai com Ai 6= Aj se i 6= j. Como podem haver repetições

em componentes conexas distintas, temos os ı́ndices cm(H). 2

Exemplo 3.20 Para G = S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}, calculemos KΓ(S3).

Vamos calcular ΓHm para cada nı́vel k do grupoide Γ(S3), onde k = |A|.

Para k = 1: Como obrigatoriamente e ∈ A, o único elemento no nı́vel k = 1 é

({e} , e). Logo, de m = |A|
|H| , como H ≤ A, |H| divide |A| = k = 1, então m = 1.

Assim, há apenas uma componente conexa no nı́vel 1 com apenas um vértice e uma

única aresta começando e terminando nele.

•
��

Assim, KΓ
{e}
1
∼= Mat1(Ke) ∼= K

Para k = 2, observe primeiro que o total de vértices no nı́vel k é calculado como

sendo a distribuição do número de elementos em S3 diferentes da identidade em subconjuntos

de k − 1 elementos, pois a identidade deve obrigatoriamente pertencer ao conjunto. Mais

genericamente, para calcular o total de vértices no nı́vel k vale a fórmula

(
|G| − 1

k − 1

)
.
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Nesse caso,

(
6− 1

2− 1

)
=

(
5

1

)
= 5.

Além do mais, para k = 2, observe que S3 possui três subgrupos de ordem dois:

{e, (12)} , {e, (13)} , {e, (23)}

que são estabilizadores de si mesmos. Os demais vértices no nı́vel 2 possuem estabilizador

trivial, pois não são subgrupos.

Da equação m = |A|
|H| , temos duas possibilidades para m, m = 1 ou m = 2. Então,

para m = 2 temos |H| = 1 e temos a componente conexa Γ
{e}
2 :

•%% // • yyoo

Daı́, KΓ
{e}
2
∼= Mat2(Ke) ∼= Mat2(K)

Neste caso, se tomarmos v1 = {e, (123)}, v2 = {e, (132)} e se Ex,y denota o conjunto

de arestas de x para y, então

Ev1,v2 = ({e, (123)} , (123)),

Ev2,v1 = ({e, (132)} , (132)).

Agora, para m = 1, temos |H| = 2. Temos as três possibilidades para H:

{e, (12)} , {e, (13)} , {e, (23)} .

Portanto, temos três componentes conexas, cada uma com um vértice e duas flechas.

•%% yy •%% yy •%% yy

Em todos os casos podemos identificar H ∼= Z2 e temos 3KΓZ2
1
∼= 3Mat1(KZ2) ∼=

3(KZ2).

Já para k = 3, temos um total de
(

5
2

)
= 10 vértices e da equação m = |A|

|H| , segue que

podemos ter |H| = 3 ou |H| = 1. Como H é subgrupo de S3 e S3 possui somente um subgrupo

de ordem três,

H = {e, (123), (132)} ,
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temos que os demais nove vértices tem estabilizador trivial e distribuem-se em três componen-

tes, cada uma com três vértices.

Portanto, temos as seguintes componentes conexas:

No caso de H = {e, (123), (132)}, a componente conexa possui apenas um vértice, o

vértice v1 = {e, (123), (132)} e três arestas:

•
�� yy%%

Já no caso H = {e}, temos três componentes conexas, cada uma com três vértices. A

primeira possui os vértices

v1 = {e, (12), (13)}

v2 = {e, (12), (132)}

v3 = {e, (13), (123)}

Também temos:

Ev1,v2 = ({e, (12), (13)} , (12))

Ev1,v3 = ({e, (12), (13)} , (13))

Ev2,v1 = ({e, (12), (132)} , (12))

Ev2,v3 = ({e, (12), (132)} , (132))

Ev3,v1 = ({e, (13), (123)} , (13))

Ev3,v2 = ({e, (13), (123)} , (123)).

•
��

����•99 //

FF

• yyoo

XX

Já as outras duas componentes conexas possuem vértices, respectivamente

v1 = {e, (12), (23)}

v2 = {e, (12), (123)}

v3 = {e, (23), (132)}
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e

v1 = {e, (13), (23)}

v2 = {e, (13), (132)}

v3 = {e, (23), (123)} .

As arestas deixaremos a cargo do leitor:

•
��

����•99 //

FF

• yyoo

XX

•
��

����•99 //

FF

• yyoo

XX

Portanto, temos KΓZ3
1
∼= Mat1(KZ3) ∼= KZ3 para |H| = 3 e 3KΓ

{e}
3
∼= 3Mat3(K)

para |H| = 1.

Para k = 4, temos um total de
(

5
3

)
= 10 vértices. Como |H| divide |A| = k = 4,

podemos ter |H| = 1 ou |H| = 2 (não podemos ter |H| = 4 pois S3 não possui subgrupo de

ordem 4 e H deve ser subgrupo de S3). Portanto, para |H| = 1 temos m = 4 e para |H| = 2

temos m = 2. Assim, surgem as seguintes componentes conexas:

Para o caso H = {e}, temos uma componente conexa com os vértices

v1 = {e, (12), (13), (23)}

v2 = {e, (12), (123), (132)}

v3 = {e, (13), (123), (132)}

v4 = {e, (23), (123), (132)}
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•

����

//%% •

�� ��

oo ee

•

??OO

//%% •

__ OO

oo ee

Para

H = {e, (12)} , H = {e, (13)} , H = {e, (23)}

temos, em cada caso, uma componente conexa com os respectivos vértices

v1 = {e, (12), (13), (132)}

v2 = {e, (13), (23), (123)} .

v1 = {e, (13), (12), (123)}

v2 = {e, (13), (23), (132)} .

v1 = {e, (23), (12), (132)}

v2 = {e, (23), (13), (123)} .

•%% yy

�� ��

•%% yy

�� ��

•%% yy

�� ��
•%% yy

TTAA

•%% yy

TTAA

•%% yy

TTAA

e temos, KΓ
{e}
4
∼= Mat4(K) e 3KΓZ2

2
∼= 3Mat2(KZ2).

Para k = 5, temos um total de
(

5
4

)
= 5 vértices. Como S3 não possui subgrupo de

ordem 5, temos m = 1. Logo no nı́vel 5 há apenas a componente conexa:
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•
��

''

��		

ww•%%

77

//

%%��

• ee

��yy

oo

gg

•EE

XX

II

99

// •EEoo

ee

UU

FF

E, assim, temos KΓ
{e}
5
∼= Mat5(K)

Para k = 6, como A = S3, o único estabilizador H é o próprio S3. Portanto m = 1 e

temos a única componente conexa:

•
�� �� ��
ZZ \\ ]]

Portanto, temos KΓS3
1
∼= Mat1(KS3) ∼= KS3 e

Teorema 3.21 No teorema anterior, vale a seguinte fórmula recursiva:

cm(H) =
1

m

((G : H)− 1

m− 1

)
−

∑
H<B≤G
(B:H)|m

c m
(B:H)

(B)


Prova: Primeiro, fixe H como nas hipóteses do teorema anterior, ou seja, H é o grupo de

isotropia de algum vértice A, isto é, H = stab(A) e seja m = |A|
|H| .

Para determinar o número de repetições da álgebra Matm(KH) na equação do te-

orema anterior, precisamos contar o número de vértices no nı́vel k = m.|H| de EΓ(G) cujo

estabilizador é H . Defina bm(H) como sendo o número de vértices na forma (A, e) onde A é

estabilizado porH . Como a componente conexa deA contémm vértices, pela demonstração do
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teorema anterior, o número de componentes conexas em k, que possuem um vértice estabilizado

por H , é bm(H)
m

.

Como cada A é subconjunto de G, contendo e, que é união de classes à direita de H ,

então o nı́vel k terá
(

(G:H)−1
m−1

)
vértices.

Suponha que A é um destes vértices e que stab(A) = B ⊇ H . Então, existem

r1, r2, ..., rn ∈ A tais que

A =
n⋃
i=1

Bri

e como n|B| = k = m|H|. Então, temos que

n(B : H) = n
|B|
|H|

= m

e, em particular, segue que (B : H) divide m.

Logo, temos que o número de vértices no nı́vel k, que são estabilizados por H , mas

tem um estabilizador que contém H , é

∑
H<B≤G
(B:H)|m

b m
(B:H)

(B).

Daı́, segue que

bm(H) =

(
(G : H)− 1

m− 1

)
−

∑
H<B≤G
(B:H)|m

b m
(B:H)

(B)

No entanto, observe queH não é determinado exclusivamente pela componente conexa

escolhida H também depende da escolha de um vértice na componente.

Poderiamos ter definido outro ı́ndice para contar o número de componentes da forma

ΓH
′

m , com H ′ conjugado ou igual a H . Este número é

δ(H)bm(H)

m
,

conforme mostraremos a seguir (onde δ(H) é o número de subgrupos de G conjugados a H). A

partir deste, e da escolha igualitária de componentes para cada subgrupo conjugado a H , segue

que

cm(H) =
bm(H)

m
,

da onde segue o resultado.
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Com efeito, dados os vértices A e gA, que estão na mesma componente, se Stab(A) =

H , então Stab(gA) = gHg−1. Basta notar que rgA = gA implica que g−1rgA = A e, portanto

g−1rg ∈ H . Ou seja, r ∈ gHg−1. Reciprocamente vale a volta.

Quando calculamos o fator associado a uma componente com m vértices, escolhemos

um vértice A da componente, calculamos seu estabalizador H e, daı́, sabemos que o subgru-

poide associado a essa componente é isomorfo a ΓHm. No entanto, se trocarmos de ”vértice

inicial”, digamos de A para gA, trocamos H por gHg−1 (que pode ser igual a H ou não), como

vimos acima. Logo, a componente não determina o subgrupo H exatamente; ela determina H

a menos de conjugação.

Afirmamos que bm(H) = bm(gHg−1) para qualquer g ∈ G. De fato, G age no gru-

poide Γ(G) por g · (A, r) = (gAg−1, grg−1), e se o estabilizador de um vértice A, com relação

à ação do grupoide, é H , então o estabilizador de g · A = gAg−1 é gHg−1. Com efeito, se

h ∈ H = Stab(A), então

ghg−1(g · A) = ghg−1gAg−1 = ghAg−1 = gAg−1 = g · A,

e temos que gHg−1 ⊆ Stab(g · A).

E se r ∈ Stab(g · A), então

rgAg−1 = gAg−1 ⇒ rgA = gA⇒ g−1rgA = A,

do que segue que g−1rg ∈ H , que é o mesmo que r ∈ gHg−1.

Assim, o número de vértices que tem estabilizador H é o mesmo número de vértices

que tem estabilizador gHg−1 para qualquer g ∈ G.

Afirmamos também que a ação de G no grupoide preserva componentes. Basta obser-

var que a ação preserva o produto do grupoide. Por isso, a ação preserva arestas do grafo de

Γ(G) e, portanto, preserva componentes.

Seja δ = δ(H) o número de subgrupos de G que são conjugados a H . Sejam

r1Hr
−1
1 , r2Hr

−1
2 , ..., rδHr

−1
δ

estes subgrupos (tome r1 = 1G). O número de vértices que tem estabilizador igual ou conjugado

a H é
δ∑
j=1

bm(rjHr
−1
j ) =

δ∑
j=1

bm(H) = δ(H)bm(H).

Como estes vértices se distribuem em componentes do grafo, cada uma comm elemen-

tos, segue que o número de componentes (no nı́vel k = m|H|) cujos vértices tem estabilizadores
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conjugados a H é
δ(H)bm(H)

m
.

O número de componentes no nı́vel k, que possuem um vértice com estabilizador H ′,

é o mesmo para cada subgrupoH ′ conjugado aH . De fato, da ação deG por conjugação, temos

que se

C1, C2, ..., CN

são as componentes distintas, que têm pelo menos um vértice com estabilizador H , então

gC1g
−1, gC2g

−1, ..., gCNg
−1

são componentes distintas que têm pelo menos um vértice com estabilizador H ′ = gHg−1.

Trocando H por H ′, vemos que o número de tais componentes é igual para H e H ′.

Deste modo, como temos δ(H)bm(H)
m

componentes com estabilizadores de vértices con-

jugados a H e como cada subgrupo conjugado a H se distribui pelo mesmo número de compo-

nentes, podemos associar a cada um destes subgrupos o número de

1

δ(H)

δ(H)bm(H)

m
=
bm(H)

m

componentes.

Finalmente, a fórmula recursiva para cm(H) segue diretamente da fórmula recursiva

para bm(H). 2

Mostraremos a seguir que se a caracterı́stica de K não divide |G|, então a álgebra KΓ

é semissimples. Mas primeiro precisaremos de um resultado sobre álgebras de matrizes.

Proposição 3.22 Sejam R e S dois anéis e m e n dois inteiros. Então

i) Matm(R⊕ S) ∼= Matm(R)⊕Matm(S)

ii) Matm(Matn(R)) ∼= Matmn(R)

Prova: Para o item i) considere a função

ϕ : Matm(R⊕ S) −→ Matm(R)⊕Matm(S)∑
i,j

(rij, sij)Eij 7−→

(∑
i,j

rijEij,
∑
i,j

sijEij

)
Claramente ϕ é bijetora e como está definida para elementos da base de ambos os

conjuntos, sua extensão por linearidade, denotada da mesma forma, é uma bijeção entre eles.
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Resta verificar que ϕ é um homomorfismo de anéis:

Para a multiplicação

ϕ

(∑
i,j

(rij, sij)Eij.
∑
k,l

(tkl, ukl)Ekl

)
=ϕ

(∑
i,l

(∑
j=k

(rij, sij)(tkl, ukl)

)
Eil

)

=ϕ

(∑
i,l

(∑
j=k

(rijtkl, sijukl)

)
Eil

)

=ϕ

(∑
i,l

(∑
j

rijtjl,
∑
j

sijujl

)
Eil

)

=

((∑
i,l

∑
j

rijtjlEil,
∑
i,l

∑
j

sijujlEil

))
.

Por outro lado,

ϕ

(∑
i,j

(rij, sij)Eij

)
ϕ

(∑
k,l

(tkl, ukl)Ekl

)
=

(∑
i,j

rijEij,
∑
i,j

sijEij

)(∑
k,l

tklEkl,
∑
k,l

uklEkl

)

=

(∑
i,j

rijEij
∑
k,l

tklEkl,
∑
i,j

sijEij
∑
k,l

uklEkl

)

=

((∑
i,l

∑
j

rijtjlEil,
∑
i,l

∑
j

sijujlEil

))
.

Já para a soma

ϕ

(∑
i,j

(rij, sij)Eij +
∑
k,l

(tij, uij)Eij

)
=ϕ

(∑
i,j

((rij, sij) + (tij, uij))Eij

)

=ϕ

(∑
i,j

(rij + tij, sij + uij)Eij

)

=

(∑
i,j

(rij + tij)Eij,
∑
i,j

(sij + uij)Eij

)
.

Por outro lado,

ϕ

(∑
i,j

(rij, sij)Eij

)
+ ϕ

(∑
k,l

(tij, uij)Eij

)
=

=

(∑
i,j

rijEij,
∑
i,j

sijEij

)
+

(∑
i,j

tijEij,
∑
i,j

uijEij

)
=

=

(∑
i,j

(rij + tij)Eij,
∑
i,j

(sij + uij)Eij

)
.
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Além disso

ϕ(1Matm(R⊕S)) =ϕ

(∑
i,j

(1R, 1S)Eij

)

=

(∑
i,j

1REij,
∑
i,j

1SEij

)
= 1Matm(R)⊕Matm(S).

o que prova o item i).

Para provar o item ii) faremos um passo intermediário, mostraremos que

Matm(Matn(R)) ∼= Matn(R)⊗Matm(R)

para depois mostrar que

Matn(R)⊗Matm(R) ∼= Matmn(R).

Primeiro, considere a seguinte função

φ : Matm(Matn(R)) −→ Matn(R)⊗Matm(R)
m∑
i,j

AijEij 7−→
m∑
i,j

Aij ⊗ Eij

onde Aij ∈ Matn(R) para todo i, j = 1, 2, ...,m e Eij são os elementos da base canônica de

Matm(Matn(R)).

φ é aditiva pois

φ

(
m∑
i,j

AijEij +
m∑
i,j

BijEij

)
=φ

(
m∑
i,j

(Aij +Bij)Eij

)

=
m∑
i,j

Eij ⊗ (Aij +Bij)

=
m∑
i,j

Eij ⊗ Aij +
m∑
i,j

Eij ⊗Bij

=φ

(
m∑
i,j

AijEij

)
+ φ

(
m∑
i,j

BijEij

)
φ é multiplicativa, pois

φ

((
m∑
i,j

AijEij

)(
m∑
k,l

BklEkl

))
=φ

(
m∑

i,j,k,l

AijBklEijEkl

)

=φ

(
m∑
i,j,l

AijBjlEil

)

=
m∑
i,l

Eil ⊗
m∑
j

AijBjl
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Por outro lado,

φ

(
m∑
i,j

AijEij

)
φ

(
m∑
k,l

BklEkl

)
=

(
m∑

i,j,k,l

(Eij ⊗ Aij)(Eij ⊗Bkl)

)

=
m∑

i,j,k,l

(Eij ⊗ Aij)(Ekl ⊗Bkl)

=
m∑

i,j,k,l

EijEkl ⊗ AijBkl

=
m∑
i,j,l

Eil ⊗ AijBjl

=
m∑
i,l

Eil ⊗
m∑
j

AijBjl

Também, φ é unitária pois

φ(1Matm(Matn(R))) = φ

(
m∑
i

InEii

)
=

m∑
i

Eii ⊗ In =

(
m∑
i

Eii

)
⊗ In = Im ⊗ In = 1Matm(R)⊗Matn(R).

(Usaremos agora as notaçõesEn
ij ,E

m
kl eEmn

rs para os elementos das bases deMatn(R),

Matm(Matn(R)) e de Matmn(R) respectivamente.)

Além do mais, φ é sobrejetora, já que todos os elementos de Matm(R) ⊗Matn(R)

são da forma
∑
i,j,k,l

ai,j,k,l(E
m
ij ⊗ En

kl), mas

∑
i,j,k,l

ai,j,k,l(E
m
ij ⊗ En

kl) =
n∑
k,l

(
m∑
i,j

ai,j,k,l(E
m
ij ⊗ En

kl)

)

=
n∑
k,l

(
m∑
i,j

ai,jE
m
ij

)
⊗ En

k,l

=φ

(
m∑
k,l

(
n∑
i,j

ai,jE
m
ij

)
En
k,l

)
.

O núcleo de φ é 0 pois
∑
i,j

Aij ⊗ Eij = 0 se, e somente se, Aij é nulo para cada i, j, o

que implica
∑
i,j

AijEij = 0.

Já para mostrar que Matn(R) ⊗Matm(R) ∼= Matmn(R), considere, primeiramente,

a bijeção nos ı́ndices

φ : [n]× [m] −→ [mn]

(i, k) 7−→ (k − 1)m+ i
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Onde [n] = {1, 2, .., n}.

φ é injetora. De fato, considere φ(l, k) = φ(t, r), isto é, (k− 1)m+ l = (r− 1)m+ t.

Dessa igualdade, segue que (k − r)m = (t− l), o que implica que m divide t− l. Mas, 1 ≤ t

e l ≤ m, logo |t− l| < m. Portanto, temos que ter k − r = t− l = 0.

Como |[n]× [m]| = |[mn]| = mn, segue que φ também é sobrejetora.

Defina agora a função:

ϕ : Matn(R)⊗Matm(R) −→ Matmn(R)

En
ij ⊗ Em

kl 7−→ Emn
φ(i,k)φ(j,l)

ϕ está bem definida e é multiplicativa:

Por um lado,

(En
a,b ⊗ Em

k,l).(E
n
c,d ⊗ Em

r,s) = δb,cδl,rE
n
a,d ⊗ Em

k,s.

Por outro lado,

Emn
φ(a,k)φ(c,r).E

mn
φ(c,r)φ(d,s) = δφ(b,l)φ(c,r)E

mn
φ(a,k)φ(d,s)

e φ(b, l) = φ(c, r)⇔ b = c e l = r.

Com isso, temos que ϕ(δb,cδl,rE
n
a,d ⊗ Em

k,s) = δφ(b,l)φ(c,r)E
mn
φ(a,k)φ(d,s).

ϕ também é bijetora. Como φ tem inversa

φ−1 : [mn] −→ [n]× [m]

i 7−→ (φ−1
1 (i), φ−1

2 (i))

segue que

Emn
ij → En

φ−1
1 (i)φ−1

1 (j)
⊗ Eφ−1

2 (i)φ−1
2 (j)

define a inversa de ϕ.

Comoϕ é uma bijeção entre elementos das bases deMatn(R)⊗Matm(R) eMatmn(R),

então é um isomorfismo, o que conclui a prova. 2

Corolário 3.23 Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tais que a

caracterı́stica deK não divida a ordem deG. Então, a álgebra parcialKpar(G) é semissimples.

Em particular, Cpar(G) é semissimples para qualquer grupo finito G.
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Prova: Pelo teorema anterior, sabendo que Kpar(G) ∼= KΓ(G), temos que

Kpar(G) ∼=
⊕
H≤G

1≤m≤(G:H)

cm(H)Matm(KH)

Pelo teorema de Molien, temos que cada álgebra de grupo KH é da forma:

KH =
n⊕
k=1

Matrk(K)

onde n depende de H . Pela proposição anterior, temos

Matm(KH) = Matm

(
n⊕
k=1

Matrk(K)

)
∼=

n⊕
k=1

Matm(Matrk(K)) ∼=
n⊕
k=1

Matmrk(K).

Segue, que Kpar(G) é uma soma direta de álgebras de matrizes com entradas em K, e

aı́, pela recı́proca do Teorema de Wedderburn-Artin, Kpar(G) é semissimples. 2

3.4 Exemplos de Álgebra Parcial de Grupo

Para apresentar mais alguns exemplos de álgebra parcial de grupo precisamos manter

a seguinte notação: bm(H) indica o número de vértices de EΓ(G) no nı́vel k = m.|H| cujo

estabilizador é H . Então, o somando direto de KΓ(G) correspondente às componentes destes

vértices é
bm(H)

m
Matm(KH).

Note que, para todo grupo finito G, no nı́vel k = 1, temos apenas um vértice, o vértice

A = ({e} , e), e, assim, H = {e} e m = 1. Daı́ temos b1({e}) = 1. Portanto, a componente

conexa correspondente à H = {e} é

b1({e})
1

Mat1(Ke) =
1

1
(K) = K.

No nı́vel k = |G|, temos H = G e m = 1. Como o único vértice no nı́vel k = |G| é

o vértice A = (G, e), também temos b1(G) = 1. Logo, a componente conexa correspondente à

H = G é
b1(G)

1
Mat1(KG) =

1

1
(KG) = KG.

Assim, KΓ(G) sempre contém um cópia de K e uma cópia da álgebra de grupo KG

como somando diretos.
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Também vale a pena recordar que o número de vértices no nı́vel k em EΓ(G) é dado

pela fórmula (
|G| − 1

k − 1

)
.

Exemplo 3.24 Considere p um número primo e o grupo cı́clico G = Zp de ordem p. Como,

para cadaH subgrupo deG, a ordem deH divide a ordem deG, temos que Zp não tem nenhum

subgrupo não trivial. Assim, em cada nı́vel k < p, os vértices deEΓ(Zp) tem estabilizador trivial,

logo temos m = k e, portanto, o somando direto correspondente à cada k < p é

1

k

(
p− 1

k − 1

)
Matk(K).

(Observe que para k = 1 temos o somando direto K na álgebra do grupoide.)

Assim, temos

KΓ(Zp) =

p−1⊕
k=1

1

k

(
p− 1

k − 1

)
Matk(K)⊕KZp.

Exemplo 3.25 Considere novamente p um número primo e o grupo G = Zp×Zp. Vejamos que

o grupo Zp × Zp tem
p2 − 1

p− 1
= p+ 1

subgrupos não triviais, que podemos denotar por H1, H2, ..., Hp+1, com Hi
∼= Zp para todo

i = 1, 2, ..., p+ 1:

Se Hi e Hj são dois subgrupos de ordem p distintos, então Hi ∩ Hj = {0}. De fato,

Hi ∩Hj é um subgrupo de Hi, e de Hj também, e como Hi tem p elementos, ou Hi ∩Hj = Hi

ou Hi ∩Hj = {0} .

Se H1, H2, ..., HN são os subgrupos de ordem p de G = Zp × Zp, temos que

G =
N⋃
i=1

Hi,

pois cada elemento de G, diferente de 0, gera um subgrupo de ordem p e, portanto, pertence a

algum dos Hi’s. Como nesta união o elemento 0 aparece em cada um dos Hi’s, temos que

p2 = |G| = Np−N + 1

(Np−N = N(p− 1) é o número de elementos na união
N⋃
i=1

(Hi \ {0})) e, logo

N(p− 1) = Np−N = p2 − 1⇒ N(p− 1) = (p− 1)(p+ 1)→ N = p+ 1.
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Os vértices de EΓ(Zp×Zp) no nı́vel k, para todo k não múltiplo de p, tem estabilizador

trivial. Logo, os somandos diretos de KΓ(Zp × Zp) correspondentes a estes nı́veis são

p2−1⊕
k=1
p-k

1

k

(
p2 − 1

k − 1

)
Matk(K).

Para k = mp, com m = 1, 2, ..., p − 1, temos dois casos: o caso dos vértices que são

estabilizados por Hi e os vértices que tem estabilizador trivial.

O número de vértice que tem estabilizador Hi pode ser calculado como

bm(Hi) =

(
(G : H)− 1

m− 1

)
=

(
p− 1

m− 1

)
Assim, os somandos diretos correspontes a tais álgebras, lembrando que Hi

∼= Zp, é:

p−1⊕
m=1

p+ 1

m

(
p− 1

m− 1

)
Matm(KZp).

Os demais vértices no nı́velmp tem estabiliador trivial, e podemos calcular seu número

como sendo

bmp({e}) =

(
|G| − 1

mp− 1

)
−

p+1∑
i=1

bm(Hi)

=

(
p2 − 1

mp− 1

)
− (p+ 1)

(
p− 1

m− 1

)
,

e os somandos diretos correspondentes a estas álgebras são

p−1⊕
m=1

1

mp

[(
p2 − 1

mp− 1

)
− (p+ 1)

(
p− 1

m− 1

)]
Matmp(K).

Por fim, juntando todas os somandos diretos, temos

KΓ(Zp × Zp) ∼=
p2−1⊕
k=1
p-k

1

k

(
p2 − 1

k − 1

)
Matk(K)

p−1⊕
m=1

p+ 1

m

(
p− 1

m− 1

)
Matm(KZp)

p−1⊕
m=1

1

mp

[(
p2 − 1

mp− 1

)
− (p+ 1)

(
p− 1

m− 1

)]
Matmp(K)

⊕K(Zp × Zp)

No caso particular de K = C, temos que

Os fatores que aparecem são

Matk(C), para k = 1, 2, ..., p2 − 1;
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Matmp(C), para m = 1, 2, ..., p− 1;

Matm(CZp), para m = 1, 2, ..., p− 1;

C(Zp × Zp).

Os dois últimos fatores podem ser reescritos. Usando a proposição ?? e e observando

que se G é abeliano de ordem n então CG ∼= nC, teremos

Matm(CZp) ∼= Matm(pC) ∼= pMatm(C);

C(Zp × Zp) ∼= p2C.

Assim, os fatores que aparecem na decomposiçao de Wedderburn-Artin são

C;

Matr(C) com r = 1, 2, ..., p− 1;

Matr(C) com r = mp e m = 1, 2, ..., p− 1.

Exemplo 3.26 Sejam p e q dois primos distintos. Considere G = Zp × Zq ∼= Zpq. O grupo

G tem dois subgrupos não triviais, isomorfos à Zp e Zq, ambos maximais. Podemos dividir

nosso problema em três casos: o primeiro para k não múltiplo de p e nem q, o segundo para

k múltiplo de p e o terceiro para k múltiplo de q. Assim, usando os mesmos argumentos do

exemplo anterior, temos:

KΓ(Zp × Zq) ∼=
pq−1⊕
k=1
p,q-k

1

k

(
pq − 1

k − 1

)
Matk(K)

p−1⊕
m=1

1

m

(
p− 1

m− 1

)
Matm(KZq)

q−1⊕
m=1

1

m

(
q − 1

m− 1

)
Matm(KZp)

p−1⊕
m=1

1

mq

[(
pq − 1

mq − 1

)
−
(
p− 1

m− 1

)]
Matmq(K)

q−1⊕
m=1

1

mp

[(
pq − 1

mp− 1

)
−
(
q − 1

m− 1

)]
Matmp(K)

⊕K(Zp × Zq)

Exemplo 3.27 Tome p primo e considere o grupo Zp2 que tem apenas um subgrupo não trivial,

Zp. Então recaı́mos em dois casos dos exemplos anteriores, o caso em que k não é múltiplo de

p e o caso em que é múltiplo de p. Usando o mesmo raciocı́nio anterior, temos:
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KΓ(Zp2) ∼=
p2−1⊕
k=1
p-k

1

k

(
p2 − 1

k − 1

)
Matk(K)

p−1⊕
m=1

1

m

(
p− 1

m− 1

)
Matm(KZp)

p−1⊕
m=1

1

mp

[(
p2 − 1

mp− 1

)
−
(
p− 1

m− 1

)]
Matmp(K)

⊕K(Zp2)

Para K = C, os fatores são

Matk(C) para k = 1, 2, ..., p2 − 1;

Matmp(C) para m = 1, 2, ..., p− 1;

Matm(CZp) para m = 1, 2, ..., p− 1;

CZp2 .

Traduzindo o terceiro e quarto fator, temos

Matm(CZp) ∼= pMatm(C) e

C(Zp2) ∼= p2C.

Como no caso anterior de G = Zp × Zp. Portanto os fatores na decomposição de

Wedderburn-Artin são os mesmos.

Olhando com cuidado, vê-se que apenas os termos listados como Matmp(C) na de-

composição apresentada nos exemplos contribuem com termos Matmp(C) na decomposiçao de

Wedderburn-Artin. Comparando as multiplicidades do termo Matmp(C) nas decomposições

relativas a Zp × Zp e Zp2 vê-se que elas não são as mesmas para nenhum m = 1, 2..., p− 1.

Como a multiplicidade de um fator na decomposicao de Wedderburn-Artin de uma

álgebra semissimples é invariante, segue que Kpar(Zp × Zp) e Kpar(Zp2) não são isomorfos.

Este é, na verdade, um caso particular do teorema 4.4 [4], que segue enunciado abaixo

Teorema 3.28 Sejam G e H dois grupos abelianos finitos e K um corpo cuja caracterı́stica

não divide |G| tais que as álgebras parciais Kpar(G) e Kpar(H) são isomorfas. Então G e H

são grupos isomorfos.

Exemplo 3.29 Retornando ao caso de G = S3, na seção anterior calculamos

KΓ(S3) ∼= K ⊕Mat2(K)⊕ 3Mat3(K)⊕Mat4(K)⊕Mat5(K)⊕

⊕ 3KZ2 ⊕KZ3 ⊕ 3Mat2(KZ2)⊕KS3.
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No caso particular de K = C, utilizando o teorema de Molien e a proposição ??,

temos que

CZ2
∼= Mat1(C)⊕Mat1(C) ∼= C⊕ C = 2C

CZ3
∼= Mat1(C)⊕Mat1(C)⊕Mat1(C) ∼= C⊕ C⊕ C = 3C

Mat2(CZ2) ∼= Mat2(C⊕ C) ∼= Mat2(C)⊕Mat2(C) = 2Mat2(C)

CS3
∼= Mat1(C)⊕Mat1(C)⊕Mat2(C) ∼= C⊕ C⊕Mat2(C)

Daı́,

CΓ(S3) ∼= 12C⊕ 8Mat2(C)⊕ 3Mat3(C)⊕Mat4(C)⊕Mat5(C)
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