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Resumo

Sendo GG um grupo e K um anel, abordaremos o conceito de dlgebra parcial do
grupo G, denotada por K, (G), que é a [{-dlgebra associada as representagdes
parciais de GG sobre K e ¢ uma ferramenta bastante fina para dizer quando dois
grupos ndo sdo isomorfos. Mostraremos uma constru¢io de K, (G) por meio
de um grupoide denotado por I'(G) e faremos detalhadamente a construgdo das
componentes conexas de I'(S3), a fim de calcularmos K, (S3). Também apre-
sentaremos o cdlculo das dlgebras parciais C,q,(53), Cpar(Zy X Zy) € Cpar(Zy2).
Para compreender melhor este assunto, apresentaremos o Semigrupo de Exel
S(G), que é um mondide inverso cujas agdes em um conjunto X estdo em cor-
respondéncia biunivoca com ag¢des parciais de G em X. Além do mais, temos

que a dlgebra de semigrupo K S(G), que é semissimples, € isomorfa a K, (G).

Palavras-chave: Algebra parcial de grupo; Semigrupo inverso; A¢o parcial de

grupo.

il



Abstract

Let GG be a group and K be aring. In this work we study the partial group algebra
of GG, denoted by K,,,,-(G), which is the algebra associated to partial representati-
ons of GG over K and is a refined tool to tell when two groups are not isomorphic.
We present a construction of K,,,.(G) by means of a groupoid denoted by I'(G).
We present in detail the description of K, (S5) via construction of the connec-
ted components of the groupoid I'(S3). We also present the calculation of the
partial group algebras C,,(S3), Cpar(Z, x Zy,) and C,,,(Z,2). In order to better
understand this issue, we present the Exel Semigroup S(G), which is an inverse
monoid whose actions in a set X are in one-one correspondence with partial ac-
tions of G in X. Moreover, the algebra semigroup K S(G) (that is semisimple)
is isomorphic to K, (G).

Keywords: Partial group algebra; Inverse semigroup; Partial group actions.
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Introducao

O objetivo central do trabalho € descrever o que vem a ser a dlgebra parcial de um grupo
G dado. Esta dlgebra é denotada por K, (G), onde K € um anel comutativo com unidade, e
foi apresentada inicialmente em [4] por Dokuchaev, Exel e Piccione.

A 4lgebra parcial de grupo faz parte de uma série de trabalhos que vem sendo desen-
volvidos recentemente na 4rea de Algebra apés a apresentacdo do conceito de acdo parcial por
Exel na década de 90. Uma de suas aplica¢des € identificar quando dois grupos ndo sao iso-
morfos. Ou seja, se, dados dois grupos G e H, suas respectivas dlgebras parciais K. (G) e
K,qr(H) ndo sdo isomortfas, entdo G e H também nao sao.

No entanto, a importancia do estudo das dlgebras parciais ndo se resume somente a
conhecer uma ferramenta mais fina para identificar quando dois grupos nao siao isomorfos. A
dlgebra parcial K, (G) é isomorfa a dlgebra do Semigrupo de Exel S(G). O Semigrupo de
Exel (ou Mondide de Exel) é, na verdade um semigrupo definido por geradores GG e relacdes
iguais as que definem a dlgebra parcial K, (G), logo tratam-se, em suas esséncias, do mesmo
objeto matematico. Em especial, a importancia de S(G) é que suas a¢des em um conjunto X,
estdo em correspondéncia biunivoca com agdes parciais de G’ no mesmo conjunto.

No primeiro capitulo, apresentamos um breve estudo a respeito de semigrupos, em
especial semigrupos inversos. Um semigrupo inverso € um caso particular de um semigrupo
regular. Um semigrupo regular € um semigrupo S em que, para cada s € S existe um elemento

s* € Stal que

$58*s = s e s*ss* = s*.

A diferenca do semigrupo regular para o semigrupo inverso € que, no segundo caso, o elemento
s* precisa ser Unico.

No capitulo 2, vemos que S(G) é um semigrupo inverso e também vemos o ja men-
cionado resultado que a¢des de S(G), estdo em correspondéncia biunivoca com ag¢des parciais

de GG. Nesse capitulo também vemos a construcdo de grupo e semigrupo livre, deixando claro,
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assim, que S(G) é, de fato, um semigrupo.

Neste mesmo capitulo, construimos a dlgebra de um grupo e de um mondide, além
de apresentar resultados importantes a respeito da semissimplicidade da algebra de um grupo
finito, como os teoremas de Wedderburn-Artin e de Molien, que serdo importantes para melhor
compreensao do capitulo 3.

O capitulo 3, dltimo do trabalho, além de apresentar a definicdo de algebra parcial
de grupo e resultados tedricos que a relacionam com o Semigrupo de Exel, apresentamos uma
constru¢do equivalente por meio de um grupoide especifico, o grupoide I'(G), cuja dlgebra
KT'(G) é isomorfa a dlgebra parcial K, (G). Esta construgdo ¢ vital para compreender resul-
tados a respeito da dlgebra parcial e, por meio do grafo associado ao grupoide, apresentar uma
férmula recursiva para o cilculo de K, (G). Com detalhes, apresentamos o grafo, por meio de
suas componentes conexas, do grupoide I'(.S3).

Para finalizar, calculamos alguns exemplos de dlgebra parcial de grupo, em especial,

Cpar(S3), Cpar(Zy % Zy) € Cpar(Zy2).



Capitulo 1
Semigrupos

Neste capitulo, apresentarmos um pouco da teoria bésica a respeito de semigrupos e,
em especial, semigrupos inversos. A importancia desse capitulo se d4 para compreender melhor
o Semigrupo de Exel, que serd definido no capitulo seguinte. Como principais referéncias nos

baseamos em [5], [8] e [10].

1.1 Semigrupos

Definicao 1.1 Um conjunto ndo vazio S munido de uma operagdo bindria

x: xS — §

(s1,82) = S1%8

€ um semigrupo se tal operagdo for associativa, ou seja, se
(81 % S9) * 83 = 1 * (89 * S3)

para todos sy, sg, s3 € S.

Além disso, se existe 15 € S, chamado elemento neutro, tal que
lgxs=s*x1g=s5

para todo s € S, dizemos que S é um mondide.
Se , para todo si,sy € S, temos s1 x So = So * 1, dizemos que S é um semigrupo

comutativo.

Notacgao 1.2 Podemos denotar o semigrupo cujo conjunto é S e operagdo * por (S, *) quando

se fizer necessdrio explicitar o conjunto e operagdo.
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Obs. 1.3 i) Quando ndo houver risco de confusdo, podemos denotar s, * sy por si.Ss ou
simplesmente s ss, fazendo referéncia a multiplicacdo, operacdo comum nos exemplos de

Semigrupos.

ii) 1 ¢ inico. De fato, suponha que existam 1,1 € S que sdo elementos neutros.

Como 1 € S, usando o fato que 1' é elemento neutro, temos 1 = 11'. Como 1" € S, usando

o fato que 1 é elemento neutro, temos 11’ = 1'. Por transitividade, 1 = 1.

Exemplo 1.4 Sejam G um grupo e 1 € G o elemento neutro de G. Considere P, o conjunto

de todos os subconjuntos finitos de G' que contém o elemento 1¢. Isto é,
P,={HCG:|H|<o0,1c € H}

Defina G = {(A,g) € P, x G : g € A}.

Entdo, G® é um mondide com respeito a opera¢do:
(4,9)(B,h) = (AU gB, gh)

De fato, para mostrar a associatividade considere (A, g), (B, h), (C,i) € GF

((A,9)(B,h))(C,i) =(AUgB,gh)(C,i) = (AU gB) U ghC, (gh)i)

(AU (gBUghC),g(hi)) = (AU g(B U hC), g(hi))

(Aag)(B URC, hZ) = (A> g)((Ba h)(072))

O elemento neutro de G* é ({15} , 1¢). Com efeito, considere (A, g) € G, entéo

({le} 1e)(4,9) = ({le} UlcA, lag) = (4, 9).
Também,
(A, 9){lc}, 1) = (AUg{le},gle) = (4, 9).
O semigrupo G é chamado de expansio de Birget-Rhodes do grupo G. Veja [2] e

13].

Definicao 1.5 Seja S um semigrupo. Um subconjunto T', ndo vazio, de S é dito um subsemi-

grupo de S se é fechado com respeito a operacdo de S. Ou seja, se s1, Sy € T, entdo s155 € T.

Definicao 1.6 Seja e um elemento pertencente a algum semigrupo S. Entdo e é um idempotente

se €2 = e, onde €* denota ee.
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Obs. 1.7 O conceito de idempotente estende-se a qualquer conjunto com alguma operagdo

definida e ndo somente a semigrupos.

Um fato interessante a ser observado é que em um grupo G, o Gnico idempotente é o

elemento neutro 1. De fato, se e € um idempotente de G, entao
?=e=(ee)e ' =ce = elee ) =ce ! elg=1g=e=lg.

Ja se estivermos trabalhando com um mondéide, podemos ter idempotentes diferentes
do elemento neutro. Por exemplo, no caso do mondide G, seus idempotentes sdo elementos

(A, g) tais que (4, g)* = (4, g), mas

(4,9 = (4, 9) & (A, 9)(A,g) = (A g) & (AUgA, ¢*) = (A,9)

0 que ocorre se, e somente se, AU gA = Aeg?=g.
Observe que a segunda igualdade s6 € vilida se g = 14, por ser G um grupo, logo seu
unico idempotente € 1. Com isso, tendo g = 14, a igualdade A U gA = A é valida também.

Entdo, os idempotentes de G sdo da forma (A, 1¢).

1.2 Semirreticulados

Definicao 1.8 Seja Y um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado (X, <). Dizemos
que ¢ € X ¢é limitante inferior de Y se ¢ < y paratodoy € Y. E dizemos que d € X é o maior

limitante inferior ou infimo de Y se d > c para todo c limitante inferior.
Observe que, caso exista, o infimo de um conjunto é, claramente, inico.
Notacao 1.9 A{y : y € Y} denota o infimo de Y. a N\ b denota o infimo de {a,b}.

Definicao 1.10 Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) é dito semirreticulado inferior se

a N\ b existe para todo a,b € X.

Exemplo 1.11 ?? Considere o conjunto dos idempotentes de GRea relagcdo parcial de ordem
dada por (A, 1¢) < (B,1g) & A C B. Assim (A, 1)\ (B, 1¢) = (AN B, 1¢) e este conjunto

é um semirreticulado inferior.
Note que, se X € um semirreticulado inferior, temos

a<bsaNb=a,
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com isso, A define, em (X, <) semirreticulado inferior, uma operac@o bindria. Entdo, dados

a,b,ce X,
s (aNb)hec<anb<a
s (aNb)ANec<anb<d
s (anb)Ne<e.

Logo, (a A b) A ¢ é limitante inferior de {a, b, c}.

Seja d limitante inferior de {a, b, c}. Entéo, d < a,d < be d < ¢. O que implica que
d<aA(bAc)e,portanto, a A (b A ¢) é o infimo de {a, b, c}.

Da mesma forma, temos que (a Ab) Acé o infimo de {a, b, c}. Como o infimo € tnico,

temos a A (b A ¢) = (a Ab) A ¢, o que implica que (X, A) é semigrupo.

Proposicao 1.12 Seja (E, <) um semirreticulado inferior. Entdo, (E,\) é um semigrupo co-

mutativo de idempotentes e para todo a,b € E temos
a<b& aNb=a.

Seja (E,-) um semigrupo comutativo de idempotentes. Entdo, a relacio < em F
definida por

a<beab=a

é ordem parcial em E com respeito a qual E é um semirreticulado inferior. Em (E, <), o infimo

de a e b é seu produto ab.

Prova: Para provar a primeira parte, primeiro observe que ja provamos que (E, A) é semigrupo.
Que é um semigrupo comutativo basta observar que a igualdade a A b = b A a € imediata da
igualdade dos conjuntos {a, b} = {b,a}.

Os elementos de (£, A) sdo idempotentes uma vez que a < a implica que a A a = a.
Resta, portanto, verificarque a < b & a A b= a.

Para mostrar que a < b = a Ab = a, observe que de ¢ < a e a < b, segue que
a < aAb. Suponhaque a Ab=d. Entdo,a < aAb=de,comod=aAb, segue da definicdo
de infimo que d < a. Logo a = d.

J& para mostra que a A b = a = a < bbastanotar quede a A b = a segue que a < a e
a <b.

Para a segunda parte do teorema, vejamos que a relagdo a < b < ab = a define uma

ordem parcial em F.
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caa=a=ad’=a=a<a

a<b=ab=aeb<a= ab=0>. Portantoa = b

Por um lado, a < b = ab = a = abc = ac. Por outro lado, b < ¢ = bc = b = abc = ab.

Entdo,a =ab=abc=ac=>a=ac=>a <ec.

E, por fim, vejamos que (£ <) é um semirreticulado inferior cujo infimo de {a, b} é

ab.

ab é limitante inferior de {a, b}:
(ab)a = a’b =ab = ab< a

(ab)b = ab® = ab = ab < b

Suponha ¢ < a, b, entdo ca = c e cb = ¢, o que implica cab = c e, potanto, ¢ < ab.

Observe que a ordem definida no exemplo no semigrupo dos idempotentes de G é

exatamente a ordem estabelecida nesta proposi¢ao.

1.3 Semigrupos Regulares e Semigrupos Inversos

Definicao 1.13 Um semigrupo S é um semigrupo regular se, para cada s € S, existe s* € S

tal que
$8*s = s e s*ss* = s*.
O elemento s* é chamado inverso de s em S.

Teorema 1.14 Seja S um semigrupo regular. Entdo, os idempotentes de S comutam entre si se,

e somente se, cada elemento de S possui um vinico inverso.

Prova: Para mostrar a primeira parte do teorema, suponha s € S idempotente e x,y € S

inversos de s em S. Entdo,

(z5)* = (ws)(xs) = z(sws) = zs.
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Analogamente, (ys)?> = ys. Entdo xs e ys sdo idempotentes (também de maneira

andloga sx e sy sao idempotentes). Portanto, comutam entre si. Com isso:
r =xsr = x(sys)r = (zs)(ys)r = (ys)(xs)r = y(sxs)x = ysx =

= y(sys)z = y(sy)(sz) = y(sx)(sy) = y(srs)y = ysy = y.
J& para mostrar a segunda parte do teorema, suponha que cada s € S possui um unico

inverso. Sejam e, f idempotentes de S. Antes, observe que se e € idempotente, entdo e* = e

pela unicidade do inverso, j que um idempotente sempre é um inverso de si mesmo.
* f(ef) e &idempotente: (f(ef)*e)(f(ef)"e) = f((ef)"ef(ef) )e= flef)"e.
« flef)*eeef sio inversos:
flef)elef)f(ef) e = flef) (ee)(ff)ef) e = (flef)e)(f(ef)e) = flef) e

(ef)(flef)e)ef) = e(ff)f(ef) (ee)f =efflef)eef =eflef)ef =ef
= flef) e = (ef)".

Como f(ef)*e é idempotente e f(ef)*e = (ef)*, temos que (ef)* é idempotente. Logo

ef é idempotente.

Da mesma maneira, podemos mostrar que fe € idempotente e dai segue que
(ef)(fe)ef) =e(ff)(ee)f = (ef)(ef) =ef
(fe)(ef)(fe) = flee)(ff)e = (fe)(fe) = fe

Portanto, ef = fe pela unicidade do inverso.

Definicao 1.15 Um semigrupo S é um semigrupo inverso se existe, para cada s € S, um vnico

elemento s* € S tal que
$s*s = se s*ss* = s*
O elemento s* é o inverso de s em S.

Obs. 1.16 Semigrupo inverso é um semigrupo regular cujos idempotentes comutam. Um grupo

é um caso particular de semigrupo inverso.
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Exemplo 1.17 GE é um mondide inverso.
Jd mostramos que GE é mondide. Resta verificar que é inverso. Para isso, dado
(A, g) € GE, vejamos quem é (A, g)*. Denote (A, g)* por (B, h):
* (A 9)(B,h)(A g) = (A, g) & (AUgB U ghA, ghg) = (A, g)

De ghg = g, segue que h = g~', o que implica ghA = gg~'A = 1¢A = A. Logo,
AUgBUghA=AUgB.

Entdo AUgB =A< gB C A
* (B,g)(A,9)(B,g")=(B,g") & (BUg'AUB,g7") = (B,g™")
O que ocorre se, e somente se, g *A C B < A C gB.
Portanto, temos B = g 'Ae (A, g9)* = (g7 A, g7").

Notacgao 1.18 E(.S) denota o conjunto dos idempotentes do semigrupo inverso S.

Note que E(S) é subsemigrupo de S uma vez que, para e, f € E(S), temos (ef)? =
e2f? =ef.

Exemplo 1.19 Seja .7 (X) o conjunto de todas as bijecdes entre subconjuntos de X e defina
a fungdo () como sendo a “bijegédo” entre o subconjunto vazio de X nele mesmo. Considere o

produto entre o, 5 € F(X) como sendo a composi¢do o o [3 definida da seguinte forma:
ao B: B (impB Ndoma) — a(imB U doma)

Se imfB N doma = (), entdo oo 3 = (). Observe que, desta forma, o produto estd bem definido.

Tal operagdo é associativa:

(Bo~) 1 (im(B ov) Ndoma)
(B o~) 1 (B(imy N domfB) N doma)
(v~ o 7Y ((Bimy N BdomB) N doma)

=y~ Y (B~ Bimy N g~ YimB) N B~ doma)

dom(ao (fo7))

g

v (imy N B7HimB N doma))

-1

(

Y((imy 0 B~YimpB) N B~ doma)
(
(

v~ (imy N dom(a o B))

=dom((ao ff) 0 )
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Como a composicdo de funcgoes definidas num mesmo dominio é associativa, segue

que o(fy) = (aB)y.
Vejamos quais sdo os idempotentes de ¥ (X). Seja o € (X)),

a® = aoa:a imanNdoma) — alima N doma)

2

Entdo, o = « se, e somente se,

a~(ima N doma) = doma

a(ima N doma) = ima.

O que ocorre se, e somente se, ima C doma e doma C ima. Portanto, precisamos ter

doma = ima.

Além do mais, o*(z) = a(zr) & a 'a*(z) = a la(z) & alr) = x para todo

T € doma.

Assim, os idempotentes de .9 (X)) sdo identidades locais Id s para subconjuntos A de

Observe que Idy o Idg = Idanp = Idpna = Idp o Ids. Logo, os idempotentes de

F(X) comutam e .9 (X') é mondide inverso.

Proposicao 1.20 Seja S um semigrupo inverso. Entdo, para todo a,b € S e e € E(S), temos
i) () =a

ii) ef=e

iii) aa*,a*a € E(S5)

v) (ab)* = b*a*

v) aea*,a*ea € E(S)

vi) Para todo e € E(S) e paratodo s € S, existe f € E(S) tal que es = sf

vii) Paratodo e € E(S) e para todo s € S, existe f € E(S) tal que se = fs

Prova:

1) Imediato
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ii) Imediato

* *

iii) (aa*)aa* = (aa*a)a* = aa

(a*a)a*a = (a*aa*)a = a*a

iv) (ab)(b*a*)(ab) = a(bb*)(a*a)b = (aa*a)(bb*b) = ab
(b*a*)(ab) (b*a*) = b*(a*a) (bb*)a* = (b*bb¥)(a*aa*) = b a*

v) (aca*)(aca*) = ac(a*a)ea* = a(a*a)eca* = aca®
(a*ea)(a*ea) = (a*aa*)eca = a*ea

vi) Tome f = s*es
sf = s(s%es) = (s5%)es = e(ss*s) = es

vii) Tome f = ses*

fs = (ses*)s = se(s*s) = (ss*s)e = se

Corolario 1.21 Sejam vy, g, ..., v, elementos de um semigrupo inverso S. Entdo (o as...a,)* =

* * ok
Q) ...0507.

Prova: Provaremos por inducdo nos subindices maiores ou igual a 2 de . Paran = 2 o
resultado € valido pela proposicao anterior.

Suponhamos que o resultado € valido para o subindice n.

(1ag...apan1)” = ((rag...an)ap1)” =

% * % * * %
=) (0as..ap)" = o an 050

Proposicao 1.22 Sejam S um semigrupo inverso, T' um semigrupo e ¢ : S — T" um homomor-

fismo. Entdo, p(S) é semigrupo inverso.

Prova: Para mostrar esta proposi¢do, primeiramente mostraremos que ¢(S) é um semigrupo
regular. Depois provaremos que os idempotentes comutam. Assim, podemos utilizar o teorema

?? para concluir a prova.
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* Seja p(s) € ¢(5), entdo
p(s7) = p(s"ss") = @(s7)p(s)e(s")

p(s) = p(ss™s) = p(s)p(s")p(s).

Portanto, p(s)* = p(s*).

* Sejam ¢(s), ¢(t) € E(p(S)). Entdo, pelo lema anterior, podemos supor s e ¢ idempoten-

tes, e

p(s)p(t) = w(st) = p(ts) = (t)p(s).

Assim, os idempotentes de ¢(S) comutam e, pelo teorema ??, ¢(S) € um semigrupo

inverso.

Lema 1.23 Sejam S e T semigrupos inversos e o : S — T um homomorfismo. Entdo, idempo-

tentes de p(S) sdo imagens de idempotentes de S.

Prova: Sejae € F(p(S)), entdo ¢~ ({e}) € subsemigrupo inverso de S.

De fato, sejam a,b € ¢! ({e}), entdo ¢(ab) = p(a)p(b) = € = e.

Seja a € ¢ '({e}), entdo a* € ¢ '({e}). Com efeito, e = p(a) = ¢(aa*a) =
wla)p(a*)p(a) = ep(a*)ee p(a*) = p(a*aa*) = p(a*)ep(a*). Da unicidade do inverso em
T, tem-se p(a*) = e* = e.

Entdo, aa*, a*a € p~'({e}), com aa*, a*a idempotentes. Portanto, p(aa*) = p(a*a) =

e. O

Lema 1.24 Seja S um semigrupo inverso. Entdo aS = aa*S para todo a € S e aa* € o tinico

idempotente gerador de a.S.

Prova: Sejaa € S, entdo aS = aa*aS C aa*S C aS, o que implica a5 = aa*S.

Seja e idempotente tal que a.S = €S, entdo aa*S = aS = €5, o que implica aa* € eS.
Entdo, aa* = es; para algum s; € S. Além do mais, temos e € aa*S, o que implica e = aa*s,
para algum s, € S.

Portanto, aa* = es; = e(esy) = e(aa*) = (aa*)e = (aa*)(aa*sy) = (aa*)sy =e. O
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Obs. 1.25 Um resultado andlogo vale para Sa = Sa*a para todo a € S com a*a gerador.
Lema 1.26 Se e, f sdo idempotentes de um semigrupo inverso S entdo eS N fS = efS.

Prova: Como e, f comutam, temos efS C eSNfS, pois se a estd em ef S, entdo a = e fr para
algumrem S, a = e(fr) € eS,a = efr = f(er) € fS . Reciprocamente, se a € eS N fS,
entdo existem r e s em S tais que a = er = fs. Segue que a = ea, pois ea = €*r = er = ae,

portanto, a = ea = efs € ef S. |

Teorema 1.27 (de Representacdo de Wagner-Preston) Seja S um semigrupo inverso. Entdo,

existe um conjunto X e um homomorfismo injetivo p : S — 7 (X).

Prova: Considere X = S enquanto conjunto e, para cada a € S defina p, : a*aS — aa™S por
po(z) = az. Note que, a func¢ao p, estd bem definida, pois para s € S, p,(a*as) = aa*as €
aa*sS.

Além do mais, p, é uma bijecdo, cuja inversa p, ' é p,-. De fato,

Pa © par(aa™s) = py(a*aa™s) = p,(a*s) = aa’s

Par © pa(a*as) = par(aa*as) = pg(as) = a*as.
Agora, defina p : S — Z(X) por p(a) = p,. Entdo, p € homomorfismo. Com efeito,
sejam a,b € S, entdo
dom(pa o py) =p; (a*aS N bH*S)
=pp- (bb*a*aS) = b*bb"a*aS
=b*a*aS = (b*a*a)(b*a*a)*S
=b"a*aa*abS = b*a*abS = (ab)*abS
=dompap

além do mais, p, o pp(x) = p(bx) = abx = pyy().

Também temos que p € injetora: suponha p, = py.
domp, = domp, = a*aS = b*bS

o que implica, pela unicidade do gerador, que a*a = b*D.
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Em particular, para x = b*, tem-se
pa(b”) = ab”

po(b7) = b

Dai,
b=0bb"b= pp(b*b) = pa(b*b) = ab*b = aa™a = a.

Proposicao 1.28 Grupos sdo, precisamente, os semigrupos inversos com um unico idempo-

tente.

Prova: Grupos sdo, claramente, semigrupos inversos com um tnico idempotente.

Seja S um semigrupo inverso e e seu unico idempotente. Como, para todo s € S,
s*s = e = ss*, 0 que implica que s* = s~ ! paratodo s € S.

Além do mais,

es = (ss)s=s
se = s(s*s) = s,

Entdo, e é o elemento neutro do grupo e a associatividade vem imediatamente da associativi-

dade em S. Logo, S é um grupo. O

1.4 Equivaléncia e Congruéncia

Definicao 1.29 Seja R uma relagdo bindria em um conjunto ndo vazio X. Definimos a relagdo
inversa por R~' = {(z,y) € X x X : (y,z) € R}.
Se Ry, Ry sdo duas relagées bindrias em X, definimos a relacdo composta R, o Ry =

{(z,y) e X x X : (Fz € X : (x,2) € Ry, (2,y) € Ry)}

Obs. 1.30 Dada uma relagcdo R qualquer em um conjunto ndo vazio X, define-se as poténcias

R"™ de R recursivamente:
i) R°=1x = {(z,2) :x € X}

ii) R'=R
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iii) R""' = R"o R

Definicao 1.31 Dada R uma relacdo qualquer, definimos o fecho transitivo de R por

R> = G R".
n=1

Lema 1.32 Se R ¢ uma relacdo em um conjunto X, entdo R> é a menor relagdo transitiva em

X que contém R.

Prova: Primeiro vejamos que R* é transitiva. Sejam (z,y), (y, 2) € R™, entdo existem n, m €
N tais que (z,y) € R" e (y,2) € R™. Assim, por defini¢do (x,z) € R™ o R" = R"™™ C R*.

Agora, seja T" uma relagdo transitiva em X que contém R. Assim,
R*=RoRCToTCT,

Entdo, R" C T paratodon > 1, o que implica R> C T'. O

Proposicao 1.33 Se R é uma relacdo em um conjunto X e R° é a menor relacdo de equi-

valéncia em X que contém R, entdo
R =[RUR'U1x]™

Prova: Para que a relagdo R° seja reflexiva e simétrica, deve conter 1y ¢ R U R}, além
do préprio R, e a menor relacdo transitiva que contém R U R~ U 1y €, pelo lema anterior,

[RUR_l U 1X]°°. O

Corolario 1.34 Se R é uma relacao em um conjunto X e R° é a menor relacdo de equivaléncia
em X que contém R, entdo (x,y) € R se, e somente se, ou x =y ou, para algum b € N, existe
uma sequéncia

T=21 > .. 22, =1Y

em que, para cadai = 1,2,...n — 1, ou (2;, zi41) € Rou (241, 2;) € R.

Prova: Basta observar que esta é apenas uma reescrita da proposicao anterior. ]
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Definicao 1.35 Seja p uma relacdo de equivaléncia. Definimos a p-classe ou classe de equi-

valéncia de x como sendo o conjunto
pr={y € X : (z,y) € p}
Também definimos o conjunto quociente de X por p como sendo
Xp=A{pr:xe X}
e a sobrejecdo natural pela funcdo

P X — X

T — px

Proposicao 1.36 Seja X um conjunto. Uma relagdo bindria p C X x X € relagcdo de equi-

valéncia se:

) Ix={(z,z) e X xX:2€ X} Cp
i) p~t=p

iii) pop=np.

Prova: Basta observar que cada propriedades de relagao de equivaléncia € obtidas diretamente

de cada item da proposicao. O

Proposi¢io 1.37 Se f é uma funcdo com dominio em um conjunto X, entdo f~' o f é uma

relacdo de equivaléncia em X.

Prova: Observe que

f‘lof:{(x,y) EXXxX:(FzeX:(x,2) € f,(z,9) Ef_l)}
={(z,y) e X x X :(Fz€ X :(x,2) € f,(y,2) € )}
={(z,y) e X x X : f(z) = f(y)}

Dai, se torna 6bvio que f~! o f é reflexiva, transitiva e simétrica. O

Defini¢ao 1.38 O niicleo de uma fungdo f, denotado por Ker(f), é a composicdo f~' o f.
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Obs. 1.39 Esta definicdo de niicleo, generaliza a definicdo usual de niicleo de um homomor-
fismo de grupos. De fato, sejam G e H dois grupos e f : G — H um homomorfismo. Temos,

pela defini¢do anterior, que

Ker(f) = {(z,y) € Gx G : f(z) = f(y)}

Dati, como f é homomorfismo, segue que (x,y) € Ker(f) & f(xy™!) = 1y e, deste

modo, (x,y) pertence a Ker(f) se, e somente se, xy~! pertence ao conjunto
N={2€G: f(z)=1g},

que é o niicleo de f como homomorfismo de grupos.

1.5 Relacoes em Semigrupos

Definicao 1.40 Seja S um semigrupo e R uma relacdo em S. Dizemos que R é

* compativel a esquerda (com operagdo de S) se (s,t) € Rimplica (as,at) € R para todo

a,s,t €S

* compativel a direita (com operagdo de S) se (s,t) € R implica (sa,ta) € R para todo

a,s,t €S;

* compativel (com operagdo de S) se (s,t),(s',t') € R implica (ss',tt') € R para todo

s, s t,t' e S.

Uma relagdo de equivaléncia compativel a esquerda (direita) é chamada congruéncia

a esquerda (direita). Relacdo de equivaléncia compativel é chamada congruéncia.

Proposicao 1.41 Uma relacdo de equivaléncia p num semigrupo S é uma congruéncia se, e

somente se, é ambos congruéncia a esquerda e a direita.

Prova: Para a primeira parte do teorema, suponha p uma congruéncia. Seja (s,t) € pea €
S. Como p é relacao de equivaléncia, temos que (a,a) € p. Logo, pela compatibilidade,
temos (as, at), (sa,ta) € p. Para o outo lado, sejam (s,t),(s',t') € p. Entdo, em particular,
(s',¢"),(t,t) € p. Logo,

(ss',ts") € p

(ts',tt') € p
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Com isso, pela transitividade, temos (ss', tt') € p. O

Proposicao 1.42 Se p é uma congruéncia em um semigrupo S, entdo S/p é um semigrupo com
respeito & operagdo papb = p(ab) e a fungdo p* : S — S/, definida por s v+ ps, para todo
s € S é um homomorfismo. Além do mais, se S é semigrupo inverso entdo °/p também é

Semigrupo inverso.

Prova: Se p é uma congruéncia em S, definimos uma operacio bindria no conjunto quociente
S/p por papb = p(ab). Esta operagdo estd bem definida pois, se pa = pa’ e pb = pb/, temos
(a,a’), (b,0') € p, 0 que implica, (ab, a't’) € p e, portanto, p(ab) = p(a't’).

Além do mais temos que tal operagdo é claramente associativa e p? de S em S/, é
homomorfismo por construgao.

Ja para mostrar que se S é semigrupo inverso entio S/, também é semigrupo inverso,

considere (s,t) € p, entdo p(s) = p(t) em 5/o. Observe que p(s*) = p(s)*. De fato,
p(s) = p(ss*s) = p(s)p(s*)p(s)

p(s*) = p(s"ss™) = p(s*)p(s)p(s).
Pra provar que /, € inverso, basta mostrar que seus idempotentes comutam. Pelo lema
??, os idempotentes de 5/, sdo da forma p(e) com e idempotente em S. Dai é claro que quais-

quer dois idempotentes em S/, comutam. O

Teorema 1.43 Sejam S e T semigrupos. Se ¢ : S — T é um homomorfismo e = é uma
congruéncia que estd contida em Ker(¢), entdo existe um tinico homomorfismo ¢S /=—T

tal que
gom =09,
onde 7w : S — S/= ¢ a projecdo candnica.
Prova: A aplicagao ¢ que leva [a] em ¢(a) estd bem definida pois = estd contida em Ker(¢):
se a = d, entdo (a,d’) € Ker(¢), ou seja, ¢(a) = ¢(a’).
E imediato que ¢ é homomorfismo, e a equagao

fom=¢

segue da defini¢cao de ®. O
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Teorema 1.44 (Primeiro Teorema dos Isomorfismos) Se ¢ : S — T' é um homomorfismo, com
S e T semigrupos, entdo a relagdo Ker(¢) = ¢ Lo = {(a,b) € S x S : ¢(a) = ¢(b)} é uma
congruéncia em S e existe uma unica fung¢do injetora o : S/ker(¢) — T tal que o diagrama

abaixo comuta.

S/Ker(d))
N
(Ker(¢))*? N

S

Prova: Faremos a demonstracao passo a passo: Ker(¢) é relagdo de equivaléncia pela propria
defini¢do de Ker(¢) como ¢! o ¢.

Compatibilidade com a multiplicagdo: Sejam a, b, ¢, d € S com (a, b), (¢,d) € Ker(¢).
Entdo, ¢(a) = ¢(b) e ¢(c) = ¢(d). Dai,

¢lac) = d(a)p(c) = ¢(b)p(d) = ¢(bd)

Portanto, (ac, bd) € Ker(¢).

Defina
(07 S/Ker(d)) — T

(Ker(¢))'a +—— ¢a.
Claramente a fun¢do « estd bem definida e € um homomorfismo pela proposic¢ao ante-
rior. Além disso,
a é injetora: (Ker(¢))%a = (Ker(¢))'b < (a,b) € Ker(¢) < ¢(a) = o(b).

E que o diagrama comuta € imediato pela contrugao. O

Proposicao 1.45 Seja p uma congruéncia em um semigrupo inverso S.
i) Se (s,t) € p, entdo (s*,t*), (s*s,t*t), (ss*,tt*) € p
ii) Se (s,e) € p, come € E(S), entdo (s,s*), (s, s*s), (s,ss*) € p
Prova:

i) Temos que p(s*) = p(s)*. Dali, se p(s) = p(t) em /p, temos que p(s*) = p(t*) em /p, 0
que implica (s*,t*) € p.
Agora, como (s,t) € p, temos que (s*,1*) € p e pela compatibilidade, temos (ss*, tt*),

(s*s,t*t) € p.
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ii) Como (s,e) € p, temos, pelo item i) que (s*,e) € p, pois e* = e. Usando o fato que
p é relacdo de equivaléncia, temos que (e,s*) € p. Dai, pela compatibilidade, temos
(s,5%) € p.

Jatemos (s*,¢) € pe (s,s) € ppor ser p relagdo de equivaléncia. Entdo, pela compatibi-

lidade, temos (ss*, s), (s*s, s) € p.

Se p é uma congruéncia e S um semigrupo, p é chamada congruéncia de grupo
quando S/, é grupo.

Como 5/, é semigrupo inverso, temos que p é congruéncia de grupo se, e somente se,
(e, f) € pparatodo e, f € E(S) pois, assim, todos os idempotentes de .S estardo na mesma

classe em /.

1.6 Ordem Parcial em Semigrupo Inverso

Nesta se¢do, mostraremos uma relacdo de ordem “natural” em um semigrupo inverso.
Esta relacdo de ordem, na verdade, generaliza a relagdo de ordem natural no conjunto .% (X),
que é o < [ se [ estende o onde «, 3 sdo bije¢des definidas em subconjuntos de X .

Considere a relagdo < em um semigrupo inverso S definida da seguinte maneira:
s<t&s s=te
para algum e € E(5).
Lema 1.46 Seja S um semigrupo inverso. Sdo equivalentes:
1) s<t
2) s = ftparaalgum f € E(S)
3) st <t*
4) s = ss*t

5) s=1ts"s
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Prova: (1) = 2)):
Prop.??

s<t=s=te =""s=ft

(2) = 3)):

s=ft=s"=t"f=s <t

(3) =4)):
sSF<tr=s"=te=s=c¢t
es=eet=et=3s

= ess* = 55" = 5 = (s5)s = ess™et = eess™t = (es)s*t = ss*t

(4) = 5)):

s=sst 2T g =te
se =tee =te =35

= s"se = s5*s

= s = ss*s = tes*se = ts*se = ts*s

(5) = 1)):

s =ts*s = s < t, pois s*s € FE(S). O

Proposicao 1.47 Seja S um semigrupo inverso. Tem-se
i) Arelacdo < é de ordem parcial em S
ii) Ses <teu < v, entdo su < tv

iii) Se s <t entdo s*s < t*t e ss* < tt*

iv) O semirreticulado de idempotentes E satisfaz: dados s € S e e € E(S), com s < e, entdo

s € E(S).
Prova:

i) e« Reflexiva: s = s(s*s) = s < s

Lema??

e Antissimétrica: s < {,t <s = s=1ts*s,t = st*t

= s = 18"s = st*ts*s = ss*st*t = st*'t =+t



Semigrupos 22

Lema??

e Transitiva: s <t,t <u = "s=te,t =uf

=s=te=u(fe) =s<u

i) s<t=s=teeu<v=u=uvf

= su =tevf =tve'f = su<tv
iii) Andlogo ao item anterior, basta observar que s < t = s* < t*

iv) s <e= s =ef paraalgum f € F(S). Logo, s € E(S)

Obs. 1.48 Dado um conjunto parcialmente ordenado (P, <), QQ C (P, <) é chamado ideal de

ordem se satisfaz iv), isto é,p < qe q € Q, entdop € )

Exemplo 1.49 Relacdo < em G. Dados (A, g) e (B,h)em G%, (A, g) < (B,h) < 3(C,1g) €
E(G®) tal que

(A,9) = (B,h)(C,1g) = (BURC,h) & h=ge B C A

Observe que se B\U hC = A, entdo B estd contido em A e, reciprocamente, se B é

subconjunto de A basta entédo tomar C = g~ A.

Exemplo 1.50 Relacdo < em .# (X ) Dados
a : doma — tma

B domfB — 1mf

temos

a < B < B estende a. De fato,

(=) a < B, entdo existe 1 4 € E(SF (X)) tal que o = fo 14

Para que faca sentido a composicdo, podemos tomar A = doma.

Denote Grafa o grdfico da fungdo o. Seja (z,y) € Grafa, entdo (x,z) € Grafla
e (z,y) € Grafp.

Entdo (3 estende .

(<) B estende «: seja v € doma e (x,y) € Grafp. Como [3 estende «, deve-se ter
y = a(x), o que implica (z,y) € Grafa.

Entdo o = B o lgpma = a < f.
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Lema 1.51 Sejam S um semigrupo inverso e o a menor relacdo de equivaléncia em S que
contém <. Entdo, para todos s,t € S, tem-se (s,t) € o se, e somente se, existe u € S tal que

u < s, t.

Prova:

Para a primeira parte da prova, tome (s,t) € o. Entdo, existe s = $1, 89, ...,8, =t € S
taisque s; < s;pqpous;; < s;parat = 1,2,...,n— 1.

Tome s; = €;s;11 ou S;41 = e;8; com ¢; € E(5). Entdo e;s; = ¢;5;11. Considere

€ = €1€39...65_1.

es = es; =(eg...en_1)(€151)

e1e3...6,_1)(€282)

(
(e2...en—1)(€152)
(
(

6163...6n_1)(6283)

=(€1...ep—2)(€n—15n)

=es, = et

Tomando u = es = et. Assim, tem-se u < s, t.

Ja para mostrar a segunda parte do teorema, suponha que existe u € o tal que u < s, t.
Tem-se que z; = s, 29 = u, 23 = 1.

Defina a sequéncia z; < z;1; ou 2,41 < z; para i = 1,2. Segue do coroldrio ?? que

(s,t) € 0. O

Obs. 1.52 Considere 0 mondide inverso GE e o a menor relacdo de equivaléncia que contém
<. Todos os idempotentes de G sdo da forma (A, 1¢). Os idempotentes de G" /> sdo as classes
de (A, 1¢). Mas (A, 1¢) < ({1}, 1¢) paratodo A € P,

Entdo, G" [z é mondide inverso com um unico idempotente. Portanto, G* o é um grupo

e é isomorfo a G pelo isomorfismo

@ : G — G’R/O'

g — *({la,9}.9).



Capitulo 2

Semigrupo de Exel e Estruturas

Algébricas por Geradores e Relacoes

Neste capitulo estudaremos estruturas algébricas definidas a partir de um determinado
conjunto que possam satisfazer ou nao determinadas relacdes. Ou seja, dado um determi-
nado conjunto A, qual é o menor conjunto A, contendo A, que tem uma determinada estrutura
algebrica, como a de um grupo, anel, grupoide, algebra, etc., e que satisfaz ou ndo determinadas
condi¢des. Como principal referéncianos baseamos em [12].

Também apresentamos aqui o Semigrupo de Exel, trabalhamos com representacoes
do mesmo e tentamos compreender melhor acdes dele em um conjunto. No que diz respeito,

utilizamos como principal referéncia [5].

2.1 Grupos Livres

Definicao 2.1 Sejam X um subconjunto de um grupo F'. Entdo, dizemos que F' é um grupo
livre com base X se, para cada grupo G e cada funcdo f : X — G, existe um vinico morfismo

v : I'— G que estende f, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

F
N
N
N
NP
? N
N
N
e
X
f

Obs. 2.2 Veremos depois que X deve gerar F'.

24
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Usaremos a seguinte constru¢do para provar a existéncia de um grupo livre dado um
conjunto X qualquer.
Considere X um conjunto qualquer e X ! um conjunto disjunto de X para o qual h4

1

uma bije¢do X — X! denotada por z — z~!. Seja X’ um conjunto unitdrio disjunto de

X U X! cujo elemento é denotado por 1. Dado x € X, entdo 2! denota z e 2° denota 1.

Defini¢ao 2.3 Uma palavra em X é uma sequéncia w = (ay, as, ...), onde a; € X UX 1U{1},
para todo 1, tal que a; = 1 a partir de algum indice, isto é, hd um inteiro n > 0 com a; = 1

para todo © > n. Em particular, a sequéncia constante
(1,1,1,...)
€ uma palavra, chamada palavra vazia, e também denotada por 1.

Como as palavras possuem somente um nimero finito de termos antes de se tornarem

constantes, usaremos a notagao simplificada
w = ziTy..ar

onde r; € X, ¢, =+1,—1lou0,parai =1,2,....n—1,ee, = £1.
Esta “ortografia” de uma palavra € tnica, ou seja, duas palavras (a;) e (b;) sdo iguais
se, e somente se, a; = b; para todo i. O comprimento de w = x}'x5’...z¢" € definido como

n

sendo n.

1

Definicdao 2.4 Se w = x}'x3’...x" é uma palavra, entdo sua inversa é a palavra w™' =

€ —€2 ,,—€1
€, "...ZL‘2 xq

Observe da forma que definimos uma palavra, temos que palavras como zy e x11y,
por exemplo, sdo diferentes, mas, para a construcao de semigrupos livres, seria interessante que

fossem iguais. A partir dai, surge a defini¢do seguinte.

Definicao 2.5 Uma palavra w € X ¢ dita reduzida se w é vazia ou w = x'x3*...x5", onde

Ly

todo €; = £1, e v e ! nunca sdo adjacentes.
Se uma palavra € reduzida, entdo a sua inversa também o é.

Definicao 2.6 Uma subpalavra de w = x7' x5 ...x5" € a palavra vazia ou uma palavra na forma

V=2

. €5 . . . L .
i), coml < < j < n. Ouseja, v é subpalavra de w se existem palavras w' e w"

tais que w = w'vw”.
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Assim, temos que uma palavra ndo vazia w € reduzida se, e somente se, ndo contém
subpalavras na forma z¢z ¢ ou z°.

Também podemos definir uma multiplicacdo de duas palavras w = xj'x3*..x" e
u = yi'ys®...ysr por justaposi¢do, ou seja, wu = r{'Ty..x Yy ys ..y, mas, nesse caso, tal
multiplicacdo ndo define um produto no conjunto de todas as palavras reduzidas de X, mesmo

que w e u sejam reduzidas. Mas podemos definir uma nova multiplica¢do de palavras reduzidas

como sendo a palavra reduzida obtida apds cancelamentos da palavra obtida por justaposi¢do.

1

Mais precisamente, se w = w'v com v~! subpalavra de v com u = v~/ e tal que w'u’ é
reduzida, finalmente definimos o produto de palavras reduzidas por justaposicao como sendo
wu = w''.

Com estas feramentas, podemos, dado um conjunto X, garantir a existéncia de um

grupo livre gerado pelo mesmo.
Teorema 2.7 Dado um conjunto X, entdo existe um grupo livre F' com base X.

Prova: Se considerarmos F' como sendo o conjunto de todas as palavras reduzidas em X, temos
que F' serd um grupo com a operacao de “justaposi¢cdo com cancelamento” definida acima. No
entanto, nao € nada simples verificar a associatividade. Entdo usaremos o truque de van der
Wearden (1945) conforme [12]:

Para cada z € X, considere as fungdes |z| : F' — F e |z~ '| : F — F definidas, para

e = %1, da seguinte maneira:

0] (022 = rx{tay..ar sext # xy !
TP .. se x¢ = a1
Como |z¢| o |[z7¢| e |27¢| o |x¢| sdo iguais a identidade 17 : F' — F, segue que |z¢| é uma
permutagdo de F' com inverso |z~ ¢|.

Sejam Sp o grupo das bijecdes de I’ e .%# o subgrupo de Sp gerado por [X] =
{Jz| : x € X}. Entdo .# € um grupo com base [X|. De fato, note que hd uma bije¢ao natu-
ral ¢ : [X] — X dada por |z| — =.

Um elemento arbitrario g € .#, diferente de 1, tem a fatoragdo

g =il |2y’ o ofay] (2.1)

onde ¢, = +1 e |z¢| e |x~¢| nunca sdo adjacentes (ou podemos cancela-los). Tal fatoragdo de g

¢ tnica pois g(1) = z{* x5 ...x5» e a ortografia € tnica.
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Para ver que .# ¢ livre com base [X], suponha que G é um grupo e que f : [X] — G ¢
uma func¢do. Como a fatoragdo ?? é tnica, a fungdo ¢ : .# — G, dada por ¢(|z'| o [x5?]| o ... 0
lzer ) = f(|l25]) f(|x2]).. f(|xc|) estd bem definida e € a tnica fun¢do que estende f. Como
[X] gera .7, basta verificar que ¢ é homomorfismo.

Sejam w e u palavras reduzidas em [X]. Neste caso, € claro que p(wou) = p(w)p(u)
sempre que palavra wu, obtida de wowu, apagando as barras verticais, € reduzida. Caso contrério,
tome w = w’ o v e u = v~ '/ como na defini¢do de justaposi¢do. Agora, p(w) = p(w')p(v)

Yo(u') (por serem e w' o v, e v~'u’ reduzidas). Portanto,

e p(u) = e(v)p() = ¢(v)”
o(w)p(u) = p(w')p(u’). Por outro lado, p(w o u) = p(w' o u') = p(w)e(u') (pois w’ o u’ é
reduzida). Entdo ¢ é homomorfismo, de onde segue que .% é grupo livre com base [ X].
Por fim, como a fung¢éo ¢ é uma bijecdo de X em [X], podemos definir uma bijecido
(: F — Z por 2{'ad..xc s |25 o |252| o ... o |z&| com ((X) = ((X) = | X| e segue que
F' é um conjunto isomorfo a .% .
Para concluir a prova, observe que F é grupo com a operacdo zxy := (™ H(x)( ™ (y).

De fato,

(afw2..ag) * (ylyg .yl ) = (M af e a ) C .yl

(2] o 252 o .o x| o [y o [y3*| o ... o [yi])

€1 .€2

; en\—1 _ .—€ —€2
Assim, (z{'z..x5) "t =2, .2

—€1
:Ul .

O seguinte diagrama resume a demonstragao:

F

X———|X| G

Como a fungdo ¢ é uma bijegdo de X em [X], podemos definir uma bijecdo ¢ : F — .F por

€1 .€2

o a?.a s |2 o |z o ... o |2¢| com ((X) = ((X) = | X]| O

Corolario 2.8 Todo grupo G é um quociente de um grupo livre.

Prova: Construa um conjunto X = {z,:g9 € G} tal que f : z, — ¢ é uma bijecao. Consi-

dere F' como sendo o grupo livre com base X, entdo existe um homomorfismo ¢ : F' — G
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estendendo f. Além do mais, ( é sobrejetora, pois f é. Entdo, pelo Teorema do Isomorfismo,

G= F/Ker(cp).

Garantida a existéncia de um grupo livre gerado por um conjunto dado, podemos defi-

nir um grupo livre que satisfaca determinadas condi¢des.

Definicao 2.9 Sejam X um conjunto e A uma familia de palavras em X. Um grupo G tem
geradores X e relacoes A se G = I'/r, onde F ¢é grupo livre com base X e R é o subgrupo

normal de F' gerado por A. O par ordenado (X|A) é chamado de apresentacdo de G.

Outra forma de descrever uma relagdo r € R, no grupo quociente GG sendo apresentado,
¢ pela equagdo » = 1. Definimos R como um subgrupo normal de F' gerado por A pois, se

r€ Aew € F,entdo r = 1 em G implica que wrw !

= 1 em G e também porque queremos
formar um grupo quociente.

A seguir, veremos varios exemplos de grupos livres com geradores e relagoes.

Exemplo 2.10 O grupo com tinico gerador x e relagdo x" = 1 é (isomorfo a) Z,,.
Observe que, nesse caso, temos F' = (x) e portanto o subgrupo normal R de F' gerado

pela relacdo r = x™ é (x™). Portanto, G = ¥ /r = @)/ @ny =2 7.

Exemplo 2.11 No caso especifico de G = Zg, também temos a apresentacdo Zg = (x,y|x> =
Ly*=1layzly ' =1).
Note que teremos F = {1,x,2*(= 274, y(= y™1), 2y, ...} e que da expressdo do co-

mutador zyx~'y~! = 1, segue que no quociente ¥ /g, teremos xy = yx. Portando

Flr= {1,z 22 4,2y, 2%y}

Exemplo 2.12 O grupo diedral D, tem a apresentacdo

D?n = (Qfay’@"n = 17y2 = 17yxy = $_1)

Aqui, observa-se primeiro que escrevemos a relagdo yry = v~ ao invés de yryr = 1,
o que diferencia este exemplo do caso anterior, Zg.
Pela defini¢cdo, Do, tem ordem 2n, tendo geradores S e T satisfazendo as equagdes

dadas. Se G = F/r, onde F' é um grupo livre com base {x,y} e R é o subgrupo normal gerado
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por{z", y* xyzry}, entdo resta verificar que G tem ordem 2n. Com efeito, a defini¢do de grupo
livre dd o homomorfismo sobrejetor ¢ : F' — Do, com p(z) = S e o(y) = T. Além disso,
R < Ker(yp), pois S e T satisfazem as relagdes, entdo, pelo 3° teorema dos isomorfismos,
temos a "sobrejecdo” F/rR — F[Kker(p), isto é, hd uma sobrejecio G = ¥/r — Ds,. Daqui,
|G| > 2n. A inequagdo inversa também vale pois, para cada elemento em G, temos a fatoragdo

vy Recom (0 <i<ne0<j< 2. Entdo,

G| = 2n, portanto G = Ds,,.

Exemplo 2.13 Outro exemplo seria do grupo dos quatérnios, que tem apresentacdo () =
(a,bla* = 1,0* = a®,bab™! = a™1) e Q = (x,y|zyr = y, 2> = y?)

Em cada um dos casos, basta verificar que o grupo apresentado tem ordem 8.

2.2 Semigrupos Livres

Contruiremos, agora, semigrupos livres. Como € se de esperar, a definicao formal é
basicamente a mesma para grupos, no entanto a garantia da existéncia do semigrupo livre é mais

simples.

Definicao 2.14 Se X é um subconjunto de um semigrupo 3., entdo Y. é um semigrupo livre com
base X se, para cada semigrupo S e cada funcdo f : X — S, existe um tinico homomorfismo

@ : 2% — Sestendendo f. Ou seja, o seguinte diagrama comuta:

b
\
N
N
\ P
g N
\
N
X RS
f

Definicao 2.15 Uma palavra w em X é positiva se w = 1 ou w = z5' 252 ...x¢, onde todos os
p )4 1 X2 n

expoentes ¢€; > 0.

O conjunto . de todas as palavras positivas em X € um semigrupo livre com base
X. Observe que o produto de palavras positivas é positiva e, como ndo ha possibilidade de
cancelamento, € facil de ver que o produto € associativo. De qualquer maneira, apresentaremos

tal resultado por meio de um teorema:

Teorema 2.16 Sejam X um conjunto ndo vazio, Y. o conjunto de todas as palavras positivas
de X e S um semigrupo. Se f : X — S é uma funcdo qualquer, entdo existe um unico

homomorfismo ¢ : ¥ — S tal que ¢|x = f.
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Prova: Defina o(z12s...x,) = f(z1)f(22)...f(z,). Segue direto da definicdo de ¢ que o
mesmo € homomorfismo e estende f. A unicidade pode ser provada observando que se existe

outro homomorfismo i) que estende f, teremos

(x129...x,) = Y(x)Y(22)..0(2,) = f(1) f(22)...f(20) = @(x129...2,,).

Dai segue que cada semigrupo € imagem homomorfica de um semigrupo livre.

Para podermos definir apresentacao de semigrupo, precisamos de alguns conceitos pre-
liminares.

Relembre que uma congruéncia em um semigrupo S € uma relag@o de equivaléncia =

em S tal que
a=deb=b=ab=adl

E que se = é uma congruéncia em um semigrupo S, entdo o semigrupo quociente ¢ o conjunto

de todas as classes de equivaléncia, denotado por 5/ =, com a operag¢ao
[a][b] = [ad]

onde [a] denota a classe de equivaléncia de a em S.

A construcdo de congruéncia pode se dar de duas formas diferentes. A primeira forma
¢ por meio de um homomorfismo ¢ : S — T de semigrupos. Neste caso, defina a = b
se p(a) = ¢(b). Chamamos esta congruéncia de Ker(y), e com ela podemos enunciar os

seguintes teoremas:

Teorema 2.17 (Teorema do Isomorfismo) Sejam S e T’ semigrupos com p : S — T um homo-
morfismo. Entdo

S/Ker(cp) = zmgp

Prova: Existe ¢ pelo teorema ??: basta tomar ¢ e considerar a “restricdo do contradominio” a
imagem de . Da definicdo de K er como congruéncia, segue que essa aplicacdo € injetora e,

portanto, € bijetora. O

Relembre que uma congruéncia p é uma relagdo de equivaléncia compativel. Ou seja, é
uma relacéo de equivaléncia que, se (s, ), (s',t') € p, entdo (ss',tt') € p paratodo s, s',t,t' €

S.
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A segunda construgo se baseia no seguinte fato. Como qualquer relacdo em S, uma
congruéncia é um subconjunto de S x S. E facil de ver que qualquer interseco de congruéncias
também € congruéncia. Se S € um semigrupo, pode-se assim definir a congruéncia gerada por
um subconjunto £ de S x S como a interse¢@o de todas as congruéncias contendo E.

Se ¥ é um semigrupo livre com base X e se {w; = w; : ¢ € I} é uma familia de
equagdes, onde w;, u; € 3, entao defina = como sendo a congruéncia gerado por {(w;, u;) : i € I} C
DID @I

Finalmente, o semigrupo quociente */= ¢ dito ter a apresentacao

2.3 Semigrupo de Exel

Agora, definiremos o Semigrupo de Exel, que serd vital no decorrer deste trabalho.
Além do mais, veremos algumas de suas propriedades. Conforme mencionado no inicio deste
capitulo, utilizamos [5] como principal referéncia nesta parte, porém mais detalhes podem ser

encontrados em [3], [6], [9] e [10].

Definicao 2.18 Seja G um grupo, o Semigrupo de Exel S(G) é o semigrupo definido por ge-

radores e relagdes como segue.
1. A cada g € G associa-se o gerador [g].

2. Para cada par g, h € G considera-se as relagoes:

i) [g7"lg)[h] = [97"lgn]
i) [g][h][7"] = [gh][7"]
iii) [9)[1c] = lg]
iv) [1e]lg] = [g]
Obs. 2.19 Note que o item iv pode ser obtido dos demais. Mas, a fim de clareza, ele aparece
na definicdo. De fato,

Lellg] = l997"lg) = lg)lg™"]lg) = [9llg~" 9] = [9][Le] = [g]

Obs. 2.20 Como [g][g (9] = [9]lg~ " 9] = |g], segue que S(G) é um semigrupo regular. Vere-

mos mais adiante que S(G) é um semigrupo inverso.
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Exemplo 2.21 Seja G = Z, = (g|g* = 1¢). Entdo S(Zs) = {[1¢], g, [g][g]}-

Observe que, pela definicdo de Semigrupo de Exel, temos:

[1ellg] = lgllle] = [g]

[Lcllgllgl = lgllgl[1c] = [9][g]

Com isso, podemos concluir que [g)** = [g][g] se n é par e [g]* ! = [g] para k > 1.

Teorema 2.22 Seja S um semigrupo com apresentacdo por geradores e relacdes
S = <)(|UZ :wi,i € I>7

com

Uy = T14L24---Tny i

Wi = Y1,iY2,i---Ymy i

para cada i € I, onde cada xy; e y;; pertence a X. Dados um semigrupo I' e uma fungdo

[+ X — T tais que f(x1;)f(xas)...f(@n,i) = f(yri)f(y2u).. [ (Ym, ). Entdo existe uma

tinica extensdo de f a um homomorfismo de semigrupos F' : S — T.

Prova: Dada f : X — T, o teorema ?? garante que existe uma Unica extensao f Y —Tdef

ao semigrupo livre X2, gerado por X, que € dada por

flxize...zy) = fx1) f(x2)...fxn).

Pelas hipéteses, f(u;) = f(w;) para cada i em I. De fato,

Portanto, o nicleo de f contém a congruéncia = gerada pelas equagdes u; = w; com

i € I, e oteorema ?? mostra que existe um tnico homomorfismo F : S = X|= — T tal que
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For=f,onder:% — Séa projecdo candnica. O

Corolario 2.23 Dado um mondide S, um grupo G e uma fungdo f : G — S satisfazendo, para

g, h € G,
i) flg)f(9)f(h) = f(g7")f(gh)
i) f(g9)f(h)f(h=") = f(gh)f(h7")
iii) f(9)f(lc) = f(9)

Entdo, existe um vinico morfismo [ : S(G) — S tal que f([g]) = f(g) para todo g € G.

Prova: A proposicao segue imediatamente da definicdo de semigrupo definido por geradores e

relacdes e do teorema ??. O

Uma fungio que satisfaz os itens 7 e i da proposi¢do anterior e f(1s) = 1 é chamada

de homomorfismo parcial.

Proposicao 2.24 Existe um antiautomorfismo involutivo x : S(G) — S(G) tal que [g]* =

lg7Y, para todo g € G.

Prova: Seja S(G)° o semigrupo oposto, definido com mesmo conjunto que S(G) porém com
operacgao

ae =«

Defina
f: G — S(@G)®

g — lg']

Vejamos que f satisfaz as propriedades da proposi¢ao anterior:

i) flg~") e flg)ef(h)=I[glelg e[| =[n""][g7 ]lg] = [(gh)'llg] = [g] @ [(gh)~'] =
flg™") e f(gh)

i) flg)e f(h)e f(h") =I[g~']e[h~"]e[h] = [A][A = lg~"] = [Mll(gh)~"] = f(gh) e f(h™T)

i) f(g) e f(le) =[Llellg™' ]l =o' = f(9)
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Logo, f se estende a um homomorfismo * : S(G) — S(G)°P, dado por [g]* = [¢7 "],

involutivo pois, * o x = idg (). O

Proposicio 2.25 Seja G um grupo e, para cada g € G, seja ¢, = [g]lg~'] € S(G). Entdo,
para g, h € G.

*

_ 2
g €g = €

i) €4 € um idempotente autoadjunto, isto é, € p
ii) [glen = €gnlg]

Iii) €4€p = €€y

Prova:
i) e =(gllg™'])* = o7 ']"[g)" = lgllg™"] = e,

egce = [9llg™ gllg™"] = l9llLcllg™] = [gllg™" = €

ii) [glen = [g][R)["] = [ghl[n "] = [ghl[(gh)~l[gh][h~"] = [gh][(gh)~][ghh~'] = [gh][(gh)~'][g] =
€gnlg]

iii) egen = [gllg™ en = [gleg-1nlg™"] = €gg-1nlgllg™"] = eney

Proposicao 2.26 Seja S(G) um Semigrupo de Exel. Entdo todo elemento a € S(G) admite
uma decomposic@o o = €4, €y,...€5,|h], onde n > 0 e g1, ga, ..., gn, h € G. Além disso, pode-se

assumir g; 7 g; set # j, gi # h e g # 1g, paratodo i =1, ..., n.

Prova: Defina S = {a: a = €,,€4,...€,,[h]}. Note que, paran = 0, temos [h] € S, para todo

h € G e, para [g][h] € S(G), observe que, tomando €,[gh| € S, temos

élghl = [gllg™"llgh] = lgllg™"gh] = [g][h].
Vejamos agora que S € subsemigrupo de S(G): tome a = €,,€,,...€,,[h] € Set] €
S(G). Entio,
[A[t] = [R)[h][A[t] = [R)[h ][] = en[ht]
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= €4, €gy...€g, €[ IT]

Observe que, caso tenhamos h = g;, para algum 7, bastaria comutar os idempotentes e ~excluir”
um €, usando novamente o fato dele ser idempotente. De fato, se h = g;, entdo €,, = [h][h 1],

logo

Q= €4, €gy...€,...€g, 1]
= €g1€g5-€gi_1€gir1---€gEq; 1]
= €4, €gs€gi 1 €qiir---Egn [N [RT][R]
= €g1€gs€gi 1 €qiir---Eqn [N [RT ][]
= €g,€g5--€gi_1€gis1---€gn ]

Como S é subsemigrupo de S(G), S(G) é gerado pelos elementos [g] com g € G, e
cada [g] estd em S, segue que S = S(G).

Definicio 2.27 Se o € S(G) € escrito na forma o = €, €,,...€,, [h], satisfazendo as proprieda-

des da proposicdo anterior, dizemos que « estd na forma padrdo.

Proposicao 2.28 Para cada o € S(G), tem-se ac*a = o e o*aa™ = o*. Em Particular, S(G)

é um semigrupo regular.

Prova: Para o primeiro caso, tome o = €4, ¢€g,...€,, [h], entdo

aca = €g,€,...€4, [N [h_l]egn...EQQegleglegT..egn [h]

(]
= g gy, (N[0

=

Por outro lado, como aa*a = «, temos que (aa*«a)* = «F, de onde segue que

afaa* = of. g
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2.4 Representacoes de S(G)

Nosso objetivo é mostrar a unicidade do elemento o*, dado « € S(G) e, consequen-
temente concluir que o Semigrupo de Exel € um semigrupo inverso. Para isso, precisamos das

representagdes de S(G).

Defini¢ao 2.29 Sejam S(G) o Semigrupo de Exel e T um semigrupo qualquer. Uma representagdo
de S(G) é um homomorfismo ¢ : S(G) — T.

Um exemplo de representacdo de S(G) € a fungao grau § : S(G) — G definida por
[g] — ¢. De fato 6 é um homomorfismo pois, d([gh]) = gh = d([g])d([h]). Uma primeira

aplicacao da funcgdo grau € a descri¢ao dos idempotentes de S(G) conforme proposi¢io abaixo.

Proposicao 2.30 Seja S(G) um Semigrupo de Exel. € S(G) é idempotente se, e somente se,

B édaforma f = €y €y, ...,

Prova: Seja 8 € S(G) um idempotente. Como o grau é homomorfismo, de 5% = (3 segue que
5(B)* = 6(p%) = §(B). Como o tnico idempotente de um grupo G € seu elemento neutro, €
d(B) € G, segue que 6(f) = 1 e, como d(ey,€y,...€4,[h]) = h, segue que h = 1 e, portanto,

B = €g,€gy---Eqg,-
Reciprocamente, se (3 tem a forma descrita acima, entdo segue da Proposicao ?? que 3

¢ idempotente.

Relembre: No capitulo anterior definimos P, = {A: A C G,1¢ € A}. Tome .7 (P,,) =

{f: P, — P, :féfuncdo}. Além do mais, defina, para cada g € G, as func¢des

¢gi Plc — PIG
E +— gEU{lg,g}.

Proposicio 2.31 A funcdo ¢ : G — F (P, g — ¢, satisfaz os itens i) a iii) do coroldrio ??

e, portanto, existe uma vinica representagcdo A : S(G) — F(P1(G)) tal que A([g]) = ¢g
Prova:
i)

¢g*1¢g¢h(E) = gbg*lgbg(hE U {h7 1G})
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= ¢g-1(ghE U{g, gh,1c})
=hEU {gil, h, 1(;}

Por outro lado,

¢g—1¢gh<E) = ¢g_1(ghE U {ghv 1G})
=hEU{g " h1c}
ii)

Ggdndn-1(E) = ¢gon(h ' EU {1, h™"})
= ¢9(E U {1G7 h})

=gEU{g,gh,1¢}

Por outro lado,

bondn-1(E) = dpgn(h ' EU{h7" 1¢})

=gEU{g,gh,1¢}

i) 6,010(E) = 6,(E U {1a}) = gE U {g, 1} = 6,(E)

Obs. 2.32 Note que A(eg)(E) = A([g]lg7'])(E) = ¢gdg-1(E) = d4(g7' EU{g7",1c}) =
E U{g,1¢}. Dai segue, para oo = €4, €g,...€,, [h] que

A(Oz)({lg}) = {1G> 915925 -+ Gn, h}

Proposicio 2.33 Todo oo € S(G) admite uma iinica decomposi¢do o = €4, €, ...€,, [h], a menos

da ordem dos ¢.s

Prova: Considere o = €, €,,...€4, [h]. Suponha que exista outra decomposi¢do o = €, €, ...€4,, [K].

Aplicando a fungdo grau em ambos os casos, temos d(«) = he §(«) = k, o que implica h = k.

Aplicando a fung¢ao A temos, no primeiro caso

Aa)({1e}) = {16, 91,92, -, Gn, I}
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Ja no segundo caso, obtemos
A(Oé)({l(;’}) = {1G7 hla h27 cey hm7 h}

O que implica {g1, 92, .-+, gn } = {h1, ho, ..., hun } O

Teorema 2.34 Seja G um grupo, entdo S(G) é um semigrupo inverso.

Prova: Suponha que o admita um outro inverso 3, além de o*, tal que afa = a e faf = f.

Considere o = €, €,,...€,, [h] € * = €4,€ny...€n,,|k], assim, 8 = [k ']en, €py...€n,, . Entdo
h=6(a) =d(aBa)=hk'h=h=k.
Também
a = afa = €, €m0 [P [R €n €ny--€hny €g1€a0-Eg [P] = €g1€gs-+-€gn €hy Eny--Eny [P

Da unicidade da decomposi¢ao padrio, obtém-se {g1, go, ..., gn, A1, hoy ooy B } = {91, 92, -+, In }-
O que implica

{h17h27 7hm} g {917927 7gn} .

Analogamente, fazendo *a*5* = 5%, obtém-se

{917927 ,gn} Q {h17 hg, . hm} .

E concluimos que 5 = o* O
Antes de enunciarmos o préximo teorema, lembre que G = {(A,9) € Pg xG:g€e A}
¢ mondide inverso com a operagdo (A, g)(B,h) = (AU gB, gh).
Teorema 2.35 Seja G um grupo. O Semigrupo de Exel S(G) é isomorfo ao mondide GE.
Prova: Considere G um grupo e a seguinte fungao:
p: G — GE

9 — ({la:9},9)
Note que ¢(1¢) = {1¢},1lg) = lgr e

@(g%p(h)@(hil) = ({16’7 g} 79)({16’; h} ) h)({lGu hil} ’hil)
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= ({1a:9},9){1a, 1}, 1e)

= ({1¢,9,9h},9).

Por outro lado,

e(gh)e(h™") = ({1a, gh}, gh)({1g, A"} A7)

= ({1¢,9.9h} . 9).

Analogamente mostra-se que ¢ (g~ ) (g9)p(h) = ©(g7)¢(gh). Portanto, existe um
tinico homomorfismo ¢ : S(G) — G que estende .

Dai,

d(eg) = o([g))o([g7])
= ({1le, 9}, 9){1e97'} 07

= ({1a, 9}, 1a)-

* ¢ ¢ injetora. De fato, seja €, €,...€4, [h] € S(G). Entio,

P(eg €g,--€g,[R]) = {1y 91}, 1a)({1a, 92} 5 1a)--({1a, gn} > 1a)({1a, b}, h) =

= ({16'7917927 oy Ons h},h)

Logo, se dois elementos de S(G) possuem a mesma imagem por ¢ em G, entdo eles

possuem a mesma forma padrao e, portanto, sdo iguais.

Portanto, €4, €4,...€4, (1] = [1g] = Lg@).

* ¢ é sobrejetora: Seja (A4, g) € GF com A = {1¢, g, 91, g2, -.., gn } Entdo,

(A, 9) = d(eg,€gy---€4,19])

Outra demonstragdo desse resultado pode ser encontrado em [9].
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2.5 Acoes de Semigrupos Inversos e Acoes Parciais de Gru-
pos

Nessa se¢do, iremos mostrar um dos resultados mais importantes do trabalho, que
relaciona a¢des parciais de um grupo G com agdes do Semigrupo de Exel S(G), obtido a partir
do mesmo grupo. Para tal, como de praxe, precisamos de alguns resultados preliminares, em

especial, precisamos comecar dizendo o que € uma acao parcial.

Definicao 2.36 Uma acdo parcial 0 de um grupo G em um conjunto X é uma colecdo de
bijecoes 0, : Dy — Dg, com Dy subconjunto de X, para todo g € G, satisfazendo, para
g,h € G:

(AP1) D, = X e 0y, é a funcdo identidade de X
(AP2) 6,(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy

(AP3) 0,00, = Oy, em D1 N Dy-141

Exemplo 2.37 Toda acdo (global) de um grupo G em um conjunto X é também uma agdo

parcial. Basta notar que, para todo g € G, temos D, = X e 0,(z) = g - x.

Exemplo 2.38 Se G age (globalmente) em X e Y é subconjunto de X, entdo G age parcial-
mente em Y .

Considere uma agdo de G em X. Para cada g € G associamos uma bijegdo 3, : X —
X definida por B,(z) = g - x.

Seja’Y um subconjunto de X. Defina 0, : f,-1(Y)NY — Y N By(Y) por 0y = .
Assim, G age parcialmente em Y .

De fato, provemos, como exemplo, a propriedade (AP2):

0y(Dg-1 N Dp) = By((By- (V) NY) N (Bu(Y) NY))
= (ByBy—2(Y) N BY) N (ByBu(Y) N ByY)
= ((Y) N BgY) N (Ben(Y) N BgY)
— D, N Dy,

Para mais detalhes veja (3] e [7].
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Proposicao 2.39 Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma funcdo 0 : G — (X)) define

uma agdo parcial de G em X se, e somente se, tem-se para todo g, h € G
i) 0,010,-1 = 0450,
ii) 0,, =1dx
iii) 0,-10,0, = 0,104,
Prova: Para mostrar a volta do teorema, tome g = h™' em 7). Assim, 0,-10,0),-1 = 6,,0;,-1 =
0y,-1. Trocando h por h™!, obtemos 6,6;,-16;, = 6),. O que implica 6,-1 = 6.
Agora, defina D), = imf}, entdo domb, = 1mb; = imb,-1 = Dp-1. O que implica

que 6y, é funcdo de Dj,-1 em Dy,

Para provar a propriedade (AP2), tome g, h € G. Como

9h—199—1 - Qh—109—19g99—1 - Qh—lg_19909—1,

dom(@ha@ga) = eg(Dgﬂ N Dh)

idp,

—~
dOm(é’hflgA 990‘(]71) = Dy N Dy,

vale a propriedade.
Note que as propriedades (AP1) e (AP3) sdo obtidas imediatamente de i7) e 7ii).

Ja para mostrar a primeira parte do teorema, se 0 = ({ Dy} o, {0y : Dg—1 = Dy} ()

€ acdo parcial de G em X, para g, h € GG, temos

(AP1) D, = X e 0, é afuncio id de X (o que prova, imediatamente, o item 7))
(AP2) 0,(Dy,~» N Dy) = Dy N Dy,

(AP3) 0,00, =04, em Dy N Dy-141

Com isso, provemos o item 7) (o item 4i7) é andlogo). Observe que dom(6,0;) =
0, [Dy-1 N Dp] = Dy-1 N Dygpy1

Dai, segue que

dom(0,0,0,-1) = (0,—1) " [dom(0,0y,) N imb,—1]
- eh[Dh—l N D(gh)—l N Dh—l]
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- eh[Dh—l N D(gh)—l]

L2 DN D,

Por outro lado,

dom(é’(gh)ehfl) = (thl)_l[dom(é’gh) N im@hq]
= eh[D(gh)*l N D(h)ﬂ]
L2 Dy O Dygny

= DN Dys

Assim, tomando z € Dj-1 N Dp-14-1, temos ¢ = 0,-10,(x) = 5-1(y), onde y =
0n(x). Entao,

T
AP3

———
9g9h0h_1(y) = ngh eh—19h<l’> = Qgheh_l(y),

o que implica 0,0,0),-1 = 04,0,

Definicao 2.40 Uma agdo de um semigrupo inverso S em um conjunto X é um homomorfismo

TS — F(X).

Agora, finalmente, podemos enunciar o importante teorema que relaciona ag¢des parci-

ais de G em X e agdes de S(G) em X.
Teorema 2.41 Para todo grupo G e qualquer conjunto X, existe uma correspondéncia biunivoca
{agdes parciais de G em X} <— {acoes de S(G) em X}.
Prova:
Observe que o coroldrio ?? nos diz que homomorfismos de S(G) em .# (X)) estdo em
correspondéncia bionivoca com fungdes de G em ¥ (X ), que satisfazem as propriedades 7) a
i11) da referida proposi¢do. Logo, pela proposi¢do anterior (??), tais fungdes correspondem a

acOes parciais de G em X. O diagrama abaixo ilustra tal resultado:

cor. ??
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1 prop. ??

J(X)

2.6 Algebra de Grupo

Nas proximas secdes, mostraremos importantes resultados acerca de estruturas de
modulos e anéis, ou algebras, definidas a partir de um grupo. Tais resultados serdo essenci-
ais para a compreensdo do capitulo seguinte. Inicialmente, temos por objetivo mostrar a co-
nexao entre representacoes de grupo e dlgebras de grupo para, depois, apresentar os resultados
mencionados. No que segue, K denotard um anel comutativo qualquer e, quando estivermos
falando de médulos sobre um anel, serd sempre médulo a esquerda. Portanto, simplificaremos

a linguagem chamando apenas por médulo.

Definicao 2.42 Seja G um grupo multiplicativo. Entdo, definimos a dlgebra de grupo KG
como segue. Seu grupo aditivo é o K-mddulo livre tendo uma base formada por elementos de
G. Assim, cada elemento tem uma expressdo unica na forma Yy a.g, onde a, € K e somente
um niimero finito de a, pode ser ndo nulo. Se g e h sdo elenfeeiftos da base, isto é, g, h € G,

defina seu produto em K G como sendo seu produto gh em G. O produto de dois elementos de

K G é definido pela extensdo por linearidade
<Z agg) (Z bhh> = Z (Z agbh) z.
geG heG z€G \gh=z

Vejamos que, assim definido, o produto em K G é K-bilinear, associativo e possui
elemento neutro 15 # Og (onde 1 = 1x1g) tal que 1xga = alxg = a paratodo a € KG.
Antes, observe que a em K G €, na verdade, alg e, assim, ga é uma abreviacdo de

(1kxg)(alg). Logo, pela defini¢ao ga = (1xg)(alg) = 1xaglg = ag.

(o () + o () ) () -
- (3] (o)) () -

K -bilinear:
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= (Z(ala; + agaZ)g> (Z bhh> => (Z(ala + s )bh> z=

geG heG z€G \gh=z

= ; ((9}; alé@’%) 2t (g; aQagbh» -
=2 (Z alaébh> DD (Z ozga;bh) 2=

z€G \gh==z geG \gh==z
— 1 2 —
—0415 (E agbh>z+a2§ (E agbh>z—
z€G \gh=z z€G \gh=z

(59 2 (59) (o)

(o) (3 () () -
(e (o)« (o)) -

= (Z agg> (Z(ﬁlbi + 52bi)h> =-> <Z ag(Biby, + 52@21)) z=

Também,

geG heqG geG \gh==z
=Y (Z agﬂlbi> A+ (Z agﬁgbi> p=pH Y (Z agb}L) By (Z agb%L) z=
z€G \gh=z z€G \gh==z z€G \gh=z z€G \gh=z
(g5 )
geG heG 9eG heG
Associativo:

(o) (5] ()= () (2 (2) ) -

(Z g <Z bhcl)) w= Z ( Z ag(bhci)) w =
weG \gz=w hi=z weG \ g(hi)=w
Z ( hz: (agbn) CZ) w = z; (Z_: (;/(agbh)q)) w =

(B () ()= () (5)) ()
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Jdlgg: Tome 1xc = 1x1g. Entéo,

lIxle <Z agg) = (Z 1Kag1Gg> = (Z agg> :

geG geG geqG
E,
<Z agg> 1kl = (Z aglKglg> = (Z agg> .
gelG gelG geG

Proposicao 2.43 Sejam G um grupo, A uma K-dlgebra, e U(A) o grupo multiplicativo dos
elementos invertiveis de A. Todo homomorfismo de grupos ¢ : G — U(A) possui uma tinica

extensdo a um homomorfismo de K-dlgebras ® : KG — A.

Prova: Se existe tal @, entdo
CI)(Z kqg) = Z ke®(g) = Z kgt (g)-
geG geG geq

Isso mostra a unicidade de ®.

Agora, defina ® pela expressdo obtida acima, isto €,

(I)(Z kqg) = Z kqyd(g).
geG geG

Esta ¢ é K-linear pois € a Uinica extensdo K -linear da aplica¢do da base G no K-médulo A que
leva g em ¢(g).

E ficil de ver que ® preserva o produto e é claro que preserva a unidade. O

Corolario 2.44 Um homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ se estende de modo iinico a um

morfismo de K-dlgebras ® : KG — KG' .

Prova: Como G’ esta contido em U (K G’), segue direto da proposicao anterior. O

Definicao 2.45 Seja K um corpo. Entdo, uma K-representacdo de um grupo G é um homo-

morfismo

o:G— GL(V)

onde V' é um espaco vetorial sobre um corpo K.

Proposicao 2.46 Cada K-representacido o : G — GL(V') fornece a V' a estrutura de um

KG-médulo. Reciprocamente, cada K G-modulo V' determina uma K -representagdo.
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Prova: Para mostrar a primeira parte da proposi¢ao, considere o : G — G'L(V') um homomor-

fismo, denote o(g) : V' — V por o, e defina uma acdo KG x V. — V por <Z agg) v =

geqG

(Z agag(v)>. Observe que de fato esta fun¢do é uma agdo pois (1xg)v = 01,,(v) =
geG

Idy(v) = v e também
Zagg ((Z bhh) U) - Z g9 <Z bhah(”)) = Z (Z agbh> 0. (v).
gelG heG gelG heG z€G \gh=z

Por outro lado,

() (590~ (£ 2 ) (2]

geCG heG z€G \gh=z z€G \gh=z

Para verificar que V' é um K G-mddulo, basta verificar as propriedades relacionadas ao
produto por escalar em K G, uma vez que as propriedades da adi¢do sdo imediatas por ser V'

um espago vetorial sobre K.

1) 1ggv = v é imediato da acdo definida, bem como a préxima propriedade.

o ((Z00) (200) = (00) ((50) )

1i1)
((Z agg> + (Z bgg>) v = <Z(a9 + bg)g> v = Z(ag +by)gog(v) =
— Z agoy(v) + Z bron(v) = <Z agg> v+ (Z bhh) v
iv)

(Z agg> (v1 +vg) = Z agoy(v1 + vg) =

geG geG
-l + St = (S o+ (S o
geCG geCG geG geG

J& para verificarmos a outra parte do teorema, suponha V' um K G-mdédulo. Se g € G,

entdo v — gv define uma transformagao linear 7, : V' — V. De fato,

T,(avy 4+ v2) = g(avy + v2) = gavy + guy =
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= agv; + guvy = alyvy + Tyv,.

Claramente (7,)~! = T,-1. Defina

o: G — GL(V)

g — T

Entdo, o é uma K-representagdo. Com efeito, o(gh)(v) = T,u(v) = gh(v) =
gTn(v) = T, Ty(v) para todo v € V. Logo Ty, = 1,1}, o que implica o(gh) = o(g)o(h).
O

2.7 Algebra de Monéide

Definicao 2.47 Seja S um mondide. Entdo, definimos a dlgebra de monéide K S como segue.
Seu grupo aditivo é o K-mddulo livre tendo uma base formada por elementos de S. Assim,
cada elemento tem uma expressdo unica na forma »_, ass, onde as € K e somente um niimero
finito de as pode ser ndo nulo. Se s et sdo elementozec?a base, isto é, s,t € S, defina seu produto

em K S como sendo seu produto st em S. O produto de dois elementos de K S é definido pela

extensdo por linearidade

(Ze) (Z) =% (o)

A provade que KS é uma K -dlgebra € idéntica a feita para K (G, ja que, naquela prova,
os inversos dos elementos de G ndo sdo usados.
As provas da proposicao e do coroldrio que seguem sao andlogas as provas da proposicao

?? e corolario ??.

Proposicao 2.48 Sejam S um mondide e A uma K-dlgebra. Considerando A como mondide
multiplicativo, todo homomorfismo de mondides ¢ : S — A possui uma tinica extensdo a um

homomorfismo de K-dlgebras ® : KS — A.

Corolario 2.49 Se S e S’ sdo mondides e ¢ : S — S’ é um homomorfismo, entdo existe uma

linica extensdo a um homomorfismo de K-dlgebras ® : KS — KS'.
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2.8 Algebra de Grupo Semissimples

Defini¢ao 2.50 Um R-mddulo M é simples se M #+ {0} e M ndo tem submédulos proprios

ndo nulos, ou seja, os unicos submédulos de M sdo {0} e M.

Definicao 2.51 Seja R um anel, possivelmente ndo-comutativo. Um R-mddulo é semissimples
se ele é uma soma direta de modulos simples. Um anel R é semissimples se ele é soma direta

de ideais minimais (a esquerda), ou seja, se R é um R-modulo semissimples.

Proposicao 2.52 Um R-mddulo é semissimples se, e somente se, cada submddulo de M é um

somando direto.

Prova: Veja [12]. O

Teorema 2.53 (Maschke) Sejam G um grupo finito e K um corpo cuja caracteristica ndo di-

vide |G|. Entdo KG é um anel semissimples.

Prova: Precisamos mostrar que cada ideal I de KG € um somando direto. Como K € um
corpo, KG € um espago vetorial sobre K e I é um subespaco. Entdo, I é um somando direto
enquanto espaco vetorial, logo existe um subespaco V', que pode nio ser um ideal de K'G, com
KG =1 V. Logo, existe uma transformagdo K-linear d : KG — I com d(b) = b para todo
be Iecom Ker(d) =V. Assim, cada v € KG tem uma expressdo tnica na forma u = b + v,
ondeb € lev eV, ed(u)=b. Segue que I é um somando direto de K'G se, e somente se, é
um retrato, isto é, se, e somente se, existe um K G-homomorfismo D : KG — I com D(u) = u
paratodo u € I. Defina D : KG — KG por
D(u) = ]_C1¥| Z wd(z ™ )

zeG

para todo . € KG. Note que |G| # 0 em K. E 6bvio que D é um K-homomorfismo pois d é

K-homomorfismo. Além do mais,

1) tmD C I:

Seue KGex € G, entdo d(z ' u) € I pois imd C I, e xd(x~ u) € I pois I é um ideal.

Portanto D(u) € I, para cada termo da soma na defini¢do de D(u).



Semigrupo de Exel Estruturas Algébricas por Geradores e Relagcoes 49

ii) Seb € I, entdo D(b) = b:

Se b € I, para z7'b, temos d(z'b) = x71b, pois x7'b € I por ser I um ideal. Portanto,
zd(x7'0) =zx7 b =be

| |
S8

|G|Zxd (27 1) = |G|Z1—

zelG zeG
iii) D é um K G-homomorfismo:
Como d é um K-homomorfismo, D(u+ ') = D(u)+ D(u') verifica-se trivialmente, bem
como D(ku) = kD(u) paratodo k € K e todo u € KG. Resta, portanto, provar que
D(gu) = gD(u) para todo g € G e todo u,u’ € KG:

D(u) |G|Zxd ‘G|Zg:cd:c w)

zeG zeG

1
d(
|G|ngv g gu) = al

zeG

| > yd(y~'gu) = D(gu)

y=gzxeG

Teorema 2.54 (Wedderburn-Artin I) Um anel R é semissimples se, e somente se, R é isomorfo

a um produto direto de anéis de matrizes sobre anéis de divisdo.

Prova: Para a demonstracdo deste teorema, bem como do préximo, e para mais detalhes, veja

[12]. O

Teorema 2.55 (Wedderburn-Artin I1) Cada anel R semissimples é um produto direto
R = Mat,, (A1) X Mat,,(As) X ... x Mat,, (Ay)

onde n; > 1, A; é um anel de divisdo e os niimeros m e n's, assim como os anéis de divisdo

Als, sdo unicamente determinados por R.

Teorema 2.56 (Molien) Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado cuja

caracteristica ndo divide a ordem de G. Entdo
i) KG = Mat,,(K) x Mat,,(K) x ... x Mat,, (K)

i) |Gl =n?+nj+..+n}
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para algum k € Z.

Prova: Seja K GG uma K-algebra de grupo que tem dimensao finita pois G € finito. Pelo teorema

de Wedderburn-Artin II, temos que

I

KG =[] Mat,,(A;)
=1

com A; sendo K-dlgebra. Aceitando que cada A; é K-dlgebra, podemos identificar KX com
a subdlgebra K1a,, e com essa identificacdo queremos mostrar que A; = K. Temos que
dim(A;) < dim(KG) < oo paratodo i = 1,2,...,n. Entdo, para todo i, A; = K como
algebras (Nesse caso, K identifica a algebra K'1x,).

De fato, suponha por absurdo que K C A;, tome o € A; \ K paratodoi =1,2,....n.

Entao, para

ko) = {29 pg e ol

temos que

K C K(a) CA;,

o que implica dim (K (a)) < dim(A;) < oo.

Agora, suponha dim (K («)) = n. O conjunto {1, a, o2, ..., &} possui n+1 elementos,
logo é um conjunto linearmente dependente. Entdo, existem ag, a1, ..., a, € K, com pelo menos
um a; nao nulo, tais que

ap + a0+ ... + a,a” = 0.

n
Entdo « é raiz do polindmio ndo nulo ) a;z* € K|x]. Mas K ¢é algebricamente
=0
fechado, logo o € K, uma contradi¢do. O que prova o item ).

Jd o item i1) verifica-se imediatamente usando as dimensdes das K -dlgebras.

2.9 Médulos Simples da Algebra Mat, (C) x ... x Mat,, (C)

Nessa se¢ao, restringiremos o corpo que estamos trabalhando ao corpo dos complexos
C, pois temos por objetivo entender melhor os médulos simples de uma algebra semissimples

da forma R = Mat,,(C) x ... x Mat,, (C).

Lema 2.57 (de Schur) Qualquer homomorfismo ndo nulo entre dois R-modulos simples é um

isomorfismo.
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Prova: Sejam M e N R-mddulos simples e seja & : M — N um homomorfismo. Como
Ker(®) é um submédulo de M e diferente de M pois & # 0, temos, por ser M simples, que

Ker(®) = 0. Analogamente temos im® = N. O

Proposicao 2.58 Seja R um anel semissimples tal que

com S; R-modulo simples para i = 1, ...,n, podendo haver repeticdes entre os S;’s. Entdo, se

S é R-modulo simples, S = S; para algum 1.

Prova: Seja z € S ndo nulo. Entdo S = Rx. De fato, claramente Rz C S pois S é R-mddulo

e, como S € simples, temos Rz = S. Considere

p: R — 8
r o o— rx
entdo ¢ € um epimorfismo, pois € linear e sobrejetora.
Temos Homg(R,S) = @ Hom(S;,S). Como ¢ é epimorfismo, Hompg(R, S) # 0.
i=1
Logo, existe 7 tal que Hom(S;, S) # 0. Portanto, Pelo Lema de Schur, S = S;. O

No que segue, ¢;; denota a matriz elementar que possui o elemento 1 na entrada 5 e 0

nas demais entradas.

Agora, vejamos quais sdo os modulos de Mat,,(C). Claramente podemos escrever

Mat,(C) como soma direta de C-subespagos:

Mat,(C)=C,®Cy @ ... ® C,,

onde
. 0O ... 0 A2 0 ... 0
Cj=(eyj:i=12,.m) =1 o
0 ... 0 ap; O ... O

onde a;; € Cparatodoi,j = 1,2,...,n. Observe também que cada C; é um ideal a esquerda e,

portanto, essa decomposi¢ao € em soma direta de M at,,(C)-submddulos.
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Proposicao 2.59 A aplicagdo
9]'7]9 : Cj — Ck
Z biey; — Z biea,

=1

é um isomorfismo de Mat,(C)-mddulos entre C; e Cy.

Prova: 0;; ¢ um homomorfismo entre C; e C}, com inversa (0],7]4)—1 = 0 ;. Portanto é um

isomorfismo. De fato, primeiro observe que

n

E Q1€ - E b; i€ij = E aklbiekleij
kl=1 1k,i=1
n

= E aklbi5z,i€kj
Lki=1
n

= E akibiex;

1Lk=1

Assim,

0; k E :apqepq E :bew =0k E:ambem

p,g=1 l,p=1
n

- § Qp; bz Epk

lp=1

Também,

E :@pqepq 3.k E :beu E :apqepq E :bezk

p,q=1 pql

= E Apj bz Epk

Li=1

Proposiciio 2.60 Cada Mat, (C)-médulo C; é simples.

Prova: Como todos C}’s sdo isomorfos entre si, basta provar somente para um deles. Neste
caso, seja M um submddulo ndo trivial de C;. Entdo M possui um vetor v ndo nulo na forma

v = ) ¢ey;, onde pelo menos um dos ¢;’s € ndo nulo, digamos ¢;. Temos
=1

-1
C, €V = e;; € M.
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Como isto vale para qualquer 7 e os elementos na forma e;; geram C}, temos que M = C; O

Considere R = Mat,, (C) x Mat,,(C) x ... x Mat,,, (C) comn; > 1. Quandon = 1,
podemos, como anéis, identificar Mat;(C) por C.

Seja I} = {0} x ... x {0} x C}7 x {0} x ... x {0} onde

0 0 ayj 0 ... 0

n; 0O ... 0 a2; 0 ... 0
=1 . 7 | € Mat,(O).

0 ... 0 ay; 0 ... 0

parak =1,....m.
~ k oz - N DY B P
Entéo, I} € ideal a esquerda de R e, pela proposicdo ??, € simples. Dai, temos

m Nk

- OB

k=1 j=1
onde, pela proposigdo 2?2, IF = [%, para todo 1 # k, k', ny.
Portanto, pela proposi¢cdo ??, R tem exatamente m moddulos simples distintos, isomor-

fosa I{, 1%, ..., I}.

Exemplo 2.61 (Proposi¢do:) Se G é um grupo abeliano de ordem m entdo CG = C™.

Pelo teorema de Molien, CG = Mat,, (C) x ... x Mat,, (C). Como G é abeliano, CG
¢é uma dlgebra comutativa. Como Mat,,(C) sé6 é comutativa se n = 1 (e neste caso Mat,(C) é
isomorfa a C), segue que ny = ny = ... = ny = 1. Pelo segundo item do teorema de Molien,

k=m.

Exemplo 2.62 Vejamos qual é a dlgebra de grupo CS5 do grupo de permutacées Ss.

Pela segunda parte do teorema de Molien, se CS; = Mat,, (C) x ... x Mat,, (C),
entdo 6 = |S3| € a soma dos quadrados dos n;. Neste caso, s existem duas solugcdes: ou temos
k = 6 en; = 1 para todo i, ou temos k = 3 e ny = ny = 1,n3 = 2 (supondo que tomemos
sempre a seq ny, N, ... crescente). A primeira solucdo nos mostra que CS; = C°®. Mas C° ¢

uma dlgebra comutativa e CS3 ndo é. Portanto, essa solugcdo ndo estd correta. Sobra, entdo, a

segunda solugdo, e temos

CS5 = C x C x Maty(C).



Capitulo 3

Algebra Parcial de Grupo

Neste capitulo, estudaremos as dlgebras parciais de grupos finitos, que, para um grupo
G € denotada por K, (G).

Vimos no capitulo anterior que, se GG e G’ sdo isomorfos, entdo K G e K G’ sdao algebras
isomorfas, mas, em geral, a reciproca € falsa. No caso de grupos abelianos finitos (de ordem n)
e de K = C, tudo o que CG mantém de informacdo de GG € a sua ordem, pois CG ~ C". Neste
sentido, a dlgebra parcial de um grupo, torna-se uma ferramenta mais fina para dizer quando
dois grupos ndo sdo isomorfos. Ou seja, se G # G, entdo K4 (G) 2 Kpar(G'). Veremos
alguns exemplos adiante, mas antes precisamos introduzir uma série de defini¢des e resultados.

No decorrer, salve mengao contrdria, G € grupo finito, K é um corpo e 1 € aidentidade
de G. Além do mais, padronizaremos as seguintes nota¢des: H < G indica que H ¢é subgrupo
de G e H < (G indica que H ¢é subgrupo proprio de G, isto é, H < G e H # G. Também
usaremos as notagdes (G : H) para denotar o indice de H em G, [G : G| para o comutador de

G e ¥ (H) para o normalizador de H em G, ou seja,

G : G| = {g_lh_lgh eG:qg,he G}

N(H)={9€G:9H =Hg}.

A referéncia desse capitulo € o artigo [4], por conta disso, usaremos 0 mesmo conceito de soma

direta de /(-algebras que os autores do mesmo:

Definicao 3.1 Se K é um corpo e Ay, As, ..., A, sdo K-dlgebras, entdo sua soma direta é o
K-espaco vetorial

A1 A S ... DA,

54
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com a multiplicacdo
(ay +ag+ ... +ay)(by + b + ... + b,) = (a1by + asby + ... + a,by).

Efdcil ver que Ay ® Ay @ ... B A, € isomorfo ao produto direto de anéis A; X Ay X ... X A,
utilizado nos capitulos anteriores. Em particular, se A é uma K-dlgebra e n é um inteiro

positivo, nA indicard a soma direta A® A ... B A (comn termos), que é isomorfa ao produto

A,

3.1 Grupoides

Nesta secao, utilizaremos a defini¢cdo de grupoide apresentada em [7] (mais detalhes a
respeito de grupoides podem ser encontrados também em [11]), mas logo em seguida, mostra-

remos que esta definicao € equivalente a uma defini¢do categérica mais geral.

Definicao 3.2 Um grupoide é um conjunto ndo-vazio I' munido com uma operagdo bindria
parcialmente definida, denotada por concatenagdo, para a qual, os axiomas usuais de um grupo

valem sempre que tal operagdo faz sentido. Ou seja:

i) Para cada g,h,l € T, g(hl) existe se, e somente se, (gh)l existe e, neste caso, eles sdo

iguais.
ii) Para cada g,h,l € T, g(hl) existe se, e somente se, gh e hl existem.

iii) Para cada g € T, existem elementos (inicos) d(g),i(g) € T tais que gd(g) e i(g)g existem
e gd(g) = g = i(9)g.

iv) Para cada g € T, existe um elemento g=' € T tal que d(g) = g g ei(g) = g9~

Denotamos por T'® o subconjunto dos pares (g, h) € I' x T tais que os elementos gh existem.

Um elemento e € T é chamado uma identidade de T se ¢ = d(g) = i(g™ "), para
algum g € I'. Neste caso, e é chamado a identidade dominio de g e a identidade imagem de
g~ Y. Denotamos por I’y o conjunto de todas as identidades de I" e denotamos por I, o conjunto
de todos os g € T tais que d(g) = i(g) = e. Claramente I, é um grupo, chamado de grupo de

isotropia associado a e.

Exemplo 3.3 Considere o grupoide I'(G) = I cujos elementos sdo pares (A, g), onde g € G e

A é um subconjunto de G que contém os elementos 1 e g~*. Observe que 1, g € gA.
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A multiplicagdo de pares (A, g)(B, h) em I estd definida para pares tais que A = hB
e, nesse caso, temos

(hB,g)(B,h) = (B, gh).

O inverso do par (A, g) é (gA, g~1) e 0 dominio e imagem em T sdo, respectivamente d(A, g) =
(A7 1G) e Z<A7 g) = (gA7 1G>

Vejamos que as propriedades de grupoide sdo, de fato, satisfeitas:

Para cada (A, g), (B, h),(C,i) €. Comoh™' € Bei ' € C:

i) (A,9),((B,h)(C,i)) € T® & B=iCeA=hB < A=hC < A=hBe
B =hC < (((A4,9)(B,h)),(C,i)) € T?

i) ((Avg)v((B7h>(Cvl))) el® e A=hBeB=iC < A=hiC =hBeB=iC <
(4,9), (B,h)), (B, )(C,)) € T®

iv) (9A,97")(A,9) = (A, 1g)
(A, 9)(gA,97") = (9A, 1g)

Observe que (A, g) = (97'gA, g) e que a unicidade é imediata para que o produto esteja

definido e dé o resultado esperado.

O lema a seguir lista algumas propriedades basicas de grupoides que utilizaremos neste

trabalho. A prova pode ser encontrada em [7] e [11].

Lema 3.4 Seja I" um grupoide, entdo:

L ¢ tinico satisfazendo g~'g = d(g) e g9~ = i(g)

i) Para cada g € T, o elemento g~
ii) Paracada g € T, d(g7') = i(g) ei(g™") = d(g)
iii) Paracada g €T, (g7') 1 =g

iv) Paracada g,h € T, (g,h) € T'® se, e somente se, d(g) = i(h)

v) Para cada g,h € T, (h_l,g_l) e T@ se, e somente se, (g,h) € '@ ¢, neste caso,
(gh)= =h7lg™"

vi) Para cada (g, h) € T, d(gh) = d(h) e i(gh) = i(g)
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vii) Paracadae € Ty, d(e) =i(e) =ecee ' =¢

viii) Para cada (g,h) € T, gh € Ty se, e somente se, g = h™"
ix) Para cada g,h € T, existe | € I tal que g = hl se, e somente se, i(g) = i(h)

x) Para cada g, h € T, existe | € I tal que g = lh se, e somente se, d(g) = d(h)

Teorema 3.5 A definicdo de grupoide acima é equivalente a noc¢do categorica de grupoide,
isto é, I' é grupoide (como definido acima) se, e somente se, é uma categoria pequena (ou seja,

cujos elementos sdo conjuntos) na qual seus morfismos sao isomorfismos.

Prova: Para mostrar a primeira parte do teorema, suponha que I' € um grupoide conforme a
defini¢cdo apresentada. Vejamos que %' (I") é categoria pequena cujos morfismos sdo isomorfis-
mos.

Considere €' (I')g = 'y, €(T')(z,y) = {f € T : d(f) = z,i(f) = y} e a composi¢do
em % (I') como sendo a operagdo de I', ou seja, f o g = fg. Assim, dados x,y,z € € (I)o,

considere
¢ (y,2) x €(0)(z,y) — E(I)(z,2)

(g:y=2)x(froxmy) — (gofiaxmz)=g-f

g o [ estd bem definida pelo item iv) do lema anterior. Do item ¢) da defini¢do de
grupoide, segue que a composi¢do ¢ associativa e, dado = € € (I')g e f € €(I')(z,x), tome
x=1,=1id, :x— reml. Assim, fol, = fel,0g = g, paratodos f, g caso tais operagdes
estajem definidas.

Para verificarmos a outra parte do teorema, suponha que 4 € uma categoria cujos obje-
tos sdo conjuntos e seus morfismos sao isomorfismos. Sejam %’(x, ) o conjunto dos morfismos
entre z e y pertencentes a 6.

Definal'(¢) = |J %(z,y). Considere o produto (f,g) — fg, onde fg é dado por
fg=fogondeoéa corxrfi)eo?igﬁo em %, definido quando d(f) = i(g).

Desta forma, I'(¢")? C T'(¢") xI'(%) é o conjunto dos pares (f, g) tais que d(f) = i(g),
com inverso de f em I'(%¢’) dado pelo inverso f~' de f em & .

Assim, temos que d(f : = — y) = id, e i(f : x — y) = id, e as propriedades

i),11),14i1) e iv) da defini¢ao de grupoide sdo trivialmente satisfeitas. O

Assim como fizemos para grupos e semigrupos, podemos definir a dlgebra de um gru-

poide I' conforme defini¢do seguinte.
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Definicao 3.6 Seja I' um grupoide com 1 finito. A dlgebra de grupoide K1 é definida como

segue. Considere K1' o K-modulo livre gerado por I e a seguinte multiplicacdo:

m: I'xI' — KT

gh, se(g,h) eT'®
(9,h) = mlg,h) =

0, cc

A partir dessa multiplicagdo, restrita aos elementos da base de K1', podemos estender

m da seguinte forma:

m': KT'x KT — KT
(Z agg, > bhh> — Y. agsbpm(g, h)
ger her g.her

Assim, a dlgebra do grupoide I' é o K-médulo livre KT' com o produto m’ definido
acima.

Para mostrar que K T' é uma algebra, é facil de ver que m’ é K -bilinear. Além disso, m’
¢ associativo e possui elemento neutro. A associativa € imediata da propriedade i) da definicdo

de grupoide e o elemento neutro é 15 = > e. De fato,

ecly
e€lg eclo
e#i(g)

(O outro lado € andlogo.)

3.2 Representacao Parcial e Algebra Parcial

Definicao 3.7 Uma representagdo parcial de G em uma K -dlgebra A é uma funcdorn : G — A

tal que, para todos s,t € G, temos
i) m(s)m(t)w(t™) = w(st)m(t™1)
ii) m(s™)m(s)m(t) = m(s )m(st)
iii) m(1g) = 14

Desta forma, uma funcdo m : G — End(V'), onde V' é um espaco vetorial, satisfa-

zendo 1), i1) e iit) € dita uma representagd@o parcial de G em V.
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Obs. 3.8 Note que, claramente, toda K -representacdo de G também é uma representacdo par-
cial de G. Observe também que se H é subgrupo de G e w : G — End(V') é uma representa¢do

parcial de G, entdo a restricdo de ™ a H é uma representagdo parcial de H.

Se H é um subgrupo de G e 7 : H — End(V) é uma representacéo parcial de H,

entdo a fung¢do 7 : G — End(V') dada por

define uma representacio parcial de G.
De fato, provemos a propriedade ¢) da definicdo de representac@o parcial (a proprie-
dade i) ¢ andloga e a propriedade iii) é imediata):

Para verificarmos que 7(s)7(t)7(t7!) = 7(st)7(t~!), precisamos divir em trés casos:
1. Se s,t € H, entdo a igualdade é claramente satisfeita pois recai em 7.

2. Set ¢ H,entdo t~! ¢ H, por ser H subgrupo de G, e 7(t) = 7(t~!) = 0. Logo, ambos

os lados da equacdo se anulam e vale a igualdade.

3. Se s ¢ H, o lado esquerdo, claramente, se anula e o lado direito também. Com efeito,
suponha por absurdo que 7(st)7(t™') # 0. Entdo, 7(st) e 7(¢t~!) sdo ndo nulos. Em
particular, 7(st) = 7(st) e #(t) = 7(t), o que implica st,t € H. Logo,t™' € H e

stt~! = s € H, uma contradigio.

Proposicao 3.9 Seja 7w : G — A uma representacdo parcial. Se ¢ : A — B é um morfismo de
dlgebras, entdo ¢ o : G — B é uma representagdo parcial.

Prova: Seja p = poT

p(s)pt)p(t™) = gom(s)pon(t)pon(t™) = d(n(s)m(t)m(t™"))
= Qn(st)r(t™)) = pom(st)pon(t™)

= p(st)p(t™).

p(le) = ¢pom(le) = ¢(la) = 15

E o outro caso é andlogo ao primeiro. U
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Definicao 3.10 Sejam 7, : G — End(Vy) e mo : G — End(V) duas representagdes parciais
do grupo G. Dizemos que | é equivalente a 1y se existe um isomorfismo (de espago vetorial)

¢ Vi — Vatal que ¢ o mi(g) = m2(g) o ¢ para todo g € G.

End(Vy): vi—"9 vy

G < ¢ ¢
" . ()

End(V3) : Vo Vo

Podemos, agora, apresentar uma defini¢do de algebra parcial de grupo. Esta, resume-
se a definir K,,,-(G) como a dlgebra cujos médulos estdo em correspondéncia uma-a-uma com

as representagdes parciais de G.

Definicao 3.11 Sejam G um grupo e K um corpo. A K-dlgebra parcial de grupo K, (G) é a

K-dlgebra livre com unidade 1 gerada pelo conjunto de simbolos {[g] : g € G} com relagdes:

1) [e] =1

3) [s]t][t="] = [st][t™"]
para todos s,t € G.

Observe que, por construgdo, K,,-(G) = KS(G). Entdo, se A é uma K-algebra e
7 : G — A é uma representacgdo parcial de G em A, pela propriedade universal de S(G), existe
um tnico homomorfismo de mondides ¢ : S(G) — A que estende 7. Agora, pela proposi¢ao
2?2, existe um tnico homomorfismo de K-dlgebras II : K,,,.(G) = KS(G) — A, que estende
© e, portanto, estende 7.

Note também que a aplicagdo que leva g € G em [g] € K, (G) é uma representagio
parcial de GG, com isto, qualquer representacao parcial de G em A é composicdo dessa representacao

com um homomorfismo de dlgebras de K, (G) em A.
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Por outro lado, se ¢ : K, (G) — A é um homomorfismo de K-dlgebras, entdo
7(t) = ¢([t]) d4 uma representagdo parcial de G em A.

No entanto, para o caso de grupo finito, torna-se mais rico construir a algebra parcial
de grupo de maneira diferente. No que segue, apresentaremos outra constru¢ao que acaba sendo
mais eficiente do ponto de vista pratico para construir a dlgebra parcial de um grupo dado.

Para tal construgdo, considere o ja visto grupoide I'(G) = T, cujos elementos sdo
pares (A, g), onde g € G e A é um subconjunto de G' que contém os elementos 1¢ € g~ com a

multiplicac@o de pares (A, g)(B, h) em I definida para pares tais que A = hB dada por:
(hB,g)(B,h) = (B, gh).

Relembre que o inverso do par (A, g) é (gA, g~') e o dominio e imagem em I" sdo, respectiva-

mente d(A, g) = (A, 1g) ei(A, g) = (94, 1g).

Teorema 3.12 Seja KT'(G) a dlgebra do grupoide I'(G), com |G| = n a cardinalidade de G.
Entdo, a dimensdo de KT'(G) é dada pela férmula

n—1
dim(KT(G)) =) (k+1) (n_ 1) — 2" 2(n 4+ 1).
k=0

Prova: Note que a dimensdo de KT'(G) € igual a cardinalidade de T'(G), que é o nimero de
pares (A, g). Podemos calcular o nimero de pares (A, g) da seguinte forma:

Fixando o nivel k£ + 1. Para o conjunto A temos que ter k£ + 1 elementos dentre n
possiveis, mas o elemento 1 deve pertencer a A. Logo, as possibilidades para A sdo calculadas
por (”;1) Como, para cada par (A, g), podemos ter k + 1 possibilidades para g, no nivel k + 1

hd (k + 1)(",") elementos. Assim, o nimero total serd a soma

n—1
1
k;+1(” )

k=0

Dai segue que

n—2)! 1
= (”_D;z!((f@—z))_ ot

=(n—1)2""2%422"2

=(n+1)2"2
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Corolario 3.13 Sejam G e H grupos finitos tais que KI'(G) = KI'(H). Entdo |G| = |H|.

Prova: Sejam n e n' as ordens de G e H respectivamente. Entdo, como KT'(G) = KI'(H),
temos que dim(KT(G)) = dim(KT(H)). Logo, 2" 2(n + 1) = 2¥2(n’ + 1). Observe que a
equacdo do teorema anterior € uma funcao estritamente crescente em n, pois

%(2”—2(71 +1)) =2"2n2(n+1) +2"2 > 0.

Dai, segue que n = n/. a

Para finalizar a construgdo de K, (G) como sendo KT'(G), observe que os elementos
na forma (A, 1) sdo idempotentes em KT'(G), sdo mutuamente ortogonais e sua soma é a iden-
tidade de KT'(G), ouseja > (A, 1g) = lgr(e). Com efeito, para (A, 1), (A, 1¢), (B, g) €
KT(G), Aslg

(A,16)? = (A, 16)(A, 1) = (164, 16)(A, 16) = (4, 161¢) = (A, 1¢)

(Note também que um elemento (A, g) de KI'(G), para ser idempotente, precisam ser

da forma (A, 1¢) pois 1¢ € o dnico idempotente em G),
(A 16)(A' 1) =0se A# A'e

( E (A7 1G)> (B79> = Z (Aa 1G)<Bag) = (gB,le)(B,g) = (Bag)

A3lg Adlg

Por fim, defina a fungdo A\, : G — KT'(G) por A\,(9) = > (A, g). Entdo, A\, é uma
Asg—1
representacdo parcial de GG. De fato, sejam g, h € G,

Mg IM(9M(h) = D (A,97)(B,g)(C,h)

= ) (ghC,g ")(hC,9)(C,h)

C3h~ 1
hC3g~1
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Csh—1g~1

Por outro lado,

= Y (Ch)

Csh~1!
Csh~1g—1

O outro item ¢ similar e, claramente, \,(1¢) = > (4,1¢) = lkr)-
A3lqg
Com isso, podemos apresentar os dois resultados mais significativos dessa secao, que,

de fato, mostram que a construcao feita é da dlgebra parcial de grupo.

Teorema 3.14 Existe uma correspondéncia biunivoca entre as representacdes parciais de G e
as representacoes de KT'(G). Mais precisamente, se </ é uma dlgebra, entdo m : G — of é
uma representacdo parcial de G se, e somente se, existe um vinico homomorfismo de dlgebra

7 KT'(G) — < tal que m = 7 o A, ou seja, o diagrama seguinte comuta:

Prova: Para mostrar a primeira parte do teorema, suponha que 7 : G — 2/ € uma representagao
parcial de G. Para todo r € G, denotemos por ¢(r) o elemento de .« dado por 7(r)m(r=1).
Observe que os elementos €(r)’s sdo idempotentes que comutam entre si:

Primeiro observe que
m(s)e(r) = e(sr)m(s). (3.1)

pois
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= w(sr)r(r s m(sr)n(r~t) = w(sr)w(r~ts ) m(s)

= ¢(sr)m(s).
Entao,

e(s)e(r) = w(s)m(s Ve(r) = n(s)e(s tr)m(s™h)

para todo s, € G. Similarmente
e(r)m(s) = m(s)e(s™'r). (3.2)

Agora, considere a aplicacao 7 : KT'(G) — 7 que é definida em cada (A, g) de ['(G)

por

w(4,9) = 7(9) <H E(T)) (H(l - 6(8)))
reA s¢A

Para (A, g) e (B, h) em I'(G), temos:

7(A,9)7(B.h) = w(g) [ etr) [T —e(s))mn) [Te®) [T —ew))

reA s¢A teB v¢B
= w(g)w(h) [Jer ' r) [J(1 —e(h o) [ [ e®) [T (1 —€(v))
reA s¢A teB v¢B
= w(g)n(h) J] ) JT a—=es) e [T —e@)).
reh—1A seh—1A teB v¢B

Agora, observe que, se h™'A # B, ou seja, se A # hB, entdo existe um elemento r
pertencente a h 1A mas que ndo pertence a B ou o contrdrio, r pertence a B mas nio pertence
a h™'A. Em ambos os casos, o produto 7(A, g)7 (B, h) contém o fator €(r)(1 — ¢(r)) = O e,
entdo, o produto € nulo.

Jise h™'A = B, entdo, como h™' € h™' A, o produto 7(A, g)7(B, h) é

7(A,9)7(B.h) = wlg)w(h) [ ) ] (1 —es)

reh—1A sgh—1A
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reh~1A s¢h—1A
r#&h1
= 7(gh) [ er) JI (1—es)
reh—1A s¢h—1A

= 7(B,gh) =7((A, 9)(B,h)).

Com isto, provamos que 7 preserva o produto de elementos da base de KT'(G) e, por
isso, preserva produtos de dois elementos quaisquer de KT'(G).

Veja que, se A # hB, entdo o produto (A, g)(B, h) ndo estd definido em I'(G), mas
¢ nulo em KT'(G). Com isso, a extensdo linear a KT'(G) serd um homomorfismo entre as
algebras KI'(G) e <7 .

Agora, vejamos que 7 leva unidade em unidade. Observe que 7(1g) = 1. e, dado

S C @G, denote por Ps o elemento em .« dado por

Ps =[] ets) [T(1or —€(s))

seS s¢S

Como 7(t)e(s) = e(ts)n(t), temos w(t)Ps = P,sm(t). Note que, como €(1g) = 1.,
Pyg é zero a menos que S contenha a identidade 1 de G. Além disso, se ¢t ¢ S, entdo Pgr(t) =

0, pois €(t)m(t) = w(t). Daf segue que

ZPS:ZPS:LQ/.

SCG SCG
S31g

De fato, observe que, uma vez que os €’s comutam, temos:

Ly = [[ 1o = [[(Lor — (s) + €(s)) =

=) [(He(t)) (H(lﬂ - e(t))] =) Ps.
SCG tes t¢sS SCaG
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Logo,

T(1kr@) =

Z(A,@):Z (A1) =Y JTet) [Tk — €(s)

Adlg

A>dlg AdlgreA s¢A (33)

:ZPA:ZPA:W

ACG

Além disso, temos

ToN(9)

LY (g | =D 749 =

)Aazl gem 1;[4<1ﬂ —e(s)) =
m(g)m(g~")m(9) ASZI GAEI_I} €(r) 1;[4(1” —e(s)) =
m(9) Aazl(e(g‘l) +1—e(g™)) GAI\_{Il} €(r) 1;[4(1,;% —e(s)) =
9) ZB: 1;[B e(r) ];(qu —e(s)) =
m(g)7 <;(B, 6)) = 7(9)7(Lxr(@) = 7(9).

Por fim, falta mostrar a unicidade do homomorfismo 7 satisfazendo 7 o A\, = m. Para

mostrar isto, é suficiente provar que o conjunto \,(G) gera toda a dlgebra KT'(G). Para tal,

considere (B, h) um elemento arbitrario de I'(G), onde

B={b;",b;", .. b h )

¢ um subconjunto de GG contendo a identidade. O conjunto de tais pares (B, h) formam uma

base do espago vetorial KT'(G).

Com efeito, denote por A a subdlgebra de KT'(G) gerada por A\, (G). Seja{g1, g2, ..., gr }

uma familia de elementos de G definida por:

g1 = b1, 9291 = b2, 939291 = b3, ...,

Jk—19k—2---91 = bg—1, GrGr—1...1 = h.

Considere o elemento em A dado pelo produto A, (gx) Ay (gr—1)---Ap(g1):



Algebra Parcial de Grupo 67

Ap(91) Ap(Gr—1)---Ap(g1) = Z (Ak, 1) (A1, gr—1)--- (A1, 91).

A1og7!
Agogy !
Akagk_l

Usando as regras de multiplicagdo em I'(G), é facil de ver que esta soma é igual a:

Z (Alagkgk—l---gl) Z (Al,h)
A9t A1DB
9141395 "

Gh—19k—2--91A13g; "

Consequentemente, para cada (B, h) € T'(G), A contém o elemento

> (A h).

ADB

Agora, suponha que G \ B = {x1, 23, ..., zx }. Temos

(A= > (Ah) =) (Ah)

ADB ADBU{z1} ADB
AFzy

o que significa que, para cada (B, h) € I'(G) e cada x ¢ B, A contém todos os elementos na

forma
> (A h).
ADB
AZx
Agora,
D A= > (Ah)= ) (AN
ADB ADBU{z1} ADB
Az Az AFz1,x2
Entdo, para cada x1, 25 ¢ B, A contém o elemento > (A, h).
ADB
AFz1,m2
Repetindo o argumento, usando indugido, prova-se que A contém todos elementos na
forma
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0 que concui a prova que A = KT'(G).

. . = 90 - c ~
Ja a segunda parte, segue da Proposi¢do ?? uma vez que m = 7o\, € uma representagao

parcial de G. O

Corolario 3.15 A dlgebra de grupoide KT'(G) é isomorfa a dlgebra parcial de grupo K., (G).

Prova: Primeiro, observe que as fungdes [-] : G — K, (G), dadapor g — [g],e )\, : G —
KT'(G) sao representagdes parciais de G.

Pela propriedade universal das duas dlgebras K, (G) e KT'(G), existem homomorfis-
mos de K-dlgebras 7 : KT'(G) = Kpor(G) € ¢ : Kpor (G) = KT'(G) tais que 7(A\,(9)) = [9]

e ¢([g]) = \y(9), paratodo g € G, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Kpar(G)
\
[] >
G 5 KT'(G)

Dai segue, que 7 o ¢ = 1K,er(@) € @ 0 T = 1gr(c). Com efeito, para todo g € G,

Assim, Koy = KT'(G). O

3.3 Estrutura da Algebra Parcial de Grupo

Nesta se¢do, provaremos que KT'(G) é soma direta de dlgebras de matrizes sobre anéis
KH, onde H ¢ algum subgrupo de (G, compreendendo assim um pouco melhor a estrutura de
KT(G).

Para isso, precisamos olhar para KT'(G) de um ponto vista geométrico e utilizar uma

nova apresentacao para a algebra parcial, introduzindo uma nova nota¢do: Dado um grupo H
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(nossos grupos continuam sendo finitos, salve men¢do contraria e denotaremos 1 por e para
simplificar a notagdo) e um inteiro positivo m, entdo I'Z denotard o grupoide cujos elementos
sdo triplas (g,4,7),comg € Hei,j = 1,2,...,m. O dominio e aimagem em I'’Z sdo definidos,
respectivamente, por d(g,i,7) = (e, 5, 7) e i(g,4,5) = (e,4,17).

O produto em ' ¢ o seguinte:

(9,4, 7)(h, j, k) = (gh, i, k)

Assim, as unidades em I' sd0 os elementos na forma (e, 4, 7), simplesmente denotados
pore;, parat = 1,2,...,m.
Vejamos primeiro que, de fato, I'Z satisfaz as quatro propriedades da definigdo de

grupoide. Sejam z, = (g,4,7),zn = (h,r,s), 7, = (I, t,u) € TH,

i) (24, 2p11) € (TE)? & (2,2, 7) € (TH)P:
Observe que, para que (x,,x,x;) pertenca a (PHY2) | primeiramente x;,x; precisa estar
definido, ou seja, precisamos ter s = t. Assim, z,x; = (h,r, s)(l,s,u) = (hl,r,u). Agora,
para que (x,, x,x;) esteja definido, precisamos ter j = r.
De j = r, segue que o produto z,z; estd definido, e x,x, = (g,,7)(h, j,s) = (gh,i,s).

E (z425,)x; estd definido pois temos s = t.

Como a volta é andloga, vale a equivaléncia.

11) (zgaxhxl) € (Fg)@) < (‘Tgaxh)7 (xhaxl) € (Fg)(z)

Segue imediatamente das contas do item anterior.

iii) Existem dnicos d(z,),i(z,) € T2 tais que (zy, d(x,)), (i(z,), 2,) € (TE)? e z,d(z,) =
xy =1(zg)x,:
Tome d(z,) = (h,k,l) € T'H. Para que tenhamos z,d(x,) = (g,4,7)(h, k, ) definidos,
precisamos ter j = k e, assim, para termos z,d(z,) = x4, precisamos ter (gh,i,l) =
(9,17, 7), o que vale se, e somente se, d(z,) = (e, J, j)

Para mostrar que i(x,) = (e, ,4) e i(x,)r, = x, basta seguir o mesmo raciocinio.

iv) Existe um tinico z;' € I'}! tal que d(z,) = z, x4 e i(zy) = gz, "
Tome z,' = (h,k,1) € T, d(z,) = z;'zy < (e,j,j) = (h,k,1)(g,i,7). Entio,

precisamos ter [ = i para que o produto (h,k,[)(g,%,7) esteja definido e , neste caso,
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h,k.i i.7) = (hg,k, 7). Agora, (e,j,7) = (hg,k,j) se, e somente se, h = g~ ' e
)Y g??] 97 7] g 7]7] g7 7] g

k = j. Portanto, z ;' = (g7, j, ).
Analogamente, mostra-se que i(z,) = x4z, ", ou seja, (e,7,1) = (g,%,7) (97", J,1).
Geometricamente, podemos representar um grupoide I' como um grafo orientado Er,

cujos vértices sdo as unidades do grupoide e cada elemento g € I' € uma aresta orientada de Fr

do vértice d(g) ao vértice i(g). Assim, cada componente conexa de Er é um subgrupoide de T

CYE=—0

No caso especifico do grupoide '/, o grafo Ern tem m vértices e entre cada dois

m?2

vértices ha | H | arestas, que podem ser rotulados pelos elementos de H.

Antes de podermos enunciar o principal resultado, precisamos de uma proposi¢ao an-

terior, que conecta os grupoides as dlgebras de matrizes.

Proposicao 3.16 Sejam I" um grupoide tal que Er é conexo por caminhos e m = |I'y| é finito.

Sejam ey um vértice qualquer de Er e H o grupo de isotropia de ey, que é definido por
H={gel:d(g) =i(g) =e}
Entdo
i) D=1l
ii) KI' = Mat,,(KH)
Prova: Considere e, s, ..., €, as unidades de I'. Para todos ¢, j = 1,2, ..., m, defina &;; por
&ij={g €l :d(g) =¢;,i(g) = e}

Observe que, para todo i,j = 1,2,...,m, &;; é ndo vazio, pois I' é conexo por ca-
minhos. Com efeito, se y1=¢;, Y2, ..., Yp+1 = €; € uma sequéncia em I'y € g1, g2, ..., g € uma
sequéncia em I tal que d(g;) = y; e i(g;) = y;+1 para todo i. Entdo, o elemento g = g...g2g1
pertence a &;;.

Claramente I" € a unido disjunta de todos os conjuntos &;;, para i,j = 1,2,...,m.

Entdo, considere uma familia fixada de elementos g; € &;1, comi = 1,2, ..., m. Para d(g) = ¢;
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ei(g) = e;jeparacadag € I, gj_lggi = h € H e g pode ser escrito de maneira tinica como
g = g;hg; ! com h € H. Por outro lado, cada elemento na forma g;hg; ! com h € H, pertence

&4l = [H].

a &;;. Note que, em particular,

Com isso, temos que a funcdo f definida por g = gihgj_1 — (h,1i,7) é uma bijecdo
entre I' e T'Z,

O homomorfismo vem de f(g192) = f(gjhiheg; ") = (hiha,i,7) = (h1, i, k)(ha, k, )
f(91)f(g2), onde k = i(g2) = d(g1).

Ja para provar a parte a i), considere (E;;); j—12,.m O conjunto de matrizes iden-
tidades de Mat,,(K), ou seja, E;; € a matriz com entrada nulas, exceto para a entrada na
posicdo 7, j, que € igual a 1x. Como (E;j); j=12, » ¢ uma base de Mat,,(K), a funcdo
(h,i,j) — h ® E;; estende por linearidade a um isomorfismo de K-dlgebra entre KT'Z e
KH ® Mat,,(K). Por fim, basta observar que K H ® Mat,,(K) =' Mat,,(K H), o que con-

clui a prova. O

Note que, na proposi¢do anterior, H poderia ser infinito e mesmo assim valeria o resul-
tado uma vez que a demonstracdo independe deste fato. Outra coisa importante a ser observada

€ a seguinte proposicao.

Proposicao 3.17 Se o grupoide 1" for uma unido finita disjunta de subgrupoides I';, com 1 € I
para algum conjunto finito I, entdo a dlgebra de grupoide K1' é a soma direta das dlgebras de

cada subgrupoide, ou seja

N N
I'=|JTi= KT = P KT..
=1 i=1

Em particular, a dlgebra de grupoide K1' é a soma direta de dlgebras na forma Mat,,(K H),

comm > 0e H grupo.

Prova: Se z, y sdo elementos de I' que estdao em componentes distintas de I', entdo xy = 0 em

KT. Com efeito, se = e y estdo em componentes distintas de I, entdo d(x) # i(y), pois, caso

1- Dada uma K-dlgebra A e um corpo K (néio necessariamente 0 mesmo corpo sobre o qual a dlgebra estd
definida), a funcdo
¢: A® Mat,,(K) — Mat,(A)
14 ® EE — Ef
€ um isomorfismo entre as dlgebras A ® Mat,,(K) e Mat,,(A), pois é uma bije¢do entre elementos da base da
cada algebra. Observe que tanto A ® Mat,, (K) quanto M at,, (A) estdo sendo considerados como A-médulos, e

que as bases sdo as bases dos A-mddulos (ndo dos K-espagos).
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contrdrio, a sequéncia d(y),y,i(y) = d(x) é um caminho de d(y) a d(z) em I', o que é um
absurdo, ja que d(y) e d(x) pertencem a componentes diferentes de Er. Portanto, segue que
ry = xd(z)i(y)y = x.0.y = 0.

Supondo que temos um numero finito N de componentes do grafo Er, denotadas por
'y, Iy, ..., 'y, podemos numerar os elementos de [ que correspondem aos vértices e arestas de
cada componente I'; por g1 j, ..., gz, ;-

Levando essa numeracdo em conta, cada elemento de K1' se escreve de modo tnico

como

Agora, o isomorfismo de KT'com KT'y @ K[ & ... & KI'y é

N L; Ly Lo Ly
o Z Z ki,jgi,j = (Z ki,lgi,h Z ki,2gi,27 ey Z ki,NQz‘,N) .
j=1 \ i=1 i=1 i=1 i=1

O fato de ser isomorfismo K -linear € evidente. Quanto ao produto, basta verificar em pares de
elementos de I'.

Sex eI'jey €'y comj # k,entdo zy = 0, e também P (z)P(y) = 0, pois o produto
na soma direta € feito coordenada a coordenada.

Se z,y € I';, entdo
O(x2)®(y) = (0,...,0,x,0,...,0)(0,...0,9,0,...,0) = (0, ...,0, 2y, 0, ..., 0)

onde x,y e zy aparecem na j-ésima posi¢do. Neste caso, se d(z) = i(y) entdo o produto xy
estd definido em I, e estd na mesma componente I';; neste caso, a igualdade acima fornece a
igualdade ®(x)®(y) = ®(zy). E se d(z) # i(y), entdo xy = 0 em KT e, pela equacdo acima,
P(z)0(y) =0 = D(zy).

® também preserva unidade:

@(1Kp)=q><ze>=( e D> e Y. e)

ecl’g ecloNl'y ecl'oNl'a ecl'oNl'n

= lgr, ® 1gr, D ... ® 1Ty
= 1K1 @KTe®.. 0 KTy -

Observe que a ultima igualdade segue da proposicao anterior. O
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Definicao 3.18 Sejam G um grupo e I'(G) o grupoide construido como anteriormente. Para

1<k<|G

, chamamos de k-ésimo nivel de I'(G) o subgrupoide de T'(G) constituido por
pares (A, g) com |A| = k. Analogamente, o k-ésimo nivel do grafo Er ) é o subgrafo de

Er(q) constituido pelos vértices (A, e) e arestas (A, g) tais que |A| = k.

Com esta defini¢do, e o resultado anterior, podemos dar uma descri¢do mais precisa da

dlgebra KT'(G), além de um algoritmo para seu calculo, que apresentaremos posteriormente.
Teorema 3.19 A dlgebra de grupoide KT'(G) é da forma

KT(G)= @B cu(H)Mat,(KH)
H<G
1<m<(G:H)

onde c,,(H)Mat,,(K H) significa a soma direta de c,,(H) cdpias de Mat,,(K H).

Prova: Seja A C G com e € A. Identique A = (A, e) € Ep(q) e observe que podemos tomar
A = e; como na proposi¢ao anterior.

Seja S(A) = {g € G:gA = A} o estabilizador de A em G. Identifique S(A) em
FEr(a) como o conjunto de arestas da forma (A, g), com gA = A, comegando e terminando em

A. Assim, S(A) = H, onde H é o grupo de isotropia de A. De fato, claramente

p: S(A) — H
g — (49)

é bijetora e p(g)p(h) = (A,g9)(A, h) = (A, gh) = p(gh). Assim, podemos identificar H =
S(A).
Observe que, como e € A, parag € H, ge = g € A, logo H C A.

Como H age pela esquerda em A, temos

iy
i=1

como unido de 6rbitas disjuntas. Como |Ht;| = |H| para cada 7, tem-se que m = |4/, Sem
perda de generalidade, considere ¢; = e.

Vejamos que a componente conexa de A em Er(g) contém precisamente m vértices,
dados pelos subconjuntos de G na forma A; = ti_lA, comi— 1,2, ....,m.

Note que A; # A; se i # j. De fato, suponha A; = A; com i # j,

A=A =t A=t A=t ' A= A= tt e H =
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=Stt, H=H=1t"H=t"H=1t"'=t"=t; =t

uma contradi¢do.

Observe que os vértices que aparecem na componente sdo da forma r—A, comr € A.
Mas, se r € A, entdo existe ¢; tal que r € Ht;.

Note também que, se » € Ht;, entdo r = ht; para algum h € H, o que implica que
r'A =t;'h7'A = t;'A. Assim, a componente conexa de A s6 possui elementos na forma
A;.

Por fim, pela proposi¢do anterior, Mat,, (K H) = KTH o que implica

KT(G)= @B cu(H)Mat,(KH)
H<G

1<m<(G:H)

pois o grupoide I'(G) nada mais é do que a unido disjunta de suas componentes conexas e cada

m

componente conexa é da forma | J A; com A; # A; se i # j. Como podem haver repeti¢oes
i=1

em componentes conexas distintas, temos os indices ¢,,(H ). o

Exemplo 3.20 Para G = S5 = {e, (12),(13),(23), (123), (132)}, calculemos KT'(S3).
Vamos calcular T para cada nivel k do grupoide T'(S3), onde k = | Al.

2

Para k = 1: Como obrigatoriamente ¢ € A, o unico elemento no nivel k = 1 é

({e},e). Logo, de m = &k como H < A, |H| divide |A| = k = 1, entdo m = 1.

|H|’

Assim, hd apenas uma componente conexa no nivel 1 com apenas um vértice e uma

tinica aresta comegando e terminando nele.

A

Assim, KT o Mat,(Ke) =~ K

Para k = 2, observe primeiro que o total de vértices no nivel k é calculado como
sendo a distribuicdo do niimero de elementos em Ss diferentes da identidade em subconjuntos
de k — 1 elementos, pois a identidade deve obrigatoriamente pertencer ao conjunto. Mais

genericamente, para calcular o total de vértices no nivel k vale a formula

(23)
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Nesse caso,

o) - ()

Além do mais, para k = 2, observe que S3 possui trés subgrupos de ordem dois:

{e,(12)}, {e, (13)} , {e, (23)}

que sdo estabilizadores de si mesmos. Os demais vértices no nivel 2 possuem estabilizador
trivial, pois ndo sdo subgrupos.
~ A - -
Da equagcdo m = ‘|—H‘| temos duas possibilidades para m, m = 1 ou m = 2. Entdo,

para m = 2 temos |H| = 1 e temos a componente conexa Fée}:

Ce

Dai, K'Y =~ Maty(Ke) = Maty(K)

D

Neste caso, se tomarmos v = {e, (123)}, vy = {e, (132)} e se &,,, denota o conjunto

de arestas de x para vy, entdo
G = ({6, (123)}, (123)),

Eunn = ({€, (132)}, (132)).

Agora, para m = 1, temos |H| = 2. Temos as trés possibilidades para H :

{e,(12)},{e, (13)},{e, (23)}.

Portanto, temos trés componentes conexas, cada uma com um vértice e duas flechas.

CeD CO CD
Em todos os casos podemos identificar H = 7, e temos 3KT'? = 3Mat,(K7Zy) =
3(KZs).

5
2

_ 1Al

Jd para k = 3, temos um total de ( b

) = 10 vértices e da equagcdo m segue que
podemos ter |H| = 3 ou |H| = 1. Como H é subgrupo de S3 e S3 possui somente um subgrupo
de ordem trés,

H = {e, (123),(132)},
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temos que os demais nove vértices tem estabilizador trivial e distribuem-se em trés componen-
tes, cada uma com trés vértices.

Portanto, temos as seguintes componentes conexas:

No caso de H = {e, (123), (132)}, a componente conexa possui apenas um vértice, o

vértice v, = {e, (123), (132)} e trés arestas:

dH

Jd no caso H = {e}, temos trés componentes conexas, cada uma com trés vértices. A

primeira possui os vértices
v ={e, (12),(13)}
vy = {e, (12), (132)}
vy = {e, (13),(123)}

Também temos:

G = ({€,(12),(13)}, (12))

Gy = ({€,(12),(13)}, (13))

S = ({6, (12), (132)}, (12))
Gy = ({€,(12), (132)}, (132))
Eusn = ({€,(13),(123)}, (13))

Evs.n = ({€, (13), (123)}, (123)).

A

Jd as outras duas componentes conexas possuem vértices, respectivamente
v = {e, (12),(23)}

= {e, (12), (123)}
vy = {e, (23),(132)}
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v = {e, (13),(23)}
vy = {e, (13),(132)}

s = {e, (23), (123)} .

As arestas deixaremos a cargo do leitor:

A,

Portanto, temos KT'%* = Mat,(K7s) = KZs para |H| = 3 e 3KF§8} = 3Mat;(K)
para |H| = 1.

Para k = 4, temos um total de (}) = 10 vértices. Como |H| divide |A| = k = 4,
podemos ter |H| = 1 ou |H| = 2 (ndo podemos ter |H| = 4 pois Ss ndo possui subgrupo de
ordem 4 e H deve ser subgrupo de Ss). Portanto, para |H| = 1 temos m = 4 e para |H| = 2
temos m = 2. Assim, surgem as seguintes componentes conexas:

Para o caso H = {e}, temos uma componente conexa com os vértices

v ={e, (12),(13), (23)}
vy = {e, (12), (123), (132)}
vy = {e, (13), (123), (132)}

vy = {e, (23),(123), (132) }
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X

H={e,(12)},H = {e,(13)} ,H = {e, (23)}

—_—

C 9

Para

temos, em cada caso, uma componente conexa com os reSpeCtiVOS vértices
U1 = {67 (12)7 (13)7 (132>}

ve = {e, (13),(23), (123)}.

v = {e, (13),(12), (123)}

ve = {e, (13),(23), (132)} .

v ={e, (23),(12), (132)}

ve = {e, (23),(13), (123)}.
C C

e temos, KT\ = Maty(K) e 3KT2? = 3Maty(KZy).

«D CeO

Para k = 5, temos um total de (i) = b vértices. Como Ss ndo possui subgrupo de

ordem 5, temos m = 1. Logo no nivel 5 hd apenas a componente conexa:
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MAN
N/

.—

E, assim, temos KTt = Mats(K)

Para k = 6, como A = Ss, o tinico estabilizador H ¢é o proprio S3. Portanto m = 1 e

@
e

temos a unica componente conexa:

Portanto, temos KT7® 2 Mat,(KSs) = K Ss e

Teorema 3.21 No teorema anterior, vale a seguinte formula recursiva:

S [ B D

H<B<G
(B:H)|m

Prova: Primeiro, fixe H como nas hipdteses do teorema anterior, ou seja, H € o grupo de
isotropia de algum vértice A, isto é, H = stab(A) e sejam = %.

Para determinar o nimero de repeti¢des da algebra Mat,,(K H) na equagdo do te-
orema anterior, precisamos contar o niimero de vértices no nivel & = m.|H| de Er() cujo

estabilizador é H. Defina b,,(H) como sendo o nimero de vértices na forma (A, e) onde A é

estabilizado por H. Como a componente conexa de A contém m vértices, pela demonstracio do
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teorema anterior, o nimero de componentes conexas em k, que possuem um vértice estabilizado

por H, é b (H)

m

Como cada A é subconjunto de G, contendo e, que € uniao de classes a direita de H,

entdo o nivel k tera ((G:H )*1) vértices.
m—1
Suponha que A é um destes vértices e que stab(A) = B O H. Entdo, existem
r1,T2, ..., € A tais que
n
A= U BTi
i=1
e como n|B| = k = m|H|. Entdo, temos que
|B|
n(B:H)=n—=m
( ) |

e, em particular, segue que (B : H) divide m.
Logo, temos que o niimero de vértices no nivel k, que sdo estabilizados por H, mas

tem um estabilizador que contém H, é

Dai, segue que

b (H) = ((G%H >1‘ 1) - Y b (B)

o H<B<G
(B:H)m

No entanto, observe que H nao é determinado exclusivamente pela componente conexa
escolhida H também depende da escolha de um vértice na componente.
Poderiamos ter definido outro indice para contar o nimero de componentes da forma

! . . e z
I'H com H' conjugado ou igual a H. Este nimero é

0(H )b (H)

Y

m

conforme mostraremos a seguir (onde 6(H ) é o nimero de subgrupos de G conjugados a H). A
partir deste, e da escolha igualitiria de componentes para cada subgrupo conjugado a f{, segue

que

da onde segue o resultado.
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Com efeito, dados os vértices A e gA, que estdo na mesma componente, se Stab(A) =
H, entdo Stab(gA) = gHg~'. Basta notar que rgA = gA implica que g~ 'rgA = A e, portanto
g 'rg € H. Ouseja, r € gHg™'. Reciprocamente vale a volta.

Quando calculamos o fator associado a uma componente com m vértices, escolhemos
um vértice A da componente, calculamos seu estabalizador H e, dai, sabemos que o subgru-
poide associado a essa componente é isomorfo a I'YZ, No entanto, se trocarmos de “vértice
inicial”, digamos de A para gA, trocamos H por gH g~! (que pode ser igual a H ou nio), como
vimos acima. Logo, a componente ndo determina o subgrupo [ exatamente; ela determina
a menos de conjugacao.

Afirmamos que b,,,(H) = b,,(gHg™') para qualquer g € G. De fato, G age no gru-
poide T'(G) por g - (A, 1) = (gAg™*, grg—'), e se o estabilizador de um vértice A, com relagdo

1

a acdo do grupoide, é H, entdo o estabilizador de g - A = gAg~t é gHg~ . Com efeito, se

h € H = Stab(A), entdo
ghg ' (g-A) = ghg 'gAg~" = ghAg~" = gAg ' =g A,

e temos que gHg™! C Stab(g - A).
Eser € Stab(g - A), entdo

7"gAg_1 = gAg_1 = rgA =gA = g_lrgA = A,

do que segue que g~ 'rg € H, que é o mesmo que r € gH g *.

Assim, o nimero de vértices que tem estabilizador / € o mesmo niimero de vértices
que tem estabilizador gH g~ para qualquer g € G.

Afirmamos também que a acdo de GG no grupoide preserva componentes. Basta obser-
var que a agdo preserva o produto do grupoide. Por isso, a a¢do preserva arestas do grafo de
['(G) e, portanto, preserva componentes.

Seja 0 = §(H ) o nimero de subgrupos de G que sdo conjugados a H. Sejam
riHri e Hry b r(;Hrgl

estes subgrupos (tome r; = 14). O nimero de vértices que tem estabilizador igual ou conjugado

aHé
b

Z b (1 Hr ') = by (H) = 6(H)by (H).

J=1

Como estes vértices se distribuem em componentes do grafo, cada uma com m elemen-

tos, segue que o nimero de componentes (no nivel &k = m|H ) cujos vértices tem estabilizadores
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conjugados a H é
O(H )b (H)

m

O nimero de componentes no nivel &, que possuem um vértice com estabilizador H’,
¢ o mesmo para cada subgrupo H' conjugado a H. De fato, da agdo de GG por conjugacio, temos

que se

Cl, CQ, ceey CN
sdo as componentes distintas, que tém pelo menos um vértice com estabilizador H, entao

gCig ™, 9097, ..., gCng ™

sdo componentes distintas que tém pelo menos um vértice com estabilizador H' = gHg™.

Trocando H por H’, vemos que o nimero de tais componentes € igual para H e H'.

Deste modo, como temos w

componentes com estabilizadores de vértices con-
jugados a H e como cada subgrupo conjugado a H se distribui pelo mesmo nimero de compo-

nentes, podemos associar a cada um destes subgrupos o nimero de

1 G(H)by(H) _ byu(H)

d(H) m m

componentes.
Finalmente, a férmula recursiva para c,,(H ) segue diretamente da férmula recursiva

para b,,,(H). O

Mostraremos a seguir que se a caracteristica de K ndo divide |G|, entdo a dlgebra KT'

€ semissimples. Mas primeiro precisaremos de um resultado sobre dlgebras de matrizes.

Proposicao 3.22 Sejam R e S dois anéis e m e n dois inteiros. Entdo
i) Mat,,(R® S) = Mat,,(R) ® Mat,,(S)
ii) Mat,,(Mat,(R)) = Mat,,(R)
Prova: Para o item ¢) considere a funcao
p: Mat,(R®S) — Mat,(R)® Mat,,(S)

> (rij, sij) By — <ZrijEij,ZsijEij>
Z7] Z7‘7

]
Claramente ¢ é bijetora e como estd definida para elementos da base de ambos os

conjuntos, sua extensao por linearidade, denotada da mesma forma, € uma bijecdo entre eles.
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Resta verificar que ¢ é um homomorfismo de anéis:

Para a multiplicagcao

¥ (Z(Tz‘j,sz‘j)Eij- Z(tklyukl)Ekl> =p Z Z(ﬂ‘j;&j)(%lﬂkl)) Ez)
0,J k,l il \j=k
= Z Z(rijtkla Sijukl)> Ez>
il \j=k
=p Z Zﬁ'jtﬂ, Z Sijujl> Eil)
il j j

= ( <Z Z it Ei, Z Z Sijuleil> ) -
il CUN

Por outro lado,

@ (Z(sz, Sij)Ei'> @ (Z(tkbukl)Ekl> = (Z TijEij>ZSijEij> (Z LB ZuklEkl>
i Kl 6d 0j Kl k.l
(Z Ti; L Z triF, Z i Eij Z UklEkl)
irj k.l 0] k.l
( (Z Z it L, Z Z Sijuleil> ) -
il g J

il

J& para a soma

@ <Z<Tija si) Eij + Z(tijvuij)Eij> = (Z((nj,sij) + (tij,uij))Ei)

.3 1]

= (Z(nj +tij, Sij + Uz’j)Ei)
i
= (Z(m + 1) Eigy Y (s + uij)Ei) :

1,J 1]

Por outro lado,

P (Z(%ﬁ Sz‘j)Ez'j> +¢ (Z(tij,uij)Ei) =
i "l
= (Z T’L'jEij7 Z SijEij> + (Z tijEij7 Z UijEij> =
i i i i
= (Z(w + 1) Eig, (s + Uz‘sz’j) :

] 0]
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Além disso

©(1Mat,, (RoS)) =¢ (Z(lm 1S)Ez‘j>

,J
= (Z 1rE;j, Z 1SEz'j> = IMatm(R)®Matm(S)-
,J 4,J

0 que prova o item 7).

Para provar o item 77) faremos um passo intermedidrio, mostraremos que
Mat,,(Mat,(R)) = Mat,(R) ® Mat,,(R)
para depois mostrar que
Mat,(R) ® Mat,,(R) = Mat,,(R).
Primeiro, considere a seguinte funcao
¢: Mat,(Mat,(R)) — Mat,(R)® Mat,,(R)
S AGE;  — YA @E,
2¥) 2¥)

onde A;; € Mat,(R) paratodo i,j = 1,2,...,m e E;; sdo os elementos da base candnica de
Mat,,(Mat,(R)).

¢ € aditiva pois

(Z A Eij + Z B”EU> = (i(Aij + Bij)Eij>

i!j

= Z Ei; ® (Aij + Byj)

,L‘?j

ZZEU ® Ay +2Eij ® Bij
%] 1,J
=¢ (Z AijEz’j> +¢ <Z BijEz'j>
i3 12

¢ € multiplicativa, pois

¢ ( (Z AijEij> (Z BkzlEkl> ) ( AijBuE; Ekl)
¥ k,l i,7,k,l
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Por outro lado,

¢ (Z Az’jEij> ¢ (Z BklEkl> (Z i ® Ay) (Eij @ Bkl))
i Kl

1,5,k,l

— Z i X Azy Ek;l X Bkl)
g,k,l

= Z ik © Aij B
irg.k
— Z El X Az]le

il
= Z E;® Y Ai;Bj
il j

Também, ¢ € unitdria pois

A(Intaty (Matn(R))) = @ (Z InEii> = Z E;,®I, =

(Z Eu) QL =1,®I,= 1Matm(R)®Matn(R)-

(Usaremos agora as notagdes E:, E}) e )" para os elementos das bases de Mat,,(R),
Mat,,(Mat,(R)) e de Mat,,,(R) respectivamente.)
Além do mais, ¢ é sobrejetora, ja que todos os elementos de Mat,,(R) ® Mat,(R)

sdo da forma ) a; ;i (E]; @ Ep), mas
i7j7k7l

Z ai,j,k,l(Eg? & E = kz

i7j7k7l

O niicleo de ¢ € 0 pois > | A;; ® E;; = 0 se, e somente se, A;; € nulo para cada , j, 0
Y]
que implica ) A;;E;; = 0.
1]
Ja para mostrar que Mat, (R) ® Mat,,(R) = Mat,,(R), considere, primeiramente,

a bijecdo nos indices
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Onde [n] = {1,2,..,n}.

¢ € injetora. De fato, considere ¢ (I, k) = ¢(t,r),isto é, (k —1)m+1= (r —1)m + 1.
Dessa igualdade, segue que (k — r)m = (t — 1), o que implica que m divide t — [. Mas, 1 <t
el < m,logo |t — l| < m. Portanto, temos que ter k —r =t — [ = 0.

Como |[n] x [m]| = |[mn]| = mn, segue que ¢ também & sobrejetora.

Defina agora a fungdo:

¢: Mat,(R)® Mat,,(R) — Maty,(R)
Ej @ By — EGnei
 estd bem definida e é multiplicativa:
Por um lado,

Por outro lado,

Eﬁz,k)qs(c,r)ﬂgfg,rm(d,s) = 5¢(byl)¢(cvr)Egég,k)d)(d,s)

ep(bl)=d¢(c,r) & b=cel=r.
Com isso, temos que (001, Fy 4 @ EY',) = 5¢(b,l)¢(cy,ﬂ)Eg@k)qb(d’s).

 também € bijetora. Como ¢ tem inversa

¢~z [mn] — [n] x [m]

segue que

define a inversa de (.
Como ¢ é uma bije¢ao entre elementos das bases de M at,,(R)@Mat,,(R) e M at,,(R),

entdo € um isomorfismo, o que conclui a prova. O

Corolario 3.23 Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tais que a
caracteristica de K ndo divida a ordem de G. Entdo, a dlgebra parcial K ,,.(G) € semissimples.

Em particular, C,,,.(G) é semissimples para qualquer grupo finito G.
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Prova: Pelo teorema anterior, sabendo que K, (G) = KT'(G), temos que

Ku(G)= P cn(H)Mat,(KH)
H<G
1<m<(G:H)

Pelo teorema de Molien, temos que cada dlgebra de grupo K H € da forma:

KH = Mat,, (K)
k=1

onde n depende de H. Pela proposi¢do anterior, temos

Mat,,(KH) = Mat, (@ Mat,, ( )) >~ P Mat,,(Mat,, (K)) = @ Mat,,, (K
k=1

k=1
Segue, que K, (G) é uma soma direta de algebras de matrizes com entradas em K, e

ai, pela reciproca do Teorema de Wedderburn-Artin, K, (G) é semissimples. d

3.4 Exemplos de Algebra Parcial de Grupo

Para apresentar mais alguns exemplos de dlgebra parcial de grupo precisamos manter
a seguinte notagdo: b,,(H) indica o nimero de vértices de Er () no nivel k& = m.|H| cujo
estabilizador é H. Entdo, o somando direto de KT'(G) correspondente as componentes destes

vértices €
Zhnrr(n—H)M at,(KH).
Note que, para todo grupo finito GG, no nivel k£ = 1, temos apenas um vértice, o vértice
= ({e},e), e, assim, H = {e} e m = 1. Dai temos b;({e}) = 1. Portanto, a componente

conexa correspondente & H = {e} é
1
({6})1\4 b(Ke) = $(K) = K.

No nivel k£ = |G|, temos H = G e m = 1. Como o tnico vértice no nivel k = |G| é
o vértice A = (G, e), também temos b, (G) = 1. Logo, a componente conexa correspondente a

H=G¢

DGyt (G = %(KG) ~ KG.

Assim, KT'(G) sempre contém um cépia de K e uma cpia da dlgebra de grupo KG

como somando diretos.
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Também vale a pena recordar que o numero de vértices no nivel & em Er(g) € dado

(2)

Exemplo 3.24 Considere p um niimero primo e o grupo ciclico G = Z, de ordem p. Como,

pela férmula

para cada H subgrupo de G, a ordem de H divide a ordem de G, temos que Z,, ndo tem nenhum
subgrupo ndo trivial. Assim, em cada nivel k < p, os vértices de Er(z,) tem estabilizador trivial,

logo temos m = k e, portanto, o somando direto correspondente a cada k < p é

1/p—1
- Maty(K).
: ( - 1) ate(¥)
(Observe que para k = 1 temos o somando direto K na dlgebra do grupoide.)

Assim, temos

k\k—1

k=1

p—1
1/p—1
KI(Z,) =D - (p )Matk(K) ® KZ,.

Exemplo 3.25 Considere novamente p um niimero primo e o grupo G = 7, X Z,,. Vejamos que

0 grupo Ly, x L, tem

1
b1 =p+1

subgrupos ndo triviais, que podemos denotar por Hy, Hs, ..., H, 1, com H; = Z, para todo
i=1,2,...,p+1:

Se H; e H; sdo dois subgrupos de ordem p distintos, entdo H; N H; = {0}. De fato,
H; N Hj é um subgrupo de H;, e de H; também, e como H; tem p elementos, ou H; N H; = H;
ou H; N H; = {0} .

Se Hy, Hs, ..., Hy sdo os subgrupos de ordem p de G = Z,, X Z,, temos que

pois cada elemento de G, diferente de 0, gera um subgrupo de ordem p e, portanto, pertence a

algum dos H;’s. Como nesta unido o elemento 0 aparece em cada um dos H;’s, temos que
p*=|G|=Np—N+1
N
(Np — N = N(p — 1) é o niimero de elementos na unido | J (H; \ {0})) e, logo
i=1

Np—-1)=Np—-N=p*—1=>N@p-1)=@p-D{p+1) > N=p+1.
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Os vértices de Er(z,xz,) no nivel k, para todo k nao miltiplo de p, tem estabilizador
trivial. Logo, os somandos diretos de K1'(Z, x Z,) correspondentes a estes niveis sdo
pr-1 2
1/p*—1
— Maty(K).
() )

k=1
ptk

Para k = mp, comm = 1,2,...,p — 1, temos dois casos: o caso dos vértices que sdo

estabilizados por H; e os vértices que tem estabilizador trivial.

O niimero de vértice que tem estabilizador H; pode ser calculado como

b (H;) = <(G7;i)1_ 1) B @__11)

Assim, os somandos diretos correspontes a tais dlgebras, lembrando que H; = Z,, é:

p—1
1 —1
@]i(p >Matm(KZp).
~ m \m-1

Os demais vértices no nivel mp tem estabiliador trivial, e podemos calcular seu niimero

como sendo

(e = (1 71) =S

mp — 1
~(ma) (070

e os somandos diretos correspondentes a estas dlgebras sdo

D [(17) - w0 () ot

m=1

Por fim, juntando todas os somandos diretos, temos

P11 Plpl/p—1
KT(Z, x Z,) = P . ( )Matk(K) £ — (m B 1) Mat,,(K7Z,)

k=1 m=1
plk
p—1 9

1 pr—1 p—

— — 1 Mat,,, (K
D () 0+ 0 (55 ) ot
® K(Z, x Z,)

No caso particular de K = C, temos que

Os fatores que aparecem sdo

Maty,(C), parak =1,2,....p*> — 1;
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Mat,,,(C), param =1,2,....p — 1;

Mat,,(CZy), param = 1,2,...,p — 1;

C(Z, x Zy).

Os dois ultimos fatores podem ser reescritos. Usando a proposicdo ?? e e observando
que se G € abeliano de ordem n entdo CG = nC, teremos

Mat,,(CZ,) = Mat,,(pC) = pMat,,(C);

C(z, x zZ,) = p*C.

Assim, os fatores que aparecem na decomposicao de Wedderburn-Artin sdo

C;

Mat,.(C) comr =1,2,...p—1;

Mat,.(C) comr =mpem=1,2,...,p— 1L

Exemplo 3.26 Sejam p e q dois primos distintos. Considere G = Z, X Ly = Zyq. O grupo
G tem dois subgrupos ndo triviais, isomorfos a Z, e L, ambos maximais. Podemos dividir
nosso problema em trés casos: o primeiro para k ndo miiltiplo de p e nem q, o segundo para
k multiplo de p e o terceiro para k miiltiplo de q. Assim, usando os mesmos argumentos do

exemplo anterior, temos:

KT(Z, x Z) =

=

)
D3
| =
7~ N
> 2
L
—_

1) Maty(K)

k=1
p.atk
p—1 q—1
1 /p—1 1 /qg—1
— Mat,,(KZ — Mat,,(KZ
D () otatrcz) P (1) Mataircz,
p—1
1 —1 —1
B (1) = ()] vt
= mq mq — 1 m—1
q—1
1 -1 -1
i g 1) = ()t
=, mp mp — 1 m—1
® K(Z, x Zq,)

Exemplo 3.27 Tome p primo e considere o grupo Z,» que tem apenas um subgrupo ndo trivial,
L, Entdo recaimos em dois casos dos exemplos anteriores, o caso em que k ndo é miltiplo de

p e o caso em que é miltiplo de p. Usando o mesmo raciocinio anterior, temos:
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k=1 m=1 m=
ik
p—1 2
1 —1 -1
(e R G | R
~ mp [ \mp — 1 m—1
2, K(sz)

Para K = C, os fatores sdo

Mat,(C) para k = 1,2, ...,p* — 1;

Mat,,,(C) param =1,2,...,p — 1;

Mat,,(CZ,) param = 1,2, ...,p — 1;

CZy,e.

Traduzindo o terceiro e quarto fator, temos

Mat,,(CZ,) = pMat,,(C) e

C(Z,) = p*C.

Como no caso anterior de G = 7, x Z,. Portanto os fatores na decomposi¢cdo de

Wedderburn-Artin sdo os mesmos.

Olhando com cuidado, vé-se que apenas os termos listados como Mat,,,(C) na de-
composic¢ao apresentada nos exemplos contribuem com termos M at,,,(C) na decomposicao de
Wedderburn-Artin. Comparando as multiplicidades do termo M at,,,(C) nas decomposi¢des
relativas a Z,, X Z,, € Z,» vé-se que elas ndo sdo as mesmas para nenhum m = 1,2....,p — 1.

Como a multiplicidade de um fator na decomposicao de Wedderburn-Artin de uma
dlgebra semissimples ¢ invariante, segue que K, (Z, X Z,) € Kpq-(Z,2) ndo sido isomorfos.

Este é, na verdade, um caso particular do teorema 4.4 [4], que segue enunciado abaixo

Teorema 3.28 Sejam G e H dois grupos abelianos finitos e K um corpo cuja caracteristica
ndo divide |G| tais que as dlgebras parciais K., (G) e K,.-(H) sdo isomorfas. Entdo G e H

sdo grupos isomorfos.

Exemplo 3.29 Retornando ao caso de G = Ss, na se¢do anterior calculamos

KP(Sg) =K D MatQ(K) © 3Mat3(K) ©® Mat4(K) b M(Itg,(K)@

@3KZ2 & KZg D 3Mat2<KZQ) D KSg



Algebra Parcial de Grupo 92

No caso particular de K = C, utilizando o teorema de Molien e a proposicdo ??,

femos que
CZs = Mat,(C) ® Mat,(C) = C & C = 2C
CZs = Mat;(C) & Mat,(C) & Mat;(C) 2 CH Ca C = 3C
Maty(CZs) = Maty(C @ C) = Maty(C) @ Maty(C) = 2Maty(C)
CS5 =2 Mat,1(C) @ Mat,(C) @ Maty(C) = C @ C @ Maty(C)
Dai,
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