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RESUMO

Pouco explorado no Brasil, esse trabalho busca apresentar o Critério de
Kelly com ferramenta de decisdo de quanto deve ser investido em um ativo de
risco e em um ativo livre de risco. Apresentaremos a teoria por tras desse
critério bem como testes empiricos para se avaliar sua aplicabilidade no mundo
real.

Palavras-chave: Critério de Kelly; Alavancagem de portfélio; Otimizagao;

Investimentos.



ABSTRACT

Pouco explorado no Brasil, esse trabalho busca apresentar o Critério de
Kelly com ferramenta de decisdo de quanto deve ser investido em um ativo de
risco e em um ativo livre de risco. Apresentaremos a teoria por tras desse
critério bem como testes empiricos para se avaliar sua aplicabilidade no mundo
real.
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1 INTRODUGAO

Decidir que proporgao de recursos alocar em ativos arriscados e ativos
livres de risco € uma escolha dificil. Diversos modelos foram propostos, sendo
0 mais famoso o0 modelo de média-variancia de Markowitz, que delimita uma
fronteira de eficiéncia de portfélios, deixando o investidor escolher um portfélio
nessa fronteira com base em sua aversao ao risco e desejo pelo retorno. Com
o critério de maximizar a Média Geométrica dos Retornos, o Critério de Kelly
(dado uma opgao de ativo arriscado e um livre de risco) produz um unico
portfélio, tirando a subjetividade do investidor. Esse portfolio também maximiza
a utilidade para uma funcao de utilidade logaritmica (Elton e Gruber, 2009) o
que justificaria seu uso por investidores maximizadores de utilidade sem

restricdes.

A ideia de se usar a quantidade de riqueza ja existente para avaliar o
valor de uma riqueza adicional, conhecido como Utilidade, e de que é preferivel
analisar uma "aposta" por sua Utilidade Esperada do que seu Retorno
Esperado é primeiro exposto por Daniel Bernoulli (Bernoulli, 1954). Das
conclusdes de Bernoulli sobre Utilidade, as duas mais relevantes sao "(...) any
increase in wealth, no matter how insignificant, will always result in an increase
in utility which is inversely proportionate to the quantity of goods already
possessed" (Bernoulli, 1954, p.25). Ou seja, mais riqueza € sempre melhor e a
Utilidade de uma riqueza qualquer decresce conforme a riqueza ja existente,
levando a concluir que quanto maior a riqueza menor o trabalho e/ou risco

disposto a se correr para conquistar essa riqueza adicional.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 MOVIMENTO BROWNIANO GEOMETRICO

A primeira analise do comportamento pelo qual os pregos dos ativos
mudam foi proposto por Louis Bachelier em sua tese de doutorado "Théorie de
la spéculation" em 1900. Conhecido por sua importancia no desenvolvimento
da teoria de precificacdo de opgdes, esse trabalho propde que os retornos
absolutos dos ativos variam de forma aleatéria, independentemente do valor do
atual, seguindo uma distribuigdo normal. Porém, essa tese ficou na
obscuridade até ser redescoberta na década de 1950 pelo estatistico Jimmy
Savage e apresentada para Paul Samuelson, que se interessou por estar
pesquisando sobre precificacdo de opcdes na época (Davis, 1993). Em 1905,
de forma independente, Albert Einstein analisa o mesmo tipo de processo
estocastico, mas aplicado a termodinédmica. Porém, a prova rigorosa desse tipo
de processo s6 foi demonstrada por Norbert Wiener em 1923, por isso esse

processo estocastico ficou conhecido como Processo de Wiener.

O Processo de Wiener, por vezes chamado de Movimento Browniano, é
um processo estocastico continuo, martingale (informagdes passadas nao
ajudam a prever o futuro), cujos incrementos, em termos absolutos, segue uma
distribuicdo normal com média 0 e desvio padrdo constante proporcional ao
espacgo de tempo do incremento i.e. N(0,0') (Durrett, 2010). Analisando os
precos de um ativo intraday ao longo de alguns dias pode parecer que se
segue um Processo de Wiener. O prego sobe 5 centavos num minuto, cai 2

centavos na préxima, cai mais 2 etc., como no exemplo abaixo:



GRAFICO 1 - VARIAGCAO DOS PRECOS EM REAIS MINUTO A MINUTO DO ATIVO PETR4
NO DIA 26/04/2016.
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FONTE: Terminal Bloomberg. Elaboragéo Prépria.

GRAFICO 2 - HISTOGRAMA DA DISTRIBUIGAO DOS RETORNOS
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FONTE: Terminal Bloomberg. Elaborac&o Prépria.

LEGENDA: Em azul, retornos PETR4 no dia 26/04/016. Em vermelho, retornos esperados para
uma distribuicdo normal com média R$0,00049 e desvio padrdao R$0,01511 (obtidos pela
amostra).

O histograma ja nos da sinais de que tal modelo pode nao servir para

analisar os retornos dos ativos.



Para quem tem mais pratica com o mercado financeiro dois problemas
ficam evidentes. O primeiro problema relaciona-se com a média dos
incrementos, o segundo com o tipo de incremento medido. Assumindo
investidores racionais e avessos ao risco, investir em um ativo com retorno
esperado igual a 0 mas com variancia maior que 0, tendo a alternativa de
manter o dinheiro em espécie com retorno garantido de 0 e variancia 0, € uma
escolha irracional, ainda mais quando se considera a existéncia de ativos de
renda fixa com retornos positivos e variancia 0 ou quase 0. Por isso, é de se
esperar que para um ativo com risco (variancia maior que 0) tenha um retorno
esperado positivo. Dados historicos do S&P500, obtidos no Terminal
Bloomberg, corroboram essa ideia. Desde de sua criacdo em 1871 até 2015
para quase todos os periodos de 5 anos ou mais, o retorno anualizado foi
positivo e o retorno anualizado dos 144 anos foi de 9%. Portanto, é previsto
que o retorno esperado seja positivo. O segundo problema tem a ver com o uso
dos retornos absolutos, usando como exemplo as acdes da Alphabet Inc
(Conglomerado Google) classe A, seu preco de IPO ajustado foi de
aproximadamente US$54, a esse preco uma variagdo de US$1 representa um
movimento de 1,85%, hoje a um preco da agdo na casa dos US$830 a mesma
variacdo de US$1 representa um movimento de 0,12%. Entdo, uma acdo que
suba em média US$1 ao ano vai se tornando cada vez menos atrativa e o
investidor migrara para investimentos que tenha uma melhor relagdo Retorno
absoluto/Preco, pois obtera o mesmo retorno absoluto com menos dinheiro
investido. Para manter a atratividade do investimento, ceteris paribus, os
retornos relativos (percentual) € que devem seguir uma distribuicdo normal (ou
outra qualquer). Entdo qualquer modelo que busque descrever o mercado

financeiro deve ter duas caracteristicas:
-Tendéncia de retornos positivos.
-Retornos relativos é que seguem algum processo.

Para superar as limitacdes do processo de Wiener, atualmente no ramo
de matematica financeira e finangas quantitativas, usa-se uma variante desse
processo, conhecido como Movimento Browniano Geométrico, GBM na sigla
em inglés (Hull, 1992). Nesse modelo, o retorno logaritmico segue uma

distribuicdo normal, por isso esse processo também é conhecido como modelo



10

log-normal. Hull (1992) apresenta propriedades interessantes desse modelo,

condizentes com a realidade:

-Os retornos sao independentes de retornos passados e do preco da

agao (Compativel com a Hipotese de Mercados Eficientes Fraca)
-O precgo do ativo s6 pode assumir valores positivos (Limited Liability)

-O processo parece ter uma "rugosidade" (a aparéncia da variabilidade)

parecida com a realidade.
-Tendéncia de retornos positivos
Entretanto, ele aponta alguns problemas:

-Em GBM, a volatilidade é constante, enquanto na realidade vemos

que a volatilidade muda e as vezes de forma muito abrupta.

-Informacgdes ou eventos nao previsiveis causam saltos nos precos das

acoes, enquanto o GBM é um processo sem descontinuidade.

-Os retornos nas caudas da distribuicdo sdao mais comuns do que o

esperado pelo modelo (com uma distribuigdo normal).

Apesar desses problemas o GBM ainda é bastante utilizado
(provavelmente o mais utilizado) por apresentar uma matematica relativamente
simples e levar a solugdes fechadas em diferentes aplicagdes (incluindo neste
trabalho).

Como nao é de interesse desse trabalho se aprofundar nas
caracteristicas matematicas do GBM, tomaremos a definicdo apresentada na
literatura. Oksendal (2013) e Ross (2014) nos apresentam a definicdo de um

processo GBM, como sendo,

2
—%)t'F O'Wt

S, = soe(“ (1)
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Sendo S o valor de um ativo, y o parametro drift, o a volatilidade e
W, um processo de Wiener, uma variavel aleatoria de média 0 e desvio padréo

igual a 1.

Sera do nosso interesse o retorno logaritmico esperado, E[ln (%)]

0

Como W, é um processo com media 0, seu valor esperado E[W{t] = 0, entdo o

retorno logaritmico esperado é:

F@]= (e @

Como daqui para frente, como trabalharemos apenas com o retorno

logaritmico esperado, trataremos E[In(S;/S;)] apenas como In(S;/Sy).

2.2 CRITERIO DE KELLY

Imagine que Ihe é feito a seguinte proposta, um jogo de cara ou coroa
onde se der cara vocé perde o valor apostado e se der coroa dobra-se o valor
aposta e vocé recebe sua aposta inicial de volta. O retorno esperado pode ser
facilmente calculado com sendo de 100%, portanto € uma aposta vantajosa e
uma pessoa racional a aceitaria. A questdo €, quanto devemos apostar ou
investir? Se colocar todo o seu capital, vocé maximizara sua expectativa de
lucro, porém tem 50% de chance de perder todo o seu dinheiro e nao poder
fazer novos investimentos para recuperar o capital perdido, vocé estara fora do
jogo. Se vocé apostar 0, estara minimizando o risco, mas também nao estara
aproveitando o beneficio de um retorno esperado positivo. Concluimos que o
valor ideal deve ser intermediario entre esses dois extremos. Como as
probabilidades e retornos sao constantes, entdo a aposta deve ser constante,
mas o0 montante absoluto ou o montante relativo deve ser fixo? Ou seja, deve
sempre ser apostado 20 unidades monetarias ou 20% do capital? Se vocé tem
100 unidades e ganha 20, tem um retorno de 20%, mas se tem 1000, o retorno

€ de 2%, conforme seu capital for crescendo, seu retorno marginal seria
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decrescente. Ja com uma fragao fixa, o retorno marginal sera constante, sendo

assim mais logico.

Ja vimos que devemos apostar/investir algo entre todo o nosso capital
e nada dele em uma proporgao fixa de f%. Para definir esse valor de "f",
primeiro devemos definir um critério, um objetivo que devemos alcancar, se
quisermos maximizar a probabilidade de dobrar o capital apdés uma jogada,
entdo f deve ser 100%, ou se quisermos maximizar a probabilidade de manter
o capital inicial apds n jogadas f devera ser 0%. O critério que buscamos é

maximizar o retorno no longo prazo.

Em seu trabalho seminal, John Kelly (1956) propde esse mesmo
problema e deduz sua solugéo pela primeira vez. Focado na engenharia, Kelly
trata o problema em termos de teoria da informagao, inclusive a incerteza do
resultado final do evento ocorre porque o resultado (real) é transmitido por um
"canal de comunicagao" sujeito a erros. Apesar de John L. Kelly ter feito o
trabalho seminal, Edward Thorp foi sem dudvida um dos seus maiores
estudiosos e quem mais aplicou o Critério na pratica, tanto em apostas quanto
em investimentos (Poundstone, 2010). Thorp apresenta uma dedugao mais
didatica e intuitiva (Thorp, 2006), que se segue (adaptada pelo autor para

incluir payoffs assimétricos):

Se apostarmos uma fragdo f de nosso capital em uma aposta que
pague b para cada unidade apostada mais nossa aposta original, em caso de

vitéria, e nada, no caso de derrota, nosso capital apds n rodadas sera:

Sn= So(1+fb)'(1 =) (3)

Sendo f a fragdo do capital apostado, V a quantidade de vitérias, D a
quantidade de derrotas e V + D = n. Como nos interessa maximizar a taxa de

crescimento esperado do nosso capital, a seguinte identidade nos sera util:
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Sn- 1/n
enlOg[So] — Sn

Logo, nosso crescimento na rodada n em fungdo da proporgédo do

capital alocado, G,,(f),
Ga(f) = log[1]/™ = ~log(1+fb) + Zlog(1—f)  (5)

Em termos de expectativa, VV/n é a probabilidade p de vitéria em uma

rodada e D/n é a probabilidade q de derrota. Logo, o crescimento esperado,

g(f) sera:
g(f) =plog(1+ bf) + qlog(1—f) (6)

Para achar a fragdo f* que maximiza g(f), max[g(f)] ocorre quando
dg(f)/of = 0. Resolvendo a maximizagao acima, encontramos que a fragao f*

que maximiza g(f) é:
* bp—
f — (bp—q) (7)
Comog=1-p

f* — p(b‘:)l)_l (8)

Para o exemplo que inicia essa secao, aplicando as equacoes (7) e (5):
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. 05(2+1)

> = 25%

g(f*) =0,5log(1 +2*0,25) + 0,5log(1 — 0,25) = 2,55%

Ou seja, para maximizar o retorno no longo prazo, é necessario apostar
25% do capital em cada rodada, alcangando assim um retorno logaritmico

médio de 2,55% por rodada.

E interessante notar como o crescimento ndo é assimptético com a
fragdo do nosso patriménio investido. Como fica claro no grafico abaixo, de 0 a
f* temos um crescimento maior para um f maior. Acima de f*, quanto maior a
fragcdo investida menor nosso crescimento até um ponto que temos um

crescimento esperado negativo.

2.2.1 Caso continuo

Apesar de curiosa, a ideia acima parece ter pouca aplicabilidade.
Apostas com retornos esperados positivos sdo coisas extremamente raras e
normalmente com vida curta. Podemos destacar alguns casos como o de
contagem de cartas no Blackjack. Descrito e utilizado, possivelmente, pela
primeira vez por Edward Thorp (Thorp, 1966), em termos simples, a contagem
de carta consiste em utilizar a informacéo das cartas ja vistas para se estimar
situagdes onde o jogo encontra-se com um retorno esperado que favorega o
jogador. Tendo tomado conhecimento do Critério de Kelly na década de 1950,
Thorp aplicou largamente esse conceito em sua estratégia de contagem de
cartas. Entretanto, a aplicagdo de tal estratégia requer muita habilidade e

trabalho, ndo sendo pratico como uma forma de investimento.

Outro caso curioso explorado por Ziemba (2001) é o de se escolher

combinacées de numeros pouco escolhidas em loterias do tipo 6/49,
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equivalente a Mega-Sena no Brasil. Escolher numeros “impopulares” pode
trazer um retorno esperado positivo, pois caso sejam sorteados, dificiimente o
prémio sera dividido em mais de um ganhador. Ziemba demonstra

estatisticamente que tal estratégia pode ter um retorno esperado positivo.

Ambos os casos reforcam a ideia de que o caso binomial do Critério &
pouco aplicavel. O primeiro, porque para obter-se proficiéncia na contagem de
cartas é necessario muita habilidade e treino. O segundo caso é pouco
aplicavel, pois como demonstrado no artigo, a fragdo do patrimbénio a ser
“‘investido”, de acordo com o Kelly, é tdo baixa que pode nao ser suficiente para
comprar um unico bilhete, além disso, pode ser necessario um tempo muito
superior a vida humana para que haja uma dominancia do retorno esperado

sobre a aleatoriedade.

Pelo publico que espero que o artigo atinja, ja imagino que o leitor esta
pensando em um “lugar” em que aportes de capital tém retornos esperados
positivos, 0 mercado financeiro. Como ja visto anteriormente, investimentos em
acoes tém retornos esperados positivos. O mercado financeiro tem outras
vantagens sobre as apostas com retornos positivos: nao € necessario, a
principio, grandes habilidades ou treinos, os investimentos ndo surgem em
curtas janelas de oportunidade, os mercados de agdes costumam ser grandes
o suficiente para nao terem limites para o volume dos investimentos (como os
table limits em cassinos), ou pelo menos sdo poucos os players que devem

levar isso em conta e ndo carregam o estigma social das apostas.

Os investimentos em acdes também apresentam duas caracteristicas
adequadas para uso do Critério, retorno esperado e risco esperado. Enquanto
no caso binomial vocé tem o ganho no caso de vitdria e a probabilidade de

vitéria, no mercado acionario ha o retorno esperado e a volatilidade.

Aplicar um modelo as a¢des que possa maximizar os retornos no longo
prazo pode ser de extremo interesse para investidores institucionais e pessoas
fisicas. A primeira vista ndo conseguimos aplicar as variaveis retorno esperado
e volatilidade nas equagdes ja apresentadas, porém podemos deduzir
equacgdes para investimentos com payoffs continuos utilizando a ideia original
de John Kelly. Em seu artigo de 2006, Thorp parte da mesma ideia utilizada
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para se deduzir a equacao de Black-Scholes-Merton. A variacdo do preco das
agdes, em fragdes de tempo infinitesimais, pode assumir dois valores, m =+ s,
sendo m o retorno esperado e s 0 desvio padrao. Dessa forma, o caso binomial
pode ser aplicado para fracbes de tempo infinitesimais e com um pouco de
manipulagéo algébrica e séries de poténcia chega-se em uma solugdo para

qualquer intervalo de tempo real.

Como estamos partindo do pressuposto que as agdes seguem o GBM,
podemos chegar a mesma solugdo apresentada por Thorp, maximizando o
movimento/retorno esperado no GBM. Optei por utilizar esse caminho por

considera-lo mais claro e intuitivo.

Como ja visto, o retorno esperado de um ativo S é dado pela equacgéao

(2):
(k- @

E[m(5)]

Para um portfélio composto de uma fragéo f em um ativo S, com drift ,
desvio padrao o e uma fragdo (1 — f) num titulo pagador de uma taxa de juros

conhecida r. A taxa de retorno esperado, G(f), passa a ser:

6 =(fu - LD+ @-pHrt ()

Resolvendo, max G(f). Chamando de f* o valor de f que maximiza

G(f),

aG(f) _ . 2fe®
T . r=0 (10)

Logo,
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Aplicado f* em G(f),
G =L 4y (12)

Como s6 ha um ativo de risco, a volatilidade do portfélio € proporcional

a quantidade desse ativo,

Para f*,

Sobre a volatilidade, é interessante notar que ao contrario do G(f) que
apresenta uma funcéo concava, a volatilidade é monotona e crescente com f.
Isso significa que portfélios com f > f* tém um crescimento menor e mais

volatil que o portfélio de Kelly.

Graficamente temos, para u = 10%;r = 0% ; 0 = 45%:

GRAFICO 3
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2.2.3 Vantagens e desvantagens

Até agora focamos em deduzir um método capaz de maximizar o
retorno no longo prazo, sem levar em consideracdes outras questdes. A
primeira vista pode ser tentador enxergar numa estratégia com o maior retorno
esperado como sendo a melhor possivel, afinal, € de interesse dos investidores
o retorno. Essa se¢do busca tratar das vantagens e desvantagens do Critério

de Kelly ja apresentadas por outros autores.

No lado das vantagens, MacLean, Thorp e Ziemba (2010) listam
algumas delas. A propriedade basica do critério, maximiza a taxa de retorno
logaritmica esperado (maxE[logG]) do investimento. Por si s6 essa é uma
propriedade, como discutindo antes, de grande interesse para uma ampla
gama de investidores, mas ela tem alguns corolarios interessantes. Esse
Critério, além de maximizar o log-retorno, maximiza a utilidade dos investidores
com fungdes de utilidade logaritmicas, isso implica de certa forma que
investidores com utilidades nessa familia de fungdes estardo “mais satisfeitos”.
Sob certas condigdes, max E[log G], também maximiza a mediana dos retornos
logaritmicos, algo util para manter o investidor na estratégia. O investidor de
Kelly, sob os pressupostos do modelo, esta fora de risco de uma faléncia,
capital se tornar 0, apesar de teoricamente poder atingir niveis arbitrariamente

pequenos em cenarios adversos.

A ultima vantagem se refere a facilidade de escolha. Na moderna teoria
de portfélio, no modelo de analise de media-variancia (Markowitz, 1952)
mesmo tendo apenas um ativo (ou fundo de ativos) de risco e um ativo livre de
risco, podem ser montados infinitos portfélios eficientes, racionais de serem
investidos, com diferentes riscos e retornos. Com base na aversao ao risco,
entdo, um dos pontos sobre a curva sera escolhido. O problema é supor o
conhecimento do nivel de aversdo ao risco dos agentes, algo demonstrado
(Kahneman,2012) como problematico e ambiguo. Em Kelly, é gerado apenas
um portfélio (dado somente um ativo de cada uma das duas categorias)
bastando supor que o investidor esta interessado em maximizar seu retorno

logaritmico.
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Do outro lado da moeda, existem desvantagens no Critério, que podem

torna-lo néo ideal para todos os investidores.

Da ultima vantagem citada podemos deduzir uma desvantagem. Como
nao a analise da avers&o ao risco, para alguns agentes, o risco desse portfolio

pode ser muito maior que o suportado por muitos investidores.

Provavelmente o maior detrator do Critério de Kelly seja o notavel
economista Paul Samuelson que escreveu diversas criticas, mais notadamente
em Samuelson (1971) e Samuelson (1979). Suas criticas concentram-se
principalmente no pressuposto da funcado de utilidade logaritmica, na verdade
nao € um pressuposto do modelo e sim um pressuposto para os agentes
utilizarem o modelo como estratégia 6tima. Samuelson demonstra que para
qualquer outra fungao de utilidade o Critério € uma estratégia ndo 6tima. Por
sua complexidade matematica estar além do escopo desse trabalho, sugerimos
ao leitor interessado se referir ao artigo original. Outra critica apresentada por
Samuelson se refere ao longo prazo. A estratégia maximiza o retorno com
certeza o tempo tendendo ao infinito e com isso tende a maximizar o retorno
em periodos finitos. Entretanto, no curto prazo (e por vezes no longo prazo) a

estratégia pode ter retornos muito fracos ou mesmo negativos.

A ultima desvantagem a ser apresentada é a que considero de maior
preocupacgao para esse trabalho. Erros na estimacdo dos parametros podem
levar o investidor erroneamente a investir mais ou menos que a propor¢ao
ideal. Como visto anteriormente, caso o investidor aplique f < f* terd um
crescimento menor que o maximo, mas também tera uma volatilidade menor;
caso aplique f > f* além de ter um crescimento menor que o maximo, tera
uma volatilidade maior também, tornando esse caso mais perigoso que o
anterior. Para tentar sobrepor essa questdo, Maclean e Ziemba (1999)
propdem investir uma fragdo pde f*, estratégia conhecida como Kelly
fracionario. A ideia é que como superestimar f* é mais custoso que
subestimar, ao intencionalmente investir menos, o agente se protege contra os

efeitos da superestimagao a um custo relativamente pequeno.

No trabalho citado, os autores testam f = 0,5f". Nesse caso, se f*

estiver corretamente estimado, o investidor tem um crescimento 25% menor
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que G(f") e uma volatilidade 50% menor. Para um p = 0,75, a volatilidade é
25% menor, enquanto o crescimento € apenas 6,25% menor. No grafico

abaixo, vemos a relagdo entre os valores de p e as quedas de G(f) e oy:

GRAFICO 4
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FONTE: O autor.

A principio ndo existe uma regra para escolha de p, ficando a cargo do

investidor essa escolha.
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3 APLICAGAO

Para testar o desempenho do Critério de Kelly, serdo montadas e
analisadas portfolios, com dados passados, consistindo de um indice de a¢des

de referéncia e a taxa livre de risco compativel com cada indice:

e |bovespa e SELIC - Brasil
e S&P 500 e Federal Funds Rate - EUA
e FTSE100 e ICE LIBOR (Para Libra) — Inglaterra

Os dados referentes aos indices de acgdes, foram obtidos através da
Plataforma Bloomberg. O histérico da taxa SELIC foi obtido no site do Banco
Central do Brasil (2016). O histérico do ICE LIBOR foi obtido no site do Federal
Reserve Bank of St. Louis (2016a). E por ultimo, as taxas do Federal Funds
Rate também foram obtidas no site do Federal Reserve Bank of St. Louis
(2016b).

3.1 TESTE TEORICO

Antes de iniciarmos os testes no mundo real, vamos simular o Critério
de Kelly numa situagdo onde garantiremos que os pressupostos do modelo
serdo seguidos. Para isso iremos simular um ativo no Microsoft Excel. A
maneira de simular um ativo no Microsoft Excel e aplicacdo do Critério de Kelly
encontram-se no Apéndice A. Para essa simulagdo usamos arbitrariamente os

paradmetros, ao ano:

o u=10%
e 0=30%
o 7=5%

Com esses parametros o retorno esperado do ativo € E[G(f)] = 0,12 —
(0,32/2) = 0,055, ou seja, 5,5% ao ano. Para esses paradmetros, os valores

esperados relacionados ao Critério de Kelly séo:
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= 55,56%

(0,10 — 0,05)2

G =gz, + 005 =639%
Al LY
o 03 =16,67%

O Critério pressupde um balanceamento dinamico

continuamente,

assim como o modelo de Black-Scholes-Merton e o Modelo de Markowitz,

entretanto tal pratica é inviavel no mundo real. Custos de corretagem, Spread

de compra e venda e infraestruturas necessarias tornam extremamente

custoso o balanceamento continuo. Portanto, tanto na simulag&o teorica,

quanto com ativos reais, sera feito o balanceamento diario e como sera visto,

com pouquissimas perdas.

Abaixo temos quatro padrdes, entre os infinitos possiveis, gerados na

simulagdo:

GRAFICO 5 - QUATRO
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FONTE: O autor.
LEGENDA: Quatro possiveis padrdes. Em Azul,
Laranja, investindo usando o Critério de Kelly.
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Apesar de serem apenas alguns padrdes no universo de possibilidade,
€ possivel notar algumas caracteristicas. O Critério ndo garante que o
investidor se saira melhor, em relagdo ao ativo puro, todas as vezes; tende-se
a ter uma volatilidade muito menor. A superioridade do Critério € assintdtica
com o tempo, a diferenca entre o retorno absoluto com e sem o Ciritério

aumenta com o tempo.

Apos serem feitas pouco mais de 1300 simulagdes, os resultados se
mostraram bem préximos do esperado. Para o ativo puramente tivemos uma
média dos retornos logaritmicos de 5,560% com um desvio padrao de 29,74%,
contra os valores esperados de 5,500% e 30% respectivamente, mostrando a
adequacao da simulagdo. Usando a estratégia tivemos uma média dos retornos
logaritmicos de 6,418% e um desvio padrao de 16,52%, contra os esperados
6,39% e 16,67%. Ja que a simulagédo é apenas uma aplicagdo da mesma
matematica do modelo, com o0s mesmos pressupostos, obviamente os
resultados teriam que ser muito préximos. E apenas uma tautologia util para

visualizarmos a aplicacao e intervalos de tempos (Grafico 5).

3.2 TESTE COM DADOS (BACKTEST)

Para realmente entendermos como o modelo se sairia no mundo real, é
necessario ver como ele teria se saido se tivesse sido aplicado no passado,
ainda assim sem garantias de que teria o mesmo desempenho no futuro. Tais
testes sdo muito comuns no mercado financeiro e sdo conhecidos como
Backtest.

Para realiza-los precisamos definir alguns pressupostos. Nesse caso,
iremos considerar a volatilidade (o) e o drift (u) como constantes no tempo,
com r (taxa livre de risco) sendo o0 unico parametro que varia ao longo do
tempo (usando as taxas ditas no comego dessa segao), além de claro,
considerar que os ativos seguem um movimento Browniano Geométrico.
Devemos lembrar que o drift ndo € 0 mesmo que o retorno do ativo. Os

parametros serao calculados a partir de um periodo denominado de “Periodo
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de calculo” e o teste sera feito no periodo posterior denominado de “Periodo de
Teste”. O balanceamento sera feito diariamente. Os detalhes de calculo no

portfélio seguindo o Critério encontram-se no Apéndice A.

Apesar de existirem bons argumentos, como ja citado, para investir
uma fracdo de f*, por purismo a teoria original e para identificar possiveis

problemas, ndo sera usado o Critério de Kelly Fracionario.

O investidor que tivesse interesse de realizar os investimentos abaixo
nao seria capaz de investir diretamente nesses indices, ja que sao apenas
referenciais e ndo ativos propriamente ditos. Mas ha algumas opc¢des, a
primeira e menos viavel, possivel apenas para grandes investidores
institucionais, seria replicar o indice comprando seus componentes com a
fragdo f* e o resto no ativo livre de risco. Outra opgéo seria dividir entre uma
ETF representativa do indice e o ativo livre. A ultima opg¢ao e provavelmente
mais pratica, seria investir 100% do capital no ativo livre de risco e trabalhar na
margem com o contrato futuro do indice. Como o contrato futuro tem um
decaimento de valor pela passagem do tempo igual ao ganho de valor do ativo
livre de risco (Hull, 1993), o ganho da fragdo f* no ativo sem risco, seria
compensado pela perda de valor do contrato futuro, tornando tal portfélio
equivalente a investir parte no indice, parte no ativo sem risco. Além disso,
dessa maneira sO seria necessario balancear um unico ativo e seria possivel

alavancar o ativo de risco de uma maneira facil.

Um ultimo detalhe que deve ser atentado € o de converter a taxa de

juros anual para retorno logaritmico, através da expresséo r;,, = In(1 + r).
Os parametros serao calculados da seguinte forma,

Retorno esperado diario do ativo sera a média simples dos retornos

logaritmicos:

1
Retaia =~ ) In(z—

E anual:
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Ret,no = 252 Retg;,
Com n numero de dias da amostra, S; valor do ativo no dia i.

A volatilidade, sera o desvio padrao diario dos retornos da amostra,

dado por:

n
1 S;
Odia = | E (In (—l )— Retyiq)?
n—1 — Si—l
1=

E anula:
Oano = Odia V 252

Lembrando que o parametro Drift (u) é diferente do Retorno esperado e

deve ser calculado a partir do retorno esperado e da volatilidade:

2
Oano

Uano = Retgno +

Como trataremos com os parametros anuais, por simplificagao,
indicaremos os parametros anuais apenas por seu simbolo sem o subscrito,

exceto onde especificado o contrario.

3.2.1 IBOVESPA

Nosso primeiro teste sera feito com o indice Bovespa. O IBOVESPA,
principal indice de agbes do mercado brasileiro, é resultado de uma carteira
tedrica composta dos ativos de maior liquidez na BM&FBovespa, calculado
com uma base de critérios e divulgada pela mesma instituicdo (BM&FBovespa,
2015). Atualmente composto de 58 acgdes, € um bom referencial da bolsa

brasileira, além de ser um portfélio bem diversificado.

O periodo de calculo é de 02 de janeiro de 1995 a 30 de dezembro de
2010, um periodo de 16 anos. O periodo de estudo 03 de janeiro de 2011 a 30
de dezembro de 2015, um periodo de 5 anos. Os paradmetros medidos no

periodo de calculo foram:
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Ret = 17,68%
o =3721%
u=24,61%

Como f* esta variando apenas com a taxa livre de risco r, temos a

fragdo no ativo de risco no periodo de teste variando conforme:

GRAFICO 6
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FONTE: O autor.

No grafico 6, pode-se ver a utilidade de trabalhar com o contrato futuro

na margem, ja que a maior parte do tempo o portfélio encontra-se alavancado.

Os retornos esperados e volatilidades esperadas, em funcao do tempo,
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FONTE: O autor.

Os resultados encontrados no backtest foram:

TABELA 1
IBOVESPA Ativo  Kelly
G(.) -9,759% -10,408%
c 23,135% 24,211%
M -7,08%  -7,48%

FONTE: O autor.

Seguindo o seguinte padréo, normatizado em 1000 no dia 04 de janeiro

de 2011:
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GRAFICO 8 — VALORES DO PORTFOLIO AO LONGO DO TEMPO, NOMATIZADO EM 1000
NO DIA 04/01/2011
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FONTE: O autor.
LEGENDA: Em azul, investindo puramente no ativo. Em laranja, usando a estratégia de Kelly.

Para o periodo e ativo em questado, notamos que o Critério apresentou
uma performance ligeiramente inferior do que o indice puramente, tendo um
retorno anualizado médio 0,65 pontos percentuais menor e uma volatilidade
anualizada média de 1,07 pontos percentuais maior. E importante notar que
esse foi um dos maiores periodos de recessdo econdmica no Brasil, fazendo
com que os parametros reais fossem muito diferentes dos estimados,
produzindo um f* estimado também diferente do real, podendo assim atribuir a
isso o desempenho inferior. Como nesse caso, o portfélio se mantem boa parte
do tempo préximo a 100% no ativo, as diferencas entre os resultados néo

foram tao grandes.

3.2.2 S&P 500

O segundo teste sera feito com o indice Standard & Poor’s 500,
calculado e divulgado S&P Dow Jones Indices, uma joint venture da S&P
Global, CME Group e News Corp. Considerado pela midia especializada como
0 mais acompanhado e representativo indice da economia norte-americana

(Investopedia, 2016). O S&P 500 é composto pelas 500 maiores companhias,
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por valor de mercado, negociadas na New York Stock Exchange ou na
NASDAQ, ponderadas pelo seu valor de mercado. (S&P Global, 2016).

O periodo de calculo vai de 03 de janeiro de 1995 a 31 de dezembro de
2010, 16 anos e o periodo de teste de 03 de janeiro de 2011 a 31 de dezembro
de 2015, 5 anos. Periodos virtualmente iguais ao teste anterior. Os parametros

obtidos no periodo de calculo foram:

Ret = 6,30%
o =20,22%
U =855%

Os valores de f*, G(f*) e o* calculados foram:

GRAFICO 9
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FONTE: O autor.
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GRAFICO 10
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FONTE: O autor.

Os resultados encontrados no backtest foram:

TABELA 2
S&P 500 Ativo Kelly
G(.) 9,510% 16,664%
c 15,487% 31,302%
M 10,71%  21,56%

FONTE: O autor.
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Grafico 11 — VALORES DO PORTFOLIO AO LONGO DO TEMPO, NORMATIZADO EM 1000
NO DIA 04/01/2011.
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FONTE: O autor.
LEGENDA: Em azul, investindo puramente no ativo. Em laranja, usando a estratégia de Kelly.

Para esse periodo, o S&P 500 teve um retorno 3,21 pontos percentual
maior e uma volatilidade 4,73 pontos percentual menor do que as médias
histéricas, o oposto do que aconteceu no IBOVESPA. Dessa forma, a
estratégia usando o Critério atingiu um retorno muito acima do esperado com
uma volatilidade bem abaixo. E interessante se pensar que o Critério apesar de
ter se saido melhor que o esperado, conhecendo de anteméao dos reais valores
dos parémetros para o periodo, teriamos calculado f* maiores e obteriamos

retornos ainda maiores.

3.2.3 FTSE 100

O ultimo teste sera feito com o indice FTSE 100, indice representativo
da London Stock Exchange, a bolsa britdnica. Composta pelas 100 maiores
empresas, por valor de mercado da LSE, ponderadas por seu valor de
mercado, compreende cerca de 81% da capitalizacdo de mercado de toda a
LSE. (FTSE, 2016).

O periodo de calculo vai de 03 de janeiro de 1995 a 31 de dezembro de

2010, 16 anos e o periodo de teste de 03 de janeiro de 2011 a 31 de dezembro
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de 2015, 5 anos. O mesmo dos anteriores. Os parametros obtidos no periodo

de calculo foram:

Ret = 4,08%
o = 19,46%
u=597%

Os valores de f*, G(f*) e ¢* calculados foram:
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Os resultados encontrados no backtest foram:

TABELA 3
FTSEI00  Ativo  Kelly
G(.) 0,75% -0,03%
o 15,62%  22,51%
M 1,97%  2,50%

FONTE: O autor.

GRAFICO 13 — VALORES DO PORTFOLIO AO LONGO DO TEMPO, NORMATIZADO EM
1000 NO DIA 04/01/2011.
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FONTE: O autor.
LEGENDA: Em azul, investindo puramente no ativo. Em laranja, usando a estratégia de Kelly.

O caso do FTSE 100 foi muito parecido com o do IBOVESPA onde o
parametro verdadeiro de y no periodo foi inferior que o projetado e a estratégia

de Kelly teve uma performace inferior que o benchmark.
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4 CONCLUSOES

Do ponto de vista tedrico, para o investidor que deseja maximizar seu
retorno no longo prazo, o Critério de Kelly € a melhor estratégia para decidir
quanto do capital sera investido no ativo, ou portfélio de ativos, de risco e
quanto no ativo livre de risco. Demonstramos que com essa estratégia, na
meédia, ele obtera o maior retorno possivel sem, teoricamente, ir a faléncia,

apesar poder obter retornos negativos consideraveis.

Outra vantagem desse modelo é a sua simplicidade de calculo, limitada
a uma algebra simples. Sua aplicagdo pratica também é simplificada, sendo
necessario transacionar apenas um ou dois ativos, o que diminui os custos de

corretagem, de spread e minimiza riscos de liquidez

Apesar do modelo aplicado ao mercado financeiro ter pressupostos
relevantes e que podem n&o ser compativeis com a realidade, sdo os mesmos
de outros modelos como o de Média-Variancia de Markowitz, com a vantagem
em relacdo a esse de utilizar um parametro incerto a menos, a correlagao entre
ativos, um parametro notadamente instavel (Taleb, 1997), diminuindo o risco de
modelo e o risco de parametros. Ou seja, o Critério de Kelly € mais robusto que

o0 modelo de Média-Variancia.

O Critério de Kelly também é mais abrangente que outros modelos.
Esse trabalho focou apenas no buy-and-hold, aquele que compra os ativos
para manté-los no longo prazo, mas ele pode ser usado por uma infinidade de
estratégias como long-short, arbitragem estatistica, analise técnica ou qualquer
outra estratégia que o investidor acredita ter um retorno positivo e que possa

ser obtido os parametros necessarios.

Quando entramos nos testes historicos, podemos identificar seus
problemas no mundo real. Um problema comum nos modelos e estratégias do
mercado financeiro € de ndo haver qualquer garantia de que dados passados
possam prever o futuro, por mais que um parametro tenha se mantido igual em
todo o passado, ele pode mudar. Vemos que esses parametros também nao
sao estaveis no tempo. Em momentos de grande volatilidade onde o investidor

que tivesse utilizado uma volatilidade menor que a real como parametro, ele
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incorreria em perdas ou ganhos inferiores aos esperados, por outro lado em
momentos de baixa volatilidade, com a entrada do parametro de volatilidade
menor que a real, o investidor estaria investindo menos do que deveiria no

ativo de risco, tendo retornos inferiores aos permitidos pelo modelo.

Por estarmos trabalhando com uma variavel estocastica, mesmo que
0os parametros sejam estaveis no longo prazo, no curto prazo os parametros
estimados podem ser diferentes, fazendo a estratégia ter uma performance
inferior a prevista. Como foi o caso do teste do S&P 500, onde a estratégia
comecgou se saindo pior, até conseguir ultrapassar o ativo sozinho. Como a
superioridade da estratégia é assintética com o tempo, é necessario que o
investidor esteja disposto a manter o Critério por longos periodos para poder
usufruir das vantagens, lembrando que ainda assim existe a possiblidade de

alcancar uma performance inferior.

No entanto, quando aplicado na pratica seguindo a metodologia desse
trabalho, fica um pouco dubil a vantagem de se utilizar o Kelly, ainda mais se
lembrarmos que nao foram levados em contas os custos transacionais. Deixo,
entdo sugestdes de pesquisas futuras que podem ser feitas para tentar

aprimorar sua aplicagao:

Ao relaxar a hipbétese de estabilidade dos pardmetros no modelo
Browniano Geométrico, podemos aceitar que parametros variando no tempo e
utilizar métodos para estima-los continuamente, como o GARCH (Engel, 2001)
e a volatilidade implicita das opgdes para o parametro o e métodos bayesianos
e opinides do investidor para estimacdo do retorno e p. Se tais métodos
realmente tiverem maiores capacidade de previsédo, espera-se que se usados

no Critério produzam resultados melhores e mais proximos das expectativas.

Em finangas, quando um investidor deseja nédo correr um determinado
risco ele faz o hedge de sua posicdo, ou seja, assume outros investivementos
que sejam impactados contrariamente por esse risco de forma que no total seu
portfélio ndo seja, ou seja pouco, afetado por esse risco especifico. A mudanga
no valor de um portfélio resultado em mudangas na volatilidade é conhecido
como vega, portfolios com vega positivos ganham com uma maior volatilidade,

opgdes out of the money sdao um exemplo. Como o Critério € prejudicado por
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aumentos néo esperados na volatilidade talvez seja possivel utilizar de forma

dinamica opcgdes out of the money para mitigar ou diminuir esse risco.

Para o leitor interessado, s6 encontrei um unico trabalho que expande
0 modelo para portfolios multivariados (com varios ativos de risco). Escrito por
Nekrasov (2014), apresenta um modelo de solu¢do fechada para aplicagao do
Critério de Kelly para varios ativos e solugdes algoritmicas para Kelly

fracionario e com restrigoes.

Talvez seja uma mudanca de paradigma esperando para acontecer ou
apenas mais um modelo no ecossistema das finangas quantitativas. Pela
auséncia de pesquisa nesse tema no Brasil e falta de testes empiricos na
litereatura geral, achei interessante introduzir esse tema no pais analisando

dados reais.
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APENDICE 1

e Simulando o Movimento Browniano Geométrico no Excel

Para gerarmos uma série que siga o GBM partiremos da fungdo que
define tal movimento:

a2

St — St_le<u—7)t+ oW

Onde S;_, e S; sao respectivamente os valores nos temposte t-1. y e
o sao drift e volatilidade, t € o intervalo de tempo. E W,, um processo de

Wiener:

WtZE\/E

Onde ¢ é uma variavel aleatéria com distribuicdo normal com média 0 e

desvio padrdo igual a 1.

Como simularemos dia a dia e temos os parametros anuais, t € igual a
1/252 (0,003968). Para gerarmos numeros aleatorios com distribuicdo normal
padréo, usaremos a duas fungdes juntas, “=INV.NORMP.N(ALEATORIO())".

Temos entio:

FIGURA 1

A B C D E F G H | J K
!
2 |Asset 100 Dias Aleatorico Valor Retorno
3 (p 10% 0 100
4 |g 30% 1 0,411654 100,80 D,EDDE‘E.
5 [Interv. de tempo  0,005968 2 1905441 104521 3,619%
& 3 -1,523279 101,57 | -2,B57%
7 4 -0,319153 100,99 1-0,581%
2 m 5 0,707046 102,37 | 1,358%
g & -0,133335 102,13 }0,230%
10 7 0,110638 102,37 ,231%
1 B 1,293521 10492 A66%
12 9 -1,654048 101,72 104%

0608792 102,92  1|172%
0,321488 103,57 0)629%
-0,5359 102,54 -0,%99%

—_ =
S W]
=
=2

-
(]

=

[

16

7 =G3 EXPU(36%3-

13 =INY_NORMP.N( (($B$4°2)12))" $645)+($
19 ALEATORION B4 RAIZ($B$5)" (F411)
20

P
=

FONTE: O autor.
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e Simulando o Critério de Kelly com balanceamento diario no Excel

40

Simular a aplicagdo do Critério € um processo simples. Segue um

processo iterativo com os seguintes passos:

1. Partir de um capital inicial.

2. Dividir entre o ativo de risco e o ativo livre de risco, segundo o

Critério.

3. Aplicar o retorno do ativo na parte do ativo de risco.

Aplicar a taxa de juros de um dia na parte do ativo livre de

risco.

Somar as duas partes.

Voltar para o item 1.

No Excel teremos:

A B
Asset 100
10%
30%
Juros
5,00%
5,10%
5,20%
5,30%
5,20%
5,00%
4 80%
4 60%
4 50%
4 50%
4.60%
4.80%
450%

Q=

= = S R =]

[EE
[T ==

-
55,56%
54,44%
53,33%
52,22%
53,33%
55,56%
57,78%
60,00%
61,11%
61,11%
£0,00%
57,78%
56,67

=($B32-B17)I(3633°2) |

Ativo

RS 100,00
RS 98951
RS 100,01
RS DE.54
R5 98,31
R: 497,09
RS 19833
RS 97,63
RS 100,51
R: 94,27
RS 100,06
RS 198,35
R: 97,72

FIGURA 2

F G H |
Retorno Ativo Risco | Ativo livre

-1,10% R: 5495 RS 4445
1,10% R: 5472 RS 4529
-1,38% RS 52,61 RS 4668
-0,33% R% 5168 RS 4745
-0,33% R: 52,69 RS 4627
0,35% R3 5517 RS 4399
-0,72% R: 56,83 RS 4188
2,91% R: 61,01 RS 39,51
-0,64% R: 61,04 RS 39,10
0,20% RS 6131 RS 3895
-0,71% R% 59,73 RS 40,11
-1,65% R% 56,74 RS 42,

=K16"EXP

=LNIETTIETE] [F17])

=L16"EXPIB
17252)

FONTE: O autor.

Portfolio

Total

RS 100,00
R% 9940
RS 100,01
RS 9919
RS 99,13
RS o9g97
RS 9917
RS 9877
RS 100,52
R% 100,13
RS 100,26
RS 9024

Ativo Risco |Ativo livre

RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS

RS 8891

\QS

=30OMA[H17:I17)

Valor do portfolio no
tempo

55,56
54,12
53,34
51,85
52,87
54,98
57,30
58,26
51,43
61,19
50,16
57,69
56,05

RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS

4444
45,78
46,67
47,44
45,26
43,98
4187
38,51
30,09
38,94
40,10
42,16
4286}

ek



