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Resumo

A identificacao de sistemas esta presente em diversas areas da engenharia onde um modelo
matematico altamente preciso é exigido. Embora diferentes tipos de estruturas de modelo
possam ser usadas para identificagdo de sistemas lineares invariantes no tempo (OE, ARX,
BJ, ARMAX, por exemplo), o caso particular que considera a utilizacdo de bases de
fungoes racionais (BFR) tem sido bastante investigado nos tltimos anos. Modelos baseados
em BFRs podem ser considerados como uma representacao alternativa para a estrutura OE
convencional e sdo essencialmente constituidos pela combinagao linear de fungbes racionais
de uma determinada base. As seguintes bases sao aqui estudadas: fungées do tipo polo-
residuo, fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist e fungoes de frequéncia localizada.
Neste trabalho é proposto um método unificado para construgao dessas bases no espago de
estados. Além disso, um novo conjunto de func¢des de frequéncia localizada para o caso de
polos complexos conjugados é também proposto. Com relagao a estimagao dos parametros
do modelo, este trabalho considera diferentes técnicas para identificacdo em ambos os
dominios: tempo e frequéncia. No dominio do tempo, esta pesquisa propée um novo
procedimento baseado nas iteracoes de Steiglitz-McBride. Tal proposta é entao estendida
usando variaveis instrumentais. No dominio da frequéncia, uma formulagao equivalente
baseada em variaveis instrumentais e nas iteragoes de Sanathanan-Koerner é também
proposta. Com base nos estudos de caso avaliados, é possivel concluir que a utilizagao
das fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist resulta em modelos precisos ao mesmo
tempo em que o algoritmo de identificacao se mantém com matrizes melhor condicionadas
numericamente. Ressalta-se que um desses estudos de caso trata da modelagem de um
sistema de poténcia implementado no software EMTP-RV, enquanto outro estudo de caso

considera ainda dados reais extraidos de um transformador de poténcia.

Palavras-chave: identificacao de sistemas. bases de fungoes racionais. variaveis instru-

mentais. iteracoes de Sanathanan-Koerner. iteragoes de Steiglitz-McBride.






Abstract

System identification is present in several areas of engineering where a highly accurate
mathematical model is required. Although many different types of model structures may be
used for linear time invariant system identification (OE, ARX, BJ, ARMAX, for instance),
the particular case of using rational basis functions (RBF) has been intensively investigated
in recent years. RBF-based models can be considered as an alternative output-error (OE)
representation and are essentially composed by a linear combination of rational functions
that belong to a certain basis. The following bases are here studied: pole-residue type
functions, Takenaka-Malmquist orthonormal functions and frequency localizing functions.
In this work it is proposed a unifying method for constructing such bases by using state-
space realizations. Moreover, a new set of frequency localizing functions for the case
of complex conjugate poles is also proposed. Concerning the estimation of the model
parameters, this work addresses (different) techniques for both time and frequency domain
identification. In the time domain, this research proposes a novel procedure based on the
Steiglitz-McBride iteration. Such proposal is then extended by using instrumental variables.
In the frequency domain, an equivalent instrumental variable formulation based on the
Sanathanan-Koerner iteration is also proposed. Based on the case studies evaluated, it is
possible to conclude that the use of Takenaka-Malmquist orthonormal functions results
in accurate models at the same time the identification algorithm remains with matrices
that are better numerically-conditioned. It is noteworthy that one of these case studies
deals with the modeling of a power system implemented in the EMTP-RV environment,

whereas another case study considers actual data extracted from a power transformer.

Keywords: system identification. rational basis functions. instrumental variables. Sanathanan-

Koerner iterations. Steiglitz-McBride iterations.
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1 Introducao

A obtencao de modelos faz parte da vida humana ha milhares de anos. Quando
uma crianca aprende a andar, por exemplo, seu cérebro desenvolve um modelo mental
capaz de relacionar nog¢oes de equilibrio, distancia e coordenagao motora. Ainda que a
natureza dos modelos varie bastante, em diversas circunstancias cotidianas o interesse esta
voltado para obtencdo de modelos matematicos que buscam descrever o comportamento

dinamico de sistemas.

Dessa maneira, em diversas areas da engenharia exige-se modelos matematicos
que representem um determinado processo fisico. Tais modelos podem ser aplicados, por
exemplo, no projeto e implementacao de novos processos, na compreensao de processos ja
existentes, no projeto de sistemas de controle e em estudos envolvendo estabilidade de
sistemas (AGUIRRE, 2007; LJUNG, 1999; ASTROM, 1996; KUNDUR, 1994). Ao mesmo
tempo em que modelos mais precisos sao exigidos por diversas aplicagoes, o aumento
da capacidade de processamento dos computadores nas ultimas décadas tem permitido
que algoritmos cada vez mais complexos para obtenc¢ao de modelos matematicos sejam

construidos e simulados.

Existem, em principio, duas maneiras para se construir modelos matematicos: a
modelagem fisica e a identificagdo de sistemas (AGUIRRE, 2007; LJUNG; GLAD, 1994). Na
modelagem fisica, também denominada de modelagem caixa branca, modelos mateméaticos
sao obtidos fazendo-se uso do conhecimento acerca das leis fisicas que descrevem o processo.
O modelo para um motor de corrente continua, por exemplo, pode ser obtido utilizando-se
principios de mecénica cléssica e eletricidade. Por outro lado, a identificacao de sistemas,
também conhecida por modelagem caixa preta ou cinza, desempenha um papel fundamental
em casos onde se tem pouco (caixa cinza) ou nenhum (caixa preta) conhecimento sobre os
fendmenos fisicos envolvidos no processo, porém, dados de entrada e saida do processo
estao disponiveis para medicao. Dessa forma, pode-se dizer que a identificacao de sistemas

estd baseada na experimentacgdo, visando assim construir modelos matematicos a partir de
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dados extraidos do processo.

Uma forma de se classificar os métodos de identificacdo de sistemas consiste em
dividi-los em (7) identificacio no dominio do tempo, quando o conjunto de dados é
composto por uma sequéncia de amostras discretizadas no tempo, e (i) identificagao
no dominio da frequéncia, quando o conjunto de dados é composto por uma sequéncia
de amostras discretizadas na frequéncia. A extracao desses dados pode ocorrer de forma
direta em ambos os dominios, através de uma analise temporal transitoria ou através da
medicao da resposta em frequéncia do sistema. Contudo, pode-se também levar os dados
de um dominio para o outro utilizando, por exemplo, identificacdo nao-paramétrica ou a

transformada (direta/inversa) de Fourier (LJUNG, 1999).

Uma vez que o conjunto de dados (no dominio do tempo ou frequéncia) encontra-se
disponivel, uma estrutura de modelo composta por parametros precisa ser definida, onde
esses parametros sao entao cuidadosamente estimados de tal forma que a resposta do
modelo torne-se suficientemente préxima da resposta real do processo fisico. Por um lado, a
estimacao desses modelos a partir de dados no dominio da frequéncia pode ser aplicada, por
exemplo, na analise das interagoes existentes entre transformadores elétricos e o sistema
elétrico de poténcia. Em contrapartida, modelos obtidos a partir de dados no dominio do
tempo podem ser diretamente aplicados na andlise da resposta temporal transitoria desses

equipamentos.

Vale ainda ressaltar que a presente pesquisa encontra-se especialmente focada
no desenvolvimento de algoritmos de identificacdo baseados em estruturas de modelos

formadas por bases de fungoes racionais (BFRs).

1.1 Modelos formados por bases de funcdes racionais (BFRs)

Na identificacdo de sistemas lineares invariantes no tempo, existem diversas es-
truturas de modelos, como por exemplo, estruturas OE, ARX, BJ e ARMAX, cujas
propriedades ja encontram-se bem consolidadas na literatura (AGUIRRE, 2007; LJUNG,

1999; VAN DEN BOSCH; VAN DER KLAUW, 1994). Todavia, especialmente nas tltimas
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décadas, representacgoes alternativas tém chamado a aten¢do da comunidade cientifica.

Fundamentalmente, buscam-se estruturas que resultem em algoritmos de identificacao:

e de facil implementacao computacional;

e capazes de estimar modelos rapidamente;

e confiaveis sob o ponto de vista de condicionamento numérico das matrizes envolvidas

no processo de estimacao dos modelos;

e capazes de estimar modelos precisos, ou seja, modelos que representam fielmente a

resposta dinamica do processo.

Buscando satisfazer essas especificacoes, estruturas de modelos formadas por BFRs
aparecem como fortes candidatas (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN, 2016; SCHUMA-
CHER; OLIVEIRA; MITCHELL, 2015; VOORHOEVE et al., 2014; DESCHRIJVER;
HAEGEMAN; DHAENE, 2007; HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005;
GRIVET-TALOCIA, 2003; GUSTAVSEN, 2002). Modelos formados por BFRs podem
ser considerados como uma representacao alternativa para a estrutura OE convencional e
sdo essencialmente constituidos pela combinacgao linear de func¢oes de uma determinada
base. Assim, o conjunto de pardmetros do modelo que deve ser estimado é composto pela
soma entre o conjunto de polos que parametriza essas fung¢oes racionais e o conjunto de

coeficientes que multiplica cada uma das funcoes.

Na pratica, nem todo algoritmo de identificacao via BFRs é capaz de satisfazer as
especificagoes citadas anteriormente. Na realidade, para que isso ocorra, um dos aspectos
que devem ser considerados ¢ a escolha da base de fung¢oes que compde a estrutura de

modelo.

Os modelos de resposta finita ao impulso (ou FIR, do inglés, Finite Impulse
Response) podem ser classificados como modelos BFRs e, nesse contexto, constituem uma

das bases de fungoes mais utilizadas (HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG,

2005). No entanto, essas fun¢oes ndo permitem a introducao de dindmicas (polos) no



26 Capitulo 1. Introducio

modelo e, sendo assim, uma grande quantidade de parametros no modelo é geralmente

necessaria para se obter uma aproximacao satisfatoria da resposta real do processo fisico.

Em contrapartida, bases de fung¢oes mais generalizadas, como por exemplo, as
fungdes ortonormais de Takenaka-Malmquist (que generalizam as fungoes FIR, além das
chamadas fungoes de Laguerre e Kautz), possibilitam uma maior flexibilizagao e adaptacao
dos modelos, resultando em uma possivel redu¢ao no nimero de parametros necessarios
para uma aproximacao igualmente satisfatéria (OLIVEIRA et al., 2012; OLIVEIRA et al.,
2011; HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005). Além disso, a caracteristica
de ortonormalidade dessas fungoes esta geralmente associada a melhoria do condiciona-
mento numérico do algoritmo de identificagdo (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN, 2016;
DESCHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE, 2007). Entretanto, bases de fungoes racionais
nao-ortonormais compostas por exemplo, por fungdes do tipo polo-residuo (GUSTAVSEN,
2002) ou por fungoes de frequéncia localizada (SCHUMACHER; OLIVEIRA; MITCHELL,
2015; WELSH; ROJAS, 2007; WELSH; GOODWIN, 2003), sdo também bastante utilizadas
na identificacao de sistemas via BFRs. Em especial, as fungoes de frequéncia localizada
foram propostas com o intuito de, ao se perder a propriedade de ortonormalidade das
fungoes, se chegar a uma expressao analitica que limita o condicionamento numérico do
problema (WELSH; GOODWIN, 2003). Todavia, por serem definidas apenas para polos
reais, essas fungoes acabam apresentando dificuldades na identificagao de sistemas com

modos de resposta oscilatorios.

Uma vez que a base racional foi escolhida, a descrigao da estrutura de modelo no
espago de estados pode apresentar vantagens no que diz respeito a facilidade com que
o algoritmo de identificagdo pode ser implementado (DESCHRIJVER; HAEGEMAN;
DHAENE, 2007; GUSTAVSEN, 2002). Além disso, a obtengao direta de modelos na forma
de espago de estados pode ser interessante em diversas aplicagoes (GRIVET-TALOCIA;
GUSTAVSEN, 2016). Apesar dessas vantagens, existem diferentes metodologias para
construcao de BFRs conhecidas e, em principio, cada base exige a aplicagao de uma
metodologia diferente para se obter uma representacao correspondente no espaco de

estados.
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1.2 Estimacao iterativa de parametros nos dominios do tempo e

frequéncia

Considerando que a base de fungoes que compoe a estrutura foi selecionada e sua
respectiva representacao no espago de estados foi construida, o préximo passo no processo
de identificagao consiste em estimar os coeficientes e os polos do modelo (HEUBERGER,;
VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005). Essencialmente, se a ordem do modelo e o conjunto
de polos que parametriza a base sao bem escolhidos, um modelo que aproxima precisamente
a resposta do processo real pode ser encontrado estimando-se seus coeficientes, por exemplo,
pelo método dos minimos quadrados linear. Entretanto, a maior dificuldade relacionada a
identificagdo via BFRs reside justamente no fato de que, mesmo na identificagdo usando
modelos dinamicos lineares, o problema de otimizacgao associado a estimagao desses polos
é, em principio, nao-linear em relagdo a essas variaveis (uma vez que os polos aparecem

também no denominador das fungoes racionais).

Buscando resolver essa questao, técnicas de otimizagdo nao-linear podem ser usadas
para estimagao dos parametros (polos e coeficientes) do modelo. Em (REGINATO, 2008) e
(REGINATO; OLIVEIRA, 2007), técnicas baseadas na otimizagao por nuvem de particulas
sao exploradas e, em (MAESTRELLI, 2010), é deduzida uma expressao analitica para
o gradiente da fungdo objetivo a ser minimizada. Contudo, técnicas de otimizagdo nao-
linear podem apresentar uma convergéncia lenta em termos de tempo computacional,
inviabilizando assim sua implementacao pratica em casos onde uma atualizacao rapida do

modelo é necessaria.

Por outro lado, existem métodos iterativos capazes de estimar modelos precisos ra-
pidamente, tornando o problema de otimizacao originalmente nao-linear em uma sequéncia
de problemas de otimizacgao lineares. Nesses casos, assume-se um modelo com denominador
fixo a cada iteracado, onde uma nova estimativa para seus polos e coeficientes é entao
obtida pelo método dos minimos quadrados linear. Além disso, esses métodos apresentam
estratégias eficazes e bem consolidadas na literatura no que diz respeito a selecao de suas

respectivas condicoes (estimativas) iniciais (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN, 2016).
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Com modelos representados pela razao entre dois polindbmios em s, o primeiro
método iterativo que surgiu nesse contexto foi proposto por Sanathanan e Koerner (1963),
para identificacdo no dominio da frequéncia. Entretanto, somente em 1999, as iteracoes de
Sanathanan-Koerner (como também sao chamadas) passaram a ser aplicadas na estimagao
de modelos formados por BFRs, mais especificamente, na estimacao de modelos formados
por fungdes do tipo polo-residuo (fragoes parciais), para aproximagao da resposta de
transformadores elétricos (GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999). Pouco tempo depois, com o
propoésito de melhorar o condicionamento numérico das matrizes presentes no processo
iterativo, Deschrijver, Haegeman e Dhaene (2007) propuseram também a utilizagao das
fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist. Versdes no dominio z das técnicas propostas
por Gustavsen e Semlyen (1999) e Deschrijver, Haegeman e Dhaene (2007) podem ser
encontradas em (NOURI; ACHAR; NAKHLA, 2010), (WONG; LEI, 2008) e (MEKONNEN;
SCHUTT-AINE, 2007).

Por outro lado, o método iterativo proposto por Sanathanan e Koerner (1963)
possui uma formulagdo equivalente no dominio do tempo discreto, proposta por Steiglitz
e McBride (1965). As iteragoes de Steiglitz-McBride tém sido amplamente utilizadas
na aproximagao de respostas de sistemas no dominio do tempo, onde os modelos sao
representados pela razao entre dois polinémios em ¢, sendo ¢ o operador avan¢o (ROJAS;
TOTH; HJIALMARSSON, 2014; LEI; WONG, 2012). Nesse contexto, apesar do evidente
sucesso na aplicagdo das iteragoes de Sanathanan-Koerner para identificacao via BFRs no
dominio da frequéncia, aplica¢oes das iteragoes de Steiglitz-McBride para identificacao via
BFRs no dominio do tempo permanecem ainda pouco exploradas. Na realidade, as técnicas
de identificagdo propostas em (UBOLLI; GUSTAVSEN, 2011), (LEI; WONG, 2008) e
(GRIVET-TALOCIA, 2003) parecem ser as unicas abordagens presentes na literatura
que utilizam essas iteragoes e bases racionais para identificacdo no dominio do tempo.
Entretanto, tais técnicas sao aplicaveis apenas para modelos formados por fung¢oes do
tipo polo-residuo e, em alguns casos, exigem ainda métodos de integracao numérica para

aproximagao dos sinais presentes na funcao objetivo.

Existe ainda uma outra questao importante relacionada a estimacao de parametros
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baseada nas iteracoes de Steiglitz-McBride e Sanathanan-Koerner. Essa questao diz res-
peito a classificacao da solugao encontrada pelo processo iterativo. Conforme investigado
em (WHITFIELD, 1987) e em (SODERSTROM; STOICA, 1988), as solugdes encontradas
utilizando-se os métodos de Steiglitz-McBride e Sanathanan-Koerner nao sao, garanti-
damente, minimos locais da funcao objetivo a ser minimizada. Buscando resolver esse
problema, Van den Hof e Douma (2008) reformularam esses dois métodos utilizando o
conceito de variaveis instrumentais. Desse modo, alterando-se o critério de minimizagao do
problema de otimizacao, pode-se garantir que um 6timo local é obtido apds a convergéncia
do processo iterativo. Recentemente, Voorhoeve et al. (2014) aplicaram a reformulagao
das iteragoes de Sanathanan-Koerner proposta por Van den Hof e Douma (2008) para
identificagdo (no dominio da frequéncia) de modelos formados por fungées do tipo polo-
residuo. Uma outra proposta baseada em varidveis instrumentais foi também investigada

em (BEYGI; DOUNAVIS, 2012).

Entretanto, abordagens unificadas que permitem a utilizacdo de outras bases
racionais, como por exemplo, as func¢oes ortonormais de Takenaka-Malquist, ainda nao
foram propostas. Do mesmo modo, a aplicacao de variaveis instrumentais no contexto de

identificacao via BFRs no dominio do tempo permanece também inexplorada.

1.3 Objetivo geral e contribuicoes da pesquisa

Esta pesquisa tem por objetivo geral formular novos algoritmos de identificacao
que visam a melhoria da aproximacao, taxa de convergéncia e condicionamento numérico

na estimacao iterativa de modelos formados por BFRs.

Para tanto, com base nas consideragoes apresentadas nas secoes anteriores, esta

pesquisa se propoe a realizar as seguintes contribuigoes:

C.1 Formulagao de uma metodologia unificada para construcao de BFRs no espaco
de estados. O termo “unificada” é empregado com o objetivo de enfatizar que a
metodologia proposta pode ser aplicada da mesma forma para diferentes BFRs, que

podem estar definidas tanto em tempo continuo como no tempo discreto.
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C.2 Com base na definicdo das funcoes racionais de frequéncia localizada proposta

C.3

por Welsh e Goodwin (2003) para polos reais, definir um novo conjunto de fungoes

racionais para o caso de polos complexos conjugados. Desse modo, sistemas compostos

também por modos oscilatorios de resposta podem ser melhor aproximados por essa

nova base de fungoes. Além disso, a aplicagdao das iteragdes de Sanathanan-Koerner

para selecao iterativa dos polos torna-se possivel, uma vez que tanto polos reais quanto

polos complexos podem ser incorporados no modelo. O desenvolvimento referente

a essa contribuigdo é também detalhadamente apresentado em (SCHUMACHER,;

OLIVEIRA; MITCHELL, 2015);

(a)

Desenvolver uma nova abordagem baseada em BFRs para aproximagao de
respostas de sistemas no dominio do tempo, visando melhorar o condicionamento
numeérico das matrizes presentes no algoritmo de identificacao. Baseando-se na
aplicacao das iteragoes de Steiglitz-McBride para selecao dos polos das fungoes
racionais, essa nova abordagem sera diretamente comparada com técnicas
propostas anteriormente. Parte dos desenvolvimentos aqui apresentados pode
ser encontrada em (SCHUMACHER; OLIVEIRA, 2015) e em (SCHUMACHER;
OLIVEIRA, 2016b);

Estender a abordagem proposta no item C.3 (a) usando o conceito de varidveis
instrumentais. Assim, apds a convergéncia do processo iterativo, a solugao do
problema ¢é garantidamente um 6timo local da fungao objetivo a ser minimizada.
Uma prévia desse desenvolvimento pode ser encontrada em (SCHUMACHER;
OLIVEIRA, 2016a);

C.4 Desenvolver uma nova abordagem, similar & abordagem proposta em C.3 (b), para

aproximacao de respostas de sistemas no dominio da frequéncia, buscando generalizar

o método baseado em varidveis instrumentais proposto por Voorhoeve et al. (2014),

que utiliza exclusivamente modelos formados por fungoes do tipo polo-residuo.

Ainda que este trabalho trate apenas de sistemas lineares invariantes no tempo,

parte dos desenvolvimentos aqui considerados podem ser adaptados para identificagdo via
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BFRs de sistemas nao-lineares. Nesse contexto, uma contribuigao (que nao sera abordada
ao longo deste texto) foi publicada em (SCHUMACHER,; LIMA; OLIVEIRA, 2015),
onde as fungdes ortonormais de Takenaka-Malmquist foram aplicadas na modelagem

comportamental de amplificadores de poténcia de radio frequéncia.

1.4 Estrutura do trabalho

Capitulo 2: Bases de fungoes racionais

Neste capitulo, primeiramente a representacao de sistemas lineares invariantes no
tempo em termos de BFRs é apresentada no espago de estados. Em seguida, é proposta
uma metodologia unificada que permite a obtencao das BFRs mais utilizadas no contexto

de identificagdo de sistemas (contribuigao C.1).

O potencial dessa metodologia unificada é entao explorado construindo-se ini-
cialmente a base de fungoes do tipo polo-residuo e a base de fung¢des ortonormais de
Takenaka-Malmquist. Posteriormente, em meio a construcao da base de fungoes de frequén-
cia localizada proposta por Welsh e Goodwin (2003) para polos reais, define-se um conjunto
alternativo de fungdes racionais para o caso de polos complexos conjugados (contribuicao

C.2).

Capitulo 3: Identificagdo no dominio do tempo

Inicialmente, neste capitulo, o problema de identificacao com dados no dominio
do tempo é definido e as iteragoes de Steiglitz-McBride sdo apresentadas. Em seguida,
propoe-se a aplicagao dessas iteragoes para estimacao de modelos formados por BFRs
(contribuicao C.3 (a)). A proposta é entao estendida utilizando-se o conceito de varidveis
instrumentais (contribuigao C.3 (b)). Por fim, trés estudos de caso sao utilizados para
se comparar as técnicas propostas neste trabalho com técnicas propostas anteriormente.
Ressalta-se ainda que um desses estudos de caso leva em conta dados adquiridos através
da simulac@o (no software EMTP-RV) de um sistema de poténcia monofasico composto

por um cabo subterraneo e trés linhas de transmissao.
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Capitulo 4: Identificagdo no dominio da frequéncia

Este capitulo segue, em linhas gerais, a abordagem apresentada no Capitulo 3. Para
tanto, o problema de identificagdo com dados no dominio da frequéncia é definido e as
iteragoes de Sanathanan-Koerner sao apresentadas. Em seguida, aplicam-se essas iteracoes
para estimacao de modelos formados por BFRs. Propoe-se entdao uma abordagem baseada
em variaveis instrumentais e BFRs que generaliza o método proposto por Voorhoeve et al.
(2014) (contribui¢ao C.4). Por fim, dois estudos de caso sao utilizados para se comparar
as técnicas propostas neste trabalho com técnicas propostas anteriormente. Ressalta-se
ainda que um desses estudos de caso leva em conta dados adquiridos através da medigao

em campo de um transformador de poténcia trifasico.

Capitulo 5: Conclusoes

Neste capitulo sao destacadas as conclusoes finais deste documento.
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2 Bases de funcoes racionais

O presente capitulo tem por objetivo principal unificar o processo de construcao das
BFRs mais utilizadas no contexto de identificacao de sistemas. Para tanto, a representacao
de sistemas lineares invariantes no tempo em termos de BFRs ¢é inicialmente apresentada
no espago de estados e, em seguida, uma metodologia unificada para construcao dessas
bases é proposta (contribui¢do C.1). O potencial dessa metodologia unificada é entao
explorado construindo-se inicialmente a base de fungoes do tipo polo-residuo e a base
de fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist. Posteriormente, tendo como ponto de
partida a construcao da base de fung¢oes de frequéncia localizada proposta por Welsh e
Goodwin (2003) para polos reais, define-se um conjunto genérico de fungoes racionais que

visa considerar também o caso de polos complexos conjugados (contribui¢ao C.2).

Vale ainda ressaltar que essas bases e suas respectivas representagoes no espago de
estados sao aplicaveis tanto na identificacao no dominio do tempo quanto na identificacao
no dominio da frequéncia. Desse modo, o presente capitulo tem seus conceitos diretamente

aplicados nos Capitulos 3 e 4 deste trabalho.

2.1 Introducao

Sistemas lineares invariantes no tempo, nao perturbados, com uma entrada escalar
U(a) e uma saida escalar Y («), podem ser representados pela expressao (AGUIRRE, 2007;
LJUNG, 1999; VAN DEN BOSCH; VAN DER KLAUW, 1994)

Y(a) = G(a)U(a), (2.1)

onde « define se a representacao do sistema G é dada no tempo continuo (o = s) ou no

tempo discreto (o = z). Em ambos os dominios, a func¢ao de transferéncia G(«) pode ser
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expressa pela razao entre dois polinémios:

Gla) = bo+brat + b4 - -
1+ et fearz 4]
Bl 2 (2.2)

F(a)

Apesar da representacao em (2.2) ser bastante usada, uma estrutura alternativa para
representacao de G(a) baseia-se na expansio dos coeficientes da resposta ao impulso do
sistema em termos de BFRs. Para sistemas causais cujas respostas ao impulso tendem a

zero com o tempo (veja um exemplo na Figura 1), G(«) pode ser reescrita da seguinte
forma' (DESCHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE, 2007; HEUBERGER; VAN DEN
HOF; WAHLBERG, 2005; GUSTAVSEN; SEMLYEN;, 1999):

G(Oé) =17+ Zriq)i(oz), (23)
i=1
tal que a relacao entrada-saida do sistema é dada por

Y(a) = (To + ﬁ:lri(I)i(a)) U(a). (2.4)
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Figura 1 — Exemplo de resposta ao impulso que tende & zero com o tempo.

Em (2.3) e (2.4), g e {r;} s@o os coeficientes da expansao, {®;(«)}"; é uma série de

fungdes racionais e n ¢ a ordem de truncamento do sistema. Neste capitulo, serd considerado

1 E interessante observar que a decomposicao de G(«) em fragoes parciais (representacdo bastante

utilizada em diversos estudos envolvendo sistemas dindmicos lineares) é o caso particular para o qual
cada fungdo racional da base é dada por ®;(a) = —L

a—a; "
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que n é suficientemente grande de tal forma que todos os efeitos de memoéria do sistema
sao considerados em (2.3). J4 as fungoes racionais {®;(«)}? , dependem da BFR utilizada

e sao completamente parametrizadas por um conjunto de polos dado por

T
a=\|a ay - ay

Na representacao de sistemas lineares, a resposta finita ao impulso definida no

—i vista sob o enfoque de bases

dominio do tempo discreto (o = z) por ®;(z) = 2
racionais, pode ser considerada como uma das bases mais utilizadas. No entanto, modelos
representados por essa base nao permitem a introducao de conhecimento prévio acerca
das dinamicas do sistema, uma vez que os polos do modelo ficam condicionados a assumir

valores nulos, pois a = 0. Dessa forma, uma aproximagao satisfatoria do processo fisico

pode exigir uma grande quantidade de parametros no modelo.

Fundamentalmente, bases de fungbes mais generalizadas (como por exemplo, as
fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist) possibilitam uma maior flexibilizacao e
adaptacao dos modelos, uma vez que o conjunto de polos em a ¢ livre para assumir diferentes
valores. Dessa forma, se a é bem escolhido, a quantidade de coeficientes (n) necesséria para
representacdo de G(«a) tende a ser menor. Nesse contexto, bases de fungdes ortonormais
sao também conhecidas por melhorar o condicionamento numérico das matrizes presentes
no processo de estimacao de parametros dos modelos (DESCHRIJVER; HAEGEMAN;
DHAENE;, 2007).

Em ambos os dominios (tempo continuo e discreto), conforme sera visto nos
Capitulos 3 e 4 deste trabalho, a representacao de G(«) na forma de espago de estados é
util na analise e construcao de BFRs, e facilita a implementacao de algoritmos de estimagcao
de pardmetros dos modelos. Dessa forma, considera-se a funcao de transferéncia G(«) na

seguinte realizacao em espago de estados:

aX(a) = AX(a)+BU(a), (2.5)

Y(a) = CX(a)+ DU(a), (2.6)

onde A tem dimensao n x n, B tem dimensao n x 1, C tem dimensao 1 x n e D tem
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dimensao 1 x 1. Isolando-se o vetor de estados X(«) na equagao de estado (2.5), tem-se

ainda

X(a) = (aI — A)"'BU(a), (2.7)

onde I é a matriz identidade de dimensao n x n. Dessa forma, substituindo-se (2.7) na
Equagao de saida (2.6), a fungao de transferéncia G(«) pode ser recuperada a partir da
expressao

G(a) = —~% =C(al - A)"'B +D. (2.8)

Assim, se o objetivo é estimar modelos que possam ser representados como em
(2.4), ou seja, a partir de uma certa BFR definida pelo conjunto de fungoes {®;(a)}?,,
pode-se definir X(«) como sendo um vetor de estados contendo as saidas das n fungdes

®;(«) para a entrada U(«), ou seja,

— | ®1(@) ®a@) - ) | - (29)

Definindo-se os estados dessa forma, o vetor C e o escalar D ficam condicionados a assumir

os seguintes valores
C:|:r1 Tg +-- Tn:|; D:’l"o. (210)

Finalmente, pode-se verificar que a representagao de G(«) através de BFRs e sua

realizacao no espaco de estados correspondente estao relacionadas entre si conforme segue

Gla) = 1o+ 3 i) < oX{e) = AX{a)+BUle) (2.11)
= Y(a) = [n vy TH}X(Q)HOU(OC),
sendo
X(a) = (al—A)'BU(a),
= {@1@) By(r) ?,(a) TU(a), (2.12)

As Equagoes (2.11) e (2.12) sdo equagdes importantes do presente capitulo e,

com base nelas, a importancia da construcao de diferentes BFRs pode ser destacada.
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Primeiramente, observa-se na Equagao (2.12) que a operagao (al — A)~'B determina o
conjunto de fungdes racionais da base, ou seja, {®;(«)}" ;. Assim, torna-se evidente que
a escolha da base de fungoes a ser utilizada depende somente do par de matrizes (A, B)

que, por sua vez, depende apenas do conjunto de polos a.

Como exemplo do problema de obtencao dessas matrizes, considera-se que um dado
sistema em tempo discreto G(z) como em (2.3) é representado pelas fungoes ortonormais
de Takenaka-Malmquist (HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005), ou seja,

pelas funcoes

0;(2) = (Hl ! _a;z) ViZlalf 1,--.m, (2.13)

)
jzlz—aj Z — a;

0

onde (-)* denota o complexo conjugado transposto e [[(-) := 1. Entédo, para que G(z)
j=1

possa ser representada pela realizagao em (2.11), as matrizes A e B devem ser definidas

de tal forma que (2.12) seja satisfeita:

X(z) = (:I-A)"'BU(z2),
T (2.14)
= | Dy(2) Do(z) --- Bu(z) | Ul2).

Entretanto, é dificil inferir sobre o par de matrizes (A,B) que satisfaz (2.14) apenas
observando a série de fungoes definida em (2.13). Dessa forma, motiva-se a necessidade
de se ter uma metodologia para construcao dessas matrizes, metodologia esta que seja
unificada e que possa ser aplicada, da mesma maneira, para obtencao de diferentes BFRs

conhecidas.

Na proxima se¢ao, propde-se uma metodologia unificada (baseada em quatro
etapas) para construcao das matrizes A e B. O termo “unificada” vem do fato de que essa
nova metodologia pode ser aplicada em ambos os dominios z e s, sem nenhum tipo de
modificagdo. Além disso, essa metodologia pode ser considerada como uma generalizacao
das metodologias nao-unificadas apresentadas em (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN,
2016), (DESCHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE, 2007), (HEUBERGER; VAN DEN
HOF; WAHLBERG, 2005) e (GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999).
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2.2 Metodologia unificada para construcao de BFRs

Define-se, como hipdtese inicial, que uma BFR pode ser escrita como uma série de

fungoes racionais decomposta conforme segue:
i—1
D, (o) = K(a;) (H L(a,aj)) R(a, a;), (2.15)
j=1

onde {L(a, a;)} e {R(e, a;)} sdo filtros de primeira ordem e {K(a;)} sdo constantes que
dependem apenas dos polos presentes no conjunto de polos a. Conforme serd visto na
secao 2.3 deste trabalho, a hipotese dada pela Equagao (2.15) é valida para as bases de
fungoes racionais mais utilizadas no contexto de identificagao de sistemas. Tais bases sao:
fungoes do tipo polo-residuo, func¢oes ortonormais de Takenaka-Malmquist e fungoes de
frequéncia localizada (WELSH; ROJAS, 2007; DESCHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE,
2007; GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999).

Inicialmente, é conveniente desconsiderar o termo K(a;) presente em cada fungao

racional ®;(«), o que leva a uma versao simplificada das fungoes,
Py(a) = (ﬁ L(a7aj)) R(a, a;), (2.16)
j=1
tal que
P;(a) = K(a;)®i(a).

Considera-se entao que as fungoes racionais simplificadas em (2.16) podem ser representadas

por uma equagao de estado da seguinte forma:
aX(a) = A X(a)+ BU(a), (2.17)
que, de maneira similar a Equacao (2.12), tem seus estados definidos por
X(a) = (al—A)"'BU(a), (2.18)
= | () By(a) -+ Du(a) | Ul). (2.19)
Ressalta-se que o par de matrizes (A, B) ¢ determinado a partir de L(«, a;) e R(a, a;).

Com essas definigoes, a relagao entrada-saida do sistema G(«) em (2.11) pode ser

reescrita como sendo
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aX(a) = A X(a)+BU(a), (2.20)
Y(@) = C KK(O&) + TOU(OZ),
onde
K@) 0 0
0 K(ag) .. 0
K _ ' (2.21)
: : " 0
0 0 K(an) |

Definindo-se ainda a transformacao de estados: KX (a) = X(a) = X(a) = K™'X(a),
tem-se que
oK 'X(a) = A K 'X(a)+BU(a),

(2.22)
Y(a) = CX(a)+roU(a),

e, finalmente, multiplicando-se ambos os lados da equagao de estado em (2.22) por K, a

representagao desejada em (2.11) é novamente obtida:

aX(a) = AX(a)+BU(a),
Y(a) = CX(a)+roU(a),
sendo
A =KAK™ B = KB. (2.23)
Assim, pode-se concluir que o problema de se encontrar o par de matrizes (A, B)
para a representagao desejada do sistema G em (2.11) estd diretamente relacionado (pela
Equagao (2.23)) ao problema de se encontrar as matrizes K, A e B para uma dada BFR. K
ja encontra-se definida em (2.21), entretanto, o problema permanece sem solu¢do uma vez
que as matrizes A e B ndo foram ainda definidas. Para resolver esse problema, propoe-se
a seguir um procedimento baseado na conexao em cascata dos n filtros L(«, a;) presentes
nas fungbes ®;(a) em (2.15). Tal conexao em cascata ¢ ilustrada pela Figura 2.

Yi(a) = Ys(a) =

)= )
U1 Oé) UQ(OL) Ug(C() Yn «
L(a, al) L(OZ, CLQ) T L(Oj, an) ( )

Figura 2 — Conexao em cascata dos n filtros de primeira ordem L(«, a;).
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Primeiramente, com base na Figura 2, percebe-se que o fato da conexao ser série

implica que a entrada U;(a) de cada filtro pode ser decomposta conforme segue:
i—1
U(a) = | [] L(ev, a5) | U(a). (2.24)
j=1

Considera-se entao que cada um desses filtros possui uma realizacdo em espaco de estados

dada por (ver Figura 3)

- - (2.25)
Rlo,a) = (@=A)7'B;
A; <
U () p 1 " Y; (o)
1 §> Ei - _ N Ci 1 ;
* o | Xi(a) +
>/ D,
L((X, ai) = Ci(a — Kl’)_lgi + Bi
Figura 3 — Filtro L(«, a;) representado na forma de espago de estados.
Dessa forma, se o estado X;(«) da realizacio de cada filtro L(c, a;) é definido por?
Xi(a) = (a—A)"'BiU(a), (2.26)
= R(a,a;)Ui(w), (2.27)
i—1
= R(a,a;) L(a,aj)) Ula), (2.28)
j=1
= &;(a)U(a), (2.29)

ou seja, tal que A; e B; satisfazem a condicdo

= R(a, a;), entdo a realizacao

i
resultante da conexao em cascata dos n filtros L(«, a;) terd os estados:

2 Note que a Figura 3 ja leva em conta esta definicdo.
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X(a) = (al—A)"'BU(a), (2.30)
T
= | ®i(0) Bofa) - Bua) | Ula), (2.31)
T
= [Xl(oo Xo(a) Xou(a) | (2.32)
e pode, portanto, ser representada pelas equagoes:
aX(a) = A X(a)+BU(a), (2.33)
Y,(a) = CX(a)+DU(a), (2.34)
sendo
A,y 0 0
B,C, A, 0
_ B;D,C B;C: 0
Ao | phooone  ew
4D3Do Uy 430U 0
Enﬁn—l B2@1 Enﬁn—l 73@2 ) Kn
1
21
_ BsD,D
B = | (2.36)
B4D3DyDy
Enﬁn—l ﬁ1
C = D, ---DsC; D, ---D3Cy C, | (2.37)
D - D,---D, (2.38)

Esta afirmagado pode ser fundamentada com base no seguinte teorema:
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Teorema 2.1. (HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005) Considere dois
filtros Hy(«) e Hy(a) com vetores de estados x1(«) e zo(ar), respectivamente. A conexdo

em cascata (série) Hy(a)Hy(av) terd entdo o vetor de estados:

() = 71 (a)

zo()

Prova: Sejam as respectivas realizagoes em espaco de estados de Hq(a) e Ho(ar) dadas

por:
azri(a) = Apz(a) + Biu (), (2.39)
yila) = Cizi(a) + Diu(a),
azrs(a) = Asxs(a) + Bous(a), (2.40)
yo() = Coza(a) + Doug(a).

Logo, se Hi(a) e Ha(a) estao conectados em série, y;(a) = ug(ar). Assim, é possivel
substituir a equacao de saida da primeira realizacdo nas duas equacoes que definem

a segunda realizacao. Agrupando-se entao os estados, é possivel escrever a realizagao

resultante:
.131(0&) A1 0 xl(oz) B1
o = 1 u(w),
B,C; A B>D

332(04) I 21 2 962(&) 21 (2.41)
[ 1 ()

yg(Oé) = DQCl Cg } + DlDQU,(Oé>,
] za(ax)

onde u(a) = uy () e 0 é uma matriz preenchida por zeros e com dimensoes apropriadas.

Seguindo a linha de pensamento apresentada nesta prova, é possivel desenvolver
um teorema que leva em conta a conexao série de n filtros. A prova para tal teorema
seria também “construtiva”, e as matrizes da realizagao resultante seriam dadas conforme
mostram as equagoes de (2.35) a (2.38) (desconsiderando-se, obviamente, os tragos presentes

em cima dos elementos dessas matrizes).

Com base nos desenvolvimentos apresentados até agora nesta secao, é possivel
concluir que o problema de se encontrar o par de matrizes (A, B) do sistema G em (2.11)

se resume em construir as matrizes A e B a partir das expressoes em (2.35) e (2.36) e, em
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seguida, realizar as operacoes A = KAK™! e B = KB (definidas em (2.23)), onde K é

dado pela Equacao (2.21).°

Entretanto, vale ressaltar que os elementos das matrizes A e B sdo calculados
em funcio das quadruplas (A;, B;, C;, D;), sendo que cada quadrupla deve satisfazer duas

condigoes. Conforme mostrado, a primeira condicao é:

— = R(a, ), (2.42)

para que o estado X;(a) seja dado por X;(a) = ®;(a)U (). A segunda condigdo é:

(?Eﬁ = Ci(a—A)"'Bi+D;, (2.43)
— CiR(e,a)) + D, (2.44)
= L(a,ai)7 <245)

para que (A;, B;, C;, D;) seja de fato uma realizagio do filtro de primeira ordem L(c, a;).
Note-se que esta segunda condi¢ao ja leva em conta que a primeira condi¢ao também é

satisfeita.

Pela forma com que o par de matrizes (A, B) é construido, pode-se perceber que
essas matrizes serao reais com dimensoes n X n e n X 1, respectivamente, se todos os polos
do conjunto {a;}!"; forem reais. Por outro lado, se pelo menos dois desses polos compdem
um par complexo conjugado, ou seja, a; = a;;1, a matriz A terd elementos que pertencem
ao conjunto dos niimeros complexos. Isto significa que os estados do modelo serao, em

principio, sinais que assumem também valores complexos ao longo do tempo.

Para que a matriz A apresente sempre valores reais mesmo nos casos em que @;;1 €
a; formam um par complexo conjugado de polos, uma modificacao nas fungdes racionais em
(2.15) precisa ser realizada. Em geral, se a;;; e a; compoem um par complexo conjugado,
entao as fungoes @;(a) e ®;11(a) em (2.15) sdo substituidas por fungdes racionais com

uma forma genérica:

3 Note-se que a construgdo de C e D em (2.37) e (2.38) ndo precisa ser realizada uma vez que a equacio
de saida em (2.34) ndo é utilizada.
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d;(a) = K(ay) (ﬁ L(a,cq)) M(a, a;),
7=l (2.46)

(I)i-l-l(a) - K(al) (EL(a’aj)) N(a’ai)a

onde M(a, a;) e N(a, a;) sao filtros de segunda ordem com polos em a; e a;+; = af. Tais
filtros possuem uma caracteristica estritamente prépria e diferem entre si devido a defini¢ao

dada para os seus respectivos ganhos e zeros.

Para que as fungoes ®;(a) e ®;,1(a) possam de fato ser definidas aos pares (como
mostra a Equagao 2.46), os filtros de primeira ordem L(«,a;) e L(«, a;11) da Figura 2
devem ser agrupados em um tnico filtro de segunda ordem L(«, a;)L(a, a;11). Isto implica
que as quadruplas (A;, By, C;, D;) e (Air1, Bis1, Ciy1, Dig1) em (2.35) e (2.36) devem ser
substituidas pela tnica quadrupla:

An A | _ B, —

= B, = ,Ciz[cl CQ]eDi
A21 A22 B2

onde seus elementos sdao encontrados satisfazendo-se agora as condigdes

-1

Xl(a) = “ 0 _Kz EZU1<O() - M<a,a/i) z(Oé) — qDl(a) U(Oé);
Xit1(@) 0 o N(a, a;) Pit1(a)
Yi(a) =C; Mer ;) D; = L(o, a;)L(, a;
5@ ~ O | Ny | 70T M ) (2.43)
2.2.1 Resumo

Baseando-se nos desenvolvimentos apresentados na se¢ao 2.2, a metodologia definida

pelas quatro etapas a seguir pode ser utilizada para construcao das matrizes A e B:

1. Para uma dada base composta pelas fungoes racionais {®;(a)}, i =1, -+, n, definem-

se K(a;), L(a, a;) e R(a, a;) tal que

i—1

D, (o) = K(a;) (H L(oz,aj)) R(a, a;).

=1
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2. Encontram-se os elementos A;, B;, C; e D; que satisfazem as condicoes
B;
o — K@

= R(a, a;) ¢ CR(a,a;) +D; = L(«, a;). (2.49)

Se @;(«r) e ®;41(a) sdo definidas diferentemente no caso de polos complexos conjuga-
dos (af = a;41) tal que
i—1
O;(a) = K(ay) (H L(oz,aj)) M(«, a;),
j=1
i1
Cipi(a) = K(a) | [[L(e,a5) | N(a, a;),
j=1
entdo, as quadruplas (A;, B;, C;, D;) e (Ayy1, Biy1, Cir1, Diy1) obtidas satisfazendo-se
(2.49) sao substituidas por uma tinica quadrupla (A;, B;, C;, D;), onde
A Ap | — B,

A= ,Bi = ,Cz‘Z{Cl C2:|eDi
Aoy Ay B,

sao encontradas satisfazendo-se as condigoes:

(Oé - A22>B1 + A12B2
(Oé - All)(OZ - A22) — A12A21 M(Oé, ai)
(Oé - All)BQ + A21B1 ’

N(e, a; (2.50)

(Oé - All)(a - Azz) —ApAy ( )

ClM(Oé,CLi) +CQN<OC,CZ¢> +ﬁl = L(a,ai)L(a,aiH).

3. Constroem-se as matrizes
1 0 0 B
B,C, A, 0 ByD;
4D3D2Cy 4309 0 B4DsDyDy
Enﬁnfl ﬁ261 Enﬁnfl t ﬁ362 Kn Enﬁnfl ﬁ1

seguindo-se as definigoes para (A;, B;, C;, D;) feitas na etapa 2.

4. Obtém-se as matrizes desejadas A = KAK™! ¢ B = KB, onde K = diag(K(a;)).

Como pode ser observado, as etapas 1 e 2 da metodologia proposta nao precisam ser

necessariamente implementadas computacionalmente, uma vez que uma analise matematica



46 Capitulo 2. Bases de fun¢des racionais

pode resolver o problema para uma determinada BFR. Entretanto, as etapas 3 e 4 devem
ser geralmente implementadas. Na realidade, conforme sera visto na préxima secao, para
algumas bases é possivel definir o conjunto {K(a;)} de tal forma que a construgao das
matrizes A e B da etapa 3 seja simplificada. Para algumas BFRs define-se ainda K =1, o

que implica diretamente que A = A ¢ B = B.

2.3 Obtendo BFRs conhecidas a partir da metodologia unificada

O principal objetivo desta se¢ao é aplicar a metodologia proposta na se¢ao anterior
para construcao, nos dominios z e s, das BFRs mais utilizadas no contexto de identificagao

de sistemas. Tais bases sio:

e Funcoes do tipo polo-residuo
e Funcoes ortonormais de Takenaka-Malmquist

e Funcoes de frequéncia localizada

Conforme sera visto, as fung¢oes do tipo polo-residuo sao definidas de maneira
similar tanto no tempo continuo quanto no tempo discreto. As fung¢oes ortonormais de
Takenaka-Malmquist, por sua vez, possuem uma definicao diferente em cada dominio. J&

as fungoes de frequéncia localizada sao definidas apenas no tempo continuo.

2.3.1 Bases no tempo discreto (o = 2)
2.3.1.1 Funcoes do tipo polo-residuo

No caso da base de fungoes do tipo polo-residuo, cada fungao racional ®;(z) é
definida por

By(z) = — (2.51)

z—a;

Assim, com base na etapa 1 da se¢ao 2.2.1 (se¢ao que resume a aplicagdo da metodologia

proposta), define-se:
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1

zZ — Q;

K(a;) = 1; L(z,a;) = 1; R(z,a;) = (2.52)

Logo, pela etapa 2 da secao 2.2.1, pode-se verificar que o conjunto de elementos A;, B;, C;
e D; que satisfaz as condicdes impostas em (2.49) é dado por

= . (2.53)
0 1

al
J

Como K =1 neste caso, entao, pelas etapas 3 e 4 da se¢ao 2.2.1 as matrizes A e B da

representacao do sistema no espacgo de estados sao obtidas como sendo:

ay 0 0 1
__ 0 g - 0 _ 1
0 O anp, 1
tal que
. 1 1 1 17
X(z)=(zI1-A)"BU(2) = e U(z). (2.55)
Z—ay Z— Qs zZ—ap

Por outro lado, para que a matriz A apresente valores reais no caso em que a; € a;11
compdem um par complexo conjugado de polos, ou seja, a; = a;41, as fungdes racionais

®;(2) e P;41(2) em (2.51) sao substituidas pelas fungoes:

1 1
FT G AT A (2.56)
] j
Pipi(z) = - ;
2= Q; 2 Q41
sendo, portanto,
1 1 2z — 2%Re(a;
M(z’ ai) = + = - ( ) -,
z—a; z—aiq 22— 22Re(a;) + |a;l (2.57)
j j —2%m(a;) :

N(z,a) = - - .
(2, 0:) z—a; z—ay1 22— 2zRe(a;) + |a;)?

Assim, se a; e a;41 formam um par complexo conjugado, entdo as quadruplas (A;, B;, C;, D)

e (A1, Bis1,Ciyq, Dig1) em (2.53) devem ser substituidas na construgao em cascata pela

tnica quadrupla (obtida satisfazendo-se as condigdes em (2.50)) dada por
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o Re(a;)  Sm(ay) 2
Ai Bz
| = -Sm(a;) Re(a;) | O |- (2.58)
CZ Dz
0 0 1

Para esta base isto pode ser feito de uma forma mais direta simplesmente substituindo-se

a; 0 1
as submatrizes e das matrizes A e B em (2.54) por
0 aip1 1
- Re(a;) Sm(a;) | 2
A= B-= . (2.59)
—Qm(a;) Re(a;) 0

Antes de prosseguir para os exemplos desta se¢ao, mostra-se agora com detalhes
como a defini¢do da quidrupla (A;, B;, C;, D;) em (2.58) pode ser obtida satisfazendo-se

as condigoes em (2.50).

O primeiro passo consiste em comparar os numeradores da primeira expressao em

(2.50),

OéBl — A22B1 + A12B2 = num (M(Oé, CLZ)) y (260)

OéBQ — A11B2 + A21B1 = num (N(Oé, az)) 5 (261)

onde num (M(«, a;)) e num (N(«, a;)) denotam os numeradores de M(a, a;) e N(a, a;),
respectivamente. Aplicando as Equagoes (2.60) e (2.61) para as fungoes racionais em (2.57),

tem-se:

ZB1 — A22B1 + A12B2 = 2z-— 2%6(&1) (262)

ZB2 — A11B2 + A21B1 == —ZSm(al) (263)

Obviamente, B; e By devem satisfazer

B =2 (2.64)

By =0 (2.65)



2.8. Obtendo BFRs conhecidas a partir da metodologia unificada 49

Substituindo este resultado nas expressoes em (2.62) e (2.63), tem-se também

AQQ = ?RG(GZ‘) (266)
Ay = —Sm(a;) (2.67)

Por outro lado, os elementos Aj; e Ay da matriz A; sdo obtidos comparando-se os

denominadores da primeira expressao em (2.50), ou seja, comparando-se:*

042 — Oé(All + AQQ) — A12A21 -+ A11A22 = den (M(Oé, al)) s (268)

= den (N(a, a;)), (2.69)
que resulta, neste caso, nas duas equagoes:

A11+A22 = 2%6(&1) (270)

—ApAs +ApnAy = ol (2.71)
Assim, com base nos valores ja obtidos em (2.66) e (2.67), é possivel se chegar em

Ay = Re(w) (2.72)

Ap = Sm(a;) (2.73)

Neste momento, as matrizes A; e B; ja foram determinadas. C; e D; sdo entdo

obtidas a partir da segunda expressdao em (2.50) como sendo:

Ci:[cl Cg} = {o o} (2.74)

D, = 1 (2.75)

Exemplo 2.1. Seja um sistema de segunda ordem representado por fungoes do tipo

polo-residuo, com polos {a;,as} € R. As matrizes A e B sdo entdo obtidas como sendo

_ ay 0 _ 1

0 a9 1

4 den (M(a,a;)) e den (N(a, a;)) denotam os denominadores de M(«, a;) e N(a, a;), respectivamente.
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Isto implica diretamente que:

. — ®y(2)
X(z)=(I-A)"BU(z) = U(z),
| (I)Q(Z)
[ 1
= o 1 @1 U(z2).

Exemplo 2.2. Seja um sistema de terceira ordem representado por fungées do tipo
polo-residuo, com polos aj = ay e az € RN. As matrizes A e B sao entao obtidas como

sendo

Re(a;) Sm(ar) 0 2
0 0 as 1

Isto implica diretamente que:

®4(2)
X(z) = (zI-A)"'BU(2) = | &y(2) | U(2).
@3(2)
1 17
- Z j a B Z ;ja U(Z)

Exemplo 2.3. Considere que um determinado sistema G é decomposto por func¢oes do

tipo polo-residuo (fracgoes parciais) conforme segue:

1 2 3
GE) = o3t 0a Tioo1 "

4 (2.78)

Assumindo-se agora a; = 0,3, a; = 0,2 e azg = 0,1, a representagao de GG na forma

de espaco de estados é entao dada por:
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Xl(Z) _ 0,3 0 0 Xl(Z) 1
Z| Xo(2) | = | 0 02 0 Xo(z) |+ | 1| U(),
X3(2) i 0 0 0,1 X3(2) 1 (2.79)
) Xl(Z)
Y(z) = |12 3]| Xl | HHUGR),
X3(z2)
tal que
—<I>1(z)
X(2) = (2I-=A)'BU(2) = | ®y(2) | Ul2),
_<I>3(z)
- 1 ;
z—10,3
- z—0,2 U()
1
L z—0,1

2.3.1.2 Funcoes ortonormais de Takenaka-Malmquist

As fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist sao definidas no dominio z por

(HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005):

D(z) = <Hl = G;Z) o (2.80)

jzlz—aj Z — a;

Essas fungoes sao bastante conhecidas por generalizar, a principio, as bases de Laguerre e
FIR. A base FIR onde {®;(2)} = 2%, por exemplo, pode ser facilmente obtida alocando-se
o conjunto de polos {a;} para a origem, ou seja, fazendo-se a = 0. Alternativamente, as
fungoes ortonormais de Laguerre sdo obtidas quando todas as fungoes {®;(z)} em (2.80)

sao parametrizadas por uma tdnica dindmica real {a;} = a.

Definindo-se na etapa 1 da se¢ao 2.2.1 (segao que resume a aplicacdo da metodologia
proposta),

1 —a* 1—la; 2
K(a;) = 1; L(z,a;) = ﬂ; R(z,a;) = #, (2.81)

zZ — Q; Z — Q;
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a quadrupla que ira satisfazer as condigdes impostas em (2.49) é entdao dada por

Ki Ez a; 1-— a; 2
= e (2.82)
CZ Dz \/1 — |CLi|2 —a;‘

Caso a; e a;41 formem um par complexo conjugado, as fungoes ®;(z) e ®;11(z) em (2.80)

podem ser substituidas pelas func¢oes ortonormais dadas por:

i—=1 1 _ g% —C?Z—bz
o) = (Hl ])(\/1 (= b)

i 2—a ) (2 —ai)(z — aiy)

2.83
B1r(2) ﬁ 1 —ajz ﬂm 25
i+1(#2) =
+1 i z—aj (Z—ai)(z—az‘_t,_l)
onde
. , 2 ,
b= LT Re(a;) | ¢ = —asas1 = —|ail?. (2.84)

1t aiai 14 a?
Dessa forma, se diz que as fungoes de Takenaka-Malmquist também generalizam as func¢oes
(a dois parametros) de Kautz, obtidas quando um tnico par complexo conjugado de polos
aj = ap parametriza o conjunto de fungoes {®;(z)} em (2.83), ou seja, quando essas

fungoes sdo completamente parametrizadas pelos dois pardmetros reais {b;} = be {¢;} = ¢

(NINNESS; GUSTAFSSON;, 1997).

Pela metodologia unificada da se¢ao anterior, como

M(z, a;) M(Z .
» i (z —a)(z— ain)’ (2.85)

N(z.a) — V1 —c2\/1—b?

(z —ai)(z — aiy1)’

1 —a; 1—a
Lo, a;)L(ov, aipq) = ( azz)< al+1z>

zZ — Q; Z — Qj4+1
—01'22 -+ bl(C,L — 1)2 +1
224+ bi(c;— 1)z — ¢

Y

isto implica que, se a; e a;y1 formam um par complexo conjugado, entao as quadruplas
(A;,B;,Ci,Dy) e (Ait1, Bis1, Ciy1, Dig1) em (2.82) devem ser substituidas na construcio

em cascata pela tnica quadrupla (obtida satisfazendo-se as condigoes em (2.50)) dada por®
5

Os passos para dedugdo dos valores desta quadrupla sdo similares aos passos ja realizados para as
fungoes do tipo polo-residuo na segao 2.3.1.1. Tal procedimento é deixado como exercicio para a BFR
desta secao.
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. _bici Ci/ 1-— b22 1— C?
=] 1w b; 0 . (2.86)
C; Dy
—bi\/l—c? \/1—6?\/1—03 —¢

Infelizmente, para essa base de funcdes a construcio das matrizes A=A e B =B

nao é simplificada devido a propria defini¢do das quadruplas em (2.82) e (2.86). Portanto, a

montagem em cascata dessas matrizes na etapa 3 da secao 2.2.1 precisa ser implementada

computacionalmente respeitando-se a possivel existéncia de pares complexos conjugados

de polos.

Exemplo 2.4. Seja um sistema de segunda ordem representado pelas fungoes ortonormais

de Takenaka-Malmquist (no tempo discreto), com polos {a;,as} € R. Logo, as quadruplas

A, By

ai

C, Dy

V1= laif?

\/].—l(llP Kg EQ _ a9 \/1—\a2|2
—aj Cy Dy /1= |az|? —aj

devem ser aplicadas na construgao dada pelas Equagoes (2.35) e (2.36) tal que:

>

os]

Isto implica diretamente que:

X(z) = (21— A)"'BU(2)

aq 0
A —
V1= laal?y/1—ai ] as
\/]_—|CL1|2
B =
—aj\/1 — |ag|?
D(2
)
Dy (2)
-l
= *T A U(z)
(1—@*1‘,2) 1 — |as|?
Z— ay Z — Gy
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Exemplo 2.5. Seja um sistema de terceira ordem representado pelas fun¢ées ortonormais
de Takenaka-Malmquist (no tempo discreto), com polos aj = ay e az € R. Logo, as

quadruplas

—biey cryf/1 -5} J1-¢&
= J1-8 by 0
~biy1- J1-8 /1@ —c
As Bs | a3 /1 lasl?

63 53 \/1 — |a3\2 —a§

devem ser aplicadas na construcdo dada pelas Equagoes (2.35) e (2.36) tal que:

—blcl C14/ 1— b% 0
A=A = 1 — b2 by 0|,
—bl\/l — c%\/l — |as|? \/1 — b%\/l — c%\/l — |as|? a3
/1 — c%
B=B = 0 ,
—01\/1 — |CL3|2
ai + as . . .
sendo by = — e ¢; = —ayas. Isto implica diretamente que:
1 + aia9
Py(2)
X(z) = (zI1-A)"'"BU(z) = Dy(2) | U(2),
P3(z)

1=z —by) ]
224+ bi(cg— 1)z — ¢
V1—c31—02
22+ bi(cp — 1)z — ¢
V31— las|® [ —ci22 + bi(cp —1)z+1
( 224 bi(c;— 1)z —¢ >

Z — as
2.3.2 Bases no tempo continuo (o = s)
2.3.2.1 Funcodes do tipo polo-residuo

No tempo continuo as fungoes do tipo polo-residuo sao definidas da seguinte

maneira,
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Bi(s) = — (2.87)

S — Qa;

Assim como no dominio z, no caso em que a; e a;;1 compoem um par complexo conjugado

de polos, as fungoes

1 1
(I)i -
(8) 3_ai+5_ai+1
; ; (2.88)
Dia(s) = -

S — a; S — Qj41
podem ser utilizadas ao invés das fungoes racionais ®;(s) e ®;41(s) definidas em (2.87).

Como pode ser visto, a defini¢do da base de fungoes do tipo polo-residuo em (2.87)
e (2.88) é similar ao realizado no tempo discreto. Portanto, o processo de construgao no
tempo continuo das matrizes A e B é idéntico ao processo de construcao apresentado
para o tempo discreto e, portanto, nao sera repetido nesta se¢do. Ressalta-se ainda que a
técnica Vector Fitting tradicional (GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999) encontra-se baseada

em modelos formados pelas fungoes racionais definidas em (2.87) e (2.88).

2.3.2.2 Funcdes ortonormais de Takenaka-Malmquist

As fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist sao definidas no dominio s por:

B;(s) = /2Re(—a;) (1:[ s+ aj) : _1 - (2.89)

=154

Com base na etapa 1 da segdo 2.2.1 (se¢ao que resume a aplica¢ao da metodologia proposta),

define-se entio:

K(a) = 2Re(—a);  Lisa)="T%  R(sa)=——: (2.90)

s—a; s —a;

Assim, pela etapa 2 da secdo 2.2.1, o conjunto de elementos A;, B;, C; e D; que satisfaz as
condigbes impostas em (2.49) é dado por

= . (2.91)
2%6(@1) 1

Ql
J

Isto implica diretamente que
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ai

2%6(&1)

>

2Re(ay)

0
a2

2%Re(az)

i 2Re(ay) 2%Re(az)

Por outro lado, para que a matriz A

0 — -
1
0
|1
0 B = (2.92)
1
Qn - -

apresente valores reais no caso em que a; e

a;+1 compoem um par complexo conjugado de polos, as fungoes ®;(s) e ;41(s) em (2.89)

sao substituidas pelas fungoes ortonormais (DESCHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE,

2007):
i—1 + a* — |a;
Qi(s) = 2Re(—a;) | I] - — ’
i S — aj (8 — ai)(s - ai+1) (2 93)
Hs+al s + |ail |
®, = /2Re(—aq; ’ : ’
+1(s) m (jl;ll 5 — aj) (s —ai)(s — ai1)
onde, portanto,
s — |a] s — lai
M i - ’
(s,a;) (s —a;)(s —aiy1) 82— 2sRe(a;) + |a;|?
s+ lai 5+ ail .
N(s,a;) =

(s —ai)(s — aiy1)

T 2o 2sRe(a;) + |a;|*

Dessa forma, se a; e a;11 formam um par complexo conjugado, entdo as quadruplas
(A;,B;,Ci,Dy) e (Ait1,Bis1, Ciy1, Dig1) em (2.91) devem ser substituidas na construcao

em cascata pela unica quadrupla (obtida satisfazendo-se as condigbes em (2.50)) dada por

_ Re(a;) —|a;| + Re(a;) | 1
A, B;
| = | la] + Re(ay) Re(a;) 1. (2.95)
i Ds
2Re(a;) 2%Re(a;) 1

Para esta base isto pode ser feito de uma maneira mais direta simplesmente substituindo-se

a; 0
a submatriz
2Re (CLl) a;+1

Re(a;)

la;| + Re(a;)

da matriz A em (2.92) por

—|a;| + Re(a;)
Re(a;)

(2.96)
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O par de matrizes desejadas (A, B) é entdo obtido realizando-se as operagoes A = KAK™!
e B = KB, sendo

2Re(—ay) 0 e 0
0 2Re(— e 0
K = | é( az) | . (2.97)
0 0 sy /2Re(—ay,)

Ressalta-se ainda que a técnica Orthonormal Vector Fitting (DESCHRIJVER; HAEGE-
MAN; DHAENE, 2007) encontra-se baseada em modelos formados pela BFR apresentada

nesta secao.

Antes de prosseguir para os exemplos desta secao, mostra-se agora com detalhes
como a defini¢do da quadrupla (A;, B;, C;, D;) em (2.95) pode ser obtida satisfazendo-se

as condigbes em (2.50).

Similarmente a andlise realizada para as func¢oes do tipo polo-residuo, o primeiro

passo consiste em comparar os numeradores da primeira expressao em (2.50),

OéBl — A22B1 + A12B2 = num (M(Oé, CM)) N (298)

OéBQ — AHBQ + A21B1 = num (N(Oé, al)) y (299)
Aplicando-se entao as Equagoes (2.98) e (2.99) para as fungoes racionais em (2.94), tem-se:

sB1 — ApBi +ApBy = s —ay, (2.100)

SBQ - A11B2 + A21B1 = S+ |(IZ| (2101)
Obviamente, B; e By devem satisfazer

B, =1 (2.102)

By =1 (2.103)
Substituindo este resultado nas expressoes em (2.100) e (2.101), tem-se agora

—Ap+Ap = —|a] (2.104)

_All + A21 = |az| (2105)
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O sistema de equacoes lineares acima possui duas equagoes e quatro incognitas. As
outras duas equacoes necessarias para se compor um sistema de solugdo tinica sao obtidas

comparando-se os denominadores da primeira expressao em (2.50), ou seja, comparando-se:

Oé2 — CY(AH + A22> — A12A21 -+ A11A22 = den (M(Ol, al)) s (2106)

= den (N(a, a;)), (2.107)

que resulta, neste caso, nas duas equacoes adicionais:

A11+A22 == 2%6(@1) (2108)

—A12A21+A11A22 = ]ai|2 (2109)

As expressoes acima, em conjunto com as expressoes em (2.104) e (2.105) formam
um sistema de equagoes lineares com uma tnica solucao possivel. Tal solucao pode ser
encontrada combinando-se a Equagao (2.109) com as Equagoes (2.104) e (2.105), de forma

a se chegar em

—Ap+An = |a (2.110)

Usando-se entdo (2.104) e (2.110), tem-se

AH = A22 (2111)

Logo, por (2.108),
A11 = %e(ai) (2112)
A22 = %e(ai) (2113)

Por (2.104) e (2.105), obtém-se também

A12 = —|GZ|+§R€(CL1) (2114)

Ay = ai| + Re(a) (2.115)
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Neste momento, as matrizes A; e B; ja foram determinadas. Agora, a partir de

algumas manipulagoes matematicas, é possivel obter C; e D; a partir da segunda expressao

em (2.50) como sendo:

Cz:|:cl CQ:|

[ 2Re(a;) 2Re(a;)

1

(2.116)

(2.117)

Exemplo 2.6. Seja um sistema de segunda ordem representado pelas funcoes ortonormais

de Takenaka-Malmquist (no tempo continuo), com polos {a,as} € R. Logo, as matrizes

A e B sdo obtidas como sendo

sao construidas, o

_ 0 _ 1
A == B =
2%8(&1) a9 1
Isto implica que:
— — 1S 61(8)
X(s)=(sI-A)"'BU(s) = | _ U(s),
I (I)Q(S)
[ 1
_ s—a
= (5 + a’{) by | UG)
S—ay/ S — Qs
o 2Re(—ay) 0
Uma vez que as matrizes A, B e K =
0 2Re(—as)

par de matrizes desejadas (A, B) pode ser obtido realizando-se as operacoes A = KAK™!

e B = KB tal que

X(s) = (sI— A)"'BU(s)

(I)l S
) U(s),
Dy (s)
23%6(-@1) e U()
el ((10) 7=,
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Exemplo 2.7. Seja G um sistema de terceira ordem representado pelas fun¢des ortonormais
de Takenaka-Malmquist (no tempo continuo), com polos a; € R e aj = az. As matrizes A

e B sdo entao obtidas como sendo

aq 0 0 1
A= | 2Re(a;)  Re(ay)  —|as|+Re(az) | B=|1
2Re(ar) |as| + Re(as) Re(az) 1
Isto implica que:
P1(s)
X(s) = (sI=A)"'BU(s) = | ®y(s) | U(s),
I 53(3)
- . -
_|_ J—
= (8 al) s |a2| U(s).
s—ay/) (s—az)(s—as)
(s + a*{) s + |as]
| \s—ay/ (s —as)(s —a3z) |
2Re(—ay) 0 0
Uma vez que as matrizes A, B e K = 0 2Re(—as) 0 S80
0 0 2Re(—as)

construidas, o par (A,B) pode ser obtido realizando-se as operagoes A = KAK™! e
B = KB, tal que

04(s)
X(s) = (sL— A)'BU(S) = | dy(s) | Uls)
| ®y(s)
i 2Re(—ar) _1a1 _
_ 2Re(—as) (i i Zi) s _Sa;)(|32|_ o) | V)
|V 2Re(—as) (3 Zi> (s —Sajx‘z?‘— az) |

Assumindo agora a; = —2, a; = —2 + 5200 e a3 = —2 — 5200, a representacao de G(s) é

entao dada por:
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G(s) = C(sI—A)"'B+D,

3
= 719+ ZT’Z'(I),'(S),
i=1

1 -9 s — /(22 4+ 2002
= 1o+ 2r; +2T2<s ) . ( )
5+2 s+2/ (s+2—35200)(s + 2+ 5200)

o (12) A

s+2) (s+2—j200)(s + 2 + j200)"

2.3.2.3 Funcdes de frequéncia localizada

As fungoes de frequéncia localizada foram propostas para polos reais por Welsh e

Rojas (2007) e sao definidas no tempo continuo por

Di(s) = |ai (ﬁ - ) : (2.118)

jzls—aj S — a;

Definindo-se na etapa 1 da metodologia unificada de construcao,

S 1
K(a'z) = |az|a L(Saai) = 5 _ CL'; R(S,CLZ') = q, (2119)

a quadrupla que ird satisfazer as condigoes impostas em (2.49) é dada por

— , (2.120)

Diferentemente das outras BFRs ja apresentadas neste capitulo, tal base nao
apresenta, em principio, um conjunto alternativo de fungoes para o caso em que a; € a;q
formam um par complexo conjugado. Dessa forma, modelos formados por essas fungoes
apresentam dificuldades na modelagem de sistemas mal amortecidos se a matriz A é

condicionada a assumir apenas valores reais.

Propoe-se entao neste trabalho o novo conjunto de fungoes racionais dado pela
Equagao (2.121) para o caso em que a; e a;4; formam um par complexo conjugado de

polos.? Com esse novo conjunto de func¢oes sistemas mal amortecidos podem ser melhor

6 Um outro conjunto de funcdes para o caso de pares complexos conjugados também foi recentemente

proposto em (VOORHOEVE et al., 2014).
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modelados a0 mesmo tempo em que os elementos da matriz A sdao mantidos dentro
do conjunto dos ntimeros reais. No Capitulo 4 deste trabalho ou em (SCHUMACHER;
OLIVEIRA; MITCHELL, 2015) mostra-se ainda como as iteragoes de Sanathanan-Koerner
podem ser utilizadas para selecao dos polos de modelos formados por essa nova base de

funcgoes.

o1 s —aj ) (s—ai)(s — ai1)

Di(s) = o (ﬁ - ) —lai
i—1 (2.121)
Dip(s) = |ai+1|(l_[ s ) s+ |a]

=194 (s —a;)(s — ait1)

Seguindo a metodologia unificada de construgao, como

—|(Zi| _|ai|
M s Wy - ’
(s, 0:) (s —ai)(s —ai1)  s* = 2sRe(a;) + [a[? (2.122)
N(s,a;) = 5+ lail = s ol

(s —a;)(s —ai1) 82— 2sRe(a;) + |a;|*’

isto implica que, se a; e a;41 formam um par complexo conjugado, entao as quadruplas
(A;,B;, Ci,Dy) e (Ayy1,Biy1, Ciz1, Diy1) em (2.120) devem ser substituidas na construcao

em cascata pela tinica quadrupla (obtida satisfazendo-se as condig¢des em (2.50)) dada por”

— — —lai] —|a;] 0
~ = | 2la;| +2Re(a;) |ai] +2Re(a;) | 1 |- (2.123)
la;| + 2Re(a;) 2Re(a;) 1

Para esta base de funcdes a construcio das matrizes A e B também nao pode ser
simplificada devido a propria defini¢ao da quadrupla em (2.123). Portanto, a montagem
em cascata dessas matrizes na etapa 3 precisa ser implementada computacionalmente

respeitando-se a possivel existéncia de pares complexos conjugados de polos.

Por fim, as matrizes desejadas sdo entdo obtidas a partir das operacoes A = KAK ™!

e B =KB onde

7 Os passos para deducio dos valores desta quadrupla sdo similares aos passos ja realizados para as

fungdes do tipo polo-residuo na secdo 2.3.1.1 e para as fungdes ortonormais de Takenaka-Malmquist na
secao 2.3.2.2. Tal procedimento é deixado como exercicio para a BFR. desta secao.
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lay] 0 - 0
0 Jagf -~ 0

K = . (2.124)
0 0 - |an|

Exemplo 2.8. Seja um sistema de terceira ordem representado pelas func¢oes de frequéncia

localizada, com polos {aq, as, a3} € R. Logo, as quadruplas

A3 B3 as 1

>
—
3]
=
e
—
—_
>
[\
)
<
[\
—_

Cg ﬁg as 1

@]
—
!/
—
S
—
—_
Q
[\v)
[\
S
no
—_

ap 0 0 1

A= ai as 0O ) B= 1

a; ag as 1

Isto implica que:
D (s)
X(s) = (sI=A)"'BU(s) = | ®y(s) | Uls),
I Ds(s)
- 1 -
S —

- <s—sa1> s—lag Uls).

o) a) e
L \S — Q1 S—ag/ S—as J

|CL1 ’ 0 0
Uma vez que as matrizes A, Be K = 0 las| 0 sao construidas, o par desejado
0 0 |CL3’

(A, B) pode ser obtido realizando-se as operacoes A = KAK™! ¢ B = KB tal que
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X(s) = (sI=A)"'BU(s) = | ®y(s) | Uls),

s s 1
l (25) (2)
L S — S—AQay/ S—as U

Exemplo 2.9. Seja um sistema de terceira ordem representado pelas funcoes de frequéncia

localizada, com polos aj = as e az € R. Logo, as quadruplas

- —las] —las] 0 _
Ay By A; Bs az 1
= | 2]la1| +2Re(ay) |ai|+2Re(ay) | 1| € =

lai| + 2Re(ay) 2%e(ay) 1
devem ser aplicadas na construcao dada pelas Equagoes (2.35) e (2.36) tal que:

—’CL1’ —’Ch’ 0 0
A = | 2ay| + 2Re(ay) |as| + 2Re(ay) 0 |, B=|1
lai| + 2Re(aq) 2%Re(ay) as 1
Isto implica que:
61(S>
X(s) = (sI—=A)""BU(s) = | dy(s) | U(s),
| Ps(s)
- | -
(s — al)(|s — ay)
S+ |ap
= Ul(s).
(s —a1)(s — as) (s)
(Ca) (Zn)m
L S — aq S— a2/ §—asz |

|CL1‘ 0 0

Uma vez que as matrizes A, Be K = 0 |as| 0 sao construidas, o par de matrizes

0 0 ‘ag‘
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desejadas (A, B) pode ser obtido realizando-se as operacoes A = KAK™!' ¢ B = KB tal

que

X(s) = (sI—A)"'BU(s) = | ®y(s) | Uls),

—|a|

a
| 1|(s —ay)(s — ag)
s+ |aq]

a2 (s —ay)(s — ag)

S s 1
ol (=2) (=2)
L S — aq S§—as/ S —as |

2.4 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, inicialmente a representacao de sistemas lineares invariantes no
tempo em termos de BFRs foi apresentada no espago de estados. Em seguida, foi proposta
uma metodologia unificada que permite a obtencao das BFRs mais utilizadas no contexto
de identificacao de sistemas. Por fim, em meio a construcao da base de fungoes de frequéncia
localizada proposta por Welsh e Goodwin (2003) para polos reais, definiu-se um conjunto

alternativo de fungoes racionais para o caso de polos complexos conjugados.
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3 ldentificacao no dominio do tempo

Neste capitulo, inicialmente o problema de identificacao de sistemas lineares no
dominio do tempo é revisto. Em seguida, é apresentado o método iterativo de Steiglitz-
McBride e sua formulagao usando variaveis instrumentais. Baseando-se no conceito dessas
iteracoes para selecao de polos de modelos formados por BFRs, um novo algoritmo de
identificacao é entao desenvolvido (contribuicao C.3 (a)). A extensao deste algoritmo
usando varidveis instrumentais é também apresentada (contribuigdo C.3 (b)). Essa for-
mulacao baseada em varidveis instrumentais garante que um 6timo local seja obtido apds
a convergéncia do processo iterativo. Conforme serd visto nos estudos de caso (onde um
deles considera a simulagdo de um sistema de poténcia monofasico no software EMTP-RV),
os algoritmos analisados apresentam melhor condicionamento numérico quando fungoes
ortonormais sao utilizadas como BFRs. Tal melhoria de condicionamento numérico é

também observada quando modelos de ordem mais elevada sao utilizados.

3.1 Definicao do problema de identificacao

No dominio do tempo discreto, a relagao entre a entrada escalar ug(k) e a saida
escalar yo(k) de um sistema linear invariante no tempo S pode ser representada pela
fungao de transferéncia Go(q) da seguinte forma (AGUIRRE, 2007; LJUNG, 1999; VAN
DEN BOSCH; VAN DER KLAUW, 1994):

S yo(k) = Golq)uo(k) + v(k), (3.1)

onde v(k) representa a perturbagao nao controlavel (ruido) presente na saida medida do
sistema e ¢ denota o operador avango que, quando aplicado a um sinal genérico f(k),

satisfaz ¢ f (k) = f(k +1), i € Z.

O problema de se encontrar um modelo G(g) que seja o mais préximo possivel

de Gy(q) é o desafio de identificagao tratado neste capitulo. Com esse desafio em mente,
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frequentemente define-se uma estrutura de modelo G(q,#) na forma de fungao de transfe-
réncia racional (AGUIRRE, 2007; HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005;
LJUNG, 1999; VAN DEN BOSCH; VAN DER KLAUW, 1994), ou seja, dada pela razao
entre dois polindémios em ¢, conforme mostra a Equagao (3.2).

b +bag 4 A by g™

L+ figt + f2q % + - 4 fopg ™
3.2
Blg.6) 32

F(q,0)

G(q,0) =

Note-se que G(q, ) nao representa mais um unico modelo, mas todo um conjunto de

modelos D¢ obtido variando-se o vetor de parametros 6,

T
O=|b - by fi - fao, | €De (3.3)

Em (3.3), Dy representa o conjunto formado por todos os valores possiveis para . Uma
defini¢ao mais formal no que diz respeito a modelos, conjunto de modelos e estruturas de

modelos pode ser encontrada em (LJUNG, 1999).

Dada essa estrutura G(q, 6), o desafio agora se reduz a encontrar um determinado
0* € Dy, capaz de tornar o modelo G(q,0*) € D¢ suficientemente préximo do sistema
Go(q). Tratando esse problema no contexto de identificacao de sistemas no dominio do
tempo, 6* é encontrado a partir da definicao de um critério de minimizacao que, por
sua vez, baseia-se num conjunto de amostras discretizadas (medidas ou simuladas) do
sistema S, { uo(k),yo(k) },k =1,---, N. Tal critério de minimizagao tem por objetivo
aproximar a saida modelada y(k, ) = G(q,0)uy(k) da saida do sistema yo(k), isso para
k=1,--- N. Dessa forma, geralmente define-se 6* como sendo o vetor de parametros

capaz de minimizar o erro quadratico médio (EQM) entre y(k,0) e yo(k), ou seja,’

0* = arg min V' (0), (3.4)

0Dy

sendo V(0) a fungao objetivo definida por:

1 Esta formulacio estd baseada no que esté definido na literatura como métodos de erro de previsio

(MEP). Mais sobre MEP pode ser encontrado em (AGUIRRE, 2007; LJUNG, 1999; VAN DEN BOSCH;
VAN DER KLAUW, 1994).
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VIO = 5 200 = 3 olh) — (k) (35)
= 2 (w0~ FEDum) (55)

Como pode ser visto, encontrar 6* a partir da minimizacao de V() constitui um problema
originalmente nao-linear na varidvel #, uma vez que os parametros {f;} aparecem no
denominador da funcao de transferéncia. Assim, técnicas de otimizacao que buscam
resolver essa questao sao capazes de fornecer apenas uma estimativa (“boa” ou “ruim”)

para 6*.

Com base nas informacoes ja apresentadas, uma definicdo mais formal para o
problema de identificacdo no dominio do tempo pode ser estabelecida: O problema de
identificacao no dominio do tempo consiste em, dado um conjunto de amostras do sistema
S, { yo(k),uo(k) }, k = 1,--- N, encontrar um modelo G(q,0) € D¢, onde § € Dy
corresponde a um determinado valor de 6 que busca satisfazer o critério de minimizacao

dado pela Equagdio (3.4).

A

Assim, para um dado modelo G(g, #), o valor da fun¢ao V' (#) pode ser usado como
uma métrica para se inferir sobre a aproximagao de G(g, é) em relagao ao sistema Go(q),
uma vez que V(0) representa o EQM entre a saida medida (ou simulada) (k) e a saida do
modelo dada por y(k, é) A definicao do EQM desempenha também um papel fundamental
quando se deseja comparar a aproximacao entre dois ou mais modelos. Um modelo é dito
aqui ser mais preciso em relagao aos demais caso seu EQM seja menor. Também é possivel
observar pela Equagao (3.5) que para um dado modelo G(q, é), se seu respectivo EQM for

nulo, entdo a saida estimada do modelo y(k, é) corresponde exatamente a saida medida

yo(k) para cada amostra discretizada k =1,--- | N.

Ressalta-se ainda que o vetor de parametros 0 € Dy é uma estimativa para 0*
(sendo § = 0* a “melhor” estimativa possivel para uma dada estrutura G(q,0)). Esta
estimativa pode ser encontrada utilizando-se diferentes técnicas de otimizacao nao-linear.

Contudo, técnicas de otimizacdo nao-linear podem apresentar uma convergéncia lenta em
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termos de tempo computacional, inviabilizando assim as suas implementagoes praticas em

casos onde uma atualizacao rapida do modelo é necessaria.

Por outro lado, existem métodos iterativos capazes de transformar o problema
originalmente nao-linear em (3.6) em uma sequéncia de problemas lineares de otimizagao
que sao resolvidos iterativamente, usando por exemplo, o método dos minimos quadra-
dos linear. No contexto de identificacao de sistemas discretos, o procedimento iterativo
proposto por Steiglitz e McBride (1965) representa uma alternativa numericamente eficaz
e computacionalmente rapida para estimagao do modelo G(q, é) = Bl(q, é) /F(q, é), onde

os polos de G(q, 0) (raizes de F(q,0)) sdo conhecidos a cada iteracdo e subsequentemente

realocados.

3.2 As iteracoes de Steiglitz-McBride para identificacdo no domi-
nio do tempo

As iteragoes de Steiglitz-McBride constituem uma poderosa ferramenta para se
estimar os pardmetros {b;} e {f;} de uma funcao de transferéncia G(q,0), que busca por
sua vez se aproximar da fungdo de transferéncia “real” Gy(q) de um sistema linear. Essa
abordagem iterativa é equivalente ao procedimento iterativo proposto por Sanathanan e

Koerner (1963) no tempo continuo.

Para definir o método proposto por Steiglitz e McBride (1965), inicialmente

reescreve-se o critério de minimizagao em (3.6) conforme segue

N

9*:argmm;]2 (F(q,e) L (k) — Blg, 0)— uo(k:)> 3B

0e€Dy k=1

Em seguida, a fim de tornar o problema de minimizagao linear em seus pardmetros { f;}
e {b;}, assume-se que o denominador F(q,0) é sempre conhecido a partir da iteragao

anterior, de tal forma que um problema de otimizacao linear na forma

N

o) — arg min ]1/, Z (F(q, 0)

6€ Dy =1

1 1

Wyo(k) — B(q, G)Wuo(lz)> (3.8)
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é resolvido a cada iteracao t. Assim, #* é estimado iterativamente pelo método dos minimos

quadrados linear.

A solugao analitica para (3.8) pode ser encontrada substituindo-se

F(g.0) = 1+ fig "+ fag > + -+ fu, 0™,

B(g,0) = big "+ bag P4+ byq ™,

e definindo-se

yr(k) =

F(q,

F(q,001)

| = Dy =

(-1)

Assim, (3.8) pode ser reescrita da seguinte forma

1 N

Yo(k),
uo(k).

At) _ . _ T plt=1)yp)?
7 —argmmNZ(yF(k) o (k0 )9),

9ebo N 15

sendo

90(]{7, é(t_l)) =

Para
1)
(2,607)

AS)

AS)

YY) =

@I (N, 01

tem-se ainda que

) = arg min ]1[ (yp — T(é(tfl))9>T (yF - T(é(tfl))e) :

0eDg

UF(]C — nb)

—yp(k — 1)

—yr(k —ny)
e Yr

yr(1)

yr(2)

yr(N)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Por fim, fazendo-se a derivada da fun¢do a ser minimizada a cada iteracao e igualando-se
essa derivada a zero, tem-se que a solugao analitica para o método de Steiglitz-McBride é

dada por:

6O = [TT (@) T@ED)] YT @)y (3.17)

A

O processo de estimagao do modelo G(q, ) por esse método se resume assim em
resolver (3.17) iterativamente. Para tanto, a matriz T(6¢~V) deve ser construida a cada

iteragao e depende apenas do conjunto de coeficientes { f;} estimado na iteracdo anterior.

Na primeira iteracdo (t = 1), pode-se fazer {f;} = 0 = F(q,0) = 1. Entretanto,
se existe um conhecimento prévio aproximado acerca dos polos do sistema, pode-se calcular
os coeficientes {f;} do polinémio F(g,#) considerando-se que esse polindmio possui

raizes iguais a este conjunto aproximado de polos.

Vale ainda ressaltar que os problemas (3.7) e (3.8) ndo sdo necessariamente iguais,
uma vez que (3.7) busca minimizar 3" ?(k, ) enquanto em (3.8) minimiza-se a fungao
objetivo modificada (%e(k, 0))2. Dessa forma, mesmo apds a convergéncia do
processo iterativo, nao pode-se garantir que 6™ & um minimo local da funcao objetivo
original V' (0), ou ainda, que 6 = g*. Esta observacio é enfatizada em (SODERSTROM;
STOICA, 1988). Outros diversos estudos que discutem aspectos de convergéncia local ou
global das iteragoes de Steiglitz-McBride podem ser encontrados em (REGALIA, 1999;
REGALIA; MBOUP; ASHARI, 1997; REGALIA; MBOUP, 1996; FAN; NAYERI, 1990;

STOICA; SODERSTROM, 1981).

3.2.1 Formulacao usando varidveis instrumentais

O objetivo desta se¢ao ¢é, baseando-se em variaveis instrumentais, reformular o
método de Steiglitz-McBride a fim de garantir que a solu¢do encontrada pelo processo

iterativo é de fato um 6timo local da fungdo objetivo V' (#) definida em (3.5). Para tanto,
av(0)
00

=0, ou
0=0

se 0 é um minimo local de V' (0), entdo ele necessariamente satisfaz

ainda, pela regra da cadeia:
) (Fl0) ) = B0 0) ) =0 (319)
) ) ~ 90 - ) ~ U0 = VY, .
F(q,0) F(q,0)

k=1
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sendo s(k, #) o vetor de instrumentos definido por (VAN DEN HOF; DOUMA, 2008)

0 0

Ak, 0) = 3G, 0)uo (k). (3.19)

s(k,0) = 50

Como pode ser observado, o problema de se encontrar 6 a partir da expressao em (3.18)
é também nao-linear em relagdo a essas variaveis. Buscando resolver esse problema de
maneira similar ao realizado no método tradicional de Steiglitz-McBride (Equagcao (3.8)),
Van den Hof e Douma (2008) propuseram o seguinte processo iterativo de regressao por

variaveis instrumentais:

" N " 1 1
0" = solgep { s(k, 047 ) (F(q,G)AyO(k) —B(q,@)Auo(k)> :0}.
v = solene 4 2 sk B F(g, 04 ") F(g, 04 ")
(3.20)
onde
A(t—1) 0 At—1) up (k — )
s(k, by ) = %G(Qve\ﬂ Juo(k) = Az 1 ) (3.21)
~G(q, 05y (k - 1)
—Glg, by1 ur(k —ny)
uma vez que
0 1 , 0 B(q,0) ,
—G(q,Q)ug(k) = ug(k— e —G(q,Nug(k) = ————ug(k—7). (3.22

A expressao (3.20) implica que, a cada iteragao, ég% deve satisfazer (baseando-se na notagao

ja introduzida neste capitulo)
al (t—1) (t=1)\ ()
g T At—D)\ A
> sk, 000 7) (ye (k) — " (k, 057 )) =0, (3.23)
k=1
ou ainda, na forma matricial equivalente,

"0 ) [yr = 1@ iG] = o, (3.24)

onde
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sT(1,00 ")
S(oy ") = : . (3.25)

sT(N, 60"

Por fim, isolando-se o vetor de parametros é&}? em (3.24) tem-se que a solugao analitica
para o método de Steiglitz-McBride formulado usando o conceito de variaveis instrumentais

¢ dada por:
~ N NI -1 At
O = [8T05 )T @G )] ST Yy (3.26)

Comparando-se essa solugao com a solugao tradicional em (3.17), é possivel observar
que elas sao diferentes entre si uma vez que a formulagao usando varidveis instrumentais
requer também a construgao da matriz S(él(ifl)). Uma outra diferenca entre esses algoritmos
diz respeito as caracteristicas das suas solugoes. Conforme mencionado em (VAN DEN
HOF; DOUMA, 2008), utilizando-se essa formulagao baseada em varidveis instrumentais é
possivel garantir que um 6timo local é obtido apds a convergéncia do processo iterativo.
Tal proposicao ¢é confirmada a seguir.

. A(t ~ A . ~
Assumindo que 9&,% converge para um vetor de parametros fyy na iteracao t = c,

entao é(v? = é(v‘}“) = 0y; ou ainda

F(q,0™) = F(q,65)) = F(q,6v1). (3.27)
Portanto, na iteragdo t = ¢ + 1 a Equacao (3.20) pode ser reescrita como sendo

1 ; 1
myo(k:) — B(q, QVI)FWUO(]C)> =0. (3.28)

E S(k, é\/l) (F(q, év[)

Esta expressao coincide com a condigao de otimalidade local imposta em (3.18), o que

implica que Oy é de fato um Gtimo local de V().

Por outro lado, apesar do uso de variaveis instrumentais garantir, em caso de
convergéncia, um 6timo local da funcao objetivo, esta formulacao é conhecida por apresentar
um maior condicionamento numérico em relacao a sua respectiva formulagao tradicional

(VOORHOEVE et al., 2014). Isto significa que o condicionamento numérico da matriz
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ST(QA&_ 1))T(é$f V) em (3.26) pode ser elevado, tornando a inversio dessa matriz uma
tarefa dificil mesmo para softwares como o MATLAB. Schoukens, Pintelon e Rolain (2012)
mostram ainda que condicionamentos numéricos elevados em algoritmos de identificacao

podem levar a modelos imprecisos.

Na préxima secao deste trabalho, um novo algoritmo iterativo de identificacao
baseado nas iteracoes de Steiglitz-McBride é desenvolvido. Esse algoritmo utiliza modelos
formados por BFRs e uma descri¢ao no espago de estados. Conforme sera visto, a utilizagao
das funcoes ortonormais de Takenaka-Malmquist como BFRs permite a obtencao de um

algoritmo melhor condicionado numericamente.

3.3 Procedimento iterativo usando BFRs

Algoritmos baseados em BFRs tém sido amplamente utilizados durante os tltimos
anos especialmente para identificacdo no dominio da frequéncia (VOORHOEVE et al.,
2014; NOURI; ACHAR; NAKHLA, 2010; MAESTRELLI, 2010; REGINATO, 2008; DES-
CHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE, 2007; GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999). Neste
contexto, a técnica proposta por Gustavsen e Semlyen (1999) passou a ser bastante co-
nhecida como Vector Fitting e utiliza as iteragdes de Sanathanan-Koerner (similares as
iteragoes de Steiglitz-McBride, mas no tempo continuo) para identificagdo de modelos
formados pela base de fungoes do tipo polo-residuo. A extensao da técnica Vector Fitting
para identificacao de modelos formados pelas fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist,
conhecida como Orthonormal Vector Fitting, foi proposta por Deschrijver, Haegeman
e Dhaene (2007) com o objetivo de reduzir o condicionamento numérico das matrizes

presentes na estimacao de parametros dos modelos.

Por outro lado, abordagens no dominio do tempo que utilizam essas iteragoes
(Sanathanan-Koerner ou Steiglitz-McBride) para identificagdo de modelos formados por
BFRs permanecem ainda pouco exploradas. Na realidade, as técnicas de identificacao
propostas em (UBOLLI; GUSTAVSEN, 2011), (LEI; WONG, 2008) e (GRIVET-TALOCIA,

2003) parecem ser as unicas abordagens presentes na literatura que utilizam bases racionais
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para identificacdo no dominio do tempo. No entanto, tais técnicas sao aplicaveis apenas
para modelos formados por func¢oes do tipo polo-residuo e, em alguns casos, exigem ainda

métodos de integracao numérica para aproximacao dos sinais presentes na func¢ao objetivo.

De maneira similar ao realizado por Deschrijver, Haegeman e Dhaene (2007) no
dominio da frequéncia, sera considerado nesta se¢do uma estrutura de modelo genérica no

tempo discreto dada por:

B(gq, A\, a*P)

Gla.ha™™) = AR (3.29)
o\ [ , ri®;(q,a"")

et B(q7 )\7 aesp>/F(Q7 aesp) ; (330)
F(g,\a0)/F(q,a=) | +Zn (4.2°)

m (3.30), {r;} e {r;} representam um conjunto de coeficientes a ser estimado e compoem
o vetor de parametros A definido por

T
A=l|p p, 7 -+ 7, | €D (3.31)

Além disso, n denota a ordem do modelo e a®P representa um conjunto pré-especificado de
n polos que caracterizam completamente as fungoes racionais {®;(q,a®P)}. Considera-se
que todos os polos pertencem ao circulo unitario |z| < 1. Em (3.31), D, representa o

conjunto formado por todos os valores possiveis para A.

O objetivo inicial é encontrar uma aproximagao na forma de funcoes racionais para

Go(q) do sistema S em (3.1), tal que a saida yo(k) possa ser aproximada da seguinte forma:

yo(k) = y(k, A\, a*P) = G(q, A, a®P)ug(k), (3.32)
ou, equivalentemente,
yo(k) zz Di(q,a®P) Z a®P)yo(k). (3.33)
i=1 i=1

Tendo como base os desenvolvimentos apresentados no Capitulo 2, é possivel descrever

esta relacao por uma estrutura em espaco de estado dada por
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a(k+1) = A k) +B uk), (3.34)
yk+1) = Ay(k)+ B y(k), (3.35)
yo(k) ~ rua(k)—rtyk), (3.36)

onde
r:[r1 Tn}, f‘:[fl fn]. (3.37)

Para que essa representagio seja possivel, note-se que as matrizes A e B (que dependem
exclusivamente da BFR utilizada e do conjunto de polos a®P) devem ser construidas de
tal forma que
dy(q,a*P)
(I —A)"'B= : : (3.38)

Py (g, a*P)

De acordo com a defini¢ao feita para o problema de identificagao no dominio do

tempo, no caso de modelos formados por BFRs, A é estimado a partir de um conjunto de

amostras no dominio do tempo do sistema S, { ug(k),vo(k) },k =1,--- , N minimizando-
se:
1 N
VA = => (kA a*P), (3.39)
N =
1 al esp)\2
k=1
L - (g, a*) B(q, A,a*P) i
- N T\ woso) — =V ——ul(k)] . 3.41
N kz::l (F(q’ )\7 aeSI))yO ) F’<q7 )\7 aesp) 0 ) ( )
O valor de A que minimiza V() é denotado por
A* = arg min V(A). (3.42)

AED)y

Assim, o problema de otimizacao que busca estimar A* é originalmente nao-linear em relacao
as suas variaveis, uma vez que o vetor de pardmetros A\ aparece no denominador de V().
Para resolver essa questao, propoe-se o processo baseado nas iteragoes de Steiglitz-McBride

dado por
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< (0) 1 N
A0 _ )
argirelgijv

(g,
( F(q, a“’)
ou equivalentemente,

N 1 N n 2
AD =argmin — 3" [ (14 7®(¢,a" Zrz Jup(k) | . (3.44)

AeDy N 5 i=1
Em (3.44), AD & a estimativa para A* obtida na iteracdo t e a®¥) representa o conjunto

pré-especificado de polos para o qual A0 ¢ calculado.

Buscando-se fazer a sequéncia de problemas lineares definida em (3.43) préxima
ao problema originalmente nao-linear em (3.41), a® pode ser especificado de forma a

satisfazer
F(g,a®) = F(g, \t7Y alt=1), (3.45)
Tal equivaléncia é obtida fazendo-se com que as raizes desses dois polindmios sejam iguais,
isto é, fazendo-se (veja (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN;, 2016) para uma prova geral)
al¥ = autovalores(A("D — BU-D§(t=1), (3.46)
A expressao em (3.46) sugere que o conjunto de polos a ser usado na iteragao t seja igual
ao conjunto de zeros da funcdo de transferéncia F(q, A\t~1 at=1)/F(g,a® D) obtida na

iteracao t — 1. Polos instaveis (caso eles ocorram em (3.46)) podem ser realocados de volta

para a regiao estavel (|z| < 1) invertendo-se seus respectivos médulos.

Assumindo ainda que \® e al) convergem para \ e & na iteracdo ¢ = c, entdo

A© = XCEHD) = X ¢ a(©) = al¢t) = 4 ¢, portanto, pela Equacio (3.45)
P(q,a ") = F(q,A9,a9) = F(q, A"V, al®) = F(q, A 4) = F(q,a). (347

Isto significa que ao se realocar os polos dessa forma, o algoritmo fornece (apés a conver-

géncia) um modelo racional simplificado na forma

. B(gq, \, 4
Glg,38) = m (3.49)

Q7 7a

B(g, )\, 4)

= zn: 7i®i(q,a), (3.49)
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cuja relacao entrada-saida pode ser descrita no espago de estados por

A

ak+1) = Aak)+B u(k), (3.50)

Yk A,a) = . ] a(k). (3.51)

A seguir, mostra-se como A) pode ser calculado a cada iteracao. Reescrevendo-se

(3.44) conforme segue

~ 1 N 2
) — in _mT (t)
AW = arg in — 1;:1 (yo(k) m- (k,a ))\) , (3.52)
com
mT(k,a(t)) = { ﬁT(k;) _S’T(]f) ] ’ (3.53)

a solucao analitica para as iteragoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos formados

por BFRs pode ser calculada por

AU =M™ (@®)M(a®)] " M"(a®)y, (3.54)
sendo
m"(1,a) Yo(1)
M(aW) = : e y= ; : (3.55)
m"(N,a®) Yo(N)

Assim, o processo de estimagao do modelo simplificado G(g, 5\,51) em (3.49) se
resume em resolver (3.54) iterativamente. Para tanto, a matriz M(a®) deve ser construida
a cada iteracao e depende apenas do conjunto de polos al) obtido a partir da Equacéo
(3.46). Caso nao exista nenhum conhecimento prévio aproximado acerca dos polos do

sistema na primeira iteragao (t = 1), pode-se fazer al) = 0.

Como pode ser observado, a estrutura em espago de estados em (3.34), (3.35) e
(3.36) apresenta um papel fundamental neste algoritmo, isto ¢, tanto na realocacao de
polos em (3.46) quanto no calculo dos elementos m™ (k,a®) presentes na matriz M(a®).
Tais elementos podem ser calculados a partir da utilizacdo recursiva das equacoes de
estado em (3.34) e (3.35). Além disso, o modelo simplificado obtido apds a convergéncia

do processo iterativo é também fruto dessa estrutura em espaco de estados.
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Vale ainda ressaltar que, durante qualquer iteragao do processo, um modelo sim-
plificado como em (3.49) pode ser obtido fazendo-se m™ (k,a¥) = 4" (k) diretamente em
(3.54). Isto pode ser usado por exemplo para se monitorar, a cada iteracdo, o EQM do

modelo associado ao conjunto de polos a®.

O fluxograma da Figura 4 resume como o algoritmo iterativo baseado em BFRs
proposto nesta se¢do pode ser implementado. Como pode ser percebido por este fluxograma,
as matrizes A e B da estrutura em espaco de estados determinam a base de fungoes usada
no modelo. Isso também pode ser verificado pela Equagao (3.38). Lembra-se ainda que a
construcao dessas matrizes para a base de fungoes do tipo polo-residuo e para as fungoes
ortonormais de Takenaka-Malmquist (definidas no tempo discreto) é detalhadamente
investigada no Capitulo 2 deste documento. Note-se que a ordem do modelo n é definida

ao se escolher o conjunto de n polos iniciais que compdem o vetor atV).

Conforme sera mostrado nos resultados deste trabalho, a escolha da BFR utilizada
no modelo pode influenciar diretamente na convergéncia do processo iterativo, assim como

o préprio conjunto de polos iniciais a®.

Ao término das iteracdes, o conjunto de polos ait*) que ird parametrizar as
fungoes racionais do modelo é obtido, onde Nj; denota o niimero de iteragoes utilizado.

Consequentemente, a equacao de estado
ak +1) = ANt q(k) + BWietD) g (k)

¢ também conhecida. Os coeficientes de um modelo simplificado final como em (3.49) podem
-1
entdo ser estimados a partir da solugao r = {MT(a(Nit“))M(a(Nit“))} MT (aWitt )y,

onde MT(aMitt1) é agora construida fazendo-se m™ (k, a®it*tV) = a" (k).

Para finalizar esta secdo, ressalta-se ainda que os problemas de otimizacao (3.41) e

(3.43) apresentados nesta segdo nao sao necessariamente iguais, uma vez que em (3.41) busca-
2

se minimizar Y e%(k, A, a®P) enquanto em (3.43) minimiza-se 3 <W€(k’, A, a(t))> :

Dessa forma, assim como no método tradicional de Steiglitz-McBride, nao é possivel

garantir que \ é um minimo local da fungao objetivo original V()), ou ainda, que A=\~



3.3. Procedimento iterativo usando BFRs 81

Dado um conjunto de dados no dominio do tempo
{yo(k), ug(k)}, k = 1, ..., N, define-se o niimero de iteragoes,
o conjunto de polos iniciais a® e a BFR que sera utilizada.

a

\ 4

Obtém-se as matrizes A®) ¢ B® de acordo com a BFR
escolhida. Essas matrizes sdo calculadas em funcédo do
conjunto de polos a®.

l

Constroi-se a matriz MT(a(t)) a partir das equagoes de estado

Realocam-se os polos a partir da expressao
a® = autovalores(At—D —B¢-D §(t-1)) Polos
instaveis podem ser realocados de volta para a
Uk + 1) = AOUk) + BOu, (k) regido estavel invertendo-se seus respectivos
y(k + 1) = AOY(k) + BOy, (k) modulos.

l A
Obtém-se a solucéo

10 =[50 = M7 (@M@ (@)

t=t+1

Figura 4 — Algoritmo resumido referente as iteragoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos
formados por BFRs.

3.3.1 Formulacao usando varidveis instrumentais

O objetivo desta secao é, baseando-se em varidaveis instrumentais, reformular o
método baseado em BFRs da secao anterior a fim de garantir que a solug¢ao encontrada

pelo processo iterativo é de fato um 6timo local da fungao objetivo V() definida em
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(3.41). Para tanto, se A é um minimo local de V()), entdo ele necessariamente satisfaz

a‘gg\)\) = 0, ou ainda, pela regra da cadeia:
A=A N “
F ). %P B . a®sP
Z p(k, X, a%P) Myg(/ﬁ) _ Muo(k) =0, (3.56)
F(g, A, asP) F(q, A, a*P)

sendo p(k, A\, a*P) o vetor de instrumentos definido por

0 —G(q, A\, a*P)ug(k). (3.57)

esp
p(k, A\, a®P) = 23

esp
Y y(k, \,a®P) =

Ao término desta se¢ao discute-se em mais detalhes como os termos p(k, :\, a®P) podem

ser calculados.

E possivel observar pela expressao em (3.56) que o problema de se encontrar A
é também nao-linear em relacdo a essas variaveis. Buscando resolver esse problema de
maneira similar ao realizado no método baseado em BFRs da se¢ao anterior (Equagao

(3.43)), propoe-se o seguinte processo iterativo de regressao por varidveis instrumentais:

A a(t))uo(/@)> - 0}.

F(g, A\ a®) B(q,
F(g,a®)
(3.58)

F(q,a(t)) yo(k) -

X( OIAEDA {Zp k )\t 1)7 ) (

k=1

Esta expressao implica que, a cada iteragao, 5\@ deve satisfazer (baseando-se na notagao

jé introduzida neste capitulo)

S p(k, ALY, a) (yo(k) — m"(k,a®)A{}) =0, (3.59)
k=1

ou ainda, na forma matricial equivalente,

PYAGY,a) [y - M@™MAT] = 0, (3.60)

onde

P, a®) = : . (3.61)
Q-1
pT(N7 >‘$I )7 a(t))
Por fim, isolando-se o vetor de parametros 5\@ em (3.60), tem-se que a solucao analitica

para as iteracoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos formados por BFRs e formuladas

usando o conceito de variaveis instrumentais é dada por:



3.3. Procedimento iterativo usando BFRs 83

~ N —1 A
M= [PTAGY a"M@)] PTALY, aM)y. (3.62)

Comparando-se essa solugao com a solugdo tradicional proposta em (3.54), é
possivel observar que elas sdo diferentes entre si uma vez que a formulagao usando variaveis
instrumentais requer também a construcao da matriz P(5\$I_ 1), a®). Assim como no método
de Steiglitz-McBride formulado usando variaveis instrumentais, é possivel garantir que se

as iteragoes acima convergem, entao um 6timo local da fungao objetivo V(\) é obtido. Tal

proposicao é confirmada a seguir.

Assumindo que a realocagao de polos ocorra de acordo com as Equagdes (3.45)

F(q,a ) = F(q, A9, a©) = F(g, 5™ a1y = F(q, Av1,4) = F(q,4).  (3.63)

Dessa forma, na iteragdo t = ¢ + 1 a Equagao (3.58) pode ser reescrita como sendo

N « [ Flg, 1,4 B(q, \vi, &
S p(k, v, &) Flgdwid) gy Bladwd) ) (3.64)
=1 F(q, Avi,a) F(q, Avi,a)

Esta expressao coincide com a condigao de otimalidade local imposta em (3.56), o que

implica que Ay é de fato um Gtimo local de V().

Conforme serd mostrado nos resultados da préoxima secao deste trabalho, este
algoritmo baseado em BFRs e varidveis instrumentais tende a apresentar matrizes me-
lhor condicionadas numericamente em relagdo ao método de Steiglitz-McBride formu-
lado usando variaveis instrumentais, isto considerando que as fung¢oes ortonormais de
Takenaka-Malmquist sejam usadas como BFR. Entretanto, justamente por se tratar
de um algoritmo baseado em variaveis instrumentais, o condicionamento numeérico da
matriz PT(S\gf v a®)M(a®) em (3.62) pode ainda assim ser significativamente elevado

(especialmente nas primeiras iteragoes).

Uma vez que a formulagdo tradicional da técnica baseada em BFRs (cujo resumo é

dado pelo fluxograma da Figura 4) apresenta matrizes melhor condicionadas numericamente,
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pode-se usar esse algoritmo durante as primeiras iteragoes do processo (duas ou trés, por
exemplo) e, sé entdo, partir para a formulagdo usando varidveis instrumentais (cuja

D — 30D Igto significa que, apds

solucdo é dada pela Equagao (3.62)) fazendo-se )\
-1

as primeiras iteracoes, a solucao tradicional () = [MT(a(t))M(a(t))} MT(a®)y no

fluxograma da Figura 4 é substituida pela solucao usando variaveis instrumentais dada

por At = [P a®)M(@®)] " PTG, a®)y.

3.3.1.1 Calculo aproximado do vetor de instrumentos p(k, )\ (t= 1), ®))

Nesta segdo mostra-se como os termos p(k, )\t 1), () ) podem ser aproximados
de modo a simplificar a montagem da matriz P(/\gl_ ), a®). De acordo com a definicao

realizada em (3.57),

p(k, \,a*P) = 4 —G(q, N\, a*P)ug(k) = 9 Zzln o (k) (3.65)
X A 1+ 7®(q,a%P)
121 3 (A )

Dessa forma, existem dois tipos possiveis de derivada de primeira ordem:

1
9 —G(q, \,a"P) = @j(q, a®P), (3.66)
or;

1+Zn

5 _ Z rz esp

5 —G(q, N\, a®P) = 5P;(q,a”P). (3.67)
Ty

@zm esp>

Com base nas expressoes acima, pode-se notar que o cdlculo da matriz P()\(t 2 ,a(t))

¢ bastante custoso computacionalmente, uma vez que ambas as equagoes devem ser

calculadas parai =1,--- ,n e, também, para k = 1,--- , N. Neste trabalho, a aproximacao
Flg, Aa™) _ 1+ En:f-cb»(q a®) ~ 1 (3.68)
F(g,a>) =

é aplicada nas Equagoes (3.66) e (3.67). Com essa aproximagao, o problema de se calcular
P()\(t 1), %)) pode ser substancialmente simplificado uma vez que o vetor de instrumentos

p(k, )\\ff 2 ,a) pode ser aproximado por:
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a(k)

FE=1) ()Y ~
p<k7 A ya ) ~ n _
b — 30 (g,a)a(k)
i=1

(3.69)
Vale ainda ressaltar que esta aproximacao nao altera as conclusoes feitas em relagao a
convergéncia do processo iterativo uma vez que, pela Equacao (3.63), a aproximagao

imposta em (3.68) torna-se uma igualdade quando o algoritmo converge.

3.4 Testes e analise dos resultados

Nesta secao as técnicas baseadas em BFRs (propostas na se¢ao 3.3 deste documento)
sao comparadas com o método de Steiglitz-McBride através de trés estudos de caso. No
primeiro estudo de caso (Estudo de caso 1: Sistema de 3* Ordem), um sistema de 3*
ordem com ruido na saida sera usado para avaliar, em termos de EQM e condicionamento
numérico, o impacto da utilizagdo (ou nao) de varidveis instrumentais, isso levando-se em
conta dois conjuntos de polos iniciais diferentes para os modelos. No segundo estudo de
caso (Estudo de caso 2: Brago Robdético), por sua vez, serd considerado a identifica¢ao
de um brago robético cujos dados (coletados em laboratério) encontram-se disponiveis
em (DE MOOR, 2015). Por fim, no terceiro estudo de caso (Estudo de caso 3: Sistema de
Poténcia Monoféasico), considera-se a identificagdo de um sistema de poténcia monofésico
composto por um cabo subterraneo e trés linhas de transmissao. Para este caso, modelos

de ordem mais elevada sdo também considerados.

A seguinte notacao para as técnicas serda adotada:

e SM: método tradicional de Steiglitz-McBride;

e SM-VI: método de Steiglitz-McBride formulado usando o conceito de variaveis

instrumentais;

e SM-BPR: iteragoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos formados por BFRs.

Base utilizada: fungoes do tipo polo-residuo;
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e SM-BPR-VI: iteracoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos formados por
BFRs. Base utilizada: funcoes do tipo polo-residuo. Formulagao usando o conceito

de variaveis instrumentais;

e SM-BFO: iteracoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos formados por BFRs.
Base utilizada: func¢des ortonormais de Takanaka-Malmquist definidas para o tempo

discreto;

e SM-BFO-VI: iteracoes de Steiglitz-McBride aplicadas a modelos formados por BFRs.
Base utilizada: fungoes ortonormais de Takanaka-Malmquist definidas para o tempo

discreto. Formulagao usando o conceito de variaveis instrumentais.

3.4.1 Estudo de caso 1: Sistema de 32 Ordem

Para este primeiro estudo de caso, serd considerada uma adaptagao do exercicio 67
proposto em (SCHOUKENS; PINTELON; ROLAIN, 2012). O sistema de terceira ordem

a ser identificado é definido por

~0,1389 + 0,4166¢" + 0,4166q 2 + 0,1389¢ 3

G
(9) 1+ 0,4218¢~1 + 0,2499¢~2 — 0,5609¢3

(3.70)

Para se gerar o conjunto de dados de estimagao, considera-se que a entrada ug(k) é uma
sequéncia (com 1000 amostras) distribuida uniformemente no intervalo [—¢,¢], sendo
¢ = 2,5. A saida yo(k), por sua vez, é corrompida por um ruido v(k) colorido (veja a
Equacao (3.1)). Especificamente, considera-se v(k) = Hy(q)e(k), sendo Hy(q) o filtro

~0,1080 + 0,2160¢~" + 0,1080¢ >
 1-0,8799¢~' 4+ 0,3119¢~2

Ho((l)

e e(k) uma sequéncia aleatéria obtida a partir de uma distribuicdo Gaussiana com média
0 e varidncia 0,62. A Figura 5 mostra, considerando um periodo de amostragem de 1s, o

conjunto de dados de estimacgao resultante.

O principal objetivo deste estudo de caso é investigar como as técnicas propostas
anteriormente (SM e SM-VI) e as técnicas propostas neste trabalho (SM-BPR, SM-BPR-VI,
SM-BFO e SM-BFO-VI) se comportam na identificacido de G(g). No processo de estimagao

dos modelos, sao utilizadas 25 iteracoes e modelos de terceira ordem (n =n, = ny = 3).
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noisy output yo(k)

input uO(k)

-4 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time (s)

Figura 5 — Sistema de 3* Ordem: Dados de estimagao.

Em um primeiro momento, os polos iniciais que compoem o modelo sao selecionados
como sendo {—0,99;0,3059 + 0,94157; 0,3059 — 0,94155 }, ou seja, préoximos a circunferéncia
de raio unitario (veja também na Figura 6). Esta estratégia para sele¢do de polos iniciais

é também utilizada em (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN;, 2016).

051

051

Figura 6 — Polos iniciais em {—0,99;0,3059 + 0,94154; 0,3059 — 0,9415;}.

A Figura 7 mostra, para este caso, os EQMs obtidos para cada modelo durante
o processo de realocagao iterativa dos seus polos. Analisando-se a Figura 7 é possivel
perceber que as técnicas baseadas em variaveis instrumentais apresentam modelos com
uma maior precisao quando comparados com a formulacao tradicional das respectivas
técnicas. Tais resultados estao de acordo com os apontamentos feitos em Van den Hof

e Douma (2008), que justificam a utilizacdo de varidveis instrumentais no contexto de
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identificacdo de sistemas quando estes apresentam um sinal de ruido aditivo filtrado
na saida. Ao término das iteragoes (em t = 25), as técnicas tradicionais levaram a
modelos com polos em {0,6406;0,9842 + 0,17167;0,9842 — 0,1716; }, enquanto as técnicas
baseadas em varidveis instrumentais levaram a modelos com polos em {0,6439; —0,5196 +
0,79325; —0,5196 — 0,7932;j}. Note-se a proximidade entre os polos de Gy(q) em (3.70),
isto é, {0,6228; —0,5223 + 0,79235; —0,5223 — 0,7923; }, e os polos obtidos usando varidveis
instrumentais. Os modelos em espaco de estados resultantes (para cada técnica baseada

em BFRs aplicada) encontram-se no apéndice deste capitulo (Segao 3.6).

0.63¢ T T T T
SM
055 i) = B = SMm-VI
o5 — O — SM-BPR
0.45 J‘ — O — SM-BPR-VI
R = X = SM-8FO
04r \ — % — SM-BFO-VI
035 =
r v
03 \ 4
g \
W25 - ]k =
\ i
o2k X—-x-x—x-x-x—-x—-x--x-x-x-x-x——x—-x—-x—x-x-x-x—-x—-x—-x-g
’ \
\
0.15 |- \R\ -

b"ﬂ—-E—E—E—E——E—-E—-ﬂ—ﬂ—ﬂ—ﬂ—ﬂ-—ﬂ--ﬂ—-ﬂ—ﬂ—ﬂ—&—ﬂ-—ﬂ--?
1 1 1 1

0 5 10 15 20 25
iteracéo

Figura 7 — Modelos de 3* ordem com polos iniciais {—0,99;0,3059 + 0,94155; 0,3059 — 0,94155}:
EQM (por iteracdo) no processo de estimagao dos modelos.

J& a Figura 8 mostra o condicionamento numérico® (por iteragao) de cada uma das
técnicas testadas. E possivel perceber a partir dessa figura que as técnicas baseadas em
bases de fungoes ortonormais (SM-BFO e SM-BFO-VI) apresentam vantagens significativas
(em termos de condicionamento numérico) quando comparadas com as técnicas propostas

anteriormente (SM e SM-VI, respectivamente).

Agora, a identificagdo de Gy(q) seré avaliada considerando que os polos iniciais do
modelo encontram-se na origem do plano complexo, ou seja, em {0;0;0}. O objetivo é

mostrar que a selecao dos polos iniciais nao €, em principio, um ponto critico das técnicas

2 Todas as técnicas aqui avaliadas possuem uma solucdo iterativa genérica do tipo z = (ATB)*lATc

(veja, por exemplo, as solugoes em (3.17), (3.26), (3.54) e (3.62)). Neste trabalho, é considerado o
condicionamento numérico da matriz ATB, que nada mais ¢ do que a razdo entre o maior e o menor

valor singular desta matriz. Em diversas ocasioes, uma matriz é dita “bem condicionada numericamente”
caso seu condicionamento seja proximo de 1.
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104 F T T T T SM
F — & —sMVI
¥ — O — SM-BPR
Iy — O — SM-BPR-VI
° I\ — % — SM-BFO
o ” \ o —q — % — SM-BFO-VI
‘© L o
§1°3: Q 0 s\ ./ \ P~~~ -0—0—0—0 -0
g2 F 1, /N _o A% o ]
o) r 1 / O-o N -
=2 Y a o
5 v \\\ I ~ o
£ Vooghow o~o -~
5] W,
c 1 \\
S \\ /
S Ll W Ve B i
T 10 WL YO -0 -0 0—0-0-0—-0—0-0-0-0—0—0—0—0 00—+
8 | d\ Va \——I—-‘—'I—I'—I-—I—+-I—-I—'—I-—I-++-I—'I—'—I-—II
&7
s X K— =X = ey
| %“X—x—x\
= | x X\ X ]
Sa \f——x——x—-x—-x—>f——><——><——><—-><—T—*—X\—*rx—\gﬁ;g@;{_—x:x:jg
10t
0 5 10 15 20 25

iteragdo

Figura 8 — Modelos de 3* ordem com polos iniciais {—0,99;0,3059 + 0,94155;0,3059 — 0,94155 }:
Condicionamento numérico (por iteragao) no processo de estimacao dos modelos.

avaliadas.

A Figura 9 mostra os EQMs obtidos para este segundo caso. Mais uma vez, é
possivel perceber que as técnicas baseadas em variaveis instrumentais apresentam modelos
com uma maior precisao quando comparados com a formulagao tradicional das respectivas
técnicas. Além disso, pode-se notar pela Figura 9 que as técnicas baseadas em variaveis

instrumentais convergem com um menor nimero de iteracoes.

0.6 T T T T v
0551 - B =SM-VI
o5 — O —SM-BPR
0.45 - — O — SM-BPR-VI
[ = ¥ = SM-BFO
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Figura 9 — Modelos de 3* ordem com polos iniciais {0;0;0}: EQM (por iteracdo) no processo de
estimacao dos modelos.
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3.4.2 Estudo de caso 2: Braco Robético

Este exemplo trata da identificagdo de um braco robético instalado num motor
elétrico. Os dados (disponibilizados de forma online pela base de dados DalSy (DE MOOR,
2015)) foram coletados a partir da medigdo da aceleragdo do brago robético devido ao
torque de reacao (em relagdo ao solo) na estrutura. O periodo de amostragem, denotado
por T, nao é fornecido pela base de dados e, portanto, considera-se um valor normalizado

de T, = 1s.

De um total de 1024 medicoes (torque-aceleragao), as primeiras 512 amostras
sao escolhidas para formar o conjunto de dados de estimacao, enquanto a outra metade
¢ usada para validagao dos modelos. Neste exemplo, sao consideradas dez iteragoes no
processo de estimacao e modelos de segunda ordem (n = n, = ny = 2) com polos iniciais

arbitrariamente escolhidos em {0,6065; 0,6065}.

A Figura 10 mostra os EQMs obtidos para cada modelo durante o processo de
realocacao iterativa dos polos. Em todos os casos é obtido um EQM final de estimacgao de
0,0049. A partir da Figura 10 é possivel visualizar que as técnicas SM-BPR e SM-BPR-VI
convergem apos as demais técnicas. Todos os modelos apresentam, apds a convergéncia,

polos em {0,6967 + 50,7116}.
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Figura 10 — Sistema Brago Robético: EQM (por iteragdo) no processo de estimagao dos modelos.

Ja a Figura 11 mostra o condicionamento numérico (por iteragao) de cada uma

das técnicas testadas. Assim como no estudo de caso 1 é possivel observar que as técnicas
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baseadas em bases de fungoes ortonormais (SM-BFO e SM-BFO-VI) apresentam vantagens
significativas (em termos de condicionamento numérico) quando comparadas com as
técnicas propostas anteriormente (SM e SM-VI, respectivamente). J& as técnicas SM-
BPR e SM-BPR-VI apresentam uma forte instabilidade numérica na primeira iteracao
(condicionamento numérico maior que 10° em ¢ = 1). Além disso, ¢ possivel observar que
as técnicas baseadas em varidveis instrumentais apresentam um condicionamento numérico

maior em relacao a formulagao tradicional das respectivas técnicas.
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Figura 11 — Sistema Brago Robdético: Condicionamento numérico (por iteragdo) no processo de
estimacdo dos modelos.

As saidas dos modelos sao agora comparadas frente aos dados de validacao. Todos
os modelos apresentam para os dados de validagao um EQM de 0,0052. A Figura 12

mostra as saldas dos modelos SM e SM-BFO. Como pode ser percebido, ambos os modelos

adequam-se a saida medida.

3.4.3 Estudo de caso 3: Sistema de Poténcia Monofasico

Este estudo de caso considera o sistema de poténcia monofasico da Figura 13. Tal
sistema foi também estudado em (UBOLLI; GUSTAVSEN, 2011) e é composto por um
cabo subterraneo de 5km (comprimento) e trés linhas de transmissao idénticas de 10km
(comprimento). A geometria e os demais dados referentes as linhas de transmissao e ao

cabo subterraneo podem ser encontrados em (RAMIREZ, 2009).
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Medicédo
SM
— — — SM-BFO

aceleracéo normalizada (ms'z)

800 820 840 860 880 900
tempo (s)

Figura 12 — Sistema Brago Roboético: Saidas dos modelos SM e SM-BFO para os dados de

validagao.
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Figura 13 — Sistema de Poténcia Monofésico.

A identificacao desse sistema é avaliada para duas situagoes diferentes: em um
primeiro momento, considera-se a sua resposta de corrente i(t) devido a um degrau unitario
de tensdo u(t) e, em um segundo momento, considera-se a sua resposta de tensao u(t) devido
a um degrau unitario de corrente i(t). A Figura 14 mostra a resposta (saida) do sistema
para esses dois casos. Tais respostas foram obtidas simulando-se a rede elétrica da Figura
13 como um “sistema equivalente dependente de frequéncia” no software EMTP-RV?, com

um periodo de amostragem de 1us.

Para a estimacgao dos modelos, sao consideradas apenas as primeiras 1000 amostras
de excitacao e resposta do sistema, que correspondem ao primeiro 1ms de u(t) e i(t). Vale
ainda ressaltar que o principal objetivo deste estudo de caso é investigar como (e quanto)

o condicionamento numérico das diferentes técnicas (SM, SM-VI, SM-BPR, SM-BPR-VI,

3 <http://emtp-software.com />


http://emtp-software.com/
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A

tensao u(t) (V)

Figura 14 — Resposta do Sistema de Poténcia Monofésico quando este é alimentado por um
degrau unitario de tensdo (curva superior) ou por um degrau unitario de corrente

SM-BFO, SM-BFO-VI) impacta na precisdo dos modelos quando esses apresentam uma

corrente i(t)

0.04

0.02

o

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (ms)

(curva inferior).

ordem elevada.

A Figura 15 mostra o EQM e o condicionamento numérico obtido na tltima iteragao
para caso em que o sistema é alimentado por um degrau unitério de tensdo. E possivel
perceber que existe uma tendéncia de diminuicdo do EQM a medida que modelos de maior
ordem sao utilizados. Por outro lado, também pode-se observar que o aumento no niimero

de parametros do modelo esta relacionado ao aumento do condicionamento numérico no

processo de estimagao.

condicionamento numérico

Figura 15 — Sistema de Poténcia Monofésico alimentado por um degrau unitario de tensao:
EQM e condicionamento numérico na tultima iteracdo do processo de estimagdo dos
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Analisando-se o comportamento de cada uma das curvas, pode-se concluir que as
técnicas propostas neste trabalho (SM-BFO e SM-BFO-VI) tendem a apresentar um menor
condicionamento numérico em modelos de maior ordem. Dentre essas duas técnicas, os
modelos SM-BFO-VI apresentam uma precisao maior (menor EQM) para diversos valores
de n. Em contrapartida, as técnicas propostas anteriormente (SM e SM-VI) apresentam em
geral uma precisao menor e um condicionamento numérico maior no processo de estimacao.
Em especial, é possivel perceber que neste caso a precisao dos modelos SM-VI ¢ afetada
pelo alto condicionamento numérico da respectiva técnica. Essa perda de precisao do
modelo devido ao alto condicionamento numérico pode ser também visualizada na Figura
16, que compara as saidas dos modelos SM-BFO-VI e SM-VI para n = 25. Ressalta-se ainda
que a técnica SM-BPR-VI teve a sua rotina computacional interrompida (pelo MATLAB)

para n > 7, isso devido a sua instabilidade numérica durante o processo iterativo.

0.04 T T T T T T T T

m— Medic&o
— — —SM-VI
— — — SM-BFO-VI

0.03

0.02

0.01

corrente (A)
o

-0.02 -

-0.03 -

-0.04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tempo (ms)

Figura 16 — Sistema de Poténcia Monofésico alimentado por um degrau unitario de tensio:
Saidas dos modelos SM-VI e SM-BFO-VI considerando modelos de ordem 25.

Agora as técnicas sdo usadas para identificar a resposta do sistema quando este é
alimentado por um degrau unitario de corrente. A Figura 17 mostra os resultados obtidos
para esse caso. E possivel perceber que, assim como no caso anterior, as técnicas propostas
neste trabalho (SM-BFO e SM-BFO-VI) sao menos susceptiveis a condicionamentos
numéricos elevados em modelos de maior ordem. Entretanto, para este caso os modelos
SM-BFO-VI apresentam uma precisao maior (menor EQM) apenas para alguns valores de

n. Ainda assim, as técnicas propostas anteriormente (SM e SM-VI) apresentam, em geral,
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um condicionamento numérico maior e uma precisao menor no processo de estimacao.
Ressalta-se ainda que a técnica SM-BPR-VI teve, neste caso, sua rotina computacional
interrompida (pelo MATLAB) para n > 6, isso devido novamente & sua instabilidade

numérica durante o processo iterativo.
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Figura 17 — Sistema de Poténcia Monofésico alimentado por um degrau unitario de corrente:
EQM e condicionamento numérico na tultima iteracdo do processo de estimagao dos
modelos.

Por fim, a Figura 18 compara a saida dos modelos SM-BFO e SM para n = 25. E
possivel visualizar a partir desta figura que o modelo SM-BFO é mais preciso do que o

modelo SM especialmente nos instantes iniciais do transitorio de tensao.
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Figura 18 — Sistema de Poténcia Monofasico alimentado por um degrau unitario de corrente:
Saidas dos modelos SM e SM-BFO considerando modelos de ordem 25.
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3.5 Consideracdes finais do capitulo

A partir dos estudos de caso apresentados neste capitulo, foi possivel perceber que
algoritmos de identificagdo baseados em BFRs podem apresentar vantagens (em termos de
precisao e condicionamento numérico) quando comparados ao método de Steiglitz-McBride
que, por sua vez, baseia-se numa descricao na forma de func¢ado de transferéncia para os
modelos. Além disso, o procedimento iterativo usando BFRs garante a obtencao direta de

modelos na forma de espago de estados.

Dentre as formulacoes tradicionais avaliadas, pode-se destacar a técnica baseada em
fungoes ortonormais: SM-BFO. Pelos resultados apresentados na se¢ao anterior, observou-
se que essa técnica resulta em modelos precisos ao mesmo tempo em que o algoritmo de
identificacdo se mantém com um menor condicionamento numérico (mesmo para modelos
de ordem mais elevada). Apesar das técnicas SM e SK-BPR terem apresentado, em alguns
casos, modelos igualmente ou mais precisos em relagao aos modelos produzidos pela técnica
SM-BFO, tais técnicas resultam em algoritmos pior condicionados numericamente. Na
realidade, em apenas alguns casos do Estudo de caso 3: Sistema de Poténcia Monofasico a
técnica SM-BPR (baseada em fungoes do tipo polo-residuo) foi capaz de gerar modelos

mais precisos em relacao a técnica SM-BFO.

Por outro lado, a partir dos resultados obtidos também foi possivel observar que
as formulagoes baseadas em variaveis instrumentais podem resultar em modelos mais
precisos em relagdo as formulagdes tradicionais (especialmente para casos com ruido
aditivo filtrado na saida). Nestes casos, a utilizagdo de bases de fungoes ortonormais (que
resulta, neste caso, na técnica SM-BFO-VI) estd, mais uma vez, associada a melhoria do
condicionamento numérico do algoritmo de identificacdo. Ainda assim, a utilizacao de
variaveis instrumentais resultou, em geral, em algoritmos com um maior condicionamento

numérico quando comparados a formulacao tradicional das respectivas técnicas.

Também pode-se notar que as técnicas baseadas em fungdes do tipo-residuo (SM-
BPR e SM-BPR-VI) tendem a convergir apés as demais técnicas e resultam num maior

condicionamento numérico nas primeiras iteragoes. Especificamente no estudo de caso 3,
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observou-se também um alto condicionamento numérico na tultima iteragao da técnica
SM-BPR, para n > 20. A técnica SM-BPR-VI, por sua vez, chegou a apresentar uma
interrupcao da rotina computacional (implementada no MATLAB) devido a instabilidades

numeéricas (isso para modelos com n > 7).

3.6 Apéndice do Capitulo - Modelos em espaco de estados resul-
tantes

Esta secao apresenta os modelos em espaco de estados obtidos no estudo de caso 1
(Sistema de 3* Ordem), isso considerando polos inciais em {—0,99; 0,3059+0,94155; 0,3059—

0,9415;}.

Modelo resultante obtido a partir da técnica SM-BPR:

0,6406 0 0 1
ak+1) = 0 0,9842 0,1716 | u(k)+ | 2 | uo(k),
(3.71)
0  —0,1716 0,9842 0
y(k,A\a) = | 03356 —0.0013 —0.0008 | (k).
Modelo resultante obtido a partir da técnica SM-BPR-VI:
—0.5196  0.7932 0 2
uk+1) = | —0.7932 —0.5196 0 wk)+ | 0 | uo(k),
(3.72)
0 0 0.6439 1
y(k,Avi, &) = | 0.0283 —0.0436 0.3013 | (k).
Modelo resultante obtido a partir da técnica SM-BFO:
0,6406 0 0 0.7679
Uk+1) = | 0.0485 0.9832 —0.1714 | (k) + | —0.0405 | uo(k),
(3.73)
0  0.1717 0.9851 0
y(k, X&) = | 04329 —0.0131 0.0476 | (k).

Modelo resultante obtido a partir da técnica SM-BFO-VTI:
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a(k+1)

y(k) XVI: é)

—0.4920 —0.7526 0 0.4376

0.8370 —0.5472 0 u(k) + 0 uo(k),
(3.74)
0.1832  0.2803 0.6439 0.6880

0.2168 0.2195 0.3824 | u(k).
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4 |dentificacao no dominio da frequéncia

Este capitulo segue, em linhas gerais, a abordagem apresentada no Capitulo 3.
Para tanto, o problema de identificacdo de sistemas lineares no dominio da frequéncia
¢ inicialmente revisto. Em seguida, é apresentado o método iterativo de Sanathanan-
Koerner e sua possivel formulagao usando variaveis instrumentais. A aplicacao dessas
iteragoes para estimacao de modelos formados por BFRs é também apresentada. Propde-se
entao uma abordagem usando variaveis instrumentais e BFRs que generaliza o método
proposto por Voorhoeve et al. (2014) (contribuicao C.4). Essa formulacao baseada em
variaveis instrumentais garante que um 6timo local seja obtido apds a convergéncia do
processo iterativo. Conforme serd visto nos estudos de caso (onde um deles considera dados
adquiridos através da medi¢ao em campo de um transformador de poténcia), os algoritmos
analisados apresentam melhor condicionamento numérico quando fungoes ortonormais sao
utilizadas como BFRs. Tal melhoria de condicionamento numérico é também observada

quando modelos de ordem mais elevada sao utilizados.

4.1 Definicao do problema de identificacao

No dominio do tempo continuo de Laplace (dominio s = jw) a relagdo entre a
entrada escalar Upy(s) e a saida escalar Yy(s) de um sistema linear invariante no tempo S
pode ser representada pela funcio de transferéncia Gy(s) da seguinte forma! (AGUIRRE,

2007; LJUNG, 1999; VAN DEN BOSCH; VAN DER KLAUW, 1994):
S Yo(s) = Go(s)Up(s) + V (s), (4.1)

onde V(s) representa a perturba¢ao nao controlavel (ruido) presente na saida do sistema.

L Todos os algoritmos para identificacdo no dominio da frequéncia deste capitulo encontram-se representa-

dos no dominio do tempo continuo s = jw. Entretanto, vale ressaltar que todos os desenvolvimentos aqui
apresentados podem ser facilmente estendidos também para o dominio do tempo discreto substituindo-se
s = jw por z = e/2™/%s onde w, denota a frequéncia de amostragem em rad/s.
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O problema de se encontrar um modelo G(s) que seja o mais préximo possivel
de Gy(s) é o desafio de identificacao tratado neste capitulo. Com esse desafio em mente,
frequentemente define-se uma estrutura de modelo G(s, ) na forma de fungao de transfe-
réncia racional (AGUIRRE, 2007; HEUBERGER; VAN DEN HOF; WAHLBERG, 2005;
LJUNG, 1999; VAN DEN BOSCH; VAN DER KLAUW, 1994), ou seja, dada pela razao

entre dois polinémios em s, conforme mostra a Equacao (4.2).

bo+b1s™! +bas ™2+ - 4 by, 5T

L+ fis7t 4+ fos72 4o 4 fr, 57
B(s.0) ! (4.2)
F(s,0)

G(s,0) =

Note-se que G(s,6) nao representa um tnico modelo, mas todo um conjunto de modelos

D¢ obtido variando-se o vetor de parametros 6,

T
0=1by - by fi -~ fu, | €De (4.3)
Em (4.3), Dy representa o conjunto formado por todos os valores possiveis para #. Uma

definicao mais formal no que diz respeito a modelos, conjunto de modelos e estruturas de

modelos pode ser encontrada em (LJUNG, 1999).

Dada essa estrutura G(s, ), o desafio agora se reduz a encontrar um determinado
0* € Dy, capaz de tornar o modelo G(s,0*) € D¢ suficientemente préximo do sistema
Go(s). Tratando esse problema no contexto de identifica¢gio no dominio da frequéncia, 6* é
encontrado a partir da definicdo de um critério de minimizagdo que, por sua vez, baseia-se
num conjunto de amostras discretizadas de resposta em frequéncia (medidas ou simuladas)
do sistema S, { Gy(si), sk },k=1,---, N, onde? (SCHOUKENS; PINTELON; ROLAIN,
2012)

Gilon) = 003 = Galou) +

(4.4)

O critério de minimizagdo tem por objetivo aproximar a resposta em frequéncia modelada
G(sk,0) da resposta em frequéncia (medida ou simulada) G{(sg), isso para k =1,--- , N.

Dessa forma, geralmente define-se 6* como sendo o vetor de parametros do modelo capaz

2 Ressalta-se ainda que, pela Equacdo 4.4, a resposta em frequéncia utilizada para estimacido do modelo

G(sg,0) coincide com a resposta em frequéncia exata do sistema Go(sy) apenas se o ruido aditivo
V(s) for nulo.
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de minimizar o erro absoluto quadratico ponderado médio (EAQPM) entre G(sg,0) e

Gi(s), ou seja,

0* = arg min V' (0), (4.5)

0e€Dy

sendo V' (0) a fungao objetivo definida por:

V(o) = Jifz_nEW(Sk,Q)!Z, (4.6)
= 7 X W) (Galon) — Gl ) @7)
_1lg , B(si.0)\|"
= Nkz::l W(Sk) (GO(Sk) - F(Sk,9)> 5 (4.8)

e W(sy) uma fungao de ponderagao previamente definida pelo projetista.

Como pode ser visto, encontrar 6* a partir da minimizagao de V' (#) constitui um
problema originalmente nao-linear na varidvel 6, uma vez que os pardmetros { f;} aparecem
no denominador da funcao de transferéncia. Assim, técnicas de otimizagao que buscam
ressolver essa questao sdo capazes de fornecer apenas uma estimativa (“boa” ou “ruim”)

para 6*.

Com base nas informacoes ja apresentadas, uma definicdo mais formal para o
problema de identificagdo no dominio da frequéncia pode ser estabelecida: O problema
de identificacao no dominio da frequéncia consiste em, dado um conjunto de amostras de
resposta em frequéncia do sistema S, { Gy(sk), sk },k=1,---, N, encontrar um modelo
G(s, é) € D¢, onde 0 e Dy corresponde a um determinado valor de 6 que busca satisfazer

o critério de minimizagdo imposto pela Equagdo (4.5).

Assim, para um dado modelo G(s,é), o valor da fungao V(6) pode ser usado
como uma métrica para se inferir sobre a aproximagao de G(s, é) em relacao ao sistema
Go(s), uma vez que V(é) representa o EAQPM entre o conjunto de amostras de resposta
em frequéncia do sistema {G)(s;)} e do modelo {G(sg,0)}. A definicio do EAQPM
desempenha também um papel fundamental quando se deseja comparar a aproximacao

entre dois ou mais modelos. Um modelo ¢é dito aqui ser mais preciso em relagao aos demais

caso seu EAQPM seja menor. Também é possivel observar pela Equagao (4.6) que para um
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dado modelo G(s, 9), se seu respectivo EAQPM for nulo, entao a resposta em frequéncia
estimada do modelo G (s, é) corresponde exatamente a resposta em frequéncia medida

Gy(sk) para cada amostra discretizada k= 1,--- , N.

Ressalta-se ainda que o vetor de parametros 6 € Dy do modelo é uma estimativa
para 6* (sendo 0 = 0* a “melhor” estimativa possivel para uma dada estrutura G (s,0)).
Esta estimativa pode ser encontrada utilizando-se diferentes técnicas de otimizacao nao-
linear. Contudo, técnicas de otimizacao nao-linear podem apresentar uma convergéncia
lenta em termos de tempo computacional, inviabilizando assim as suas implementagoes

praticas em casos onde uma atualizacao rapida do modelo é necessaria.

Por outro lado, existem métodos iterativos capazes de transformar o problema
originalmente nao-linear em (4.8) em uma sequéncia de problemas lineares de otimizagao
que sao resolvidos iterativamente, por exemplo, pelo método dos minimos quadrados linear.
No contexto de identificacao de sistemas continuos, o procedimento iterativo proposto por
Sanathanan e Koerner (1963) representa uma alternativa computacionalmente réapida para
estimacdo do modelo G(s,8) = B(s,0)/F(s,0), onde os polos de G(s, ) (rafzes de F(s,d))

sao conhecidos a cada iteracao e subsequentemente realocados.

4.2 As iteracoes de Sanathanan-Koerner para identificacao no do-
minio da frequéncia

As iteragoes de Sanathanan-Koerner constituem uma poderosa ferramenta para
se estimar os coeficientes {b;} e {f;} de uma fungao de transferéncia G(s,#), que busca
por sua vez se aproximar da fungao de transferéncia “real” Go(s) de um sistema linear.
Essa abordagem iterativa é equivalente ao procedimento iterativo proposto por Steiglitz e

McBride (1965) no tempo discreto.

Para definir o método proposto por Sanathanan e Koerner (1963), inicialmente

reescreve-se o critério de minimizacao em (4.8) conforme segue

1 N Hr(sk)
* — in— S |F ASLIaYe - B
0" = arg min ;;:1: (sk,0) F (s, 0) Go(sk) — B(sk. 0)

W (s)

7F(sk, %) (4.9)
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Em seguida, a fim de tornar o problema de minimizagao linear em seus parametros { f;}
e {b;}, assume-se que o denominador F'(s,f) é sempre conhecido a partir da iteragao

anterior, de tal forma que um problema de otimizacao linear na forma

A 1 N W(Sk)
o) = in — F(sp, ) —————
argopelgz N kz::l (5t )F(sk,Q(t—l))

W (sy)

G/ (51) — Blsp, ) — 58
o(sk) — B(sk )F(%Q(t_l))

(4.10)

é resolvido a cada iteragao t. Assim, 6* pode ser estimado iterativamente pelo método dos

minimos quadrados linear.

A solugao analitica para (4.10) pode ser encontrada substituindo-se

F(se,0) = 14 fisg' + fasg 2+ + fa, 80 0 (4.11)
B(sk,0) = bo+bisp' +basp+ -+ by, (4.12)
e definindo-se
A w
GF<Sk,9(t_1)) = ﬁGB(Sk) (413)

F (s, 0t-1)

Assim, (4.10) pode ser reescrita da seguinte forma

A 1 X no Ay 2
o :arggggéN;’GF(Skﬁ(t D) =" (s, 0 1))9’ : (4.14)
sendo
1
s,;l
Ay W(Sk)
5, 00y = —— —np : 4.15
Won 0N =R | (1.15)
—Go(sk)sy,
I —G6(3k)3kn
Para
7T<517é(t_1)) GF(Sl,é(t_l))
T A(t—1) O(t—1)
r@ey = | 7 (52, 6777) e Gp(A'Y) = Crle2 6570 | (4.16)

7T (sn,00D) Gr(sy,00Y)
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tem-se ainda que a Equacao (4.14) pode ser reescrita na forma matricial equivalente

A I — A T fo o~y — A
v = arg min (Gr(0"D) =T(6"")0) (Ge(6" 1) = T(0"*)0) (4.17)
sendo
. Re{T(HC-D L Rel G (A1)
SmfT(60)} Sm{Gp(0"1)}

Perceba-se que as matrizes complexas D(0¢1) ¢ Gp(8) foram transformadas nas
matrizes reais f(é(t_l)) e ép(é(t_l)) para que os elementos do vetor de parametros 6
sejam sempre reais. Por fim, fazendo-se a derivada da funcao a ser minimizada a cada
iteracao (Equagao (4.17)) e igualando-se essa derivada a zero, tem-se que a solugdo analitica

para o método de Sanathanan-Koerner é dada por:

o — {fT(é(t—l))f(é(t—l))}71fT(é(t—1))éF(é(t—1))' (4.19)

O processo de estimagao do modelo G(s, é) por esse método se resume assim em
resolver (4.19) iterativamente. Para tanto, as matrizes T(0*~1) e Gp(6*~V) devem ser
construidas a cada iteragao e dependem apenas do conjunto de coeficientes {f;} estimado

na iteragao anterior.

Na primeira iteragio (¢ = 1), pode-se fazer {f;} =0 = F(s,0®) = 1. Entretanto,
se existe um conhecimento prévio aproximado acerca dos polos do sistema, pode-se calcular
os coeficientes {f;} do polinémio F(s,0) considerando-se que esse polindémio possui

raizes iguais a este conjunto aproximado de polos.

Vale ainda ressaltar que os problemas (4.9) e (4.10) nao sdo necessariamente iguais,

uma vez que (4.9) busca minimizar 3 |Ey (s, 0)]° enquanto (4.10) minimiza a funcio
2

objetivo modificada 3 |~ (F(s’“ ) Ew (sg,0)| . Dessa forma, mesmo apds a convergéncia do

Sk7é<t71))

processo iterativo, nao pode-se garantir que 0® ¢ um minimo local da funcao objetivo

original V(6), ou ainda, que ) = §*.
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4.2.1 Formulacao usando varidveis instrumentais

O objetivo desta secao é, baseando-se em variaveis instrumentais, reformular o
método de Sanathanan-Koerner a fim de garantir que a solugdo encontrada pelo processo

iterativo é de fato um étimo local da fungdo objetivo original V() definida em (4.6). Para

tanto, se 6 é um minimo local de V(0), entao ele necessariamente satisfaz géw =0,
0=0
ou ainda, pela regra da cadeia:
Z 2§R€ { {kT Sk, )}* W(Sk) (F(Sk, é)%Gg(Sk) — B(Sk, é) ! = )} = O,
F(Sk‘ae) F(Slme)
(4.20)

onde k(k,0) é o vetor de instrumentos definido por (VOORHOEVE et al., 2014; VAN
DEN HOF; DOUMA, 2008)

0G(s,0)

k(s,0) = W(s) 90

(4.21)

Como pode ser observado, o problema de se encontrar 0 a partir da expressao em (4.20)
é também nao-linear em relagdo a essas variaveis. Buscando resolver esse problema de
maneira similar ao realizado na se¢ao anterior (Equagao (4.10)), o seguinte processo
iterativo de regressao por variaveis instrumentais pode ser utilizado (VAN DEN HOF;

DOUMA, 2008):

N
98% = solgep, {Z §Re{[kT Sk, 0 81 1))} X

k=1 (4.22)
( ) / W(Sk) _
< (5K, 0) (sk,é% 1))G olsk) — B(Slm@)F( Q(t 1)))} O}’
onde
_ 1
K(sk, é%—l)) _ W(Sk)aG(Sk, é&;;l)) _ W(fk)_ 5,:”” @)
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uma vez que

0 1 0 _ B(s,0) _;
a—bjG(s,Q) = F(S,Q)S e a—ij(s,H) = ms . (4.24)

A expressao (4.22) implica que, a cada iteragdo, o vetor de pardmetros do modelo 98% deve

satisfazer (baseando-se na notagao ja introduzida neste capitulo)
N
> Re { [k (s, 00 )] (Grlsn, 00 7) = 4" (s, 05 A f =0, (4.25)
k=1

Conforme mostram Van den Hof e Douma (2008), este problema é equivalente ao

problema:
N ~ A
S| e o 00} 9 {k(su, )} | ¢
%e{GF(sk,é&_l))} %G{VT(Sk,égl_l))} 0l —o (4:26)
. - R vi| — V-
Sm{Gr(si Oy )} | Sy (s 00 )]

Definindo-se entao,

. Re{K (ALY
R - | " (a21)
Sm{K (0, ")}

onde

(b1 o o o
K(fy; ) = { K(s1,047) Koo, B457) oo K(sw, A7) } , (4.28)

torna-se possivel reescrever a Equagao (4.26) na forma matricial equivalente:
K0y ") [Ge(0y ) = T(0v)on] = o. (4.29)

. A N(t ~ e
Por fim, isolando-se o vetor de parametros 9&,% em (4.29), tem-se que a solugao analitica para
o método de Sanathanan-Koerner formulado usando o conceito de variaveis instrumentais

é dada por:
~ T A1) — , A(f_ e I N T
ot = [K (00 ")TO% )] K0y )Ge(0y ). (4.30)

Comparando-se essa solugao com a solugao tradicional em (4.19) é possivel observar

que elas sao diferentes entre si uma vez que a formulagao usando variaveis instrumentais
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requer também a construcao da matriz K(@AI(@_I)). Uma outra diferenca entre esses algorit-
mos diz respeito as caracteristicas das suas solugoes. Conforme mencionado em (VAN DEN
HOF; DOUMA, 2008), utilizando-se essa formulagao baseada em varidveis instrumentais é
possivel garantir que um 6timo local é obtido apds a convergéncia do processo iterativo.
Tal proposicao é confirmada a seguir.

. A(t N A . ~
Assumindo que 0@% converge para um vetor de parametros fyy na iteragao t = c,

entao é(v? = ég,cfrl) = fy; ou ainda

F(s, 0™ = F(s,0(9) = F(s,0yy). (4.31)

Portanto, na iteragdo t = ¢ + 1 a Equacao (4.22) pode ser reescrita como sendo

kg:lﬂ%e { [kT(Sk, éVI)}* (F(Sk, HAVI)]%GQ(S;@) — B(sy, éVI)FI(/I;ngV)I)> } =0 (4.32)

Esta expressao coincide com a condigao de otimalidade local imposta em (4.20), o que

implica que fy; é de fato um 6timo local de V(6).

Por outro lado, apesar do uso de variaveis instrumentais garantir, em caso de
convergéncia, um 6timo local da fungao objetivo, esta formulacao é conhecida por apresentar
um maior condicionamento numérico em relagdo a sua respectiva formulagao tradicional
(VOORHOEVE et al., 2014). Isto significa que o condicionamento numérico da matriz
KT(HA%_ 1))f(§$1_ 1)) em (4.30) pode ser elevado, tornando a inversao dessa matriz uma
tarefa dificil mesmo para softwares como o MATLAB. Schoukens, Pintelon e Rolain (2012)
mostram ainda que condicionamentos numéricos elevados em algoritmos de identificacao

podem levar a modelos imprecisos.

Na préxima segao deste trabalho, é apresentado um algoritmo alternativo de
identificacao que utiliza modelos formados por BFRs e uma descri¢cao no espaco de estados.
Tal algoritmo encontra-se baseado nas iteragoes de Sanathanan-Koerner apresentadas nesta
segdo e generaliza as técnicas propostas em (SCHUMACHER; OLIVEIRA; MITCHELL,
2015), (DESCHRIJVER; HAEGEMAN; DHAENE, 2007) e (GUSTAVSEN; SEMLYEN,
1999). Conforme serd visto, a utilizacao das fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist

como BFRs permite a obten¢ao de um algoritmo melhor condicionado numericamente.
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4.3 Procedimento iterativo usando BFRs

Algoritmos baseados em BFRs tém sido amplamente utilizados durante os tltimos
anos especialmente para identifica¢do no dominio da frequéncia (VOORHOEVE et al., 2014;
NOURI; ACHAR; NAKHLA, 2010; MAESTRELLI, 2010; REGINATO, 2008; DESCHRIJ-
VER; HAEGEMAN; DHAENE, 2007; GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999). Neste contexto,
a técnica proposta por Gustavsen e Semlyen (1999) passou a ser bastante conhecida como
Vector Fitting e utiliza as iteragoes de Sanathanan-Koerner para identificacao de modelos
formados pela base de fungdes do tipo polo-residuo. A extensao da técnica Vector Fitting
para identificacao de modelos formados pelas fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist,
conhecida como Orthonormal Vector Fitting, foi proposta por Deschrijver, Haegeman
e Dhaene (2007) com o objetivo de reduzir o condicionamento numérico das matrizes

presentes na estimacao de parametros do modelo.

De maneira similar ao realizado por Deschrijver, Haegeman e Dhaene (2007), serd

considerado nesta secao uma estrutura de modelo genérica dada por:

B(s, A\, a*?
G(S, )\, aeSp) F‘Es)\aespi’ (433)
. ro+ Y 1:P;(s,a%P)
— (S )\ aeSp)/F( esp) — Z . (434)
(S A aeSP)/F( a sp) 1 + Z Tz esp

Em (4.34), ro, {r;} e {F;} representam um conjunto de coeficientes a ser estimado e

compoem o vetor de parametros A definido por

T

>\ — 7’0 “ oo T?’L 7:1 .« e fn 6 D)\. (435)

Além disso, n denota a ordem do modelo e a®*P representa um conjunto pré-especificado de
n polos que caracterizam completamente as fungoes racionais {®;(s,a®P)}. Considera-se
que todos os polos pertencem ao semi-plano esquerdo do plano complexo. Em (4.35), D,

representa o conjunto formado por todos os valores possiveis para .

O objetivo inicial é encontrar uma aproximagao na forma de funcoes racionais para

Go(s) do sistema S em (4.1), tal que a saida Y;(s) possa ser aproximada da seguinte forma:
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Yo(s) = G(s, A\, a*P)Uy(s), (4.36)
ou, equivalentemente,
Yo(s) =~ (7"0 + > 1i®i(s, aeSp)> Uo(s) — Y 7®Pi(s,aP)Yy(s). (4.37)
i=1 i=1

Tendo como base os desenvolvimentos apresentados no Capitulo 2, é possivel descrever

esta relacao por uma estrutura em espaco de estado dada por

sU(s) = A U(s)+ B Uy(s), (4.38)
sY(s) = A Y(s)+B Yy(s), (4.39)
Yo(s) ~ r U(s) =T Y(s) 4+ roUs(s), (4.40)
onde
r:“ Tn}, f':{fl fn], (4.41)

Para que essa representagao seja possivel, as matrizes A e B (que dependem exclusivamente
da BFR utilizada e do conjunto de polos a®P) devem ser construidas de tal forma que
Dy (s,a%P)
(sI—A)"'B= : : (4.42)
D, (s,a%p)

De acordo com a definicao feita para o problema de identificacdo no dominio da

frequéncia, no caso de modelos formados por BFRs, A é estimado a partir de um conjunto

de amostras de resposta em frequéncia { G{(sg), sk },k = 1,--- , N minimizando-se:
1 al esp) |2
Ni=
1 o / esp 2
= % S W) (@ls) — Gl @), (1.44)
k=1
1 al F(Skw)\vaesp) ! B(SIWA’aesp) ?
= = = e A 44
N kz::l Wsr) (F(Sk,k,aESP)GO(Sk) F(sg, A, aP) (4.45)
O valor de A que minimiza V() é denotado por
A* = arg min V(). (4.46)

AeDy
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Assim, o problema de otimizacao que busca estimar A* é originalmente nao-linear em relacao
as suas variaveis, uma vez que o vetor de parametros A aparece também no denominador de
V(A). Para resolver essa questao, o seguinte processo baseado nas iteragoes de Sanathanan-

Koerner pode ser utilizado (GUSTAVSEN; SEMLYEN, 1999):

A 1 F(sg, A, a® B(sp, A, a®)\[*
3O = argmin — 7 W (sy,) (MGB(SM _ M) ’ (4.47)
NS F(sg,a®) F(s,a®)
ou equivalentemente,
N 1 N 2
A® _arg/{lelgiﬁkzl W(s ((14—27@ i(s,a )G Sk) (ro—i-Zn (Sk,a ))
(4.48)

Em (4.48), AD & a estimativa para \* obtida na iteracdo t e al) representa o conjunto

pré-especificado de polos para o qual A®) ¢ calculado.

Buscando-se fazer a sequéncia de problemas lineares definida em (4.47) préxima
ao problema originalmente nio-linear em (4.45), a® pode ser especificado de forma a

satisfazer

A

F(s,a®) = F(s, \t71_at=b)y, (4.49)

Tal equivaléncia é obtida fazendo-se com que as raizes desses dois polindmios sejam iguais,

isto é, fazendo-se (veja (GRIVET-TALOCIA; GUSTAVSEN;, 2016) para uma prova geral)

al¥ = autovalores(A(=) — BU-D§(t=b), (4.50)

A expressao em (4.50) sugere que o conjunto de polos a ser usado na iteragao t seja
igual ao conjunto de zeros da funcdo de transferéncia F(s, A0~ a1 /F(s, a®= D) obtida
na iteragdo t — 1. Polos instaveis podem ser realocados de volta para a regiao estavel
(semi-plano esquerdo do plano complexo) fazendo com que suas respectivas partes reais

sejam negativas.

Assumindo ainda que AO e a® convergem para A e ana iteracao t = ¢, entao

A© = XEHD) = X ¢ a(© = al¢t) = 4 ¢, portanto, pela Equacio (4.49)

F(s,a“™) = F(5,A© a©) = P(s, A€V alC+)) = (s ) a) = F(s,a).  (4.51)
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[sto significa que ao se realocar os polos dessa forma, o algoritmo fornece (apds a conver-

géncia) um modelo racional simplificado na forma

< B(s, \, 4
G(s,),a) = m (4.52)
B \ a n
_ BAd) = 7o+ > 70i(s,4), (4.53)
F(s,a) i=1

o(s), (4.54)

sU(s) = A U(s)+B U
{fl fn]ﬁ(s)+foUg(s). (4.55)

A seguir, é mostrado como A®) pode ser calculado a cada iteracdo. Reescreve-se

inicialmente (4.48) conforme segue

2 1 X 2
A® = arg min kz::l ‘Gw(sk) —d¥(s,a®)\", (4.56)
com
Gw (sk) = W (sx)Go(sk), (4.57)
1
®, (s, a®)
d(sp,a®) = W(sp) O, (s, a®) . (4.58)
— &4 (s, 2) G (s5)
—®,, (s, 2M)Gf ()
Definindo-se entao
dT(Sl, a(t)) GW(SI)
D(a) = ; e Gy = : : (4.59)
dT(SN, a(t)) GW(SN)

a solucao analitica para as iteracoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados

por BFRs pode ser calculada por
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A = [D"(@)D(a®)] D" (a)Gu. (1.60)
sendo
e{D(a® e
D(a®) = RetD(a")} o Gy | TelGwh (4.61)
Sm{D(a®)} Sm{Gw }

Assim, o processo de estimacdo do modelo simplificado G(s, A, &) em (4.53) se
resume em resolver (4.60) iterativamente. Para tanto, a matriz D(a*)) deve ser construida
a cada iteracdo e depende apenas do conjunto de polos a® obtido a partir da Equacio
(4.50). Caso nao exista nenhum conhecimento prévio aproximado acerca dos polos do

sistema na primeira iteracdo (¢t = 1), pode-se fazer al) = 0.

Como pode ser observado, a estrutura em espago de estados em (4.38), (4.39) e
(4.40) apresenta um papel fundamental neste algoritmo, isto é, tanto na realocagao de
polos em (4.50) quanto no calculo dos elementos d(sg,a®) presentes na matriz D(a®®).
Tais elementos podem ser obtidos utilizando-se a operagao (s,I— A)~'B definida em (4.42)
para se calcular o valor de cada funcio ®;(sg,a®) para cada valor de frequéncia wy. Além
disso, o modelo simplificado obtido apds a convergéncia do processo iterativo é também

fruto da estrutura em espaco de estados ja mencionada.

Vale ainda ressaltar que, durante qualquer iteracao do processo, um modelo simpli-
ficado como em (4.53) pode ser obtido fazendo-se
d¥(sk,a®) =W(sk) | 1 ®1(s,a®) -+ B, (sp,a®)
diretamente em (4.60). Isto pode ser usado por exemplo para se monitorar, a cada iteracao,

o EAQPM do modelo associado ao conjunto de polos a®.

O fluxograma da Figura 19 resume como o algoritmo iterativo baseado em BFRs
apresentado nesta secado pode ser implementado. Como pode ser percebido por este
fluxograma, as matrizes A e B da estrutura em espaco de estados determinam a base de
fungoes usada no modelo. Isso também pode ser verificado pela Equagao (4.42). Lembra-

se ainda que a construgao dessas matrizes para fungoes do tipo polo-residuo, fungoes
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ortonormais de Takenaka-Malmquist e fungoes de frequéncia localizada (definidas no
tempo continuo) é detalhadamente investigada no Capitulo 2 deste documento. Note-se
que a ordem do modelo n é definida ao se escolher o conjunto de n polos iniciais que

compdem o vetor all).

Conforme sera mostrado nos resultados deste trabalho, a escolha da BFR utilizada
no modelo pode influenciar diretamente na convergéncia do processo iterativo, assim como
o proprio conjunto de polos iniciais a'".

Nig+1)

Ao término das iteracoes, o conjunto de polos al que ird parametrizar as

fungoes racionais do modelo é obtido, onde Nj; denota o nimero de iteragoes utilizado.

Consequentemente, a equacao de estado
sU(s) = AWt U(s) + Bt 1/ (s)

¢ também conhecida. Os coeficientes de um modelo simplificado final como em (4.53) podem

T'o — — -1 __ —
entdo ser estimados a partir da solucao = {DT(a(Nit“))D(a(Nit+1))] DT(a(Nit+1))GW,
r
onde D" (aMit+1)) 6 agora construfda fazendo-se
dT<Sk, a(Nit+1)) = W(Sk) |: 1 (I)1<Sk, a(Nit+1)) . @n(sk,a(NitJ"l)) :| .

Para finalizar esta secdo, ressalta-se ainda que os problemas de otimizagao (4.45)

e (4.47) nao sdo necessariamente iguais, uma vez que em (4.45) busca-se minimizar
2

S | Ew (sk, A, a®)|* enquanto em (4.47) minimiza-se Y MEW(S;C, A, a®)| . Dessa

F(Sk 7a<t))

forma, assim como no método tradicional de Sanathanan-Koerner, nao é possivel garantir

que ) é um minimo local da fungao objetivo original V'()\), ou ainda, que A=\~

4.3.1 Formulacao usando varidveis instrumentais

O objetivo desta secao é, baseando-se em variaveis instrumentais, reformular o
método baseado em BFRs da secdo anterior a fim de garantir que a solucao encontrada
pelo processo iterativo é de fato um 6timo local da fungao objetivo V() definida em

(4.45). Para tanto, se A ¢ um minimo local de V(A), entdo ele necessariamente satisfaz
IV (X)

oA | _x

= 0, ou ainda, pela regra da cadeia:
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Dado um conjunto de dados no dominio da frequéncia
{Go(s), sk} k =1,...,N, define-se o ntimero de iteragdes, o
conjunto de polos iniciais a® e a BFR que sera utilizada.

A

\ 4

Obtém-se as matrizes A® e B® de acordo com a BFR
escolhida. Essas matrizes sdo calculadas em fungéo do

conjunto de polos a®.
l Realocam-se os polos a partir da expressao
a® = autovalores(A¢~D —B(-D §(t-1)) Polos
Constroi-se a matriz DT(a®) realizando-se a operagéo instaveis podem ser realocados de volta para a
regido estavel fazendo com que suas

-1 .
(sk I — A®) "B® para cada valor de frequéncia wy. ) no e )
respectivas partes reais sejam negativas.

A
\ 4
Obtém-se a solucéo
S L F PR
A0 = (»| =[D"(a®)D(a®)]” DT(a®)Gy. t=t+1
F® A

Figura 19 — Algoritmo resumido referente as iteragoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a
modelos formados por BFRs.

sendo f(s, A, a®P) o vetor de instrumentos definido por
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0

f(s, A, a%P) = W(s)a

G(s, A, a®P). (4.63)

Ao término desta segao discute-se em mais detalhes como os termos f(sy, A, a®P) podem

ser calculados.

E possivel observar pela expressao em (4.62) que o problema de se encontrar A
¢ também nao-linear em relacao a essas variaveis. Buscando resolver esse problema de
maneira similar ao realizado no método baseado em BFRs da secdo anterior (Equacao

(4.47)), propoe-se o seguinte processo iterativo de regressao por varidveis instrumentais:
A~ 1 *
Ag/:)[ = SOI)\EDA {Z %e { {fT(Sk, /\\fl ), (t))} W(8k>><
k=1

() ()
(ngk,k,a >G6(Sk) B Bgsk,k,a ))} _ 0}.
F(sk,a(t)) F(sk,a(t))

(4.64)

Esta expressao implica que, a cada iteracao, 5\% deve satisfazer (baseando-se na notagao

ja introduzida neste capitulo)
Z Jee { {fT sk Al ))r (GW(3k> —d" (s, a(t))j\g%)} = 0. (4.65)

Tal expressao equivale a
N

. { Re {F(si, Al a®)} Sm {f(s, Al a0)}) ] «
Re {Gw(si)} Re {dT(3k7 a(t))} sol o (4.66)
N vi| — Y
SmA{Gw (sk)} Sm {d" (s, a®)}

Definindo-se ainda

F(Agl Y, al) = : ) (4.67)

e, em seguida,

. Re{FAL 1), (t)
FO ", al) = (FOV )} : (4.68)
Sm{F(A{; ", a®)}

torna-se possivel reescrever a Equagao (4.66) na forma matricial equivalente:

F (A ".a") [Gw —-D@@")i{]] =o. (4.69)
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Por fim, isolando-se o vetor de parametros /A\% em (4.69) tem-se que a solugao analitica para
as iteragoes de Sanathanan-koerner aplicadas a modelos formados por BFRs e formuladas

usando o conceito de variaveis instrumentais é dada por:

A = [FT 3G a")DE”)] FrRE ", a")Gy. (4.70)

Comparando-se essa solugao com a solugao tradicional em (4.60), é possivel observar
que elas diferem entre si uma vez que a formulacao usando varidveis instrumentais requer
t 1 . /
também a construgao da matriz F()\( ), a®). Assim como no método de Sanathanan-
Koerner formulado usando variaveis instrumentais, é possivel garantir que se as iteracoes
)

acima convergem, entdao um 6timo local da fungdo objetivo V'(\) é obtido. Tal proposi¢ao

é confirmada a seguir.

Assumindo que a realocagao de polos ocorra de acordo com as Equagdes (4.49)
e (4.50) e que, além disso, /A\g% e a® convergem para, Avi € & na iteracao t = ¢, entao

C) — g(C+1)

Vi = Ayt e al = & e, portanto, pela Equacao (4.49)

F(s,a®t)) = F(5,19,a@) = F(s, A5 alCtDy = F(s Ay, a) = F(s,a).  (4.71)

Dessa forma, na iteragdo t = ¢ + 1 a Equagao (4.64) pode ser reescrita como sendo

N ~ RN E F(s ,5\ ,é ’ B(s 75‘ 7é
Z Re [fT(Sk, )\Vl,a)} W(Sk) (k—AVIA)GO(Sk) - (k—AVIA) = 0. (472)
k=1 F(s, Avi, a) F (s, Avi, a)

Esta expressao coincide com a condigao de otimalidade local imposta em (4.62), o que

implica que Ayi é de fato um 6timo local de V(X).

Conforme serd mostrado nos resultados da préoxima secao deste trabalho, este
algoritmo baseado em BFRs e varidveis instrumentais tende a ter um menor condiciona-
mento numérico em relacdo ao método de Sanathanan-Koerner formulado usando variaveis
instrumentais, isto considerando que as fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist
sejam usadas como BFR. Entretanto, justamente por se tratar de um algoritmo baseado
em varidveis instrumentais, o condicionamento numérico da matriz F (/\g,l_ ), a®)D(a)
em (4.70) pode ainda assim ser significativamente elevado (especialmente nas primeiras

iteracoes).
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Uma vez que a formulagdo tradicional da técnica baseada em BFRs (cujo resumo é
dado pelo fluxograma da Figura 19) apresenta matrizes melhor condicionadas numerica-
mente, pode-se usar esse algoritmo durante as primeiras iteragoes do processo (duas ou
trés, por exemplo) e, s6 entdo, partir para a formulagao usando variaveis instrumentais
(cuja solucao ¢ dada pela Equagao (4.70)) fazendo-se 5\81_ — A=) Isto significa que,
apés as primeiras iteraces, a solucdo tradicional A = [ﬁT(a(t))ﬁ(a(t))} pt (aM)Gy

no fluxograma da Figura 19 é substituida pela solucao usando variaveis instrumentais

dada por 5\% = {FT(A%I Y a)D(a ())} F ()\(t Y a D)Gw.

4.3.1.1 Célculo aproximado do vetor de instrumentos f(sy, /\5,I b a®)

Nesta se¢ao mostra-se como os termos f(sy, )\(t 1), ) podem ser aproximados
de modo a simplificar a montagem da matriz F(A%I_ ), a®). De acordo com a definicdo

realizada em (4.63),

0 o 1" + Z ri®i(s, a™")
f(s,A,a%P) = W(s)aG(s, A, a%P) = W(s)a . (4.73)
1+ Z 7 ®;(s,a%P)

Dessa forma, existem dois tipos possiveis de derivada de primeira ordem:

_ esp
5, Gl a™) = | | (4.74)

5 (7’0 + Z:'r’Z a®P) >
—G(s,\,a%P) = P
37“j

(1 + Z 7 ®;(s,a%P) )

i(s,a%P). (4.75)

)\(t 1)

Com base nas expressoes acima, pode-se notar que o cdlculo da matriz F( ®)) pode

ser bastante custoso computacionalmente, uma vez que ambas as equagoes devem ser

calculadas parai =1,--- ,n e, também, para k = 1,--- , N. Neste trabalho, a aproximacao
F ). P n
s a™) 3 7®i(s,a%P) = 1 (4.76)
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¢ aplicada nas Equagoes (4.74) e (4.75). Com essa aproximagao, o problema de se calcular
F()\(t 1), (*)) pode ser substancialmente simplificado uma vez que o vetor de instrumentos

f(sk, )\gf ), a®) pode ser aproximado por:

1
@1(Sk, a(t))

t
s 37,2 % W) o) ~um
- (Tc()t_l) + Zﬁ(t_l)q%(sma(t))) Py (s, al?))

=1

(Tot 1) +ZT (=g i(sk,a (t))> ®,,(s,,a®)

Vale ainda ressaltar que esta aproximacao nao altera as conclusoes feitas em relagao a
convergéncia do processo iterativo uma vez que, pela Equagdo (4.71), a aproximagao

imposta em (4.76) torna-se uma igualdade quando o algoritmo converge.

4.4 Testes e analise dos resultados

Nesta se¢ao as vantagens de se aplicar as técnicas baseadas em BFRs e variaveis
instrumentais (propostas na se¢ao 4.3 deste documento) sao exploradas através de dois
estudos de caso. No primeiro estudo de caso (Estudo de caso 4: Sistema de 5* Ordem), um
sistema de 5* ordem é usado para se avaliar, em termos de EAQPM e condicionamento
numérico, o impacto da utilizagdo (ou nao) de varidveis instrumentais, isso levando-se
em conta duas definigoes diferentes para o ruido Vi (s) (ruido adicionado a resposta
em frequéncia exata do sistema). J& no segundo estudo de caso (Estudo de caso 5:
Transformador de Poténcia), considera-se a identificacao da resposta em frequéncia extraida
de um dos terminais de alta tensao de um transformador de poténcia trifasico. Para este

caso, modelos de ordem mais elevada sao também considerados.

A seguinte notacao para as técnicas sera adotada:

e SK: método tradicional de Sanathanan-Koerner;
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SK-VI: método de Sanathanan-Koerner formulado usando o conceito de variaveis

instrumentais;

e SK-BPR: iteracoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados por BFRs.

Base utilizada: funcgoes do tipo polo-residuo;

e SK-BPR-VI: iteragoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados por
BFRs. Base utilizada: fungoes do tipo polo-residuo. Formula¢ao usando o conceito

de variaveis instrumentais;

e SK-BFO: iteracoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados por BFRs.
Base utilizada: func¢oes ortonormais de Takanaka-Malmquist definidas para o tempo

continuo;

e SK-BFO-VTI: iteragoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados por
BFRs. Base utilizada: fungoes ortonormais de Takanaka-Malmquist definidas para

o tempo continuo. Formulagao usando o conceito de variaveis instrumentais;

e SK-BFFL: iteragoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados por

BFRs. Base utilizada: fungoes de frequéncia localizada;

e SK-BFFL-VI: iteracoes de Sanathanan-Koerner aplicadas a modelos formados por
BFRs. Base utilizada: fung¢oes de frequéncia localizada. Formulacado usando o

conceito de variaveis instrumentais;

Nos estudos de caso a seguir, nao se levara em conta o efeito de ponderacao dos

elementos da funcao objetivo, ou seja, serd considerado W(s;) =1 parak=1,--- , N.

4.4.1 Estudo de caso 4: Sistema de 5% Ordem

Este estudo de caso leva em conta a identificacdo do sistema de quinta ordem
definido por (SCHUMACHER; OLIVEIRA; MITCHELL, 2015)

(s 4+ 0,1s + 15)(s* + 0,1s + 30)
(s+1)(s?40,1s 4+ 5)(s> 4+ 0,1s + 20)

Go(s) = (4.78)
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Considera-se entao um conjunto de 500 amostras de resposta em frequéncia do sistema
Go(sr = jwr) espagadas logaritmicamente entre w; = 1 e wsog = 10 rad/s. Por fim, os
dados de estimagao sdo formados pelo conjunto de amostras { G{(sx), sk },k=1,---,500

onde

Go(sk) = Go(sk) + Vi (sk), (4.79)

e Viy(sg) representa o ruido aditivo presente na resposta em frequéncia Gy (sx). No processo
de estimagao, sdo utilizadas vinte iteracoes e modelos de quinta ordem (n = n, = ny = 5)

com polos iniciais em {—5; —5; —5; —5; —5}.

O principal objetivo deste estudo de caso é investigar como as técnicas propostas
anteriormente (SK, SK-VI, SK-BPR, SK-BPR-VI e SK-BFO) e as técnicas propostas neste
trabalho (SK-BFO-VI, SK-BFFL e SK-BFFL-VI) se comportam na identificacao de Gy(s),

levando-se em conta duas defini¢oes diferentes para o ruido Vi (s).

Em um primeiro momento, considera-se que Vi;(s) é um sinal com distribuigao
Gaussiana filtrado. Especificamente, faz-se Vi;(sr) = Ho(sk)E(sk), sendo F(sy) definido
por duas sequéncias aleatérias Fg(sg) e Ei(sx) com distribuicdo Gaussiana de média 0 e
desvio padrao 0,1 tal que E(sx) = Er(sg) + jEi(sk). Considera-se ainda como filtro Hy(s)
a propria fungao de transferéncia do sistema Gy(s), ou seja, Hy(s) = Go(s). A Figura
20 mostra, para este caso, os EAQPMs obtidos para cada modelo durante o processo de

realocacao iterativa dos polos.

Analisando-se a Figura 20 é possivel perceber que, no caso em que o ruido presente
na resposta em frequéncia do sistema consiste no sinal F(sy) filtrado por Hy(sg), as
técnicas baseadas em variaveis instrumentais apresentam modelos com uma maior precisao
quando comparadas com a formulacao tradicional das respectivas técnicas. Para uma
melhor visualizagao dessa diferenca de precisao, a Figura 21 compara a resposta em
frequéncia estimada (na iteracdo ¢ = 20) dos modelos. A partir desta figura pode-se
observar que as diferencas de EAQPMs da Figura 20 entre as técnicas tradicionais e as
técnicas baseadas em varidveis instrumentais representam uma imprecisao consideravel na

resposta em frequéncia estimada especialmente no intervalo entre 3,5 e 6 rad/s. Vale ainda
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SK
—&— SK-VI
—o— SK-BPR
—o— SK-BPR-VI
—*— SK-BFO
—%— SK-BFO-VI
——+ SK-BFFL
—+— SK-BFFL-VI

EAQPM

B— R e —  —
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iteragdo

Figura 20 — Sistema de 5* ordem com sinal de ruido Gaussiano filtrado: EAQPM (por iteragio)
no processo de estimacao dos modelos.

ressaltar que tais resultados estao de acordo com os apontamentos feitos em Van den Hof
e Douma (2008), que justificam a utilizacdo de varidveis instrumentais no contexto de

identificacao de sistemas quando estes apresentam um sinal de ruido aditivo filtrado.

40 T T T T T T T

Medicédo
SK
SK-VI
— — — SK-BPR

30 [~

20

10
— — — SK-BFFL
SK-BFFL-VI

-10 -

amplitude (dB)

-20 -

40 -

.50 1 1 1 1 1 1 1 1

frequéncia (rad/s)

Figura 21 — Sistema de 5* ordem com sinal de ruido Gaussiano filtrado: Resposta em frequéncia
do sistema e dos modelos.

J& a Figura 22 mostra o condicionamento numérico® (por iteragao) de cada uma
das técnicas testadas. E possivel perceber a partir dessa figura que, assim como nos estudos

de caso do Capitulo 3 (Identificagdo no dominio do tempo), as técnicas baseadas em

3 Todas as técnicas aqui avaliadas possuem uma solucdo iterativa genérica do tipo z = (ATB)*lATc

(veja, por exemplo, as solugoes em (4.19), (4.30), (4.60) e (4.70)). Neste trabalho, é considerado o
condicionamento numérico da matriz ATB, que nada mais é do que a razdo entre o maior e o menor
valor singular desta matriz. Em diversas ocasioes, uma matriz é dita “bem condicionada numericamente”
caso seu condicionamento seja proximo de 1.



122 Capitulo 4. Identificagio no dominio da frequéncia

bases de fungoes ortonormais (SK-BFO e SK-BFO-VI) apresentam vantagens significativas
(em termos de condicionamento numérico) quando comparadas com as demais técnicas.
Também é possivel perceber que as técnicas baseadas em variaveis instrumentais apre-
sentam um condicionamento numérico maior em relagao a formulacao tradicional das
respectivas técnicas. Além disso, as técnicas SK-BPR e SK-BPR-VI (baseadas em fungoes
do tipo polo-residuo) apresentam uma forte instabilidade numérica nas primeiras iteragoes

(condicionamento numérico maior que 10 para t < 5).

SK
—=—sKVI
—o— SK-BPR
1015 F —o— SK-BPR-VI
—— SK-BFO
—— SK-BFO-VI

SK-BFFL
—+— SK-BFFL-VI

1080 [~ 7

condicionamento numérico

10° [ q

1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iteracé@o

Figura 22 — Sistema de 5* ordem com sinal de ruido Gaussiano filtrado: Condicionamento
numérico (por iteracdo) no processo de estimagao dos modelos.

Agora sera avaliado o caso em que o ruido presente na resposta em frequéncia do
sistema é o proéprio sinal com distribuicdo Gaussiana E(sg), ou seja, Viy(sg) = E(sg). a
Figura 23 compara a resposta em frequéncia estimada (na iteragdo t = 20) dos modelos
para este caso. A partir dessa figura pode-se observar que, diferentemente do caso em
que o sinal de ruido Viy(si) consiste no sinal E(sy) filtrado por Hy(sg) (ver Figura 21), as
técnicas baseadas em varidveis instrumentais apresentam neste caso modelos com uma
precisao bastante parecida com a precisdo dos modelos obtidos pela formulagao tradicional
das respectivas técnicas. Uma excecao a essa afirmacao ocorre quando as técnicas SK-BPR
e SK-BPR-VI sao comparadas, uma vez que a formulagao tradicional (SK-BPR) apresenta

uma notavel imprecisdo na resposta em frequéncia estimada.
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Figura 23 — Sistema de 5* ordem com sinal de ruido Gaussiano: Resposta em frequéncia do
sistema e dos modelos.

4.4.2 Estudo de caso 5: Transformador de poténcia

Este estudo de caso considera a identificagao de um transformador de poténcia
trifasico. Tal transformador (500/345-13,8 kV, 133 MVA) pertence ao Sistema Interligado
Nacional (SIN) e encontra-se localizado na subestagao de Jaguara (municipio de Rifaina),
proximo a usina hidrelétrica de Jaguara. A resposta em frequéncia extraida (em campo)

do transformador refere-se a impedéancia propria de um dos seus terminais de alta tensao.

O principal objetivo deste estudo de caso é investigar como (e quanto) o condicio-
namento numérico das diferentes técnicas (SK, SK-VI, SK-BPR, SK-BPR-VI, SK-BFO,
SK-BFO-VI, SK-BFFL, SK-BFFL-VI) impacta na identificagdo deste sistema quando
os modelos apresentam uma ordem elevada. Para a estimacao sao utilizadas vinte itera-
¢oes. Na primeira iteragdo, os polos iniciais sdo selecionados como em (GUSTAVSEN;

SEMLYEN, 1999), ou seja, fazendo-se:

— B ;
a; = —35 1 B?
100 ~J (4.80)
Aiv1 = —1%0 —Jb,

onde as partes imaginarias 8 sdo encontradas dividindo-se logaritmicamente o intervalo

[Wimins wmax] no qual a resposta em frequéncia {G{(s;)} foi medida.

A Figura 24 mostra, para diferentes valores de n, o EAQPM e o condicionamento
numérico obtidos na tltima iteracdo do processo iterativo. E possivel perceber que existe

uma tendéncia de diminuicdo do EAQPM a medida com que modelos de maior ordem
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sao utilizados. Por outro lado, também pode-se observar que o aumento no niimero de

parametros do modelo esta relacionado ao aumento do condicionamento numérico.
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Figura 24 — Sistema Transformador de Poténcia: EAQPM e condicionamento numérico na
altima iteracdo do processo de estimacao dos modelos

Analisando-se o comportamento de cada uma das curvas, pode-se concluir que as
técnicas baseadas em fungoes ortonormais (SK-BFO e SK-BFO-VI) sao menos susceptiveis
a condicionamentos numéricos elevados em modelos de maior ordem. Em contrapartida, as
técnicas propostas anteriormente (SK e SK-VI) apresentam em geral uma precisao menor e
um condicionamento numérico maior. Nesse sentido, é possivel associar que a precisao dos
modelos SK-VI é afetada pelo alto condicionamento numérico dessa técnica. Essa perda de
precisao devido ao alto condicionamento numérico pode ser também visualizada na Figura
25, que compara a resposta em frequéncia estimada dos modelos SK-VI, SK-BFO-VI e

SK-BFFL-VI para n = 10.

Embora as técnicas SK-BPR e SK-BPR-VI (baseadas em fungoes do tipo polo-
residuo) apresentam, na Figura 24, um condicionamento numérico aparentemente compa-
ravel com o condicionamento numérico das técnicas SK-BFO e SK-BFO-VI (baseadas em
fungdes ortonormais), nao pode-se esquecer que um condicionamento numérico elevado nas
técnicas baseadas em fungoes do tipo polo-residuo aparece principalmente nas primeiras

iteragoes (conforme verificado, por exemplo, na Figura 22 do estudo de caso 4).
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Figura 25 — Sistema Transformador de Poténcia: Resposta em frequéncia do sistema e dos
modelos SK-VI, SK-BFO-VI e SK-BFFL-VI considerando modelos de ordem 10.

4.5 Consideracoes finais do capitulo

A partir dos estudos de caso apresentados neste capitulo, foi possivel perceber que
algoritmos de identificagao baseados em BFRs podem apresentar vantagens (em termos
de precisao e condicionamento numérico) quando comparados ao método tradicional de
Sanathanan-Koerner que, por sua vez, baseia-se em modelos descritos na forma de funcao
de transferéncia. Além disso, o procedimento iterativo usando BFRs garante a obtencao

direta de modelos na forma de espaco de estados.

Dentre as formulagoes tradicionais avaliadas, pode-se destacar a técnica baseada em
fungoes ortonormais: SK-BFO. Pelos resultados apresentados na se¢ao anterior, observou-
se que essa técnica resulta em modelos precisos ao mesmo tempo em que o algoritmo
de identificagdo se mantém com matrizes melhor condicionadas numericamente (mesmo
para modelos de ordem mais elevada). Apesar das técnicas SK, SK-BPR e SK-BFFL
terem apresentado, em alguns casos, modelos igualmente precisos em relacao aos modelos
produzidos pela técnica SK-BFO, tais técnicas resultam em algoritmos pior condicionados

numericamente.

A partir dos resultados obtidos também foi possivel observar que as formulacoes
baseadas em variaveis instrumentais podem resultar em modelos mais precisos em relacao

as formulagoes tradicionais (especialmente para casos com ruido Gaussiano filtrado). Nestes
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casos, a utilizagdo de bases de fungoes ortonormais (que resulta, neste caso, na técnica
SK-BFO-VI) estd, mais uma vez, associada a melhoria do condicionamento numérico no
algoritmo de identificacao. Ainda assim, a utilizacdo de varidveis instrumentais resultou, em
geral, em algoritmos pior condicionados numericamente quando comparados a formulacao

tradicional das respectivas técnicas.

Também pode-se notar que as técnicas baseadas em fungdes do tipo-residuo (SK-
BPR e SK-BPR-VI) apresentam um elevado condicionamento numérico nas primeiras
iteragoes do processo de realoca¢ao de polos do modelo. Além disso, essas duas técnicas

tendem a convergir apos as demais técnicas.

Por fim, vale ressaltar que as conclusoes deste capitulo (Identificagdo no dominio
da frequéncia) sao bastante similares as conclusdes apresentadas no capitulo anterior

(Identificagdo no dominio do tempo).
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5 Conclusoes

A presente pesquisa teve por objetivo geral explorar e promover a utilizacao de
BFRs no contexto de identificacao de sistemas lineares invariantes no tempo. Para tanto,
foram definidas estruturas de modelos formadas essencialmente pela combinagao linear
de fungoes racionais de uma determinada base. As seguintes bases foram consideradas:
fungoes do tipo polo-residuo, as fungoes ortonormais de Takenaka-Malmquist e as fungoes
de frequéncia localizada. Uma metodologia unificada para construcao dessas bases foi
proposta no Capitulo 2 deste documento. Neste capitulo, foi definido ainda um novo
conjunto de fungoes de frequéncia localizada para o caso de pares complexos conjugados
de polos, uma vez que a formulacao previamente proposta por Welsh e Goodwin (2003)

considera apenas a existéncia de polos reais.

No Capitulo 3, que trata da identificacdo de sistemas no dominio do tempo,
foi proposta a aplicacao das iteracoes de Steiglitz-McBride para estimacao de modelos
formados por BFRs. A proposta foi entao estendida utilizando-se o conceito de variaveis
instrumentais. O uso de varidveis instrumentais é interessante uma vez que elas garantem,
no caso de convergéncia do processo iterativo de realocacao de polos do modelo, que a
solugao encontrada é de fato um 6timo local da funcdo objetivo a ser minimizada. Ja no
Capitulo 4, que trata da identificacdo de sistemas no dominio da frequéncia, a principal
contribuigao foi generalizar a utilizagdo de BFRs e variaveis instrumentais no contexto de

identificacao via iteracoes de Sanathanan-Koerner.

Conforme observado nos fluxogramas dos Capitulos 3 e 4 deste trabalho, a represen-
tagdo de BFRs no espaco de estados (apresentada no Capitulo 2) facilita a implementagao
do algoritmo de identificacdo e garante que modelos sejam obtidos diretamente na forma
de espaco de estados. Comparando-se esses dois fluxogramas, observa-se ainda que, apesar
da definicdo das matrizes envolvidas no processo de estimacgao do vetor de parametros
A ser diferente em cada dominio (tempo e frequéncia), ambos os algoritmos apresentam

diversas similaridades.
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Com base nos resultados apresentados nos Capitulos 3 e 4, foi possivel concluir
que a utilizacao das fung¢odes ortonormais de Takenaka-Malmquist resulta em modelos
precisos para o sistema ao mesmo tempo em que o algoritmo se mantém com matrizes
melhor condicionadas numericamente (e isso ocorre mesmo para modelos de ordem mais
elevada). Na realidade, as demais técnicas resultaram em algoritmos pior condicionados
numericamente e, em apenas alguns casos do Estudo de caso 3: Sistema de Poténcia
Monofasico, a técnica SM-BPR (baseada em fungoes do tipo polo-residuo) foi capaz de
gerar modelos mais precisos em relagao as técnicas baseadas nas fungoes ortonormais de
Takenaka-Malmquist. Entretanto, ressalta-se que as fungoes do tipo polo-residuo resultaram

em algoritmos possivelmente instaveis em termos de condicionamento numérico.

Pelos resultados também notou-se que a formulagao baseada em variaveis instru-
mentais pode resultar em modelos mais precisos em relacao a formulacao tradicional das
respectivas técnicas. Entretanto, a utilizagdo de variaveis instrumentais e BFRs tornou
necessaria a realizacao de uma aproximacao do vetor de instrumentos para que o processo
iterativo fosse simplificado. Mesmo com esta simplificagao, foi observado que tais algoritmos
exigem um tempo maior de processamento computacional, ja que uma matriz adicional
deve ser construida em relacao as técnicas tradicionais. Além disso, as técnicas baseadas
em variaveis instrumentais resultaram em algoritmos de identificagao pior condicionados

numericamente.

5.1 Trabalhos futuros

A seguir, sao listadas as perspectivas de trabalhos futuros.

e Estender as formulagoes usando BFRs e variaveis instrumentais para a identificagao

de sistemas com multiplas entradas e miltiplas saidas;

e Utilizar os minimos quadrados regularizado, totais e recursivo na estimacgao de

modelos formados por BFRs;
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e Adaptar as formulagoes propostas neste trabalho ao contexto de identificagdo usando

fungoes racionais fracionarias;

e Comparar o desempenho das técnicas propostas neste trabalho com outras técnicas

de otimizagao nao-linear presentes na literatura.
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