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SINOPSE

Os métodos de triznsulagzo geodesica admitem a utili
zaczo de diversas técnicas para minimizar os erros a eles
inerentes. 0 vresente trabalho trata de esclarecer aLguns
topicos da otimizagZo utilizados com esta finalidade em me
didas geodésicas. Deduz-se a glipse vadrzo, apresentando -
- se sua proveniencia, utilidades e relacso com a teoria
da rigidez das figuras. Obtém—se a curva pedal desta elip-
se, esclarecendo sua finalidade pratica. Finalmente, e in-
troduzido o tencor de erro, e a vartir deste deduzem-se al

gumas propriedades das curvas padrao.

II
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SUMMARY

The geodetic methoés of trisngulation permit us to
use different technics to minimize the errors in which
they inherent. This work shows some optimisation technics
available for geodetic measurement. We point out the
geometric-origin of the standard ellipse; its gualities and
relationship with the strength of figures. Vle deal un with
the pedal curve of the ellipse to clarify its practical
purpose. At last we introduce the error tensor which shovis
us the properties of the standard ellipse and its nedal

curve,



ZUSAMMENTFASSUNG

Beim Verfahren Geod#tischer Trianfsulationen wird der
Aufwand verschiedener lLiesstechniken geduldet, um die Fehler
die jedem Verfahren eigentlimlich sind zu minimieren. Diese
Arbeit sucht einige Punkte jener Optimierungstechniken, Wel
che zu diesem Zweck in GeodHtischen Vermessungen angeviandt
werden, klar zu machen. Wir weisen die Geometrische Bzgrin
dung der Fehlerellipse nach, auch Ihre Eigenschaften und
Ihr Zusammenhang mit der Strenge von Figuren werden bewvie -
sen. Wir handeln auch von der Fusspunktkurve der Ellinse ,
und Thre Praktische Verwertung wird susftthrlich erkl8rt,
Schiiesslich filhren wir den Allgencinen Fehlertensor cin ,
mit seciner Hilfe bewveisen wir einige Eigenschaften der Feh

lercllipse und Ihrer T™assounktkurve,
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CAPITULO I

INTRODUGCZXO

A geodésia, como outras ciencias nue dependen de
medidas, utiliza diversos instrumentos para minimizar os er
ros inerentes a cada metodo de medidas, pois cada um deles
introduz diversos erros nas medidas. £ necessario cue o geo
desista, n3o somente minimize estes erros através de ajus-
temento, mas procure evitar aue os mesmos seism cometidos,
ou ruUe 20 MENOS Sejam em menor numero e t20 DEQUENOS nuan-
to possivel. A otimizacBo € a ci®ncia nue estuds os méto -
dos que conduzem a estas medidas de melhor preciszo, isto
é, a2 medidas otimas. O geodesista deve fazer uso desta ci-
encia para obter resultados otimos. O presente trabalho de
dica~-se & alLguns instrumentos idealizados nela teoria da o

. . ~ . ’ . s 4 .
timizagao aplicavels a geodesia,

0 instrumento da otimizacao de redes geodésicas
mais antigo e até os dias de hoje mais usado é o coeficieg
te de rigidez. Atualmente; os feodesistas passaram a utili
zar muito a elipse padrao. Esta elipse jé é conhecida des-
de a metade do século passado por alguns poucos geodesis -
tas e mesmo usada em algumas ciencias experimentais, desde

- ’ N ’
aquela época. ilas apenas na ultima década ela esta sendo a



. . 2P
piicada na geodecia pratica.

A elipse'paéréo nzo é ainda um instrumento aue possi-
bilite 2 obterzfo de todas as informscdes necessarias a uma
boa visualisa-t2o das tendencias da provagacao do erro em
una determinada direcfo na rede ol poligonal geodésica. Pa
ra que esta deficiéncia seja suprida, usa-se juntamente com

a el adr2zo a sua curva pedasl, neste trabalho denoming

1=+

bse D
- ’ -
aa d ari

@

- &~ . L4 . ~ ’ ’
nod adérao. a podaria nadra2o e & nega2 que comvle

W
e}

ta as infomia:0es sobrz a distribuigao dos erros 2 partir
da distribuigZo das variancias, unfo fornecidas nor sua elip
se gcradore, Zxistem ainda outros instrumentos da teoria
da otimizeczo utilizéveis na geodésia; dos quais abordare-
mos 0 tensor de erro. zete trabalho anresents a deducao de
algunas relacoes e nropriedades dos elementos anteriormen-
te citadaos, Zntre estes encontra-se o relacionanento exis-
tente entre zs curvas padrao e a rigidez das figuras.A par
tir do tensor ie erro sio deduzidas zlfumas prooriedades a
plicéveis as curvas citadas. Existem varios outros instru-
mentos ~ue vooden ser uteis ao0s geodesistas. Para o estudo
de tais instrurentos aplicados & geodésiz, ou mais infor -
macoes sobre as curvas padrao e o tensor de erro, revorta-
mosS o leitof &z nomes cono SCHOLPS, ALLHAN; KUBA&&(, PREUSS

e outros autores citados no texto ou na bibliografia,

. . . . o~ . .
E proveitoso esclarecer que a otimizaczo aplicada a



geodésia tem trés finalidades vrimordizis:

& - Fazer uma analise do esnuema do tresbalho a ser realiza
do no camvo. Isto pode ser feito a partir de dados iri -
ciais e medidas provisérias. Terminado este estudo criticq
introduzem-se melhorias nb es~ruema de form2 ~ue leveme una
situacao de erro tal que o escuema produzas resultados oti-
mos.,

b - Permitir oue o0 geodesista tome conhecizerto das_frequg
zas e erros existentes em triangulaéaes artiras,

¢ - Introduzir melhorias nas redes anticas, citadas no i -

tem anterior, em funcao das falhas nelas descobertas.,

0 principal intuito deste trabz2lho e 2uxilier a divul
gagﬁo da otimizacao entre os geodesistzs e anresenter 21—

guns aspectos novos da mesma,



CAPI®ULO II

CURV A PADRAZLO

2.1 - INTRODUCZKO:

Este capftulo apresenta duas curvas vnadrao necessa -
rias a teoria da otimizac&o. Tais curvas s30: n elipse pa-
drzo, a aual decorre da elipse de erro; e a vodaria padreg
que € a curva pedal ou podaria da elipse padrzo em relasso
a seu centro de simetria. Tanto a elipse ~uanto a podéria
padrao cfo instrumentos :uito utilizados na otimizacgo o -
plicad~ 2 ;eodésin. Hosira tezmbém aliumPs no~ger 2e outrss
elementos utilizados no estudo destas curvas, tzis como ve
riancia, covariéncia,-etc. A elinse padreso e o elemento
mais utilirzndo da otimizaczo, entretanto, estie instrumenzo
e encontrado muitas vezes isvlado, avlicado 2 oroblemas de
forma nue n2o se percebe sua identificazao como parte da

teoria da otimizacszo.
2.2 - VARIANCIA:
Seja S um espaco amostral n-dimensional continuo, no

~ ) . .’ N ’ . o~
rual sao definidas as variaveis sleatorias X4 e a fun-ieo

f(xi) com densidade de probabilidade F(xl...xm). Neste ca-



80 a "esperancga matematica" e definida (HALILTON,1964) por:
+ O

<f(xi)> =f f(xi)F(xl...xm)dxl...dxm, (I1.1)
“eo

onde i=l...n e n gm, danui em diante vamos considerar sem
pre n = m,

Alertamos o leitor, aue as expressoes mateméticas,
utilizadas neste trabalho, retiradas das publicagoes refe-
renciadas, ce encontram na nots~%s srinrirs do autor.

Sempre nue f():i) = xixj, a esperenca matematica
<f(xi]> sera denomineda segundo momento da distribuiedo il

descrita pela expresszo:

+ o

m,zfj KinF(Xlo..xn‘)dxl...dxn. {1102)

-

Se pi representa a media dos X5 (xi - /"i) sera
o desvio dz aistribuigfo; ~uando i = j em (II.2) resultara

. L4 .
o segundo momento de uma so variavel (xi) .

. 2 .’ ’
DEFINIQAO: Variancia 0, da variavel aleatoria x,,
i
definida no espago amostral continuo n-dimensionnl S, é o
secundo momento do desvio da distribuicdo ((xi - -Hi)> des-

' ! . ,
te variavel, isto e:

2 _ i 2
in= <(')‘i - f"i) >



ou

2 ‘o 2
o = 5 (xi —/Ai)b\ll...xn)dxl...dxn. (I1.3)

I3 L3 > (3 * ~ ’
O primeiro momento 4= distribui-~ao <§i> € exoresso:

+ O
= B ceo sl 3 e o o \J - ..A
<ki> ‘{ xii(xl xn)oxl dxn, (11.4)
- o
observe-se nue <xi> & » 1ééia de xi, donde <xf> =/ui. Ao
substituir (IT.4) em (IJ.3) resulta:
P e 2
0y, = j- (xi - <xi>) F(xl...xn)cxl...dxn,
1 - o
2 ’ e
= N - 7 ~ e & S
SRR SR I
i
2 2 2
ij - "\xi>~ <‘v1> ’
2 2 2
= - - T .r
ij <X1> Fl (—~I ’)

yuando & distribuicio ests contida n.m esnaco a -

. . s ’
mostral tri-dimensional e costume escr:ver X. = X, X, = ¥



Entdo a (II.5) é escrits como abaixo:

Z = &5 -;«i

n

> -Hf, (II1.€)

Q
!

= & - g

2.3 - COVARIAICIA:

»

E_possivel existir certa correls-~2o entre es varic

—

. nuando i # j no especo snostrel contirno n-3i

d

veis x, ex
’ . . - .
mencionsal T, Conseruentemente, e necessario definir uma fun
~ . L] -~ N . ”, .
cao eauivalente & variencia que seja velida vpara 0 oresen-

-~ 'd . N - B .
te caso. Estz funnao e denominada coverisncie.

DErINICRO: Covaeriancia entre dues variaveis aleatd
rias‘xi e x:j p/i #jei,j =1...n, definidas em um esnaco

n-dimensionel S, € o serundo momento dos desvios da distri

buicao, (xi --/ui) e (xj - ﬂj""’ isto e:

akixj = (% - f&)(xj - f3)>. t (I1.7)

ou



X,
1] -a

O; - j (xi - Pi)(xé - /B)F(xl...xn)dxl...dxn.

Sao dois os casos a considerar:

a) As componentes sao dependentes entre si:

q
]

XX <Xixj> M T f&(xj> - uj<X£>;

a: = <X.X.> + L, g, -l oL, = s ils
J(_i)(:J 1 3 / 1/ 3 /L 1) J1
= (X.X.> = U, u
T% x. x5 J /1737
1)

onde denominzmos de coanonentes os xi, Hi C; x ! etc., o»

5%
- . a.r}- .’, o . - »
ret»0 1 do espat”o K . bk imnortante iri -

-

i1idos para cadea

di

# ’ = T ARL, 1LY .

sar ~ue Ok.x. T, (GWIARL,1974)
i3 J i

Tratando-se de um espaco tri-dimensionel a irueldn

’ .
de tera o seguinte especto:

o = <X X > - /-‘ M
X%, 172 172
- - 17 L) )
0w = X = s | (I1.9)



Txyxy = %Y = /243 (11.9)
b) As componentes sao independentes entre Bi:

Como &8s varidveis s&o independentes, suas esperan-

cas matematices também o sdo, isto proporciona:

<xyxp = Py pyo (1I1.10)
substituindo (II.10) em (II,8) resulta U; x = 0.
175
£ oportuno definir o "coeficiente de correlagao"
Px x,® ag.
b R | xixj
= 4 (IIoll)
fxx, "

Xy 3
onde =1 \( fxixj \( 1,

Quando x; e xj sao linearmente dependentes, resul-

ta:
lU— | = f q. | . 9 = l,
xixj wai xj | xixﬂ
Quando xi e xJ forem independentes entre si:
L ]
0p = 0 omanlipe- = o.
xixj fxlxJ

Quando xi e X, possuem uma dependencia qualquey

3

nao linear, obtemos:

. ~ -
Px x = 0 nao implica na independencia dos X, @ X,

i*; J
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'Jx;v; l ﬂ Ia-x‘crx_l 0 \g ,.rx‘x" (1.
i 13 i)

2.4 -~ ELIPSE D= ERRO:

Pode-se oh+tex» 2 elipse ¢e erro & nartir da furgzo
densidnde cde nrobabilidade F(xl...xn), de umr distribuicfo

normal, oue é definida por:

1
F(x,.e.x_) =7 = : ' D
' i '\/(217)“(,:-; F; * (n_]'}(ax X" x Lw
1 n 172 n-1"n
1
senf—- — .
B ] ~ JE‘ -
- O, T, el =0, . ees T
" xlkE ln-l n A 'n—2xn—l xn
(x,= o) (%= 2) (3= 0)  (x,- )2
171 100 i i
: - ~ REY — - +
z ¢ Z
“x Ty Ix X
1 2 1 i
+ + (xlh ‘“1) o fu' ) 2 + +
Jx. g
i n
(x 2 Yooo(x = 1) 2
_ n-1 n-1- n ~ #n
* s et - - - . (II.].?}
: 2
J
n-1 xn

. .. .
No presente caso, faz-se necescario conhecer F(xl...xn) ouAn
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don =2, isto e:

1 1
F(x,,%,) .expl- .
1 %2 \"" — &K ,
Zﬂb&sz - fxlxz 2(1 - fxlxz)
(x- 100 2[("1 F) e Fo)y .
2 . ]gxlxz
X =
2
(x, = #,)
2 "/ . (11.13)
'O”Z‘g

Geometricamente, F(x ) sera considersido como um

1'%2
eixo normal ao vlano xlx2 entao G[r(xl,xz),xl,xz = O rerre

¢ . . . .
senta uma superficie no espaco tridimensional como a renre-

senta a fig.II.1l.

an ¢ sta
Sobre os nlanos X1 F(xl,xz) e x2,F(x1,x2) estao
representados resvectivamente as curvas normais de Gauss

F(xl) e.F(xQ); como mostra a fig.II.2,

A seccgo da superficie G[F(xl,xz),xl,x ] nor pla-

2

nos paralelos ao nlano x reoresentam c¢ircunferencias de

X
172
HELLERT-AXWELL-BOLTZIANN cuando O; = O& (GRAFAREKND,1072),
1 2
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No caso de O # g, es enuacoes abaixo representerao elip-
1 2
ses. Este € o caso nue mais nos interessa vor ora.

1!
F(xl,xa)

FIG,I1.l - Elipse de erro obtida & vartir do

4 ¢ . .
corte da suverficie gaussiana,

Juando a superf{cie G é interceptnda por um plano
especifico, 2 funczo F(xl,xz) sera constante, isto égﬂxrﬁgz

= k, donde, fazendo ¢ plano passar belos pontos de inflexao:



k1=e,x

- 2
?xlx

D

2

e ————————— - —— e

2
2(1 —j'J )

( *1= M )" Xp" f“2)

b4
L4
.

4

13
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2 2 2

¢ =- [(ﬁ.'/ﬁ2 %, =
PRI 2
S e »

- 2(Xl -/41)(3(2 -/Az)Vxlxz + (x2 -/42)20'3(1} (1I.16)

No ajustamento szo bem conhecidas as relacboes en-

tre as variancias e os coeficientes de peso (GEIART,1074):

(11.27)

. .
. 14 . ™ . . ca ) 3
onde ¢ 2 2 varizacia geanorilizada, Sabscitnindo 2s (I1.17)

- [ 4
ny (II,V6) ahtar - a0

1 2 |
(. G .. =) [(xl'ﬂl) Q"zxz B Aty
X)X XX X%,
' 2 > 2 ‘
(x- p ) .+ (%, - m.)%0 ,]=ca—. (I1.18)
2 2 xlx2 2 /02 xlx1

Tendoem vista ser possivel,obter mais de um con -
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> C para 0 nual a elipse sera de mesmas dimen-

soes e diferindo apenas na localizecao de seu centro, pode-

junto X0 X

-se escrever & e-uacao da elivse da forma abaixo:

1 2
2 ljx x. X1~ 2D’x x. X% *
Qx ' Qx x. = Wox 27 172
171 272 172
+ 2 x2]= s, (II1.19)
XX, "2 |

pois o centro pode ser transladado.

Sempre nue 02 =1, alelipse é denominada de "stan-
dard ellipsé" por ( RICHARDUS,1966), e suaz e~uacao e escrita

como abaixo:

- 2Qxlx2 XX, + x x 2] = %, ( 11.20)

sendo esta enueceo valida tanto para a elipse de erro ~uanto

para a elipse padir@u, & nual sera abordada a ceguir.

2.5 - ELIPSE PADR%O:
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Denonina-se elipse padrso a elipse de erro otime,i,
‘e.,aquela cue tiver como eixos maior e.zenor as variencias
maxima e minima, respectivemente. Ao ser tomadr una situa -
c8o de erro, nfo & ~ossivel corhecer a nriori e diresBo de
maior erro, ne medida de wn novo nonitn Ze unma rede geodési-
cr, Portanto, oristem intneras eli--ass ie erro, das -uais g
penas wma é n elinse padrdao, e esta ceraz =2-~uela rue tiver
meior e menor eixo resvectivamenta2. Protlenn -ue vpode serre
solvido ctravés de une rot?oﬁo ie eixos, ea rue o ansulo de

~ N4 . 4 . . - . L4
rotacao sera a incognitaa partir da jual extreir-se-ha e fun

2

¢Ao.
x

N
-»

;13 = F(xl,xz)

——t
-_0; x3 = F(xl,xz)

FIG.II.2 - Projecgao de G sobre os planos.xlx3 e x2x3.
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A rotagEo sera feita aplicando-se as seguintes re-
lacoes (HIRVONEN,1970):

Yy x1c§st - xzsent
(11.21)

Y, = xzcost - xlsent
A (II1,20) foi dada em funrgo dos .+ Frz-se neces
sario conhecer a relacdo existente entre os Q,, € °s ny,em'
fungao de t, aue representa a direfo na cual esta o maior

erro., A relaqio-entre 0Ss Qxx e 08 ny é (GEMAEL,1974):

ol - PH T

onde [D] e o Jacobiano da transformacao.

Desta transformajao resultam:

0 = Qx X coset + Qx . senzt * 2Qx * sentcost
191 151 2%2 1%2
. 2 2 .
Q = Qx~x sen t # ;x 5 cos t - 2Qx 5 Sentcost
oY R* - 2Xo% B N
{1I1.23)
Q = (Q - Q )sentcost +
Y1Y2 B R B
¥ 2Qx X (cos2t - sengt).
172
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Ao tomar uma das (II.23), vor exemnlo & primeira,e
derivendo-a2 em fungsao de t, obtem-se:

an

NEN

11 = - () -0 )sen2t + 29
dt "X, X XA X -

. cos2t = O(I0.24)
171 272 172

gsue foi anulada com a finalidade de cumprir a condigao de &
tremo.

Da equaceo (II1.24) sio retirades as seguintes ex -
pressoes:
ZQxlxz
tg?2t =
Q - Q
%1 %%
2.
Qxlx2
sen2t = , - (I1.25)
t\/(Q a2, )P e a4 d?
1% %% *1 %2
Q -9
X, X X, X
cos2t = t1 22
: 2 2
:\// (9 -2 )"+ 4 Q
1% 2%2 *1%2
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A primeira das eouacoes (II.25) tem como raizes
(SILVA,1974):

(14
t =1 ou t =1t +—
(o} o] 2

pois tg2t = tg(t + 7).

4 derivada sefunda da (II.23) indicara o maximo ou
minimo:
sz
ylyl .
—— = - 2(Qx x Qx . Ycos2t - 4Qx x sen2t.(TL.26)
dt 171 22 172

Substituindo as duas exprerizOes restantes dal(Il25)
na (I1I.26), obtén-se:

a“. ~ - N
Y1¥y i -
~———— =-20 - ., X -
at” 11 T2t A/, 2,
- ('-\'.x x - QY - ) '.'42},\.
11 T2t 12
22,
iy X,
- 4% = - ¥11.27)

donde:
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o, )28

ylyl Xo%5 ¥1%5
; a
> > . (II.? )

0, )+ A%

1 L *o%, 1%

Joritico=ue 2 (I1,28) ser O mo2r o0 '5insd 4 o-ue impliceem
maximo e ser » O pare o sinal - oue implica em minimo. Uti-
lizando algumas transformacdes trigonométricas nas primei -
ras duas expressoes das (II.23), além da substituindo das

primeiras duas das expressoes (II.25) nas nesmas, resulte:

| 1 | 2 2
g) == (2, _+Q iy, L - Q )"+ 49 )
S e P L \/ ¥ %¥%2 *1%2

(1I1.29)

|

5 )

1 /
Q == (9 + 9 (Q ) + 4Q
Yo¥g 2 XXy xexz \ X)Xy xz 2 nx

Foi provado acima o sinal positivo indicar o maxi-
. . . . £ . '
mo e o sinal negativo indicar o mininc, 0 rue nos leva a es

crever as (I1I.29) na forma:

X X

1 1
Q = 5(Q +Q T S )+4Q )
291 2NN 2%2 »ﬂ S

(II 35)

Q = 2(Q + Q Q 9, ) + 4Q )
Yo¥p 2 XXy XX v( X %) X%, X %2

Os ny diferem apenas da constante Jrzdos eixos da
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elipse padreo.
2.6 - PODARIA PADRXO:

. [ . “ ~ .
£ denominada podaria padr20 a podéria da elipse va

dreo em relacso & seu centro de simetria,

"y [4 [
DiFLIIGAO: Chama-se podaria de uma elipse, com res
» ' 2 > ~
peito & seu centro, ao lugar geometrico das intersec;oes éas
tanfentes a elipse e das normais as tangentes passantes pelo

seu centro.

~ . [ 4
Para encontrar a equaceds de vodaria, resolve-se o
~ . LY R
sictema formado relns couzzoecs das normais as tansentes sas

santes pelo ceniro da elipse, e das tangentes, para um non-

to. - muelquer sobre 2 elipse.

» 3 . (3 [4
Afim de fecilitar o presente desenvolvimento sera

utilizade a notacao seguinte:

a = : B (I1.31)
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Q
X. X
h = 12
2
Q Q - Q
% *o¥2 1%
Qxlxl (I11.31)
b =
2
Q Q - Q
XX XXy X%
2
r == Q0.

Entao 2 e-~uagao da elipse (I1I.20) pode ser escrita sobafor

ma candnica (PASTOR,1955):

2 2
= )
8xy + 2hxlx2 + bx2 + r = 0. (I1.32)

.

. 0 0 .

A reta tangente a elipse em um ponto qualauer (xl,xz) e de-
. ’ ~ .

termina..da atraves da resolugao do sistema formado pela e~

o~ ~ [4 -
quagao (II.32) e a equagado de uma reta generice.
) )
v.o= X, o+ n(x, - x).

= 2 1 1

A solugao do sistema resulta ne coeficiente angular m.
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2 o - o,]
axl + 2hx1[x2 + m(x1 - xl)]+

o
+ b[x2 + m(xl

-x;)] 2 e r=0 (11.33)

Derivando a enuacao acima em fungso de X, e fazendo X = X o

tem-se!

ax. + hx

. (II.34)

hx

H ol O
N Ol NN O

+ bx

Substituindo a (II.34) na (II.33) obtém-se:

(ax, + hxz)x; + (hx, + bxz)xg -r =0, (I1.35)

1 1

. . 0o _o
nque e atangente & curva em (xl,xz).

Para obter a eruaci:o da normal a tangente nue pas-
sa pelo referido pcnto, m deve ser substituido por-—{% e
P(xi,x;) por C(xi,xé) sue € o centro da e¢livse, na (1II.33)
resultas

o 0
(h.x1 - axz)x1 + (bx, - hxz)x2 = 0. (II1.36)

1

1 1l -
Faz-se nccessario lembrar que x, = 0Oe X, = 0, razao vela

cual foi obtido o resultado acima.
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Ao introduzir o ponto P(xi,xg) na enuacao da elip-

se, nue deve satisfazer a mesma, resulta:

0,2 0.0 . 0,2
a(xl) + 2hx1x2 + b(x2) + =0, (I1.37)
Resolvendo o sistema de enuagoes formado pelas (II,35) e
(II.36), resulta:
o _ r(bx1 - hx2)
1 2 2 P
| (ab - h )(x1 + %2)
(I1.38)
o r(ax, - hxl) o
2 (ab - h2)(xi + xg)

Apds sabstituirss {II1.38) na (II.37),_tem-se final

~ ' L4 . ~
mente a enruanao da noderie vadrao:

2 _(ab - h2)
2 r

2,2

2 _ 2
bx] - 2hx %, + ax (x1 + x2) (I1.39)

172

Introduzindo as (II.31) na (II.39) a enuagao da po

’ . ~ . ~ - - ’
daria vadrao, em funcao dos coeficientes ie nesos, sera:

. 2 . 2 1l 2 2.2 ,
Qx x X1 - ZQX < X %o * Qx v %5 "Z;E(XI + x2) . (II.40)

11 172 272
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Yo X5
r
Yo
.
¥y 1
/"'—_—\\
S ¥
- 4 O—x
\\ 2
H t N
m
Ty

FIG,II.3 - Elipse de erro, elipse e poda'.ria padrao.
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cAaAaPfTULO I1II

RILATEO =H1PRE O COIFICIZNTE DX RIGIDIZ 5 1S CURVAS PADHEO
RELATIVAS

3.1 = IITRODUCRAO:

. . . . - ¢ Vs
O objetivo pnrincipal ceste canitulo e demonstrer e

xistir ume rela~2o entre o coeficiente de riridez e 2 elip-

v

~ . . . ’ cq 2 ~ 4 .
e padrzo., O primeiro e utilizado ja 22 muito temno em feo-

o

ésia, 20 nasso ~ue a elivse padrao somen*e nos dier atuais
ests sendo introduzida na geodési° prética, apesar de jé en
COnvrar ins 05 vrimeiros trabaihos sobre a mesma, em tizbe -

0s cobre geodésia, nz metade do século vaceszado, COMO de
A.Braveirs em 1846 e de Helmert em 1872, Unme vez obtidn a
exp:eﬁséo nue releciona o coeficiente de rigicdez e £s cur -
ves padrao, observar-se-ha que eptraves desta relacho sera
rmais fécil obter a elinse padrao reletive, do~ue por meio
ios coeficientes de veso, jé oue 0s pnesos rerz:ente sac zo-
nhecidos & oriori. /i elivse € derominada absoluta para un
oontq e relativa ~urndo se trata da correla;éo entre dois
pontos ou mais. i elinse padrao relstiva de um trecho deumz
triengulacao tem o mesmo significado -jue a vprecisio médie

édecste trecho.
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3.2 = LEI DE PROPACATRO DA VARIAICIA:

No pars:rafo 2,2 vimes ~ue o desvic de ume Gistri-

- ~ (4 ! ‘ - )
buisao e dado nor (xi -‘pg). Désenvolvendo o ~usdrado dorm

mo, isto &, (xi —/ui) nor Taylor, escreve-se:
- { -
(x, = )2 - E(/l-) +a.(_ic_j'_é_§_)dx + awdx +
i~ /H i S X 1 3 2
: . 1 2
olx, = 1) ax, - 1)
1 S1 1 /1
LI N ] e et e e o 00 —— '1
Fooot S5 dxi Foood 5% dxn + Rn, (III.1)

onde in s20 os termos de ordem superior,

) 3
Foi demonstrai» enterdomente (. 2.2) -uc (¢ =7{x -t

cue sepundo deducfn aprescenisda vor Gauss (3JERHALIIAR,1573)

Id . .
e exnresca de sepuinte forme:

T 2 7
O—x = —-—é-:'—-————— J"‘/ + _——y——'—" TV oo ot
i 1 1 2Y2 Yo
) Axg =0 x4 -,ui).'a(xi -v.) | ,
. ¥y oV, A, ¥i¥a
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(x, = u.) alx, - p)
boee 2 T3 1 1 + Rn (1I1.2)

9Vn-1 CA Yp-1¥n

onde os termos de ordem superior sao negligenciaveis.

Para n = 3, obtem-se:

2
ax, = u.) ox, - A.)
i MY

2
oxy = py)

av, v; 75 T ey 27,
alxy = ;) o(xy - py) Ax; = M)

. ——— 0 + 2.

+ 2 —_—

o(x. -/l-)
L o2 T T (III.3)

Quando extraimos a2 rziz ~uadradz de ambos os nemdros - desta

igualdade, resulta:

oa(x - 1) o(x,~ M) ax,.- p)
) 1"10,+ 1)’10_4_;1/”1

1 ey 1 oy, Y2 5y, %3

e

X

Da equacgao (II.17) resulta:
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1

¢, = 2

R (I1I.5)
Xy N _

-
X4

que substituida em (III.4), da:

1 1 1
¥l alx; -py) 5 dlxy — M) 7
o, = —= s —— 0
i%4 3y, Y191 Y, Yo¥2
1
olxy - py) 3
+ —_— Qy . (III.6)
8)'3 Y373
Por analogia encontra-se:
1
2 ox, = p) alx, - ) ? oAxy - M)
2 i~M i~ i~ My
X1 5y, S A 7
e e
alx, - pm. 2 a(x -,u.)a(nc.-/‘“)2
. J J . i 1 J J g ,
oy, |72 avy v, Y3
(IXIXI.7)
1
1 2 1
Q = . * Q +



1
2 1
) a(xi-;xi)‘ a(xJ -/"j)l Q2_
2¥, 35 I Yo¥2
2
2 1
2, 57, Y393

As igusldades (III.6) e (III.8)
da propagacgao das variancias expressa em
cientes de peso, que derivam diretamente

as quais representam a lei da propagacao
3.3 - ELIPSE PADRXO RELATIVA:
A elipse padrao relativa indica

va entre dois pontos de uma triangulagao

E pode-se estendei este conceito para um

30

. (II1.8)

representam a lei
fungao dos coefi -
das (III.5)e(IX.7),

das variancias.

a precis@o relati-
ou uma poligonal .
trajeto desta tri-

angulagao ou poligonal. Neste caso ela sera interpretada co

mo precisao media.
Sejam,

1l 0
PaN = -
X xl X

(111.9)
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Ax, = xé - xg , (IIL.9)

donde obtém-se:

ax)exy x; xg
(II1.10)
Q Q, - Q
LX,aX 1l o]
272 xa x2

em funcgao das (III.9) e (IIX.10) vode-se obter facilmente as
equagoes da elipse padr@o relativa e de sua correspondente

podaria padrao. Neste caso a podaria também e denominada de
podaria padrao relativa. As equagoes da elipse e da podaria

sao dadas pelas expresoes abaixo, respectivamente:

1

Q Q Q2 ( Qoxzaxz Ax1 B
axlaxl ox, 0%, ax1A12
- 20 AXAX, + Q axd) = g° (IIL.11)
AX_&X 172 AX_AX 2 ¢
l 2 11
e
Q ax2 2Q Vo Q 2
- _AX_OX, + S X
Axlaxl 1 axlnxz 1 2 sznxe 2
1 2 2.2
= — (A -
5 (Bx) - ax;)", (III1.12)
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Para um trecho da triangulagao ou poligonal, pode-

mos tomar as seguintes relagdes:

£IX, = Axl + sz beuot AXD
1 1 1 * 1l

1 2
112 sz + ox2 +eeet+ 8X

onde:
Axi - x1+l - x
1 1 1l
Axi - xi+1 - i
2 2 21°

X, IX 1 n
171 oxl‘ oxl oxl
fexrx, TN T 2 T

(II1.13)

(I11.14)

(II1.15)

De maneira que podemos escrever a equaqﬁo da elip-

se padrao relativa e a podaria relativa para um trecho de

una triengulag@o como se segue:
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1l
(Q (z2x,) -
Q2 zxzsxz 1
lelleqcxzxx2 - txl:xz
- 2Q (= Xy )(zx ) + Q, (£x )2)= 2 (IX1.16)
zx:x sX 2 a. ¢
1 1 1l
e
Q (£x.)° - 2Q (ex.)(sx.) +
lesxl 1l sxlzxz 1l 2

+ sx 7, (zx ) = ——I(sx )T o+ (2x ) ] (I11.17)

2

3.4 - ELIPSE PADRAO RELATIVA PARA UM TRIANGULO:

Seja um triangulo, componente de uma rede de tri -

angulagao, como mostra a figura abaixo:

FIG.III.1 - Triangulo componente de uma rede de triangulagao.
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Da FIG.III.1 pode ser deduzido,que:

cesenA’
[ r—

e (111.18)

onde C' pode ser substituido por [180o - (A* ¢+ B')], resul-
tando:

. '
a = _Co8end . (1II.19)

sen(A' + B')

Derivando parcialmente a expressao acima obtemos:

oa _ cesenA'cos(A'+ B') - c.cosA'sen(A'+ B')
_. — —
oA sen2(A'+ B')
(III.20)
28 _ cesenA'cos(A's B')
22 = - ,
oC senz(A' + B')
elevando-se estas ao quadrado, temos:
aa 2 c?senzﬁ'cosz(A' + B')
Gar) 3 -
sen (A' + B')
_ 2c2-senAfPosA'sen(A’+ B')*cos(A'+ B') .,
sen4(A’ + B') ‘
2 2 2
«C . ] ] .
c «Cos A'sen (A'+ B ). (III.21)

senJ(A‘ + B')
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(aa 2 czosenzA'cosa(A'+ B')
aC') 4 (II1.21)
sen (A'+ B') * *

Substituindo as (II1.20) em (IX1.6), tem-se:

1 | | 5

Q2 _ _ cesenA'cos(A'+ B') ~ cecosA’sen(A's B{)QA,A,-

aa sen“(A'+ B')

1 1

senA’ '+ B*).2 2 '
_ ceseni gos(A + B )QB'B' . (°)Q§'c' , (II1.22)
sen (A'+ B')

se ¢ for substituido de maneira que o unico lado nue apare-

¢a na equagao seja a, disto resulta:

1 1 1
V2 2 . -3
Q. a(cotga Qoge = cotg(A'+ B )QA,A,.-
Y
[ ] L] 2
- cotg(A'+ B )QB,B.),
1 1 Y
Q2 = a(cotgA'Q2 - coth'Q2 ) (III.23)
aa A'A* c'c*’* *
Elevendo-se & 2xpressao (III.23) ao quadrado, obtém-se 0
coeficiente d= neso:
2 2., 2.,
Qaa a.(cotg A QA'A' + cotg C QC'C' -
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- 2cotgA'cotgC'Q ). (I11.24)

A'C?

Da mesma maneira podemos obter be e Qcc:

2 2 2
Q = b (cotg B.QB'B' + cotg A'QA,A. -

bb

- 2coth'cotgA'QA,B,) (I11.25)

+ cotng'Q

2
Q = 02( cotg 0Q BB "

cc c'c’

- 2cotgC’'cotgB'Q (II1.26)

B*C*

Quando calculamos Qaa a partir de sua relagao com

b teremos a expressao abaixo:

+'cotg2B'Q

Q =_a2(cotg2A'Q

aa A'A* B*B'

- 2cotgA'cotgB'Q )e (111.27)

A'B*

Entdo a partir das (III.25) e (III.27) temos a seguinte re-

lagao:
X 1
Q = a(cotgA'Q2 - coth'\z )e
ab A'A" B'B*
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1
-b(coth'Q2
B'B*

IH

- cotgA.Q 'A.)’

S N

donde,

Q. = -ab(cotgzﬂ'Q

2
ab Atar * COv8 B'Qp,p, -

~ 2cotgA'cotgB'Q (III.28)

A'B')'

analogamente,

2,, 2 ...
Qac=-ac(cotg A QA'A' + cotg C Qapegr =

- 2cotgA'c$th'Q ) (I11.29)

A'C?

Qb = -bc(cotgzb'l + cotgzc'q

c 3'B"* cre

- 2c0t B CotECr i,y ny ) . (I11.30)

3¢

Finalmente, a elipse padrao relativa para o triéin-

gulo considerado sera dada pela seguinte expressao:

1l

2 . 2 2
T q 2 (QupXp = 2Qqy, Xp¥, + Q. ¥,) = ¢, (IIL.31)
aa~bb  “ab
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consequentemente, a podéria pedreao correspondente sera re -
presentada pela equagao:

1 ,.2 2.2

2 . 2 |
RaaX2 = 2NgpXa¥2 *+ Yo =a-2(12- +y,) (I11.32)

3.5 COEFICIENTE DE RIGIDEZPARA UM TRIANGULO:

Ao medirmos uma rede geodésica, obtemos os trian-
gulos que a constituem, como triéngulos esféricos.Mostra-se
na fig.I11.2 a transformagéo do tri@ngulo esférico para o

triangulo plano utilizando o teorema de Legendre.

1

FIG,IIX.2 - Passagem de um tri&ngulo esferico para um trién

gulo plano (utilizando o Teorema de Legendre).
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A formula da propagacao dos erros e dada pela ex -
pressao (MATTO0S,1947):

1

, 2 , 2 212
“m [Géﬂ— 2d 24 l ' (II1.33)

)+ &
onde M , é o erro médio quadratico a posteriori e m o erro
médio a priori.Sendo a expressao (III.33) relativa ao ponto
P, da FIG.III.2 e a expressao da transformagao de um angulo
do triangulo esferico para o plano, por Legendre, e (GE -

MAEL,1971):

_ 0
A'=p-A+B+C-180" (III.34)

3

Para ser poss{vel entrar na (III.33) calculam-se as deriva-
das parciais da (III.34), isto é:

1
= -3 (IIX.35)

v
.
)

-5

@
o

e a (III.33) fica:



40
2
M,, = _‘: m|/—§- . (1II.36)

0 calculo do erro medio quadrético de um lado, por

exemplo do lado "a" da FIG.III.2, sera feito pelea expressao:

1

2 —
fo|é ) s @2 . 222| 2 (111.37)

mas

senA'
8 = Ct ——

senC*
e A', C' sao fungoes de A,B e C, oque implica que a (IIL37)

é dada por:

-1 aA' oa ac aa _?_ﬁ;"’_ 2a aC' 2
QA'aA 90 9&* aA'aB 2C'oB

(III.38)

aa aA' 28a 90'
9&'30 2Cc'aC

Substitvindo os valores das derivades parciais, obtém-se:
1
+

Ha = _ am glcotg2ﬁ' + cotgA'cotgl'+ cotg201 ?(III¢39)
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onde m e expresso em partes do raio médio, donde:

m = m"senl", (II1.40)

Desenvolvendo o log(sen(x - ax)) por Taylor, temos (MATTOS,
1947):

= p'senl"cotgx, , (III.41)
i

onde p é o modulo dos logaritmos neperianos, e 5 é a di-
ferenga tabular para o logsenl",Substituindo (III 40) em

(III.39) e multiplicando ambos os lados por Faenl", obtem -
- se:

M aenl”r =¥ am"senl"|fg(r)2sen21"(cot32A' +
a - 3
1
2 ) ) | ] 2
+ cotg C*' + cotgA*cotgC"') ’

1sto implica em: |
1
-";-"'mal-j(é o+ J.Sc.+ Jg.)l?'. (III.42)

Reescrevendo a (III.42) de maneira mais conveniente para nos

80 objetivo, temos:

ur =t %..n\ /%nl , (II1.43)
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onde:

R]. = (éio + JAO éco + é2|)‘ (111‘44)

Juando 0 mesmoO processo é utilizado para um poligg

no plano csualquer, a (III.43) tem o seguinte aspecto:

) n
w_*+8 4\/2 D-C
Mg = _ 503 TG EZ;Ri'

e se considerarmos uma secuéncia de n poligonos, de uma re-

de geodesica, teremos:

u_"’_E‘__c"_?:
me =" 7 m \/3 R , (;11.45)
n

onde

é denominado de coeficiente de rigidez, L e a soma dos la -
dos considerados, D representa o numero de novas diregoes de
cada figura e C o numero de enuagoes de condiggo. Conclui -
- se facilmente que a (III.44) representa o coeficiente de

rigidez para apenas um triéngulo.

3.6 = MATRIZ DOS COEFICIENTES DE PESOS DAS :OORDENADAS DE UM
TRIANGULO:

A nmetriz dos coeficientes de peso € dada por:
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. 1l
onde |Uil é a matriz variancia-covariéncia.

Para obter a matriz dos coeficientes de peaosqux]
13

de um poligono plano qualquer, em fungéo de seus n angulos
Ai, primeiramente & necessario linearizar as n fungoes, nao

lineares, atraves das nuais s@o dados os angulos A' ajusta-

i
dos,
[ ]
Al = fl(xl,xz,...,xn)
' =
Az fz(xlgngooo,xn)
(III1.48)
‘. - .
An = fn(xl,x2....,xn),
isto e,

Ai = fi(xl,xz,..,.,xn), pam i= lo..no

Linearizando por Taylor temos:

Bfi
' = * ) -
Ai fi(xl,xe,....xn) + [xl xi)~3§- +

1l
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afi afi
+ (x2 L Xé)-‘— oot (xn ""x;l) ’ (111049)
ax2 axn
isto e,
afi afi afi
Ay =/3i + % + x, $ooot X , (III1.50)
axl 9X2 3Xn
onde
afi
-— ] [ ] ] []
‘31 = fi(xl,xz,...,xn) + x1 Ny o+
CASY
in afi
+ xé~——— +oood XA . (III.51)
;x2 axn

Mas Ai = Ai + Ei, onde Ai S80 0s angulos nao ajustados e os

~ . ’
Ei as corregoes mais provaveis. Podemos obter os Ei como se

gue:
2
A, + E, = +xg_fi+x3f.i+ ,,x.fi
i i-‘/31 1;;X 2 . n_x_’
1 X%, Xy
of of. of.
i i i
2 1 o 2 2 n
in afi, afi
E. =%, + x + X, —— +.e.+ X . (IXI.52)
i i 1 n
2X X ax

1 2 n



45

onde ﬂi - A= '\)i.

Das equagoes (III.52) podem ser deduzidas as enuagodes:

afi afi- in
i= 3;1 E1+—x£h2 +ooot axz En ’ (III.53)

n n .
0 somatorio ; > pijEiEj sera representado da
=1 j:l

seguinte maneira: [pEE] , onde os "p" representam os pesos
adotados para as observagées. Quando procuramos obter [pEE]=

minimo, podemos utilizar o método de Lagrange (RICHARDUS ,

1966):

31'1 afl afl
F = [pEE] - 2K, ( - E + ---x Ey #ovet --x En) -
° 1 3 2 ? n
af of of
2 2 2
bt 2K (_"E +——'E +..o1'—"'-—-E )"'oo."’
2 axl 1l ax2 2 axn n
of of of
n n n, .

onde o8 Kl,Kz,...,Kn sao coeficientes desconhecidos diferen
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tes de zero., 0 que implica que as expressoes abaixo sejamnu

las.
E}F + —a—ﬁ'ﬂ + + 2—f}E = 0
axl 1 ax2 2 ’axn n
sz 9f2 3f2
_;'El + —x‘Ez +*o00 0t 5% En = 0
3 9%, n (1I1.55)
afn of afn
—F + —F +*oo0 ot 3 = oo
axl 1 3x2 2 axn n
Neste caso F pode ser reescrito da seguinte maneira:
Qfl afz' 2f
= 1 =28 1 2%y 2%, n
of of of
2
- 2E ( axll(l _a-;;KQ +.oo+ 'a—xrexxn) - see - (111056)
2f of
. 2
~ eo0e - 2Ln( 'a-')‘(-:;Kl -+ 3% K2 +s0e a——xr}xn)

Para a minimizagdo de(pEE], F deve ser derivado

B .’
parcialmente em furitio dos E, i’ isto e:

SF af1 9f2 anK

= = 2p B, = 2K, = 2—K,_ =¢ee= 2—K_=0
aEl 1171 X, 1 2%y 2 >%, n

SF 21, af, of

= 2py,E, = 257K - 220K, —eeem 22K = 0 (IIL.57)

oL, %) 3%, 3%,
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[ FE RN R T I IS R B R I R A R N R I R Y R R N N BN N B N A

(II1.57)
af 2f of
?é% = 2PnnEy - 2-—#1 -2 a_xz'x2 T 2-_;1{11 =0
n 2% n Xy
Donde,
f 'aan
2f af
1l 2
E, = q22(‘ax K, + 5% Ky #eeet axnl(n)
2 2 2
(I1I.58)
afl af2 ‘aan
E = q —K +o et )o
n nn ‘ax l ox 2 2X. n
n n
1
Nas enuagoes acima q = —
ii p11

Substituindo as (III.58) nas (II1I1.53), resulta:

af, of of of
E o= g e (=K, + =K, +eeer =K ) o
i 11 ‘;x ax 1 ? axl 2 axl n

'e;f

of
ll( -+ """—'— oot _l‘]]( ) +oeed
ax2 n

"qzzgx o%, 17 Bx, 2
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Efi of 3f2 Bfnx
+...+A qnn QXn( g-x—n 1 + -3—an2 +eoed B—XI; n). (II11.59)

Multiplicendo os termos indicados na (III.59) e transpondo

0s mesmos, temos:

of. of [ 9f. 3f.) " 3t of ]
§y = qiﬁl é_x'l Ky + qaxla : Ky #eeer 0 axl axn Kn
1 1 1 % 1 lj
) - -
| o et of, of of, of
¥, =1q— — K, +|[q 2 2 2 'n
2 3x. ox 1l a—x 571(2 +o0ot qsx_—x-l(n
2 2 9% 292J
@ ® & 0 5 & 0 0 P 0 O O O PP OSSOSO E S OO PO OO e 08P SO e e e (III.60)
ra%aﬁ 3t af, 2t 21
; = q*——-—”— q_"_’K oo ot q —KA.
n axr 2x 1l axr = 4 P , axr axr n
Onde:
o
. Qfl 8f2 o ._E} ff? . afi if? . . afl af2
axi axi *11 ax1 axl 22 ax? ax2 nn g n axn
(III1.61)

De acordo com a lei de r.*)pagac;'éo das variancias pa
ra os coeficientes de peso, e possivel afirmar quea(III.61)

ésemelhante a Qx x * Donde os coeficientes desconhecidos K

i 1
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sao obtidos a partir dos Q , ¢ das equagoes (III.60). Por

i7J
tanto, sao dados por:
r - . q _ .
. qif_l 81‘15 . qif? aflf . . qafnafl
1l axl axl 1l ax2 ax2 2 :,»xr gxr n
K, = rq _afl ?_f_éf + -q E_)f_‘? __afzifz Fteooot qafn afzfn
2 gxl axl } 3x2 ax2 | gxr gxr
..l'........‘l..I!Q..O'.l‘.‘!......OOOOQ.0.00CQO(III.62)
afl afn af2 afn afn afn
Kn= q———-—-§1+ q— — 5 +..ot qQ— —§
axlaxl gxzaxz gxraxr

Das (I1I1.58) e das (II11.60), conclui-se facilmente

que:

[pEE] =K % + K5, +.0+ K T (III.63)

Aplicando a lei da propagacio das variancias sobre Ei e E;]

se fi(x) for (xi - /-«i), temos:

o _ bEEl'

E.E, n '
1)

entao,
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ol EE]. (II1.64)
E, 2

i7) o

Na sequencia, vamos aplicar a teoria vista neste ca
pitulo ao caso de um triéngulo. Para o triangulo de angulos

A,B e C podemos escrever uma fungao linear F qualquer:

F =L + LA+ LB+ LBC, (II1.65)

. ~ . »
para LO= ao + bo + co e onde 0S Li sao parametros arbitra -

rios, Caso um dos Li for igual a 1 e 0s outros forem consi-

derados nulos, pode-se escrever: F A para 1 =1, por exem

2 2 . ;o
plo. Uma vez que Uﬁ = QAA(J , onde e necessario calcularQAA

Mas,

' ne ' - : 0
A' « B' + C (A + EA') + (B + LB,) + (C + EC,).
(II1.66)

Utilizando as (£I1.%8) nas (II1I.66), resultam:

of 2f 2f

E = ( ——A'K + B'K + C'K )

At T G X, A ax,, B' © 3x,,C'
of of of

_— A’ B* C*

Ege = Qg B,(;;xB.KA, + axB.KB' . TSEEZKC') (111.67)
21 of, at .,

Evy = 000 —2K , ¢ —2K .+ —CK ).

C c'cC oSX A' ax B X c?

C' C’
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Substituindo estas nas (III,66) e (IIX,65) sucessivamente,
obtem-se:
of , of , of .,
F=L + L A* + L_q (-——AK + BK + K., D)+
o} 1l 1°A°A° 3x Al % B Ix c
A' a A' A'
. afA,K a1y, a1,
+ LB + quB,B,(—-——ax X, * 3% .KB' * 5% ,KC') +
B B B
af af of
A' BQ c'
L — [ .
* 136"+ Dyagegl 5%g, A* * axC,KB' * axC,KC')
(I1I.68)

E aplicando as (II1.59) , encontramos:

2%y

—
=

§a= - (ag + 940 s

’

apos sua substituigao nas (1I1.60) pode-se escrever:

2f,, af,, . of,, 2, .
q'axA, 93X, Al (laxA, X, B*
| et af‘é-‘,"’ of ., ‘
+ |q — —= +|—— |{a + a8 =0 (ITI1.69)
X,y 3%, c' %4 A'AY \ o
q_afB, of,, C . ofy, ofy, .
axB, axB, A’ 1 axB, axB, B*
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c.

af |,
. *|__C_
C 2 X

qclcl +

52

(III1.69)

Multiplicando cada uma destas por um coeficiente auxiliar Si

e somando as com a (III.68), obtem-se:

+

of
=L + L A"+ L_B* + L.C*'+ (L.q A,
o ™M 2 3 19a%a 3%,
. az,, at,, ety
2%+ 3%, * L39G.ce ax_c,)KA' ML LITIY EEP *
ofy, o1, 1t
Lodgepe axg, © Lydgige axc,)KB‘ + (Iyaye. 3%, M
a1, o1, af,, of ,
Lo9geps axg, * Lydgeee 35, e + L0 5, 55 [Sart
c Ar %%y
aty, of,, .. of, 21f,, s
qaxB, axy, B* g axc, 9X4, cr/Bar
( qarﬂ, a1y, .. q:afB, o1y, .
axﬂ} 9%, A’ dXp. a%Xg, B*
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2 ' ’
) [ °f,, afy, S af,, of, .
OXyy X4 c*’ B a X,y 3%y, A’
[ of,, af,,| of ,, of,)
8 Xp, X, SB' * OXny Xi, SC')KC' *
[Sf, af_ |
A’ B*
+ 3% ,,| tarar ? 8,15, + %5, B'B * by )Spe +
5 J J
aof ]
CI
+ axcﬂ Qaege + co)SC,. (1I1.70)

Esta funcao e transformada de forma tal que dela resulta a

funiao de observagao mais uma constante. Os S, sao escolhi-

i

dos de uma maneira que o0s Ki sejam todos nulos, disto resul

ta que:
e S PO A S ) P
qaxﬂ, 2x. ,| A 1 X, , 3X,, B'
afA, afc, . k afA,L o
-+ me———— m——— -
DX,y IX,, c' 9X,,

(I111.71)

dXp, SC' e

of_, of |, of _,
B C --—BL = 0
axB' axB'
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915, 91, 21y, 31y,
1 Xy Xy, bA' 1 29X, BX, L
af,, 2% ] 2t (I11L.71)
+ '—axc. axC. SC, + a—-xc_. = 0,
£ entio conclue-se que:
°f,,
D = [ L] L] ——
Fo=L o+ LA" + LB' ¢ LiC" 4 ( 2%, Quope + 8BS, 4
( af,, s s o1,
N R B 1 L e L ( 3%, | tcrer * Cy)5¢s

ou entao:

¥ o= (Lo +ab.,+ boSB’ + cosC') +
[91,, of,
(Ly *taxﬂ, Sped0gege + (I *'52;1 Sgedogegs +
| C _
+ (L3 + 5%, bc.)qc.c,. (II1.72)

Aplicando as regras da propagacao das veriancies, tenmos:

Bfi 2
T PR Pl P PR p/i = A',B',C* (IIL.73)

a qual, transformada adequadamente, € escrita:



onde L

Up = pepetnly
T
IRYAFY %, ,

of
+ (L, q A’
1°AAY Xy,
of,,
* (190, FE

F =
°of .,
+ (L, + ¢
1 =1 e L2 = L3

Al

isto e, 3,,=~1 = 5, =

i consequentemente [qLL] = Qo pely Dy

LyL,

af,,

2%30p0 ax,,
0
afy,

BXB.

+ qB‘B'
+ L

+ Lyagepe

afB,
298+ B* Xy,

+ L

Substituindo a (III.71) na (II1I.74) temos de acordo
(III.72):

afA.
A = (Ll + 5‘,?1;' SA')qA'A' + (L2 +

3 ??ig;]sc')qc'c"

=0;

afA'L
= - qaxA. ’
-1
A 3 °

55

+ qC'C'L3L3 +

at,,
+ Lytgege 53— 05,0 +
3 C c ax’&' A'

C'

*+ L3%cigr 33 c-'-)s

c*
(III.74)

com a

of_,
+
2Xp. sB')qB'B'

(111.75)

entao de acordo com a (III.71), temos:

*f,, of,
q S
X,y X,y A’

(IIX.76)

=1,
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donde,
Qpp = Q =1-5=% (II1.77)
FF A'A* 3 3!
. 2
e por analogia concluimos que: QB'B' = QC'C' =3 -

Ao voltarmos a (III.73) e nesta substituirmos Qp

por QFG' onde G 6 referente a uma fungao linear anéloga &

funcao F, podemos escrever:

afi in
QFG = Li + 7;;; Si . m:j + 7;;3 Sj 'qij

,(II1,78)
para i,j = A',B',C' e i £ j.

Utilizando a mesma sequéncia seguida anteriormente para cal

cular QFF’ podemos escrever:

1l
SA' = -'—j- e Lqu] = 0, (111079)
consequentemente:
1l 1
Ope =p =%-3 = -3

Analogamente encontramos:

1 1
Q ="3eQ -*3'0

AC BC

Podemos finalmente escrever a matriz dos coeficien
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tes de peso de um triangulo. Lembramos que Qij = jS.
e _1 _1
3 3 '3
1 2 1 4
| I -+ 2.1 (1II.80)
1 2
3 3 3 *

3.7 - RELACKO ENTRE O COEFICIENTE DE RIGIDEZ E A CURVAS PA-
DRAO RELATIVA:

Empregando os valores obtidos na (III.80) e nas
(III.27) teremos:

_ 2.2 2., 2 2_, 1 . 3
Qaa = a jSotg A' ¢ 3 cotg B' - 2(-§)cotgA cotgB'),
para generalizar a expressao, introduzimos o coefigiente de

correlagEog na mesmaj;

2
Qaa =.£3§(cotg2A' - cotng' + cotgs’cotgB'), (III.81)
3¢
1
(Q [3(cotg A' + cotng' * cotgA'coth')ll2
(I11.82)
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Introduzindo & (I1II1.81) na (11.17), resulta:

2 2a202

3¢

(cotng' +-cotg2B' + cotgA'cotgB').(I11.83)

Aplicando, sobre a eouacgao acima,o mesmo metodo u-
tilizado na obtencao da equagao (IXI.42), podemos escrever

a (II1I,83) como segue!

2 2

ai =_EE§£%(di' + Jg. + éA'JB')‘ (111.84)

397

Voltando & (III.46), dada por:

n

. D-C 2 2

R =~ ;(‘SA'. + 350+ dudpe)s
s 1 1 1

1

e substituindo sua expressao, para um triangulo, verifica -

mos que:

Ry = (B S e 40l

)s

dnnde,

R, = R. (1I11.85)

O resultedo acima, implica em:
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2 2a”0” (111.86)
Ua = 2 ?Rl' ¢
3¢y

Entao, de acordo com a (I1I1.81) temos:

2
2
——————(cotng' + cotg B' 4+ cotgA'cotgB'),(II1I1.87)

33 r

a qual é escrita da seguinte forma:

aa

2 2
, _ 2a . _2b
e = 5ok I sR, . (IXI.88)

3y 3%y

Consequentemente, & equacao da elipse padrao rela-
tiva, quando substituimos a (III.87) pelas (III.88) é escri
ta:

2
- A \/ XX, + —2 R x2) = g, (1I1.89)

3g p
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— 2.2
b?bei - 2ab\/Rabelx2 . azRaxg - 2a2b2 RaRbaz,
3¢°Y (111,90)

que € a equagao da elipse padrao relativa em funcao do coe-

ficiente de rigidez.,

A partir da (III,90) obtém-se:

2.2
2. 2 Al 2. .2 391 ,.2 2,2
a Raxl - 2ab RabelXZ + b be2 = ———7-(xl + x2) ,

27
(I11,91)
que € a equacao da podaria padrao relativa em funcgio dos coe

ficientes de rigidez de um triangulo.

As expressoes (III.90) e (IIXI.91) demonstram niti-
damente que o jé ha muito conhecido coeficiente de rigidez

’ . . . : : ~
esta diretamente ligado a teoria da otimizacao e as curves

padrao.
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caPrPrfrurLo 1w

TENSOR DE ERRO E SUAS PROPRIEDADES

4.1 - INTRODUGZO:

Este capitulo introduz o tensor de erro e apresen-
ta algumas consequencias, que decorrem da aplicacao de suas
propriedades. Fundamentalmente, é possivel afirmar que a ma
triz vari@ncias-covariancia é um tensor de sepunda ordem; pa
ra que isto seja verdadeiro, naturalmente devem ser satis -

feitas algumas condigoes.

Demonstramos neste capitulo que a area maxima para
a elipse de erro corresponde a elipse padrao e aue sua area
minima corresponde a um circulo, que pode ser identificado
como a situagao ideal para uma medida. Demonstra-se, tambem,
que a podaria pedréo tem area igual a podaria referente a ¢
lipse de erro, pois esta é invariante. Estes resultados s8o
obtidos a partir de propriedades do tensor de erro. Aliss,
elas podem ser u:onsideradas como validas para a matriz va-
riancia-covariancia, mesmo quando n@o se identificar com o

tensor de erro.
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4,2 - TENSOR DE BRRO:

Considerando um sistema euclidiano tri-dimensional,
e fixando neste sistema um vertice de uma triangulacgao,a po
sicao deste é influenciada pelo tempo, fato na&o levado em can
sideragao nos capitulos anteriores. Resulta disto que a fun
¢io densidade de probabilideade agora tambem é fung@o do tem
po. Razao pela qual a matriz variancia-covariancia tambémdg

pende do tempo, donde podemos escrever:

F = Fitxl'ooo,xn,t)

5; = 61 (s (Iv.1)

. . .
Tendo em vinlta Lretirc-ne de geoadsesia, as crandesas a  serem
medidas s@o distancias, angulos, etc. Se considerarmoso pro

. [ g :
cesso como estacionario, as O; X (ta) serao iguais para qual
17y
quer s, neste caso 8 = 1,2,...,m., Escreve-se:

I

—
G’x'x'(t) =-§,, ux ux F(xl'xz'ooo,xn’t). (IV.2)
1 i,j= i)

Onde u_ é o desvio da distribuicio definida no paragrafo 3.2.
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Multiplicando a densidade de probabilidade

F(xl,xz,...,xn,t) pelo elemento dv = dxldxz...dxn,

av = fﬂxl,xz,...,xn,t)dv, (Iv.3)
e substituindo dV em (II.7), temos:

?xixj =Lm(xi '/‘1)“‘3 —ﬂj)dV (IV.4)

Jue tem a mesma forma (GRAFAREND,1967) que o tensor de iner
cia utilizado em mecanica. Disto é possivel deduzir-se que
a matriz variéncia-covariancia é um tensor de segunda ordem,
quando satisfeitas as condigoes citadas, Para provarmos que
esta gfandeza é unm tensor, é suficiente demonstrar que a mes
ma se transforma segundo a lei de transformagao para tenso-

res de segunda ordem (STEDILE & SILVA,1974):

- x ¢
& -alak g
X%, Xg X5 XpeXe o (Iv.5)

onde utilizamos a corw2ngao de soma de Einstein,

Da Algebra sabemos que x,, e M, podem ser repre-

sentados sob a forma:
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(IV.6)

que 880 escritas tensorialmente da maneira como se segue:

X = ai X, + b
h* ~ “h'7i h*

1
Fne = Bprfy ¥ Ppo

Entao podemos escrever:

(xhc "/"ho)(xkc -/uko
isto e,

==a a']uu

u u ’ .
Xpe %o RUKS X
Piferenciando a primeira ex;

1 ax..

ax,. = 8p,ax;.

(Iv.7)

Porém, tendo em vista estarmos trabalhando em um espago eu-
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clidiano, isto é, os dx sao0 ortogonais aos dx y implica

h' k!

que 0S8 ai = 1, donde se conclui que:

h'

dxh' = dxi .

Consequentemente, temos:

dxldxzooodxn = dxl.dxz'ooudxn. . (Ivog)

Da definicao da densidade de probabilidade, conclui-se aque:
para uma transformacao onde o tempo e uma variavel discre -

ta, isto €&, t = Tope

F(xl,xz,...,xn) = F(xl,,xz,,...,x ) . (IV.10)

n'
Onde T,,,, assume os valores 1 se k' = h' e x(t) se k* #n,
condicao imposta para que a densidade de probabilidade se -

ja a mesma para os dois sistemas.,

£ necessario buscar da teoria da probabilidade o
seguinte conceito: Sempre que a densidade de probabilidade
for tomada para todo o espago, ela e igual a (um) 1, inde -
pendente do sistema de referencia utilizado. Ent@o se a i -

gualdade (IV.10) for satisfeita, pode-se escrever:

+ t oo

J;(xl,oo.’xn)dv = J—F.(xl',...,x_ﬁ_ﬂ)d\l' = 10 (Woll)

- o0 - 0

Esta expressao pode ser escritz dependente do tempo. Contan

to que h'* = k', isto é, que nos dois sistemas a densidade de
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probabilidade seja considerada no mesmo instante, Isto e:

(X~ s ¢@

J.E(xl'xzyooo,xn,t)dv zj F(xl.’.oo.xn',t)dV'-':lo
i (Iva2)

Das expressoes (IV.3), (IV.8) e (IV.,12) conclui-se que:

+@ R xi xj Y- —
u u av* = a8 " a u_ u_ 4av. (Iv.13)
Xpo X . 4 X
o - 00 j

Isto prova que a integral acima é um tensor de segunda or -
dem, o qual é denominado tensor de erro. Portanto, no espa-

¢o tridimensional, escreve-se:

5? .(t) =fux_(t)ux (t)f(xl,x2,x3,t)dxldx dx3,(IV.14)

xixa ) *i 3 2
isto e,
0. (t) 0 (t) a (t)
1%1 1%2 X%,
o ., (t) =Jo. () @ _(t) o . (&) (W.15)
xixJ x2x1 X2X2 x2x3
o () o () ¢ (t)
XXy X3, X Xy ,
0y 0
2 X1 ¥
onde Gi = ox e Gx x = .
i*i 1 i*5  Sx.x
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4,3 - INTERPRETAGAO DO TENSOR DE ERRO:

Como vimos no parégrafo anterior, a matriz varian-
cia-covariancia quando dependerte do tempo é un tensor de
segunda ordem., Ao passar de um sistema de coordenadas (S)pa
ra um sistema de coordenadas (S'), empregando a lei geral de
transformagio de tensores, torna possivel a aplicagio do sis

tema fundamental de invariantes de Hilbert, tensores

para
de segunda ordem, & matriz variancia-covariancia (GRAFAREND,
1971). No espago euclidiano n-dimensional as invariantes fin

damentais sao:

1
L =13 Ji,] T3
l .
I, =7 "{ijh'k' Ti5 Tnoge
1 =4 J a..q (Iv.16)
3 737 9i3ntkrre” Ui Tnoir Tpngn .
1
In -.n!" ‘;ij....m.n. a‘ij...... J-m.n..

o 5ijh'k'r"s"

eeesll' N

P e o delta de Kr8nicker generalizado ,
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oque pode ser encontrado em (LELONG-FERRAND,1963)., Os gisﬁo

invariantes para qualquer transformacgao, £ proveitoso lem -

brar: que ¢ = p. 0. 0. equando x. e x, sao 1li-
xixj fxixj xi xj i j
nearmente depententes, temos Ifx X | =1, ao passo que para
i7]

X, e x, linearmente independentes resulta \f \ # 1, £ e-
i h! xixj

vidente, e verifica-se experimentalmente que no espago tri-

-dimensional a coordenada x correspondente a altitude h ’

3!
\
e as coordenadas x1 e x2, correspondentes as coordenadas geo

graficas sfo linearmente independentes, isto &,

e ‘fx2x3| £ 1.

Entao as (IV.16), no espago euclidiano tri-dimen -

sional, assumem a forma que se segue:

I =@ + @ + 7
1l x1 *2 3
2 2 2 2 2
I =c2q? +0°02 + 5% -
2 X, x, X, 3 X, x3 (Iv.17)
a, a,
2 *1X3.2 XXy 2
-a ( ) - ( )
x1x2 f& x fx x
173 273
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Ty x 0y x0
. X, X, "X, X, VXX
Y 212 173 P23y

172 73 fxlx3 fxzx3

¥ N
® N

0y x 0,

X. X
A STy ST Ly R ILUS (BT )

X pe
3 7172 1l fx2x3 2 fxlx3

Estudando as (IV.15) e (IV.17) detalhadamente, con

clue-se que as (IV.17) podem ser reescritas, como abaixo:

I. = tr adj G (Iv.18)

I, = tr 0, =g o+ .
1 X5%5 1 2
(Iv.19)
2

I, = det (?x.x —Ofca_x -0—12(

2 i) 1-72 172
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2
G-xx (rx
i7J
Recordamos cue Q = e Q & —_, 0 que
Xi%y 2 *3*4 2
a ]
possibilita reescrevermos as (IV.19), como abaixo:
2
I = g (Q + Q )
1 xlxl x2x2
(Iv.20)
4 2
I=0-'(Q Q -Q ).
2 xlxl x2x2 x1x2

4.4 - AREAS MAXIMA E MINIMA PARA A ELIPSE DE ERRO:

A elipse de erro e dada pela equagao (I1I1.20), isto

D
-e

2 2 2 2
Q X, - 2Q X. X, + Q x, = ¢ (Q Q -Q
x,.x,. 1 X X, 172 X.X, 2 X. X, X X. X, X
2 2 172 171 171 272 2
(w.z2l)
Pars obte-la em fungao de suas coordenadas polares, faz-se:
x, = rcostf
(Iv.22)
x, = raen? .

En consequeéncia & equagao da elipse é escrita como segue:

).
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, 2 2. 2 2 2
szx; cos f = 2Qx1x r“cosyseny + Q, , r sen Y =

2
= ¢(Q _Q -Q
X)Xy X%, 1%2

Da (IV.22) pode-se obter "r",isto e
2, .
7R Q - Q

11

)e (Iv.23)

¥ oN

|

2
+ 1% XX, %%

- ) 2 2
(Q cos“f - 2Q cosfseny + Q sen” )
X,X, X, %, X, X,

T =

(Iv.24)
ent8o a area "S" da elipse de erro sera expressa como segue:

i
2 /r
See = 4]0 /ordrdtp, (1v.25)

integrando-se temos:

2
Q Q - Q
4g°0 X %) XX, x)%,)
S = 9
ee Q

xlxz

(1Iv.26)

~ ’ ” - .
e a expressao final para a area generica da elipse de erro,

e dada por:

S = . (Ivoe'?)

Isto significa que a area da elipse de erro nao e constante,

pois Q depende dos eixos da mesme,
%1 %2
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Ja que a area da elipse e variével, a mesma deve

assumir um maximo e um minimo, Estes podem ser determina-
dos em fungEo das relacoes entre os eixos do elipse e sua
orientaggo. Para fazer este estudo derivamos a expressaode
sua area em fung¢do a um angulo t de rotacso. Vimosd(II.23)

que apos a rotagao de um angulo t nas diregoes dos eixos ,
temos:

2 2
leyz = (Qx % - Qx x )sentcost + 2Qx (cos t-sent)

2*2 11 1%2
isto é,
1
Q =-Q - )sen2t + 2Q_  cos2t. (Iv.28)
V¥, 2 X%, xlxl X1 %5
\ 2 .
\32 ' 4 31

“ ~
ol
\\\\\ Xo%2

NS

at 1Yy

Q B R .
K\ o Pl \\xlxl }/ 1

— — '\‘

.
]

FIG.IV.1 - Duas elipses de erro para um ponto tem areas
diferentes,

72
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Com a finalidade de obter um extremo da funcao derivamos

(IV.28) e a anulamos:

ay 192 |
% = (Qx2x2 - Qxlxl)0082t - 4Qx1xzeen2t =0
(Iv.29)
desta equacao obtemos as seguintes expressoes:
Q - Q
X, X X, X
tgot = w22 171
4Q
*1 %2
Q - Q
(Cxpxp — %%y) B
sen2t = \/ > o (Iv.30)
+\/(Q - Q ) + (4Q 2
2\ ( X, X, X, Xy xlxz)
4Q
X, %,
cos2t = - =
+ Q -Q 2 4Q 2
'\/Q X%, x%) + (77xgx,)

: ., [ ~ .
Afim de obter-se o maximo ou minimo da fungao deriva-se a

(IV.28) uma segunda vez, e obtém-se:

2
da (leyg)
—— e 2(Q - Q )Sen2t -+ 8Q coslt].
dt2 x2x2 xlxl xlx2
(Iv.31)



74

Substituindo as (IV.30) na (IV.31), temos:

2 - 2 2
d (leyz) zlkqxzxz Qxlxl) = (4Qx1x1) ]

dt2

:\J[szxz i Qxlxl)z + (4Qx1x2)zI

(1v.32)

Onde tomamos o valor da raiz em modulo por estarmos tratan-
4
do de uma area,

sz

dt2

’
Para sabermos se e maior ou menor que ze

ro devemos considerar casos particulares.

a - Se 08 eixos da elipse forem iguais, isto é, quando a e-
lipse recai em uma circunferencia, a (IV.32) sera positiva,
pois:

S = 8 > 0. Bste resultado mostra que a area e mini-

N I . -~
ma para este caso, isto e, para a circunferencia.

b - Para o caso da elipse padrao, isto e, quando temos Qyy
11
maximo e Q y minimo, é facil concluir que o valor numéri-
2Y 2
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co em médulo para a (IV.32) sera o maior possivel, Mas n&o e
posSivel provar que a derivada segunda é positiva, portanto
nao provamos que se trata de um extremo. Mas podemos prova-

-lo de outra maneira.

2 2 .
¢ - Uma vez que Q = ) Q , temos:
X, X, Yxlx2 X, X, X X,
2
451,
See = bep N 11 (Iv.33)
42 42
Vx_x Yo x. % x

172 171 "2°2

1 1

. . 2 2

Juendo cresce a diferenga entre 4 e Q , decresce o pro
X, X X, X =

1"1 272
i1
2 ~ .
duto Q2 . Qx X Podemos entao concluir que para a elipse
~ ¢ 2' ’, I d . .

padrao, a areg € maxima, isto e, a elipse de erro de maior

Vs ’ ' . -~ * X

area e a elipse padrao. 2

FIG.IV,2 - A area maxima para a elipse de erro é dada pela

elipse padrao e a minima por uma circunferencia.



76

4.5 - INVARIANCIA DA AREA DA PODARIA REFERENTE A ELIPSE
DE ERRO:

A equagao da podaria para a elipse de erro é dada
pela equacgao:

2

, | 2 1,2 22
U x X\~ A X)X, + 9 x X0 7 _é(xl + x5) dIv.34)

11 X %o 2%2 T

-~ , ~
Para escrever a equacao desta podaria em fungao de coordena

das polares, usa-se:

»
I

, = pcos v
(Iv.35)

L]
i

5 psean’ )

donde a (IV.34) enm fun(;Eo das mesmas pode ser escrita como

segue:

2 2 2 2 2
Q pcos“ Y- 29 p“cosyseny + Q p sen lf =
X %) X1 X, tF X,X,,

2 .
=-T‘]"-2-(p cossz’f pzsenz‘-P )2 (Iv.36)

Da (IV.36) obtemos p, que e dado por:
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+ 2 _
p=_ othxlxlcos § - 2Qxlx2 cosfseny +

1
2 2
+ Q sen” () . (Iv.37)
272
Do calculo integral e diferencial sabemos que a area para

esta figura plana pode ser obtida pela expressso:

g
5 (P

S =4 S } pdpd{ . (Iv,.38)
o ‘0

A solucgao desta integral ,e:

°1
s= L2 . +Q ). (1v.39)
171 272

Substituindo a primeira expressao das (IV.20) na (IV.39),re

sulta:

(IV.40)

A expressao (1V.40) mostra que a area da podariare
ferente & elipse de erro e invariante., Neste caso, a area da
podaria padréo ¢ igual a da podaria referente a elipse de er
ro, sendo portanto invariante em relacao & qualquer transfor

magao de coordenadas.
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caPfrTULO0 v

COJMPLEMENTAGRO E TOPICOS DE OTIMIZACKO

5.1 -~ INTRODUGZAO:

Este capftulo foi escrito com o intuito de comple-
mentar o que foi feito ate anui. Sua tinalidade é esclare -
cer alguns pontos que ficaram em aberto nos capitulos ante-
riores, ou que nfo foram citados, apesar de fazerem parte
dos assuntos abordados, Oque seré util par: dar uma  nogao
geral sobre problemas a serem enfrentados no uso prético da

otimizacao.
5.2 -« ELIPSOIDE PADRAO:

Até aqui dedicamos nos mais as elipses de erroe pa
drao, Agora vamos falar brevemente sobre o aspecto tridimen
sional §a questdo, isto é, o elipsdide, Denominamos de elip-
soide de erro a generalizacao para o espago tridimensional

da elipse de erro, que e dada por uma equagao do tipo:
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x2 x2 x2
- + 2 + 3 = 1, (v.1)
2 2 2

Q Q

As coordenadas dos extremos dos eixos serao dados

+ +
por (7 Q ,0,0), (0,2 Q ,0) e (0,0, Q ) como mos-
19y Yo¥, N

tra a FIG.,V.1l . Quando x,= O teremos uma elipse de erro so-

3

. S .
bre o plano x relativas as coordenadas planas, isto e ’

1%2
a elipse da qual tratamos nos cap{tulos anteriores, Se fizer

mos X, = 0 ou X, = 0, obteremos uma elipse sobre o plano

X,.X, ou X .Xx_, respectivamente,

2°3 173

tx

‘v

FIG. V.1 - O elipséide de erro.
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Tais elipses serao elipses de erro de X e X, em relacao ax

1 2
respectivamente, A partir destas elipses podemos obter os

3

semi-eixos 3, Q . € Q do elipsdoide de erro.No ca
171 272 373

so de utilizarmos as tres elipse padrao, obtém-se os semi -

~eixos de um elipséide que denominamos padrso. Porém. 0 e~

lipséide padrao sera possivel apenas no caso dos coeficien-

tes de correlagao , y @ serem iguals entre si
fxlx2 ?xlx3 x2x3
e iguais a 1. Isto, porque, em caso contrario, 0s novos pla

nos z.2z nao serao ortogonais entre si. Supon-

1Z00 2 %3 € 2,23
do a condigao:

satisfeita, vamos obter os eixos deste elipséide.

Os semi-eixos do elipséide padrao serao obtidos a
partir das férmulas (I1.29), da seguinte maneira:

para x, = U, temos:

3

| 1 2 2
Q =1Q + Q +\/(Q R N
yi¥p 2| X% Xo¥%2 XX X X, X%

1 ' |
Q = =1 Q + Q -\/(Q -Q )<+ 4Q
y2y2 2 xlxl x2x2 xlxl x2x2 X X



para x, = U,

1

Qe g
Y1¥y

Q

[ ]
Yo¥2

para X,
Q " 11)
N

Q

11} "
Yo¥o

zir que:

11

2525

temos:

f
rj -

1
2

=1
T2

= Q

2

2

= 0, temos:

191

Q

Y,¥,

X

X

2

2

= Q
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(v.3)

4Qi
23

+ 2 -1 /(Q

A partirdas (V.2), (V.3) e (V.¢) é possivel

Q " 1]
Y191

[ ] 1 ]
Y191

dedu -

(V.5)




Qz3z3 = Qyéyé =

Q [{] "
Yo¥s
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(V.5)

Relacionando as (V.2), (V.3) e (V.4) com as (V.5), podemos

obter as equacoes dos semi-eixos do

sao dados por:

1
Q = —12Q + Q + Q +
zlzl 4 xlx1 x2x2 x3x3
/ 7 7
+ 1 /(Q - Q )"+ 4Q
\V/ 5 B B L X1 %2
2 2
+ \/(Q -Q )T o+ 4Q
\J[ xlxl x3x3 xlx3
Q =-l-Q + 29 + Q +
z2z2 4 xlx1 x2x2 x3x3
_ 2 2 ’
+ 1\ /(Q - Q )T+ 4Q
\/rxlxl x2%2 X1 %2
(Q Q )<+ 4Q° 1
x2x2 x3x3 x2x3
Q =—}—Q + Q + 2Q -
2323Wuf4 xlx1 x2x2 x3x3

elipsoide padrao, onue

(v,.6)
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Obtido o elipsdide padréo, e possivel obter-se uma
superf{cie pedal em relagao a seu centro de simetrim,a qual

e anéloga a podéria padrao no espago bi-dimensional,

FIG.V.2. -~ 0 elipsdide padrio e sua respectiva superficie
pedal,

Segundo o que foi dito no paragrafc &.3, conclue -

[4
se que, na pratica, quase sempre #
f&le fxlx2
Neste caso, as condigBes impostas para obter o elipséide re

€ ?i2xifyxlx£
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drao nao serao satisfeitas. Apenas sera possivel obter o e-
lipséide de erro e sua correspondente superf{cie pedal, £ e
vidente que a partir destas superficies néo & possivel en-
contrar o resultado desejado, isto é, a diregcao na qual ha
maior erro no espago tridimensional. Isto torna claro que,
na prética, as superficies de erro nao tem muito interesse,
apesar de sua enalise sempre implicar em resultados interes
santes., Propbmos, entao, - ue seja utilizedo um estudo de ca

da uma das elipses e podérias padrao separadamente.
5.3 = ALGUNS CONCEITOS UTILIZADOS EM OTIMIZACIO:

Consideremos util dar alguns conceitos mais empre-

gados em otimizacao.

- . . ~ R 4 .
- Denomina-se situagao de erro isotropa anuela para a qual

a elipse de erro estiver reduzida a uma circunferencia.

- Denomina-se situacao de erro homogénea aquela em que, pa-
ra uma distribuicao de pontos, as elipses padrao encontra -
das para ela forem iguals entre si e tiverem todas a mesma

orientacao.

R ~ ~ . ’ :

- Naturalmente a situag@o de erro n@o isétropa & denominsada
. ’ N ~ ’ ”~ ~ 4 N

de anisotropa e a situagao de erro nao homogenea e denoming

da de heterogénea.
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Estes dois conceitos nos proporcionam a possibili-
dade de quatro situacgdes de erro diferentes para uma rede
de triangulacao geodésica, que serao:
~ Rede anisétropa heterogenesa, e aquela cuja distribuicaode
erro aparentemente nao possue normalidade nenhuma, afora o
crescimento do erro ao longo da rede.

- Rede anisotropa homogénea, é anuela onde a distribuicao é
erro para cada ponto é igual a distribuigao de erro de ca-
da um dos outros pontos da rede, mas com uma distribuiggo pa
ra cada ponto nao iséthpa,

- Rede isétropa heterogénea, € anuela onde & distribuicao de
erro & isotropa para cada ponto, mas com distribuigoes dife
rentes para cada um deles.

- Rede isotropa homogénea, € aouela que possue uma distri -
buig8o de erro para cada ponto igual & distribuigdo de to -
dos os outros pontos, alem de ser isotropa em cada um deles.
Estas quatro situagoes de erro serao mostradas respectiva -

mente nas figuras V.3, V.4, V.5 e V.6,

- Um tensor de segunda ordem admite inumeras invariantes ro-
tacionais. Cada invariante é uma combinagao linear dos com-
ponentes do tensor, que sao obtidos por multiplizagaso, al-

ternacao e contracao de indices.

- £ possivel calcular cada invariante de um sistema de inve
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A
F1G.V.3 - Rede anisétropa heterogenea.

FIG.V.4 - Rede isotropa heterogenea,
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FIG.V.6 - Rede IsOtropa homogéenea.
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riantes a partir de algumas invariantes fundamentais fini -

tas.

- As invariantes fundamentais de um sistema de invariantes

formam a base de Hilbert.

- Um tensor de segunda ordem tem 0 mesmo numero de invarian
’ . ~
tes fundamentais que 0 numero de dimensoes do espaco eucli-

diano considerado.

- Denomina-se \/Il e \/In de erro pontual de Helmert e de

erro pontual de Werkmeister respectivamente (GRAFAREND,1972)

Queremos ainda anotar aque atualmente sao utiliza -
das e aplicadas na otimizacgao as seguintes teorias: teoria
dos grupos, analise espectral, teoria dos invariantes, esta
tistica, Cibernética e outras jé citadas ou de menor impor-

tancia,

A elipse padrao depende das coordenadas (xi,yixd&a
linhas ao longo das quais sao feitas as observacoes, da ma-
triz variancia-covariancia e da variancia generalizada a?.
Isto implica em gue a elipse de erro pode ser calculada sem
qualquer conhecimento das coordenadas ajustadas dos pontos

da rede ou dos valores atuais das observacgoes.
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Desejamos esclarecer nue este ultimo paragraio tem
a finalidade principal de computar alguns conceitos pouco a
cessiveis, mas utilizados com frenquéncia e sempre considera

dos como conhecidos pelo leitor, na literatura especializa-
da.,
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cAPfruro vi

CONCLUSZXO

A elipse de erro foi deduzida de maneira a mostrar
claramente sua proveniéncia e validade geométrica. A seguir
vimos a dedugao da elipse padrao que, por definicao, € - a -
quela que tem como semi-eixos os desvios padrﬁo maximo e mi
nimo réspectivamente. A primeira conclusdo a ser tirada e [
xistir uma infinidade de elipses de erro. Cada uma destas e
lipses da as variancias nas direcoes de seus eixos, segundo
a respectiva orientacao. Conclue-se tambem nue existe ape -
nas uma elipse padrao que e aguela onde a orientagao de seus
eixos maior e menor indicam a maior ou menor propagagao dos
erros, respectivamente. Obtivemos a podéria padrao,'que.cqg
responde ao lugar geometrico da distribuigao dos: coeficien-
tes de peso, isto &, das variancias sobre o plano. Pode=se
concluir que esta figura que colima todas as elipses de er-
ro e padrao, pois cada segmento que liga um ponto de .sua
curva a seu centro de simetria representa o semi-eixo.de ums
das infinitas elipses. Se a elipse padraoc nos da a distri -
buicBo do erro. sobre o plano. Lembramos. que. a obtengao da

podaria padrao e possivel~apenas a partir da, elipse padrao,
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oque justifica sua existencia, isto é, sua obtencao.

Un aspecto importante da elipse padrao, é ser pos-
sivel obté-la mesmo antes de terminados os trabalhos de cam
po. Outro aspecto, & que sua obtengio grafica, em algunspm
tos da rede, e de maior uso prético que 08 resultados nume-
ricos. A obtenggd gréfica da podaria padrﬁb completa 0 gua-
‘d¥0. geral, o qual mostra a tendencia dos erros cometidos,po
dendo demonstrar a existéncia de erros sistemAticos. O re -
silktado gréfico tambem mostra tendéncias em escala e azimu-
te na rede em geral. Entretanto, sera o resultédo numérico
que dird se foi obtida a precisfo desejada ou n&o. Estas in
formacoes sBo muito Uteis na decis@o de quais mudancas de -
vem ser efetuadas na rede proposta, para obtermos um resul-
tado otimo. Elipses de alguns pontos igualmente distfibui -
dos. ao longo da rede servem para mostrar sua deterioracao .
A observa¢ao detalhada das curvas padrao resultantes ajuda
a selegao de uma rede otima. Quando a rede possue medidas
mal determinadas, o efeito de observa§5és adicionais pode
ser analisado por seu efeito sobre as curvas-padrao. A pre-
cisao da otimizagao depende da precisao das ‘variancias e co

variancias: das ohmervagoes.

Tratamos tambem da elipse padrao relativa, isto é,

da €ljpse que relaciona os erros de uma ou mais linhas da
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rede geodeésica, ou de uma poliional. Obtivemnos, entao, uma
nocao do erro cometido nas medidas que relacionam dois pon~
tos, isto €, nas.linhas .que levam 80 novo ponto, enquanto &
elipse padrao absoluta da uma nogao do erro final na lbcal§
zagao de um ponto. propriamente dito. A seguir, vimos a dedw
cao da elipse padrao relativa, sua respectiva podaris e ®
coeficiente de rigidez de um triangulo. Pode-se. concluir, a
partir. destas dedugEes, que existe uma relagao direta entre
o coeficiente. de rigidez e as curvas padrao. Por meio deésta
relaciao torna-se possivel a obtengio da elipse padrao relas
tiva e sua podaria, a partir dos coeficientes de rigidez ,
que sao de obtengdo mais rapida e facil do que os coeficien
tes de peso. Como 0s coeficientes de peso estao diretamente
ligados aos pésos, atravées da elipse padrao relativa calcu=
lada por meio do coeficiente de rifidez, pode-se obter :. uma
boa nocao dos pesos a serem adotados para o calculo das ve-—
riancias e covariancias, Outra vantagem que mostra 0 reka -
cionamento citado, e ser possivel efetuar o rrafico da elip
se.padrao relativa ainde no campo de maneira bastante népi*

da.

Introduzimos tumbém o tensor de erro, ausz € identi
-z L4
Yicado como tensar .de sesunda .ordem. Na pratica esteitensor
. “<' L3 o“ L3 ov.‘ : L3 ..
corresponde & matriz variancia-covariancia. A principal van

tagem possivél de tirar disto, é que podemos fazer a matriz
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variancia-covarifncia coincidir com o tensor de erro, por -
tanto esta tem ms mesmas propriedddes de um tensor de segun
da ordem. A partir ‘destds, pudemos provar -que a elipse pa-
drdo € a elipse de erro de maior'érea;“e que, quando a elip
s¢ de erro decai para uma circunferéncia, sua drea e minima;
que @ area das podarias correspondentes a qualquer elipsede
erro é invariante, Vimos que, quando temos uma rede otima '
asyelipses:ipadrao se reduzem a circunferencias, lsto é,suas
areas s&o minimas. EntSo, na pratica, deve-se escolher a re
de de forma tal que seja possivel obrigar a érea'correSpon-
dente a cada equacgao de elipse ser minima, oque implica nu-
masmelhor determinagao para cada ponto da rede. Se for pos-
sivel obter circunferéncias de mesmo raio para todos os pon
tos.da'rede, ter-se-ha a rede otima., Mas, isto ndo & possi-
vel%na;prética, razao pela qual alguns estudiosos deste as-
sunto dividem as redes em diversos tipos ou graus de otimas,
Aindd citamos os casos tridimensionais, isto é; o] elipsgiaé
de ehra e 3uda correspondente superf{cieApedal. raxra estas
superficies alcanga-se o caso padrfo apenas em um caso mui-
to pérticular. Para este caso poderiamos obter uma distri -
buigio dos coeficientes de peso no espago tridimensidnal, e
e por conseguinte a distribuigio das vari@ncias. Como napra
tica este caso particular dificilmente aconteced, wvemos que
o elipsodde padrao & sua superficie pedal correspondente nio
e muito util.
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