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RESUMO

Sabe-se que o Método dos Elementos Finitos (MEF) € uma importante ferramenta utilizada na
andlise dindmica de estruturas, principalmente pelos bons resultados apresentados. O Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), € uma extensdao do MEF, que tem por caracte-
ristica trabalhar com espagos de aproximagdes locais, que consistem em fun¢des, ndo necessa-
riamente polinomiais, que apresentam informacgdes sobre a solu¢do da equagdo diferencial a ser
resolvida. Ao aplicar métodos numéricos na andlise de vibracdes livres de estruturas, a solu¢ao
numérica recai em um problema de autovalores e autovetores generalizado. Mesmo o MEFG
apresentando excelentes resultados para o problema de autovalores generalizado com solugdes
mais precisas do que os refinamentos & e p do MEF, em alguns casos, obtém-se autovalores
negativos, dependendo da precisdo empregada nas rotinas computacionais. Sendo assim, este
trabalho propde uma andlise da sensibilidade gerada pela constru¢do numérica das matrizes de
massa e rigidez do MEFG para o caso de vibragao livre de barra e viga de Euler Bernoulli.
Sao aplicados também outros métodos de enriquecimento e comparados os resultados, a fim de
verificar se o nimero de condi¢cdo da matriz de massa, pode ser empregado como uma medida
de sensibilidade do método numérico utilizado.

Palavras-chave: Condicionamento. Problema de Autovalores Generalizado. Método dos Ele-
mentos Finitos Generalizados. Analise dindmica.



ABSTRACT

It is known that the Finite Element Method (FEM) is an important tool used in the dynamic
analysis of structures, mainly by the good results presented. The Generalized Finite Element
Method (GFEM) is an extension of the FEM whose feature work spaces with local approaches,
consisting of functions, not necessarily polynomial, which present information about the solu-
tion of the differential equation to be solved. By applying numerical methods in the analysis
of free vibrations of structures, the problem is reduced to numerical solution of a generalized
eigenvalue problem. Even GFEM showing excellent results for generalized eigenvalue problem
and more accurated solutions than h and p FEM refinements, in some cases, negative eigen-
values are obtained, depending on the precision used in computer routines. Thus, this work
proposes a sensitivity analysis generated by the numerical construction of the mass and stiff-
ness matrices of GFEM in case of free vibration bar and Euler Bernoulli beam problems. Other
enrichment approaches were also applied comparing the results in order to verify that the condi-
tion number of mass matrix can be employed as a measure of sensitivity of the used numerical
method.

Keywords: Conditioning. Generalized Eigenvalue Problem. Generalized Finite Element Method.
Dynamic Analysis.
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1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico aproximado larga-
mente utilizado na andlise estrutural, tanto para problemas estdticos como para problemas di-
namicos. O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é uma extensio do MEF
visando obter melhores resultados para problemas com descontinuidades, singularidades ou
outras situagdes onde o MEF necessita de uma malha mais refinada. O MEFG € baseado nas

ideias do Método da Particao da Unidade (MPU), desenvolvido por Melenk e Babuska (1996).

No MPU, a base do subespaco de aproximagdes locais € constituida de func¢des, nao
necessariamente polinomiais, que refletem informacgdes disponiveis a priori sobre a solucao da
equacao diferencial governante (MELENK; BABUSKA, 1996), garantindo uma boa aproxima-
cdo local e global. A ideia de utilizar funcdes trigonométricas como base do subespago vem
crescendo ao longo dos anos, como nos trabalhos de Leung e Chan (1998), Zeng (1998-b) e
Arndt (2009). Arndt (2009) aplica 0o MPU num conjunto especifico de func¢des trigonométricas,
gerando refinamentos 4, p e adaptativo do MEFG para andlise dindmica de estruturas do tipo

reticulado.

Por ser um método aproximado, as solugdes obtidas podem apresentar erros de apro-
ximagdo. Na aplicag@o proposta por Arndt (2009), encontram-se casos de sensibilidade da
solucdo do problema apesar dos bons resultados. Verifica-se que os ajustes feitos na precisao
empregada nos cédlculos computacionais para determinacdo das matrizes de massa e rigidez por
integracdo numeérica, ou na solucdo do problema de autovalores, afetam a precisao e a conver-
géncia do MEFG. Leung et al. (2004) empregam, sem justificativa ou comprovagao matematica,
o numero de condi¢do da matriz de massa como uma medida dessa sensibilidade ao comparar

o Método dos Elementos Finitos p-Fourier e o refinamento p-hierdrquico do MEF.

Pode-se, certamente, afirmar que o nimero de condi¢do de uma matriz A x(A), estd
diretamente ligado aos autovalores da mesma, ja que por defini¢do ele € a razdo entre o maior
e o menor autovalores da matriz A (COOK et al., 2002). Logo, este nimero serve para medir o
condicionamento de uma matriz. Quanto mais préximo da unidade, k(A) = 1, maior a estabi-
lidade do método utilizado (COOK et al., 2002), ou ainda pode-se dizer que o problema é bem

condicionado. Ainda € possivel definir, de forma mais geral para o caso de sistemas de equa-
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coes, que um problema é bem condicionado se pequenas perturbagdes nos dados de entrada
resultam em pequenas perturbacdes nos resultados, ou dados de saida; caso contrdrio o pro-
blema ¢ dito mal condicionado, esta mesma definicdo em algumas dreas de estudo da Mecanica
Computacional € também conhecida como estabilidade do método. Considerando o fato que o
problema de autovalores € um caso particular da teoria sobre polindmios matriciais, a questao

de sensibilidade € um tépico ainda bastante discutido na literatura, como em Ford (2015).

Sendo assim este trabalho faz uma dicussdo sobre a andlise do condicionamento e
sensibilidade do problema de autovalores generalizado, gerado pela equagdo Ax = ABx, do
MEFG. Segundo Stewart (1990), se uma matriz é hermitiana, e recebe uma perturbacao, entao
havera um incremento nos seus autovalores. Entao no contexto da analise dinamica, o estudo e
andlise das aproximagdes das matrizes de massa e rigidez € necessdrio, para descobrir até que
ponto as perturbacdes geradas pelas aproximacdes do método de constru¢do dessas matrizes

podem influenciar no desempenho e precisio do MEFG na andlise dindmica de estruturas.

Os principais trabalhos que motivaram este estudo foram Arndt (2009), na parte da
aplicacdo do Método dos Elementos Finitos Generalizados para barras e vigas de Euler Ber-
noulli; e Tisseur (2000), Tisseur e Meerbergen (2001) que tratam da sensibilidade do problema

generalizado de autovalores e a sua aplicagdo em problemas de vibragao livre.

1.1 OBIJETIVOS
1.1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho € realizar uma andlise do condicionamento, sensibilidade e
perturbacdo do problema de autovalores generalizado, decorrente da aplicagdao do Método dos

Elementos Finitos Generalizados e outros métodos enriquecidos.

1.1.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Para atingir o objetivo geral pretende-se:

e Fazer um levantamento sobre o numero de condicdo e sensibilidade de problemas de

autovalores generalizados.

e Calcular o nimero de condi¢do para o problema gerado pelo Método dos Elementos Fi-

nitos Generalizados e outros métodos enriquecidos.
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e Analisar a perturbacdo gerada pelas aproximacdes numéricas das matrizes de massa e

rigidez.

1.2 RELEVANCIA DO TRABALHO

O Método dos Elementos Finitos Generalizados, além de ser muito usado apresenta
excelentes resultados. Entretanto, a precisdo empregada nos cdlculos computacionais para de-
terminar as matrizes de massa e rigidez atravéz da integracdo nimerica afetam a precisdo e
a convergéncia do método, causando grande sensibilidade ao problema. Assim, a investigacao
dos fatores que influenciam a sensibilidade do problema € imprescindivel para estudo de formas

mais estaveis do MEFG para aplicacdo na andalise dinamica de estruturas.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O capitulo 2 trata de uma breve revisao da literatura sobre o Método dos Elementos
Finitos (MEF) e o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), seguido do problema
de autovalores generalizados e algumas aplicacdes/estudos. O capitulo 3 contém a formulagao
matemadtica do problema de autovalores generalizados. No capitulo 4 apresentam-se breve-
mento o Método dos Elementos Finitos Generalizados e alguns Métodos Enriquecidos. No
capitulo 5 sdo apresentados alguns resultados numéricos. Por fim, no capitulo 6 apresentam-se

as conclusoes do trabalho.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 DO MEF AO MEFG

Na maioria dos problemas matemaéticos relacionados a Engenharia, a resolucdo anali-
tica oferece grandes dificuldades como, por exemplo, um grande conjunto de equagdes diferen-
ciais com condi¢des de contorno a serem solucionadas. Assim, uma alternativa ndo € a obten¢ao
de solucdo analitica, e sim utilizar um método aproximado que substitui os infinitos graus de
liberdade do modelo continuo por um nimero finito de pardmetros a serem determinados, ou

graus de liberdade de um modelo aproximado (SORIANO, 2009).

Antes do aparecimento do Método dos Elementos Finitos (MEF), a andlise dos meios
continuos era realizada pela resolucdo direta dos sistemas de equagdes de derivadas parciais,
tendo em conta as condi¢des de fronteira, através das séries de Fourier (CARVALHO, 2010), por
exemplo. Devido a complexidade para resolver as equacdes, o Método das Diferencas Finitas
surgiu, permitindo utilizar aproximacdes no lugar das derivadas exatas. Com o aperfeicoamento
na solugdo de sistema das equagdes, o0 Método dos Elementos Finitos passou a existir, por volta
dos anos 40 e 50 e, consequentemente, 0 Método dos Elementos de Contorno e diversos outros

métodos foram desenvolvidos.

O MEF surgiu como uma evolucio da analise matricial de modelos reticulados (SO-
RIANO; LIMA, 2003). As primeiras aplicagdes do MEF foram concebidas na industria aero-
ndutica britanica. J4 nos anos 60, as aplica¢des na literatura se estenderam para problemas de
eletromagnetismo. No final dos anos 80, inicio dos anos 90, devido ao desenvolvimento dos
computadores pessoais, 0 MEF difundiu-se, pois a utilizacdo desta ferramenta tecnoldgica faci-
lita a aplicacdo do método, uma vez que, uma grande quantidade de célculos é necessdria para

a resolugdo dos sistemas de equagdes lineares (SORIANO, 2009).

A principal ideia do MEF baseia-se em estudar o comportamento de cada elemento
isolado, para depois acoplar estes elementos e entdo fazer o estudo global do sistema. As-
sim, no MEF o dominio de definicdo do modelo matematico € dividido em um ndmero finito
de subdominios, interligados por um nimero finito de nés (ou pontos nodais), arestas e faces

(SORIANO; LIMA, 2003); e entdo uma aproximagao da solugao local é feita para cada subdo-
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minio. Essa aproximacgdo € dada por um arranjo de elementos finitos, constituindo uma malha,

que deve ser pré-definida e com objetivo de estabelecer uma relacao entre os nos.

Apesar do método ser robusto e muito pritico, na aplicagdo em problemas que en-
volvam de alguma maneira mecanica dos sélidos, onde é mais popular, Torres (2008) mostra

algumas limita¢des do método, tais como:

e quando manipulando grandes deformagdes, uma considerdvel precisdo é perdida em vir-

tude de distor¢des dos elementos;

e aproximagdes com malhas adaptativas tém sido propostas para manipulacio destes tipos
de problemas via MEF, situagdes estas em que o dominio do problema é remalhado em
passos durante o processo de solucdo para prevenir distor¢cdes severas dos elementos e

permitir que linhas nodais permanecam coincidentes com os contornos das descontinui-
dades.

Essas limitacOes, aparentemente ligadas a geracdo das malhas, acabam encarecendo o
custo computacional do método, motivando a busca por novas alternativas. Assim, em ordem
cronolédgica, o Método dos Elementos Difusos, Método das Diferencas Finitas Generalizado e

Método dos Minimos Quadrados foram ganhando seu espaco na literatura (SORIANO, 2009).

O préximo método a ganhar destaque foi o Método dos Elementos Finitos Generali-
zados (MEFG). Ele foi inspirado no trabalho de Melenk e Babuska (1996) e outros trabalhos
publicados posteriormente. O conceito principal é gerar espacos de aproximacdes fazendo uma
combinacdo de um conjunto de fun¢des quaisquer (desde que sejam linearmente independen-
tes), multiplicando-as com as func¢des de base de uma Particdo da Unidade. Essa combinagéo é

chamanda de enriquecimento.

A utilizacdo das fungdes da Parti¢cdo da Unidade, sobre a malha de elementos finitos,
e o enriquecimento destas fungdes pelo mesmo esquema do método das nuvens-hp, justifica a
interpretacdo de que o MEFG seja uma forma ndo convencional do MEF, que estabelece uma

ligacdo entre o MEF e os métodos sem malha.

Essa estratégia permite que as aproximacgdes locais tendam a ser flexiveis quanto a
escolha do conjunto de fungdes enriquecedoras. Tal enriquecimento pode ser polinomial ou

ndo, e a escolha depende do tipo de problema a ser modelado.

O método aplica-se a obtencdo de solucdes aproximadas de problemas de valor de
contorno transformados em forma fraca por um Método de Residuos Ponderados, Método de

Galerkin por exemplo. Em problemas estaticos lineares, a aplicacdo da funcdo aproximadora
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gera um sistema de equagdes lineares onde as incognitas sdo os valores nodais. Como o sistema
pode ser escrito de forma matricial, a matriz gerada, chamada de matriz de rigidez, ¢ dada pelos

coeficientes do sistema.

A utilizacdo deste método apresenta uma certa vantagem: o emprego das funcdes de
forma do MEF como fun¢des da particdo da unidade. Esta vantagem, juntamente com o en-
riquecimento polinomial evita problemas relacionados com a integracdo numérica geralmente

encontrados nos métodos sem malha (BARROS, 2002).

Com o desenvolvimento de estratégias para a melhoria dos métodos aproximados, o
seu campo de aplicagdes se expande em diversas dreas, como por exemplo a acustica (HARARI,
2006), eletromagnetismo (LU; SHANKER, 2007), nanotecnologia (SCOTTI, 2007), mecanica
da fratura (YAZID et al., 2009), transferéncia de calor (ARAGON et al., 2010), entre outras.

Consequentemente, novos métodos foram surgindo baseados no enriquecimento das
fungdes de forma do MEF, como o Método Composto (MC), Método de Modos Admissiveis
(MMA) e o Método dos Elementos Finitos p-Fourier. O Método Composto foi apresentado por
Zeng (1998-b). Este método € obtido com a combina¢cdo do MEF juntamente com a fungdes

nao polinomiais relacionadas as solu¢des analiticas do problema.

Ja o Método de Modos Admissiveis, foi proposto por Engels (1992) e Ganesan e En-
gels (1992). Uma de suas principais vantagens € a alta taxa de convergéncia. Este método
propde a expansao do espacgo de aproximagao de deslocamentos do MEF, com a combinacao de
dois modos: modos estaticos € modos admissiveis. O modo estdtico é formado pelas fungdes
de forma polinomiais do MEF, ja o0 modo admissivel é formado por fun¢des que representem
de maneira analitica ou aproximada modos de vibrar do elemento analisado com extremidades

vinculadas.

O Método dos Elementos Finitos p-Fourier proposto por Leung e Chan (1998), faz uso
de termos da série de Fourier, e a sua justificativa parte do bom comportamento das séries, em
comparacao com o mau condicionamento apresentado por polindmios de grau mais elevado.
Este método usa funcdes de enriquecimento baseadas nas séries de Fourier, de modo a serem

nulas nos nos de cada elemento; assim como no MC e no MMA.

Esses métodos t€ém por objetivo aprimorar os problemas de aproximacdo em andlise
dindmica. Como Bel et al. (2005) que apresentaram uma aplicagdo do Método da Particao da
Unidade ao problema de vibracdo forcada em placas; da qual obtiveram uma boa acurécia e
reducdo do tempo computacional, apesar das dificuldades encontradas em relagdo a busca da

convergeéncia e os erros de aproximacao.
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Com o objetivo de utilizar o MEFG como uma nova abordagem para obter melhores
resultados do que o MEF na anélise dinamica de estruturas, Arndt et al. (2008), Arndt (2009)
e Arndt et al. (2010) propdem novas formas de refinamentos p e adaptativo para o MEFG. Por
exemplo, Arndt et al. (2008) apresentam um novo conjunto de fun¢des de enriquecimento para
o MEFG. Comparando os resultados obtidos com aqueles obtidos pelo Método Composto, que
foi apresentado por Zeng (1998-b), verificou-se que 0 MEFG proposto obteve resultados supe-
riores. Posteriormente, em Arndt (2009), pode-se constatar que as taxas de convergéncia para

as aproximacoes das frequéncias naturais sao maiores no MEFG do que no MEF polinomial.

Nos dltimos anos, algumas versdes do MEFG tém sido desenvolvidas e aplicadas com
sucesso na andlise dindmica de estruturas, como nos trabalhos apresentados por Torii et al.
(2015) e Weinhardt ef al. (2015), que apresentam modificacdes nas fungdes apresentadas em
Arndt (2009). Verifica-se, portanto, que varios autores mostram o quanto o MEFG por ser
eficiente quando se trata de encontrar a solucdo numérica para problemas de vibracdes livres.
Entretanto, ao aplicar métodos numéricos na andlise de vibragdes livres de estruturas, o pro-
blema se reduz a solu¢do numérica de um problema de autovalores e autovetores generalizado.
Para resolver esse tipo de problema, existem varios algoritmos para encontrar os autovalores,
mas verifica-se que os resultados desses algoritmos sdo muito sensiveis a precisdo empregada
nas aproximagdes numericas utilizadas na determinagdo das matrizes de massa e rigidez. Auto-
res como Hughes (1987), Demmel (1997), Parlett (1998), Quarteroni et al. (2007), entre outros,

apresentam algoritmos para a solucdo deste problema.

As defini¢des de sensibilidade e perturbacdo de um problema numérico estao direta-
mente ligadas, assim como o condicionamento do sistema. Assim, ndo ha como abordar apenas
um desses assuntos, que acabaram obtendo uma atencao especial pelos pesquisadores na tltimas
décadas. Por exemplo, Li (2012) utiliza uma interessante abordagem na anélise do nimero de
condicdo, investigando o comportamento assintético dos niimeros de condi¢@o para a matriz de
rigidez e massa no MEFG do problema de autovalores generalizado. Nesse trabalho, o nimero
de condicao € relacionado com a dimensao do espaco de aproximacao. O autor conclui que o
nimero de condi¢do estd rigorosamente ligado a escolha da particdo da unidade. Mais tarde,
Li et al. (2013) investigam a influéncia do nimero de condicdo quando o sistema apresenta

distintos e repetidos autovalores.

2.2 NUMERO DE CONDICAO E SENSIBILIDADE

H4 tempos que o conceito de sensibilidade vem sendo dicutido, assim como 0 uso

do nimero de condic¢do, definido como o quociente entre 0 maior € o menor autovalor de uma
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_
-7

cobrir se um problema de autovalor e autovetor padrdo € ou ndo sensivel as condi¢des impostas.

matriz A, K(A) . O ntimero de condig¢do € utilizado como ferramenta quantitativa para des-
Wilkinson (1965) introduziu o nimero de condicdo de uma matriz A, fazendo uma dicussao
sobre sua sensibilidade e perturbacdo gerada pelos algoritmos utilizados para encontrar os au-
tovalores a direita e a esquerda. Wilkinson também usa a abordagem da matriz companheira,
para determinar o condicionamento relacionado aos autovalores a esquerda. Ele também intro-
duz o condicionamento de um sistema linear, deixando clara a importancia da relacdo entre o
condicionamento do sistema e a sua solu¢do. Faz também uma relacdo entre um problema de

autovalor generalizado e um problema padrao.

Dois anos depois, Smith (1967) publicou uma expressdo explicita do nimero de con-
di¢do utilizando matrizes reduzidas a forma canonica de Jordan, onde ele se deparou com a
dificuldade na andlise numérica no caso de autovalores repetidos. A titulo de curiosidade, a
alternativa utilizada para encontrar os autovalores foi através do determinante de Gram. No ano
seguinte, Martin e Wilkinson (1968) discutiram o nimero de condi¢do reduzido a forma pa-
drao, Ax = Ax, verificando que o problema generalizado com matrizes simétricas e o problema
padrdo sdo equivalentes a menos de uma decomposicao, haja vista que deve-se tomar cuidado
com a inversao da matriz, pois ela pode causar perturbacdes nos autovalores. Ainda neste ano,
Clint e Jennings (1968) desenvolvem um algoritmo com o objetivo de encontrar autovalores
e autovetores reais de maneira iterativa; este processo baseou-se nos trabalhos que Wilkinson
desenvolvia até entdo, onde os autovalores eram encontrados a partir da reducido da matriz em
uma matriz triangular. Considerando o problema generalizado, Ax = ABx, com matrizes Her-
mitianas, Stewart (1969) discute como encontrar os autovetores utilizando um método iterativo

para fazer a decomposi¢do em matrizes ortogonais.

Com as ferramentas para a decomposi¢cdo de matrizes desenvolvidas nos tltimos anos,
o assunto sobre a sensibilidade dos problemas de autovalores comeca a ser amplamente discu-
tido, assim como os conceitos de bem e mal condicionados, decorrentes da perturbacdo que os

métodos de decomposi¢ao de matrizes geram afetando o problema.

Ruhe (1970-a) abre uma dicussdo sobre propriedades de matrizes de problemas de
autovalores com mal condicionamento, considerando o fato que a matriz apresenta multiplos
autovalores e estes sdo proximos entre si. A. Ruhe, no mesmo ano, langca mais um trabalho,
Ruhe (1970-b), onde limita a perturbaciao gerada nos autovalores e o subespaco dos autoveto-
res. Esses limites podem ser utilizados tanto para obter os limites de erros a posteriori em um
conjunto de autovalores proprios e, também, para autovetores, quanto para estabelecer quando

essas quantidades dependem dos elementos da matriz de uma maneira numericamente estavel.
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Wilkinson e Reinsch (1971) fazem uma série de discussdes sobre como decompor
matrizes, considerando inimeros casos e, a partir de entdo, algumas aplicagdes de algoritmos
sdo feitas. O interessante € que este trabalho considera o caso do problema de autovalores
generalizado Ax = ABx, e uma das hipéteses considerada é quando a matriz B € simétrica.
Sob essas condi¢cdes mostram que € possivel decompor a matriz B de maneira a recair em um

problema padrido Ax = Ax.

Nos anos seguintes, Stewart (1971) e Wilkinson (1972), usaram o nimero de condi-
cdo para limitar o dominio do espectro, e isto é possivel pois, para as matrizes Hermitianas
o subespaco invariante correspondente a um conjunto de valores préprios € insensivel a estas
perturbacdes (STEWART, 1971). Wilkinson (1972) usa essa abordagem como justificativa do

mal condicionamento do sistema, com matrizes que possuem autovalores multiplos.

Pensando numa nova perspectiva, Stewart (1973) descreve uma técnica para delimitar
erro e perturbacdo do problema de autovalor generalizado e outros casos; aplicou-se um método

iterativo que foi usado na construgdo de estimadores de perturbacdo que possam ser limitados.

Em uma tentativa de determinar quando um problema de autovalor é bem condici-
onado, levando em considera¢do quando a matriz A é “defeituosa”, isto é, quando a matriz
reduzida a forma candnica de Jordan ndo € estritamente diagonal, Golub e Wilkinson (1976)
utilizam a ideia de reducdo a forma canénica de Jordan, para calcular o condicionamento nas

bases (usualmente ortonormais) dos espacos invariantes.

Obviamente, quando se esta trabalhando com espagos, a teoria de sensibilidade ou per-
turbacdo, depende de uma norma adequada ao espaco que se estd considerando. Hager (1984)
estima o nimero de condi¢do utilizando outras normas, em particular dando enfoque a norma /;
e l., pois geralmente quando calcula-se o nimero de condi¢do, definido mais adiante neste tra-

balho também como sendo k(A) = ||A[|||A~"||, a norma eucliadiana ¢ a mais utilizada. Mesmo

fazendo uso de outra abordagem para calcular o nimero de condi¢do, o autor se depara com os
mesmos problemas encontrados quando se utiliza a norma euclidiana, calcular a componente
la=!

funcional.

, mesmo utilizando as relacdes de equivaléncia entre as normas oferecidas pela andlise

No mesmo ano, Bunse-Gerstner (1984) abordam o problema de autovalores generali-
zado com matrizes simétricas e com a matriz B semi-positiva definida, reduzindo as matrizes
para matrizes diagonais e preservando as propriedades do problema (fazendo uso do algoritmo
QR). Teoricamente, a anélise do niimero de condi¢do foi ganhando sua importancia com o de-
correr dos anos, sendo estudada por autores como Schock (1986), Loan (1987), Renegar (1994),
Dedieu (1997), entre outros.
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O nimero de condi¢do fornece uma estimativa de quao sensivel o problema pode ser,
implicando que existe perturbacdo na solucio e na inversdo da matriz, € o que Higham (1995)
afirma, mostrando o comportamento do nimero de condicdo com suas determinadas restri¢des
para o problema de autovalores padrdao. Como a inversao da matriz € um fator influenciador,
outra abordagem € testada, onde os algoritmos para a decomposicdo de matrizes sdo avalia-
dos, levando-se em consideracdo a convergéncia do método, onde foram comparados alguns

algoritmos e levando em consideracdo a perturbacdo gerada, (STEWART, 1993).

Mais recentemente, Tisseur (2000) utiliza a abordagem de polindmio matricial, ja que
um problema de autovalores generalizado nada mais € do que um caso particular deste, para
fazer uma estimativa de erro e calcular o nimero de condi¢ao do polindmio. Uma outra al-
ternativa, é trabalhar com polindmios quadraticos, como € possivel encontrar nos trabalhos de
Tisseur e Meerbergen (2001), e Papathanasiou e Psarrakos (2010) de maneira que essa abor-
dagem pode ser aplicada em problemas de vibragao livre com amortecimento. Papathanasiou
e Psarrakos (2010), além de utilizarem a abordagem do polindmio quadrético, empregam o
conceito de matriz companheira, para calcular os autovalores e autovetores, além da andlise do
nimero de condi¢@o nos casos em que os autovalores sdo simples e repetidos. Essa abordagem
permitiu aplicagdes em vibracdo livre, no caso de sistemas com amortecimento (LI ez al., 2013),

e em elementos finitos (LI, 2012; SUAREZ et al., 2015).

O tema condicionamento de problemas de autovalores e autovetores, ou de uma certa
matriz, vem sendo objeto de estudo ha tempos e, com os recentes trabalhos sobre problemas de
autovalores aplicados em problemas quadraticos de vibragdo livre, é possivel também aplicar
ao caso sem amortecimento. Mas, inicialmente, deve-se entender em que momento do processo
na aplicacdo do MEF e MEFG estdo localizadas as perturbagdes, para entdo poder fazer um

estudo sobre o condicionamento (e se € possivel aplicar um dos métodos ja estudados).
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3 ALGEBRA LINEAR

Este capitulo tem por objetivo explorar propriedades da dlgebra linear relacionadas ao
problema de autovalor generalizado, Ax = ABx, e do seu caso particular o problema padrao,
Ax = Ax, tais como autovalores, autovetores, subespagos, entre outros. Pretende-se assim veri-
ficar que estes problemas de autovalores podem ser considerados como um caso particular de

polindmios matriciais.

3.1 DEFINICOES
3.1.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Sejamm,n € N, e F € {R,C} um corpo real ou complexo. O espaco de matrizes com n
linhas e m colunas é denotado por F**". Sejam A € F"*" ¢ A € F. Born e Mehl (2012) definem

A um autovalor de A, se existe um vetor x € F" — {0} tal que a equacdo
Ax=Ax (1

seja resolvida. O vetor x é chamado de autovetor de A para o autovalor A. O par (4,x) que

consiste em um autovalor e o correspondente autovetor € chamado de auto-par. E o conjunto
0(A) ={A € F: A é um autovalor de A} (2)

€ chamado de espectro de A.

Na literatura, encontra-se a defini¢do de autovalores e autovetores de varias maneiras,
todas andlogas a defini¢do anterior, sendo uma delas através da matriz transposta, como indicado
por Born e Mehl (2012):

ATy=2y 3)

onde os autovalores sdo encontrados através da equagdo:
det(AT — A1) =0 “4)

e, por propriedades de dlgebra linear, tem-se que o determinante da matriz e a sua correspon-
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dente transposta, tem por caracteristica obter os mesmos autovalores. Sendo assim a equagdo
(3) pode ser reescrita da forma
T T
yA=2Ay. &)

Nesse caso, y é chamado de autovetor a esquerda de A, seguindo que x seria o autovetor a

direita de A, com a propriedade de que estes sdo ortogonais:

xTy=0 (6)

Salienta-se que, até agora, o caso considerado foi do problema padrdo, Ax = Ax. Ja
para o caso generalizado, Ax = A Bx, apesar de ndo ser muito diferente, Bai ef al. (2000) definem

os autovalores atravéz da solucdo da equagao:
det(AB—A) =0 (7)

E, como anteriormente, se é possivel determinar autovetores a esquerda e a direita para o pro-
blema padrao, entdo existem autovetores a direita e a esquerda para o problema generalizado:
Seja x um vetor nao nulo satisfazendo Ax = A Bx, entdo x é um autovetor a direita. Se x* satisfaz

X*A = Ax*B, entdo ele é chamado de autovetor a esquerda.

E conveniente introduzir as defini¢des que serdo de grande uso: Sejam A;’s autovalores

da matriz A, entio:

Se A; > 0 Vi, entdo A € definida positiva;

Se A; > 0 Vi, entdo A é chamada de semi-definida positiva;

Se A; < 0Vi, entdo A € definida negativa,

Se A; < 0Vi, entdao A é semi-definida negativa,

e A matriz A € indefinida quando existem autovalores positivos e negativos.

3.1.2  SUBESPACOS INVARIANTES

Um subespaco nada mais € do que um corpo [ ndo vazio o qual é fechado para soma
de vetores e a multiplicac@o por escalar. Quando os subespacos sdo subespacos de matrizes,

geralmente trata-se dos corpos C"*" ¢ R"*" (WATKINS, 2007).

Um subespaco invariante X de A satisfaz a propriedade:

AxeX VxeX (®)
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que pode ser denotado por AX C X, este conceito pode ser encontrado facilmente em livros de

algebra linear, como em Born e Mehl (2012).

Um exemplo simples de subespaco invariante € o espago dos autovetores de uma ma-

triz, assim como o espaco gerado por um tnico autovetor.

Proposicao 01 Seja A € F**", seja X um subespago k-dimensional de F" tal que S C
F** matriz onde X = Img(S). Entio:

e X ¢é um subespaco sobre A se, e somente se, existe uma matriz B € Fkxk ta] que

AS =SB ®)

e Se aequacgdo (9) é vdlida, entdo todo autovalor de B € autovalor de A. Se v é um autovetor

de B, através do autovalor A, entdo Sv é autovetor de A com autovalor A.

e Se a equaciio (9) é valida e as colunas de S sdo ortonormais, entio B = ST AS.

A prova desta proposi¢cao pode ser encontrada em Born e Mehl (2012). Os autovalores
relacionados a equagdo (9) sd@o chamados de autovalores de A associados ao espaco invariante
X. Uma das principais vantagens de se trabalhar com espacos de matrizes invariantes € que eles

preservam as caracteristicas dos operadores.

3.1.3 MATRIZES HERMITIANAS

Define-se A € C"*" uma matriz Hermitiana se
AT =A (10)

onde A é a matriz conjugada de A; ou seja, se B é a matriz conjugada de A, entdo b; =
ajj Va;jj € C.Paraocasoreal, A € R™"_ define-se A uma matriz Hermitiana quando A = AT,
isto é, a matriz A € simétrica (também podendo ser chamada de auto-adjunta). Na literatura ge-
ralmente A7 é denotada por A, como em Wilkinson (1965). Essa notacdo é adotado para este
trabalho. Algumas propriedades das matrizes Hermitianas: sejam A, B,C matrizes Hermitianas

e x um vetor. Entao:
(A" = A
(xH )H =x (11)
(ABC) = cH B AH

Outra propriedade das matrizes Hermitianas extremamente importante, € que seus au-
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tovalores sdo reais, e a verificacdo é simples: se
Ax = Ax < xfTAx = AxfTx (12)

onde xx é real e positivo para elementos nio nulos (WILKINSON, 1965). Sendo assim, se A

é Hermitiana:

(xAxHVH = H AR HH — (H Ay (13)

pelas propriedades de conjugacdo complexa, (@ =ab e a = a); e como x'’Ax é um escalar,
isto significa que € real, consequentemente, A € real. No caso de matrizes reais, sabe-se que
os autovalores sdo reais implicando que seus autovetores sdo reais. Entretanto os autovetores
de matrizes Hermitianas geralmente sdo complexos. Se for considerado o problema padrao

Ax = Ax com A matriz Hermitiana, segue que:
Alx=Ax & ATx=Ax (14)

onde X € a conjugacdo complexa (x = a+ib = X = a — ib). Como ja mencionado, os auto-
vetores de matrizes Hermitianas geralmente sdo complexos e o seu conjugado coincide com o
proprio autovetor, ou seja, x; = X;. Pelas propriedades de matrizes Hermitianas, no caso de ter

autovalores distintos, seus respectivos autovetores satisfazem:
Mxj=0 (i#)) (15)
tomando a norma dos autovetores segue que
=1 (16)

Logo os autovetores sdo ortonormais. Consequentemente, se for considerada a matriz X for-

mada pelos autovetores de A, entdao
Xix=1=x"=x"" (17)

As matrizes que satifazem essa propriedade, sdo chamadas de matrizes unitdrias. E se elas

forem reais, sdo chamadas de matrizes ortogonais.

Suponha X e Q matrizes unitdrias. Se a matriz for real, como visto anteriormente, ela
¢ uma matriz ortogonal. Seja B =X HAX  Bai et al. (2000) afirmam que B € unitariamente (or-
togonalmente) equivalente a A; e X é uma transformagdo unitdria (ortogonal) equivalente. Se
a matriz A for Hermitiana, entdo B também serd Hermitiana e elas tem os mesmos autovalores.
De uma maneira andloga, se y ¢ um autovetor de B, entdo x = Qy é o autovetor original da

matriz A, onde Q é uma matriz unitdria.
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Agora considerando o caso do problema generalizado de autovalores: seja X uma ma-
triz ndo singular, i.e. det(X) # 0. Sejam A = X AX e B = X" BX, Bai et al. (2000) afirmam que
A — AB é congruente a A— AB, e denomina-se X uma transformagdo congruente. E ainda, se A
e B sdo matrizes Hermitianas, e B é definida positiva, entio A e B tem as mesmas propriedades
que A e B. Além disso, A—AB e A— AB tem 0s mesmos autovalores, e se x € autovetor de

A — AB, tal que Ax = ABx, entio £ = X ~'x é autovetor de A—AB.

Essas propriedades apresentadas garantem que a menos de um operador agindo em
matrizes Hermitianas, pode-se recair em um caso mais simples, para encontrar os autovalores
e autovetores das matrizes. Pode-se ainda garantir que € possivel trasformar um problema de
autovalor generalizado, Ax = ABx, em um problema padrido, Ax = Ax. Se as matrizes A e B sdo
Hermitianas e B € definida positiva , entdo pode-se decompor B como produto de matrizes nao
singulares, B = LL*, através da Decomposi¢do de Cholesky, por exemplo. Assim o problema
se transforma em:

(L'A(L)  Hx =A% (18)

Como os espagos do dominio sdo invariantes (GOLUB; LOAN, 2012), as propriedades
sdo preservadas apos a transformacdo, isto €, os autovalores sdo 0os mesmos; e se x € autovetor

da equacio (18), entdo x = (L*)~'X satisfaz o problema generalizado.

Um problema de autovalor generalizado, pode ser bem condicionado ou mal condi-
cionado. Quando a matriz A € Hermitiana e trata-se de um problema padrio, entdo este é um
problema bem condicionado (BAI et al., 2000). A situagdo muda completamente quando o
problema é generalizado, que em geral é mal condicionado, principalmente quando as matrizes

nao sao Hermitianas (BAZAN, 2003).

Portanto, quando um problema de autovalores generalizado tem as matrizes A e B Her-
mitianas e B € definida positiva; entdo este € um problema bem condicionado, porque pode ser
reduzido a um problema padrdao, com mesmos autovalores e que por sua vez € bem condicio-

nado.
3.2 POLINOMIOS MATRICIAIS

A teoria de polindmios matriciais nada mais € do que uma generalizacdo de equacoes
do tipo (A — AI)x = 0. Assim esta se¢do mostra algumas defini¢des e propriedades importantes

sobre tal assunto. Segundo Born e Mehl (2012), um polindmio matricial € definido por

P(1) = itkAk (19)
k=0
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onde m € N — {0}, onde os coeficientes sdo as matrizes Ay € F"*" ¢ A; # 0 (matriz nula). Se P
¢ um polindmio matricial n X n sobre um corpo F de ordem m, entdo um problema de autovalor

polinomial € definido como
Py(A)x=0 (20)

onde A € F e x € F". Na literatura ele também pode ser encontrado como A-matriz, ou seja,
P, (A) é uma matriz quadrada cujas entradas sdo polindmios escalares de grau menor ou igual a
m. Se A, € a matriz identidade, entdo P,, ¢ chamado de polindbmio monico. Encontrar escalares
A € C, tal que det(P(A)) = 0, é uma das principais dificuldades encontradas nesses problemas.
Um exemplo de que essa ndo é uma tarefa muito simples é o polindmio: IA% + Ay, j que o

Teorema Fundamental da Algebra ndo garante a sua existéncia (BAZAN, 2003).

Os escalares A sdo chamados de autovalores do polinémio matricial. Entdo, a cada

autovalor A associa-se um vetor x € F”, x #£ 0, tal que
Pn(A)x=0 21)

chamado autovetor a direita de P,(A) e {A,x} é chamado de auto-par. De maneira andloga,

autovetor a esquerda de P,,(1), é um vetor y € ", y # 0 tal que
Y Pu(2) =0 (22)

O problema de encontrar os auto-pares do polindmio matricial € conhecido como problema de
autovalores polinomial matricial. Observando-se que se m =1 e n > 1, o problema de autovalor
matricial acima recai em um problema de autovalor generalizado da forma Ax = ABx, e que se

B =1 este é um problema de autovalor padrao.

3.2.1 MATRIZ COMPANHEIRA

O uso de polindmios matriciais pode ser conveniente quando trata-se do problema de
autovalores, pois este pode ser reduzido a um problema generalizado com matrizes de ordem
mn; onde para cada polindmio matricial monico pode-se associar uma matriz companheira em

blocos definida como:

0 1 0 ]
0 0 :
C = (23)
: R I
| —A0 A1 - —Ap-r |

onde as matrizes A; sdo os coeficientes dos polindmio matricial mdnico associado.
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Segundo Bazéan (2003), a justificativa para essa associacdo, é que se (A,x) é auto-par

de P,(1), e se £ € C™ ¢ autovetor definido por:

=
I

entdo (A, %) é auto-par de C;. De fato,

Ax
A2x

Am—ly

ZZLI Ak_llk_lx

Ax

A2y

Am—ly

Ax
A2x

Am—ly

AMx

(24)

Il
P
=

(25)

sendo assim, os autovalores de P, (A) podem ser calculados a partir da abordagem da matriz

companheira, utilizando-se métodos numéricos para o problema de autovalor padrao, o que se

apresenta como uma maneira simples para a solucao do problema de autovalores. O polindmio

linear C; — Al é chamado de linearizagcdo de P, (1).

De maneira andloga, uma outra lineariza¢do do polindmio P, (A ) pode ser obtida atra-

vés da matriz companheira definida por:

0

00

1

_Amfl

(26)

Da qual, suponha que (4, %) seja auto-par de C;, e decompondo £ em blocos, tal que:

=
I

X1

X2

Xm

27)
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para x; € C", Vk, segue:

—Aox, =  Ax
X1 —A1xm = Ax
Ci=A& : (28)
Xm—2 —Am—2Xm = AXp—i
| Xm-1 —Ap_1xm =  Axp

Esta ultima equacdo garante que x,, # 0, para que £ nao seja o vetor nulo. Com algumas

manipulagdes simples, X pode ser reescrito como:

X1 (Al +A2A + -+ Ap A" 2+ A" Dy,
X2 (AoA + -+ Ay A3 4 A 2)x,,
i=| | = : (29)
Xm—1 (Am—l + ;L>xm
Xm Xm

Assim, a equacdo (28) combinada com x; da equagdo (29), garante que P, (A)x,, = 0; isto &, x;,

¢ autovetor a direita de P, e (A,£) é auto-par de C;.

A linearizagio quando P,,(A4) ndo é um polindmio mdnico também é possivel; primei-
ramente considere o caso de que A,, ndo seja singular. Entdo basta tomar A; = A 1A, para
k=1,---,m—1; e assim as duas linearizacdes descritas anteriormente podem ser aplicadas.
Agora quando A,, € singular, o problema de autovalores polinomial matricial pode ser resolvido
através da equagdo Ax = ABx, de maneira que as matrizes A e B possam ser escritas utilizando

as defini¢des de matriz companheira, (BAZAN, 2003) da forma:

[ I o ... o | |1 ]
o I ... 0 0 I
A—AB= : o : A e (30)
0 0 U | 00 0 I 0
| A0 A oo —Anet | K Am-1 |

Obviamente que os auto-pares sdo da forma (A,%), com £ dado da forma da equag@o

(24) e que os escalares A sdo os autovalores de P,,(A4). Pode-se definir a matriz companheira de
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um polindmio P,,(A) de ordem nm x nm como:

[ 0 ] 0 i
0 0 :
Cp: : : .. I GD
_—A;IAO —ATAL o —ACTAL |

E notdvel que todo o algoritmo tem seu custo tanto computacional quanto de preci-
sdo, podendo gerar o mal condicionamento no problema. Uma das maneiras mais eficientes de
resolver o problema de autovalores é através da decomposicao obtida utilizando as matrizes or-
togonais, que para o caso de matrizes Hermitianas € possivel como comentado anteriormente. A
abordagem mais utilizada para fazer a decomposicao € a Decomposi¢do de Schur Generalizada,

que tem por objetivo fornercer os autovalores do problema de autovalor generalizado.

Teorema 1/Decomposicdo de Schur Generalizada] Seja P(A) = A — AB € C"*". En-

tao existem matrizes ortogonais Q e Z, e matrizes triangulares superiores 7" e S, tais que
Q"AZ=TeQ"BZ=S

Além disso, se para algum &, ty; = s = 0, entdo A(P(A)) = C, caso contrario
t..
AP = { & 50}
Sii

onde A(P(A)) é o espectro de P(A). Esse teorema e sua demonstragdo podem ser encontrados
em Golub e Loan (2012).

3.3 MEDIDA DE CONDICIONAMENTO

E desejdvel ter um nimero que defina a condi¢iio de uma matriz com respeito ao pro-
blema computacional, e este é chamado de niimero de condigdo. A ideia é medir o quanto as
mudancas nos dados afetam a solucdo. Visto que os autovalores podem ser encontrados de va-
rias maneiras a questdo que surge entdo é: como medir o condicionamento de um problema.
Além do mais, pode-se encontrar diferencas nos autovalores devido ao algoritmo utilizado na

sua determinacao.

De um ponto de vista tedrico, pode-se idealizar o problema tratado como uma funcao

f:X —Y,onde X,Y sdo espacos normados. Assim, para cada x € X, 3y € Y, tal que y = f(x).
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Levando-se em consideracdo o caso real, para X =Y = R, segue pela aproximacao de

Taylor que uma perturbacdo pode ser escrita da seguinte maneira:
8y = f(x+6x) — f(x) = f'(x)6x+ O(6x)? (32)

desde que f seja diferencidvel. Como a variagdo de |8y| estd relacionada com a |f’(x)|, pode-se

reescrever a expressﬁo acima como:

oy xf'(x) ox

y o fx) x

+0(6x) (33)

ou seja, a variagao relativa de y, devido aos erros em x depende de

/)

f(x)
Com isso, define-se o niimero de condigdo, K, para o caso real, como
|f'(x)|, para erros absolutos
K(f)(x) =4 |xf'(x) (34)

, para erros relativos

f(x)

Este ndmero permite medir o condicionamento do problema. De maneira andloga,
quando toma-se X = R™,Y = R", para m,n arbitrdrios, a fun¢do F € dada como f; : R" — R,
para j=1,...,n onde

y=f(x) e yj=filx,....xm) (35)

Agora, seja 8y; = fj(x+ 0x) — f;(x). Pelo teorema de Taylor tem-se

L)
8y; = fi(x+68x) — Z Ji 5x, (36)
No que segue,
- f ofj f
‘5y]| Z |5x,| < max; |dx| Z (37)
— i l
Tomando a norma infinito, segue que
16/l < [6[|.s 1/ £l (38)

onde Jf é a matriz Jacobiana de f, 0x e 8y sdo as perturbagdes geradas pela aproximagdo de
Taylor. Bazan (2003) alerta que a definicdo do nimero de condi¢do acima, pode superestimar

ou subestimar a sensibilidade do problema. Dessa forma, para os casos como o descrito acima,
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define-se do numero de condi¢gdo como

of

X
l 5x,-

Claramente, esta defini¢ao gera uma matriz de nimeros de condi¢@o para cada variagdo

K (f7) (x) = (39)

o

i, j. Dessa forma para obter um niimero de condi¢do global, basta tomar a norma desta matriz,

o que € abordado adiante.

3.3.1 NUMERO DE CONDICAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Seja A € R™" matriz, e um vetor b, considerando que o sistema de equagdes lineares
¢ de primeira ordem, Ax = b, tem-se x = f(b) = A~1p, onde f:R" — R". Consequentemente

verifica-se que a Jacobiana de Bazan (2003), nesse caso, é dada por Jf(b) =A™,

Dessa maneira, segue que, pelos resultados anteriores, o niimero de condi¢cdo da matriz
A, denotado por x(A), é dado por (BAZAN, 2003):

bl [|A! b|||A~"
ciey =T WA g 0

onde usualmente a norma utilizada é a Euclidiana. Note-se que a definicdo acima pode ser
sensivel a perturbacdes caso HA’1 || seja grande, por isso é imposto um limite, por uma cota

superior.

Defini¢do 1: O nimero [|A|| ||A~!|| é conhecido como niimero de condi¢do da matriz

A, e denotado por k(A).

A definicdo acima € utilizada por diversos autores, como Bazan (2003) e Ford (2015).

Nitidamente, o nimero de condicao safisfaz algumas propriedades que sdo:

Teorema 2: Seja A uma matriz nao-singular, entao:

1. x(A) > 1 para qualquer p-norma.

2. xk(aA) = k(A), para qualquer constante & # 0.

3. Seja A uma matriz ortonormal, entdo k(A) = 1 se, e somente se, ATA =al, para o # 0.
4. k(ATA) = (k(A))?.

5. k(A) = k(AT) e k1 (A) = K(A) , (norma 1 e infinito).
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6. xK(AB) < k(A)k(B).
o

7. k(A) = 1 onde Ay € Ayin s80, respectivamente, o maior e menor autovalores da
min

matriz A.

A prova deste teorema pode ser encontrada em Ford (2015). Muitos autores como
Cook et al. (2002), Leung e Zhu (2004), Saad (2011) e Wilkinson (1965) adotam como definicao

do nimero de condi¢do o item 7 do teorema anterior.

A propriedade item 1 do teorema, afirma a estabilidade que Shang (2014) define como
sendo o bom condicionamento de uma matriz, k(A) = 1, e esta defini¢ao é adotada por diversos

autores, pois conclui-se que quanto maior o nimero de condi¢cao mais sensivel a matriz sera.

Diferentemente de outros autores, Papathanasiou e Psarrakos (2010) definem o nimero
de condi¢do de um autovalor simples, fazendo uso da abordagem da matriz companheira, como

sendo:

K(Cpr o) = —”’T%%OH (1)

onde ¥o, Wy € C" sdo os autovetores a esquerda e a direita, respectivamente; Ag € um autovalor
simples, e ||.|| a norma Euclidiana do vetor. E assim, o nimero de condi¢o, para o caso de

polindmios matriciais seré

w(|Ao])
K(P,A0) = K(Cp, o) (42)
ol llwoll ™~
para w(A) = w, A" +w,, A" 4 ...+ wy uma fungio peso sobre a perturbagio gerada sobre

o autovalor Ay. Para o caso de autovalores multiplos, o nimero de condigdo é defindo como

k(P 20) = w(|Ao]) [ X7 (43)
onde X, ¥ sdo as matrizes dos autovalores 2 direita e esquerda respectivamente.

Pode-se perceber que, com as ferramentas expostas até agora, ndo ha uma maneira
especifica para calcular o nimero de condi¢do para problemas de autovalores generalizado. A

alternativa consiste em enquadrar o problema em uma das alternativas propostas anteriormente.
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4 PROBLEMA DE VIBRACAO LIVRE

Este capitulo tem por objetivo apresentar conceitos sobre o Método dos Elementos Fi-
nitos (MEF), Métodos Enriquecidos e o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG),

para solug@o dos problemas de vibragdo livre de barras e vigas de Euler Bernoulli.
4.1 FORMA MATEMATICA

Esta secdo estd direcionada para apresentar a forma fraca de Galerkin dos problemas

de vibragdo livre de barras e vigas de Euler Bernoulli.

4.1.1 BARRA

Inicialmente, considere-se uma barra ou eixo de comprimento / e drea transversal A,
com a hipédtese de que as se¢des transversais planas e normais ao eixo continuam planas apos a
deformacdo, e o material tem comportamento linear, eldstico e homogéneo. Assim, a equagdo

diferencial governante para o problema dinadmico, é dada por

0%u d%u
onde E € o médulo de elasticidade longitudinal, p € a massa especifica, p € a forca axial apli-

cada, t é o tempo, a fungdo u(x,r) sdo os deslocamentos axiais e o dominio do problema é
Q=10,1].

Para obter a forma fraca, a abordagem utilizada é fazer uso das funcdes testes, como
abordado em Arndt (2009). Assim, multiplicando a equagfo acima por uma funcéo teste v(x) e

integrando no dominio, segue

EA/a—zudQ— A/a—zudﬂ—/ (5,1 )vdQ  ¥xe Q= [0,]] 45)
anzv —p Qatzv pr, v X = y

Integrando por partes e particularizando o problema para o caso de vibracgao livre, onde
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p(x,t) =0, segue que
l

d%u du du’\ dv

De acordo com Arndt (2009), a vibracdo livre de uma barra uniforme transforma-se

em um problema de autovalores na forma variacional: encontrar um par (A,u) com u € H'(Q)

satisfazendo as condi¢des de contorno e A € R tal que:

dudv du !
EA | ——dx— E | vA—
o dxdx o (V dx)

—pAA / uvdx =0 (47)
0 Q

para funcdes testes admissiveis v € H'(0,1) e A = @> parAmetro de acoplamento espago-tempo.
De maneira simplificada, é possivel reescrever o problema como: encontrar (A,u) com u €

H'(0,1) satisfazendo as equacdes de contorno A € R tal que:
B(u,v) = AF(u,v) VveHY(0,) (48)

onde B: H' x H' R e F : H' x H' — R sdo formas bilineares. Considerando as condi¢des

de contorno classicas:
u(0)=0eu(l)=0

d
—0e EAYY
=0 dx

du
dx

4
EA =0 “9)

x=I

segue que qualquer que seja a combinacdo das condi¢des de contorno, o segundo termo da

equacdo 47 se anula, e entdo as formas bilineares B e F sdo dadas por:

l
B(u,v):EA/ Z—u?
0 dxdx (50)

l
F(u,v) = pA/ uvdx
0

4.1.2 VIGA EULER BERNOULLI

A viga de Euler Bernoulli é uma viga reta com deformagao lateral, na qual deve-se
considerar que existe uma linha reta que depois da deformac¢do da peca nao sofre tracao e nem
compressdo, denominada linha neutra; as secdes planas e perpendiculares a linha neutra perma-
necem planas e perpendiculares apés a deformagdo; o material € eldstico, linear e homogéneo;
as tensdes normais nas direcdes transversais sdo desprezadas e a inércia rotacional da viga €

desconsiderada. Com as hipéteses impostas, a equagdo que rege o problema € dada por:
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2 (P 2%
8x2 (EIa 2) ‘|‘pA <W> :p(x,t) (51)

onde A = A(x) é a drea da segdo transversal varidvel; I = I(x) é o momento de inércia da
secdo, E = E(x) é o mddulo de elasticidade, p é a densidade de massa, a fungdo p(x,t) é a forca
transversal aplicada por unidade de comprimento, 7 é o tempo e €(0,7) é o dominio em questio,

e v=v(x,t) é a solugdo que satisfaz as condigdes iniciais e de contorno.

Para encontrar a forma fraca do problema dado, a estratégia utilizada é multiplicar a
equacdo 51 a uma fung@o teste w(x), integrando o dominio e considerando E, I, A e p constantes,

sendo assim:

El/&dQJrA/a—zde—/(t)d (52)
an4w p Q8t2W = pr, wdax

Integrando por partes duas vezes e particularizando o problema para o caso do problema de

vibragdo livre de viga reta de Euler Bernoulli, onde p(x,¢) = 0, tem-se

g2 (9 _ow P l
W dx \ dx /|, ox ax% /|,

Logo, a vibracdo livre de uma viga uniforme transforma-se em um problema de auto-

2%y 9w

+EI 3282

S dx+Ap /azwdx—o (53)

valores na forma variacional: encontrar um par (A,v) com v € H*(Q) e A € R tal que (ARNDT,

2009):
d (d\[ dw
Er (L)) &Y (gt
M dx (dxz) o dx ( dxz)

Podendo ser reescrita como:

+EI/ (dxz) dxzdx lpA/ vwdx =0 (54)

B(v,w) = AF(v,w) Ywe H?*(0,]) (55)

onde B: H2 x H* — R e F : H® x H? — R sdo formas bilineares ¢ A € R. Considerando as

condi¢des de contorno cldssicas

v(0,1)=0¢ ? =0
oo g
v(l.)=0e = x:l:o

entdo qualquer que seja a combinacdo das condi¢des de contorno, tem-se que as formas biline-
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ares sdao dadas como:
B(v,w) = EI Ld?y dzwd
W) = ———dx
’ 0 dx? dx?

; 57)
F(v,w) = pA/O ywdx

4.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

A anélise de modelos matemadticos requer o uso de métodos numéricos, entre os quais
se inclui o MEF. Esse método foi desenvolvido para a andlise de meios continuos, possibilitando
nos dias de hoje, a andlise da maior parte dos sistemas fisicos dos quais trata a Engenharia
(SORIANO; LIMA, 2003).

O MEF ¢ baseado na discretizagdo do dominio definido pelo modelo matemético, o
qual é dividido em um ndmero finito de subdominios, ou elementos finitos, para assim gerar as

aproximagoes locais.

Segundo Reddy (1986), a aplicacao do MEF se baseia na transforma¢ao de um pro-
blema de valor de contorno, dado pelo conjunto de equacdes diferenciais e as condi¢des de
contorno do problema, denominado de forma forte, em um problema equivalente, obtido por
métodos como por exemplo o Método de Residuos Ponderados (SILVA, 2015). Esse novo pro-
blema equivalente € denominada forma fraca de Galerkin. Como mencionado anteriormente, na
aplicacao do MEF, para problemas de vibracao livre, a forma varacional do problema torna-se
um problema de autovalores na forma: “encontre o par (4,u) com u € H'(0,1) satisfazendo as

condi¢oes de contorno e A € R tal que:
B(u,w) = AF (u,w) (38)

onde Vw € H sdo funcdes admissives; e B: H x H— Re F : H x H — R sdo formas bilineares,

para espagos U, V.

A funcdo de aproximacdo por elementos finitos, que corresponde a solucdo do pro-
blema variacional no subespaco de aproximacdo, equacao (58), pode ser reescrita como: en-

contrar u;, € H"(0,1) e A; € R tal que
B(up,wp) = AF (up,wp), Vwy € H”, (59)

onde a solu¢@o aproximada discreta é dada por

N
up(x) =Y uj;(x), (60)
J=1
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onde uy, € definida num subespago n-dimensional, as ¢;’s sdo fungdes de base globais do subes-
paco H" e u j sdo os graus de liberdade. Sendo u;, uma solucdo aproximada, quando aplicada a
equacao (58) acaba transformando-se num sistema de equagdes que pode ser escrito matricial-
mente como

onde K é a matriz de rigidez, M é a matriz de massa, A;, estd relacionada as frequéncias natu-
rais @y; que sdo obtidas pela relagdo @y, = /Ay, € 0s vetores uy, correspondem aos modos de

vibracao livre.

As matrizes de massa e rigidez tem como propriedade serem Hermitianas, pela cons-
trucdo do método (HUGHES, 1987). Vale ressaltar que esses conceitos valem para todos os
métodos que serdo apresentados posteriormente, e seus elementos sdo descritos pelas equacoes

abaixo:

e No caso de barra:

K=[kj] = / EA aa‘)’f aa"f dQ (62)
M = [m;j] = /Q PAYY;dQ (63)

e No caso da viga de Euler-Bernoulli:

2%y, 821//]
= Iy = | E15 55 a0 (64)
M = [m,'j] = /QpAl[/ll//]d.Q. (65)

onde E é modulo de elasticidade longitudinal, A a area da secdo transversal, / o momento de
inércia em relacdo ao eixo de flexdo, p € a massa especifica, as Y’s sdo fungdes de interpolagdo
e Q o dominio do problema. A escolha das func¢des de interpolacdo depende do método apro-
ximado a ser empregado. Este trabalho apresentard os métodos utilizados adiante, assim como

o dominio empregado.

43 METODOS ENRIQUECIDOS

O enriquecimento das aproximagdes tem por objetivo obter respostas melhores sem a

necessidade do emprego de discretizacdes muito refinadas (NIRSCHL, 2005). Na literatura,
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geralmente as funcdes enriquecedoras sd@o dadas por polindmios, os quais sao continuos (sendo
pelo menos de classe C°). Isto se deve ao fato da simplicidade de gerar polindmios que satis-
fazem as condi¢des de contorno e trabalhar com os mesmos. Segundo Torii (2012), é possivel
fazer aproximagdes por polindmios de forma continua, e a justificativa vem do teorema da
aproximacao de Weierstrass para o caso real: “O conjunto W de todos os polindmios com co-
eficientes reais é denso no espago real C[a,b]. Portanto, para todo x € Cla,b] e um dado € > 0

existe um polindmio p tal que |x(r) — p(¢)| < € para todo t € [a,b]."

O teorema acima também pode ser aplicado para o caso de fungdes trigonométricas,
com o auxilio da teoria das Séries de Fourier. Desse modo € possivel fazer aproximacdes através

de fun¢des polinomiais e trigonométricas.

A aproximagdo da solucdo proposta pelos métodos enriquecidos no dominio do ele-

mento mestre, pode ser definido como:

U = UMEF + UENRIQ (66)

onde uypr € a parcela da solu¢do do MEF baseada nos graus de liberdade nodais € ugngig
¢ a parcela decorrente do enriquecimento do campo de deslocamentos baseado nos graus de

liberdade de campo.

4.3.1 METODOS ENRIQUECIDOS PARA BARRA

Levando em consideracdo que neste trabalho, estd sendo considerado um elemento
de barra reta uniforme composto por dois nés e um grau de liberdade por nd, e fazendo uso de
func¢des de forma do MEF convencional, através da adicdo de outras func¢des de enriquecimento,

a solucdo aproximada no dominio em questdo pode ser definida como

u=uper +uepngrig =N q+ @' ¢ (67)
onde
N'=[y ]
T p—
q [ up up ] (68)
T =[F B F, F, |
CT:[Cl cy ... Cn]

sendo que  corresponde ao vetor de graus de liberdade nodais do elemento do MEF conven-
cional, N o vetor que contém as fun¢des de forma lineares do MEF, ® o vetor das fungdes

enriquecedoras e ¢ o vetor de graus de liberdade de campo.
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43.1.1 METODO COMPOSTO

O Método Composto (MC) foi proposto por Zeng (1998-b), utilizando as fun¢des en-

riquecedoras na forma geral
F.(&) =sen(B/E), r=1,2,... (69)

X . c
onde & = 7 Br = rm e | o comprimento da barra. Zeng (1998-b) afirma que este método
apresenta bons resultados para problemas em dindmica de estruturas, ja que o seu esfor¢o com-

putacional € baixo. A figura 1 apresenta o comportamento das fungdes F;.

0.5

02 0.4 0.6 0.8 1

-

-05

F2 F3|

[— F1

Figura 1- FUNCOES ENRIQUECEDORAS DO MC PARA BARRASE 1 <r <3

4.3.1.2 REFINAMENTO HIERARQUICO DO MEF - POLINOMIOS DE LOBATTO

Este método € obtido a partir da integracdo dos polindmios de Legendre e pode ser
encontrado com mais detalhes em Solin et al. (2004). No caso de um dominio Q = [—1,1], os

polindmios de Lobatto tém a seguinte forma:

1__
lo(x) = 2x;
1
I(x) = erx; (70)

1 X
lk(x):—/ Li(e)de, 2<k
ILk—1ll, J=1
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1
onde ||Li_1]|, = / 1 L | (x)dx= Pelas propriedades dos polindmios de Legendre

(2k—1)
tem-se:
Lo(x) =
L1 (X) (71)
Lk(x) = Zkk ka 1(x)——1Lk 2( ) k22

A figura 2 mostra os 10 primeiros polindmios de Lobatto, cujas equagdes se encontram
no Anexo A . Pode-se observar que, para ordem maior que 2, eles sdo nulos nos extremos do

intervalo [-1, 1] facilitando a introdug@o das condi¢des de contorno.
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=0.6

Figura 2- POLINOMIOS DE LOBATTO PARA 0 < k < 10

O polindmios de Lobatto /;(x), como sdo obtidos utilizando os polindmios de Legendre
L;(x), carregam a propriedade de serem dois a dois ortogonais, em relacdo a norma dada pelo
operador bilinear B da forma fraca do problema abordado (TORII, 2012). Consequentemente,

a matriz de rigidez é uma matriz quase diagonal, na forma
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2 ... 00
K=— 1| . . . .. (72)

0

Além do mais, Torii (2012) afirma que para o caso unidimensional as matrizes de
massa e rigidez sao bem condicionadas. O que nao se pode garantir para o caso bidimensional,

por exemplo, j4 que as caracteristicas podem ndo se manter.

4.3.2 METODOS ENRIQUECIDOS PARA VIGA DE EULER BERNOULLI

Considerando que o elemento de viga reta uniforme possui dois graus de liberdade por
no, deslocamento e rotacdo, e fazendo uso de funcdes de forma do MEF convencional, e da
adicao de outras fungdes enriquecedoras, a solucao aproximada no dominio em questdo pode
ser definida como

u=uper +upnrio =N q+®'c, (73)

onde
N'=lvi v» 5 w ],

T
qQ =[vi 6, v2 6],
. (74)
' ={F K ... F ... E ],

sendo que q corresponde ao vetor de graus de liberdade nodais do elemento do MEF convenci-
onal, N é o vetor que contém as fun¢des de forma cubicas do MEF y;, ® o vetor das fungdes

enriquecedoras Fj e ¢ o vetor de graus de liberdade de campo.

43.2.1 METODO COMPOSTO

Este método foi proposto por Zeng (1998-a), fazendo uso das func¢des enriquecedoras,

no dominio Q = [0, 1]:

sen(A,) — senh(A)

Fy = sen(ArG) — senh(4,§) — cos(Ay) — cosh(Ay)

[cos(AE) — cosh(AE)] (75)
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parar=1,2,..., e A, origina-se da solu¢do da equacio:
cos(Ay)cosh(A) —1 =0 (76)

Devido a dificuldade de aproximacdes das raizes da equagdo (76), Zeng (1998-a) sugere a se-

guinte aproximagao das raizes:

AL =4.730041
Ay = 7.853205
A3 = 10.995608

(77
Ay = 14.137165

A= (r+05)x, r>4

\

Na figura 3 apresenta-se a plotagem das funcdes enriquecedoras F, para as trés primeiras raizes

Ar.

05

02 04

-05

—Fl F2 F3

Figura 3- FUNCOES ENRIQUECEDORAS DO MC PARA VIGAE 1 <r <3

Nos trabalhos Zeng (1998-a) e Zeng (1998-b), a aplicacdo do Método Composto gera
matrizes de massa e rigidez simétricas, com as entradas da diagonal das matrizes sempre posi-
tivas. Além disso, a matriz de rigidez € semi-definida positiva, e se torna definida positiva, apds

a eliminacdo dos movimentos de corpo rigido.



49

4.3.2.2 ELEMENTO DE VIGA DE BARDELL

Este método, proposto por Bardell (1991), utiliza um conjunto de func¢des de forma

composto pelos quatro primeiros polindomios cibicos de Hermite do MEF e por polindmios que

derivam dos polindmios de Legendre da forma de Rodrigues, no dominio Q = [—1,1], e sdo
dados por:
% 2r— 2n—=T)" ., 5,4
r—sin— 78
; (r—2n—1)! & ’ (78)
(r—1) o
parar!! =r(r—2)(r—4)...2oul); 0! =(-1)'=1;r>4e 3 denota a parte inteira
desta operagdo. Os polindmios cibicos de Hermite, para o dominio Q = [—1, 1], sdo dados por:
( 1 3 53
e =338
Hy(&) = (1—5 §2+€ )L 79
1 3 53
Hy(S) =5+ ,6~
1
Hy(&) = (- e

\

onde / determina o comprimento da viga. A figura 4 mostra os 10 primeiros polindmios de

Bardell, cujas equagdes se encontram no Anexo B, no dominio Q = [—1,1].
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Figura 4- POLINOMIOS DE BARDELL PARA 1 <k < 10
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4.3.2.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS P-FOURIER

Este método foi proposto por Leung e Chan (1998) e utiliza as fun¢des enriquecedoras,

no dominio Q = [0, 1], dadas por:
Fr = (& —EY)sen(rnk) (80)

A figura 5 apresenta as funcdes F, para os trés primeiros indices.

0.2

0.1

0.2 04 0.6 08 1

-0.1

-02

|—F1 F2 F3 |

Figura 5- FUNCOES ENRIQUECEDORAS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS P-FOURIER
PARA 1 <r<3

A ideia da escolha dessas fungdes de enriquecimento € baseada na série de Fourier, ja
que estas sdo de fécil integracdo. Leung e Chan (1998) afirmam que fun¢des polinomiais sdao
mal condicionadas, ja que a diferenca numérica mesmo pequena pode ser significativa. Ou seja,
pequenas variacOes nos dados de entrada causam grandes varia¢des nos dados de saida, o que
motiva o uso das func¢des de Fourier, pois elas eliminam o mal condicionamento polinomial e

acabam sendo ortogonais.
4.4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS (MEFG)
O MEFG surgiu a partir do Método dos Elementos Finitos da Particdo da Unidade

(MPU), apresentado inicialmente por Melenk e Babuska (1996), e serviu como fundamento

para o desenvolvimento de outros métodos de solucdao de problemas de valor de contorno. A
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estratégia do MEFG pode empregar as funcdes de forma do MEF como fungdes parti¢do da

unidade no MPU (SHANG, 2014).

As fungdes de aproximacdo, além de representarem uma boa aproximacao local, de-
vem ser densas no conjunto de solu¢des da equacao diferencial a ser resolvida. Como a escolha
ndo € Unica, entdo ela depende de aspectos como custo da constru¢c@o das matrizes e otimalidade

do sistema.

O MPU permite construir um espaco de aproximacao com a regularidade desejada,
independente dos espacgos de aproximacao locais, preservando as propriedades destes espacos.
A aproximacao da solucdo proposta pelo MEFG no dominio do elemento mestre pode ser escrito

como combinagao das componentes (ARNDT et al., 2014):

U = UMEF + UENRIQ (81)

onde uprr € a componente do MEF baseada nos graus de liberdade nodais e ugygip € a com-
ponente de enriquecimento gerada pela particdo da unidade e baseada nos graus de liberdade de

campo, como nos outros métodos enriquecidos.

Para este trabalho utilizaram-se as func¢des propostas por Arndt (2009) e Weinhardt
et al. (2015) para o caso da barra, as quais foram aplicadas no problema de vibracdo livre e
apresentaram bons resultados. Além disso, este método garante que as matrizes de massa e
rigidez sejam Hermitianas, como apresentado em Arndt (2009); e a matriz de massa € definida

positiva conforme Inman (1996), Bathe et al. (1986).

4.4.1 ELEMENTO FINITO DE BARRA

A abordagem utilizada neste trabalho foi fazer uso das propostas de Arndt (2009) e

Weinhardt et al. (2015), onde as funcdes enriquecedoras utilizadas foram as trigonométricas.

Como ja mencionado, a aproximacao da solug¢do é composta por duas parcelas (MEF

+ enriquecimento), onde a parcela de enriquecimento € baseada na parti¢do da unidade, sendo:
2
umer(§) =Y mi(§)u; (82)
i=1

para as fungOes particdo da unidade dadas por:

1—

g

ni(§) =
(&) =

(83)

[S—
| 1o
i
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com o dominio considerado Q = (—1,1).

O enriquecimento trigonométrico reproduz alguns modos de vibragao fundamentais
na estrutura, permitindo uma grande acuricia dos resultados obtidos. Assim, a aproximagao

trigonométrica do MEFG pode ser posta como

2 n;

upnrip(§) =Y mi(&) | Y, (%(&)aij+ @i;(E)bij) | , (84)

i=1 j=1
onde a;; € b;; sdo os graus de liberdade de campo.

As fungdes de enriquecimento baseadas em Arndt (2009) e Torii et al. (2015), para o
dominio em questao, sdo:
nj=sen(Bj(1+§))
i =sen (B (§—1))
@1 = cos (B;(1+&)) —1
@2j =cos (B;(§—1)) -1
para j = 1,2,...,n;, sendo n; o nimero de niveis de enriquecimento, e o parametro ¢ dado por

3

(85)

3
A figura 6 mostra as fungdes de enriquecimento para f = Zn

2|

oll

Figura 6- FUNCOES ENRIQUECEDORAS - PROPOSTA DE ARNDT (2009)
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5
Weinhardt et al. (2015) propde outro pardmetro: f; = (2j — Z)ﬂ inspirado pelos tra-
balhos de Arndt (2009) e Torii (2012), que também apresenta bons resultados. A figura 7
11

apresenta as fun¢Oes enriquecedoras para § = Zn'

1

ol2 *rr[[

oll

2|

Figura 7- FUNCOES ENRIQUECEDORAS - PROPOSTA DE WEINHARDT ef al. (2015)

Para j = 1, esta proposta de enriquecimente coincide com a proposta sugerida por

Arndt (2009), por isso a escolha de j = 2 nas fung¢des da figura 7.

4.4.2 ELEMENTO FINITO DE VIGA

O elemento de viga do MEFG consiste nos polindmios cubicos de Hermite do MEF,
dados pela equacdo (79), as fungdes de enriquecimento sdo obtidas das fung¢des particdo da
unidade da equacdo (83), e funcdes enriquecedoras sdo baseadas nas fungdes trigonométricas
utilizadas no Método dos Modos Admissiveis(MMA) (ARNDT, 2009); assim:

u(&) = umer (&) +uenrio(§) (86)

onde
2

umer(§) = Y Mi(&)(91:(E)Vi+ 92:(§)6) (87)

i=1



54

2 ny
upnrio(§) = Z N [Z '}’j(é)aij] (88)
i1 |j=1
( 2
o1 =1- : J;g
)
¢12:§ : +1 9)
)
021 = ! 46
_ &1
\ 0 = ,

para Vv;, 6; € a;; graus de liberdade.

Com as fungdes de enriquecimento no dominio Q = [—1,1]:

) =eos [ DEE L], [ DR 1)

> > (90)

para j = 1,2,....n;, sendo n; o nimero de niveis de enriquecimento. A figura 8 apresenta o
comportamento das fungdes 7.

-1 -0.5 0 0.5 1
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Figura 8- FUNCOES ENRIQUECEDORAS DO MEFG PARA VIGAE J=1,2
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5 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Este capitulo visa a aplicacdo da teoria apresentada nesse trabalho. Como visto an-
teriormente no capitulo 3, o bom condicionamento é garantido quando pequenas perturbacdes
nos dados de entrada geram pequenas perturbacdes nos dados de saida, vale lembrar que em
métodos numéricos, este conceito também € utilizado como definicdo de estabilidade. Além
do mais, se as matrizes do problema de autovalores generalizado Ax = ABx sdo Hermitianas e
B ¢ definida positiva, entdo € possivel transformar essa equacdo em um problema de autovalor
padrao, que € bem condicionado. Esse fato pode ser aplicado para o problema de vibragdo livre,
apresentado no capitulo 4, ja que por constru¢do do método garante-se que a matriz de massa €
Hermitianas e definida positiva, entretanto a matriz de rigidez, apesar de ser Hermitiana, esta sé
serd definida positiva ap6s a introdugdo das condi¢des de contorno (INMAN, 1996; BATHE et
al., 1986). Logo pode-se concluir que o problema de autovalores e autovetores deveria ser bem

condicionado.

Busca-se entdo analisar a sensibilidade do problema de autovalores quanto as matrizes
de massa e rigidez construidas pelos métodos apresentados no capitulo 4, para barra e viga de
Euler Bernoulli. Pretende-se também verificar a existéncia de alguma correlacio dessa sensibi-

lidade com o niimero de condicdo das matrizes.

Para a andlise de perturbacio foi feita uma comparagdo entre as formas analiticas (in-
tegracdo exata) e numérica (integracdo numérica) das matrizes de massa e rigidez, onde o tipo

de erro analisado € o erro absoluto dado por:
e=|x—y| 91)

sendo x o valor aproximado de cada elemento da matriz e y o valor analitico.

Os métodos analisados neste trabalho foram implementados através do software Ma-
ple. Para a integracdo analitica foram utilizadas as fun¢des oferecidas pelo proprio software. E
para a aproximagdo numérica, foi utilizado o método da quadratura de Gauss com dez pontos

de integracdo no intervalo.

O célculo do ndmero de condi¢@o das matrizes na forma numérica foi efetuado através
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de uma fun¢do que o préprio software oferece, utilizando a abordagem dada pela equagdo (40):
K(A) = Al [|a].

5.1 PERTURBACAO NUMERICA DAS MATRIZES

A primeira andlise realizada, teve por objetivo verificar a perturbacdo derivada da cons-
trucdo das matrizes de massa e rigidez pelo método escolhido. Por esse motivo duas hipéteses

foram levantadas:

e Quao distante estdo as matrizes geradas pela aproximacao numérica e exata?

e O fato de serem definidas positivas influencia nas aproximacoes?

Para isso variou-se o nimero de digitos significativos (precisdo) para a aproximagao
numérica das matrizes de massa e rigidez, calculando-se o erro absoluto das aproximacoes
em relac@o aos valores exatos (analiticos). Também fixou-se em cinco o nimero de niveis de

enriquecimento (n; = 5) para andlise.

Vale a pena ressaltar que a montagem das matrizes do método GFEM nesse trabalho
(tanto para barra quanto para viga de Euler Bernoulli) ndo foi realizada da maneira tradicional,
onde 0s novos niveis sdo acrescentados no final da matriz (dltimas linhas e udltimas colunas).
Essa outra maneira de constru¢do apenas foi utilizada para melhor vizualizagdo das imagens
geradas que estdo a seguir; os novos niveis de enriquecimento foram acrescentados no centro
da matriz, expandindo a matriz de dentro para fora. As matrizes dos outros métodos, foram

construidas da maneira classica.

Nas figuras 9 a 24, opta-se por utilizar a escala de tons de cinza para a andlise, onde
0s maiores erros estdo concentrados nas cores claras e, consequentemente, as cores escuras
indicam os menores erros. A escolha das imagens baseou-se no critério de comparagdo entre
quando as matrizes sdo e ndo sao definidas-positivas (se as matrizes ndo sao definidas positivas
elas sdo indefinidas) ou estdo perto de se tornarem. Por exemplo, na figura 9, a matriz de massa
numérica gerada com 19 digitos € indefinida, assim como a matriz com 20 digitos. Entretanto
a matriz com 22 digitos € definida positiva, ou seja apenas a terceira figura é definida positiva.
Essa escolha tem por objetivo ressaltar a importancia da hipétese das matrizes serem definidas
positivas pois, como pode-se perceber, os erros estabilizam apds as matrizes satisfazerem essa
hipdtese, por isso as diferanca da escala numérica de cada matriz gerada. As matrizes foram

geradas para esta primeira andlise sem a consideracdo das condi¢des de contorno.
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Figura 11- MEFG WEINHARDT et al. (2015) (BARRA): PERTURBACAO MATRIZ DE MASSA




(a) 3 DIGITOS

9.0

6.0

0.0
0 5 10 15 20

0.00200
0.00175
0.00150
0.00125
0.00100
0.00075
0.00050
0.00025
0.00000
0 5 10 15 20

(b) 7 DIGITOS

58

(¢) 10 piGITOS

Figura 12- MEFG WEINHARDT ef al. (2015) (BARRA): PERTURBACAO MATRIZ DE RIGIDEZ
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Figura 13- MEF P-HIERARQUICO (BARRA): PERTURBACAO MATRIZ DE MASSA
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Figura 14- MEF P-HIERARQUICO (BARRA): PERTURBACAO MATRIZ DE RIGIDEZ
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Figura 15- METODO COMPOSTO (BARRA): PERTURBACAO MATRIZ DE MASSA
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Figura 16- METODO COMPOSTO (BARRA): PERTURBACAO MATRIZ DE RIGIDEZ
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Figura 17- MEFG (VIGA DE EULER BERNOULLI): PERTURBACAO MATRIZ DE MASSA
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Figura 18- MEFG (VIGA DE EULER
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Figura 19- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI): PERTURBACAO MATRIZ DE

MASSA
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Figura 20- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI): PERTURBACAO MATRIZ DE

RIGIDEZ
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Figura 21- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI): PERTURBACAO MATRIZ DE

MASSA
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Figura 22- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI): PERTURBACAO MATRIZ DE

RIGIDEZ
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Figura 24- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI): PERTURBACAO MATRIZ DE RI-

GIDEZ

Nos resultados obtidos nota-se, que apesar de existirem erros de aproximacgao, estes
s30 pequenos € os erros mais altos concentram-se nas regides onde localizam-se os niveis de
enriquecimento mais altos (centro no caso do GFEM e ultimas linhas e colunas nos demais
casos). Verifica-se também que conforme o ndmero de digitos significativos cresce, 0s erros
vao diminuindo e os erros mais altos continuam concentrados onde estdo os niveis de enri-
quecimento mais altos. Entretanto, essas observacdes ndo valem para o MC, devido a grande

sensibilidade nas matrizes analiticas.

A titulo de curiosidade, nas figuras 25 a 32 estdo algumas representacdes dos erros
para 100 digitos significativos. O intuito da apresentacdo destes resultados consiste apenas
em ressaltar a localizacdo dos erros mais altos, e que estes vao decrescendo de acordo com o

crescimento do nimero de digitos significativos empregados no cdlculo das matrizes.
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Figura 25- MEFG (BARRA): 100 DiGITOS
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Figura 26- MEFG WEINHARDT et al. (2015) (BARRA): 100 DIGITOS
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Figura 27- MEF P-HIERARQUICO (BARRA): 100 DIGITOS
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Figura 28- METODO COMPOSTO (BARRA): 100 DIGITOS
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Figura 29- MEFG (VIGA DE EULER

Figura 30- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI): 100 DIGITOS

Figura 31- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI): 100 DiGITOS
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Figura 32- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI): 100 DIiGITOS

5.2 NUMEROS DE CONDICAO

Levando-se em considera¢do a sugestdo de Leung e Zhu (2004) de avaliar o nimero
de condicdao da matriz de massa e tendo em vista os resultados da secdo anterior e levando em
consideracdo a perturbacdo gerada, a segunda parte deste capitulo visa observar quando a matriz
de massa torna-se definida positiva e qual a ordem do nimero de condi¢ao dessa matriz obtida

numericamente (integragdo numérica).

Esta andlise baseou-se no argumento de que o problema de autovalores generalizado,
Ax = ABx, pode ser reduzido a um problema padrédo, que é bem condicionado, quando a matriz

B , que no problema de vibragdo livre é a matriz de massa, € definida positiva.

Os resultados a seguir mostram a precis@o a partir da qual a matriz de massa M se es-
tabiliza como definida-positiva e a ordem do niimero de condic¢do correspondente, variando-se
o ndmero de niveis de enriquecimento do método. Devido a singularidade da matriz de rigidez
para este exemplo, ndo foram realizados testes numéricos. Os resultados sdo apresentados em
forma de tabela (tabela 1 a 8), relacionando o nimero de niveis com o nimero de digitos neces-
sarios para que a matriz de massa seja definida positiva e a ordem do nimero de condicao dessa
matriz. Em seguida sdo apresentados graficamente (figuras 33 a 40) a relacio entre o nimero
de digitos significativos versus a ordem do nimero de condi¢do. Ao contrario das tabelas que
apresentam os resultados para até 10 niveis de enriquecimento, as figuras apresentam dados

com até 15 niveis de enriquecimento, visando encontrar um padrio para esta relacao.



Tabela 1- MEFG (BARRA)
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Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 4 6 10 17 21 25 28 34 36 43
Ordem do niimero de condicdgo | 10* | 108 | 10'2 | 10'7 | 102! | 10% | 10%° | 1033 | 1038 | 10*?
4 para que a matriz se torne definida positiva.
80
70
50 /
£
% 40
.20 + MEFG
E 30 / Reta y=x
2
(=]

20

10

20

40 &0

Ordem do nimero de condigdo

80

— —Linhade Tendé&ncia

Figura 33- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (BARRA)

Tabela 2- MEFG WEINHARDT ef al. (2015)(BARRA)

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 3 3 3 4 4 4 7 8 8
Ordem do ntimero de condicio | 10% | 103 | 10° | 107 | 107 | 107 | 108 | 108 | 10% | 108

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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Figura 34- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG WEINHARDT ef al.
(2015)(BARRA)

Tabela 3- P-HIERARQUICO (BARRA)

Ndmero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4
Ordem do nimero de condigio | 102 | 10% | 10° | 10 | 10* | 10* | 10* | 10* | 10* | 10°

a . . -
Para que a matriz se torne definida positiva.

@
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Figura 35- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - P-HIERARQUICO (BARRA)



Tabela 4- METODO COMPOSTO (BARRA)

Nimero de Niveis 1|12 3 4 5 6 8 9 10
Niimero de digitos significativos?| 2 | 2 2 2 2 2 2 2 2
Ordem do nimero de condicao | 10 | 10 | 10? | 10% | 10% | 10? | 10% | 10% | 10? | 10?
% Para que a matriz se torne definida positiva.
35
3 /
E 2 * / Reta y=x
‘s # Método Composto
'i"P 15 / — —Linhade Tendéncia
‘E‘n 1 /
05

2

Ordem do nimero de condigdo
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Figura 36- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO

(BARRA)

Tabela 5- MEFG (VIGA DE EULER BERNOULLI)

Numero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 4 5 6 8 10 | 11 11 14 16 17
Ordem do ntimero de condicio | 10 | 10° | 10® | 108 | 10° | 101 | 10'2 | 10'4 | 1015 | 10"

a . - .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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Figura 37- NUMERO DE CONDICAO x DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (VIGA DE EULER

BERNOULLI)

Tabela 6- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI)

Ndmero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nimero de digitos significativos®| 4 4 5 5 6 6 6 6 7 7
Ordem do nimero de condicdo | 103 | 107 | 10° | 107 | 107 | 10® | 10° | 10° | 10° | 10'°

a . . -
Para que a matriz se torne definida positiva.

[
=y

-
(=]
\

=
N\
\e 4

# MEF p-Hierdrguico

] bl 4 Rets y=
& - — —Linhade Tendéncia

Digitos Significativos
N
N
A
¢
*\

Jul 2 4 ] 8 10 1z 14

Ordem do nimero de condigio

Figura 38- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - P-HIERARQUICO (VIGA DE

EULER BERNOULLI)
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Tabela 7- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI)

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 4 3 4 5 5 5 5 5 5 5
Ordem do ntimero de condicio | 10 | 103 | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10 | 10°

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.

Reta y=x
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2 / = = Linhade Tendéncia
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1 2 3 4 5 6 7
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\"
» 4

Ordem do nimero de condigao

Figura 39- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO (VIGA
DE EULER BERNOULLI)

Tabela 8- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI)

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5
Ordem do ntimero de condicio | 10* | 10* | 10° | 10° | 10 | 107 | 10° | 10° | 10 | 10°

a . _ .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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/ v
~ Reta y=x
3 : 3 i
/ # Método p-Fourier
2 — — Linhade Tendéncia

Digitos signifiativos

1 2 3 4 5 &

Ordem do niimero de condigdo

Figura 40- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-FOURIER (VIGA DE
EULER BERNOULLI)

Nota-se que a poténcia da ordem do nimero de condi¢do se aproxima da precisao
necessdria (numero de digitos significativos) para que a matriz M torne-se definida positiva
para MEFG, MEF p-hierdrquico e p-Fourier. Essa correlacdo ndo se mostrou adequada para o
Método Composto. Por exemplo, para o MEFG aplicado na barra, tomando 6 niveis de enri-
quecimento a matriz é definida positiva a partir de 25 digitos de precisdao e a ordem do nimero
de condigio é 10%. Para este segundo grupo de resultados, vale ressaltar que também nio
foram consideradas condi¢des de contorno no problema. Cabe ainda verificar se a correlagdao

permanece ao se considerarem as condi¢des de contorno do problema.

5.2.1 CONDICAO DE CONTORNO 1

Para esta andlise de dados, incluiram-se condi¢des de contorno aos problemas. Foram

analisadas uma barra fixa-livre (figura 41) e uma viga engastada (figura 42).

Figura 41- BARRA FIXA-LIVRE



QU:

Figura 42- VIGA ENGASTADA
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Quando se atribui condi¢do de contorno, a andlise dos resultados confirma a relagdo

mencionada anteriormente. Ou seja, a existéncia de uma correlacao entre o nimero de condi¢do

e o numero de digitos significativos, igualmente para a matriz de rigidez, como se pode ver nos

exemplos seguintes.

As figuras 43 a 58, estdo relacionadas as tabelas 9 a 24, e apresentam dados com

até 10 niveis de enriquecimento. Nota-se que diferentemente do problema que ndo apresenta

condicdes de contorno, para este caso a matriz de rigidez apresenta nimero de condi¢@o; possi-

bilitando a andlise da relagdo mencionada anteriormente.

Tabela 9- MEFG (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 5 8 10 17 21 24 28 34 35 40
Ordem do nimero de condicdo | 10* | 108 | 10'2 | 10" | 102! | 10% | 10% | 1033 | 1038 | 10*?

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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45
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30

25

Reta y=x

Digitos Significativos

20
+ MEFG
* : _—
15 / — — Linhade Tendéncia
&

10 b

1 3 5 7 9 111315 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

Ordem do Numero de Condigdo - Massa

Figura 43- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (BARRA) - MATRIZ

DE MASSA

Tabela 10- MEFG (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nimero de digitos significativos®| 2 7 9 14 18 23 26 33 34 40

Ordem do ntimero de condicio | 102 | 10° | 1010 | 10'7 | 10'° | 1023 | 10?7 | 103! | 1036 | 1040

a . . -
Para que a matriz se torne definida positiva.

Nota-se que nas tabelas 9 e 10, a matriz de massa tém sempre um nimero maior de

digitos significativos do que a matriz de rigidez.
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45

40 /
35
pd
30 /
25
/ Reta y=x
20
/ +  MEFG

15 — — Linhade Tendéncia

10

1 3 5 7 9 1113 15 17 15 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

Digitos Significativos

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 44- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (BARRA) - MATRIZ

DE RIGIDEZ

Tabela 11- MEFG WEINHARDT ef al. (2015) (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 5 4 4 4 4 8 8 8 8 8
Ordem do ntimero de condicio | 10% | 103 | 107 | 10° | 107 | 107 | 107 | 108 | 10% | 108

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.

10

Reta y=x

4 // . + + #  MEFG Weinhardt{2015)

— —Linhade Tendéncia

Digitos Significativos
n
4
\
N\

Ordem do Ndmero de Condigao - Massa

Figura 45- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG WEINHARDT et al.
(2015) (BARRA) - MATRIZ DE MASSA
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Tabela 12- MEFG WEINHARDT ef al. (2015) (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 2 2 3 4 4 4 4 4 4 4
Ordem do nimero de condicio | 102 | 10* | 10* | 10° | 105 | 10% | 10° | 10° | 10° | 107

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.

10

Reta y=x

4 MEFG Weinhardt(2015)

3 ) P
‘//J" — — Linhade Tendéncia

- N

v

Digitos Significativos
[=3]

[
ra
w
.
wn
[}
-l
o
1}

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 46- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG WEINHARDT ef al.

(2015) (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 13- MEF P-HIERARQUICO (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de digitos significativos®| 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3
Ordem do nimero de condicdo | 10" | 102 | 102 | 103 | 103 | 103 | 10° | 10* | 10* | 10*

a . . ..
Para que a matriz se torne definida positiva.



76

Reta y=x

#  MEF p-Hierarquico

-
—
—
2 ‘4# =
‘___.-r"
—
1 =

Digitos Significativos

= = Linhade Tendéncia

Ordem do Numero de Condigdo - Massa

Figura 47- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO

(BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 14- MEF P-HIERARQUICO (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

#  MEF p-Hierarquico

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 1 1 1 2 3 3 3 5 5 6
Ordem do ntimero de condicio | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10°
4 para que a matriz se torne definida positiva.
7
] + /
E 5 . 4 /
g 4
:!;“ / Retay=x
£
)
(=]

2 + / — — Linhade Tendéncia
1 &
0 T T T T T T 1

] 1 2 3 4 5 &

Ordem do Nimero de Condigdo - Rigidez

Figura 48- NUMERO DE CONDICAO x DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO

(BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Observe que a matriz de Rigidez do MEF p-Hierarquico (figura 48) € bem condicio-

nada para os 10 primeiros niveis, ou seja k(K) = 1.



Tabela 15- METODO COMPOSTO (BARRA) - MATRIZ DE MASSA
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Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos*| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ordem do nimero de condicao | 10" | 10! | 10" | 10" | 10% | 10? | 10% | 10? | 10 | 10?
% Para que a matriz se torne definida positiva.
2,5
2 — -
F /
T 15
<
=
= / Reta y=x
E 1 + Método Composto
g — —Linhade Tendé&ncia
0,5
0
1 2
Ordem do Nimero de Condigdo - Massa

Figura 49- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO

(BARRA) - MATRIZ DE MASS

Tabela 16- METODO COMPOSTO (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

A

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ordem do nimero de condicio | 10" | 10" | 10! | 10% | 10 | 10? | 10% | 103 | 10° | 103

¢ Para que a matriz se torne definida positiva.
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35
3 /
- 2.5
£
=
Eg 2 — -
-E,P Reta y=x
2 1,5 -
'Ep / + Meétodo Composto
a 1 = = Linhade Tendéncia
0.5
a T T 1
1 2 3
Ordem do Mdmero de Condigdo - Rigidez

Figura 50- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO

(BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 17- MEFG (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 3 5 5 7 8 10 11 11 14 17
Ordem do ntmero de condicio | 103 | 10* | 10° | 107 | 10° | 10! | 10'2 | 10'3 | 1015 | 10"
¢ Para que a matriz se torne definida positiva.
18
15 /:
/ d
14 R
-
//
E 12 7 s
£ e
g 10 ” <
-% s f Reta y=x
2 + MEFG
»
a — —Linhade Tendéncia

a — T T — T — T — T T L — 1

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Ordem do Numero de Condicdo - Massa

Figura 51- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (VIGA DE EULER

BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA



Tabela 18- MEFG (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ
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Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 2 3 4 4 5 7 7 8 10 12
Ordem do ndmero de condicao | 10 | 10% | 10* | 10° | 107 | 10® | 10'9 | 10!' | 10" | 104
% Para que a matriz se torne definida positiva.
16
14
12 /¢
/ -
g 10 — <
= -~
£ 8 / /‘/ Reti
2 - - e eta y=x
fg /} - ¢ + MEFG
- — —Linhade Tendéncia

1 2 3 4 5 6 7 8 5 10 11 12 13 14

Ordem do Namero de Condigdo - Rigidez

Figura 52- NUMERO DE CONDICAO x DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (VIGA DE EULER

BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 19- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Numero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 3 3 3 6 6 6 6 6 6
Ordem do ntimero de condi¢io | 10* | 10° | 10° | 107 | 107 | 10® | 108 | 10° | 10° | 10°

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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10

Reta y=x
P # Método p-Hierdrquico

4 -~
R ‘/ _ R — —Linhade Tendéncia
3 h h h

Digitos Significativos
u

Ordem do Ndmero de Condigdo - Massa

Figura 53- NUMERO DE CONDICAO x DiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 20- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Ndmero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3
Ordem do nimero de condicio | 10" | 10" | 10! | 10 | 10' | 10! | 10! | 10' | 10! | 10!

a . . ..
Para que a matriz se torne definida positiva.

35

3 \ 4 /
25 /
2 L 4 /
1,5 . _— .
+ Meétodo p-Hierarguico
=— =—Linhade Tendéncia
1

0,5

Reta y=x

Digitos Significativos

1 2 3

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 54- NUMERO DE CONDICAO x DiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ
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Tabela 21- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Ordem do ntimero de condicio | 10 | 10* | 10* | 10° | 10° | 107 | 10° | 10° | 10° | 10°
% Para que a matriz se torne definida positiva.

8

7

: e

5 //

S Reta y=x

Digitos Significativos
.

Ordem do Numero de Condicdo - Massa

+ Método p-Fourier

= =— Linhade Tendéncia

Figura 55- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-FOURIER (VIGA DE

EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 22- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
Ordem do niimero de condigdo | 101 | 103 | 103 | 10* | 10* | 10* | 10° | 10° | 10° | 10°

a . . ..
Para que a matriz se torne definida positiva.
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Reta y=x
# Meétodo p-Fourier

Digitos Significativos
L

= = Linha de Tendéncia

Ordem do Namero de Condigdo - Rigidez

Figura 56- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-FOURIER (VIGA DE

EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 23- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Numero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6
Ordem do ntmero de condi¢io | 10 | 10° | 103 | 103 | 103 | 103 | 10° | 10° | 10° | 10°

a . . -
Para que a matriz se torne definida positiva.

Reta y=x

/

3
/ + Meétodo Composto
/ =— = Linhade Tendéncia

Digitos Siginificativos

1 2 3 4 5 6

Ordem do Mimero de Condicdo - Massa

Figura 57- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA
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Tabela 24- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 4 5 5 6 6 6 7 7 7
Ordem do nimero de condicio | 10% | 10% | 10? | 10% | 10? | 10° | 10* | 10* | 10* | 10%

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.

»
\
L 2 \ L 2

L 2 \0

Reta y=x

# Método Composto

Digitos Significativos
L =y
4
\ g

= = Linha de Tendéncia

2 ~
/

1 2 3 4 3 6 7

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 58- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nota-se que para o Método Composto, a relagdo entre o nimero de condi¢io e os
digitos significativos para que a matriz se torne definida positiva, nao € valida, mas € aceitavel
para os demais métodos. E para este caso no qual foram consideradas condi¢des de contorno,

esta relacdo como observado vale tanto para a matriz de massa quanto para rigidez.

5.2.2 CONDICAO DE CONTORNO 2

Para esta tltima andlise foi imposta uma segunda condi¢do de contorno, onde considerou-

se o caso de barra fixa-fixa (figura 59) e viga biapoiada (figura 60).

Figura 59- BARRA FIXA-FIXA



Figura 60- VIGA BIAPOIADA
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As figuras 61 a 76 abaixo, relacionadas com suas respectivas tabelas, apresentam dados

com até 10 niveis de enriquecimento. Como anteriormente, diferente do problema que ndo apre-

senta condicdes de contorno, para este caso a matriz de rigidez apresenta nimero de condicao;

possibilitando uma anélise sobre o niimero de condi¢do como realizado anteriormente.

Tabela 25- MEFG (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 5 8 10 17 21 24 28 34 35 40
Ordem do niimero de condicdo | 10* | 108 | 10'2 | 10" | 102! | 10% | 10 | 1033 | 1038 | 10*?
4 para que a matriz se torne definida positiva.
15
10 /;/¢
o
35 /e
7
/
w 30 -
£ l
g -
.EP Reta y=x
w 20
= + MEFG
g?

15

10

— — Linhade Tendéncia

o
yd

el

/

1 3 5 7 9 111315 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

Ordem do Numero de Condigdo - Massa

Figura 61- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (BARRA) - MATRIZ

DE MASSA



Tabela 26- MEFG (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ
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Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 2 7 9 14 18 23 26 33 34 40
Ordem do ntimero de condicio | 102 | 107 | 10° | 10™ | 10'® | 1023 | 10% | 1033 | 10%* | 10%
% Para que a matriz se torne definida positiva.
45
40 /
35 /.
E 30
E 25 //
.‘? 20 Reta y=x
g *  MEFG
i
(=1

15

10

7

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

1B s e s e e e e e e |

1 3 5 7 9 1113 15 17 15 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

= =— Linhade Tendéncia

Figura 62- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (BARRA) - MATRIZ

DE RIGIDEZ

Tabela 27- MEFG WEINHARDT et al. (2015) (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 5 4 4 4 4 8 8 8 8 8
Ordem do ntimero de condicio | 10* | 103 | 107 | 10° | 107 | 107 | 107 | 108 | 10% | 108

a . . -
Para que a matriz se torne definida positiva.
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10

Reta y=x

# MEFG Weinhardt(2015)

Digitos Significativos
n
L 3
\
"\

— — Linhade Tendéncia

Ordem do Numero de Condigao - Massa

Figura 63- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG WEINHARDT et al.
(2015) (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 28- MEFG WEINHARDT et al. (2015) (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 2 2 3 4 4 4 4 4 4 4
Ordem do ntimero de condicio | 102 | 10* | 10* | 10° | 105 | 10% | 10° | 10° | 10° | 107
¢ Para que a matriz se torne definida positiva.
10
9
8 /
: //
6 /
Reta y=x

# MEFG Weinhardt(2015)

Digitos Significativos
u

- = =— Linhade Tendéncia
i
v

oy
ra

Ordem do Nimero de Condigdo - Rigidez

Figura 64- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG WEINHARDT ef al.

(2015) (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ



Tabela 29- MEF P-HIERARQUICO (BARRA) - MATRIZ DE MASSA
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Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3

Ordem do nimero de condicao | 10° | 10% | 10% | 10 | 10° | 10° | 103 | 10* | 10* | 10%
% Para que a matriz se torne definida positiva.

6

5 /

4 /

+ Reta y=x

Digitos Significativos
w

#  MEF p-Hierarguicao

= =— Linhade Tendéncia

Ordem do Mamero de Condigdo - Massa

Figura 65- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO

(BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 30- MEF P-HIERARQUICO (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 1 1 1 2 3 3 3 5 5 6
Ordem do nimero de condicao | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10°

a . . -
Para que a matriz se torne definida positiva.
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Ordem do Nimero de Condigdo - Rigidez
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Figura 66- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO

(BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Observe que a matriz de Rigidez do MEF p-Hierdrquico, figura 66, nesse exemplo é

bem condicionada para os 10 primeiros niveis e a matriz de Massa, figura 65, é bem condicio-

nada apenas para o primeiro nivel, ou seja k(M) = 1.

Tabela 31- METODO COMPOSTO (BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ordem do niimero de condigdo | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10° | 10! | 10!

a . . ..
Para que a matriz se torne definida positiva.
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25

2 — —& /
15 /

1 #+ Método Composto

Reta y=x

Digitos Significativos

= = Linha de Tendéncia

035

0 1 2

Ordem do Nimero de Condigao - Massa

Figura 67- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO

(BARRA) - MATRIZ DE MASSA

Observe que a matriz de Massa do Método Composto, figura 67, para esse exemplo €

bem condicionada apenas para os oito primeiros niveis, ou seja k(K) = 1.

Tabela 32- METODO COMPOSTO (BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ordem do nimero de condicdgo | 10" | 10' | 10' | 10% | 10% | 10% | 10?2 | 10° | 10° | 103

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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3,5

2,5

Reta y=x

1’5 /
1

0,5

# Método Composto

Digitos Significativos

= — Linhade Tendéncia

1 2 3

Ordem do Nimero de Condigdo - Rigidez

Figura 68- NUMERO DE CONDICAO X DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COM-

POSTO(BARRA) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 33- MEFG (VIGA) - MATRIZ DE MASSA

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 5 5 7 8 10 11 11 14 17
Ordem do ntmero de condicio | 103 | 10* | 10® | 107 | 10° | 1010 | 10'2 | 10'3 | 10%5 | 10"
4 para que a matriz se torne definida positiva.
18
s ~
14 J
-
/r
E 12 d L
2 e
g 10 i
'% s /9/ Reta y=x
£ +  MEFG
B
a — —Linhade Tendéncia

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Ordem do Namero de Condicio - Massa

Figura 69- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (VIGA DE EULER

BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA



Tabela 34- MEFG (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ
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Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos®| 2 3 4 4 5 7 7 8 10 12
Ordem do ndmero de condicao | 10 | 10% | 10* | 10° | 107 | 10® | 10'9 | 10!' | 10" | 104
% Para que a matriz se torne definida positiva.
16
14
12 /¢
£ 10 pd B
g -
& / P -~
.EP 8 P - * Reta y=x
£ ; -~ ¢ +  MEFG
g ® //., — — Linhade Tendéncia
-
3 -
-
/
2
/
o]

1 2 3 4 5 6 7 8 5 10 11 12 13 14

Ordem do Namero de Condigdo - Rigidez

Figura 70- NUMERO DE CONDICAO x DIiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEFG (VIGA DE EULER

BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 35- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Numero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 3 3 3 6 6 6 6 6 6
Ordem do ntimero de condi¢io | 10* | 10° | 10° | 107 | 107 | 10® | 108 | 10° | 10° | 10°

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.
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10

"
"g 6 * * . 4
3 -~
= -~
En 5 -~ - Reta y=x
@ / _
.% 4 — ~ # Método p-Hierdrquico
a / ‘/ — —Linhade Tendéncia
3 * » + +

Ordem do Nimero de Condigdo - Massa

Figura 71- NOMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 36- MEF P-HIERARQUICO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Ndmero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3
Ordem do nimero de condicio | 10" | 10" | 10! | 10 | 10' | 10! | 10! | 10' | 10! | 10!

a . . ..
Para que a matriz se torne definida positiva.

35

3 \ 4 /
25 /
2 L 4 /
1,5 . _— .
+ Meétodo p-Hierarguico
=— =—Linhade Tendéncia
1

0,5

Reta y=x

Digitos Significativos

1 2 3

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 72- NUMERO DE CONDICAO x DiGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-HIERARQUICO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ
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Tabela 37- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Ordem do ntimero de condicio | 10 | 10* | 10* | 10° | 10° | 107 | 10° | 10° | 10° | 10°
% Para que a matriz se torne definida positiva.

8

7

: e

5 //

S Reta y=x

Digitos Significativos
.

Ordem do Numero de Condicdo - Massa

+ Método p-Fourier

= =— Linhade Tendéncia

Figura 73- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-FOURIER (VIGA DE

EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Tabela 38- MEF P-FOURIER (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de digitos significativos®| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
Ordem do niimero de condigdo | 101 | 103 | 103 | 10* | 10* | 10* | 10° | 10° | 10° | 10°

a . . ..
Para que a matriz se torne definida positiva.
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Reta y=x

+ Métoda p-Fourier

Digitos Significativos
w

= = Linhade Tendéncia

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 74- NUMERO DE CONDICAO x DIGITOS SIGNIFICATIVOS - MEF P-FOURIER (VIGA DE

EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Tabela 39- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Niimero de digitos significativos®| 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6
Ordem do nimero de condigdgo | 103 | 103 | 103 | 103 | 103 | 103 | 10° | 10° | 10° | 103

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.

& 4 /

5 O /

4 7

3 .
# Método Composto

2 — — Linhade Tendé&ncia

l /

1 2 3 4 5 6

Reta y=x

Digitos Significativos

Ordem do Nimero de Condicdo - Massa

Figura 75- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE MASSA
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Tabela 40- METODO COMPOSTO (VIGA DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Nimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de digitos significativos?| 3 4 5 5 6 6 6 7 7 7
Ordem do nimero de condicio | 10% | 10% | 10? | 10% | 10? | 10° | 10* | 10* | 10* | 10%

a . . .
Para que a matriz se torne definida positiva.

+
\¢

Reta y=x

# Método Composto

+
/ = = Linha de Tendéncia
2 /

Digitos Significativos
w =y
*

1 2 3 4 5 7] 7

Ordem do Numero de Condigdo - Rigidez

Figura 76- NUMERO DE CONDICAO X DIGITOS SIGNIFICATIVOS - METODO COMPOSTO (VIGA

DE EULER BERNOULLI) - MATRIZ DE RIGIDEZ

Pelos resultados apresentados até entdo, observa-se que as matrizes geradas numeri-
camente apresentam perturbacdo, mas esta é pequena, quando comparada as matrizes geradas
analiticamente e, conforme o aumento do nimero de digitos, essa perturbacdo concentra-se
apenas nos niveis mais altos de enriquecimento. Sendo assim, pela definicao apresentada de
condicionamento das matrizes, elas seriam bem-condicionadas, entretanto o ndmero de condi-

cdo calculado, para a maioria dos casos, informa que as matrizes sdo mal condicionadas.

Percebe-se também uma correlagdo entre o nimero de digitos significativos, para que
a matriz de massa torne-se definida positiva e a ordem do nimero de condi¢ao, e esta correlacdo
vale para a maioria métodos testados neste trabalho, ndo valendo para o Método Composto
quando impostas condi¢do de contorno. Portanto, quando observa-se a ordem do niimero de
condicdo sabe-se que, com alguma aproximacdo razodvel, a partir deste nimero de digitos

significativos a matriz em questdo é definida-positiva.

Nas figuras 77 e 78, estdo os grificos com o desempenho do niimero de condi¢do da
matriz de massa de todos os métodos para os 10 primeiros niveis com 100 digitos significativos

em relacdo ao numero total de graus de liberdade, utilizou-se 0 método da quadratura de Gaus
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com dez pontos de integracdo para obter a aproximac¢ao numérica; e ndo foram considerados

condicdes de contorno no problema.

Niimero de condi¢do

Niimero de Condigio

10%

m32

0%

lnib

mﬂ 1

10 20 30 40
Graus de liberdade
—— MEFG —— MEFG Weinhardt(2015) MEF p—IlieMw Método Composto
Figura 77- NUMERO DE CONDICAO PARA BARRA
mi-'l
.//
/"/
10" /
e /
1070 7
///
///
1077 '///
.‘//
e
10" //"
/’/‘/
// g
10° -
6 8 10 12 18 20 22 24

14 16
Graus de Liberdade

—— MEFG Método p-Fourier MET p-Hierarquico

Método Composto

Figura 78- NUMERO DE CONDICAO PARA VIGA DE EULER BERNOULLI
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Nota-se que para o caso da barra o0 Método Composto € o mais estavel. Entretanto para
o caso da viga de Euler Bernoulli, nos primeiros graus de liberdade o Método dos Elementos
Finitos p-Fourier é o mais estavel, mas conforme o crescimento dos graus de liberdade o Método
Composto volta a ser o mais estavel, dentre os métodos avaliados. A comparacao do niumero de

condicdo permite avaliar a estabilidade do método empregado.



98

6 CONCLUSOES

Este trabalho teve por objetivo geral fazer uma andlise do condicionamento, sensi-
bilidade e perturbacdo do problema de autovalores generalizado produzido pela aplicacdo de
métodos aproximados na andlise de vibracdo livre de barras e vigas de Euler Bernoulli. Para
isso primeiramente foi realizado um levantamento sobre a teoria matematica relacionada ao
problema de autovalor generalizado, Ax — ABx = 0, no qual a principal descoberta foi que se a
matriz B é definida positiva entdo esta matriz pode ser decomposta como produto de matrizes
ndo singulares, transformando o problema de autovalor generalizado em um problema padrao,
que € um problema bem condicionado conforme Bazéan (2003). Apesar disso, o problema de
autovalor generalizado de vibracao livre ainda apresenta sensibilidade quanto a precisdo em-
pregada na constru¢cdo numérica das matrizes. Essa sensibilidade estd diretamente ligada com
os erros de aproximacao gerados pelos métodos aproximados, utilizados para resolucao do pro-
blema de vibracao livre, na construcao das matrizes de massa e rigidez, que por fim provocam

perturbacdes nos autovalores.

Feito um levantamento de como as matrizes sao construidas por alguns métodos enri-
quecidos, e levando em consideragdo que o problema que estd sendo considerado é bem condi-
cionado, ou deveria ser, algumas questdes foram levantadas como o quanto as matrizes geradas
pelas aproximacdes numéricas sao diferentes das exatas. Para responder essas questdes uma
analise de erro foi feita sobre as matrizes. A estimativa de erro utilizada foi a de erro absoluto,
pois o objetivo desta andlise foi apenas averiguar se as matrizes que foram geradas pelas apro-
ximag¢des numéricas estavam sendo perturbadas e o quanto estavam sendo. Constatou-se que as
matrizes estavam sendo perturbadas, entretanto as perturbacdes sdo pequenas quando compara-
das as matrizes geradas pela aproximagdes com as matrizes exatas. E quando as matrizes estdo
sob as hipdteses de bom condicionamento ou seja, sdo definidas positivas, esta perturbacao

torna-se praticamente insignificante.

Considerando o estudo realizado até entdo uma segunda investigacao foi efetuada, onde
observou-se uma correlacdo direta entre a poténcia da ordem do nimero de condicdo da matriz
de massa e a quantidade de digitos significativos (precisdo) necessdria para que a matriz de

massa torne-se numericamente definida positiva, ou seja, quando a mesma satisfaz as hipéteses
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para o bom condicionamento. Quando considerado o exemplo onde ndo hd condicdes de con-
torno, pode-se observar que essa correlacdo € valida para os todos método estudados, entretanto
quando impostas condi¢des de contorno o Método Composto nao a satisfaz; para o MEFG a cor-
relacdo € muito boa e para os Métodos p-hierdrquico, p-Fourier e MEFG-Weinhardt pode ser
considerada como uma boa aproximag¢do para o limite superior da precisdo necessdria; sendo

assim pode-se dizer que a correlacdo € vdlida quando considerados uma aproximacao aceitdvel.

Logo, conclui-se que a ordem de grandeza do nimero de condi¢do da matriz de massa
pode ser utilizado para estimar a precisdo necessdria na constru¢do da matriz de massa e por-
tanto ser também empregada na comparagao de estabilidade de diferentes propostas de funcdes

de enriquecimento para andlises de vibracao livre de barras e vigas de Euler Bernoulli.

Visando todos os resultados apresentados, sugerem-se futuros trabalhos com o objetivo

de explorar profundamente ainda mais esse tema, como por exemplo:

e A utilizacdo de diferentes algoritmos para obter o nimero de condicdo com a menor

perturbacdo possivel e, assim, averiguar se a correlacdo permanece.

e No caso do MEFG, utilizar diferentes enriquecimentos, e verificar qual o mais estdvel e

se a correlacdo permanece.

e Verificar para outros casos, como por exemplo pdrticos, placas, entre outros.



100

REFERENCIAS

ARAGON, A. M.; DUARTE, C. A.; GAUBELLE, P. H. Generalized finite element enrichment
functions for discontinuous gradient fields. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 82, p. 242-268, 2010.

ARNDT, M. O Método Dos Elementos Finitos Generalizados Aplicado A Analise de Vibra-
coes Livres de Estruturas Reticuladas. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Parana,
2009.

ARNDT, M.; MACHADO, R. D.; NATUME, P. M. Generalized Finite Element Method Using
Bessel Functions in Vibration Analysis. CILAMCE 2014 Proceedings of the XXXV Iberian
Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, p. 14, 2014.

ARNDT, M.; MACHADO, R. D.; SCREMIN, A. Generalized Finite Element for Vibration
Analysis of Bars and Trusses. XXIX CILAMCE Iberian Latin American Congress on Com-
putational Methods in Engineering, 2008.

ARNDT, M.; MACHADO, R. D.; SCREMIN, A. Comparative Analysis of the Adaptive Ge-
neralized Finite Element Method and the Finite Element Method for Free Vibration of Bars.
Mecanica Computacional, XXIX, p. 15-18, 2010.

BAI, Z. et al. Templates for the Solution of Algebraic Eigenvalue Problems. Society
for Industrial and Applied Mathematics, 2000. ISBN 978-0-89871-471-5. Disponivel em:
<http://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9780898719581>.

BARDELL, N. S. Free vibration analysis of a flat plate using the hierarchical finite element
method. Journal of Sound and Vibration, v. 151, n. 2, p. 263-289, 1991. ISSN 0022460X.

BARROS, F. B. Métodos sem Malha e Método dos Elementos Finitos Generalizados em
Anadlise Nao-Linear de Estruturas. 222 p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Séo
Carlos da Universidade de Sao Paulo, 2002.

BATHE, K. BERGAN, P; WUNDERLICH, W. Finite Element Methods
for Nonlinear Problems: Proceedings of the Europe-US Symposium The
Norwegian Institute of Technology, Trondheim Norway, August 12-16,
1985. Springer Berlin Heidelberg, 1986. ISBN 9783540162261. Disponivel em:
<https://books.google.com.br/books?id=q41zmwEACAAJ>.

BAZAN, F. S. V. Autovalores de Polindmios Matriciais : Sensibilidade, Computacio e
Aplicacao. [S.1.: s.n.], 2003. ISBN 85-244-0206-7.

BEL, E. D.; VILLON, P.; BOUILLARD, P. Forced vibrations in the medium frequency range
solved by a partition of unity method with local information. International Journal for Nume-
rical Methods in Engineering, v. 62, n. 9, p. 1105-1126, 2005. ISSN 0029-5981. Disponivel
em: <http://doi.wiley.com/10.1002/nme.1202>.



101

BORN, S.; MEHL, C. Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems. [S.1.]: De Gruy-
ter Graduate Lectures, 2012. ISBN 978-3-11-025033-6.

BUNSE-GERSTNER, A. An algorithm for the symmetric generalized eigenvalue problem. Li-
near Algebra and its Applications, v. 58, n. 1984, p. 43-68, apr 1984. ISSN 00243795. Dis-
ponivel em: <http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/0024379584902039>.

CARVALHO, N. M. V. D. Calculo automatico de estruturas. Analise estrutural de porti-
cos planos utilizando o método dos elementos finitos. Dissertacdo (Mestrado) — Instituto
Superior de Engenharia de Lisboa, 2010.

CLINT, M.; JENNINGS, A. The evaluation of eigenvalues and eigenvectors of real sym-
metric matrices by simultaneous iteration. The Computer Journal, v. 13, n. 1, p. 7680,
jan 1968. ISSN 0010-4620. Disponivel em: <http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/15003161
http://comjnl.oupjournals.org/cgi/doi/10.1093/comjnl/13.1.76>.

COOK, R. D. et al. Concept and Applications of Finite Element Analysis. Madison: John
Wiley & Sons, 2002. 733 p. ISBN 978-0-471-35605-9.

DEDIEU, J.-P. Condition operators, condition numbers, and condition number theorem for the
generalized elgenvalue problem. Linear Algebra And Its Applications, v. 4, p. 1-24, 1997.

DEMMEL, J. W. Applied Numerical Linear Algebra. [S.1.]: Society for Industrial and Ap-
plied Mathematich, 1997. 1-432 p. ISBN 0898713897.

ENGELS, R. Finite element modeling of dynamic behavior of some basic structural members.
Journal of Vibration and Acoustics, American Society of Mechanical Engineers, v. 114, n. 1,
p.- 3-9, 1992.

FORD, W. Numerical Linear Algebra with Applications - Using Matlab. [S.1.]: Elsevier
Inc., 2015. 605 p. ISBN 9780123944351.

GANESAN, N.; ENGELS, R. Hierarchical Bernoulli-Euler beam finite elements. Computers
& structures, Elsevier, v. 43, n. 2, p. 297-304, 1992.

GOLUB, G. H.; LOAN, C. F. V. Matrix Computations. [S.l.]: JHU Press, 2012. 1-721 p.
ISBN 0801854148.

GOLUB, G. H.; WILKINSON, J. H. IlI-Conditioned eigensystems and the computation of the
Jordan canonical form. SIAM Review, v. 18, n. 4, p. 578-619, oct 1976. ISSN 0036-1445.
Disponivel em: <http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/1018113>.

HAGER, W. W. Condition estimates. SIAM Journal on Scientific and Statistical
Computing, v. 5, n. 2, p. 311-316, jun 1984. ISSN 0196-5204. Disponivel em:
<http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/0905023>.

HARARI, 1. A survey of finite element methods for time-harmonic acoustics. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, Elsevier, v. 195, n. 13, p. 1594-1607, 2006.

HIGHAM, D. Condition numbers and their condition numbers. Linear Algebra and
its Applications, v. 213, n. 1995, p. 193-213, 1995. ISSN 00243795. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1016/0024-3795(93)00066-9>.



102

HUGHES, T. The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic Fi-
nite Element Analysis. [s.n.], 1987. 2000 p. ISBN 013317025X. Disponivel em:
<http://www.philadelphia.edu.jo/newlibrary/pdf/file20308887f6494c29957a6610d0476b4c.pdf>.

INMAN, D. J. Engineering vibration. [S.1.]: New Jersey: Prentice-Hall, 1996.

LEUNG, A.; CHAN, J. Fourier p-Element for the Analysis of Beams and Plates. Journal of
Sound and Vibration, v. 212(1), p. 179-185, 1998.

LEUNG, A. et al. Analytic trapezoidal Fourier p-element for vibrating plane problems. Journal
of Sound and Vibration, v. 271, n. 1-2, p. 67-81, mar 2004. ISSN 0022460X. Disponivel em:
<http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0022460X 03002633 >.

LEUNG, A. Y. T.; ZHU, B. Fourier p-elements for curved beam vibrations. Thin-Walled Struc-
tures, v. 42, n. 1, p. 39-57, 2004. ISSN 02638231.

LI, H. A note on the conditioning of a class of generalized finite element methods.
Applied Numerical Mathematics, Elsevier B.V,, v. 62, n. 6, p. 754-766, jun
2012. ISSN 01689274. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2011.05.004
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0168927411000870>.

LI, L. et al. Eigensensitivity analysis of damped systems with distinct and repeated eigenvalues.
Finite Elements in Analysis and Design, v. 72, p. 21-34, 2013. ISSN 0168874 X.

LOAN, C. V. On estimating the condition of eigenvalues and eigenvectors. Linear Alge-
bra and its Applications, v. 88-89, p. 715-732, apr 1987. ISSN 00243795. Disponivel em:
<http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/0024379587901315>.

LU, C.; SHANKER, B. Generalized finite element method for vector electromagnetic problems.
Antennas and Propagation, IEEE Transactions on, IEEE, v. 55, n. 5, p. 1369-1381, 2007.

MARTIN, R. S.; WILKINSON, J. H. Reduction of the symmetric eigenproblem Ax=ABx and
related problems to standard form. Numerische Mathematik, v. 11, n. 2, p. 99-110, feb 1968.
ISSN 0029-599X. Disponivel em: <http://link.springer.com/10.1007/BF02165306>.

MELENK, J.; BABUSKA, I. The partition of unity finite element method: Basic theory and
applications. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 139, n. 1-4, p.
289-314, 1996. ISSN 00457825.

NIRSCHL, G. C. Método dos Elementos Finitos e Técnicas de Enriquecimento da Aproxi-
macao Aplicados a Analise de Tubos Cilindricos e Cascas Esféricas. 1-103 p. Dissertagdo
(Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sdo Paulo, 2005.

PAPATHANASIOU, N.; PSARRAKOS, P. On condition numbers of polynomial eigenvalue
problems. Applied Mathematics and Computation, Elsevier Inc., v. 216, n. 4, p. 1194-1205,
2010. ISSN 00963003. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2010.02.011>.

PARLETT, B. N. The Symmetric Eigenvalue Problem. Society for Indus-
trial and Applied Mathematics, 1998. ISBN 978-0-89871-402-9. Disponivel em:
<http://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9781611971163>.

QUARTERONI, A.; SACCO, R.; SALERI, F. Numerical Mathematics. [s.n.], 2007. ISBN
0939-2475. Disponivel em: <http://www.amazon.com/dp/3540346589>.



103

REDDY, B. D. Functional Analysis and Boundary-Value Problems: An Introductory Tre-
atment. [S.1.: s.n.], 1986. 173 p. ISSN 0036-1445. ISBN 0-582-98826-8.

RENEGAR, J. Is it possible to know a problem instance is ill-posed? Jour-
nal of Complexity, v. 10, n. 1, p. 1-56, mar 1994. ISSN 0885064X. Dispo-
nivel em: <http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0885064X84710016
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0885064X84710016>.

RUHE, A. Properties of a matrix with a very ill-conditioned eigenproblem. Numeris-
che Mathematik, v. 15, n. 1, p. 57-60, may 1970-a. ISSN 0029-599X. Disponivel em:
<http://link.springer.com/10.1007/BF02165660>.

RUHE, A. Perturbation bounds for means of eigenvalues and invariant subspa-
ces. Bit, v. 10, n. 3, p. 343-354, 1970-b. ISSN 0006-3835. Disponivel em:
<http://www.springerlink.com/index/10.1007/BF01934203>.

SAAD, Y. Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems. Society for In-
dustrial and Applied Mathematics, 2011. ISBN 978-1-61197-072-2. Disponivel em:
<http://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9781611970739>.

SCHOCK, E. What are the proper condition numbers of discretized ill-posed problems? Linear
Algebra and its Applications, v. 81, p. 129-136, 1986. ISSN 00243795.

SCOTTI, M. O Problema Quadratico de Autovalor em Vibracoes e Nanotecnologia. 109 p.
Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do Rio Grande de Sul, 2007.

SHANG, H. Y. Analise Dinamica Elastoplastica de Problemas da Mecanica de Sélidos via
Métodos Enriquecidos de Elementos Finitos. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do
Parana, 2014.

SILVA, J. D. Anélise de Estimadores de Erro a Posteriori Aplicados ao Método dos Elemen-
tos Finitos Utilizando Refino H-Adaptativo. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal
do Parana, 2015.

SMITH, R. A. The condition numbers of the matrix eigenvalue problem. Numerische
Mathematik, v. 10, n. 3, p. 232-240, oct 1967. ISSN 0029-599X. Disponivel em:
<http://link.springer.com/10.1007/BF02162166>.

SOLIN, P;; SEGETH, K.; DOLEZEL, L. Higher-Order Finite Element Methods. [S.1.]: CRC
Press, 2004. ISBN 158488438-X.

SORIANO, H. Elementos Finitos: Formulacao e Aplicacio na Estatica e Dinamica das
Estruturas. [S.1.]: Ciéncia Moderna, 2009. ISBN 9788573938807.

SORIANO, H.; LIMA, S. D. S. Método de Elementos Finitos em Analise de Estruturas.
[S.1.]: EDUSP, 2003. ISBN 9788531407307.

STEWART, G. W. Accelerating the orthogonal iteration for the eigenvectors of a Hermitian
matrix. Numerische Mathematik, v. 13, n. 4, p. 362-376, 1969. ISSN 0029-599X. Disponivel
em: <http://link.springer.com/10.1007/BF02165413>.



104

STEWART, G. W. Error bounds for approximate invariant subspaces of closed linear operators.
SIAM Journal on Numerical Analysis, v. 8, n. 4, p. 796-808, dec 1971. ISSN 0036-1429.
Disponivel em: <http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/0708073>.

STEWART, G. W. Error and perturbation bounds for subspaces associated with certain eigen-
value problems. SIAM Review, v. 15, n. 4, p. 727-764, oct 1973. ISSN 0036-1445. Disponivel
em: <http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/1015095>.

STEWART, G. W. Matrix Perturbation Theory. [S.1.: s.n.], 1990.

STEWART, G. W. On the perturbation of LU, Cholesky, and QR factorizations. SIAM Journal
on Matrix Analysis and Applications, v. 14, n. 4, p. 1141-1145, oct 1993. ISSN 0895-4798.
Disponivel em: <http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/0614078>.

SUAREZ, O. A. G. D. et al. On the numerical determination of eigenvalues/eigenvectors
using a high regularity finite element method. Applied Mathematical Modelling, El-
sevier Inc., v. 39, n. 1, p. 396413, 2015. ISSN 0307904X. Disponivel em:
<http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0307904X 14002959 >.

TISSEUR, F. Backward error and condition of polynomial eigenvalue problems. Linear Alge-
bra and its Applications, v. 309, n. 1-3, p. 339-361, apr 2000. ISSN 00243795. Disponivel
em: <http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0024379599000634 >.

TISSEUR, F; MEERBERGEN, K. The Quadratic Eigenvalue Problem. SIAM
Review, v. 43, n. 2, p. 235-286, jan 2001. ISSN 0036-1445. Disponivel em:
<http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/S0036144500381988 >.

TORII, A. J. Analise Dindmica de Estruturas com o Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizado. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Parana, 2012.

TORIL, A.J.; MACHADO, R. D.; ARNDT, M. GFEM for modal analysis of 2D wave equation.
Engineering Computations, v. 32, n. 6, p. 1779-1801, aug 2015. ISSN 0264-4401. Disponivel
em: <http://www.emeraldinsight.com/doi/10.1108/EC-07-2014-0144>.

TORRES, D. A. F. Método dos Elementos Finitos Generalizados Aplicado a Analise de
Placas Laminadas Compostas Inteligentes. Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal
de Santa Catarina, 2008.

WATKINS, D. S. The Matrix Eigenvalue Problem. [S.1.]: Society for Industrial and Applied
Mathematics, 2007. 1-451 p. ISBN 9780898716412.

WEINHARDT, P. D. O.; ARNDT, M.; MACHADO, R. D. O Método dos Elementos Finitos
Generalizados aplicado a andlise dinamica: tipos de enriquecimento, escolha da particdo da
unidade e técnicas de pré condicionamento. CILAMCE 2015 Proceedings of the XXXVI
Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, 2015.

WILKINSON, J. H. The Algebraic Eigenvalue Problem. [S.].: s.n.], 1965. ISBN 0-19-
8534418-3.

WILKINSON, J. H. Note on matrices with a very ill-conditioned eigenproblem. Numerische
Mathematik, v. 19, n. 2, p. 176-178, 1972. ISSN 0029599X.



105

WILKINSON, J. H.; REINSCH, C. Handbook for Automatic Computation. Berlin,
Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 1971. ISBN 978-3-642-86942-6. Disponivel em:
<http://link.springer.com/10.1007/978-3-642-86940-2>.

YAZID, A.; ABDELKADER, N.; ABDELMADIJID, H. A state-of-the-art review of the x-fem
for computational fracture mechanics. Applied Mathematical Modelling, Elsevier, v. 33, n. 12,
p. 4269-4282, 2009.

ZENG, P. Composite Element Method for Vibration Analysis of Structure, Part II: C1 Element
(Beam). Journal of Sound and Vibration, v. 218, n. 4, p. 659-696, 1998-a. ISSN 0022460X.
Disponivel em: <http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0022460X98918545>.

ZENG, P. Composite Element Method for Vibration Analysis of Structure,
Part 1. Principle and CO Element (Bar). Journal of Sound and Vibra-
tion, v. 218, n. 4, p. 619-658, 1998-b. ISSN 0022460X. Disponivel em:
<http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0022460X98918533>.



7 POLINOMIOS DE LOBATTO
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Abaixo estdo os polindmios de Lobatto para o dominio Q = [—1,1] e para 0 < k < 10.
I—x
lo(x) = >
x+1
ll(x) = 3 5
1 /3
b(x) =7 Q(Xz— 1),
/5,
(x) = 5\@@ ~ 1)
1 /7
la(x) = ¢ E(Xz— 1)(5x% 1),
Is(x) = g\/ 3" = 1)(7x" =3)x, (92)
r Jir, .,
= — /= (2= 1)(21x* — 1422 + 1
1 /13 5 4 2
l7(x) = —4/ —=—(x* = 1)(33x" — 30x° + 5)x,
16V 2
1 15, 5,
= —— [ —(x* — 1)(429x% — 495x* 4 135x% —
Ig(x) 25\ 32 (x )(429x° — 495x" 4- 135x~ — 5),
1 17
Io(x) = —=1/ = (x* — 1)(715x5 — 1001x* + 385x> — 35)x,
128V 2
1 19
Lo(x) = 756 7(xz —1)(2431x® — 4004x° +2002x* — 308x> 4-7).
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8 POLINOMIOS DE BARDELL

Abaixo estdo os polindmios de Bardell para o dominio Q = [—1,1] e para 0 < k < 10.
1 3 1
ll(.X') = Zx3 — Zx—}- E,
lz(x) = —Zx +ZX+ E,
1 1 1 1
I3(x) = §x3 §x2 - §x+ ?
14()6) = §X3 + §X2 — §X— g,
Is(x) = —x* — —x2 4,
I ©3)
le(x) = §7x5 — Z);S + gx,?’ 1
l -6 _ - 4, - 2
1) = 35 16" * 157 48
1 _ = 7 _ 5 =3 -
g(x) = lg + gx %
lo((x) = 3 g 1 35 1
’ 128 6§ 12§
143 3
10(x) = =—=x" — —x - —x +=ox



