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RESUMO

O presente trabalho baseia-se na formulacdo do Método dos Elementos de Contorno
para a solucéo de problemas de propagacao de ondas unidimensionais em dominios
com diferentes caracteristicas fisicas, utilizando uma solugdo fundamental
independente do tempo. A técnica de subregides foi utilizada, cada subdominio
tratado como uma subregido. Como o problema € unidimensional, o dominio é
constituido por um intervalo Unico e o contorno por dois nos. A formulacéo foi
validada através da comparacdo dos resultados com os obtidos pelo Método das
Diferencas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Subregides, Ondas
Unidimensionais.



ABSTRACT

The present work is based on the development of the Boundary Element Method to
solve the problem of one-dimensional wave propagation in domains with different
physical characteristics. The subregions techniqgue was implemented, thus to each
subdomain corresponding a subregion. Since the problem is one-dimensional, the
domain consists of a single interval and the boundary is constituted only by the two
boundary nodes. The results furnished by the proposed formulation were compared
with those from the Finite Diference Method.

Key-words: Boundary Element Method, Subregions, Wave Unidimensional.



LISTA DE SIMBOLOS

Velocidade de propagacdo da onda
Dominio do problema

Contorno comu =

Contornoemp =p

Normal ao contorno na diregéo x
Potencial / Deslocamento

Fluxo = Reacédo no apoio da barra

Limite superior / Comprimento do dominio
Funcdes de ponderacao

Ponto campo

Tempo

Ponto fonte

Distancia entre o ponto fonte e ponto campo
Deslocamento inicial

Velocidade inicial

Integrais de dominio

Secao transversal

Mddulo de elasticidade

Tensao

Forca resultante

Forcas de tensao nas extremidades da corda
Angulo entre a corda e a horizontal

Delta de Dirac



MEC
MEC-D
MDF
MEF
EDP

LISTAS DE SIGLAS

Método dos Elementos de Contorno

Método dos Elementos de Contorno de Dominio
Método das Diferengas Finitas

Método dos Elementos Finitos

Equacéo Diferencial Parcial



SUMARIO

1 INTRODUGAO. ... .ottt ettt ettt ettt e et e s st e e e st e sreestesreeeesne naan 09
T = 1Y S TP 12
1.2 ORGANIZACAO ...ttt en oanea, 13
1.3 MODELO MATEMATICO ..ottt eaneas 13
1.4 REFERENCIAL TEORICO .....cocioteeeeeieeeeeee et ne e e ans sens 16
2 SOLUCAO DA EQUAGCAO DA ONDA ...ttt ettt e 18
2.1 METODO HOUBOLT. ...oiitiiieiteete ettt ettt ete et aeeae s ste e steenasereaneees e 22
2.2 PARAMETRIZACAO DO MEC-D. ....oooviueiiieeece ettt oo 23
2.4 SUB-REGIOES .......ooiiieeeeeeeeee ettt ettt ettt eneanaene e e e 24
3 RESULTADOS ..ottt ettt ettt ettt sttt s s ee e aeans 26
3.1 BARRA HOMOGENEA .......ooiieeiteeeeee ettt ettt ne st enans e 26
3.2 BARRAS HETEROGENEAS ........cooitiiieeete ettt n e ane s 35
3.2.1 Barra Heterogénea com duas Sub-regifes. ..........ccceoveieeiiiiiiiiiiii i e 35
3.2.2 Barra Heterogénea com trés SUD-TeQIOES. .......ccooeeeeiieeeieeeee e s 39
R o] N[0 I 7Y@ TP 43
REFERENCIAS ...ttt ettt ettt et et et et et e et eaeneeeeeeen sanes 44

APENDICE ..o e e, 47



1 INTRODUCAO

Os métodos empregados para a solucdo de um problema podem ser
experimentais, analiticos ou numéricos. Cada método possui vantagens e
desvantagens sobre os demais, dependendo do problema e dos recursos
disponiveis para resolvé-lo. De acordo com MARCHI (2001), podem ser elencadas
as principais caracteristicas de cada método, conforme segue abaixo.

As principais caracteristicas dos Métodos experimentais sao:

e Trabalhar com o fenébmeno real;

e Resolver cada problema com base em um “experimento”, sendo este realizado

em laboratério ou em campo e

e Empregar equipamentos para medir as grandezas de interesse.

Outro tipo de método para a resolucdo de um problema € o Método

Analitico, cujas principais caracteristicas séo:

e Trabalhar com a representacdo matematica do fenémeno real;

e Obter as solu¢cdes com o emprego de “papel e lapis”;

e As solugBes analiticas sdo continuas sobre o dominio de célculo e

e Aplicam-se geralmente a problemas com equacfes, geometria e condi¢cdes de

contorno e condigdes iniciais simples.

Por fim abordam-se as principais caracteristicas dos Métodos numeéricos,

gue séo:

e Trabalhar com a representacdo matematica do fendbmeno real;

e Obter as solugcdes numéricas com o emprego de computador e sem pontos
especificos do dominio de calculo;

e Aplicam-se geralmente a problemas com equacgfes, geometria e condi¢cdes de
contorno e iniciais mais gerais e mais complexas do que o0s problemas

resolvidos analiticamente e



e Na&o se aplicam a problemas onde ndo existem modelos matematicos.

Pode-se esquematizar a solucdo de um problema com o diagrama abaixo

MARCHI (2001):

FENOMENO REAL

[O que se observa
na natureza]

METODOS TEORICOS

[Equacdes]

METODOS
EXPERIMENTAIS
[Equipamentos de

medicao]

MODELO MATEMATICO

[Representacdo matematica do
fendmeno real]

EXPERIMENTO METODOS METODOS
L ANALITICOS NUMERICOS
[Em laboratério
ou em campo] [Papel e lapis] [Computador]
RESULTADOS RESULTADOS RESULTADOS
EXPERIMENTAIS ANALITICOS NUMERICOS

FIGURAL.1: Método de solugBes de problemas. FONTE: Marchi (2001).

Utilizando métodos numéricos, pode-se realizar simulagbes numéricas para
diversos tipos de problema. Em engenharia, as quais ja ocupam uma posi¢do de

destaque no cenario de pesquisa e desenvolvimento de novas tecnologias.
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Havendo um crescente interesse, tanto no meio académico como no meio
industrial pela modelagem de fendbmenos fisicos, associado ao crescimento da
tecnologia da informatica, foi desencadeada nas ultimas décadas uma enorme
procura pelas técnicas de simula¢do. Fazendo uso de métodos numericos, obtém-se
solugbes aproximadas para a equacao diferencial que se deseja resolver. A
caracteristica comum dos métodos numéricos € discretizar o problema continuo, ou
seja, 0 conjunto infinito de nuameros que representa uma funcdo, ou funcdes
desconhecidas, € substituido por um conjunto finito de parametros desconhecidos,
encontrados através de uma solugéo algébrica obtida geralmente da resolugcédo de
um sistema de equacdes do tipo:

A-x=b (1.2)

onde A é uma matriz ndo singular, b é um vetor independente e x é vetor de
pardmetros desconhecidos. Dentre os métodos mais conhecidos destacam-se o
Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Volumes Finitos (MVF), o
Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno
(MEC). Os trés primeiros sdo métodos de dominio, isto €, a discretizacéo é feita ao
longo de todo o dominio. J& o Método dos Elementos de Contorno, como o proprio
nome diz, envolve, em principio, apenas a discretizacao do contorno da regido em
estudo. Observa-se, porém, que ha formulacbes do MEC nas quais o dominio
também é discretizado. A presente dissertacdo é baseada na Ultima dessas
formulacbes, denominada MEC-D, onde a letra D refere-se ao dominio e que sera
discutida mais detalhadamente na proxima secéo.

Recentemente tem ampliado os estudos dos Métodos sem Malha, como
formas alternativas aos métodos tradicionais que usam malhas supracitadas,
podendo ser aplicadas diretamente da formulacéo forte ou nas formulac¢des fracas,
nao sendo mais necessario o emprego das conetividades dos elementos.

Como exemplo, seja a barra unidimensional ilustrada nas FIGURAS 1.2 e
1.3 e a barra bidimensional das FIGURAS 1.4 e 1.5, onde foram comparadas a
discretizagdo do método dos elementos de contorno com uma discretizacdo de

métodos de dominio.
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L ]
FIGURA 1.2: Discretizacédo pelo método dos elementos de contorno de uma barra

unidimensional (2 nos).

———0— 90— 90— — 90— — 0 — 0o — 0 —0 9

FIGURA 1.3: Discretiza¢do por um método de dominio de uma barra unidimensional (n nos).

FIGURA 1.4: Discretizagao de um dominio bidimensional pelo método dos elementos de

contorno.

FIGURA 1.5: Discretizagao por um método de dominio para um dominio bidimensional.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo desse trabalho estd centrado no desenvolvimento de uma
formulacdo do MEC, denominada MEC-D, para analise do problema de propagacéo
de ondas escalares em meios unidimensionais constituidos por materiais com
diferentes caracteristicas fisicas. A solucdo do problema emprega a técnica de sub-
regibes. Uma formulacdo baseada no Método das Diferencas Finitas também foi
desenvolvida, no intuito de comparar os resultados obtidos pelos dois métodos
numericos, uma vez que nao ha solucdes analiticas disponiveis (até onde € do

conhecimento do autor).
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1.2 ORGANIZACAO

Na secao 2 apresenta-se a formulacdo MEC-D correspondente ao problema
da onda escalar, além dos conceitos relativos a técnica de sub-regides.

Na secdo 3 sdo apresentados exemplos utilizando uma barra unidimensional
de comprimento L. S&o testadas diferentes condicbes de contorno e condi¢des
iniciais. Os resultados obtidos no contorno e nos pontos internos sdo comparados
com solugdes analiticas, correspondentes aos casos de materiais homogéneos, e
com solucfes do MDF para os casos de meios constituidos por diferentes materiais,
como mencionado acima

Na sec¢ao 4 séo feitas as consideracoes finais.

1.3 MODELO MATEMATICO

A equacdo da onda é uma equacao diferencial parcial linear de segunda
ordem importante, pois tem aplicacdo em diversas areas como a acustica,
eletromagnetismo e dinamica dos fluidos. O problema da equacdo da onda
unidimensional teve inicio com o estudo do problema da corda vibrante e pode ser
aplicado em diversos problemas em engenharia, como o ensaio de integridade de
vigas, usualmente conhecido como P.L.T., que é um ensaio ndo destrutivo de
fundacbes profundas e que tem sido utilizado para avaliar qualitativamente a
integridade do fuste de estacas moldadas em relacdo a eventuais anomalias
construtivas, tais como: falhas de concretagem, trincas, rupturas, alargamento de
sessdo, além da velocidade de propagacdo da onda no material (PARIZOTTO,
2013). A seguir apresenta-se uma deducao da equagao da onda escalar utilizando-
se uma barra localizada ao longo do eixo x.

Considere uma barra com secc¢ao transversal de area A, com modulo de

elasticidade longitudinal E e massa especifica p (NAKAO,1981). Considere, também,
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~ ~ : T
um elemento dx da barra; as tensdes x e x+dx sdo, respectivamente, T, e Ty +6—XX dx.

Conforme a FIGURA 1.6.

X L dx N
T |
[7
7 U,
0 %/ :
4
/
<—/ — 5 aT
ax
FIGURA 1.6: Tensdes numa Barra. FONTE: Costa (2013)
A forca da direcédo x é:
Fy = —TeA + (T, + 22 dx) A = T dxA (1.2)

De acordo com a equacdo de equilibrio dindmico, desconsiderando a forca e o

volume, pode-se escrever:

or, _ o

x  Pae (1.3)
A tenséo Tx pode ser escrita como equacao constitutiva:
T, = EX (1.4)

0x

Derivando a equacéo (1.4) em relacdo a x e igualando o resultado a equacéo (1.3),

obtém-se para uma barra homogénea:



9%u _  9%u
a2 Poe
ou
9%u 1 9%u
ax2 ~ E g2
p
ou ainda:

onde ¢ = \E € a velocidade de propagacao de onda.

A equacdo (1.7) possui as seguintes condicGes de contorno:

e Essenciais ou de Dirichlet:
u(x,t) =ax,t) emT,

e Naturais ou de Neumann:

du(x,t) _

q(X, t) = dn(x) - q(X, t) em 1-‘]:)

Note-se que o contorno I do problema é: T' =T}, UTy:

As condic¢des iniciais, definidas no dominio Q, séo:

u(x,0) = uo(x)

du(x,t)

u(x0) = pra FON = vy (%)

15

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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1.4 REFERENCIAL TEORICO

Os primeiros trabalhos com a técnica computacional do MEC surgiram no
inicio dos anos 60. “As equagdes de Fredholm foram utilizadas por Jaswon e Symm
para resolver problemas da teoria do potencial bidimensional’, KATSIKADELIS
(2004). Os autores trabalharam na representacdo da equacao integral de Kirchoff,
considerando que a representacdo matematica parte do principio de que cada ponto
em uma frente de onda primaria pode ser considerado como fonte de uma onda
esférica secundaria, e que qualquer frente de onda secundéria pode ser considerada
como a envolvente das ondas esféricas geradas pelas fontes pontuais contidas na
frente de onda primaria; este € o principio de Huygens.

O primeiro artigo do MEC foi publicado no Brasil na década de 70, ver
Telles, Mansur, Halbritter (1978). Em 1983, Mansur (MANSUR,1983) desenvolveu
uma formulacao para o problema de propagacéo de ondas bidimensionais, utilizando
a solucdo fundamental dependente do tempo. Esta formulacdo pode ser
denominada MEC-DT, com DT significando Dominio do Tempo (COSTA, 2013).

Para superar o alto custo computacional exigido para calcular as integrais de
convolucdo no tempo que aparecem nas equacdes integrais da formulagédo, foram
propostos trabalhos baseados no truncamento da integral: (DEMIREL; WANG,
1987), (MANSUR; SILVA, 1992), (SOARES-JR; MANSUR, 2004), (CARRER;
MANSUR, 20086).

De maneira alternativa, ao invés de utilizar a formulacdo MEC-DT, pode-se
usar uma solucédo fundamental do problema estéatico. A equacéao integral basica do
MEC, neste caso, apresenta uma integral de dominio constituida pela solucéo
fundamental multiplicada pela derivada segunda em relacdo ao tempo do potencial.
Neste caso a formulacdo € chamada de MEC-D, (CARRER; MANSUR, 2004),
(HATZIGEORGIOU; BESKOS, 2002).

O processo de marcha no tempo desempenha, portanto, um papel
fundamental no sucesso da formulagdo. O método de Houbolt (HOUBOLT, 1950)

tem sido empregado com sucesso e sera adotado no presente trabalho.
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Em CARRER e COSTA (2015) o problema de propagacdo de ondas
escalares em meios homogéneos é resolvido com o emprego das duas formulagdes,

MEC-D E MEC-DT, possibilitando uma comparacéo entre os resultados.
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2 SOLUCAO DA EQUACAO DA ONDA

A formulacdo do MEC pode ser obtida, ou desenvolvida, a partir do método
dos residuos ponderados (BREBBIA, TELLES & WROBEL, 1984), (ZIENKIEWICZ &
MORGAN, 1983). Admitindo que uma solucdo aproximada da equacgao 1.5 gera
erros, ou residuos, tanto no dominio quanto no contorno do problema, a sentenca de
residuos ponderados pode ser escrita como: (note que, na expressao abaixo,
admite-se condicdo de contorno essencial em x=0 e condi¢cdo de contorno natural
em x=L; entretanto, uma expressao final geral independe das condi¢des de contorno

do problema)

Jy (S = 28 wdx+ (0= Do+ (3 = 2) Wy = 0 (2.1)

A funcdo de ponderacdo u* é conhecida como a solugdo fundamental do

problema de potencial, obtida através da seguinte equacao diferencial:

0%ux) _
—e = 0x—9 (2.2)

onde &6(x — §) é o delta de Dirac.

A funcdo u* = u*(§ x) representa, portanto, o efeito no ponto x, denominado
ponto campo, de um delta de Dirac aplicado em um ponto &, denotado ponto fonte.
Nota-se gque a solucao fundamental é independente do tempo, embora o problema

estudado apresente o tempo como variavel independente.
Integrando por partes duas vezes a integral com o mtegrando u , pode-se

escrever:

au*|L

fLazu *d *a_uL_
ax

X=u

L a%u*
03z ol +f u dx (2.3)

0 9x2

Substituindo (2.3) em (2.1) tem-se:

au*|L
0x

Lo%u du 0
-=J, at; uwdx + (u— )w|y= 0+(a—z——u)w|X L =0(2.4)

fOLaz udx + u* &
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As funcbes de ponderacdo w e w sao escolhidas convenientemente, de
~ N . . ~ ]
modo que ndo sejam introduzidas aproximagdes parauem x = 0 e para a—: emx = L.

Seguindo esse raciocinio, adota-se:

W= —— (2.5)
w=—u" (2.6)
Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4), obtém-se:
au” ~ Ou* « 00 L d%u utd
u(®) =uz- e Wl "Wt w oxly f 0 oz U (2.7)
Fazendo Z—l: =q a_u = q, e também levando em consideracdo que uma expressao

similar € obtida com outras condi¢Bes de contorno, como mencionado anteriormente,

a equacao (2.7) é reescrita como:

* * La *
u(®) = q"ulx=r — q"Ulx=o — QU*lxer, + QU lx=o + 5 f, S5 u"d (2.8)

A integral de dominio, cujo integrando € formado pelo produto do termo da
derivada de segunda ordem no tempo da variavel u com a solucao fundamental é
mantida na formulagéo. Por isso, a formulacdo é denominada MEC-D, onde a letra D
faz alusdo a essa integral de dominio. O emprego da solugdo fundamental
dependente do tempo gera equacdes que apresentam integrais de dominio restritas
somente a regido com condigdes iniciais ndo nulas [COSTA (2013);
MANSUR,(1983)].

Nos problemas em duas e em trés dimensdes as condi¢cbes de contorno

naturais envolvem a derivada de u na dire¢cdo da normal exterior ao dominio. Assim

sendo, as condic¢de
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Como L =2% nara x =L tem-se X =1 e, consequentemente, 2= = 2.

an ~ oxon P - on ’ 9 "on  9x
ox du du ~ . %

Para x = 0,5 =-1le T T A mesma observacao vale para a derivada de u* em

relacdo a n.

Assim, admitindo que, agora, q = 3—2 eqt =

, @ equacdo 2.8 é reescrita

dn
como:
* * * * 1 LaZ *
U(®) = Q" Ulyer, + q Ulymo = QU lxer, = QUlg=o + Sy S WA (2.9)
A solucéo fundamental tem a seguinte expressao:
* _ |x—&|
wEx) = = (2.10)
A partir de (2.10), pode-se encontrar a expressao para q*(§ x) =du*d¥
como segue:
1° caso: x = L.
du” 1, dx _ } « _ 1
Neste caso, x > ¢ e oo = 3 COmo — = 1, tem-se q* = >
2° caso: x = 0.
du” 1, dx _ « _ 1
Neste caso, x < ¢ e oo = — 3 como — = 1,q9" = >
Na forma matricial o problema é descrito da seguinte maneira:
H o {urcl+1} [GCC] c 1 [MCC MCd] {ﬁrclﬂ}
= += 2.11
[Hdc I] ug+1 Gdc {qn+1} c2 Mdc Mdd ﬁg+1 ( )

Os indices superiores representam a localizacdo dos pontos: ¢ representa 0s
nos do contorno e d representa 0s pontos internos. Nas sub-matrizes, o primeiro
indice superior corresponde a posi¢do do ponto fonte e o segundo, a posi¢cado do

ponto campo.
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Os indices inferiores referem-se ao tempo da analise. Os coeficientes das
sub-matrizes He¢, H¥, G, G4¢ si0 obtidos diretamente da equacéo (2.4).

Os coeficientes das sub-matrizes M, M, M, Md  s3o calculados
analiticamente.

Para o calculo da integral de dominio na equacdo (2.7) o dominio do

2

problema é dividido em subdominios, ou células, nas quais admite-se que a—t;‘ varia

linearmente. Para uma célula definida por x; < x < x;, pode-se escrever:

lo=[Juldi ldx (2.12)

Xj—X X—Xj

onde: i =-—ed;=— (2.13)

e: AX = xj — X;.

Para x > &, tem-se:

=210 () () (9w a0
ou:
PIE=5) (=) = (o a) (2.15)
com:
i = ——[x — 382 — 3xPx; + 2x + 6Ex;x; — 3Ex7] (2.16)
Q= ——[2x} — 38x? — 3xPx; + X} + 6Ex;x; — 3Ex7] (2.17)

Para x < § tem-se:
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= [1057) (%) () (G 2.18)

ou:

i ~XX+X2+EX—-§ i—X%—Ex;+E
o= (TS (B2 lax=[o o] (219)

com:

1
O =-—r [x} — 387 — 3x7x; + 2%} + 6Ex;x; — 38| (2.20)

1
Q=——- [2x} — 38x? — 3x7x; + %7 + 6&xx; — 3&7|  (2.21)

2.1 METODO HOUBOLT

As aproximacgdes para a aceleracdo podem ser feitas pelo método de Houbolt
nas formulacées do Método dos Elementos de Contorno. O método de HOUBOLT
(1950), € obtido por derivacdo dos polinbmios cubicos de Lagrange e tem sido
utilizado em formulagbes MEC-D com bastante sucesso (CARRER & MANSUR,
2004).

As aproximacdes para a velocidade e para a aceleracdo sdo dadas,

respectivamente, por:

. 1
Unyp = T— (11up4q — 18u, +9uy 1 + 2u,_5) (2.22)

. 1
Upt1 = F(zun+1 - 5un + 4’un—l - un—Z) (223)

Substituindo a equacado (2.23) na equacao (2.21), o sistema de equacOes

pode ser escrito da seguinte maneira:
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(cAt)?H®® — 2M°C —2M¢d ub,, _ [(eaty?*Gee o)t
(cAt)?HIc — 2M9c  cAt)?l— 2M99| |ud,, (cAt)2Gde[ n*t

1 [Mee Mcd] {—Suﬁ +4up_ — uﬁ_z}

1 2.24
(M M -5ud + 4ud_; —ud_, (2.24)

A partir da equacdo (2.24), nota-se que o sistema de equagOes final
apresenta como incognitas os valores de g, em [, de up,, em I;e de ud,, emQ.
O ultimo termo a direita na equacéao (2.24) contribui apenas para a formacéao

do vetor independente.

2.2 PARAMETRIZACAO DO MEC-D

A escolha do intervalo de tempo At, de acordo com MANSUR (1983),
desempenha um papel muito importante em problemas transientes. Um parametro
adimensional semelhante ao apresentado por MANSUR (1983) foi definido para a
escolha do intervalo de tempo e se relaciona com a velocidade de onda e com
tamanho AL da menor célula de acordo com a expressao abaixo:

=22 (2.25)

Para a formulacdo MEC-D, um valor recomendado para ffoi definido
empiricamente, para os problemas unidimensionais tratados aqui; este valor é: § =

0,32 . Outra recomendacéao basica para o problema estudado requer que:

cAt < AL (2.26)
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2.3 SUBREGIOES

A seguir sera descrita a técnica de subregifes utilizada para analise
envolvendo dominios constituidos por diferentes materiais. Basicamente, nos nos
que separam diferentes subregifes, condi¢cdes de equilibrio e de compatibilidade
devem ser atendidas (SANTIAGO, 1987). Para a condicdo de equilibrio, supondo

gue o0 n6é comum € 0 m-ésimo, pode-se escrever:

qm = —qm (2.27)

O superindice E designa a regido a esquerda e o superindice D a regido a direita do
né m. A condigcdo de compatibilidade escreve-se como:

uk, =ub (2.28)

Assim, para exemplificar, considere-se o problema de uma barra constituida
por dois materiais, caracterizados por c; e c, e sujeita, por exemplo, as condicdes de
contorno ujy—o = 0 e q|x=1, = §. A primeira regido (com c = c,) foi discretizada com o

emprego de n, células; a segunda, com o emprego de n, células (ver FIGURA 3.1).

(ny+2) (ny+3)
@ } 1 1 } o0 } 1 } @
1 3 4 (n+1) 2 (n+4) ... (ny+n,+2)

FIGURA 2.1: Dominio com duas subregifes:

Nota-se, a partir da FIGURA 2.1, que os nds do contorno da primeira subregido sao
0s nos de numeros 1 e 2. Com o emprego de n; células, o ultimo ponto interno é o
de namero (n,; + 1). Para a segunda subregido, os nés de contorno sao os nés (n; +
2) e (n; + 3); com emprego n, células, o ultimo ponto interno contém é o de dominio
(n; + n, +2) .Se forem utilizadas mais subregibes, a numeracado seguiria uma
sequéncia similar a apresentada na FIGURA 2.1. A solucdo de problemas com trés

ou mais subregides segue procedimento analogo.
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Para o caso de subregibes, considere-se a maior velocidade de propagacao
c,, considere-se c,_; como a segunda maior velocidade de propagacdo e assim

sucessivamente. Logo, pela equacéo 2.26:

1At < At < -1 At < c At < AL (2.29)
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3 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos, com o objetivo de validar
a formulagdo MEC-D. Adotou-se uma discretizagcdo temporal conforme a equacéo
2.25.

Alguns resultados do MEC-D para o caso homogéneo podem ser
comparados com as solucdes analiticas; veja-se, por exemplo, o livro texto de
Stephenson (STEPHENSON, 1970).

Para os casos heterogéneos, os resultados sdo comparados com os obtidos
com o Método das Diferencas Finitas, no qual se utiliza uma discretizacdo de 300

pontos no dominio.

3.1 BARRA HOMOGENEA

Embora a barra seja homogénea, isto é, constituida por um Unico material e
apresentando, consequientemente, uma Unica velocidade de propagacdo, pode-se

utilizar as técnicas de sub-regides para calcular g nos pontos internos selecionados.

Inicialmente, considerou-se uma barra de comprimento L = 2, discretizada
com o emprego de 32 células; consequentemente, AL = 32—2 e At =0,01. Adotam-se

condicBes de contorno dadas pelas equactes 3.1 e 3.2 a sequir:

u(0,t) = 0 (3.1)

q(lL,y) =1 (3.2)

e com as condic¢des iniciais nulas, isto é;

u(x,0) =0 (3.3)
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u(x,0) =v(x,0)=0 (3.4)
Esse problema sera referido como problema 1.

A variacdo dos deslocamentos no ponto u(L) ao longo do tempo esta

apresentado na FIGURA 3.1. Os resultados correspondentes a q(0) estao
apresentados na FIGURA 3.2 e os resultados correspondentes a q(%) estédo

apresentados na FIGURA 3.3.

A solucéo analitica para o problema é dada por:

(-nn (2n—-1)Tct (2n-1)TX:
an_nz 0S [—] sen[T] (3.5)

8L
u(x,t) =x+ ;Z;’f’zl
~ - d
Para a solugdo analitica correspondente a ﬁ em x=0 basta calcular a

derivada da equacéao (3.5) como segue:

_du_dudx
9=~ dxdn

(-)n [(Zn—l)nct

(0,0 = ~(1+ 2 ER1 s ) (3.6)



| MEC-D
solugdo analitica

¢ =
3 4
2
|

t -
0

| ' 1 v 1 s |

0 10 20 30

tempo
FIGURA 3.1: Problema 1:deslocamentos no ponto x=L.
solucdo analitica

0.5 - m MEC-D

25 . r ’ . . . : . : . . )

tempo

FIGURA 3.2: Problema 1: % em x=0.
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solucéo analitica

= MEC-D
2,0 4 H H
1,5
1,0 4 ?—1 H H
U L

0,5 ]
ol 4

T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

tempo

FIGURA 3.3: Problema 1: resultados para du/dn em x=L/2.

Os resultados correspondentes a g(0) e a q(L/2) apresentam
descontinuidades, isto é, saltos, que sdo razoavelmente bem reproduzidas pela
formulacdo MEC-D. Os resultados apresentam boa concordancia com a solugéo
analitica. Pode-se observar que, apesar da discretizacdo utilizada possuir poucas
células no dominio, houve boa concordancia com a solucdo analitica. As condi¢cdes
de contorno sdo aplicadas nos ndés 1 e 19 da barra. A primeira sub-regido é
composta pelos nés 1,2,3......17 a segunda pelos n6s 18,19,20...... .Os noés de
interface entre as sub-regides sdo: 2 e 18 que ligam a primeira e segunda sub-

regides.

Seguindo o mesmo raciocinio, foram estudados mais dois casos: 0 primeiro
apresenta a barra com um campo de velocidade inicial e o segundo, a barra com um

campo de deslocamento inicial.
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Para a barra homogénea com velocidade inicial prescrita as condi¢cdes de

contorno sao:

u(0,t) = 0 (3.7)

qL,t)=0 (3.8)

As condic¢des iniciais, agora, sao dadas por:

u(x,0) =0 (3.9)

v(ix,0) =1 (3.10)

Esse problema sera referido como problema 2.

A solucéo analitica para este caso € escrita abaixo:

8LV w0 1 (2n—-1)mct (2n—1)mcx
u(xt) :m_22n=1(2n—1)2 sen[ 2L ]sen[ 2L ] (3.11)

Sendo V a velocidade inicial prescrita. Os resultados para este exemplo
estdo representados pelas FIGURAS 3.4, 3.5 e 3.6.



25 +
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= MEC-D
solucdo analitica
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1,0 o

0,5

0,0
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FIGURA 3.4: Problema 2:deslocamentos em x=L.

f i
B
I
g
pi
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FIGURAS. 5: Problema 2: :—z em x=0.
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® MEC-D
solugdo analitica

15+

10

05

0D -

45 -

-1ﬂ_

tempo

FIGURA 3.6: Problema 2: resultados para du/dn em x=L/2.

No préximo exemplo, tem-se um campo de deslocamento inicial prescrito. As
condi¢cBes de contorno sdo as mesmas do exemplo anterior:

u(0,t) =0 (3.12)

q(L,t) =0 (3.13)
As condigdes iniciais agora sao:

u(x,0) = —x (3.14)

v(x,0) =0 (3.15)

Esse problema sera referido como problema 3. A solucdo analitica para o

problema é dada por:

8LU w0 -nn (2n—-1)Tct (2n-1)TX
u(x,t) = ?Zn:l(z(n—)mz cos[ n2L = ] sen[%] (3.16)
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Sendo U = uo(L). Os resultados correspondentes a u(L,t),q(0,t) e q(%,t) estédo

apresentados nas figuras 3.7, 3.8 e 3.9.

« MEC-D
MDF
2 .
1 4
> 97
-1 -
-2 4
T I I T T I T 1 T I
0 10 20 20 40 50 €0
tempo
FIGURA 3.7: Problema 3: deslocamentos em x=L.
solugédo analitica
159 « MEC-D
104 o iy 1-1 H L{ H
[ ] 4 '
I BT A
05 ; { : P g E
L . ] r ]
l * .‘ | . #
- 2L !
0,0 | ' 1 ! ! i
7 S0 ERE T !
p o . : ¥ 4 ¥
-0‘5_ . . ’ t . : : a
L ] . . '] . :
S P
LAl o '
'1,5 T T T T T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60

tempo

FIGURA 3.8: Problema 3: :—z em x=0.
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FIGURA 3.9: Problema 3: resultados para du/dn em x=L/2
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3.2 BARRA HETEROGENEA

Neste exemplo desconhece-se solucao analitica, pelo menos até onde é do
conhecimento do autor do trabalho. Portanto, os resultados obtidos sdo comparados
com os apresentados do MDF(uma descricdo sucinta d MDF foi incluida no

apéndice). As condi¢des de contorno adotadas foram:

u(0,t) =0 (3.18)

q(Lt) =1 (3.19)

Também foram consideradas os casos com condicbes de contorno e

condicdes iniciais dadas pelas equacdes (3.7)-(3.10) e (3.12)-(3.15).

3.2.1 Barra Heterogénea com Duas Sub-Regides

Este exemplo estd ilustrado esquematicamente pela FIGURA 3.10; ambas

as subregifes possuem comprimento unitario.

FIGURA (3.10): Barra com duas sub-regides: na primeira subregido (0 < x <L/2) c=2; na

segunda sub-regido (L/2 < x <L) c=1.

A discretizacdo adotada foi igual para os proximos exemplos: trinta células no
dominio para o MEC, sendo quinze para cada subregido, e trezentos pontos para o
MDF, sendo cento e cinquenta pontos para cada subregido. Adota-se t = 30 s como
tempo final, discretizado com trés mil passos de tempo no MDF; para o MEC, foi
utilizado o critério apresentado na secao 2 desta dissertacdo. Os deslocamentos nos

pontos médios de cada célula sdo apresentados na figura (3.11), na mesma



36

sequéncia apresentada anteriormente, com os deslocamentos na extremidade livre,

em x= 2.

45 -
4,0 -
3,5
3,0
25 -
2,0
1.5 -
1.0 -
0.5

0.0

-0.5

»  MEC-D(x=2.0)
= MEC-D(x=1.5)
» MEC-D(x=0.5)

— MDF(x=2.0)
— MDF(x=1.5)
— MDF(x=0.5)

5 10 15 20 25 20
tempo

FIGURA 3.11: Problema 1: deslocamentos dos pontos médios de cada subregido e da extremidade

livre da barra.

* MEC(x=05) =
MD F(x=0.5)

MEC(x=1.5) = MEC(x=2.0)
MD F(x=1.5) —— MD F(x=2.0)

tempo

FIGURA 3.12: Problema 2: deslocamentos dos pontos médios de cada subregido e da extremidade

livre da barra.
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= MEC(x=0.5)

MDF(x=1.5)

MEC(x=1.5)

MDF (x=2.0)

MEC(x=2.0)

tempo
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FIGURA 3.13: Problema 3: deslocamentos dos pontos médios de cada subregido e da extremidade

livre da barra.

Os gréficos para o ponto da interface sao representados a seqguir:

MEC
MDF

e

tempo

FIGURA 3.14: Problema 1:resultados para du/dn em x=L/2.
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FIGURA 3.15: Problema 2: resultados para du/dn em x=L/2.

| MEC
1 MD F
- L 'l il .;
- | :
’ \
n L
L]
. 4 :
1 i
= |_|. 0 J
i | N
I . I v I v I Y I L] I L) I L
1] S 10 15 20 25 30

tempo

FIGURA 3.16: Problema 3: resultados para du/dn em x=L/2.
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3.2.2 Barra Heterogénea com Trés Sub-Regides

Este exemplo esta ilustrado esquematicamente pela FIGURA 3.17. Todas

as subregides representadas possuem comprimento igual a um.

FIGURA 3.17: Barra com trés sub-regides: na primeira subregido (0 < x < L/3) ¢c=1; na

segunda sub-regido (L/3 < x < 2L/3) ¢c=2; . na segunda sub-regido (2L/3 < x <L) c=1.

Adotou-se a mesma discretizacao para todos os exemplos. Para o MEC foram
utilizadas dez células para cada sub-regido; para o MDF foram utilizados trezentos
pontos no dominio, igualmente espacados, o que resulta em cem pontos para cada

sub-regiao.

A andlise novamente foi efetuada até t=30s, com trés mil passos de tempo no

MDF; para o MEC, utiliza-se o critério apresentado na secédo 2 desta dissertacao.

Os graficos dos deslocamentos nos pontos médios de cada subregido estdo
apresentados na FIGURA 3.18, para o problema 1. Na FIGURA 3.19, estéo
apresentados os resultados correspondentes ao problema 2, enquanto que na

FIGURA 3.20 estédo apresentados os resultados correspondentes ao problema 3.

Observa-se uma boa concordancia entre os resultados provenientes do MEC

e 0s provenientes do MDF.



* MEC(x=0.5) —— MDF(x=0.5)
* MEC(x=1.5) —— MDF(x=1.5)
= MEC(x=25) —— MDF(x=2.5)

FIGURA 3.18: Problema 1: deslocamentos dos pontos médios de cada subregiéo.
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FIGURA 3.19: Problema 2: deslocamentos dos pontos médios de cada subregido.
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" MEC(x=2.5) —— MDF (x=2.5)
* MEC(x=1.5) - MDF (x=1.5)
= MEC(x=0.5) —— MDF (x=0.5)

FIGURA 3.20: Problema 3: deslocamentos dos pontos médios de cada subregido.
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A seguir, nas FIGURAS (3.12)-(3.14), sao apresentados resultados para
du/dn no no de interface entre a primeira e a segunda subregiéo.

25+

20

& MEC
MDF

a5

o -
L4
-
(=]
-
(4]
N
(=]
N
L]
o
o

tempo

FIGURA 3.21: Problema 1: resultados para du/dn em x=L/3.
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FIGURA 3.22: Problema 2: resultados para du/dn em x=L/3.
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FIGURA 3.23: Problema 3: resultados para du/dn em x=L/3.
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4 CONCLUSOES

O Método dos Elementos de Contorno possui uma base matematica bem
estabelecida e, para uma determinada classe de problemas, entre os quais 0
problema estudado nesta dissertacéo, torna-se a escolha mais adequada.

A principal contribuicdo deste trabalho foi aplicar o MEC-D para solucionar
problemas nos quais o dominio é constituido por materiais diferentes. A solugéo
empregou a técnica das sub-regibes e os resultados foram bastante satisfatérios.
Para problemas com dominios constituidos por um Unico material, 0 emprego das
sub-regides € interessante, pois permite calcular du/dn nos nés de interface.

Como trabalhos futuros podem ser mencionados o desenvolvimento de
formulagcées que empreguem solugdes fundamentais dependentes do tempo, tanto
para problemas unidimensionais quanto para problemas bidimensionais. Outro
estudo interessante diz respeito a escolha de esquemas de avanco no tempo
alternativos ao adotado neste trabalho. Aléem disso, um estudo relativo ao critério de

estabilidade, isto é, referente a escolha do intervalo de tempo também requer
atencao e poderia substituir o procedimento empirico adotado aqui.
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APENDICE

SOLUCAO DA EQUACAO DA ONDA PELO MDF

Utilizando diferencgas centrais para calcular as derivadas podemos expressar
a equacao (1.7) da seguinte maneira:

62_u_162u

o (1.7)
k k k
0%u _ Ujpq—2uiHui g (B.1)
ax?2 AxX? '
2%u _ uftl—2ukultt (B.2)
ot2 At? ’
k k k k+1 k k-1
ui+1—2ui +ui_1 — l ui —2ui +ui (B 3)

Ax2 c2 At?

At . ~ . . .
Chamando p = A—XC, temos e isolando uk*! a equacéo acima fica na seguinte

forma:

utt = (MZ)(U%(H) —2(1 — Wuf + pu, — (u%(_l) (B.5)
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Valores que ficam de fora do dominio, tanto no tempo quanto no espago, séo
determinadas utilizando as condigGes iniciais e as condigdes de contorno,
respectivamente.

Em problemas que apresentam meios constituidos por materiais diferentes a

7

equacado (B.5) é aplicada, nos nés de interface, considerando cada meio

separadamente; em seguida, é calculada a média aritmética dos valores de ui**.



