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Resumo

O fenomeno da dispersao de poluentes ao longo de rios, estuarios e reservas subterraneas é
um problema de interesse social, econémico e ambiental de extrema importancia. Este é um
exemplo de problema transiente que pode ser modelado pela equacao da difusao-advecgao
bidimensional. Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulacio para tal classe de equagoes
utilizando o Método dos Elementos de Contorno no Dominio do Tempo, denotado por MEC-
DT. As formulagoes MEC-DT empregam solugdes fundamentais dependentes do tempo.
Além de reduzir a dimensao do dominio do problema, como todas as formulagoes do Método
de Elementos de Contorno (MEC), a formulagio MEC-DT tem a vantagem de facilitar a
discretizagao. Por exemplo, em problemas onde a condic¢ao inicial é homogénea, apenas
o contorno necessita ser discretizado. Na presenca de condicao inicial nao homogénea,
o método requer a discretizacdo somente da parte do dominio referente a ocorréncia da
condicao inicial. Os resultados da formulacao MEC-DT foram validados em exemplos
com condigoes iniciais e de contorno apropriadas. Quando comparados com as respectivas
solucoes analiticas ou com outra solugao do MEC, o MEC-DT apresenta bastante acuracia.
Especificamente, a formulacado MEC-DT ¢ a tnica formulacao do MEC capaz de simular

um caso em que a condi¢ao inicial é representada por um Delta de Dirac.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno no Dominio do Tempo (MEC-DT).

Equacao da Difusao-Adveccgao. Dispersao de Poluentes.



Abstract

The dispersion of pollutant on rivers, estuaries or groundwater is an extremely important
problem concerning social, economic and environment aspects of everyday life. It is an ex-
ample of transient problem that can be modeled by the two-dimensional diffusion-advection
equation. This work presents a formulation for such a class of equations using Time-Domain
Boundary Element Method (TD-BEM). These formulations use time-dependent fundamen-
tal solutions. Moreover than reducing the dimension of the domain, as all other Boundary
Element Methods (BEM) does, the application of TD-BEM facilitates discretization. For
example, only the boundaries need to be discretized on problems with a homogeneous
initial condition. On the presence of a non-homogeneous initial condition, the domain
discretization is carried out only on the region with initial condition. The TD-BEM is
tested on examples with appropriated initial and boundary conditions. TD-BEM solutions
proved to be accurate when compared to the respective analytic solution or with other
BEM solution. Moreover, the TD-BEM is the only BEM formulation that can simulate a

case with a Delta-Dirac as initial condition.

Keywords: Time-Domain Boundary Element Method (TD-BEM). Diffusion-Advection

Equation. Pollutant Dispersion.
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1 INTRODUCAO

Os fendmenos da natureza sao regidos por leis fundamentais da fisica, as quais,
quando aplicadas a meios continuos, sdo descritas por equagoes diferenciais, que dependendo
do fendmeno em questao podem assumir inimeras formas. Devido a complexidade das
equacoes diferenciais, da geometria do meio continuo e das suas condigoes iniciais e de

contorno, geralmente nao sao encontradas solugoes exatas para o problema.

Com o avanco da tecnologia, em especial dos computadores, a solu¢ao de equagoes
diferenciais por meio de métodos numéricos tem sido intensamente aplicada, principalmente
pela agilidade no processamento dos resultados. Nestes métodos numéricos, o dominio
continuo é substituido por um dominio discretizado e assim as coordenadas espaciais
e temporais sao substituidas por pontos através de técnicas matematicas, as quais sao

caracteristicas inerentes de cada método.

1.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

Rios, estuarios e reservas subterraneas sempre foram alvos de lancamentos de
residuos produzidos pela atividade humana, seja por fontes domésticas, seja por efluentes
industriais ou agricolas. Ao longo dos anos, o aumento descontrolado da produgao industrial,
acompanhado pelo crescimento desenfreado da populagao urbana, conduziu a graves
problemas de polui¢do da dgua em muitos rios, transformando alguns deles em esgotos a
céu aberto. No entanto, em muitos paises, onde foram instituidas rigorosas leis de protecao
da qualidade da agua, entre os anos de 1960 e 1980, esta situacao foi atenuada. Apesar
disso, as condig¢oes indesejaveis de qualidade da agua podem persistir, sendo necessarias
ainda muitas melhorias (CZERNUSZENKO; ROWINSKI, 2005).

A Figura 1 é uma fotografia, registrada em maio de 2015, do rio Tieté em Pirapora
do Bom Jesus, cidade turistica do interior do estado de Sao Paulo. A concentracao de
poluentes nas aguas do rio produziu uma espuma branca, que levada pelo vento, atingiu
casas, manchando roupas, paredes e a pintura de veiculos. Além disso, o mau cheiro,
provocado por uma espécie de gés liberado pela espuma, incomodou muito os moradores
e afugentou os turistas. Isso é o resultado dos constantes depositos de lixo e de esgoto
lancados em um trecho do rio que, chegando préximo as comportas da barragem da Usina
Hidrelétrica de Pirapora, formaram espumas pela movimentacao das dguas (OTEMPO,
2015).

Sabe-se que a mé qualidade da agua é o resultado de diversos processos fisicos,

quimicos e biologicos que ocorrem devido as miltiplas descargas de dejetos em determinadas
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partes do rio. Uma boa compreensao e descricao desses processos, geralmente vinculados a
modelos matematicos, é necessaria para que autoridades responsaveis possam desenvolver
solucoes apropriadas e estratégias de controle que atendam as leis de protecao da qualidade
da 4dgua. Por exemplo, no caso de recursos hidricos, é imprescindivel monitorar os sistemas
para entender como atuam os agentes que provocam a degradacao deste sistema e, com
isso, desenvolver uma melhor gestdo para minimizar os impactos causados (CUNHA et
al., 2006). O langamento de dejetos em recursos hidricos deve ser controlado, pois a
concentracao de substancias prejudiciais a satide deve ser inferior ao limite estabelecido

pelos 6rgaos ambientais para que este recurso possa ser utilizado (OLIVEIRA, 2015).

FIGURA 1 — Rio Tieté em Pirapora do Bom Jesus/SP.

Os modelos matematicos que descrevem a dispersao da polui¢ao em rios, estuarios
e reservas subterraneas geralmente sao formados por uma ou mais equagoes diferenciais
que descrevem a evolugao no espago-tempo de processos fisicos, quimicos e bioldgicos do
sistema analisado. A Equagao da Difusdo-Advecgao é um modelo matematico que simula
o transporte de substancias em meios liquidos. Trata-se de uma equacao parabdlica em
derivadas parciais, que descreve o fendmeno fisico onde particulas sdo transferidas dentro
de um sistema devido a dois processos: a difusdo e a advecgao (ou convecgdo), tendo como

base as leis da conservacao da massa e da quantidade de movimento.

Obter solugoes exatas (ou analiticas) para a Equagao da Difusdo-Adveccao, em

geral, é complicado devido ao grande niimero de parametros presentes na equacao e
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das condicoes de contorno do caso analisado. Além disso, quando encontradas, estas
solucoes analiticas possuem a desvantagem de serem aplicaveis apenas em problemas cuja
geometria e condigoes de contorno sdo simples (MALISKA, 1995). Assim, por se tratar de
um importante problema ambiental, a busca por solu¢coes numéricas que resolvam este

problema tem sido bastante estimulada nos tltimos anos.

As primeiras formulagoes numéricas desenvolvidas para equacionar e solucionar este
tipo de problema foram obtidas através do Método das Diferengas Finitas (MDF) (ATAIE-
ASHTTANTI; HOSSEINI, 2005; PRIETO; MUNOZ; CORVINOS, 2011). Posteriormente, o
Método dos Volumes Finitos (MVF) surgiu como uma poderosa ferramenta (MALISKA,
1995). A partir de 1970 o Método dos Elementos Finitos (MEF) passou a ser utilizado na
maioria das formulagoes, pela sua capacidade de trabalhar com malhas em dominios com
geometrias complexas (DHAWAN; KAPOOR; KUMAR, 2012).

Um método que tem chamado a atencao de muitos pesquisadores ao longo dos
ultimos anos, principalmente pela sua eficacia e acuracia nos resultados, é o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) (BREBBIA, 1978; BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984).
O MEC é empregado na solucao de diversos problemas complexos de engenharia, pois
trata-se de uma técnica numérica que consiste em transformar a equacao diferencial que
descreve o problema analisado em uma equagao integral de contorno, resultando na redugao

da dimensao do problema.

1.2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Nos tltimos anos, o MEC emergiu como uma ferramenta poderosa para solucionar
problemas complexos de engenharia. Trata-se de um método numérico que transforma a
equacao de dominio do problema em uma integral que relaciona valores do contorno. Em
seguida, a integral de contorno ¢é resolvida numericamente a partir da discretizacao do
contorno em segmentos (para o caso bidimensional) chamados de elementos de contorno

que sao conectados por pontos ou nds, como na Figura 2.

Condigoes de contorno sao impostas em cada elemento e fungoes de interpolacao
sao utilizadas para aproximar os valores das variaveis no contorno. Uma vez que as integrais
em cada elemento sao resolvidas, obtém-se um sistema de equagoes algébricas, cuja solucao
fornece os valores das incégnitas no contorno. As incégnitas no dominio (ou nos pontos

internos) sao obtidas apds o célculo dos valores no contorno, pela aplicagdo direta da
expressao geral da formulacao do MEC (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984).

A principal vantagem em trabalhar com o MEC é que ele ndo requer a discretizacao
do dominio em problemas homogéneos, consequentemente, a dimensao do problema é

reduzida. Assim, em problemas bidimensionais, apenas o contorno unidimensional do
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dominio necessita ser discretizado, enquanto que em problemas tridimensionais, apenas a
superficie bidimensional do contorno é discretizada (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989).

Dominio

FIGURA 2 - Discretiza¢do em elementos de contorno (caso bidimensional).

Comparado a outros métodos como, por exemplo, o MDF ou o MEF, isso resulta em
uma redugao do esforco de modelagem computacional e em um sistema menor de equagoes
algébricas. Outra vantagem em relagdo ao MDF e ao MEF ¢é que, para determinadas

classes de problemas, onde o dominio é infinito ou semi-infinito, a acuracia nos resultados

¢ maior (ALIABADI, 2002).

Intimeras sao as técnicas matematicas utilizadas a fim de transformar a equacao
diferencial em uma integral de contorno, porém, nos tltimos anos, a formulacao do MEC
tem sido desenvolvida a partir de uma sentenca do Método dos Residuos Ponderados
(ZIENKIEWICZ; MORGAN; 1983). Neste método a solugao da equagao é aproximada por
expressoes em séries de fungoes conhecidas, com coeficientes o, a determinar, as chamadas

funcoes de forma ¢,,, tal como:

ﬂ:Zangbn, (1)

onde @ é uma solucao aproximada. A substituicdo de @ no problema original resulta em
uma funcao erro ou funcao residuo R. Com o intuito de anular a média ponderada do

residuo no dominio €2 do problema, faz-se:

/ w, RAQ = 0, (2)
Q

onde w,, sdo as fungdes de ponderacao, cuja escolha resulta em diferentes métodos numéricos
(FINLAYSON, 1972). Uma das grandes vantagens deste método e, por conseguinte, a
razao de sua grande aceitacao, vem do fato de que para obtencao da formulagdo numérica,

pode-se deduzi-la diretamente a partir da equacao que define o fendmeno fisico em estudo.
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No caso do MEC, a funcao de ponderacao é substituida pela Solucao Fundamental
do operador diferencial do problema analisado (BREBBIA, 1978). Isto é, se a equagao

diferencial é dada por:

Lf(X) = g(X), (3)

onde f(X) e g(X) sdo fungoes definidas em todo o dominio do problema, £ é um operador
diferencial e X um ponto qualquer do dominio, a solu¢ao pode ser calculada por meio de

uma Fungao de Green G(X,¢), que é solugao da equagao:

LG(X,§) = 0(X = &) (4)

A Funcao de Green G(X, &) representa o efeito em um ponto campo X de uma

fonte que age em um ponto escolhido &, tais fontes sao representadas pelo delta de Dirac:

5(X =€)

Na auséncia de condigoes de contorno, G(X, &) é chamada de Solugdo Fundamen-
tal (OLIVEIRA, 2015). Sendo assim, cada problema possui uma solugao fundamental
correspondente (POLYANIN, 2002).

Entre os desafios encontrados para se implementar as formulagoes do MEC, merece
ser destacada a resolucdo de integrais singulares ou impréprias, provenientes da solucao
fundamental utilizada. A busca de solugoes fundamentais para problemas complexos de

engenharia também é um desafio do MEC.

1.3 PRINCIPAIS APLICACOES DO MEC

Estudos recentes mostram o MEC como uma ferramenta eficaz na resolucao de
problemas complexos de fisica e de engenharia. Sao inimeras as areas de abrangéncia,
entre elas podem ser citadas: dindmica de estruturas (BESKOS, 2003), dindmica dos
fluidos e actstica (WROBEL, 2002), elastodindmica (SOARES-JR; MANSUR, 2004), etc.

As formulagées do MEC para problemas dindmicos que envolvem integrais de
dominio podem ser classificadas em: (i) MEC-D (com D significando dominio), (ii) MEC-
DR (com DR significando dupla reciprocidade) e (iii) MEC-DT (com DT significando

dominio do tempo).

As formulagoes MEC-D e MEC-DR tém uma origem comum: ambas empregam a

solucao fundamental correspondente ao problema estacionéario. Se a integral de dominio é
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mantida na equagao integral, surge entao a formulacaio MEC-D. Mas, se a transformacao
da integral de dominio em integrais de contorno é feita por meio de fungoes de interpolacao
especificas, é gerada a formulacaio MEC-DR. Tanto na formulacao MEC-D quanto na
formulagdo MEC-DR, geralmente o integrando ¢é constituido pela solucao fundamental
multiplicada pela derivada primeira em relacao ao tempo da variavel do problema. Além
disso, ambas as formulagoes requerem a discretizacao de todo o dominio do problema.

Nestas formulagoes, a escolha de um regime de marcha no tempo também se torna
necessaria (CARRER; CUNHA; COSTA, 2015).

Intimeras sao as aplicagoes que utilizam a formulacado MEC-D. Entre elas estao:
andlises elastoplasticas (HATZIGEORGIOU; BESKOS, 2002), andlises elastodindmicas
(CARRER; MANSUR, 2004) e problemas de difusao de calor (VANZUIT, 2007; CARRER
et al., 2012; PETTRES, 2014). Para o problema difusivo-advectivo, em Tkeuchi e Onishi
(1983) sao encontradas duas formulagoes MEC-D. A primeira, denominada pelos autores de
Direta, utiliza a solugdo fundamental do operador difusivo-advectivo. A segunda, chamada
de Iterativa, adota a solu¢ao fundamental de Laplace. J4 em Pettres (2014) adotou-se
a solucao fundamental para o operador adjunto Laplaciano e diferentes valores para a
velocidade advectiva foram testados em um caso de escoamento laminar. Em Oliveira
(2015) encontra-se a formulagdo MEC-D para o caso bidimensional da Equacio da Difusao-
Advecgao, a qual utiliza uma solucao fundamental que corresponde ao regime estacionario.
A solucao fundamental é uma fungao de Bessel modificada de segundo tipo e de ordem zero.
Neste mesmo trabalho também ¢é sugerida uma formulagao onde o campo de velocidades

advectivas é variavel no espaco.

As formulacoes MEC-DR também compreendem diversos casos, vide Partridge,
Brebbia e Wrobel (1992). Além das andlises elastoplasticas (KONTONI; BESKOS, 1993),
elastodindmicas (AGNANTIARIS; POLYZOS; BESKOS, 1996), dindmica de estruturas
(AGNANTIARIS; POLYZOS; BESKOS, 1998) e de difusao do calor (OCHIAI, 2001;
TANAKA; KUROKAWA; MATSUMOTO, 2008; GUO et al., 2013), na literatura sao
encontrados alguns trabalhos difusivo-advectivos. Em Singh e Tanaka (2003), por exemplo,

as chamadas Fungoes de Base Radial foram adotadas como fungoes de interpolacao.

Em relacao ao processo de marcha no tempo, ¢ importante observar que o Método
de Houbolt (HOUBOLT, 1950) tem sido empregado com sucesso nas formulagoes MEC-D
e MEC-DR, principalmente em problemas de propagacao de onda, nos quais o integrando
das integrais de dominio contém uma derivada de ordem dois em relagao ao tempo da
variavel de interesse. O Método de Houbolt é obtido a partir dos polinémios ctibicos de
Lagrange e de suas derivadas em relagao ao tempo, que fornecem as aproximagoes para as

derivadas de ordem um e de ordem dois.

Entre muitos processos de marcha no tempo apresentados pelo MEF, o Método de
Newmark também é bem empregado no MEC (NEWMARK, 1959). Quando comparado
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ao método de Houbolt, o Método de Newmark produz um melhor controle da estabilidade

das integrais do MEC, de acordo com os parametros presentes no desenvolvimento do

método (COOK; MALKUS; PLESHA, 1989; BATHE, 1996).

As formulagoes MEC-DT empregam solugoes fundamentais dependentes do tempo.
Consequentemente, a solucao de problemas com a condigao inicial homogénea requer
apenas a discretizagao no contorno, enquanto que a presenca de condicao inicial nao
homogénea requer a discretizacao, realizada com o emprego de células, somente da parte

do dominio onde ela ocorre.

Uma das primeiras formulagoes completas do MEC-DT surgiu em 1983, resultado
do desenvolvimento da formulacao do MEC para o problema de propagacao de ondas
bidimensionais. Nesta formulagao, aproveitando as propriedades da Solu¢ao Fundamental
Dependente do Tempo da Equacao da Onda, o autor empregou a propriedade da translagao
temporal para efetuar a integracao no tempo e ainda mostrou que a adogao de passos
de tempo pequenos poderia causar instabilidade, enquanto que passos de tempo muito
grandes poderiam introduzir erros pela violacao da condi¢ao de causalidade (MANSUR,
1983).

A formulacao MEC-DT, do ponto de vista matematico, é muito elegante e eficaz,
uma vez que produz resultados bastante precisos. A tnica critica a formulagao MEC-DT é
o seu alto custo computacional, decorrente de duas fontes: (i) do calculo das integrais de
convolugao no tempo; e (ii) da formagao de novas matrizes a cada passo de tempo. Estas
integrais e matrizes aparecem na formulagao devido a solug¢ao fundamental empregada.
No entanto, sempre é possivel truncar o processo de convolugao no tempo, fazendo com
que o custo computacional seja aceitavel. Entre os trabalhos baseados no truncamento
da integral, podem ser citados: Demirel e Wang (1987), Mansur e Silva (1992), Carrer e
Mansur (2006).

Além dos problemas dinamicos de propagagao de ondas (MANSUR; BREBBIA,
1982; DOMINGUEZ, 1994; CARRER; MANSUR, 1996; CARRER; MANSUR, 2002;
RODRIGUES, 2012; CARRER; COSTA, 2014), as formulagbes MEC-DT aparecem na
analise de problemas difusivos (WROBEL, 1981; YOUNG et al., 2004; AZIS; CLEMENTS,
2008; ABREU, 2013), e alguns problemas de difusao-advecgao. Por exemplo, em Brebbia e
Skerget (1984), além dos autores utilizarem a solu¢ao fundamental do estado estacionario,

eles também utilizaram uma Solugdo Fundamental Dependente do Tempo.

Outros trabalhos interessantes, ainda no ambito de problemas difusivo-advectivos,
sao encontrados na literatura. Por exemplo, em Taigbenu e Liggett (1986) é apresentado
uma formulagao de integral de contorno baseada na segunda identidade de Green. Neste
trabalho, exemplos classicos unidimensionais e bidimensionais sao testados. J& em Boztosun
e Charafi (2002) é apresentado um método baseado em Fungoes de Base Radial, os

resultados sdo comparados com o MEC-DR, o MDF e com a solugao analitica.
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Em Singh e Tanaka (2000), os autores adotaram uma formulagao do MEC base-
ada na transformacgao exponencial variavel para problemas de difusao-advecgao estaveis,
convertendo a Equagao da Difusdo-Adveccao na equacao de Helmholtz modificada. Ja
em Young, Wang e Eldho (2000) é apresentada uma combinagao do MEC com o Método

Euleriano-Lagrangeano.

1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma formulagdao computacional baseada
no MEC para resolver a Equacao da Difusao-Adveccao Bidimensional. Para isso, serd
utilizado uma Soluc¢ao Fundamental Dependente do Tempo, esta formulacao é denominada
de MEC-DT.

Exemplos cléssicos de problemas bidimensionais transientes serdo analisados com
o objetivo de validar a formulagdio MEC-DT para a Equacao da Difusao-Advecgao. A fim
de expandir o leque de aplicagoes, sera analisado um problema especifico, que somente a
formulagao MEC-DT ¢é capaz de resolver, onde utiliza-se como condi¢ao inicial um delta

de Dirac, representando uma carga pontual concentrada de poluentes.

Além da contribuicao cientifica, a formulagao MEC-DT apresentada neste trabalho
poderd se apresentar como uma ferramenta eficaz para o desenvolvimento de solugoes
apropriadas e estratégias de monitoramento e controle que atendam as leis de protecao da

qualidade das aguas.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O Capitulo 2 apresenta uma deducao detalhada da Equacao da Difusao-Adveccao
a partir das leis da conservacao da massa e da quantidade de movimento, mostrando as
principais caracteristicas desta equacao e algumas solu¢oes analiticas unidimensionais

encontradas na literatura.

O Capitulo 3 apresenta o desenvolvimento da formulacao MEC-DT aplicada
a Equacao da Difusao-Advecgao bidimensional. Nesse capitulo é utilizada a Solucao

Fundamental Dependente do Tempo e a expressao geral do MEC-DT ¢é obtida.

O Capitulo 4 mostra quatro exemplos de dominios distintos, onde sao testadas
diferentes condicoes iniciais e de contorno. Os resultados obtidos sao comparados com as
solugoes analiticas correspondentes em cada caso e na auséncia destas, com outra formulagao
do MEC ja validada anteriormente, a formulaggo MEC-D. Verificada a potencialidade da
formulagao MEC-DT e a fim de ampliar a gama de aplica¢oes, nesse capitulo ainda sera
analisado um quinto exemplo, onde uma carga pontual concentrada, representada por um

delta de Dirac, ¢ lancada no interior de um dominio quadrado.
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No Capitulo 5 sao feitas as consideragoes finais acerca da formulacao MEC-DT e
sao sugeridos possiveis trabalhos futuros que contribuam ainda mais com a comunidade

cientifica.
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2 EQUACAO DA DIFUSAO-ADVECCAO

A dispersao de poluentes em um curso d’agua passa por duas importantes fases
no transporte de matéria: a primeira é a Adveccao, que é o movimento das particulas
devido ao fluxo do fluido, onde as particulas sao carregadas pelo préprio movimento do
escoamento; a segunda é a Difusao, que é o movimento de particulas devido a diferenca
do gradiente de concentragao molecular. A combinacdo dessas duas fases é governada
pela Equagao da Difusdo-Adveccao (CHAPRA, 1997). As préximas sec¢oes tratam da
deducao desta equacao, suas principais caracteristicas e as solugoes analiticas encontradas

na literatura.

2.1 A DEDUCAO DA EQUACAO DA DIFUSAO-ADVECCAO

Em sistemas lineares, modelos matematicos que descrevem fenomenos fisicos
podem empregar o Principio da Superposicao. Fisicamente, isto significa que, para um
modelo que apresente varios processos, eles podem ser somados, pois as grandezas que 0s
compoem sao linearmente independentes, de forma que, um processo nao interferira no

outro.

Na literatura sdo encontradas varias maneiras de se chegar a Equacao da Difusao-
Advecgao; vide, por exemplo, Souza (2012), onde o autor apresenta um enfoque minu-
ciosamente matematico. Aqui, além deste trabalho, serd tomado como base o que foi

apresentado em Socolofsky e Jirka (2002), cujo enfoque é um pouco mais simples.

Dado um elemento diferencial de volume, considere-se que existe um fluxo difusivo
Jg ou, mais especificamente, que a substancia migra de onde ela estd mais concentrada
para onde estd menos concentrada. Dado um ponto qualquer neste elemento diferencial,
em um instante At, o fluxo difusivo aponta para a regiao de decrescimento mais rapido de
concentracao C', a qual é oposta ao gradiente de C'. Este principio é conhecido como Lei

de Fick e é dado por:

dcC
Jo=—Dx - (5)

onde X = (z,y, z) é o vetor espacial e Dx = (D,, D,, D,) é o vetor coeficiente de difusao.
Considerando também que existe um fluxo advectivo J,, isto é, que ha movimento da

substancia devido ao fluxo do fluido, ele é dado por:
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J, = iC, (6)

onde @ = (U, V, W) é o vetor velocidade do fluxo. Se considerarmos apenas a diregao x, o

fluxo total serd dado por:

oC
—UC —D,—.
J,=UC — D, o (7)

A unidade de fluxo (Jg, J, e J,) aqui representada é [m%s} ede D, é {m;}, portanto, a
unidade de C' é [%} O fluxo total na direcdo x é mostrado para um elemento diferencial
de volume, como na Figura 3, onde o prefixo in se refere ao fluxo que entra e out ao fluxo

que sai.

e Jx,out

-y on oX |

—
u

FIGURA 3 — Fluxo total na direcdo  em um elemento diferencial de volume.

Seguindo a notacao de Fischer et al. (1979), a partir da Lei da Conservagao da Massa,

tem-se que:

oC . :
E = Z Mip — Zmouta (8>

onde m;, ¢ a taxa de massa que entra no elemento e 7, ¢ a taxa de massa que sai. Logo,

para a direcao z:

oC

dml, = (UC - Dx> dyoz. 9)

2

ox ox

dydz — (UC — DmaC>
1
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Utilizando-se uma expansao linear em série de Taylor para combinar os termos de fluxo

advectivo, tem-se:

UC|, — UC, = UC|, — (UO|1 4 ovo) 5x> _ UG s o
or |, ox
Utilizando uma expansao para o fluxo difusivo, obtém-se:
oC oC oC oC 0 oC 02C
—D,— D,—| =—D,— D,— — | D,— =D,——dx. (11
x8x1+ x8x2 xalerl ’L‘axfax( x8x>15$] xaxQ&E( )
Entao, para a direcao x, tem-se:
2
dml, = —a(Uc)éa:&yéz + Dxa—céxéyéz. (12)
x Ox?

As diregoes y e z sao similares a diregdo x, com V e W sendo as outras componentes da

velocidade do fluxo; logo, tem-se que:

: o(Vae) 92C
dm|, = — o oyoxdz + Dya—yQ(syéxdz, (13)
2
dml, = _8(WC’) 0z0xdy + ngaféz&céy. (14)
z

Substituindo estes resultados em (8) e sabendo que M = Cdzdydz, obtém-se:

%f + V- (i@C) = DV*C, (15)

ou, em notacao de Einstein:

oC  ouC 9*C
7 -D 1
ot + ox; ox?’ (16)

(2

que é chamada de Equacao da Difusao-Adveccao. Esta equacao supoe implicitamente que
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D =D, =D, =D, é constante. Quando D ¢é variavel, o lado direito da equagao (16)

toma a seguinte forma:

az (D ao) | (17)

oz, \ Vo

Se a substancia em questao sofre algum tipo de degradacao, sabe-se da teoria das equacoes

diferenciais, que seu decaimento, de primeira ordem, é modelado pela equacao:

aC
- K 1
T C, (18)

onde K > 0 ¢é chamado de termo de decaimento. Este tipo de fendmeno pode ser interpre-
tado como um sumidouro e assim, pelo principio da superposi¢ao, a equagao (15) pode ser

escrita como:

aa(j + V- (@C) = DV*C — KC. (19)

que é conhecida como Equacao da Difusao-Adveccao Decaimento. Quando, além do
decaimento, outras fontes sdo adicionadas, por exemplo, uma substancia sendo despejada
) b b b

a equagao (19) toma a forma:

%(; +V-(@C) — DV*C + KC = I, (20)

2.2 O FLUIDO INCOMPRESSIVEL

Um fluido incompressivel é aquele cuja densidade py permanece constante com o
tempo. Neste caso, a equacao da conservagao de massa se reduz a equagao da continuidade,
ver Batchelor (1967):

Ulilizando a equacao (19) e expandido o termo advectivo V - (dC), tem-se:
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V- (@C) = (V- @)C + i - VC. (22)

Em virtude da equacao da continuidade (21), a Equagao da Difusdo-Advecgao (19), para

um fluido incompressivel, pode ser reescrita como:

%f +1i-VC = DV?C - KC, (23)

ou, em notacao de Einstein:

oC oC 0*C

A equagao (23) tem o formato da Equacao da Difusao-Adveccao que seréd utilizada no

desenvolimento da formulacao MEC-DT, assunto do proxmo capitulo.

2.3 O NUMERO DE PECLET

No estudo da Difusdo-Advec¢ao, o nimero de Péclet (PATANKAR, 1980) é um
nimero adimensional relevante para caracterizar a natureza do transporte. Nomeado em
honra ao fisico francés Jean Claude Eugene Péclet, expressa a razao entre a taxa de
adveccao de uma quantidade fisica e a taxa de difusdo desta mesma quantidade fisica. No

caso de transporte de massa, considerando a direcao de x, é dado como:

UAx
Pe = 25
e D ) ( )

onde Ax é uma distancia de referéncia, por exemplo, a distancia entre dois pontos
consecutivos do dominio do problema. Para as direcoes y e z, considerando que D = D, =

D, = D., o nimero de Péclet ¢ dado, respectivamente, por:

_VAy o pe WA (26)

P
‘=D D

No contexto de dispersao de massa na dindmica de fluidos, o nimero de Péclet é
equivalente ao produto do nimero de Reynolds (STOKES, 1851; REYNOLDS, 1883) e
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do ntimero de Schmidt (INCROPERA; DEWITT, 1990). Em engenharia, esta relacao é
muito utilizada, pois caracteriza a dominancia do fenémeno no transporte, isto é: para
Pe < 1, a difusdao é dominante; para Pe > 1, a adveccao é dominante; e para Pe = 1,

a difusdo e advecgao sao igualmente influentes, ndo sendo observada dominancia (QIU;
WROBEL; POWER, 1998).

2.4 AS CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNO

Em problemas Difusivos-Advectivos dois tipos de contornos devem ser considerados:

os contornos fechados e os contornos abertos.

Geralmente, os contornos fechados representam as margens do corpo d’agua
analisado e possibilitam pontos de entrada ou de saida de fluxo como, por exemplo, em

rios ou lagos, podem ser definidos como:

e
UuC = D™ =, (27)

onde o sub-indice n indica a dire¢do normal, J, é o fluxo normal prescrito e U, é a

componente normal da velocidade.

Os contornos abertos representam os limites do dominio na agua, tais como
entradas em baias, estuarios ou reservatorios. Nestes contornos, os fluxos difusivos sdo

desprezados; entao:

oC
D— =0. 28
o (28)
De maneira geral, as condi¢oes de contorno podem indicar que na fronteira do
problema a concentracao é mantida a um valor constante. Isto pode ocorrer, por exemplo,

via injecdo de uma vazao massiva de poluentes ou via um fluxo de calor constante.

Por sua vez, a condic¢ao inicial indica a concentracao de poluentes no dominio no

instante em que o processo se inicia, isto é, em t = 0, ela é dada por:

C(X,t) =Co(X) em t=0. (29)
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2.5 SOLUCOES ANALITICAS UNIDIMENSIONAIS

Existem alguns casos particulares da Equacao da Difusao-Adveccao, quando o
dominio é semi-infinito e o fluxo é puramente unidimensional (DIAS, 2003). Isso acontece
quando as componentes (y, z) da velocidade de adveccao sao nulas. Neste caso a Equagao

(23) toma a seguinte forma:

dC dC d*C
= LU =Dpi— —KC.
dt +U dx dz? ¢ (30)

As condigoes iniciais e de contorno podem ser dadas por:

C(x,0)=0, >0,

C(0,t) =Cy, t>0, (31)
xli_}rroloC(:C,t) =0, t>0.

Casos particulares de interesse na engenharia, que apresentam estas mesmas

condigoes iniciais e de contorno, serao tratados a seguir.

Uma observacao importante é que as solugoes analiticas da equagao (30) envolvem

a fungao erro e a fungao erro complementar definidas, respectivamente, por Jeffrey (1995):

erf(x) = \/2E /Ox exp (€2)d¢ e erfe(x) =1 — erf(x). (32)

2.5.1 Regime Estacionario

O regime estaciondrio de (30) ¢ obtido quando % = 0. Fazendo também K = 0,
a equagao (30) se reduz a uma equagao diferencial linear de segunda ordem e homogénea,

cuja solucao analitica, é dada por:

Co Co U
1 —exp (—%L) * 1 —exp (%L) Xp (Dx>, (33)

C(z,t) =

onde a condigao de contorno lim, ., C'(x,t) = 0 é satisfeita em x = L.
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2.5.2 Difusao Pura

dc
»dt
livros-texto de matematica aplicada: ver Fischer et al. (1979), Butkov (1988), Dettman
(1988). Neste caso U = K = 0 em (30). A solugao analitica é dada por:

Este é um problema transiente, isto é # 0, normalmente descrito em diversos

C(z,t) = Coerfe < (34)

x
2\/Dt> '
2.5.3 Difusao-Adveccao

Neste caso, K = 0 em (30). A solugao analitica para este problema é dada por
Ogata e Banks (1961), Taigbenu e Liggett (1986), Wang et al. (2012), Romero e Benitez
(2008):

O, t) = C;O [erfc (5”2\;%) + erfc <5“2\J;D25> exp (IU):U)] . (35)

2.5.4 Difusdo-Decaimento

Neste caso, U = 0 em (30), e a solucao analitica é dada por Jeffrey (1995):

S

2Dt
1 — erf <“22f£_m> exp (ﬁxﬂ . (36)

As solugoes analiticas apresentadas acima sao puramente unidimensionais e obede-

C(x,t) = C; {1+erf <_$+2 KDt) exp (— K:p) } +

Co
2

cem as condigoes dadas por (31). Para os casos em que as dimensoes sdo maiores que um,
ou as condigoes sao diferentes das apresentadas em (31), em geral as solugoes analiticas

sao dificeis de serem obtidas; portanto, faz-se necessario o uso de métodos numéricos.

No préximo capitulo é apresentado o desenvolvimento da formulacao MEC-DT
aplicada ao problema difusivo-advectivo para o caso bidimensional, onde sera utilizado

uma Solu¢ao Fundamental Dependente do Tempo.
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3 FORMULACAO MEC-DT

Sabe-se que Equacao da Difusao-Adveccao é uma equacao parabdlica em derivadas
parciais. Em sua forma mais simples, onde nao ha fontes poluidoras ou sumidouros, a

equagao é dada por (23), mas pode ser reescrita como:

%(j = DV?*C —@-VC - KC, (37)

onde, como ja mencionado anteriormente, C' representa a concentracao de substancias
(poluentes), t é o tempo, D o coeficiente de difusdo, @ representa o vetor velocidade de
adveccao e K é o termo de decaimento. Além disso, sabe-se que os dois primeiros termos

do lado direito da equacao correspondem, respectivamente, a difusao e a adveccao.

Reescrevendo a equagao (37) para o caso bidimensional, em um dominio 2 limitado

por I', tem-se que:

AC(X, 1)

& 9000 90X, )

ox oy

= DV*C (X, 1) — KC(X, 1), (38)

onde X é o vetor de coordenadas (z,7). E importante observar que se U =V = K =0, a
expressao (38) se reduz a Equagao do Calor bidimensional (WROBEL, 1981).

Sabe-se também que a solucao de qualquer equacao diferencial dependente do
tempo requer a especificacdo das condigoes iniciais do processo fisico e das condic¢oes de

contorno do sistema. A condicdo inicial para o transporte de poluentes é dada por:

C(X,t) = Co(X) em t=0, (39)

onde Cy é a concentracao inicial do poluente. As condi¢es de contorno, por sua vez, sao

dadas por:

C(X,t)=C(X,t) em T¢ (40)
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Q(X,t) = dcilX’t) = Q(X,t) em Ty, (41)

n

onde I' =T'¢UTI'g e n é a direcao normal ao contorno. De forma esquematica, para um

problema genérico, vide Figura 4.

FIGURA 4 — Dominio €2 e contorno I' de um problema genérico.

A equagao (40) é chamada de condi¢ao de contorno Essencial ou de Dirichlet,
enquanto que a equacao (41) é chamada de condi¢ao de contorno Natural ou de Neumann
(BRAGA, 2005).

3.1 O MEC APLICADO A EQUACAO DA DIFUSAO-ADVECCAO

Como mencionado anteriormente, a principal caracteristica do MEC é transformar
a equacao diferencial que descreve o problema analisado em uma integral de contorno.

Para isso, considera-se a seguinte equacao diferencial:

ow 9 ow ow
= —_ — . 42
ot (va—i-blax—i-bgay—st ( )

Aplicando nessa equagao uma transformacao exponencial, que pode ser encontrada em
(POLYANIN, 2002), tal como:

b b b2 + b2
w = exp [—Zﬁ—ig%— (S— 1; 2) t]u, (43)

a equacao (42) se reduz a:
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88? = aV?u. (44)

Aplicando-se em (44) uma sentenca do Método de Residuos Ponderados dependente

do tempo, tal como:

/ / Ru*drdQ = / / wy Rudrdl + / w, Ry drdl, (45)
QJr w JT IpJr

onde R, R, e R, sao os residuos em €2, I', e I',, respectivamente, v* é uma funcao de
ponderacao conhecida, e w,, e w, sao as funcoes de ponderacao em I', e I, respectivamente.

A equacao se transforma em:

L/ <av2~ - g) wdrdQ =

/ wali — @)drdl + / / wy(F — p)drd, (46)
Ty J7 IpJr

onde os residuos neste caso sao:

R—CLV%—ZL#O,
R,=u—1+#0, (47)
Rp:ﬁ_ﬁ%o-

Na equagao (46) @ é uma solucao aproximada, enquanto que @ e p referem-se as
condicoes de contorno de Dirichlet e de Neumann, respectivamente.

Para simplficar a notagao, de agora em diante u passa a representar a solugao

aproximada. Integrando por partes o lado esquerdo da iguadade em (46), obtém-se:

// (aVQu* + Ou )ud7dQ~|—a/ /pu*deF—a/ /up*deF =
QJr ot rJr rJr

/Fu /Twu(~ — a)drdl + /Fp /Twp(ﬁ — p)drdr, (48)

onde
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No MEC, as fungoes de ponderacao w, e w, sao escolhidas de forma a simplificar

o problema. Assim, adota-se:

Substituindo em (48) e combinando as integrais, obtém-se:

/ / (aV2u* + Ou )udeQ = —a/ /pu*deF+
QJr ot rJr

a/F/Tup*deF—/Qu(X, 0)ugds2, (51)

que é a equagao integral de contorno de (44), onde uj = u*(§,0, X, t). Agora, reescrevendo

a Equacao da Difusao-Advecgao (38) como:

oC , oC  _ aC
TR e Pl & e (52)

onde C' = C'(X,t), de modo a simplificar a nota¢ao. Comparando com (42), os termos
equivalentes sao: w = C, a = D, by = —U, by = =V e s = —K. Entao, fazendo uma

transformagao exponencial semelhante a (43), isto é:

C =exp [2%1: + ;;)y - (K + U24+DV2> t} u, (53)
tem-se que:
U U2+ v?
u = exp [—wx —5p¥ + <K + 4D> t] C (54)
e:
p= {— (W)C%—Q} exp [_5)$_21;)y+<[(+[f2;rl)‘/2> t], (55)

onde
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dn dn B dC

%, ny:@ € Q—%

NnNge =

(56)

Logo, substituindo as equagoes (54) e (55) na equacao (51), bem como os termos equiva-

lentes, obtém-se:

oC* oC™ oC™
2 * — * =
//(DVO+U8$+V3 KO—i—at)CdrdQ

D /F / <WO* +Q*) Cdrdl — D /F / QC*drdl — (57)

/ C(X,0)CdQ,
Q

onde Cj = C*(£,0, X, 1).

3.2 A SOLUCAO FUNDAMENTAL DEPENDENTE DO TEMPO

Em relacdo ao termo entre parénteses na integral a esquerda em (57), a fungao de

ponderagao C* deve ser, tal que:

ac*  aC* ., 00
otV KO,

DV*C* +U —0(X = £)o(t — ), (58)

isto é, C* = C*(§, 1, X, t) é a Solugdo Fundamental Dependente do Tempo do problema,
ver Li e Evans (1991), interpretada como sendo o efeito no ponto campo X no tempo ¢ de

um impulso no ponto fonte £ no tempo 7. Esta solucao é dada por:

. 1 r2
4Dt —1) P [_ AD(t—1) h] ’ (59)
onder =|X —¢| e
h= gl &)+ 56+ (K4 T - (60

E interessante observar que se U = V = K = 0, a expressio (59) se reduz &

Solugao Fundamental Dependente do Tempo da Equacao do Calor. Esta solugao, quando ¢
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tende a infinito, comporta-se como sendo a Solu¢ao Fundamental em Regime Estacionario,
isto é, a Solugdo Fundamental da Equagao de Laplace, ver Wrobel (1981). No caso da
Solugdo Fundamental Dependente do Tempo da Equacao da Difusdo-Adveccao (59), o
mesmo comportamento é esperado, isto é, quando t tende a infinito, espera-se obter
(a demostracdo nao é apresentada neste trabalho) a Solugao Fundamental em Regime

Estacionéario da Equacao da Difusao-Adveccao, que é dada por:

c (61)

|
<

2

onde Ky é a funcao de Bessel modificada de segundo tipo e ordem zero, apresentada por
Oliveira (2015).

Agora, derivando (59) em relacao a n, no ponto campo X, obtém-se:

Q" (62)

o dr
8Dt — 12 V| 4D(t - 1)

Substituindo a equagao (58) na equagao (57) e aplicando as propriedades do delta de Dirac
(BRAGA, 2005) na integral resultante, obtém-se:

f@C@ﬂZDALQﬁMM—

Ung, +Vn, . N “
pf|f (2DC +Q)Cd7d1“+ [ exocan, (63)

que ¢é a expressao geral da formulagao MEC-DT para a Equagdo da Difusao-Advecgao
(52). O coeficiente f(£) é definido como:

&) =5 (64)

onde o angulo « é definido na Figura 5. Para pontos internos ao dominio €2, f(§) =1 e

para pontos externos ao dominio €2, f(£) = 0.
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FIGURA 5 — Angulo interno a.

3.3 FORMACAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Para a solugdo numérica da equacao (63), adota~se que C' e () sdo constantes em
cada intervalo de tempo At, nos quais o tempo total de analise foi dividido. Em seguida,
as integrais no tempo sao calculadas numericamente, por meio da técnica de Quadratura

Gaussiana (CUNHA et al., 2016).

O contorno ¢ discretizado com elementos lineares, nos quais se adota uma variacao
linear tanto para C' quando para (). As integrais de contorno também sao calculadas nu-
mericamente. A discretizacao do dominio, quando necessaria, emprega células triangulares
lineares. Para maiores detalhes concernentes a integragao no contorno e no dominio, o

assunto ¢ discutido detalhadamente em Mansur (1983).

A aplicacao da versao discretizada da equacdo integral de contorno (63) para

todos os nés do contorno gera o seguinte sistema de equacoes algébricas:

n—1
m=0

onde, as matrizes H, G e F sao dadas por:

H:C+D//(w”+w%w+Qﬂcmﬂ,
rJr 2D

G:DALQ@MW, (66)
F:Lcw@qm.

Em (65), o indice n estd associado ao tempo t, = nAt, n > 1, e o indice m, ao

tempo t,, anterior a t,.
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3.4 INTERVALO DE TEMPO CRITICO

Uma féormula para determinar o valor critico do intervalo de tempo, At, foi sugerida
por Onishi e Kuroki (1980) e encontrada em Wrobel (1981), é dada por:

Al?
Atcrit S ﬁ’ (67>

onde Al é a dimensao do maior elemento de contorno empregado na discretizagao.

A expressao (67), em matematica estatistica, explora a similaridade entre a solucao
fundamental para a Equacao da Difusao e a funcao densidade de probabilidade de uma

distribuicao normal bivariada.

Apresentada a formulaggo MEC-DT, exemplos classicos serdao analisados para

valida-la. Assunto do préximo capitulo.
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4 ANALISE NUMERICA

Com a finalidade de validar os resultados obtidos quanto a acuracia da formulagio
MEC-DT, cinco exemplos classicos serao abordados neste capitulo. Os resultados do MEC
serao comparados com as solucoes analiticas correspondentes em cada exemplo abordado.
Porém, na auséncia de solugoes analiticas, as solu¢oes do MEC serao comparadas com os re-
sultados de outra formulacao do MEC, ja validada anteriormente, neste caso, a formulacgao
MEC-D (PETTRES, 2014; OLIVEIRA, 2015). Para maiores detalhes do desenvolvimento
da formulacao MEC-D para o problema difusivo-advectivo discutido neste trabalho, ver o
Apéndice A.

4.1 EXEMPLO 1: FLUXO UNIDIMENSIONAL EM UM DOMINIO SEMI-INFINITO

Este exemplo consiste no lancamento de uma fonte permanente, uniformemente
distribuida na secao transversal de um dominio semi-infinito, alinhado com o eixo z e
sem decaimento, isto é, K = 0. A dgua escoa no canal com velocidade U constante e com
V' =0, caracterizando um escoamento unidimensional. As condigbes iniciais e de contorno

sao dadas por:

C(z,0) =0 para z >0,
C(0,t) =Cy para t>0, (68)
C(oo,t) =0 para t >0,

onde Cy = 10 g/m?>. A solucio analitica para este problema, como vista no Capitulo 2, é:

C(x,t) = > [erfc (W) + erfe (W) exp (Dx)] : (69)

A analise numérica foi feita em um dominio retangular finito de comprimento
L=12mealtura H=06m, tal que: 0 <z < Le0 <y < H. Foi adotado U = 0,05 m/s.

O contorno foi dividido em 48 elementos, como mostrado na Figura 6.
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FIGURA 6 — Exemplo 1 - Discretizagao do contorno.

Levando-se em conta que nas andlises numéricas foi empregado um canal extenso
de comprimento finito, durante o tempo selecionado, a condi¢ao de contorno C'(co,t) =0

¢é satisfeita em z = L.

A primeira andlise refere-se ao caso onde a concentracao C' é dada em funcao
do tempo t. Foi adotado D = 0,375 m?/s e At = 1 s. O tempo final de andlise se d4
em ¢t = 360 s, para os pontos P, = (3;3), P, = (6;3), P; = (9;3) e Py, = (12;3), como
apresentada na Figura 7. Pode-se observar bastante acuracia nos resultados da formulacao

MEC-DT quando comparados a solugao analitica.

T T T T T
10 .
8 .
6 -
£
2 4
5 i _
Analitica
2 | e MEC-DT,P, |
®  MEC-DT, P,
A MEC-DT, P,
04 ¢ MEC-DT, P, |+
T T T T T T T T
0 100 200 300 400

t(s)

FIGURA 7 — Exemplo 1 - Resultados para Py, P, P3 e P.

Uma observacao relativa a escolha do intervalo de tempo, At, torna-se necessaria

neste ponto da discussdao. O intervalo de tempo desempenha um papel importante na
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solugao numérica de problemas transientes e a utilizagdo de valores pequenos de At nao
¢é necessariamente seguida de solugdoes numéricas mais precisas em formulacoes MEC-
DT, como bem relata Mansur (1983). Empiricamente, observou-se que o valor At =1 s

apresenta resultados adequados.

Para avaliar ainda mais o potencial da formulacao MEC-DT, trés ntimeros de
Péclet, relacionados apenas ao caso onde a advec¢do é dominante, foram testados. Ao
adotar D = 0,00375 m?/s, tem-se Pe = 10. Os outros valores testados para o coeficiente
de difusdo sdo: D = 0,001875 m?/s e 0,0009375 m? /s, correspondendo, respectivamente, a
Pe = 20 e 40, utilizando Az = 0,75 m. Os resultados referentes a concentragao ao longo
do eixo x, para t = 60 s, 90 s, 120 s e 150 s, estao representados nas Figuras 8 a 10,

correspondendo, respectivamente, a Pe = 10, 20 e 40.

T T T T T T T T T
10 Analitica | 7]
® MEC-DT
8 .
6 - _
!")A
£
—
3 4 -
(&)
2 _
04 .
T T T T T
0 3 6 9 12
x (m)

FIGURA 8 — Exemplo 1 - Resultados para Pe = 10.

No que diz respeito aos resultados mostrados nas Figuras 8 a 10, pode-se observar
que a formulacao MEC-DT nao apresenta resultados com comportamento oscilatorio,
como observado na formulacaio MEC-D, apresentada por Taigbenu e Liggett (1986). Mas,
infelizmente, nota-se que a medida que Pe cresce, os resultados numéricos perdem a

acuracia.
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Analitica

T
10 H
® MEC-DT
8 - _
6 4
E
2 4
S 4- A
2 4 _
(s ]
T T T T
0 3 6 12
x (m)
FIGURA 9 — Exemplo 1 - Resultados para Pe = 20.
12 T T T T
Analitica
10 4 ............. ® MEC-DT| |
8
e 6 -
£
)
O 44
2
04
T T
9

x (m)

FIGURA 10 — Exemplo 1 - Resultados para Pe = 40.
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Vale salientar que quando se utiliza um Pe muito grande, por exemplo, igual a
80, a solugao analitica ndo pode ser calculada computacionalmente nos pontos acima de
x = 6 m. Isso se deve ao fato de que na expressao da solugao analitica, ver (69), hd uma
funcao exponencial, que quando tende ao infinito, ultrapassa o nimero de bits permitido
por um computador padrao de 32 ou 64 bits, tal erro é conhecido como overflow. Isso nao

ocorre na solucao da formulagao MEC-DT.

A norma Lo, utilizada em andlises numéricas para determinar o erro obtido em

formulacoes numéricas, é definida como:

N 9 2
Z (Ci,analitica - Ci,numérica)
L, = | = : (70)

N 2
Z Ci,analitica
m=1

onde C; gnaiitica € & solugao analitica, C; pumeérica € @ solugdo numérica e N é o nimero total

de pontos utilizados na andlise.

T T T " T ' '
0,04 4 -
0,03 4 i
0,02 -
-l
0,01 - —&— t=60s N
—&—t=90s
/ —A—t=120s
s ——t=150s
0,00 4 i
T T T T T T T
10 20 30 40
Pe

FIGURA 11 — Exemplo 1 - Norma Ls.

Os resultados resumidos na Figura 11, apontam que foram alcancados baixos
valores para Lo e que quanto menor for Pe, menor sera o erro obtido pela formulagao. Isso

significa que os resultados do MEC-DT sao bastantes satisfatorios.
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4.2 EXEMPLO 2: FLUXO BIDIMENSIONAL EM UM DOMINIO RETANGULAR

Este exemplo trata de 4 testes e avalia o comportamento da solugao MEC-DT,
dependendo do grau de complexidade da Equacao da Difusao-Adveccao, considerando a
variacao dos seguintes parametros: velocidades de advecgao U e V em z e y, respectivamente,

e termo de decaimento K. As condigoes iniciais e de contorno sao dadas por:

C(z,y,0) =0 para z,y >0,
C(0,y,t) =Cy para t>0, (71)
Q(L,y,t) =0 para t>0,

onde Cy = 10 g/m3.

O dominio do problema é retangular, o mesmo do exemplo anterior, vide Figura
6. Neste exemplo admite-se que D = 1 m?/s e At = 0,5 s. Os valores utilizados em cada

teste para U, V e K sao descritos na Tabela 1.

Teste V (m/s) U (m/s) K (s7)

1 0 0 0
2 0,2 0,2 0

3 0 0 0,02
4 0,2 0,2 0,02

TABELA 1 — Exemplo 2 - Testes.

Neste exemplo, como as solugoes analiticas nao foram encontradas na literatura,
as solucoes MEC-DT serao comparadas com os resultados da formulagao MEC-D. Maiores

detalhes desta formulagao sao descritos no Apéndice A.

O Teste 1 se refere ao problema da Difusao Pura Bidimensional. A Figura 12
mostra os resultados nos pontos: P, = (3;3), P» = (6;3), Ps = (9;3) e Py = (12;3) para ¢
variavel. J& no Teste 2, a Figura 13 mostra, nos mesmos pontos que o teste anterior, as
contribuicoes da Advecgao. Observou-se, para ambos os testes, que as respostas fornecidas

por ambas as formulacoes apresentam uma boa concordancia.

Nos Testes 3 e 4, Figuras 14 e 15, respectivamente, sao introduzidas as contribui¢oes
relacionadas ao termo de decaimento K. Nota-se que os resultados de ambos os testes sao
bastantes parecidos, embora no Teste 3 nao exista a ocorréncia da advecgao. De maneira
semelhante, observa-se que as respostas fornecidas por ambas as formulagoes sao muito

parecidas.



C (g/m’)

C (g/m®)

10 4 -
8 - .
6 - i
4 - |

1 MEC-D 1
2] ® MEC-DT,P, | 4
m MEC-DT,P,
| A MEC-DT,P, | |
0 & MECDT,P, | -
T T T T T T T T T T
0 40 80 120 160 200
t(s)
FIGURA 12 — Exemplo 2 - Teste 1.
T T T T T T

10 4 -
8 - .
6 - i
4 _

| MEC-D |
2- ® MECDT,P, |
| = MEC-DT,P, | |
A MECDT,P,
0+ ¢ MECDT,P, |
T T T T T T T T T T
0 40 80 120 160 200
t(s)

FIGURA 13 — Exemplo 2 - Teste 2.
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74 i
6 - i
5 - i
4 -
3 ]
2 - i
i MEC-D i
. ® MEC-DT,P, | ]
] m MEC-DT,P, | ]
0. A MEC-DT,P, | |
¢ MEC-DT,P,
1 : : : : : : : , :
40 80 120 160 200
t(s)
FIGURA 14 — Exemplo 2 - Teste 3.
T T T T T
8 - i
6 ]
4 4
2 - MEC-D i
® MEC-DT,P,
] m MECDT,P, | -
A MEC-DT, Ps
04 & MEC-DT,P, | ]
. , . , . , . , .
40 80 120 160 200
t(s)

FIGURA 15 — Exemplo 2 - Teste 4.
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Os testes foram realizados utilizando um processador Intel Pentium Dual-Core
2, 2,10 GHz, 2 GB de RAM e sistema operacional Windows 7 Ultimate - 64 bits. A
programacao foi feita em linguagem Fortran 95. Para as medidas de performance de
tempo, foi utilizada a funcao interna do Fortran TIMEF. Observou-se que a execugao do
programa referente a formulaggo MEC-DT, quando comparada a da formulagao MEC-D, é
um pouco mais lenta (aproximadamente 1,5% para este exemplo). Isto se deve ao esforgo
computacional que a formulacio MEC-DT exige, em funcao da solugdo fundamental

empregada e, principalmente, devido a formacao de novas matrizes a cada passo de tempo.

Outros testes foram realizados, alterando o valor de At, bem como os de U, V e
K. Nao houve alteragoes significativas nas solucoes e, por serem analogas as que ja foram

apresentadas, nao serao mostradas neste trabalho.

Tendo em vista os resultados obtidos, pode-se concluir que, embora tenha havido
aumento gradativo na complexidade da equagao, as solucoes da formulaggo MEC-DT nao
apresentam quaisquer discrepancias quando comparadas com as solugoes MEC-D, o que

colabora na validagao da formulagao desenvolvida aqui.

Com o intuito de compreender melhor o que acontece com a concentraciao de
poluentes C' no dominio do problema, os resultados obtidos na formulagao MEC-DT sao
esbocados no plano xy parat =5 s, 10 s, 20 s, 40 s, 60 s e 180 s, e mostrados nas Figuras

16 a 21.

O -~ N W A 1 O N © ©
C (g/m3)

. . 10
P2 P3 P4
+ + +
4 6 5 10 12
X (m)

FIGURA 16 — Exemplo 2 - C em t =5 s.
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x (m)
FIGURA 17 — Exemplo 2 - C' em t = 10 s.
6 | |
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4 _
‘E P2 P3 P4
>3 + + +
2 4
1 4
0 I I I
0 2 4 6 8 10 12
x (m)

FIGURA 18 — Exemplo 2 - C' em t = 20 s.
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FIGURA 19 — Exemplo 2 - C' em t = 40 s.
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FIGURA 20 — Exemplo 2 - C em t = 60 s.
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9.5

8.5

C (g/m?3)
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5.5

6 8 10 12
x (m)

FIGURA 21 — Exemplo 2 - C' em t = 180 s.

4.3 EXEMPLO 3: CARGA INSTANTANEA CENTRAL EM UM DOMINIO QUA-
DRADO

O terceiro exemplo consiste no langamento de contaminantes, no tempo inicial da
andlise, em um dominio quadrado com lado igual a L = 10 m. A regiao de lancamento
corresponde a um pequeno quadrado, com lado L/10, no qual o contaminante, tratado

como condicao incial, varia linearmente do centro até se anular na suas bordas, ver Figura
22.

Ty

L /10 ::D
H

L/10

| kgl

+»>—
-

L

FIGURA 22 — Exemplo 3 - Descricao do problema.
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As condigoes iniciais e de contorno sao dadas por:

C(zy,0)=Cy para z=y=2>5,
Q.0) = Q(0.) =0 para t>0, (72)
Q(z,Lit) = Q(Ly,t) =0 para t>0,

onde Cy = 10 g/m3. Os outros pardmetros sdo: V = U = 0,2 m/s, K = 0,02 s e
D =1 m?/s. O intervalo de tempo utilizado foi de At = 0,5 s.
O contorno foi dividido em 80 elementos. A discretizagao do dominio foi restrita

apenas a regiao onde a condic¢ao inicial é diferente de zero, com o emprego de 4 células,

onde Az = Ay = 0,5 m, como mostrado na Figura 23.

FIGURA 23 — Exemplo 3 - Discretizacao do contorno.

Neste exemplo as solugbes MEC-DT também foram esbogadas com as solugoes
MEC-D (Apéndice A). Na Figura 24, nos pontos P, = (7,5;5) e P, = (10;5), sdo comparadas
as respostas das formulagoes MEC-DT e MEC-D.

Os resultados obtidos na formulacio MEC-DT, ao longo do dominio zy, nos

instantes t =2 5,3 5,55, 7s,10 s, 20 s, 40 s e 60 s, sao mostrados nas Figuras 25 a 32,

as quais permitem acompanhar a dispersao de poluentes em funcio do tempo.
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FIGURA 25 — Exemplo 3-C em t =2 s.
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FIGURA 26 — Exemplo 3 - C em t = 3 s.
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FIGURA 27 — Exemplo 3-C em t =5 s.
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FIGURA 28 — Exemplo 3 - C em t =7 s.
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FIGURA 29 — Exemplo 3 - C'em t = 10 s.
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FIGURA 30 — Exemplo 3 - C'em t = 20 s.
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FIGURA 31 — Exemplo 3 - C em t = 40 s.
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4.4 EXEMPLO 4: FONTE CONTINUA EM UM DOMINIO QUADRADO

O quarto exemplo compreende um dominio quadrangular de lado L = 50 m. As

condicoes iniciais e de contorno sao dadas por:

C(z,y,0) =0 para z,y >0,

C(0yt)=Co para y1 <y<y e t>0,

C0y,t)=0 para y3>y>ys e t>0, (73)
Q(oo,y,t) =0 para t >0,

Q(z, £ 00,t) =0 para t>0,

onde Cy = 10 g/m3.

Pode-se interpretar as condi¢des de contorno do problema como a influéncia de
uma fonte continua, sem qualquer outra contribui¢ao do contorno. Por esta razao, apenas
o lado do quadrado com a fonte merece uma discretizagao minuciosa, que empregou 50
elementos de contorno. Como nenhuma contribui¢ao do contorno é esperada dos outros

lados, eles foram discretizados com apenas 2 elementos de contorno cada, conforme Figura
33.
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FIGURA 33 — Exemplo 4 - Discretizacao do contorno

o8

A solucao analitica deste problema esté disponivel na literatura (CLEARY; UNGS, 1978;

CRAIG, 2004; WEXLER, 1992) e é escrita como:

C(z,y,t) = Coz exp <Ua:) /(;t f(r)dr,

AN/ 7D D
onde:
F(7) = [erfe(arg,) — erfe(argy)]exp | = (Lo 4+ & ) 7+ | 73
7) = lerfc(arg,) — erfc(arg,)] exp 1D T+ | T
com:

nw—y V[T

1
arg, = +
51 o/Dr 2V D

(75)

(76)
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22—y V[T
- + —/=. v
M=o Upr T 2VD (77)

A anélise foi realizada considerando U =1 m/s, V = 0,5 m/s e K = 0. Os outros

parametros sao:

D =1m?/s,
y1 =24 m, (78)
Yo = 26 m.

O intervalo de tempo utilizado foi At =1 s. E importante mencionar que, devido
a utilizacao de elementos de contorno lineares, a fonte nao é restrita apenas ao intervalo
Yo — y1 = 2 m, que contém 4 elementos de contorno, mas varia linearmente de Cj a
zero nos elementos de contorno adjacentes. Isto significa que mais poluentes sao lancados
no dominio. Para evitar considerar esta contribuicao extra, os resultados da formulacao
MEC-DT sao multiplicados por um fator de escala igual a 0,66. Os resultados para os
pontos P, = (5;25), P, = (8;25) e P; = (15;25) estao representados na Figura 34, onde

observa-se uma boa concordancia entre a solucao analitica e os resultados do MEC-DT.

2,5 T T T T T T T
2,0 5 -
1,5 1 -
MA
E
=) 1,0 —
(&)
0,5 1 -
Analitica
® MEC-DT, P,
0.0 m  MEC-DT, P, |
’ A MEC-DT, P,

T T T T T T T
0 20 40 60

t(s)

FIGURA 34 — Exemplo 4 - Resultados para Py, P, e Ps.

Ao longo do dominio zy, os resultados em t =5 s, 10 s, 15 s, 20 s, 40 s e 60 s

estao representados nas Figuras 35 a 40.
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FIGURA 36 — Exemplo 4 - C em t = 10 s.

C (g/m?3)

C (9/m?)

60



y (m)

y (m)

50
6
40 + 1 5
4
30 |
P+ + 3
20 [ PPy P |,
11
10 ¢
10
0 I I I I I I I I I L
0 10 20 30 40 50
x (m)
FIGURA 37 — Exemplo 4 - C em t =15 s.
50
6
40 + 1 5
4
30 |
P++ + 3
2ol PiP. P |,
11
10 +
10
0 I I I I I I I I I L |
0 10 20 30 40 50

x (m)
FIGURA 38 — Exemplo 4 - C' em t = 20 s.
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4.5 EXEMPLO 5: CARGA PONTUAL CONCENTRADA

A fim de ampliar a gama de aplicagoes, um quinto exemplo é abordado, onde
uma carga pontual concentrada é lancada no ponto central de um dominio quadrado,
semelhante ao do Exemplo 3. O langamento da carga ocorre no tempo inicial da analise.

A condicao inicial é representada por um delta de Dirac.

Iniimeras sao as aplicagoes em engenharia que envolvem o delta de Dirac. Em
dindmica de estruturas, por exemplo, é utilizado para representar forcas ou momentos
pontuais aplicados em uma determinada estrutura. J4 em eletromagnetismo, a fonte
excitante de um circuito RLC (Resistor-Indutor-Capacitor) pode ser modelada por um
delta de Dirac, gerando um impulso instantaneo, fazendo com que o circuito responda a

esta excitacao de uma forma muito peculiar.

Neste exemplo, o delta de Dirac serd utilizado para representar uma grande
quantidade de poluentes no ponto central do dominio. Desta forma, as condigoes iniciais e

de contorno sao dadas por:

C(X,0) =Cod(X —¢) para z=y=>,
Q($7O7t) = Q(an7t) =0 para t >0, (79>
Q(z,Lit) = Q(Lyt) =0 para t>0,

onde X = (z,y), £ = (&.,&,) e Co = 10g/m?.

E interessante notar que da expressao geral da formulagdo MEC-DT (57), a

integral de dominio, denotada neste momento por Ip, é definida como:

Ip = /Q O(X,0)Cid. (80)

Entéo, substituindo a condigao inicial (79), obtém-se:

Ip= /Q Cod(X — £)CrdQ. (81)

Logo, das propriedades do delta de Dirac, a integral de dominio se reduz a seguinte

expresao:
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Ip = CoCL, (82)

onde Cj = C*(£,0,X,,t) é a Solucdo Fundamental Dependente do Tempo em 7 =0e X, é

o ponto de aplicacao da condicao inicial.

Os outros parametros utilizados nesta simulagao sao: U =V = 0,2 m/s, K =

0,02 s, D=1m?/se At =05 s.

Se a quantidade de contaminante lancada pontualmente for igual a quantidade
total de poluentes do Exemplo 3, os efeitos em pontos distantes do lancamento devem
ser parecidos para as duas andlises, como esperado. Os resultados obtidos nos pontos
P, = (755) e P, = (10;5) estdo esbogados na Figura 41, os quais foram bastante

satisfatorios.

Os resultados obtidos ao longo do dominio, nos instantes t =2 s, 5 s, 7 s, 10 s,

20 s, 40 s e 60 s, sao mostrados nas Figuras 42 a 49.
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FIGURA 41 — Exemplo 5 - Resultados para P, e Ps.
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FIGURA 44 — Exemplo 5 - C em t =5 s.
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FIGURA 45 — Exemplo 5 - C em t =7 s.
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FIGURA 47 — Exemplo 5 - C em t = 20 s.
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FIGURA 49 — Exemplo 5 - C' em t = 60 s.
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5 CONCLUSAO

Os estudos baseados na Equacao da Difusao-Advecgao entram no quadro de
problemas ambientais, notadamente no estudo da dispersao de poluentes. Como, em geral,
para tais tipos de problemas nao sao encontradas solugoes analiticas, a busca por solugoes
numeéricas eficientes torna-se cada vez mais necessaria. Este estudo aponta o MEC como
uma ferramenta promissora para equacionar e solucionar problemas deste tipo. Trata-se
de um método numérico que, ao longo dos anos, tem demonstrado ser eficaz e com boa
qualidade de solucao, quando comparado a outros métodos numéricos, como, por exemplo,
o MDF ou o MEF. O MEC possui caracteristicas préprias que o tornam muito apropriado
em varios tipos de problemas, inclusive na solu¢ao de problemas com dominio infinito e

semi-infinito.

A principal contribuicao deste trabalho é o desenvolvimento da formulacao MEC-
DT para o caso bidimensional da Equacao da Difusao-Adveccao. Comparada a outros
métodos e outras formulagdes do MEC, pode-se dizer que, do ponto de vista matematico,
a formulacao MEC-DT é muito sofisticada, mas é contrabalanceada por um alto esforgo
computacional. Entretando, com o desenvolvimento de computadores e clusters cada vez

mais potentes, esta lacuna fica cada vez mais facil de ser preenchida.

Com a finalidade de validar a formulacao desenvolvida, quatro exemplos classicos
foram analisados, onde as caracteristicas da formulacado MEC-DT foram evidenciadas
pelo uso da Solucao Fundamental Dependente do Tempo em problemas com o termo
difusivo, com o termo advectivo, com o termo de decaimento e com a combinagao destes
trés. Observou-se, em cada caso, que as curvas apresentadas possuem um alto nivel de
aproximacao com as solugoes analiticas e as solugoes MEC-D, como mostrado nos Exemplos
de 1 a 4.

Verificada a potencialidade da formulacao MEC-DT e a fim de ampliar o leque
de aplica¢oes, um quinto exemplo foi abordado, onde uma carga pontual concentrada foi
simulada com o emprego de um delta de Dirac. Os resultados deste exemplo nao puderam
ser comparados com nenhum outro resultado conhecido na literatura. Isso acontece porque
somente a formulacao MEC-DT é capaz de analisar um exemplo com este tipo de condi¢ao
inicial e quando comparados a aproximagao feita por meio do Exemplo 3, observou-se

resultados bastante satisfatorios.

A Tabela 2 compara quais formulagoes sdo capazes de resolver os exemplos apresen-

tados nesse trabalho. O simbolo X significa que a formulacao é capaz de resolver o exemplo.
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Exemplo Analitica MEC-D MEC-DT
1 X X X

X
X
X

T W N
X
X X X X

TABELA 2 — Comparacao dos métodos.

Em relacao ao tempo de processamento computacional da formulacaio MEC-DT,
comparado, por exemplo, ao tempo computacional exigido pela formulacao MEC-D, esse é
ainda um assunto a ser analisado. Porém, de acordo com os exemplos testados, o MEC-DT
¢é capaz de obter bons resultados independentemente do tempo de analise, utilizando

grandes intervalos de tempo e malhas de elementos ainda menores que as do MEC-D.

E, em se tratando de outros métodos numéricos, como, por exemplo, o MDF e
o MEF, sabe-se que fatores como intervalo de tempo e malha de elementos influenciam
significativamente na performance computacional dos métodos numéricos. Desta forma,

conclui-se que o MEC-DT é uma ferramenta computacional valida na solu¢ao de problemas.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

E importante ressaltar que estudos mais completos sdo necessarios para que as
formulagoes desenvolvidas possam se aproximar ainda mais de problemas reais. Sugestoes
de trabalhos futuros, de forma a confirmar a veracidade da formulagao MEC-DT e expandir
suas aplicacoes, contribuindo ainda mais com a comunidade académica, sao propostas a

seguir:

e Considerar o coeficiente de difusao D variavel, tanto na direcao x, quanto na dire¢ao

y. Neste trabalho foi considerado que D = D, = D,;

e Considerar as velocidades U e V' dependentes do espago e do tempo. Neste trabalho,
considerou-se tais valores constantes para simplificar a formulagdao, porém, em
condigoes reais, sabe-se que o campo de velocidade é afetado por varios fatores

climaticos na regiao de analise;

e Realizar um estudo de caso real em um rio ou realizar um experimento pratico em
laboratoério, considerando um dominio assimétrico, que nao possua solucao analitica,

para confirmar a validade da formulagao MEC-DT
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APENDICE A - FORMULACAO MEC-D

Para o desenvolvimento da formulaggo MEC-D, a Equacao da Difusao-Advecgao
¢é reescrita como:

VQC_E@_K%_EO_ 19C

Ddx Doy D Dot’ (83)

onde C' = C(X,t). Aplicando em (83) uma sentenca do Método de Residuos Ponderados,
tem-se:

. UdC VIC K~ 1aC
2 Y T * —
/Q(vo Dox Doy DC D@t)CdQ

/F we(C — )l + [ wo(Q — Q). (84)

Iq

Fazendo C' = C apenas para simplificar a notacdo e separando as integrais, a equacio (84)
pode ser escrita como:

/Qv2co*d9— g/ﬂaCC*dQ— V/Q ‘ZZ

* K *
- = —CdQ—ﬁ/QCCdQ

1 oC ., A o
Bl O = [ we(C = Opr+ [ (@ - Qyr (85)

Integrando por partes as trés primeiras integrais do lado esquerdo da igualdade, isto é:

/Q V2CCHdQ = /F OC*dT — /F CO*dT + /Q CV2CHdQ,

9C gy — / Cn,CHdl — / %% i, (86)
Q Or r o Ox
/ aCO*dQ:/CnyO*dF—/ %% a0,
Q Oy r o Oy
onde n, = fl—’;, ny = ‘é—z e Q= %, e substituindo em (85), obtém-se:
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oC

/ QC*dl" — / CQ*dr + / OV2C*dS) — / Cn,Cdl + = / Cdf -
/CnyC*dF+ D/ 080*

/FCwC(C—C’dF—l—/FQwQ Q — O)dr

Q——/CC*Q——/CC*dQ— (87)

onde C' = %—?. Agrupando as integrais semelhantes e combinando a equagao resultante,

(87) pode ser escrita como:

/ OV2CHdQ) = / <U"’” TV e Q*> dr — /F QC*dl —

oc" ,0C" I R
D/ < )dQ+D/QCCdQ+D/QCCdQ+ (88)

8y
/ weCdl — / weCdl + / woQdl — / woOdr.
I'c I'c I'g |¥a)

Se a funcao de ponderacao ¢é tal que:

VECH(X,€) = —0(X =€), (89)

entdao C*(X, ) é a Solugao Fundamental da Equacao de Laplace, cuja expressao é dada

por:

CH(X,€) = —1n (1> (90)

2 r

e a sua derivada em relagao a normal é:

dCH(X,6) 1 dr
dn - 27rdn’

Q*(X,§) = (91)

onde 7 = | X — £|. Substituindo (89) em (88) e aplicando as propriedades do delta de Dirac
(BRAGA, 2005), tem-se que:



D

D/ (ao* aa(;>d§2+g/QCC*dQ+ll)/QCC*dQ+

/ weCdl — / weCdl + / woQdl — / woQdr.
I'e I'e Tq Tq

Ce,1) = /FO (W’C* + Q*) dr — /F QC*dr —

As funcoes de ponderacao we e wg, sao escolhidas como:

Un, +V . .
we == (T Q).

UJQ = O*

Substituindo (94) em (93), e combinando as integrais, obtém-se:

O(6,1) = /QO*dF / (U””V”yo* Q*)dF—

D/ ( o | aa(;* —KC*) dQ—E/QCC’*dQ,

30

(92)

(93)

(94)

que é a expressao geral da formulacao MEC-D para o caso bidimensional. Substituindo

a solugdo fundamental C* e a sua derivada normal Q* na equagao (94) e resolvendo as
integrais numericamente, utilizando Quadratura Gaussiana (BREBBIA; DOMINGUEZ,

1989), um sistema de equagoes algébricas é obtido:

Sbb 4 N 4 DAthb Nbd 4 DAthd { CI;LH }:
Ndb DlAt Mdb I + Ndd DlAt Mdd C%—i—l
B 1 MY MY i Cb
b n
B { ntl }+ DAt | M M« c? ’

(95)

onde o indice d se refere aos nés do dominio (pontos internos), b aos nés do contorno e n

ao tempo. As matrizes S e N resultam de:

/ (Unx—i-Vnyc* Q*> T

C(§:t)
1 ac* .
5 ~ KC ) dq.

(96)
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E as matrizes B e M resultam, respectivamente, de:

B:AQﬁﬂ,

1
M= —— / CCdQ) 97
5 | coman, (97)
onde C foi aproximado por meio de Diferenca Regressiva, isto é:

_dC C(t) = C(t— Ab)
dt At

C : (98)

A1 MALHA MEC-D

Na formulacdo MEC-D,; o dominio do problema necessita ser discretizado. Para
os Exemplos 1 e 2 foi utilizada a malha da Figura 50, onde o dominio foi dividido em
256 células triangulares lineares, resultando em 105 pontos internos e 48 elementos de

contorno lineares.

|
SIS SN " TSNS NS S S —

FIGURA 50 — Malha MEC-D do Exemplo 2.

Para o Exemplo 3 foi utilizada a malha da Figura 51, onde o dominio foi dividido
em 800 células triangulares lineares, resultando em 361 pontos internos e 80 elementos de

contorno lineares.



FIGURA 51 — Malha MEC-D do Exemplo 3.
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