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RESUMO

A analise do comportamento dinamico de estruturas mecanicas consiste em
um ramo importante da engenharia. A analise modal experimental (AME)
trata do problema da caracterizacdo do comportamento dinamico estrutural.
Basicamente, séo calculados os seguintes parametros modais: frequéncias
naturais, fatores de amortecimento e modos de vibracdo natural usando
dados experimentais. Estes dados experimentais sdo oriundos das entradas
e saidas medidas em pontos especificos sobre a estrutura. Os tipos de
dados que sao comumente usados em AME séo do tipo funcdo de resposta
impulsiva e dados de entrada e saida. Este trabalho propde o
desenvolvimento de um algoritmo que utiliza dados de entrada e saida,
como também um algoritmo que utiliza apenas dados de saida, pois
algumas vezes a medicdo da excitacdo se torna invidvel quando nao
impossivel de ser obtida. Esta técnica € conhecida com analise modal
operacional (OMA, do inglés operational modal analysis). As aplicacdes mais
comuns dessa abordagem OMA sdo por exemplo, estruturas civis como
pontes, edificios, guindastes, motores a combustdo interna, rotores, etc.
Estas estruturas possuem em comum a dificuldade de se medir os dados de
entrada.

O principal objetivo deste trabalho consiste no desenvolvimento e
implementagdo computacional de técnicas de identificacdo paramétrica no
dominio do tempo, orientadas a subespacos, para dados de entrada e saida,
bem como, para dados apenas de saida.

Palavras-chave: Analise modal experimental. Analise modal operacional.
ldentificac@o paramétrica.Técnicas orientadas a Subespaco.



ABSTRACT

The analysis of the dynamic behavior of mechanical structures is an important
branch of engineering. The experimental modal analysis (AME) addresses the
problem of characterizing the structural dynamics. Basically, the modal
parameters calculated are: natural frequency, damping factor and natural
vibration modes using experimental data. These experimental data comes from
inputs and outputs measures at specific points on the structure. Data types that
are commonly used in AME are of the impulse response function and input and
output data. This paper proposes the development of an algorithm that uses
input and output data, as well as an algorithm that uses only output data, since
sometimes the excitement measurement becomes impractical if not impossible
to obtain. This technique is known as operational modal analysis (OMA). The
most common applications of OMA approach are, for example, civil structures
such as bridges, buildings, cranes, internal combustion engines, rotors, etc.
These structures have in common the difficulty of measuring the input data.The
main objective of this work is the development and computational
implementation of techniques of parametric identification in time domain,
oriented to subspaces, for input and output data as well as for output data only.

Keywords: Experimental modal analysis, operational modal analysis, parametric
Identification, oriented Subspace techniques.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo, € apresentado um relato conciso das principais
caracteristicas de alguns métodos de identificacdo de sistemas dinamicos lineares
com parametros invariantes no tempo, sua classificacédo, a revisao bibliogréfica, os
objetivos e a motivacdo do presente trabalho. Mais especificamente, os parametros
modais que serdo identificados neste trabalho podem servir, por exemplo, como
referéncia para analise dindmica-estrutural usando o método de elementos finitos
(updating modal), simulacéo, controle, deteccao de falhas, avaliacdo da seguranca e
integridade estrutural de sistemas mecanicos.

1.1 IDENTIFICACAO DE PARAMETROS MODAIS E SUA CLASSIFICACAO

A identificacdo de sistemas dinamicos aborda o problema de ajuste de
modelos matematicos a partir de uma quantidade de dados experimentais. De
maneira geral, o procedimento basico para a realizacao da identificacdo de sistemas
dindmicos consiste no cumprimento das seguintes etapas, conforme Ljung (1999) e
Soderstrom e Stoica (1989):

i) Definicdo dos dados experimentais mais adequados para extrair a maior
quantidade de informagcdo possivel a do sistema que est4d sendo
identificado. E importante nesta etapa, delimitar o processo em estudo,
definindo o que é a parte do processo e quais sdo as variaveis a serem
medidas. Também é importante considerar a aplicacdo de técnicas de
analise de sinais tais como filtragem, truncamento e escolha adequada da
taxas de amostragem, como se vé em Bendat e Piersol (1986) e Newland
(1975). Neste trabalho, os dados experimentais usados sédo obtidos a
partir de simulacdo numérica de testes modais.

i) DefinicAo de um conjunto de modelos matematicos adequadospara o
problema. A escolha da estrutura do modelo a ser utilizado é uma tarefa
fundamental na formulacdo do problema de identificacdo. Esta escolha
influencia o tipo de problema a ser resolvido, bem como o esforco
computacional e a precisdo da identificacdo final dos parametros. Este
procedimento € conhecido como modelagem matematica. Neste trabalho,
sdo considerados os modelos matematicos obtidos de equacdes de
diferencas e, principalmente, equagfes na forma de estado. Um sistema
dindmico representado na forma de estado é aquele descrito por um
conjunto de equacdes de diferencas ou equacgdes diferenciais de primeira
ordem.

iii) Escolha e aplicagdo do modelo mais apropriado dentro deste conjunto de
modelos. Formalmente, a aplicacdo de um método de identificacdo
consiste em um mapeamento de um conjunto de dados experimentais
para um conjunto de parametros a ser determinado. Uma tarefa
importante nesta etapa consiste na determinacdo da ordem do modelo
apropriado.



iv) Validacdo do modelo matematico escolhido. Uma vez cumprida a tarefa
de identificagdo do sistema dindmico, é importante verificar se 0 modelo
obtido representa suficientemente bem os dados experimentais de acordo
com o critério especificado, ou seja, a verificacdo do sucesso do ajuste.
Em andlise de sistemas dinamicos, a identificacdo e a modelagem
caminham juntas. O modelo é a base para a identificacdo e a identificacdo
pode ser vista como uma espécie de validacdo do modelo dinamico.
Neste trabalho a validagdo do método desenvolvido consiste na
comparacao entre os parametros verdadeiros do sistema com o0s
identificados.

A analise modal experimental (AME) envolve uma grande quantidade de
diferentes areas de pesquisa em dinamica estrutural como: correlagdo modal e
atualizacdo modal, testes modais, sub-estruturacdo modal, modificacdo modal e
analise modal ndo linear, como se vé em Maia et al. (1997). A identificacdo de
parametros modais é fundamental em AME por sua importancia econdmica e
tecnoldgica, diante da necessidade da caracterizagdo do comportamento dinAmico
de estruturas, avaliacdo de desempenho e deteccdo de falhas, ou ainda na
calibracéo e refinamento de modelos de elementos finitos.

A identificacdo de parametros modais € considerada como um dos ramos do
chamado problema inverso definido por Berman (1984), um processo no qual os
dados de entrada e saida sdo usados na determinacdo de modelos matematicos
representativos das caracteristicas dinamicas do sistema. O propdésito da
identificacdo de parametros modais consiste, portanto, na estimativa de
propriedades dinamicas do sistema tais como: frequéncias naturais, fatores de
amortecimento e modos proprios de vibragédo natural do sistema.

Segundo Maia et al. (1997), nas ultimas décadas, devido aos grandes
desenvolvimentos na tecnologia dos computadores e dos sistemas de aquisicdo de
dados, e devido as atuais necessidades das comunidades de controle, detec¢éo de
falhas e avaliacao da integridade estrutural de sistemas mecanicos (JUANG, 1997),
a identificacdo de parametros modais desempenha um papel importante na area de
projeto mecanico.

Os métodos de identificacdo de parametros modais podem ser classificados
como:

i) Paramétricos e ndo paramétricos: No caso das técnicas de identificacao
paramétricas, utiliza-se explicitamente um conjunto de parametros com
significado fisico na representacdo do modelo matematico. O calculo dos
parametros do modelo é realizado através da aplicacao de algum critério
de otimizacdo. Os métodos de otimizacdo mais usuais sdo o0s dos
minimos quadrados (LS, do termo em inglés least squares), da maxima
verossimilhanca (ML, maximum likelihood), as variaveis instrumentais e
outras técnicas usando otimizacdo ndo linear como apresentadas em
Ljung (1999) e Soderstrom e Stoica (1989) como, por exemplo, a que usa
a estimativa do erro de predicdo (PE, predictor error). No caso das
técnicas ndo paramétricas, como apresentadas em Bendat e Piersol
(1986) e Newland (1975), os dados experimentais sofrem processamento



numerico que independe, a priori, do prévio conhecimento do sistema
fisico em estudo.

i) Dominios do tempo e da frequéncia: Os métodos de identificacdo séo

classificados ainda quanto ao dominio no qual os dados sao tratados
numericamente — dominio do tempo ou da frequéncia. As técnicas de
identificagdo no dominio da frequéncia sdo mais antigas e utlizam as
chamadas funcfes de resposta em frequéncia (FRF) na formulacdo do
modelo. As estimativas das FRF’s sédo calculadas, basicamente, a partir da
razdo das transformadas discretas de Fourier dos sinais de saida e de
entrada. Estas técnicas tornaram-se atraentes para o processamento de
dados em microcomputadores desde a formulacdo da transformada rapida
de Fourier (FFT, fast Fourier transform) desenvolvida por Cooley e Tukey
(1965). Algumas técnicas de processamento de sinais no dominio da
frequéncia podem ser encontradas em Bendat e Piersol (1986), Newland
(1975) e Maia et al. (1997). Uma dificuldade na utilizacdo dos métodos no
dominio da frequéncia € a presenca de erros devido as influéncias de
vazamento, proveniente do efeito de truncamento dos dados, que causam
distorgbes nas estimativas das FRF’s. Segundo Red Horse et al. (1994),
estes erros se agravam mais nos picos de ressonancia, no caso de
sistemas pouco amortecidos com pouca resolucdo em frequéncia. Além
disso, os métodos em frequéncia apresentam restricdbes na identificacdo
de parametros modais para sistemas que apresentam grandes razdes de
amortecimento e frequéncias naturais muito préximas, especialmente se
associados com dados contaminados com ruido, como se vé em Gontier,
Smail e Gautier (1993). Alternativamente, ha algumas décadas tem-se um
grande interesse na aplicacdo dos métodos no dominio do tempo, ao
contrario dos tradicionais métodos do dominio da frequéncia.
As técnicas no dominio do tempo consistem basicamente em encontrar os
parametros de uma equacao de diferencas ou da forma de estado, com
aguelas apresentados, por exemplo, em Ljung (1999) e Sdderstrom e
Stoica (1989). Os parametros modais sdo posteriormente calculados
usando os parametros desses modelos matematicos.

A utilizacdo dos métodos baseados diretamente nos dados de entrada e
saida do sistema resulta na eliminacdo dos efeitos de vazamento provenientes da
aplicacao da transformada discreta de Fourier. A literatura mostra que os métodos
do dominio do tempo tendem a fornecer melhores resultados quando uma grande
guantidade de frequéncias ou uma alta densidade modal esta presente nos dados
experimentais.

Finalmente, a escolha de um método de identificacdo no dominio do tempo
ou da frequéncia, em geral, é orientada em termos do conhecimento prévio de
determinadas caracteristicas do sistema como também das informac¢des requeridas
pelo processo de identificacdo. Estes métodos possuem suas vantagens e
desvantagens. Nao devem, no entanto, ser visto como alternativas distintas de
identificagdo, mas sim como complementares, sempre que possivel.

iii) Tipos de dados experimentais: Os dados experimentais obtidos como
matéria prima para a identificacdo de sistemas dindmicos podem ser do
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tipo funcdo resposta impulsiva (FRI), entrada-saida ou dados apenas de
saida.

iv)Quanto ao numero de modos analisados: O método de identificacdo é
classificado como de um Unico grau de liberdade quando permitir analisar
um unico modo de vibrar do sistema de cada vez. O método é chamado
multiplos graus de liberdade quando varios modos de vibrar do sistema
sao analisados simultaneamente. Os métodos de identificacdo do dominio
do tempo sdo todos do tipo multiplos graus de liberdade, enquanto os
meétodos no dominio da frequéncia podem ser de um ou multiplos graus
de liberdade Maia et al. (1997)

v) Quanto ao numero de entradas e saidas: Os dados experimentais sdo
obtidos da medicdo da excitacdo e da correspondente resposta em
diversos pontos da estrutura em um determinado instante. Alguns
meétodos de identificacdo sdo formulados de tal maneira que podem ser
aplicados apenas para um Unico par de dados de excitacdo e resposta,
sendo chamados SISO (single input single output). Outros métodos séo
formulados de modo a permitir utilizar amostras de dados experimentais
com simultaneas entradas e saidas. Estes métodos sdo chamados MISO
(multiple input single output) ou MIMO (multiple input multiple output). Os
métodos MISO ou MIMO sdo chamados também de métodos globais
(MAIA et al. ,1997).

A crescente popularidade da utilizacdo dos métodos MIMO em AME deve-se
as algumas razdes apontadas por Cambraia (2009) e Kurka e Cambraia (2009):

i) Aplicacdo de multiplas entradas permite a distribuicdo de energia de
excitacdo mais uniforme ao longo da estrutura.

i) A aquisicdo simultdnea dos dados de entrada e saida minimiza as
diferencas que aparecem como consequéncia da restricdo da invariancia
no tempo do modelo matematico de equilibrio de for¢as do sistema.

iii) A redundancia das informacdes, que resulta da aquisicdo multipla dos
sinais dinamicos de resposta, se reflete beneficamente na estimacdo dos
parametros modais, especialmente para sistemas de grande porte com
modos acoplados e frequéncias naturais muito proximas.

vi)Recursivos e nao recursivos: Os métodos recursivos, por suas
caracteristicas de economia de processamento numeérico, sao utilizados
na identificacdo de sistemas que apresentam caracteristicas nao
estacionarias ou em aplicagbes em tempo real, como se vé em Ljung
(1999) e Soderstrom e Stoica (1989). A identificagdo n&o recursiva ocorre
guando uma grande quantidade de dados é coletada do sistema e, em
seguida, é pds—processada. Normalmente, os algoritmos ndo recursivos
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fornecem parametros calculados com uma maior preciséo, visto que, com
uma grande quantidade de dados, a identificacdo pode ser repetida varias
vezes utilizando-se diferentes métodos.

Este trabalho trata, portanto, do desenvolvimento de métodos parameétricos
de identificacdo de parametros modais, multiplos graus de liberdade, ndo recursivos,
implementados no dominio do tempo, usando dados de entrada e saida ou dados
apenas das saidas, formulados para o caso MIMO usando modelos na forma de
estado puramente linear com parametros invariantes no tempo.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo apresenta uma revisdo bibliografica a respeito do tema a ser
desenvolvido neste trabalho. Sao discutidas as principais caracteristicas dos
meétodos de identificagcdo mais tradicionais em analise modal, bem como os métodos
de subespacos e operacionais (ou agueles que usam somente dados de saida).

1.2.1 Métodos tradicionais

A andlise de sistemas dindmicos no dominio do tempo até a década de 80
abrange uma grande quantidade de aplicacdes em diversas areas do conhecimento
cientifico como apresentado em Cambraia (2009) e outras referéncias contidas
neste trabalho, tais como: na modelagem de processos estocasticos, na teoria de
previsdo econdmica, na teoria de filtros digitais e processamento de sinais, em
controle digital, e de maior interesse deste trabalho, na analise modal tedrica e
experimental.

As técnicas de identificagdo modal no dominio do tempo comecaram a ser
difundidas na década de 70 por Cole (1973), que desenvolveu um método de anélise
de vibragdes utilizando uma fungcdo chamada Randomdec. Ibrahim e Mikulcik (1976)
e lbrahim (1977) desenvolveram o chamado Ibrahim Time Domain Method (ITD).
Ibrahim (1979) associou a funcdo Randomdec ao método ITD resultando na
Randomdec Time Domain Technique. Brown et al. (1979) desenvolveram o0s
algoritmos de exponenciais complexas usando o método de minimos quadrados
para o célculo dos coeficientes auto regressivos do modelo para a metodologia
SISO.

Na década de 80 incluem-se os algoritmos no dominio do tempo tais como o
Polyrefence Complex Exponential Method desenvolvido por Vold e Rocklin (1982) e
Vold et al. (1982), o Time Domain Direct Parameter Method desenvolvido por
Leuridan (1984) como extensdo do método de exponenciais complexas para a
metodologia MIMO, e o método Eigensystem Realization Algorithm (ERA)
desenvolvido por Juang e Pappa (1985), Longman (1985) e Juang (1989).

Na segunda metade da década de 80 e na década de 90, surgiram varios
trabalhos visando a comparacdo e a unificacdo dos algoritmos de identificacédo
modal, principalmente os implementados no dominio do tempo. Os pesquisadores
Leuridan, Brown e Allemang (1986) procuraram sintetizar a formulacédo de alguns
métodos de identificagdo no dominio do tempo, enquanto Juang (1987) apresenta a
relacdo entre alguns métodos de realizacao de sistemas lineares em AME tanto no
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dominio do tempo como no dominio da frequéncia. Nota-se que o termo realizacéo
de sistemas é usado na teoria de controle referindo-se ao processo de ajustar um
modelo matematico (em geral, uma representacdo em espaco de estado) a partir de
dados experimentais.

Cooper (1989) apresenta um trabalho comparando varios métodos de
identificagcdo no dominio do tempo, em uma andlise tedrica suportada por estudo
estatistico com resultados apresentados em forma de simulagdo numérica, onde 0s
dados sdo corrompidos por ruido branco. Estes métodos sdo apresentados por
Cooper (1990) em testes experimentais em aeronautica, comparando os diferentes
resultados de métodos baseados em otimizagcdo por minimos quadrados no dominio
do tempo. Pesquisadores como Juang, Cooper e Wright (1988) e Cooper e Wright
(1991) sintetizam os métodos Polyreference e ITD em uma abordagem classica de
minimos quadrados utilizando o conceito da chamada matriz de correlacao.

Allemang, Brown e Fladung (1994) apresentam um trabalho enfatizando a
importancia da comparacao destes diversos algoritmos utilizados na identificacao
modal, visando contrastar as caracteristicas numéricas entres eles. Neste trabalho,
os autores reformulam alguns algoritmos usando uma estrutura matematica comum
entre eles em termos de polinbmios matriciais.

Juang (1997) relaciona importantes trabalhos discutindo aspectos comuns
entre alguns algoritmos recentes de identificacdo no dominio do tempo usando
dados de entrada/saida baseados na matriz de informacdo. Além disso, outros
trabalhos podem ser citados como Juang et al. (1988) que propuseram um método
de identificacdo usando a teoria de filtros de Kalman, Fassois (2001) e Florakis,
Fassois e Hemes (2001) que estudaram os métodos ARX e ARMAX para 0 caso
MIMO.

A influéncia do ruido, sempre presente em dados experimentais, sobre a
qualidade da identificacdo paramétrica é bastante dificil de ser contornada. A maioria
dos algoritmos de identificacdo modal utiliza o0 método de minimos quadrados como
parte integrante de sua formulacdo. Entretanto, € sabido que para dados
contaminados com ruido, a utilizacdo da otimiza¢do por minimos quadrados produz
estimativas distorcidas dos parametros modais, principalmente dos fatores de
amortecimento e dos residuos modais. Para minimizar este problema costuma-se
adotar uma sobredeterminacdo da ordem dos modelos de identificacdo. Este
procedimento introduz modos computacionais, sem significado fisico, que néo
pertencem ao sistema e, portanto, devem ser separados numa etapa posterior do
processo de identificacao.

Uma alternativa para obter melhores estimativas dos parametros modais
para o caso de dados com ruido consiste na utilizacdo de modelos de média mével,
como o ARMA, para o caso da identificagcdo usando dados das FRI's, ou o ARMAX,
para o caso de dados de entradas e saidas, usando estimadores do tipo maxima
verossimilhanca como descritos em Reinsel, Basu e Yap (1992). Entretanto, estes
meétodos requerem elevado custo computacional, tornando-os de dificil aplicacao,
principalmente para o caso MIMO.

Uma boa quantidade destes meétodos tradicionais de identificacdo de
parametros modais podem ser encontrados em Maia et al. (1997).
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1.2.2 Métodos de Subespacos

Outra possibilidade para a melhoria da qualidade das estimativas dos
parametros modais consiste na utilizacdo dos chamados métodos de subespacos,
como abordado em Van der Veen, Deprettere e Swindlehurst (1993), Viberg (1995),
Viberg e Ottersten (1994) e Kurka e Cambraia (2009).

Os métodos de subespacos oferecem uma maneira numericamente versatil
para ajustar um modelo matematico linear e com parametros invariantes no tempo
na forma de estado a partir de dados experimentais. Possuem um custo
computacional menor e sdo mais simples de serem implementados, comparados aos
métodos usando otimizacdo nao linear, pois usam apenas técnicas da algebra linear,
tais como, redugcdo de rank via decomposicdo em valores singulares (SVD) e
solucdo de equacdes algébricas lineares por minimos quadrados.

Estes métodos tiveram suas origens na teoria da realizacdo de modelos
lineares na forma de estado (HOTELLING et al, 1970, VIBERG, 1995), e se
popularizaram a partir da segunda metade da década de 70 com o surgimento dos
primeiros algoritmos para o calculo da SVD (KUNG, 1979). Basicamente, a maior
parte dos métodos de subespacos tem muito em comum com os algoritmos de
realizacdo propostos por Ho e Kalman (1966). Mais especificamente, estes métodos
envolvem a estimativa de uma matriz de observabilidade estendida através de uma
operacdo de reducdo de rank sobre uma matriz formada a partir dos dados
experimentais (FRI’'s, entrada e saida ou apenas saida), cuja estrutura € imposta
pelo modelo na forma de estado, usando SVD. Uma vez estimada a matriz de
observabilidade estendida do sistema, as matrizes de estado e de influéncia da
saida sdo calculadas usando uma propriedade de invariancia ao deslocamento da
matriz de observabilidade, Essas matrizes sdo, por sua vez, usadas para a
identificagdo dos parametros modais do sistema.

As varias técnicas de identificacdo na forma de estado se diferem pela
maneira que a matriz de observabilidade estendida é estimada. Além disso, é
importante observar que os métodos de subespacos, podem ser implementados
tanto para dados do tipo FRI’s, entrada-saida ou para dados apenas de saida.

1.2.3 Métodos Operacionais

Muitas vezes as condi¢cdes operacionais de estruturas complexas podem ser
muito diferentes das condi¢des ideais em que sao realizados os testes modais em
laboratério.

A andlise modal operacional (OMA, operational modal analysis), como pode
ser visto nos artigos do Mevel, Basseville e Goursat (2002), Lardies (2009) e Lardies
e Minh-NgiTa (2010), utiliza apenas os dados das saidas do sistema para identificar
seus parametros. Sao testes modais cuja entrada ou excitacdo € desconhecida e,
portanto, ndo pode ser medida. Este tipo de entrada € muitas vezes referida como
excitacdo ambiente, como ocorre, por exemplo, quando o0 vento excita uma estrutura
civil. Entretanto, esse tipo de entrada €, muitas vezes, assumida ser do tipo
Gaussiana branca, possuindo uma grande quantidade de componentes espectrais
na faixa de frequéncias a ser analisada.

Embora a OMA trate com dados experimentais apenas da saida, a literatura
aponta certas vantagens na utilizacdo deste tipo de abordagem, tais como facilidade
em sua utilizacdo e demanda de menor de tempo de teste por ndo usar excitacao
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artificial e nem as condicfes de contorno ideais construidas em testes de laboratério
(LARDIES, 2010). Este método tem despertado interesse nas &areas das
engenharias mecanica e civil, por suas aplicacbées em grandes estruturas (MEVEL,
BASSEVILLE E GOURSAT, 2002; LARDIES, 2009; LARDIES e MINH-NGITA,
2010), tais como maguinas rotativas e turbinas sujeitas as excitacdes turbulentas,
estruturas aeronauticas e testes em tuneis de vento, plataformas off-shore e
construcdes civis sujeitas ao vento e trafego, friccdo em rolamentos, etc.

Hermans e Auweraer (1999) apresentaram um trabalho muito importante,
onde sao discutidos alguns aspectos tedricos e praticos a respeito dos meétodos de
identificacdo tipo OMA, incluindo as técnicas peak-picking (MAIA et al., 1997)
aplicadas aos autoespectros e espectros cruzados das medicbes de entrada e
saida, e ajustes de modelos autorregressivos e de métodos de subespacos.
Aplicagdes industriais como em suspensao automotiva, flutter de aeronaves e
pontes sujeitas a excitagdo ambiente, também sdo mencionadas.

Mevel et al. (2002) aplicaram OMA para deteccao de falhas em estruturas
mecanicas e civis. Neste trabalho, sdo usados métodos de subespacos na
identificacdo dos parametros estruturais em uma abordagem multivariavel,
enfatizando a identificacdo de frequéncias naturais, fatores de amortecimento e dos

7

modos de vibragdo natural. A andlise de falhas é realizada aplicando um teste
estatistico do tipo y* que resulta em uma anélise de sensibilidade dos residuos

obtidos a partir das incertezas dos parametros modais identificados para diferentes
condicBes de entrada, que sdo assumidas ndo estacionarias e que nao podem ser
medidas.

Campel (2003), apresenta um trabalho interessante sobre monitoramento de
falhas em sistemas mecanicos em condi¢cdes operacionais, usando uma abordagem
multidimensional. Neste trabalho, € construida uma matriz de observacdo de
sintomas, obtida de dados de medicdes experimentais, de onde podem ser extraidas
informacBes para o monitoramento da condicdo de falha do sistema. Do ponto de
vista algébrico, é determinado o chamado espaco ortogonal de falhas generalizado,
que é obtido através da aplicacdo de sucessivas operacdes de reducdo de rank
sobre o chamado espaco de sintomas, normalmente ndo ortogonal, usando SVD.
Embora esta referéncia ndo esteja associada com a OMA, o uso do procedimento de
reducdo de rank via SVD chama bastante atencdo. Outro trabalho sobre esse
assunto € apresentado por Campel (2008).

Lu e Law (2006) desenvolveram um método de identificacdo paramétrica de
sistemas lineares e da forca de entrada a partir de dados apenas da saida. Sao
estudadas forcas do tipo impulsiva e senoidal. O método € baseado na sensibilidade
da resposta dindmica da estrutura com relacdo aos parametros. Uma grande
guantidade de artigos sobre métodos de deteccdo de falhas, da década de 90, é
apresentada neste trabalho.

Reynders e Roeck (2007) desenvolveram um método de identificacdo de
parametros de sistema dinamicos lineares com parametros invariantes no tempo
orientado a subespaco, combinando os efeitos deterministicos e estocasticos na
modelagem na forma de espaco, tanto para as variaveis de estado, bem como para
as saidas observadas do sistema. Nessa referéncia os autores chamam atencao
para o problema da falta de conteddo espectral na entrada do tipo operacional,
resultando na identificacdo de apenas uma quantidade limitada de modos de
vibragdo. Importantes aspectos teoricos relacionados com a modelagem matemaéatica
sao apresentados.
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Zaghbani e Songmene (2009) estudaram o monitoramento da estabilidade
de operagcBes de maquinas ferramentas que funcionam a altas velocidades usando
OMA. Tal estabilidade de operacbes determina a confiabilidade da maquina e a
qualidade da peca a ser produzida. O monitoramento € realizado através da analise
espectral de testes de impacto para diferentes configuragbes da maquina
ferramenta, onde os parametros modais (frequéncias naturais e fatores de
amortecimento) calculados para rotacdo de zero RPM sdo comparados com 0s
parametros obtidos em outras rotacdes de servico. As medi¢des sao realizadas em
sobre-pontos fixos da maquina. Numericamente, o ajuste dos dados foi obtido por
dois procedimentos distintos, o ajuste de um modelo ARMA e uma técnica de
minimos quadrados de exponenciais complexas, cujos resultados foram bem
similares segundo os autores. Este trabalho demonstra como OMA pode ser
explorado na industria mecanica.

Rainieri e Fabbrocino (2009) propuseram um método OMA de identificacdo
automatizado, ou seja, um algoritmo que realiza a andlise modal on-line, sem a
interferéncia de um analista, para o monitoramento das condi¢cdes de integridade
estrutural em estruturas civis. Este método é do tipo ndo paramétrico e
implementado no dominio da frequéncia. Uma grande quantidade de referéncias é
apresentada nesse artigo que dizem respeito a questdo do estado da arte sobre
métodos de identificacdo automatizados.

Vu et al. (2012) apresentam um trabalho relacionado com anélise modal e
OMA automatizada usando andlise espectral valida para multi-sensores.
Algebricamente, os parametros sao estimados através do ajuste por minimos
guadrados sobre um modelo autorregressivo. A identificacdo da ordem do modelo,
frequéncia natural e fatores de amortecimento sdo apresentados. Além disso, um
teste de laboratério € conduzido usando uma placa engastada e um teste modal
operacional € realizado em um grande gerador de energia elétrica visando o
monitoramento de sua integridade estrutural. Nota-se que este método é também
nao parameétrico e ndo sao determinados os modos préprios de vibracao natural dos
sistemas mecanicos analisados.

Um trabalho muito interessante que trata da realizacdo da OMA em
monumentos antigos de Portugal foi publicado por Ramos (2010). Nesse trabalho a
integridade estrutural € monitorada como parte de um processo que ajuda na
preservacdo de construcbes historicas. Sdo usados dados de vibracoes,
temperatura e umidade relativa. A OMA é usada para estimar os parametros modais
seguido de uma andlise estatistica para avaliar as influéncias do meio sobre a
resposta dinamica. Sao apresentados os modos de vibragcdo naturais obtidos via
OMA e os modos de vibracao obtidos pelo método de elementos finitos.

Lardies (2010) apresenta dois métodos distintos de identificacdo de
parametros modais do tipo OMA implementados no dominio do tempo. Um deles é
baseado no ajuste do modelo autoregressivo com média moével (ARMAV,
autoregressive moving average vector) por minimos quadrados e o outro modelado
em termos de espaco de estado. Nessa referéncia, apresentam-se as formulacdes
desses métodos destacando a equivaléncia entre eles no que diz respeito aos
resultados obtidos na identificacdo de parametros modais. Basicamente, esses
métodos contam com a aplicacdo de SVD sobre uma matriz de estrutura Hankel,
formada pela covariancia dos dados de saida.

Lardies e Ta (2010) propbéem também um meétodo de identificacdo de
parametros modais em estruturas que utilizam cabos de a¢o suspensos (como, por
exemplo, pontes e guindastes), usando apenas os dados experimentais de saida,
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implementados nos dominios do tempo e tempo-frequéncia. O método de
identificacdo OMA implementado dominios tempo-frequéncia € justificado pelo uso
da transformacéo wavelet. Nessa referéncia, sédo apresentadas duas aplicagbes em
cabos suspensos.

1.3 MOTIVACAO, OBJETIVOS, CONTRIBUICOES E ORGANIZACAO
DOTRABALHO

A principal motivacdo do presente trabalho consiste no cumprimento dos
seguintes itens:

i) Desenvolvimento de codigos computacionais aplicados na analise modal
usando dados de entrada e saida e dados apenas da saida.

i) Comparacao da qualidade da identificacdo de parametros modais usando
técnicas descritas no item anterior.

iii) Possibilitar, posteriormente, em préximas  contribuicdes, 0
desenvolvimento de técnicas para aplicacdo em monitoramento de
integridade estrutural e analise de falhas usando OMA como discutido na
revisdo bibliogréfica apresentada na se¢ao anterior.

O objetivo do trabalho consiste, portanto, no desenvolvimento de algoritmos
de identificacdo de parametros modais, baseado na modelagem de estado linear
com parametros invariantes no tempo, orientado a subespacos. A qualidade de
identificacdo dos parametros modais sera demonstrada por meio de testes usando
dados obtidos de simulagdo computacional.

Espera-se que este trabalho contribua na verificagcdo da qualidade da
identificacdo de parametros modais via OMA, em comparacdo com 0s obtidos
usando dados de entrada e saida. Além disso, espera-se também que o trabalho
sirva como subsidio e motivacao para posteriores aplicacbes em outras técnicas de
analise de falhas e monitoramento de integridade estrutural.

O presente trabalho é organizado da seguinte forma. No capitulo 2, é
apresentada a modelagem matematica para sistemas mecanicos lineares com
parametros invariantes no tempo, que sera usada para a formulacédo e célculo dos
parametros modais de sistemas estruturais. No capitulo 3, é apresentado um
método de identificacdo de parametros modais usando dados de entrada e saida.
No capitulo 4, um método de identificacdo de parametros modais para dados apenas
da entrada é apresentado. No capitulo 5, sdo apresentados resultados da
identificacdo modal de sistemas estruturais para dados de entrada e saida e para
dados apenas de saida. Finalmente, as conclusbes e sugestbes para futuros
trabalhos a partir deste estudo sado apresentadas no capitulo 6. No apéndice A, é
apresentada uma revisdo dos conceitos basicos da algebra linear tais como, solugéo
de problema de minimos quadrados, SVD e calculo da pseudo-inversa de uma
matriz retangular.
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2 MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS MECANICOS LINEARES
COM PARAMETROS INVARIANTES NO TEMPO

Este capitulo apresenta elementos sobre a modelagem mateméatica usada
na analise modal experimental (AME). Sdo apresentadas as modelagens de
sistemas mecanicos lineares a parametros concentrados e invariantes no tempo,
validas para tempo continuo, para descrever o problema da dinadmica estrutural; e
para tempo discreto, para obter a observacdo das variaveis que serdo usadas como
matéria prima para os métodos de identificacdo de pardmetros modais.

Como o0 mecanismo de dissipacdo de energia usado na presente
modelagem € do tipo viscoso ndo necessariamente proporcional e os métodos de
identificacdo paramétricas tratados neste trabalho sdo do tipo de subespacos, é
necessario que o modelo seja descrito na forma de estado.

2.1 MODELAGEM MATEMATICA PARA TEMPO CONTINUO

A dindmica de sistemas mecéanicos evolui em tempo continuo na natureza.
Um sistema mecanico linear a parametros concentrados e invariantes no tempo
(LIT), com f graus de liberdade, pode ser modelado, em tempo continuo, pela
seguinte equacao diferencial ordinaria (MAIA et al., 1997):

Mi(t)+ Cq(t) + K q(t) =f(t) (2.1)

onde M, C e K, sdo, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e
rigidez, todas de dimensédo f x f . Os vetores q(t) e f(t), ambos de dimensdo f x1,

denotam, respectivamente, as coordenadas generalizadas do sistema mecanico e
as forcas externas que atuam sobre o mesmo. Deve-se observar, entretanto, que o
vetor f(t) pode conter algumas componentes nulas.

Definindo-se:
_a(t)
X(t) = {q (t)} (2.2)

como o vetor de estado de dimensdo nx1, onde n=2f, a equacao (2.1) pode ser
expressa de maneira equivalente na forma de estado como,

AX(t) + Bx(t) = U(t) (2.3)

Com as mastrizes definidas da seguinte forma:

~[c ™ _ [K 0 L)
A_[m 0} B_[O —M} u(t)—{o} (2.4)
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A e B sdo matrizes reais e simétricas de dimensdo nxn, T(t) é um vetor

de dimenséo nx1 e 0 denota vetor e matrizes nulas de dimensdes apropriadas.

O comportamento préprio do sistema mecéanico acima pode ser definido
através de um conjunto de parametros modais, tais como: frequéncias naturais,
fatores de amortecimento e modos naturias de vibracdo. Matematicamente, tal
comportamento proprio pode ser descrito através da analise da solucdo do problema
de vibragéo livre , dada por:

AX(t) +Bx(t) =0 (2.5)

A solugéo do problema linear com parametros invariantes no tempo acima é
assumida como

x(t) = Pe*' (2.6)
onde 4 é um escalar complexo e ¥ € um vetor complexo de dimensédo nx1.

Substituindo a Equacéo (2.6) em (2.5), obtém-se o seguinte:

(AA+B)¥e'' =0 (2.7)

Como o termo escalar ¢*', da equagédo acima, ndo é zero, resulta entdo que

(AA+B)¥=0 (2.8)

O objetivo agora consiste na determinacgéo do termo escalar A e do vetor ¥
, partes integrantes da solucdo do problema livre dada pela Equacdo (2.6). A

solucdo trivial do sistema de equacbes algébricas lineares descrito pela Equacao
(2.8) leva a ¥ =0. Entretanto, esta solugdo ¥ =0 nao interessa, pois anularia a

solucdo x(t) = We''. Entdo, para evitar tal solucéo trivial, imp&e-se que:
det(AA+B)=0 (2.9)
Onde o termo det(.) denota determinante de uma matriz.

A Equacdo (2.8) representa um problema de autovalor da matriz —A™B,
sendo que as constantes complexas A sdo os autovalores e o vetor WYos
autovetores de —A'B. A Equacao (2.9) leva ao chamado polindmio caracteristico
cujas raizes s&o os autovalores de —A™'B.

E possivel mostrar que, para o caso de vibracdo de um sistema mecanico

sub-amortecido, os autovalores de —A™'B se apresentam em pares conjugados
(MAIA et al., 1997), como

XAy ==, & i, [1- & j=1:f (2.10)
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Onde o,;e &; denotam, respectivamente, a frequéncia natural e o fator de

amortecimento associado ao j-ésimo modo sub-amortecido do sistema mecanico.
Neste capitulo, considera-se que os autovalores sejam todos distintos.
Com base na Equacdes (2.2) e (2.6), as expressoes de q(t) e (t) podem

ser escritas como,
a) = e’ e q(t) = 1 ge*" (2.12)

sendo ¢ um vetor de dimensao f x1. Portanto, os autovetores ¥;, do problema
descrito pela Equacéao (2.8), possuem a seguinte forma:

0 } .
: {}“j‘l’j

Define-se matriz modal ¥, de dimensdo nxn, como a matriz cujas n
colunas sao representadas pelos n autovetores ¥, da matriz —~A'B, de modo que:

y=[y, - \PH]ZHZ’;} {i"’(pH (2.13)

E possivel mostrar também que a matriz modal ¥ possui as seguintes
propriedades de ortogonalidade (MAIA et al., 1997),

YAY=1__ e Y BY =-A (2.14)
onde:
LA 0 ()} 0}
A= . e Y= . (2.15)
0 A ®). D)

sdo ambas matrizes de dimensdo nxn (o simbolo “*” denota conjugagéo complexa),
e sendo que as matrizes,

aedigly 4] e o=lo) - fo)] (2.16)

ambas de dimensdo f x f contém, respectivamente, os f autovalores (ou polos do
sistema modelado em tempo continuo) 4; e os f modos de vibragdo naturais {(pj}

associados do sistema mecanico descrito pela Equacéo (2.1).
Para os propdsitos de identificacdo de parametros modais, € conveniente
representar o sistema mecéanico descrito pela Equacéo (2.3) na seguinte forma,

%(t) = F x(t) + ET(Y) (2.17)
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o 0 | —
F=-A"'B { g M-lé} e E=A" (2.18)

A matriz F, de dimensdo nxn, € chamada de matriz de estado para tempo
continuo e fornece uma descricdo completa do sistema mecanico modelado em
tempo continuo, pois, segundo a Equacdo (2.17), a varidvel de estado x(t) é
conectada com sua variagcdo temporal x(t) através da matriz F.

Como F=-A"B, como mostra a Equacio (2.18), as matrizes A e ¥ sio

formadas, respectivamente, pelos autovalores e autovetores da matriz do sistema F,
sendo valida, portanto, a seguinte diagonalizacdo da matriz F como

F=YAY" (2.19)
A solucédo x(t)da Equacéo (2.17), para dois instantes distintos t, e t,,

€ dada pela seguinte equacao (LUENBERGER, 1979),

t
x(t,) = eFWx(t,) + j e = E U(r)dr (2.20)

4

Além disso, para sistemas LIT, o termo

F2t2 F3t3 Fktk
+...+ +...

e =1+Ft+ + (2.21)
20 3 k!

gue representa uma série formada de infinitas parcelas, que pode ser facilmente
calculada usando as matrizes A e ¥ como (LUENBERGER, 1979),

e = ety (2.22)

Portanto, a equacgao (2.20) pode ser reescrita em termos das matrizes A e
¥ como:

t
X(t,) = Wer ™% Wix(t,) + j YerlWIE U(r)dr (2.23)

']
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2.2 MODELAGEM MATEMATICA PARA TEMPO DISCRETO

Os dados experimentais de vibragdo s&o, em geral, amostrados em
instantes discretos, igualmente espacados, por um intervalo de tempo At. A
modelagem matemética feita na secdo anterior, entretanto, foi desenvolvida para
tempo continuo. Para passar a informacdo da modelagem em tempo continuo para
tempo discreto usa-se a chamada discretizacdo de ordem zero, que consiste em
manter a funcdo de entrada U(t) da Equacéo (2.17) constante durante um intervalo

de tempo At. Matematicamente, definindo-se
t, = kAt e t, =(k +1At (2.24)

como dois instantes consecutivos separados de um intervalo de tempo At, tem-se
que:

u(t,) =u(kAt) para KAt <t < (k +1)At (2.25)

Substituindo a Equacéo (2.25) em (2.20) para os instantes t, e t,, obtém-se
0 seguinte:

ty=(k-+1) At

X([k +1]at) = ePx(katy +  [e"IE T(r)dr (2.26)

t,=kAt

Como o termo U(r) € assumido ser constante durante o intervalo de
discretizacdo kAt <t < (k+1)At e vale u(kAt), a equacédo (2.26) pode ser reescrita
como:

x((k +1)At) = Ax(kAt) + B, t(kAt) (2.27)

Ou ainda, definindo-se o termo k = kAt, a Equacao (2.27) acima torna-se:

x[k +1]= Ax[k]+B, u[k] (2.28)
Onde:
A=e™ (2.29)
e
(k+1) At
B,= [A(k+1)at—r)Ede (2.30)

kAt



22

sdo matrizes ambas de dimensdo nxn chamadas, respectivamente, matriz de
estado do sistema e matriz de influéncia da entrada para tempo discreto.

Considerando que a matriz E é constante e fazendo a mudanca de variavel
do tipo p=(k +1)At—zcom dp=-dr, tem-se que p = At para 7 =kAt e p=0 para
7 = (k +1)At . Substituindo estes termos na matriz B, da Equacgéo (2.30) obtém-se o
seguinte:

B, = {— j A(p)dp}E = ﬁA(p)dp}E = ﬁerdp}E (2.31)

Considerando que jea”dp = i(eat —1), tem-se, entdo, por analogia, que a
equacao (2.31) pode ser esc(rJita como

B,=F*(A-1E (2.32)

A parte homogénea para o sistema dindmico descrito pela Equacgéo (2.28) é:

x[k +1]= Ax[k] (2.33)
Cuja solucao é assumida possuir a forma,

x[k] =y z* (2.34)
onde z é uma constante complexa e y é um vetor complexo de dimenséo nx1.

Substituindo a Equacéo (2.34) em (2.33), obtém-se:

TRAREY ThA (2.35)
Que leva ao seguinte problema de autovalor

(z1-A)¥=0 (2.36)

Sendo que este problema de autovalor tem solugéo néo trivial se e somente se a
eguacdao polinomial caracteristica for obtida da seguinte forma:

det(z1-A)=0 (2.37)

Assim, as n raizes do polinbmio caracteristico, obtido da Equacgéo (2.37),
sdo os n autovalores z,da matriz A, sendo que para cada autovalor existe um

autovetor ¥ correspondente, com j=1:n.

A matriz modal complexa Wé obtida amostrando todos 0s n
autovetores
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v=[v, v, .. ¥ ] (2.38)

Esta matriz transforma a matriz A em uma matriz diagonal
Z=diag[z, --- z,], que contém os n autovalores como:

YAV =7 j=1:n (2.39)
ou

A=YZY' (2.40)

A solugdo da Equagéo (2.28) para dois instantes distintos k, e k, é dada
pela seguinte equacédo (LUENBERGER, 1979):

x(k,) = P2 wx(k,) + kzZ_:lll'zk-'-l B, () u() (2.41)

1=0

2.3 RELACAO ENTRE OS 'PARAMETROS MODAIS DE SISTEMAS
MODELADOS PARA TEMPO CONTINUO E DISCRETO

Neste momento, é necessario estabelecer uma relagdo entre os autovalores
calculados das matrizes A e F, ou seja, do sistema mecanico modelado em tempo
discreto e em tempo continuo.

A Equacdao (2.29) ajuda a estabelecer tal relacdo. Assim, os n autovalores do
sistema z; e 4;, modelado em tempos discreto e continuo, respectivamente, sdo

relacionados por
j=1:n (2.42)

Entretanto, os autovetores, que representam os modos de vibracdo, para
ambas as modelagens, sdo equivalentes, pois cada modo de vibrar do sistema
mecanico independe do tipo de modelagem usada — se tempo continuo ou tempo
discreto.

Usando as Equacbes (2.10) e (2.42), os parametros modais do sistema
mecanico descrito pela Equacéo (2.1) sdo determinados por:

In(z.
2y =05 (2.49)
o, =|4| em rad/s (2.44)
f = ‘ll‘
=10 em Hz (2.45)

Y oor
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%)

¢ = n (2.46)

Onde In(.) denota logaritmo naturale j=1:n.

2.3.1 RELACAO ENTRADA-SAIDA DE SISTEMAS LIT

A relacdo entrada-saida de sistemas LIT para tempo continuo, pode ser
obtida através da solucdo de x(t)da Equacao (2.23) para a condicao inicial x(0)=0
como:

t
X(t) = [We W EU(r)dr (2.47)
0

Onde os termos entrada e saida aqui sdo descritos, respectivamente, pelo termo
forca u(t) e pelo vetor de estado x(t).

Usando as condicGes de ortogonalidade da matriz modal ¥'A¥ = | dada

pela Equacdo (2.14), e o fato de que E=A™ e F=WAY", conforme mostram as
Equacdes (2.2) e (2.3), tem-se que,

nxn !

E-At=(¥T1 ¥ vy (2.48)

Substituindo o termo E obtido da Equacéo (2.48) na Equacéo (2.47), obtem-
se que:

X(t) = j‘l’eA COWTh(r)dr = j H(t—7)u(r)dr (2.49)

onde o termo

H(t) = Pe* "W’ (2.50)

€ uma funcdo matricial de dimensdo nxn.

A Equacéao (2.49) estabelece que o vetor de estado X(t) pode ser expresso
através da integral de convolucédo entre a fungdo matricial H(t) e a entrada T(t).
Além disso, a funcdoH(t) é o nlcleo desta integral de convolucdo e representa
fisicamente uma matriz de funcdes de respostas impulsivas (FRI)’'s como:



25

hll(t) hln (t)

H(t) = wer W™ = h”:(t) hz”:(t)

(2.51)
hnl(t) o hnn(t)

sendo que o ij-€simo elemento h;(t)de H(t) representa a resposta na saida i, no
instante t, devido a acdo de uma forca do tipo impulso unitario aplicada na entrada |.

Além disso, usando a Equacéo (2.15), pode-se escrever o seguinte:

H(t)I‘PeAt‘I’T: ()] (OX e“ (3 ()] Oy (252)
®L O] 0 e'||D O

Agora, desenvolvendo a Equacéo (2.52) como

P11 o Py (Pil (P:f W
H(t) = - Oy - Py *(Pfl (Pff *
40, o A0y 40, o Lo

__Alq)fl o Ay Loy - L0y |

et
0
e/lfl
L i
0

it

e
_(pll (pfl_ A0y o A0q
:(plf (Pfr: :ﬂf(l)n /1f(|)ff:
Q1 - Oy A0, o A0 (2.53)
05 on | [Aier o ey ||

obtém-se as expressdes das FRI's individuais h(t) 's como:

f
hy (1) = Z[‘l’i(k) P00 €™ + @iy (p’;(k)e*“] (2.54)
k=1
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Definindo-se o termo residuo como:
My = @iy P ik (2.55)

tem-se que a equacao (2.54) pode ser escrita como

f *
h; (©) = Z[rij(k) ™ + g em] (2.56)
k=1

2.4 PARTE OBSERVAVEL DA RESPOSTA DO SISTEMA

Nota-se que o vetor de entradas Uu(t), de dimensdo nx1, da Equagéao (2.3),
pode conter elementos nulos. Define-se agora o vetor u(t), de dimensdo mx1, como

o vetor formado apenas pelas m entradas ndo nulas que atuam sobre o sistema
mecanico. A relacdo entre os vetores u(t) e u(t) (t) pode ser escrita como:

u(t) =Gu(t) (2.57)
onde G é uma matriz de dimensao nxm.

Com esta definicdo do vetor u(t), a Eq. (2.18), para tempo continuo, pode
ser reescrita como:

X(t) =F x(t) + EGu(t) (2.58)

A Equacéo (2.58) representa, portanto, 0 modelo matematico de um sistema
mecanico LIT descrito na forma de estado incluindo apenas as entradas nao nulas
que atuam sobre o mesmo, para tempo continuo. Com base na Eq. (2.28), a
modelagem equivalente para tempo discreto é:

x[k +1]= Ax[k]+B,G u[k] (2.59)
ou

x[k +1]= Ax[k]+ B u[k] (2.60)
onde

B=B, G (2.61)

onde A é uma matriz de dimensdo nxn, chamada de matriz de estado para tempo
discreto e B é uma matriz de dimensdo nxm, chamada de matriz de influéncia da
entrada.
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A resposta ou saida do sistema modelado na forma de estado pode ser
obtida por meio da observacdo de uma quantidade de | variaveis armazenadas em
um vetor y(t), de dimenséo |x1, definido como:

y(t) =Cx(t) (2.62)

onde C é chamada de matriz de influéncia da saida e possui dimensdo Ixn. A
Equacao (2.61) é chamada de equacéo de observagdo do sistema, indicando qual a
parte do vetor de estado do sistema x(t) que é realmente observada.

Equivalentemente, o vetor de saida para modelagem matematica do sistema
mecanico para tempo discreto é denotada por y(kAt) e definido como da mesma

forma que para tempo continuo como
y(k) = Cx(k) (2.63)

Com base na presente discussdo, o modo de vibragdo @®,, que € a parte
observada do autovetor ¥, € entdo obtida pelas Equacdes (2.51) ou (2.52), como

® =CVY j=12,...n. (2.64)

] J

Para o desenvolvimento dos métodos de identificacdo paramétrica
desenvolvidos neste trabalho, o vetor de saida descrito pela Equacao (2.63) podera
ainda ser escrito como:

y(k) =C x(k) + D u(k) (2.65)

onde D é uma matriz de dimensao |xm, chamada matriz de transmissao direta da
entrada sobre a saida.
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3 METODO DE IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS DE ENTRADA E
SAIDA

Este capitulo apresenta a formulacdo de um método de identificagdo
paramétrica para sistemas lineares com parametros invariantes no tempo orientado
a subespacos para dados de entrada e saida. Esse método é implementado no
dominio do tempo, valido para mdultiplas entradas e multiplas saidas (MIMO) e conta
apenas com 0 uso de operacdes basicas da algebra linear, o que o torna bastante
simples, versétil e computacionalmente econémico.

3.1 REALIZACAO DO MODELO NA FORMA DE ESTADO USANDO
DADOS DE ENTRADA E SAIDA

Um sistema dinamico linear e invariante no tempo pode ser modelado da
forma de estado como:

x(k +1) = A x(k) + B u(k) (3.1)

y(k) =C x(k) + D u(k) (3.2)

onde X(k) é o vetor de estado de dimensdo nx1, u(k) é o vetor forca ou das
m entradas que atuam sobre o sistema, de dimensdo mx1, e y(k)é o vetor de
observacdo das | variaveis observadas do sistema de dimensdo |x1. As matrizes
A, B,C e D séo, respectivamente, a matriz de estado do sistema de dimensao nxn,
a matriz de influéncia da entrada sobre as variaveis de estado de dimensao nxm, a
matriz de influéncia da saida de dimensdo Ixn, e a matriz de transmissao direta
sobre a saida de dimensédo Ixm.

A teoria classica de realizacdo de sistemas dinamicos lineares trata com o
problema de ajustar um modelo de estado de ordem minima a um conjunto de dados
obtidos das FRI’s. Entretanto, esse conceito pode ser estendido para o problema de
identificacdo usando dados de entrada e saida (VIBERG, 1995). Um modelo na
forma de estado possui ordem minima se a dimensdo n do vetor de estado X(t)for

minima, isto é, se ndo existir nenhuma outra realizacdo possivel de ordem inferior a
n.

Esta secdo apresenta o problema de realizagcdo para dados de entrada e
saida. O objetivo é, portanto, apresentar uma formulagcéo apropriada para o calculo
das matrizes A e C das Equacdes (3.1) e (3.2), a partir de uma sequéncia de
dados de entrada e saida. Essas matrizes serdo posteriormente usadas para estimar
os parametros modais 4; e ¢, de sistemas mecanicos, como mostrado no capitulo

2 deste trabalho.
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E possivel mostrar que as sequéncias de variaveis de entrada e saida u(k),
y(k) e x(k) que satisfazem as equacbes (3.1) e (3.2), levam, apds algumas
manipulacdes algébricas, a seguinte importante relagcédo matricial:

Y, =T X+H,U, (3.3)

onde Y, e U,séo, respectivamente, matrizes de estrutura Hankel para i-blocos de
linhas e j-blocos de colunas, contendo, respectivamente, os vetores de saidas y(k)

e os vetores de entradas u(k) com dimensGes, respectivamente, iguais a il x| e
imx j. Essas matrizes sao definidas como:

y(k) yk+1) - yk+j-1) |
yk+1)  y(k+2) - y(k+])
Y,=| yk+2) yk+3) - y(k+j+1) (3.4)
Ly(k + i—1) y(k'+ i) y(k+i + i-2)]
e
u(k) uk+1) - uk+j-1) |
uk+1) uk+2) - uk + j)
U, =l uk+2) uk+3) - u(k + j+1) (3.5)
_u(k+.i—1) u(k.+i) U(k+i:i-j—2)_

onde X é uma matriz de dimensédo nx j, que contém consecutivamente os vetores
de estado definidos como:

X=[x(k) x(k+1) x(k+2) - x(k+j-1)] (3.6)

Para tanto, séo definidas I';, a matriz de observabilidade do sistema, de

dimensédo il xn formada pela matriz de estado A e pela matriz de influéncia da
saida C como:
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C
CA
I, =| CA? (3.7)

e H,, uma matriz triangular inferior de estrutura Toeplitz e de dimenssédo il xim
como:

D 0 0
CB D 0
(3.8)

H =| CAB CB D

O o o o o

CA™?B CA™B CA™B

O calculo das matrizes de estado A e da influéncia da saida C é feito
usando uma importante propriedade de invariancia ao deslocamento da matriz de
observabilidade T';, que, segundo a Equacéao (3.7), é definida como,

r®=roA (3.9)

onde as sub-matrizes I'® and T'® s&o definidas como

ro C
el ) 510

Assumindo que a realizacdo seja de ordem minima n, implica que a matriz
de observabilidade I'; possui rank completo n. Entdo, a matriz de estado A pode

ser calculada usando a Equacéo (3.9) por

A=TOT? (3.11)
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onde o simbolo “+ “ denota a pseudo inversa de Moore-Penrose da sub-matriz T,
como apresentado no Apéndice A deste trabalho.

Finalmente, a matriz C pode ser calculada tomando-se o primeiro bloco de
linhas da matriz de observabilidade I';, conforme mostra a equacéo (3.7).

A proxima sec¢do mostra uma forma numericamente viavel para obtencdo de
uma estimativa da matriz de observabilidade I'; a partir dos dados de entrada e

saida.

3.2 ESTIMATIVA DE PARAMETROS MODAIS USANDO METODO DE SUB-
ESPACOS

Esta secdo apresenta um algoritmo para identificacdo de parametros modais
usando o método de sub-espacos para dados de entrada e saida. O método de sub-
espacos pode ser definido aqui como uma técnica para obter uma estimativa da
matriz de observabilidade T, a partir de um procedimento de reducéo de rank das
matrizes formadas pelos dados de entrada e saida U, e Y,, usando SVD (singular

value decomposition). A partir dessa versao estendida da matriz de observabilidade
I', estimam-se as matrizes de estado A e de influéncia da saida C, que sé&o

usadas na identificacdo dos parametros modais do sistema mecéanico em analise.
Além disso, a SVD permite o calculo da ordem minima n do modelo.

E assumindo aqui que a entrada u(k) possui energia suficiente para excitar

todos os modos do sistema durante o experimento de identificagéo, i.e., 0 sistema
possui excitacdo persistente (SODERSTROM e STOICA, 1989). Um sinal de entrada
do tipo ruido branco satisfaz tal exigéncia.

Considerando, portanto, que a entrada seja um ruido, isso implica que a

matriz formada pelos dados de entrada U,, conforme a Equagéo (3.5), é de rank

completo igual a im, considerando que j > (il,im). Aplicando a SVD na matriz U, , de
dimensédo imx j, resulta em

U, =Qls OJO]R{} (3.12)

2

onde as matrizes Q e S possuem a mesma dimensao imxim. A matriz 0; possui
dimensdo imx j,, sendo que j,=j—-im>im. As matrizes V, e V, possuem
dimensdes, respectivamente, iguaisa jxim e jx j,.
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Da Equacao (3.12) entende-se que a matriz Q gera o espago coluna de U, ,
enquanto as matrizes V, and V, geram, respectivamente, o espaco linha e o nucleo
de U, .

P&s multiplicando a Equagéo (3.3) por V, resulta em

Y,V, =T, XV, +H,U,V, (3.13)

Como a matriz V, gera o nucleo de U,, implica que HU,V,=0, o que
reduz a Equacao (3.13) acima a seguinte expressao:

Y,V, =T, XV, (3.14)

sendo que a matriz Y,V, possui dimensao il x j,, considerando que j, = j—im>il.

3.2.1 Realizagdo para dados de entrada saida livres de ruido

Para o caso ideal, onde os dados de entrada e saida sao livres de ruido, o
rank das matrizes T, e V, X" é igual a n, da ordem do sistema dindmico modelado

pela Equacdo (3.1). Isso implica que o produtoY,V, da Equagdo (3.14) também
possua rank igual a n. Além disso, as n colunas das matrizes I'; e V, X' geram,
respectivamente, o espago coluna e o espaco linha da matriz Y,V,.

O espaco coluna de Y,V, pode representar, portanto uma verséo estendida
da matriz de observabilidade T, denotada por I',, possuindo, portanto, todas as

caracteristicas dinamicas e analiticas de T, incluindo a propriedade de invariancia

ao deslocamento discutida na sec¢éo anterior. Isso permite a estimativa das matrizes
A e C do sistema a ser identificado, conforme as Equacdes (2.26) e (2.27).
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3.2.2 Realizacdo para dados de entrada saida considerando ruido nos dados de
saida

Para uma situacdo mais realista, onde os dados de saida sdo contaminados
por ruido, a matriz Y,V, possui rank completo igual a il, sendo que il > n. Entretanto,

uma estimativa do espaco coluna da matriz Y,V,, de rank n, pode ser calculada
usando SVD como

R
Y.V, =[@, Qn]{os éM\A;}:QSSS Q8 (3.15)

onde as matrizes (i)s, és and V, possuem dimensdes, respectivamente, iguais a
ilxn, nxn e j,xn. Nota-se que para o caso dos dados livres de ruido én =0.

As n colunas da matriz Q, geram o espaco coluna de uma aproximag&o de
ordem n da matriz VY,V, =Q.S.,V] de rank reduzido, obtida a partir da SVD truncada

na ordem n da matriz Y,V,, como descrito na Equacdo (3.15). Essas colunas
contém também os n principais valores singulares da matriz diagonal S, .

Na prética, a ordem minima n do sistema dinamico pode ser identificada
através da inspecéo dos valores singulares mais significativos da matriz Y,V, . Além

disso, uma estimativa de uma versao estendida da matriz de observabilidade T,

denotada por T, € obtida através do procedimento de reducéo de rank usando SVD
discutido acima, como:

I =0, (3.16)

3.2.3 Algoritmo para identificagdo de parametros modais

O algoritmo para identificacdo de parametros modais baseado no presente
meétodo de subespacos pode ser resumido como:

i) estimativa da ordem minima n do modelo do sistema dinamico através da
inspecéo dos valores singulares mais significativos da matriz Y,V,, como

mostra a Equacéo (3.15), para uma escolha apropriada do numero de
colunas j > (il,im), para ambas as matrizes de dados de entrada U, e de

saidaY,, conforme as Equacdes (3.4) e (3.5);
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i) estimativa da matriz de observabilidade estendida T, usando a Egs.
(3.15) e (3.16) e o calculo da matriz de estado A usando a propriedade de
invariancia ao deslocamento de TI',, de acordo com a Equagéo (3.11);

iii) estimativa dos autovalores z; e autovetores ¥, da matriz de estado A,
para j=1---,n;

iv) calculo dos n autovalores A, do sistema pela equagao 4, =Iog(zj)/At.
Sendo que as frequéncias naturais e os fatores de amortecimento séao

identificados pelas equagdes @, :‘,11_‘ e §;=—Re a|(ﬂj )/‘/1]‘;

v) finalmente, a determinac&o da matriz C, obtida através do primeiro bloco
de linhas da matriz fi, e os modos de vibrar ¢;sao estimados pela
equacao ¢; =C ¥,.como mostrado no capitulo 2 deste trabalho.
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4 METODOS DE IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS APENAS DE
SAIDA

Este capitulo apresenta a formulacéo de trés métodos de identificacdo modal
de sistemas lineares com parametros invariantes no tempo, orientados a
subespacos, para dados apenas de saida. Esses métodos, assim como o método
para multiplas entradas e multiplas saidas, apresentado no capitulo anterior, séo
implementados no dominio do tempo, validos para mdultiplas saidas e contam
apenas com o uso de operacBes basicas da algebra linear, tais como pseudo
inversa de Moore-Penrose e a reducao de rank usando SVD.

A secdo 4.1 apresenta um algoritmo baseado em um modelo linear com
parametros invariantes no tempo do tipo ARMA. A secédo 4.2 apresenta um algoritmo
baseado em um modelo usando formulacdo de estado sem considerar saidas de
referéncia. A secdo 4.3 apresenta um algoritmo baseado na formulacéo de estado,
porém, usando saidas de referéncia.

4.1 IDENTIFICACOES PARAMETRICA USANDO O MODELO ARMA

O modelo auto-regressivo com meédia movel (ARMA) pode ser usado para
descrever o comportamento dindmico de uma variavel y(k) e um processo aleatério

multivariado {y(k)}, em tempo discreto, através da seguinte equacgéo de diferencas
(LARDIES, 2010):

y(k+f)—Zajy(k+f—j)=Z|3je(k+f—j) (4.1)

onde o lado esquerdo da Equacéo (4.1) representa a parte auto-regressiva (AR) do
modelo e o lado direito a parte de média mével (MA). A parte AR esta relacionada
com a dindmica do processo que é observado ou medido pela variavel y(k),
enquanto que a parte MA esta relacionada com as incertezas da medicéo de y(k).

A variavel y(k) da Equacdo (4.1) é um vetor de dimensdo Ix1 que
representa as | medi¢cdes simultdneas das saidas obtidas de um sistema estrutural
de interesse, enquanto f denota a ordem do modelo, a;’s s&o as matrizes dos

parametros da parte AR do modelo ARMA de dimenséo |xI, e(k) é um vetor de
dimensdo Ix1 que representa um processo aleatério Gaussiano branco nao
observavel usado para modelar as incertezas contidas nas medicbes do processo
{y(k)} e B,’s sao as matrizes dos parametros da parte MA do modelo ARMA, e
possuem dimenséo I xI.

Tomando um conjunto de f observacdes para a variavel y(k), com base na

equacao (4.1), pode-se escrever uma forma matricial bem mais conveniente para os
propoésitos de identificacdo paramétrica, qual seja:
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y(k+1) =y(k+1)
y(k+2)=y(k+2)

: 4.2)
yk+f-1)=yk+f-1
f f
y(k+f)=2ujy(k+f—j)+ZBje(k+f—j)
j=1 j=L
ou, representada matricialmente
JcsD o 1 0 -0 " 00 0 - 0 o0
+
y(k+2) :? ? Lo ? y(k+1) +? ? ? ? e(k +1) (4.3)
(kirf) 0o o ol (k+zf71) ° 00 e(k+:f -1)
Y Qg gy Op, - O Y Be By B, - By

onde as matrizes a;’s e §;’s dos parametros do modelo aparecem como elementos

das matrizes

0 | 0 0
0 0 | 0
o= : : (4.4)
0 0 o 0 1
O Oy O, o, |
e
[0 0 0 0]
0 O 0 0
b (4.5)

0 0 0O 0 O
_Bf Bio Bio - Bl_

sendo que ambas as matrizes a € P possuem dimensao If xIf .

Fisicamente, a matriz «, que € chamada matriz companheira, contém toda a
informacéo a respeito da dinamica do sistema a ser identificado, enquanto a matriz
p possui informacdo apenas das incertezas da medicdo das variaveis dinamicas
descritas pelo vetor y(k). Para sistemas estruturais, os autovalores da matriz «
contém informacdes a respeito das frequéncias naturais e dos fatores de
amortecimento, enquanto que os modos de vibragcdo naturais sdo obtidos a partir

dos autovetores de a.
Para realizacéo do sistema, definem-se os vetores,

V) =[y (k) y(k+1) - y (k+f-1)] (4.6)
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Vo) =T () Y (k=1) -y (k-p+D)] 4.7)

como sendo os vetores contendo, respectivamente, as f amostras futuras de y(k) e
as p amostras passadas dey(k). As dimensbes de vy (k)e vy, (k) sdo,

respectivamente, If x1 e Ipx1.
Da mesma forma, define-se um vetor, de dimensao If x1, contendo as f

amostras futuras das incertezas e(k) como:
e (K)=[e"(K) e (k+1) - eT(k+f-D (4.8)
Ainda com base na Equacéao (4.3), pode-se escrever o0 seguinte:
Yiu(k+1) =ay g (K)+Beq (k) (4.9)

Agora, considerando os processos aleatérios descritos pelas variaveis Yy(k)
e e(k), pés-multiplicando a Equagéo (4.9) por y; (k-1) e tomando a média, obtém-
se o0 seguinte:

Ely ek +DyTo(k=D)] = By (k)Y —D]+ FEle (YL (k-D]  (4.10)

Assumindo que os processos aleatorios {y(k)} e {e(k)} sejam
independentes, isto €, ndo correlacionados, a quantidade

Ele (Y T,k =D] =0 (4.11)

0 que reduz a Equacéao (4.10) a seguinte forma,
E[Y g (K + DY sk ~D)] =t Ely (K fus(k )]
(4.12)

Desenvolvendo o termo do lado esquerdo da Equacédo (4.12) e usando as
Egs. (4.6)-(4.8), obtém-se

y(k +1)

YD yk-n yk-2 -~ yk-p) (4.13)

E[y fut (k +1)y-gas(k —1)]: E
y(k+ f)

ou



38

yk+Dyk-1)  yk+Dyk-2) -~ yk+Dyk-p)
el sy YT AYKD YlksyGe=) -yl yp) 4.14)
yks Oyk-1) yks Dy(k-2) ~ yk+ Dyk—p)
R, R, - Ry,
Ely u (k+ D)y (k-1)]=E Rﬁ Rj‘ Rf“’ (4.15)
R., Ry, - Ry,

O lado esquerdo da Equacéo (4.12) representa, portanto, uma matriz de
estrutura Hankel-blocos, de dimenséao If xIp, formada pelas matrizes de covariancia

R; de dimensdo f x p, denotada por H,,,, ou seja,

R, R, R1+p
Ra R4 R2+

Ho =| Co P (4.16)
Rf+l Rf+2 Rf+p

Da mesma forma, desenvolvendo o termo do lado direito da Equagéao (4.12)
obtém-se a seguinte matriz de estrutura Hankel-bloco

R, R, R,
R R
Hy=| " . " (4.17)
Rf Rf+l Rf+p—1

de dimenséo If xIp.

Dessa forma a equacao (12) pode ser escrita de forma mais compacta
como:

He =aHg, (4.18)
A equacdo (4.18) permite a determinacdo da matriz dos parametros AR

a. Considerando que as matrizes H, e H, possuam rank completo, a matriz a

pode ser calculada usando a pseudo-inversa de Moore-Penrose, conforme
apresentado no Apéndice A, como

1
a=H,Hg (Ha)HIl)) (4.19)
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A matriz « tem dimenséo If xIf , e If >>>n. As n frequéncias naturais, os n
fatores de amortecimento e 0os n modos de vibracdo natural sdo obtidos dos
autovalores e autovetores da matriz a. Entretanto, devido ao fato de If >>>n serédo
identificados If —n modos computacionais que ndo possuem nenhuma informacgéo a

respeito da dinamica do sistema mecanico a ser identificado. Esses modos
computacionais devem ser, portando, separados dos modos verdadeiros do sistema
uma maneira de se fazer esta separacdo a partir da matriz companheira a €, como

Lardies (2010) sugere, determinar a usando SVD aplicado a matriz H .

4.2 IDENTIFICA(;AO PARAMETRICA USANDO O MODELO DE ESTADO
(Algoritmo 1)

Outra maneira de se representar um sistema vibratério linear com
parametros invariantes no tempo, valida para dados apenas de saida, consiste no
uso do modelo estocastico na forma de estado para tempo discreto, como
(LARDIES, 2010)

{x(k +1) = A x(k) +u(k) (4.20)

y(k) = C x(k) + v(k)

onde, X(k) representa o vetor de estado de dimensdo nx1, A é a matriz de
estado do sistema de dimensdo nxn, u(k) representa o vetor de incertezas a
respeito da magnitude do vetor de estado do sistema e de dimensdo nx1, y(k) o

vetor das | saidas observadas do sistema de dimensao Ix1 , C é a matriz de
influéncia da saida de dimensdo onde Ixn e v(k) é o vetor de incerteza das

observacdes y(k), de dimenséo | x1.
Os processos {u(k)} e {v(k)} sdo assumidos serem do tipo ruido branco
Gaussiano, com média zero, ou seja:

E[u(k)]=0 (4.21)

E[v(k)]=0 (4.22)

E[u(k +i)u’ (k)]=0 (4.23)
e

E[v(k +i)v' (k)]=0 (4.24)

para i =0.
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Além disso, assume-se que os processos {u(k)} e {v(k)} sejam
independentes do processo definido pelo vetor de estado do sistema {x(k)}. Dessa

forma, as matrizes de auto-covariancia e covariancia-cruzada, abaixo, expostos sao
da seguinte forma:

E[x(k)u' (k)]=0 (4.25)
E[x(k)v' (k)]=0 (4.26)

Para implementacdo deste método de identificacdo de parametros modais
usando dados apenas da saida, é necesséario definir a seguinte matriz de auto-
covariancia R; dos dados de saida, de dimenséo | x|, como:

R, =Ely(k +i)y" (k)] =CA"G (4.27)

sendo G a matriz de covariancia cruzada entre os processos {x(k)} e {y(k)},
de dimensédo nxl, definida como

G = E[x(k +1)y" (K)] (4.28)
A Equacao (4.27) pode ser verificada considerando primeiramente o lag i =1
Usando a Equacéao (4.20), obtém-se o seguinte:

R, = Ely(k +1y" (k)|= E{C x(k +1) + vk + D} y" (K)] (4.29)

Considerando ainda que os processos {y(k)} e {v(k)} sejam independentes,

implica que, na Equacao (4.29) acima, E[v(k +hy’ (k)] =0, de onde se obtém o
seguinte:

R, = E[Cx(k +Dy" (K)]=CE[x(k + Dy’ (k)] =CG (4.30)

G

Agora, considerando o lag i =2:

R, = Ely(k +2) y" (K)]= EffC x(k +2) + v(k + 2)Hy" (K)}] (4.31)
ou

R, = E[[CAxX(K +1) + Cuk +1) + v(k +2)} y" (k)] (4.32)

Considerando que os processos {v(k)}, {u(k)} e {y(k)} sejam independentes,
implica que E[u(k +hy’ (k)] =0 e E[v(k +2)y' (k)] =0, de onde se obtém que:
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R,=CAE

G

x(k +1)y" (k)] ~CAG (4.33)

Da mesma forma, para o lag i =3, usando o mesmo procedimento acima,
com as mesmas consideracdes de independéncia estocastica dos processos {v(k)},

{uk)} e {y(k)}, obtém-se o seguinte:

R, = E[y(k +3)y" (k)] = E[{Cx(k +3) +v(k +3)ly" (k)] (4.34)
ou

R, =C E[x(k +3)y" (k)| =CE[{Ax(k+2)+u(k +2)}y" (k)] (4.35)
ou ainda

R, =C E[{A{AX(K +1) +u(k +1)}+u(k +2)ly" (k)] =

(4.36)
CAZE[x(k +1)y" (k)|=CAG

Prosseguindo sucessivamente, para diversos lags i, obtém-se a verificacdo
da equacao (4.27).

Para realizacdo do sistema mecéanico usando dados apenas de saida, de
maneira analoga ao Capitulo 3, define-se agora uma matriz H de estrutura Hankel
blocos formada por i+ j—1 matrizes de auto covaridncia R; dos dados de saida

como:

R, R, R;
R R ... R.

H= > ° . (4.37)
Ri Ri+l Ri+j—1

de dimenséo lixlj.

Usando a Equacéo (4.27), pode-se escrever o0 seguinte:

R, R, - R, CG CAG - CAI'G
A AG - Al
C‘G C.G ' C.G (4.38)

i i Ri+j—1 CA'G CAG ..- CA*I?g
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ou ainda
R, R, - R, C
Ho| e 33 - Rfl = Cﬁ G AG .. AlG] (4.39)
R, R, Ri.i1 CK*

A Equacao (4.39) acima mostra que a matriz H é resultante do produto da
matriz de observabilidade do sistema I'; por outra matriz A que depende também da

matriz de estado do sistema A e G, tal que,

H=TA (4.40)

onde a matriz H das auto covariancias de saida possui dimenséo lixlj, a matriz T,
€ a matriz de observabilidade de dimensao lixn e A é uma matriz de dimensao
nxlj.

Para a estimativa da matriz de estado A e da matriz de influéncia da saida
C, usa-se a propriedade de invariancia ao deslocamento da matriz de
obervabilidade I';, que conforme visto no Capitulo 3, € expressa por

re C
I = CAE :L“i(z)} (4.41)
sendo que
r®=r%A (4.42)

Assumindo o sistema como de ordem minima igual a n, implica que a matriz
de observabilidade I'; possui rank completo n e, com isso, a matriz de estado A

pode entéo ser calculada utilizando a pseudo-inversa de Moore-Penrose, conforme
apresentado no Apéndice A, de modo que:

A=r"r® (4.43)

A matriz C pode ser calculada tomando-se o primeiro bloco de linhas da
matriz de observabilidade T;.

Para o caso ideal onde os dados de saida séo livres de ruido, ambas a
matriz I', e A possuem rank igual a n, que também é a ordem do sistema dinamico

a ser identificado.
Entretanto, para casos reais, ou seja, onde os dados de saida estao
contaminados com ruido, a matriz de covariancia H, de dimenséao li xlj, possui rank

completo maior que n. A estimativa da matriz de observabilidade TI';, neste caso, é
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obtida adotando-se um procedimento de redugcdo de rank sobre a matriz de
covariancia de dados H usando SVD, a saber:

P | R AYA
H= s S 1=QS.\V! +Q,S, V! 4.44
) Qn][o SJ VJ 4 4 (4.44)

A A

onde as matrizes Q,, S, e V, possuem dimens&o, respectivamente, lixn, nxn e
nxlj.

As n colunas da matriz QS geram o espaco coluna de ordem n da matriz H,
e tais colunas contém também os n principais vetores singulares correspondentes
aos n principais valores singulares da matriz diagonal és.

A ordem n do sistema dindmico pode ser estimada através do numero de
valores singulares mais significativos da matriz H. Assim, uma estimativa da matriz

de observabilidade estendida, denotado por T',, pode ser obtida de maneira analoga
a descrita no capitulo 3, como:

A A A A

I =0, ou TI,=QS¥" (4.45)

O algoritmo usado para a identificagcdo dos parametros modais a partir da
estimativa da matriz de observabilidade estendida TI', também pode ser o mesmo
descrito no capitulo 3.

4.3 IDENTIFICACAO PARAMETRICA USANDO O MODELO DE ESTADO
(Algoritmo 2)

Seja 0 modelo estocastico na forma de estado para tempo discreto descrito
pela Equacéo (4.20), qual seja,

X[k +1] = A x[k]+w[k]

(4.46)
y[k] = C x[k]+ V[K]

Os processos de ruido w[k] e v[k] sdo ambos assumidos como um

processo gaussiano branco e estacionario de média zero com as matrizes de
covariancia definidas como:

WiKI] (o0 pea] [Q ST o
EHV[I(]}-{W [il v[J]}HST R} oTk~ ] (4.47)

onde E[] denota a média estatistica e S[k — j] a fung&o delta de Dirac.
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Para simplificar o desenvolvimento na formulacdo do presente algoritmo de
identificacdo, seguem entédo algumas definicdes e consideracdes (Peeters e Roek,
1999). O vetor de estado do sistema € assumido como um processo estocastico
{x[k]} com uma matriz de covariancia X de dimens&o nxn, definida como

E[xk]-x"[k] == (4.48)

sendo assumido como ser um processo independente dos processos {w[k]} e {v[k]},
isto é:

E[xk]-w'[k]] =0 e E[xk]-v'[K]] =0 (4.49)

P6s-multiplicando a primeira linha da equacéo (4.46) por X' [k +1] e tomando
a média dos valores conduz a seguinte equacao:

% = E[(AX[K] + wik])- (" [K]AT +w [K]) (4.50)

Em termos de matrizes de covariancias, definidas acima pela equacao
(4.47)-(4.49), a Equacéo (4.50) acima pode ser escrita como:

T=ATZA"+Q (4.51)

Agora, as matrizes de covariancia cruzada e autocovariancia dos processos
de saidas y[k] sado definidas como:

G =E[xk +1]-y"[k]] =AZCT +S (4.52)

A, = Ey[k +i]-y"[K]] (4.53)

onde a matriz G possui dimensdo nxl e a matriz A,, de dimenséo |1xI, é valida
para um lag i arbitrario.

Com uma manipulagédo algébrica na matriz A,, da equacéo (4.53), como
feito na secdo anterior, para uma quantidade de lagsi>1, usando as equacdes
(4.48)-(4.52), permite mostrar que a matriz A; assume a seguinte forma:

A, =CA"'G (4.54)

A equacao (4.54) fornece a relagéo entre as matrizes do sistema A e C,
com as matrizes de autocovariancia A, . Essa relagéo € importante para estabelecer

0 presente algoritmo de realizacdo de espaco de estado para sistemas somente de
saida, como discutido na proxima segao.
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4.3.1 Realizacao do sistema usando apenas dados de saida para o algoritmo 2

O sistema de realizacdo para dados apenas de saida consiste na
determinacao das matrizes de estado A e C, do modelo dado pela equacéo (4.46).
Esta secdo apresenta a formulagéo basica para o calculo destas matrizes, que seréo
usadas posteriormente para a estimacdo dos parametros modais.

Neste tipo de identificacdo torna-se necessario definir uma coordenada de
referéncia para calcular os modos de vibrar do sistema. Entao, o vetor de saida y[K],

com dimenséao | x1, é definido como:

BVAL
ylk]= {ys[k]} (4.55)

onde y, (k) é um vetor de dimensé&o r x1 contendo r saidas de referéncias enquanto
y.[k] representa um vetor de dimensédo (I-r)x1 como um vetor que representa o
restante da quantidade de informacao do vetor de saida y[k].

A relacdo entre y, [k] e y[k] é definida pela seguinte relagéo

Y. [k]=LyIK] (4.56)
onde

L=[1, 0..,] (4.57)
€ uma matriz de dimenséo rxI, sendo I, uma matriz de identificagéo rxr.

A matriz de covariancia entre o vetor de referéncia y, [k], o vetor de estado
X[k] e os processos de saida {y[k]} sdo definidos, respectivamente como:

G" =E[XKk+1yT[K]] =GL" (4.58)

Al =E[y[k+ilyT[k] =A, L (4.59)

As matrizes Al e G', com dimensdes, respectivamente, iguais a | xr e nxr
, Sao relacionadas analogamente a equacao (4.54) como:

Al =CA"G' (4.60)

Para uma quantidade de 2i+ j—2 amostras, onde i e j sdo as quantidades
de linhas e colunas dos blocos dos dados de saida, como mostrado abaixo, sao os
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que definem as matrizes de bloco-Hankel Y, e Y, com dimensdes respectivamente
de, irx j e ilx j, como:

yJol vy - yl[i-1

er( % j yr§[1] yrE[Z] - yrE[j] (4.61)
y[i-1 vl oy li+j-2]
VI v+ eyl -1

YZ%} Vi Y2 e i ] (4.62)

yl2i-1 y[2i] - y[2i+j-2]

A matriz de covariancia de bloco-Toeplitz defasada, de dimensao il xir,
formada pelas matrizes A;, da seguinte forma:

Al AL A
Al AT AT

T =YY =" o 2 (4.63)
A;i—l A;i—z Air

O lado direito da equacéo (4.63) pode ser facilmente verificado a partir de

manipulacdo simples usando as equacfes (4.58)-(4.62). Além disso, usando a
equacao (4.59), também se pode verificar que:

C

CA | . | _
T =| 7 |[ATGT AGT .. AG' G'|=T,A! (4.64)

CAi—l

onde A; é uma matriz de dimensédo nxir e T, é a matriz de observabilidade, de

dimensao il xn, formada pela matriz de estado A e também pela matriz de influéncia
das saidas C como:

C
CA

T, = CA?2 (4.65)

| CA™ |
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A matriz de observabilidade I'; possui a propriedade de invariancia ao
deslocamento, qual seja:

r® =roA (4.66)

onde as sub-matrizes T'® e T'® sédo definidas como :

ro C
"-loae o o

Assumindo que para a realizagcdo da identificagcdo a ordem do sistema
precisa ser minima, ou seja, n, a matriz I'; possui rank completo n. Assim, a matriz

de estado A pode entéo ser estimada usando a equagéao (4.68), de modo que:

A=T®T® (4.68)

onde o simbolo “+” denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose e a matriz C é obtida
a partir do primeiro bloco de linhas da também matriz T, .

4.3.2 ldentificacdo dos parametros modais usando o método de subespaco para o
algoritmo 2

O espaco coluna do produto das matrizes T' :Fix{, dado pela equacgao
(4.64), esta contido no espaco coluna de I';. O espacgo linha de T" também esta
contido no espago linha de A!.

Assumindo que (li,ri)>n, o espaco coluna do produto das matrizes

T =T, Ki’ é gerado pela n colunas da matriz de observabilidade I';. O espaco linha

de T" é gerado pelas n linhas da matriz A; .
O rank de ambas matrizes I, e A] s&o n, que também é a ordem minima

do sistema. Isto faz com que o produto T' =T, K{ também tenha ordem n.

Entdo, o espaco coluna da matriz de covariancia defasada T' tem a mesma
estrutura de invariancia ao deslocamento como em I';, demonstrada na equacéo
(4.66), a qual permite calcular a matriz de estado A.

A afirmacdo acima é baseada na hipotese de que os dados de saida séo
livres de ruido. Mas para casos mais reais, onde os dados de saida séao

contaminados com ruido, a matriz T'possui rank completo maior que a ordem
minima n do sistema dinamico a ser identificado. Entretanto, o espaco coluna de
rank n da matriz T' pode ser calculado a partir de um procedimento de reducédo de
rank usando a SVD, como
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0||V] N AT LA & \UT
‘ Ve |_0.807+6 8.V (4.69)

onde as matrizes Q., S, e V, tem dimensdes ilxn, nxn e irxn, respectivamente.
Note-se que a condi¢do S_ =0 também pode ser verificada na auséncia de ruido.

A

As n colunas da matriz Q, geram o espaco coluna da matriz

-r _ A & T
T =Q.S,V, (4.70)

ja com o rank reduzido.

Tal coluna da matriz Q, contém também os n principais vetores singulares

correspondentes aos n principais valores singulares da diagonal da matriz és .

Na prética, a ordem n do sistema dinadmico pode ser inspecionada através
dos principais valores singulares da matriz T'. Uma estimativa da matriz de
observabilidade estendida, denotada por fi, é considerada como:

A A A AA

I =Q, ou I,=Q;SY (4.71)

O algoritmo usado para identificagcdo dos parametros modais a partir da
estimativa da matriz de observabilidade estendida T', também pode ser o mesmo
descrito no capitulo 3.
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5 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados das aplicacbes dos métodos de
identificacdo paramétrica apresentados nos capitulos anteriores, usando dados
obtidos por simulagdo numérica de uma estrutura do tipo pértico bidimensional e de
um sistema massa-mola-amortecedor de seis graus de liberdade.

Sao apresentados os resultados obtidos da identificacdo de parametros
modais usando dados de entrada e saida bem como para dados apenas da saida.

5.1 GERAC}AO DOS DADOS DE ENTRADA E SAIDA DE UM PORTICO
USANDO O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Os dados de entrada e saida que sao usados para avaliar a eficiéncia dos
meétodos de identificacdo apresentados no presente trabalho sdo obtidos de uma
estrutura do tipo pértico bidimensional, mostrada na Figura (1), sendo que suas
matrizes de massa e rigidez séo calculadas através do método de elementos finitos.

As caracteristicas dimensionais dessa estrutura sao as seguintes:

comprimento L =240 polegadas, rigidez El =2,952x10"Ib.pol*, massa por unidade
» =0,0131b.s?/ pol.? e o raio de giragdo r =7,47 pol.
Esta estrutura do tipo portico é dividida em 14 elementos, sendo 4 destes

para cada viga lateral e 6 para a viga na horizontal e um total de 15 nds, como
mostra a Figura (2).

Figura 1 - Portico bidimensional
2L
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Figura 2 - Portico dividido em 14 elementos com 15 nos

L/3 L/3 L/3 L/3 L/3
2 . x 2 = x -
|\__‘ | L v::z}l L {-.§_.;‘ = |'2| = |:\];(’)J|
an| L4
L/4 |(3) llii! L/4
L/4 (1) |1:4| L/4
/T777 ST

O tipo de elemento finito usado na obtencdo das matrizes de massa e rigidez
globais usadas nas simulacdes € mostrado na Figura (3). Trata-se de um elemento
finito do tipo portico com seis graus de liberdade, cujas matrizes elementares locais
de massa e rigidez sdo as seguintes:

[m], =

(140

0

0
70
0

0

0
156
221

0

54
-13l

12
6l
2
o
-12
6l

0
221
412

0
13|

-31°

6l
41°

0

-6l
21°

70 0 0
0 54 -13l
0 13 -3
140 0 0
0 156 -22I
0 -221 4%

0 -12 6l
0 -6l 2°
I 2

[_j 0 0
.
0 12 el
0 -6l 42|

(5.1)

(5.2)
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Figura 3 - Elemento portico com seis graus de liberdade

Y
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As 45 coordenadas generalizadas, denotadas por g;, adotadas na descricdo

das posicbes globais da estrutura sdo mostradas na Figura (4). Devido aos dois
vinculos da estrutura serem do tipo engates, as coordenadas generalizadas

0,,9,,03, 0,304, € 0,; S80 nulas. Além disso, assumindo que ndo ha deformagéo na
diregéo y nas vigas verticais, as coordenadas generalizadas 0,0g,0;,0,4,d3,: 035,05 €

q,, também sdo consideradas nulas. Essas coordenadas generalizadas
consideradas nulas estdo marcadas com um X na cor vermelha.

Figura 4 — Pértico e suas respectivas coordenadas generalizadas
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Com base na discussao anterior, as coordenadas de saida ou observaveis
da estrutura, denotadas por y;, sdo, portanto, as seguintes:

Yi=Us Y2=0Usr Y3=0rs Ya=0os ¥Ys =0 Y6 =iy Y7 =Cha Ye =Uiss Yo = G
Yio =7 Y11= 0y Y12=0Oiv Y13 = 0200 Yia =Ua1y Yis =Ua2s Y16 = U2z Y7 = Qoss
Yis = Uass Y10 = Uz Yoo =Uars Yor =0Oasr Y22 =Uagr Y23 = U300 You =Usts Yo5 = Uass
Y26 =Usar Y21 =User Yo =Us7v Y20 =Uzer  Ya0 =Usor Y31 =Uaz

Como mostra a Figura (5). A Figura (5) mostra também a posicdo adotada
para a forca de entrada, denotada por Y7 Ela esta no né 5, atuando na direcéo da
coordenada de saida Y7,

Figura 5 — Forca de entrada e coodenadas de saida.
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As matrizes globais de massa e de rigidez da estrutura referentes aos seus
31 deslocamentos Yy, séo calculadas pelo método dos elementos finitos, resultando

31 frequéncias naturais, mostradas na Tabela (1).

Da teoria dos modos de sistemas lineares com parametros invariantes no
tempo, tem-se que o movimento de um sistema linear é composto de uma
superposicao de seus modos. Tem-se ainda que a energia necessaria para excitar
um determinado modo € proporcional ao quadrado de sua frequéncia natural
associada. Dessa forma, serdo considerados nesta se¢cdo apenas 0S primeiros seis
primeiros modos de vibrag&o natural do portico.

As 6 primeiras dessas frequéncias naturais com seus respectivos modos de
vibrag&o natural normalizados estdo apresentadas na Tabela (2). Esses 6 primeiros
modos de vibracdo estdo mostrados na Figura (6). Além disso, € importante
observar que a maxima frequéncia natural obtida neste teste é de 2727,6 Hz.
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Frequéncias naturais exatas

Frequéncias naturais exatas

(Hz) (H2)

1 9,5392 17 650,25

) 17,132 18 787,64

3 48,062 19 864,94

4 71,831 20 907,85

5 87,454 21 1023,6

6 113,52 29 1146,2

v 177,77 23 1162,1

3 180,53 o4 1304,1

9 240,28 o5 1417,1
10 245,74 26 1543,2

11 301,92 27 1678,4

12 388,76 o8 1976,1

13 434,73 29 2020,8

14 465,00 30 2725,1

15 526,65 31 2727,6

16 616,58

Tabela 2 - Frequéncias naturais e coordenadas dos primeiros modos
Frequéncias naturais exatas (Hertz)

yi 9,5 17,1 48,1 71,9 87,5 113,5
yl 10000 10000 10000 10000 10000 10000
y2 -306 -275,61 -263,49  -249,97 -236,95 -217,89
y3 33486 26226 23869 21405 18960 15817
y4 -450 -209,45 -143,77  -79,244 -12,466 62,2
y5 60921 28690 22485 17145 10618 5293,9
y6 -440 178,5 212,02 206,86 255,34 209,72
y7 83468 -1015,5 2193,6 1920,7 -3734,9 3949,1
y8 -291 857,97 602,52 233,53 139,39 -290,66
y9 83586 678,04 2276,2 315,5 4262,7 819,8




y10
yll
yl2
y13
yl4
y15
y1l6
yl7
y18
y19
y20
y21
y22
y23
y24
y25
y26
y27
y28
y29
y30
y31

-13127

-52
83657

-10622

99
83680
0

150
83657
10622
99
83586
13127
-52
83468
-291
60921
-440
33486
-450
10000
-306

97636
1404,5
-339,33
198820
989,34
1,0E-08
240440
-5,0E-11
339,33
198820
-989,34
678,04
97636
-1404,5
1015,5
-857,97
-28690
-178,5
-26226
209,45
-10000
275,61

50530
468,54
-2326,3
55231
-381,89
-2343
3,4E-10
-855,66
-2326,3
-55231
-381,89
-2276,2
-50530
468,54
-2193,6
602,52
22485
212,02
23869
-143,77
10000
-263,49

7792,8
-39,55
668,39
-2180,6
-160,99
-6,8E-11
-9960,7
1,1E-11
-668,39
-2180,6
160,99
-1315,5
7792,8
39,55
-1920,7
-233,53
-17145
-206,86
-21405
79,244
-10000
249,97

-2627,7 -33981
-127,31  -171,57
-4589,7 1467,8
-8942 -5910,9
15,508 715,84
-4700,4 3,1E-11
-1,4E-10 32819
166,63  4,5E-12
-4589,7 -1467,8
8942 -5910,9
15,508  -715,84
-4262,7 -2819,8
2627,7  -33981
-127,31 171,57
-3734,9  -3949,1
139,39 290,66
10618 -5293,9
255,34  -209,72
18960 -15817
-12,466 -62,2
10000 -10000
-236,95 217,89

Figura 6 - Modos de vibrar exatos associados com suas frequéncias naturais
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Uma vez que as matrizes de massa M e rigidez K do sistema tenham
sido calculadas por elementos finitos e a matriz de amortecimento C adotada,

pode-se montar as matrizes A e B conforme a Equaco (2.4) do capitulo 2 deste

trabalho.
Com base no capitulo 2 do presente trabalho, as saidas observaveis da
estrutura séo, entdo, calculadas através da seguinte soma de convolucéo:

(k)= 30, () U (k—1) i=1-31 (5.3)

onde h,, (k) e u,(k), sdo, respectivamente, as versées em tempo discreto das FRI’s

calculadas conforme Eq. (2.56) do capitulo 2 e da for¢a de entrada do tipo ruido
branco Gaussiano aplicado na dire¢éo da coordenada Yy, (k).

5.2 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS DE ENTRADA E SAIDA PARA
O PORTICO SEM AMORTECIMENTO E LIVRE DE RUIDO

Esta secdo apresenta os resultados da aplicagcdo do método de identificacao
para dados de entrada e saidas, descrito no capitulo 3, do presente trabalho. O
sistema mecanico estrutural considerado é o portico bidimensional apresentado na
secao anterior.

Os dados de entrada sdo representados por uma forca aleatoria ruido
branco de distribuicdo de probabilidade Gaussiana branca de média zero e

amplitude igual a 5N, atuando no n6 5 na direcdo da coordenada Yy,(k), como
mostra a Figura (5).

Os 31 dados de saida s@o simultaneamente calculados usando a soma de
convolucdo descrita pela Equacéo (5.3). Tem-se, portanto, uma simulacdo de um
teste modal do tipo SIMO para 1 Gnica entrada e 31 saidas. E importante observar
gue nenhum tipo de ruido foi adicionado nos processos de entrada e saida.

A quantidade de dados adotada para cada processo de entrada e saida
desta simulacao € de 250 pontos. Tais processos séo discretizados em intervalos de
tempo uniformes usando um intervalo de discretizacdo At=0,00018 segundos, o

que resultado na frequéncia maxima f,,, =1/2 At=1/(2)0.00018 = 2777,8 Hz.
Para uma quantidade adotada de 1=20 blocos de linhas e j=230 blocos
de colunas, as matrizes de estrutura bloco-Hankel Y, e U, representadas pelas

Equacbes (4.20) e (4.21), do capitulo 4, possuem dimensdes, respectivamente,
iguais a 620x230 e 20x230. Dessa forma, a dimensdo da matriz Y,V, =I'; XV, da

equagéao (4.30) é 620x 210

Com base nos valores singulares mais significativos da matriz Y V2.
mostrados na Figura (7), a ordem minima do modelo n é identificada como N =62.
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A matriz de observabilidade estendida fi, conforme a equacéo (4.32) do
capitulo 4, possui dimenséo igual a 620x62

O calculo da matriz de estado A e da matriz de influéncia da saida C séo
estimadas conforme o algoritmo de identificacdo apresentado na secdo 4.2.3 do
capitulo 4.

Finalmente, com base no algoritmo de identificacdo dos parametros modais
apresentado no capitulo 4, verifica-se que para este teste modal, usando dados
obtidos de um pértico bidimensional sem amortecimento e sem adicdo de qualquer
tipo de ruido nos dados de entrada e saida, os resultados dos parametros modais
identificados sdo exatamente iguais aos parametros exatos apresentados na secao
anterior. Isso € valido para todos os 31 modos do sistema estrutural em analise,
incluindo as 31 frequéncias naturais e os 31 modos de vibracdo naturais associados.

Figura 7 - Valores +singulares da matriz Y, V,
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5.3 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS DE ENTRADA E SAIDA PARA
O PORTICO COM AMORTECIMENTO E LIVRE DE RUIDO

Esta secdo apresenta os resultados da aplicacdo do método de identificacao
para dados de entrada e saidas para a estrutura do tipo pértico bidimensional
considerando que o mecanismo de dissipacao de energia do sistema estrutural seja

do tipo viscoso e proporcional. Assim, a matriz de amortecimento C ¢é calculada
como:

C=0,02M +0,0001K (5.4)

sendo que as matrizes de massa M e rigidez K s&o aquelas geradas pelo método
de elementos finitos, conforme apresentado na se¢éo 5.1.

Os 31 fatores de amortecimento exatos para cada modo sdo apresentados
na Tabela (3).

Tabela 3 — Fatores de amortecimento
Fatores de amortecimento (§)

1 0,0031637 17 0,20428
2 0,0054752 18 0,24744
3 0,015132 19 0,27173
4 0,022588 20 0,28521
5 0,027493 21 0,32158
6 0,035678 22 0,36009
7 0,055855 23 0,36508
8 0,056724 24 0,40968
9 0,075494 25 0,44521
10 0,077207 26 0,48481
11 0,094856 27 0,52727
12 0,12214 28 0,62082
13 0,13658 29 0,63485
14 0,14609 30 0,85613
15 0,16546 31 0,85692
16 0,19371

O meétodo de identificacdo dos parametros modais usado nesta secdo é o
mesmo usado na seg¢éo 5.2.

A guantidade de dados adotada para cada processo de entrada e saida
usada neste teste € de 250 pontos, usando o mesmo intervalo de discretizagédo
At=0.00018 segundos, o que resulta na mesma frequéncia maxima

f . =1/2 At=1/(2)0,0018 = 2777,8 Hz.
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Para uma quantidade de 1=20 blocos de linhas e j=230 blocos de
colunas, as matrizes de estrutura bloco-Hankel Y, e U, representadas pelas
Equacdes (4.20) e (4.21), possuem dimensodes, respectivamente, iguais a 620 x 230
e 20x230. Dessa forma, a dimensédo da matriz Y,V, =I'; XV, da equacao (4.30)
possui dimenséo de 620x 210

Com base nos valores singulares mais significativos da matriz  Yn V2.

apresentados na Figura (8), a ordem minima do modelo n é identificada como
n=62.

Figura 8 - Valores singulares de Y, V,
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Neste teste, a identificacdo das frequéncias naturais, fatores de
amortecimento e modos de vibrar normalizados associados resultam em valores
exatamente iguais aos exatos.

Nota-se que, quando se considera amortecimento viscoso na modelagem
matematica do sistema estrutural, os modos de vibracdo normalizados séo
complexos. Entretanto, como o tipo de amortecimento adotado neste teste é
proporcional, os modos normalizados identificados séo reais e exatamente iguais
aos exatos mostrados na Figura (6).

5.4 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS DE ENTRADA E SAIDA
PARA O PORTICO COM AMORTECIMENTO E RUIDO

Nesta secdo, além de considerar a matriz de amortecimento C para a
simulacdo dos dados de saida, como na secdo 5.3 anterior, foi adicionado um sinal
do tipo ruido branco gaussiano nos sinais de saida y;(k), i=1:31, com uma
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amplitude de 0,0000015, resultando uma relacéo ruido/sinal
NSR :\/e(k)T e(k)/\/y(k)T y(k) média de aproximadamente 7%, sendo que 0s termos
e(k) e y,; (k) denotam, respectivamente, os sinais de ruido e saida.

Adotando os mesmos valores de blocos para as matrizes Hankel dos dados
de entrada e saida Y, e U, e o mesmo procedimento de identificagéo adotado nas
secdes 5.2 e 5.3, a estimativa da ordem minima do sistema n resulta, neste teste,
em n=24, como mostra a Figura (9).

Figura 9 - Valores singulares de Y, V,
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&
T
|

| | | J
50 100 150 200 250
Ordem do sistema (n)

Assim, foram estimados os parametros modais do sistema adotando varios
valores de ordem minima do modelo n. Os valores adotados para ordem minima n
sao os seguintes: 20, 22, 24, 26, 28 e 30.

As frequéncias naturais e fatores de amortecimento identificados sao
mostrados nas Tabelas (4) e (5). Com base na repeticdo das frequéncias naturais,
as correspondentes aos 6 primeiros modos identificados sdo destacados em cor
vermelha na tabela (5).

Os fatores de amortecimento correspondentes aos seis primeiro modos
relacionados ao valor de ordem minima n=24 sdo mostrados na tabela (6). Além
disso, os modos de vibracdo natural relacionados a estes 6 primeiros modos s&90
apresentados na Figura 10.

E importante notar que neste teste, incluindo ruido nos dados de saida, a
frequéncia natural relacionada ao segundo modo exato de 17,132 Hz nao foi
identificada pelo presente método.

Nota-se também que os modos de vibrar identificados mostrados na Figura
(10), usando a estimativa da ordem minima n=24, apresentam semelhanca muito
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boa com os modos exatos do portico apresentados na Figura (6). Além disso, é
importante observar que os modos de vibrar para outras diversas ordens minimas

consideradas neste teste também apresentam bons resultados.

Tabela 4 — Frequéncias naturais exatas e identificadas com adicdo de ruido

Frequéncias

Frequéncias identificadas (Hz)

naturais

exatas (Hz) n=30 n=28 n=26 n=24 n=22 n=20
1 9,5392 9,517 9,4353 9,5117 19,5311 19,5484 9,5559
2 17,132
3 48,062 48,44 46,401 46,807 46,702 45,395 49,424
4 71,831 71,18 71,568 73,713 71,402 69,9
5 87,454 87,35 87,335 87,699 87,559 86,602 84,247
6 113,52 1131 113,68 113,56 113,66 112,87 112,75
7 177,77
8 180,53 180,5 180,51 180,51 180,54 180,52 180,51
9 240,28
10 245,74 245,5 24551 2456 245,33 2458 24581
- 262,73
11 301,92 302,0 301,17 301,96 302,19 303,1 302,26
12 388,76 389,0 386,93 388,73 389,32 392,44 390,61
- 408,41
13 434,73
14 465
- 497,34
15 526,65 539,8
- 555,5 545,34 6319 589,67 579,51 610,93
- 581,6 59,54 946,97 592,65 612,82 841,86
- 655,9 1048,4 804,71
- 1013, 1788,6

Tabela 5 - Frequéncias naturais e fatores de amortecimento (n=24)
Modos Frequéncias naturais Fatores de amortecimento
Exatas Identificadas Exatas Identificados

1 9,5392 9,5311 0,0031637 0,005
2 17,132 - 0,0054752 0,005
3 48,062 46,702 0,015132 0,0293
4 71,831 71,402 0,022588 0,0293
5 87,454 87,559 0,027493 0,0357
6 113,52 113,66 0,035678 0,0357
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Figura 10 - Modos de vibrar identificados com ruido no sinal de entrada (n=24)
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3.5 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS APENAS DE SAIDA PARA O
PORTICO SEM AMORTECIMENTO E SEM RUIDO USANDO O ALGORITMO 2

A identificacdo dos parametros modais para o pértico bidimensional de 31
graus de liberdade usando os algoritmos de identificacdo para dados apenas de
saida néo produziram bons resultados. Nota-se que foram melhor identificadas
apenas algumas poucas frequéncias naturais, especialmente as de magnitudes mais
alta. Os fatores de amortecimento e modos de vibracdo natural também ndo foram
bem identificados.

Assim, para tentar entender a razao disto, foi realizado outra simulacédo para
a mesma estrutura do tipo portico bidimensional, considerado nas sec¢fes anteriores,
porém usando uma quantidade bem menor de elementos na geracdo de dados,
como mostra a Figura (11).

A Figura (11) representa a mesma estrutura de portico utilizada nas secfes
anteriores, porem aqui a estrutura foi dividido em apenas 3 elementos e 4 nés.
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Figura 11 - Estrutura do tipo portico bidimensional
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A Figura (12) mostra as 12 coordenadas generalizadas ¢,, sendo que devido

aos dois vinculos da estrutura serem do tipo engaste, as coordenadas
0,,0,,95.0,0,%; € Q,, S&o nulas. Aléem disso, assumindo que ndo ha nenhuma

deformacéo na direcdo y nas vigas verticais, as coordenadas generalizadas ¢,q,

também sdo consideradas nulas. Essas coordenadas generalizadas consideradas
nulas estdo marcadas com um X na cor vermelha.

Figura 12 - Pdrtico e suas respectivas coordenadas generalizadas
9y

) gl o 17
q6\’
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Com base na discussao anterior, as coordenadas de saida ou observaveis
da estrutura y;, sdo as seguintes: y, =0d,, Y,=0s, Y:=0;, Y,=0 como mostra a

Figura (13). A Figura (13) mostra também a posicdo adotada para a forca de

entrada, denotada por Y- Ela esta na dire¢éo de y,, atuando no segundo no.

Figura 13 - Forca de entrada e coodenadas de saida.

777 Yoaari

O tipo de elemento usado para essa discretizacdo do pértico € o mesmo da
Figura (3) da secdo 5.1. As matrizes globais de massa e de rigidez da estrutura
referentes aos 4 deslocamentos Yy, s&o calculadas pelo método dos elementos
finitos, resultando em 4 frequéncias naturais, que sédo apresentadas na Tabela (6).

A Tabela (8) apresenta também os valores dos modos de vibracdo naturais
normalizados relacionados com estes 4 deslocamentos observaveis y; da estrutura.

E importante salientar que, neste teste, a maxima frequéncia natural obtida neste
teste é de 166,66 Hertz.

Tabela 6 - Frequéncias naturais exatas e suas coordenadas generalizadas dos modos

Frequéncias naturais exatas (Hertz)

i 9,5 24,6 65,9 162,2
y4 10000 10000 10000 10000
y6 -34,822 -10181 -1940,8 -14,458
y7 10000 -10000 10000 -10000
y9 -34,822 10181 -1940,8 14,458

As saidas observaveis da estrutura sao entdo calculadas através da
seguinte soma de convolugao:

yi(K)= S, () Uy (k— 1) =14 (5.5)
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onde h, (k) e u,(k), sdo, respectivamente, as versdes em tempo discreto das FRI's
calculadas conforme Eq. (2.56) do capitulo 2 e a forca de entrada do tipo ruido
branco Gaussiano aplicado no né 2, na dire¢do da coordenada VY, (k) .

Usando o algoritmo 2 do capitulo 4, a quantidade de dados para cada
processo de saidas usada neste teste é de 400 pontos, usando um intervalo de
discretizacdo constante de At=0,003 segundos, o que resulta na frequéncia
maxima f_ =1/2 At=1/(2)0,003=166,66 Hz.

Para uma quantidade adotada de i =10 blocos de linhas e j =156 blocos de
colunas, as matrizes de estrutura bloco-Hankel Y, e Y  representada pelas
Equacbes (4.61) e (4.62), do capitulo 4, possuem dimensdes, respectivamente,
156x10 e 940x10. Dessa forma, a dimensdao da matriz de covariancia T' da
Equacéo (4.63) & 940x156

Com base nos valores singulares mais significativos da matriz T,

apresentados na Figura (14), a ordem minima do modelo n é identificada como
n=10.

Figura 14 — Valores singulares de T"

O calculo da matriz de estado A e da matriz de influencia da saida C se da
conforme o algoritmo de identificacdo apresentado na secao 4.3, do capitulo 4.

Para diferentes valores de ordem n, foram identificadas as frequéncias
naturais apresentadas na tabela (7). Nota-se a falta de qualidade da identificacao
das frequéncias naturais, mesmo neste modelo reduzido da estrutura.

Essa falha de qualidade na identificacdo das frequéncias naturais desta
estrutura pode ser explicada analisando os valores absolutos das FRF's H,,(f),
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H,,(f), H,,(f) e H,(f), mostradas na Figura (15). Observa-se que a frequéncia
natural predominante, que possui a maior magnitude, € a de 24,6 Hz.

Tabela 7 — Frequéncias naturais identificadas para diferentes ordens n do sistema

Frequéncias Frequéncias naturais ldentificadas (Hz)
naturais
exatas (Hz) n=12 n=10 n=8 n=6 n=4
9,551
24,5909 24,356 24,5628 24,1416 24,5944 24,4594
- 40,651 43,4872 35,9916 40,906
65,88
- 74,386 75,9766 78,428
- 112,67 113,0458
162,2198 161,98 162,2158 162,5517 166,6679 166,724

- 263,99

Figura 15 - - FRF's H,,(f), H,,(f), H5,(f) e H, ()
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5.6 GERACAO DE DADOS PARA O SISTEMA ESTRUTURAL DE SEIS GRAUS
DE LIBERDADE

Os testes modais para o portico da secdo 5.5, usando os algoritmos que
consideram apenas dados de saida, falharam. Dessa forma, outro tipo de sistema
estrutural, do tipo massa-mola-amortecedor com seis graus de liberdade, como
mostra a Figura (16), é considerado para a validacdo da identificagdo paramétrica
dos algoritmos para dados apenas de saida.

Figura 16 — Sistema com 6 graus de liberdade

As matrizes de massa M, rigidez K e amortecimento C do sistema s&o
as seguintes,

m O 0 0 0 O
0Om, 0 0 0 O
|0 0 m 0 0 O
M:
0 0 00 m 0 0] (5.6)
0 0 0 0 m O
0 0 0 0 0 m|
[(k,+k,) -k, 0 0 0 0
—k, (k,+ky) -k, 0 0 0
< | 0 -k, (k+k,) -k, 0 0
0 0 -k,  (k,+k)  —ke 0
0 0 0 ks (ks+ky)  —kg
0 0 0 0 —ks (ks +ky) |

(5.7)
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(c,+c,) —c, 0 0 0 0
-c, (c, +¢c3) —C, 0 0 0
o 0 —C, (c;+c,) -—c, 0 0
0 0 —-C, (c,+cy) —cq 0
0 0 0 —Cy (c; +cg) —Cq
0 0 0 0 —Cq (Ce +C;) |

L (5.8)

Usando um procedimento de geracdo de dados idéntico ao da sec¢éo 5.1, as
frequéncias naturais obtidas para este sistema estrutural sGo mostradas na Tabela
(8), usando m,=m, =---=m,=01kg e k., =k, =---=ky; =250 N/m. Os modos de

vibracdo natural normalizados para o caso sem amortecimento sdo apresentados
Figura (17).

Tabela 8 - Frequéncias exatas do sistema mecénico com 6 graus de liberdade
Frequéncias
naturais exatas 3,5415 6,9055 9,9231 12,443 14,339 15,516
(Hz)

Figura 17 — Modos de vibrar exatos do sistema mecanico com 6 graus de liberdade

Modo 1 Modo 2
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As saidas observaveis vy, (k) da estrutura sdo entdo calculadas através da
seguinte soma de convolugao:

yi(k)=Nilhil(z') u,(k—7) i=1---6 (5.9)

onde h, (k) e u,(k), séo, respectivamente, as versdes em tempo discreto das FRI's
calculadas conforme a equacédo (2.56) do capitulo 2 e da forca de entrada do tipo
ruido branco Gaussiano aplicada na direcédo da coordenada Y, (k)

5.7 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS APENAS DE SAIDA PARA O
SISTEMA MASSA-MOLA SEM AMORTECIMENTO E LIVRE DE RUIDO USANDO
O ALGORITMO 2

Esta secao apresenta os resultados da aplicacdo do método de identificacdo
apenas para dados de saida, descrito na secéo 4.3 (algoritmo 2).

As 6 saidas do sistema sédo calculados simultaneamente usando a soma de
convolucao dada pela Equacéao (5.9). Tem-se, portanto, uma simulacdo de um teste
modal do tipo SIMO para uma Unica entrada e 6 saidas. Neste teste nenhum tipo de
ruido foi adicionado nos processos de entrada e saida.

A quantidade de dados para cada processo de entrada e saidas desta
simulacdo é de 400 pontos usando um intervalo de discretizagdo constante de
At=0,03 segundo, resultando em uma frequéncia maxima de Nyquist

- = ~16,66 Hz.
2At  2(0,03)

As curvas dos valores absolutos das 6 FRF’'s H,,(f) , H,,(f) H,,(f)
H.(f) Hq(f) o He(f) do sistema séo mostradas na Figura (18) abaixo.
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Figura 18 - FRF’s do sistema massa-mola de seis graus de liberdade

— 1
—H21
——H31
Ha1
—Hs1
HB1

abs(FRFs)

Para uma quantidade adotada de i =191 blocos de linhas e j=20 blocos de
colunas, as matrizes de estrutura bloco-Hankel Y, e Y  representada pelas
Equacbes (4.61) e (4.62) do capitulo 4, possuem dimensdes, respectivamente,
iguais a 191x20 e 1140x20. Dessa forma, a dimenséo da matriz de covariancia T'
da Equagéo (4.63) € 1140x191

Com base nos valores singulares mais significativos da matriz de covariancia

T, apresentados na Figura (19), a ordem minima do modelo n € identificada como
n=20.
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Figura 19 - Valores singulares de T'

Valores singulares

. | | | | | | |
1] 2 40 60 80 120 140 160 180 200

100
Ordem do sistema

O calculo da matriz de estado A e da matriz de influéncia da saida C e dos
parametros modais se da conforme o algoritmo de identificacdo apresentado no
capitulo 4.

Para diferentes valores de ordens minimas n em torno de n=20, foram
identificadas as frequéncias naturais apresentadas na Tabela (9). As frequéncias
naturais sdo identificadas baseadas na sua repeticdo para as diversas ordens n,
sendo que as identificadas sédo destacadas na cor vermelha e as computacionais na
cor preta.

Usando o valor da ordem n=12, os modos de vibracdo normalizados
identificados séo apresentados na Figura (20).

Nota-se, neste teste, a excelente qualidade da identificacdo das frequéncias
naturais e modos de vibragao naturais.



Tabela 9 — Frequéncias identificadas para diferentes ordens (n) do sistema
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Frequéncias

Frequéncias ldentificadas (Hz)

Modos exatas (Hz) n=24 n=20 n=16 n=12
- 1,4615
- 1,3884 3,092
1 3,5415 3,5332 3,5434 3,5378 3,5738
- 3,9561
- 6,7056 5,9321
2 6,9055 6,8887 6,9215 6,8989 6,8582
- 9,5369 9,7361
3 9,9231 9,9263 9,8754 9,9165 9,9112
- 10,915
4 12,443 12,43 12,436 12,415 12,471
5 14,339 14,295 14,329 14,293 14,293
6 15,516 15,54 15,569 15,511 15,504
- 19,223
- 19,827

Figura 20 - Modos de vibragéo identificados

Modo 2 - Identificado - 6,8582 Hz

Modo 4 - |dentificado - 12,471 Hz

Modo 6 - Identificado - 15,504 Hz

Modo 1 - Identificado - 3,5738 Hz
T T T T T T 15
1k
05
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05|
eyl
i i i i i 45
1 2 3 4 3 B 7 0
Modo 3 - identificado - 9,9192 Hz
T 1
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Modo 5 - Identificado - 14,293 Hz
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5.8 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS APENAS DE SAIDA PARA O
SISTEMA MASSA MOLA COM AMORTECIMENTO E LIVRE DE RUIDO USANDO
O ALGORITMO 2

Esta secdo apresenta os resultados da aplicacdo do método de identificacéo
para dados de saidas descrito no capitulo 4, na secdo 4.3, para a estrutura do tipo
massa-mola-amortecedor, considerando amortecimento do tipo viscoso e
proporcional dado por:

C =0,02 M +0,0001 K (5.10)

sendo que as matrizes de massa M e de rigidez K sédo aquelas calculadas pelas
equacoes (5.6), (5.7) e (5.8), conforme apresentado na secéo 5.6.

Os 6 fatores de amortecimento exatos correspondentes a cada modo do
sistema sdo apresentados na Tabela (10).

Tabela 10 — Fatores de amortecimento
Modos Fatores de amortecimento exatos (&)
0,0012
0,0023
0,0034
0,0042
0,0049
0,0053

OO0 WNPE

A gquantidade de dados para cada processo de entrada e saidas deste neste
teste € de 400 pontos usando um intervalo de discretizacao constante de At=0,03

1 1

— = =16,66 Hz.
2At  2(0,03)

segundos, o que resulta na frequéncia maxima de f,,, =

Para a quantidade adotada de i=191 blocos de linhas e j=20 blocos de

colunas, as matrizes de estrutura bloco-Hankel Y, e Y e a matriz de covariancia T'
possuem dimensao 1140x191

Os valores singulares de T' estdo apresentados na Figura (21), e a ordem
minima do modelo é identificada como n=20.

Figura 21 - Valores singulares de T'
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Para diferentes valores de ordens minimas do modelo em torno de n=20,
sao identificadas as frequéncias naturais, apresentadas na Tabela (11). Os fatores
de amortecimento identificados para a ordem minima n=12 sdo mostrados na Tabela

(12).

Tabela 11 — Frequéncias naturais identificadas com amortecimento

Modos

Frequéncias

Frequéncias ldentificadas (Hz)

exatas (Hz) n=24 n=20 n=16 n=12
- 1,2673 0,5295
- 3,4778 2,9226
1 3,5415 3,5495 3,54 3,5436 3,5389
- 4,9181
- 6,6347 5,805
2 6,9055 6,9044 6,8575 6,9156 6,8987
- 9,7724 9,2689 7,3474
- 9,4939
3 9,9231 9,9262 9,9005 9,8879 9,9127
4 12,443 12,441 12,469 12,427 12,459
- 13,957
5 14,339 14,318 14,334 14,358 14,37
6 15,516 15,524 15,512 15,616 15,442
- 17,038

Tabela 12 — Fatores de amortecimento identificados para ordem n=12

Fatores de amortecimento

Fatores de amortecimento
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exatos (§) identificados (§)
0,0012 0,0022
0,0023 0,005
0,0034 0,0023
0,0042 0,0006
0,0049 0,0001
0,0053 0,2787

Os modos de vibracdo naturais normalizados, para a ordem minima n=12,
sdo mostrados na Figura (22).

Nota-se novamente a boa qualidade na identificacdo das frequéncias
naturais e, de modo geral, dos modos de vibragdo natural usando o algoritmo 2 da
secao 4.3. J4 os fatores de amortecimento, motraram-se discrepantes, como pode
ser visto pela diferenca de ordem de grandeza.

Figura 22 — Modos de vibrar identificados do sistema

Modo 1 - Identificado - 3,5389 Hz Modo 2 - Identificado - 6,8987 Hz

Modo 5 - Identificado - 14,37 Hz Modo 6 - Identificado - 15,442 Hz
015 T T T T

oost
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015
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5.9 IDENTIFICACAO MODAL USANDO DADOS APENAS DE SAIDA PARA O
SISTEMA MASSA MOLA COM AMORTECIMENTO E RUIDO NA SAIDA USANDO
O ALGORITMO 2
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Nesta secdo, além de considerar a matriz de amortecimento C para a
simulacdo dos dados de saida, como na secdo 5.8 anterior, foi adicionado um sinal
do tipo ruido branco Gaussiano nos sinais de saida y;(k), i=1:6, com uma

amplitude de 0,35, resultando uma relag&o ruido/sinal NSR =/e(k)" e(k)/\/y(k)T y(k)
média de aproximadamente 8%.

Adotando os mesmos valores de blocos para as matrizes estrutura bloco-

Hankel Y, e Y e o mesmo procedimento de identificagdo empregado nas sec¢des
5.7 e 5.8, a estimativa da ordem minima do modelo n baseada nos principais valores

singulares de T" ,de dimens&o igual a 1140x191 resulta em n=20, como mostra a
Figura (23).

Figura 23 — Valores singulares de T"
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Assim, sao identificados os parametros modais do sistema adotando
diferentes valores (n’s) para a ordem minima do sistema em torno de n=20.

As frequéncias naturais identificadas para diversos valores de n sao
mostrados na Tabela (13). Com base na repeticdo das estimativas de frequéncias
naturais, os primeiros 6 modos identificados sdo destacados na cor vermelha. Os
demais valores da tabela (13) sdo frequéncias puramente computacionais.

Os 6 fatores de amortecimento para o valor da ordem minima do modelo
n=12 sado mostradas na tabela (14). J& os 6 modos de vibracdo natural normalizados
sédo mostrados na Figura (24).



Tabela 13 — Frequéncias naturais identificadas com ruido

Frequéncias

Frequéncias ldentificadas (Hz)

Modos exatas (Hz) n=24 n=20 n=16 n=12
- 0,6599
- 2,753 1,9091
1 3,5172 2,882 3,0492
- 3,5415 3,5301 3,5535 3,5394 3,5354
- 5,7614
2 6,4729
- 6,9055 6,879 6,9383 6,8965 6,8615
3 9,6591 9,3308 8,667
4 9,9231 9,9274 9,9257 9,9575 9,9233
- 12,407
5 12,443 12,412 12,519 12,458 12,368
6 12,66
- 14,313
- 14,339 14,316 14,237 14,417 14,282
- 15,516 15,473 15,536 15,691

Tabela 14 — Fatores de amortecimento identificados

Fatores de amortecimento

Fatores de amortecimento

exatos (§) identificados (§)
0,0012 0,000054
0,0023 0,0003528
0,0034 0,0021868
0,0042 0,0041965
0,0049 0,0014936
0,0053 0,58722

Figura 24 — Os modos de vibrar do sistema

76
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Modo 1 - Identificado - 3,5354 Hz Modo 2 - Identificado - 6,8615 Hz

Modo 4 - |dentificado - 12,368 Hz

Modo 5 - Identificado - 14,282 Hz Modo 6 - |dentificado - 15,691 Hz

5.10 IDENTIFICAQAO DOS PARAMETROS MODAIS SEM AMORTECIMENTO E
LIVRE DE RUIDO USANDO O ALGORITMO 1

Nesta secdo, € abordado outro tipo de processo de identificacdo modal
apresentado no capitulo 4, na se¢do 4.2, usando os dados simulados do sistema
massa-mola da secéo 5.6.

A quantidade de dados para cada processo de entrada e saidas usadas
nesta simulacéo é de 400 pontos usando um intervalo de discretizacdo constante de

1 1
At=0,03 segundos, o que resulta na frequéncia maxima f_, = =16,66

T2At 2(0,03)

Hz.

Para a quantidade adotada de i=20 blocos de linhas e j=156 blocos de
colunas, usando a matriz de auto covariancia R,, da equacao (4.27), de dimenséo

6x6, tem-se que a matriz H de estrutura Hankel, representada pela Equacédo
(4.37), possui dimenséao de 120x936.

Com base nos valores singulares mais significativos da matriz H,
apresentados na Figura (25), a ordem minima do modelo n é identificada como
n=20.

E interessante notar a dificuldade na identificacdo da ordem minima do
modelo usando o algoritmo 1, quando comparado com o algoritmo 2 para
identificagdo modal usando dados apenas da saida.

Figura 25 — Valores singulares da matriz H
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A matriz de observabilidade TI';, conforme a equacéo (4.41), do capitulo 4,
possui dimenséo igual a 120x 20

O calculo da matriz de estado A € estimada conforme o algoritmo de
identificacdo apresentado na equacao (4.43), do capitulo 4.

Com base no algoritmo de identificacdo dos parametros modais apresentado
no capitulo 4, verifica-se que para esta simulacdo de teste modal, usando dados
obtidos de um sistema massa mola sem amortecimento e sem adicdo de qualquer

tipo de

ruido, os

resultados dos parametros modais

identificados sao os

apresentados na Tabela (15), para diferentes ordens n’s do sistema.

Tabela 15 — Frequéncias naturais exatas e identificadas

Frequéncias

Frequéncias naturais

Modos naturais identificadas

Exatas (Hz) n=24 n=20 n=16 n=12
- 0,9227
- 3,436 1,0757 2,7085
1 3,5415 3,626 3,5613 3,556 3,5426
- 6,0561 4,3199
2 6,9055 6,8524 6,8615 6,8946 6,921
- 7,0473 8,7316 7,3721
- 8,7643
3 9,9231 9,4762 9,946 9,9074 9,9319
- 10,057
4 12,443 12,458 12,458 12,411 12,467
- 13,107
5 14,339 14,374 14,338 14,317 14,006
6 15,516 15,549 15,558 15,521 15,494




79

Nota-se que 0 uso deste algoritmo para identificacdo de parametros modais
usando dados apenas de saida, baseado na secédo 4.2 (algoritmo 1), produz bons
resultados na identificacdo das frequéncias naturais. Entretanto, a identificacdo dos
modos de vibracdo natural jA& ndo apresenta boa qualidade. Esta caracteristica se
repete para testes realizados incluindo amortecimento e ruido nos dados da saida.
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6 CONCLUSOES

Este trabalho trata do desenvolvimento de algoritmos de identificacdo de
parametros modais, para dados de entrada e saida e usando dados somente de
saida, baseado no método de subespacos. O método de subespacos conta apenas
com o uso de operacdes béasicas da algebra linear, especialmente a reducéo de rank
de matrizes de dados usando SVD.

Os parametros modais identificados neste trabalho s&o: frequéncias
naturais, fatores de amortecimento e modos naturais normalizados de vibracdo. J&
os dados usados para validar a qualidade da identificacdo dos parametros foram
obtidos via simulacdo numérica de estruturas de pardmetros concentrados, lineares
e invariantes no tempo.

Com base nos resultados obtidos nos testes realizados no capitulo 5 do
presente trabalho, conclui-se o seguinte:

i) O melhor desempenho obtido na identificacdo dos parametros modais foi
obtido pelo algoritmo que usa dados de entrada e saida.

ii) No que diz respeito aos algoritmos que usam dados apenas de saida, o
algoritmo (2), descrito na secao 4.3, produz melhores resultados que o
algoritmo 1 da secédo 4.2. Acredita-se que o motivo para esse melhor
desempenho se deva ao uso de valores de um vetor de saida de
referéncia, usado no algoritmo 2.

iii) O efeito do ruido somado aos dados de saida para o método que utiliza
dados de entrada e saida faz diminuir a precisdo dos parametros
identificados, especialmente fatores e amortecimento e os modos de
vibracdo natural. Neste trabalho ndo foi considerado a questdo do efeito
do ruido somado aos dados de saida para o método apenas de saida.

iv) Também néo foi considerado o efeito do ruido somado aos dados de
entrada para todos os métodos apresentados neste trabalho. Este efeito
ndo ¢é comumente discutido na literatura estudada para o
desenvolvimento deste trabalho.

6.1 CONTRIBUICOES DO TRABALHO

Este trabalho apresenta contribuicbes nos seguintes aspectos:

i) Desenvolvimento de algoritmos para o software Matlab, orientados a
subespaco vetorial, tanto usando dados de entrada e saida, como
também apenas para dados de saida.

i) Avaliagdo do desempenho dos algoritmos desenvolvidos.
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6.2 SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Pode-se ainda, com base nos estudos da revisao bibliografica bem como na
prépria implantacédo dos algoritmos de identificacdo modal apresentados no presente
trabalho, sugerir os seguintes temas para futuras pesquisas:

i) Uso destes algoritmos de identificacdo em dados reais de vibracéo
estrutural;

i) Desenvolvimento de técnicas de identificacdo baseadas nos método de
méaxima verassimilhanca,

iii) Desenvolvimento de técnicas de deteccdo de falhas e integridade
estrutural baseado em OMA.
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APENDICE A - BASE MATEMATICA

Neste apéndice sdo apresentados alguns conceitos basicos sobre algebra
linear que serdo usados ao longo desse trabalho, tais como: definicdes e teoremas
da algebra linear, subespacos vetoriais associados com matrizes, decomposi¢cao em
valores singulares (SVD), o problema de minimos quadrados (LS) e a pseudo-
inversa (BILL JACOB 1995, VAN DER VEEN et al.,, 1993 e GILBERT STRANG,
1980).

DEFINICOES BASICAS

Definicdo 1 — Rank de uma matriz.
O rank de uma matriz X de dimensdo mxn, denotado por rank(X), é

definido como o numero maximo de vetores-linha (ndo nulos) ou vetores-coluna (néo
nulos) linearmente independentes de X.

Definicdo 2 — Ortogonalidade de uma matriz.
Uma matriz X de dimensdo nxn é chamada ortogonal se X'=X" ou
X'X=1.

Teorema 1 — Uma matriz X de dimensdo nxn é ortogonal se e apenas se

suas colunas (ou linhas) formam uma base ortonornal para o espaco Euclidiano R".
Uma matriz X de dimensdo mxn cujas colunas sdo ortonormais, implica que

X'X=1.

Definicdo 3— Subespacos associados com matrizes.
Suponha uma matriz X de dimensdo mxn. O subespaco do R" gerado
pelas linhas de X é chamado espaco linha (EL) de X. O subespaco do R" gerado

pelas colunas de X é chamado espaco coluna (EC) de X. O subespaco do R" de
todas as solucdes de Xa =0¢é chamado espaco nulo (EN) de X.

Definicdo 4 — Nulidade de uma matriz.
A nulidade de uma matriz X de dimensdo mxn, denotada por nul(X), é a
dimenséo do (EN) de X.

Teorema 2 — Teorema da dimensao.
Seja X uma matriz de dimensdo mxn com rank(X)=r. Entao,

rank(X)+nul(X)=n.

Teorema 3 — Dimenséo dos subespacgos associados com matrizes
Seja uma matriz X de dimensdo mxn com rank(X)=r. A dimensao do (EL)

de X e do (EC) de X é igual ao rank(X)=r e a dimensédo do (EN) de X é
nul(X) = n—rank(X).
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Definicdo 5 — Complemento ortogonal.

Suponha que S seja um subespaco do R". O complemento ortogonal de S,
denotado por S*, é definido como S* :{VGER”,<v,u >=0 paratodo u eS}, onde o
termo < v,u> significa produto escalar.

Seja uma matriz X de dimensdo mxn com rank(X)=r, o (EN) de X é o
complemento ortogonal do (EL) de X. O espagco complementar do (EC) de X,
denotado como, (EC)" possui dimensdo m—r.

Os subespacos definidos acima para uma matriz X também estéo presentes
em uma transformacéo linear representada por X.

Definicdo 6 — Transformacao linear.

Uma transformacéo linear do dominio R"para o espaco de chegada R" é
uma funcdo T:R" —>NR" que satisfaz as seguintes condicbes: (i) se u e veR",
entdo T(U+Vv)=T@U)+T(v) e (i)se veR"e keR , entdo T(kv) =KT(v).

Teorema 4 — Representacao de uma transformacao linear por uma matriz.

Seja T:R" > R" é uma transformacéo linear. Entdo existe uma Gnica matriz
X de dimensdo mxn tal que T=X. A matriz X possui a caracteristica que

T(v) =Xv paratodo veR".

Definicdo 7 — Imagem e ndcleo de uma transformacéo linear.

Seja T:R" —>R" uma transformacéo linear. Entdo,
i)  Aimagem de T, denotada por Im(T), é definido por,
Im(T) = {T(v) e R",v e R"}

i) O nucleo de T, denotado por N(T), é definido por,
N(T) = {v e R", T(v) = 0]

Seja T:R" - R™ uma transformacéo linear. Entdo, o N(T) é um subespago
do R" e a Im(T) € um subespaco do R".

Definicdo 8 — Rank e nulidade de uma transformacao linear.

Seja uma transformacdo linear T:R" —>NR". A dimensdo da Im(T) é o
rank(T) e a dimensdo do N(T) é a nul(T).

Teorema 5 — Seja uma matriz X de dimensdo mxn que representa a
transformacao linear T:R" —R". Entao,

) O N(T) é o conjunto de solugdes ae®R" do problema Xa=0 e
nul(T) =nul(X). O N(T) é o espaco nulo de X, isto €, N(T)=EN(X),

i) A ImT) é o espago coluna de X, isto &, im(T)=EC(X) e
rank(T) = rank(X) e

iii) (Teorema da dimenséo): a soma do rank de T mais a nulidade de T
é igual a dimensao do espaco de partida n, isto é, rank(T)+nul(T)=n.
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Definicdo 9 — Complementos ortogonais de uma transformacéo linear.

O subespaco complemento ortogonal do N(T ) é o EL(X) e possui dimenséo
igual ao rank(X). O subespago complemento ortogonal do EC(T) € o EC*(X) e
possui dimenséo iguala m—r.

A Figura (1) ilustra, geometricamente, 0 conceito acima a respeito dos
subespacos presentes em uma transformacéo linear T . Esse conceito sera bastante
usado neste trabalho.

/\

Xy EL(X) Xpxn X EC(X)
— =
>
EN(X)
IRn R

X1
Figura (1) — Subespacos vetoriais de uma transformacao linear

Definicdo 10 — Subespacos para o produto de duas matrizes XY.
Os subespacos associados com o produto de duas matrizes respeitam as
seguintes relagoes,

i) 0 EN(XY) contém o EN(Y),

i) o EC(XY) esta contido no EC(X),
i) o ECH(XY) contém o EN(X) e
iv) o EL(XY) esta contido no EL(Y).

Corolario 1 — Seja X uma matriz de dimensdo mxn com rank n. Entdo a
matriz X' X de dimensdo nxn € inversivel.

Definicdo 11 — Projecgé&o ortogonal.
Seja S um subespaco do R", o operador de projecdo ortogonal de um vetor
weR"sobre S, denotado por [l (w):R" —>R", é uma fungdo definida como

[1s(w) =V tal que w=v+Vv'onde veS e V' eS".

Definicdo 12 — Solugdo de minimos quadrados (LS).

Seja uma matriz X de dimensdo mxn, o vetor acR"é uma solucdo de
minimos quadrados para o sistema de equacfes algébricas lineares Xa=b se a

1
distancia [Xa—b|=(<Xa—b,Xa—b>)2 no R" é minima dentre todas as possiveis
escolhas de a. E importante notar que o sistema de equacdes algébricas lineares

Xa=b acima pode ser inconsistente, isto &, o vetor b e R™ pode nédo estar sobre o
EC(X).
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Considerando X uma matriz mxn e que se esteja procurando uma solugéo
de minimos quadrados para o problema Xa=b. Observa-se que para qualquer
acR"o vetor XacR™ é um elemento do EC(X). Isso significa que a solucdo de
minimos quadrados para a corresponde aos pontos Xae EC(X) para os quais a

distancia entre Xa e b é minima. Em outras palavras, o vetor ae®R" pode ser
calculado como Xa = [ ,(b), como mostra a Figura (2).

X
n 2 ENX) ), (R A

ITecx) (b)

> X2

IR" l/

X1
Figura (2) — Interpretagdo geométrica do problema de minimos quadrados

Teorema 6 — Seja o problema Xa=Db, possivelmente inconsistente. Entédo
Xa=Db possui uma solucdo de minimos quadrados, e todas suas solucdes de
minimos quadrados sdo as solugdes para o problema consistente Xa =[] ,(b).

Teorema 7 — Se uma matriz X de dimensdo mxn com rank(X)=n, entdo a
solucdo de minimos quadrados para o sistema Xa =b possui solu¢do Unica igual a
a=(X"X)"X'b=(X)'X'b, onde o termo (X) =(X"X)"denota Moore-Penrose
pseudo-inversa da matriz X.

Definicdo 13 — Pseudo-inversa usando SVD.
Seja uma matriz X de dimensdo mxn com rank(X)=r<min(m,n). Em

geral, como X pode ser rank deficiente ou ndo quadrada, a inversa de X ndo existe.
Isto é, ndo € possivel encontrar um vetor a para um dado vetor b, tal que Xa=Db. A

matriz Moore-Penrose pseudo-inversa de X, denotada por X* com dimensdo nxm
é definida usando a forma econémica da SVD de X, como,

X =& 20T @)
A seguir sera apresentado o conceito sobre SVD.
DECOMPOSIQAO EM VALORES SINGULARES

Seja X uma matriz de elementos reais, dimensdao mxn de rank r e
comr<m<n.ASVD de X é obtida como, (VAN DER VEEN et AL., 1993)

X=UZV' =08V +0 & (V'] )
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onde X é uma matriz de dimensdo mxn que contém os valores singulares
de X e sao, por conveniéncia, ordenados na ordem decrescente como,

0,20,2---20,>0,,==0,=0, 3)

e o sobre-indice T denota transposicdo. A matriz diagonal ¥, de dimenséo
rxr, contém os r primeiros valores singulares ndo nulos de X, enquanto que a

matriz diagonal :*, de dimensdo (m-r)x(n—r), contém os outros m—r valores

singulares nulos de X.
A matriz U, de dimensdo mxm, é formada de maneira tal que suas

colunas sdo os autovetores da matriz de covaridncia XX' e sdo chamados vetores
singulares & esquerda de X. As matrizes U, associada com os valores singulares
ndo nulos de X, e U', associada com os valores singulares nulos de X, possuem
dimensdes, respectivamente, iguais a mxr e mx(m—r). As matrizes U, U e U*
possuem as seguintes propriedades de ortogonalidade,

0 <1 @
00" =0,

00" +04(0) =1,

onde | denota matriz identidade.

A matriz V, de dimensdo nxn, é formada de maneira tal que suas
colunas sio os autovetores da matriz de informacdo X'X e sdo chamados vetores
singulares a direita de X. As matrizes V, relacionada com os valores singulares n&o
nulos de X, e V*, relacionada com os valores singulares nulos de X, possuem
dimens&o, respectivamente, iguais a nxr e nx(n—r). As matrizes V, V e V*
possuem as seguintes propriedades de ortogonalidade,

B L) : (5)

rx(n-r)

VAUV (V)

<
it
Tt <5
'_
I
o

Com base nas Equacoes (4) e (5) e no Teorema 1 observa-se que as
matrizes U, U*, V e V' da Equac&o (2) sdo ortogonais e portanto formam bases

ortogonormais para subespacos vetoriais dos espacos R" e R", respectivamente. A
SVD de matrizes € uma ferramenta matematica robusta para determinar as bases
destes subespacos.
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Considerando X como a matriz que define uma transformacgéo linear T,
entre dois espacos Euclidiano R" e R"™, é possivel mostrar que:

i) as r colunas da matriz U de dimensdo mxr correspondentes aos
valores singulares nédo nulos de X formam o EC(X),

i) as (m—r)colunas da matriz U* de dimensdo mx(m-r) formam o
EC*(X),

iii) as r colunas de V de dimensdo nxr correspondentes aos valores
singular ndo nulos de X formam o espaco linha de X denotado por EL(X) e

iv) as (n—r) colunas de V* de dimensdo nx(n—r) correspondentes

aos valores singulares nulos de X formam o N(X).

Finalmente, considerando que os (m—r) valores singulares da matriz X séo
nulos, com base na Equacdo (2) é usual escrever SVD de X de forma mais
compacta como,

X=0x V' (6)

Esta forma acima da DVS de X dada pela Equacédo (6) é chamada de
forma de tamanho econdémico da SVD de X.
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