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RESUMO

A atual demanda por eficiéncia energética torna necessaria a utilizacdo de controle de
vibragdes em maquinas rotativas. Técnicas de controle para tais maquinas vem sendo
desenvolvidas ao longo das tultimas décadas, contudo, uma alternativa ¢ a utilizacdo de
suportes compostos por materiais viscoeldsticos (SVEs), devido ao seu baixo custo e a
elevada capacidade de dissipar energia vibratdria. Porém, a utilizagdo de SVEs ¢ incipiente,
devido provavelmente as abordagens classicas de modelagem matematica largamente
utilizadas para tais dispositivos. Por uma razdo de simplificagdo matematica, muitos trabalhos
abordam SVEs utilizando modelos matematicos, para os MVEs, pouco precisos como:
Maxwell, Kelvin-Voigt, Zenner, GHM, e inclusive modelos independentes da frequéncia e
temperatura; os quais, em uma ampla faixa de frequéncia e temperatura tem precisao inferior
aos modelos fracionarios, desde que a comparagdo seja baseada no mesmo numero de
parametros materiais. Inclusive, nesses trabalhos, ¢ evidente a necessidade de adicionar graus
de liberdade ao sistema devido a inclusdo dos SVEs, fato que dificulta a otimizagdo dos
mesmos, sendo, desse modo, negligenciada na maioria dos trabalhos. Ainda, ndo sao
observadas modelagens dos GDL angulares nos suportes, assim como a inclusdo de massas
adicionais com o objetivo de aprimorar o controle passivo de vibragdes. Assim, dentre as
contribuicdes deste trabalho destaca-se a proposi¢do de uma metodologia baseada no método
de (PEG) parametros equivalentes generalizados que evita a adi¢do de GDL ao modelo, e de
forma precisa, possibilita levantar a resposta em frequéncia do sistema rotor-SVE com
reduzido tempo computacional, permitindo, por consequéncia, a otimizagdo dos SVEs em
funcdo da minimizagdo da resposta em frequéncia do sistema. Essa metodologia propde ainda
a parametrizagdo dos GDL dos SVEs (translativos e angulares) de maneira independente,
assim como a adi¢do de massas translativas e/ou inércias rotativas como forma de aprimorar o
controle passivo de vibragdes, tratando os SVEs como estruturas complexas de controle de
vibragdes em maquinas rotativas. Para tal, o rotor ¢ modelado através do método dos
elementos finitos com formulacdo de Timoshenko e o material viscoeldstico através do
modelo de derivadas fraciondrias com quatro parametros. Os GDL dos SVEs sdo devidamente
parametrizados em ambos os modelos de insercdo destes no sistema de equacgdes,
nomeadamente, acréscimo de GDL e PEG, e por sua vez o método de otimizagdo adotado
combina algoritmos genéticos e Nelder Mead. Simulagdes numéricas sdo realizadas para
investigar a influéncia no controle e transmissibilidade do sistema, em razdo da consideragdo
dos GDL de translagdo e rotagao individualmente e de maneira combinada. Um protétipo com
pardmetros Otimos ¢ construido e testado experimentalmente, demonstrando que a
metodologia proposta € capaz de predizer de maneira precisa o comportamento dindmico de
sistemas rotor-SVEs provendo excelente capacidade de controle de vibragdes em termos de
amplitude da resposta ao desbalanceamento e transmissibilidade.

Palavras-chave: Dinamica de rotores. Suportes viscoelasticos. Calculo fracionario.
Otimizacao hibrida. Elementos finitos.



ABSTRACT

The present energy efficiency demand establishes the need of vibration control in rotating
machinery. Vibration control techniques for such machines are available, however, a low cost
alternative is the use of viscoelastic supports (VES) due to its high ability to dissipate
vibrational energy. Nonetheless the modest use of VES may be explained by the widely use of
classical approaches for the mathematical modeling of such devices. Its noticed the frequent
use of classical viscoelastic models - like Maxwell, Kelvin-Voigt, Zenner, GHM models and
even frequency/temperature independent models - but they lack the accuracy of fractional
models in a large range of frequency and temperature regarding the same number of material
parameters. Even in those works, the need to add degrees of freedom to motion equations due
to VES is evident, in fact, this causes a slow computation performance regarding the
optimization of SVEs, which is also neglected in most studies. In addition, the angular DOFs
modelling in VES as well as the inclusion of additional masses/inertias in order to improve
the vibration control are not observed in those works. Thus arises the demand for the
development of a fast and accurate general methodology to optimize VES with n DOF
properly parameterized (translational and angular), in order to minimize the vibration
response of rotating systems with multiple DOF. This thesis presents a robust methodology
based mainly on generalized equivalent parameters (GEP) - for an optimal design of
viscoelastic supports for rotating machinery - aiming at minimizing the unbalance frequency
response of the system using a hybrid optimization technique (genetic algorithms and Nelder-
Mead method). For this purpose the rotor is modeled based on the finite element method
using Timoshenko's thick beam formulation, and the viscoelastic material is modeled based
on the four-parameter fractional derivatives. The DOF of VES are properly parameterized in
both models of VES, adding DOF and GEP. Numerical simulations are performed to
investigate the influence of translational and angular DOF of VES - considered individually
and combined - on systems vibration control and transmissibility. A prototype of VES is built
with optimal parameters and subjected to experimental tests, which demonstrated that the
proposed methodology is fully capable to provide accurate prediction of the dynamics
behavior of rotor-VES systems as well as to control the vibrational response in terms of
amplitude and transmissibility.

Keywords: Rotordynamics. Viscoelastic supports. Fractional calculus. Hybrid optimization.
Finite elements.
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1 INTRODUCAO

A busca por maior seguranca, confiabilidade e, principalmente, maior poténcia na
operagdo de maquinas rotativas impulsionou o estudo e desenvolvimento de técnicas de
controle dinamico para tais sistemas. Atualmente, a demanda por maquinas que desenvolvam
elevadas poténcias especificas tem sido uma crescente exigéncia por parte de empresas que
focam na economia de recursos e alta produtividade. Desse modo, maquinas rotativas como
turbinas a gés, turbinas a vapor, geradores elétricos, motores elétricos, bombas, compressores,
entre outros, sdo colocadas em condi¢des criticas de operagdo, em termos de elevadas
rotagdes nominais e flexibilidade do sistema rotor-mancais. As técnicas de controle de
vibragdes para essas maquinas envolvem conhecimentos multidisciplinares como, mecanica
dos soélidos, métodos numéricos, andlise modal de vigas rotativas, viscoelasticidade, mecanica
dos fluidos e eletromagnetismo, para citar alguns, fato que torna o estudo e desenvolvimento

dessas solugdes bastante complexo.

E possivel definir duas 4reas nas quais se inserem as técnicas de controle de vibragdes
em maquinas rotativas: controle passivo e controle ativo. O controle ativo ocorre através de
intervengdes em tempo real, utilizando sensores e atuadores no sistema rotor-mancal, com o
objetivo de manter baixos os niveis de vibracdo no rotor. Essa forma de controle necessita de
um sistema de harware e software que executam a aquisi¢do, tratamento e transmissdo de
dados aos atuadores. Entre as técnicas de controle ativo em maquinas rotativas pode-se citar
os mancais magnéticos como principal solugdo empregada atualmente a exemplo de

GUICKING (2007).

Por sua vez o controle passivo de vibragdes envolve varias técnicas, entre as quais pode-

se citar:

* Alteracao dimensional de eixo, massa e espagamento entre mancais,
* Balanceamento,

* Inser¢cdo de mancais,

* Neutralizadores dindmicos viscoelasticos, €

* Suportes com elementos dissipadores de energia (isolamento de vibragoes).

As trés primeiras técnicas citadas incorrem em grandes alteragdes dimensionais e custos

22
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o que limita a utilizagdo das mesmas.

Neutralizador dinamico viscoelastico consiste em uma técnica bastante eficaz de
controle passivo de vibracdes. Esses dispositivos mecanicos simples, compostos de MVE, sdo
projetados de forma tal que, ao serem fixados ao rotor através de mancais auxiliares, aplicam
forcas reativas dissipadoras de energia vibratoria reduzindo a vibragao do sistema rotativo a
niveis aceitaveis. Essa técnica foi utilizada com sucesso por DOUBRAWA et al. (2010) ao
combinar a modelagem do rotor por elementos finitos ao modelo de derivadas fracionarias de
quatro parametros para o material viscoelastico, juntamente com a técnica de PEG na
modelagem dos sistemas auxiliares (NDVs), formando uma metodologia que possibilitaria a
otimizagdo desses dispositivos em funcdo da minimizacdo da resposta ao desbalanceamento,

utilizando, para isso, técnicas de otimizagdo nao linear.

Contudo, neste trabalho, o foco sdo suportes viscoelasticos. Por esse motivo ¢ dada
énfase na ultima técnica citada, suportes com elementos dissipadores de energia, destacando,

entre outros, os squeeze film dampers € os suportes viscoelasticos.

A utilizacdo de squeeze film dampers como alternativa para controle passivo de
vibragdes em rotores remonta a década de 1960 com a publicacio de COOPER (1963).
Nagquele trabalho, testes experimentais mostraram reducdo das amplitudes de vibragdes em
torno das rotagdes criticas. Com a publicacdo desse artigo, até a atualidade, muito se investiu
em tornar tal solugdo viavel, fato que se comprova com a grande utilizagdo desse tipo de
controle passivo, principalmente em turbomaquinas, conforme ZEIDAN et al. (1996), DAI et
al. (2000), entre outros. O squeeze film damper tem sido utilizado em combinagdo com
diferentes tipos de mancais como: mancais de rolamento, mancais hidrodindmicos e mancais
hidrodinamicos tilting pad. Essa caracteristica de utilizacdo com diferentes tipos de mancais ¢

também compartilhada nas solu¢des de controle através de suportes viscoelasticos.

Porém, diferentemente dos squeeze film dampers, as solugdes para controle passivo de
maquinas rotativas baseadas em suportes viscoelasticos nao estdo definitivamente
consolidadas a ponto de ser possivel citar aplicagdes em maquinas rotativas comerciais. Isso
ndo se deve a baixa qualidade dos materiais viscoelasticos disponiveis, pois a utilizagdo dos
mesmos em problemas de engenharia, de acordo com NASHIF et al. (1985), DARLOW e
ZORZI (1981) e BILLMEYER JR. (1984) tem crescido justamente pela sua excelente

capacidade de amortecimento, em conjunto com o desenvolvimento tecnologico desses
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materiais nesse mesmo periodo. Um fato que pode fundamentar a incipiente utilizagdo de
suportes viscoelasticos € o seu comportamento dependente da frequéncia de excitacdo e
temperatura, dificultando a modelagem matematica e, consequentemente, a predicao tedrica

de suas propriedades fisicas.

Materiais viscoelasticos vém sendo muito estudados ao longo dos ultimos sessenta anos
com seus modelos mecanicos classicos, dos quais se destacam os modelos generalizados de
Maxwell, Kelvin-Voigt e Zenner (HADDAD, 1995). Esses modelos classicos, que utilizam na
formulagdo do material elementos puramente elasticos e outros puramente viscosos, ainda sao
utilizados atualmente em aplicagcdes na engenharia, como no trabalho de GENTA ¢ AMATI

(2010), por exemplo.

Contudo foi nos ultimos trinta anos que pesquisas relacionadas com o célculo
fracionario em viscoelasticidade foram realizadas (MAINARDI, 2012), permitindo a
formulagdo de modelos mais precisos com poucos parametros. Atualmente, tém-se modelos
que preveem com precisdo adequada o comportamento dinamico viscoeldstico de uma vasta
gama de materiais utilizados na engenharia. BAGLEY e TORVIK (1979) foram os pioneiros
na utiliza¢do de derivadas fraciondrias para obtengdo do modulo de elasticidade complexo de
MVEs dependente da frequéncia e temperatura. Até entdo, a grande maioria dos modelos
utilizava derivadas de ordem inteira, o que, segundo BAGLEY e TORVIK (1983), nao
apresentam precisdo adequada em grandes faixas de frequéncia e temperatura, desde que nao
sejam generalizados com a utilizagdo de um niimero elevado de coeficientes. A variacdo da
temperatura, por sua vez, pode ser considerada no modelo viscoeléstico linear como proposto
por FERRY (1980), através da hipotese de materiais termo reologicamente simples, na qual
uma variacdo na temperatura resulta em um deslocamento do comportamento dinamico do

material viscoelastico no dominio da frequéncia.

1.1 ESTADO DA ARTE

Entre as pesquisas em suportes viscoelasticos aplicados a maquinas rotativas, KIRK e
GUNTER (1972) foi um dos primeiros artigos publicados. Nesse trabalho foi utilizado um
modelo de rotor Jeffcot que consiste em um sistema composto por um eixo, dois mancais, um
em cada extremidade, e uma inércia circular localizada no centro do eixo. Esse sistema possui
apenas dois graus de liberdade (deslocamento horizontal e vertical) e, quando considerados os

suportes, recebe um grau de liberdade adicional correspondente. A modelagem do material
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viscoelastico ¢ realizada através do modelo de Kelvin-Voigt com coeficientes de rigidez e
amortecimento equivalentes e constantes. KIRK e GUNTER (1972) mostram que, para
sistemas com valores pré-determinados de rigidez e massa dos suportes, ¢ possivel obter um
amortecimento 6timo para o mesmo e, por consequéncia, uma elevada reduc¢do das amplitudes
de vibracdo na ressondncia e na transmissibilidade total do sistema. Com uma modelagem de
rotor similar, com pardmetros de rigidez e massa concentrados, os trabalhos, DUTT e
NAKRA (1992), DUTT e TOI (2003) e PANDA e DUTT (2003) variam as caracteristicas do
suporte para obter uma reducdo da resposta ao desbalanceamento e maiores limites de
estabilidade. Nesses trabalhos, o material viscoelastico dos SVEs é modelado com 4

elementos (elasticos e dissipativos).

Em DUTT e NAKRA (1992) ¢ realizado um enfoque na comparacio entre sistemas
rotor-mancal suportados por fundagdes puramente elasticas e sistemas suportados por
fundacdes compostas por material viscoelastico. Nesse trabalho, ¢ mostrado que sistemas com
suportes compostos com material viscoelastico possuem uma larga faixa de estabilidade, fato
que ndo ocorre com suportes puramente elasticos e com suportes viscoeldsticos que possuam

elevados valores de fator de perda, os quais provocam grandes faixas de instabilidade.

SHABANEH e ZU (2000) utilizam o mesmo modelo apresentado por KIRK e
GUNTER (1972) para modelagem do material viscoeldstico do suporte, associado a um
modelo analitico de Timoshenko para o rotor Jeffcot. Os autores concluem que as
caracteristicas do suporte influenciam de forma importante nas rotagdes criticas do sistema,
assim como na resposta em frequéncia do mesmo. Nesse trabalho, foi avaliado um parametro
negligenciado pelos outros autores, com exce¢ao de KIRK e GUNTER (1972), que foi a
influéncia da massa do suporte viscoelastico; apresentando valores de resposta ao

desbalanceamento menores com o aumento daquela massa.

DUTT e TOI (2003) utilizam uma abordagem pratica no sentido de apresentar uma
forma geométrica otimizada para o suporte consistindo em setores angulares de mantas de
material viscoelastico colocadas entre o mancal de rolamento e a caixa do mancal. A fungdo
objetivo utilizada foi a resposta ao desbalanceamento, e os pardmetros variados
individualmente para atingir o minimo da funcao objetivo foram o angulo dos setores de
MVE e a sua espessura. DUTT e TOI (2003) concluem que suportes otimizados podem

atenuar de maneira importante as amplitudes de vibracdo do rotor na rotagdo critica, também
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concluiram que os angulos e espessuras das mantas de material viscoelastico possuem um

valor 6timo, ao contrario do que se esperava previamente.

Em PANDA e DUTT (2003) a fun¢do objetivo a ser minimizada passa a ser o limite de
estabilidade e a resposta ao desbalanceamento. Os pardmetros otimizados foram a rigidez e o
fator de perda do material viscoeldstico presente no suporte, o que torna essa abordagem
problemética quando ndo ¢ possivel encontrar um material que atenda aos pardmetros

otimizados de modulo elastico e fator de perda.

MONTAGNIER e HOCHARD (2007) realizaram um estudo de estabilidade de sistemas
rotor-mancal com mancais hidrodindmicos em comparacdo aos sistemas rotor-mancal
apoiados em fundacdes com suportes viscoelasticos. Nesse trabalho, os autores mostram que
eixos longos possuem maior estabilidade quando montados sobre funda¢des com mancais
viscoelasticos. Em contrapartida, os mancais hidrodindmicos ofereceram melhor estabilidade
para sistemas com eixos mais curtos. Porém, naquele trabalho, o modelo de material
viscoelastico € bastante limitado sendo histerético e independente da frequéncia. Utilizando o
mesmo modelo histerético independente da frequéncia, MONTAGNIER e HOCHARD (2014)
aplicam suportes viscoelasticos para avaliar sua influéncia nos limites de estabilidade de um

eixo compdsito modelado através de uma abordagem analitica.

Diferentes abordagens utilizando o método dos elementos finitos para modelagem do
eixo do sistema rotor-suporte viscoeldstico sdo apresentadas em KULKARNI et al. (1993) e
KANG et al. (2011). Nesses trabalhos o modelo utilizado para o material viscoelastico ¢ o de
quatro elementos apresentado em PANDA e DUTT (2003). No primeiro, o estudo se
concentra no levantamento das respostas em frequéncia para sistemas rotor-mancal com
mancais de rolamento e de filme de 6leo, apoiados sobre suportes viscoelasticos. KULKARNI
et al. (1993) mostra que ambos os sistemas tem suas amplitudes de respostas melhoradas com
a utilizagdo de suportes viscoelasticos. Nesse trabalho, pode ser observado a sensibilidade do
sistema com relacdo aos parametros de rigidez e amortecimento dos suportes, assim como a
capacidade de absor¢do de energia em fung¢do da rigidez do suporte. KULKARNI et al. (1993)
mostra que coeficientes de rigidez elevados do suporte, comprometem a absor¢ao de energia
mesmo com a utilizacdo de fatores de perda elevados. J4 no segundo trabalho, KANG et al.
(2011) utilizaram suportes viscoeldsticos em um sistema rotor-engrenagem, com

empenamento residual. Os autores concluem que a utilizacdo dos suportes oferece grande
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redugdo na resposta do sistema. Ainda, considerando rotores com MGDL e utilizando para o
SVE parametros constantes de fator de perda e modulo de elasticidade, GENTA e AMATI
(2010) propde uma formulacdo de amortecimento nao viscoso, a qual acrescenta graus de

liberdade ao sistema.

As abordagens mais relevantes na aplicacdo de suportes viscoeldsticos em maquinas
rotativas sdo apresentadas em TILLEMA (2003), SALDARRIAGA (2007), BAVASTRI et al.
(2008), VARNEY e GREEN (2014) ¢ SILVERIO (2015), esses trabalhos utilizam modelos
numéricos de multiplos graus de liberdade para modelagem do rotor e, com excecdo de
SALDARRIAGA (2007) e TILLEMA (2003) utilizam célculo fracionario para modelagem do
material viscoelastico dos suportes. O modelo numérico utilizado em TILLEMA (2003),
SALDARRIAGA (2007), BAVASTRI et al. (2008) e SILVERIO (2015) ¢ o método dos
elementos finitos com formulacdo de viga de Euler Bernoulli incluindo um fator de correcao
para consideragdo da contribui¢do a rigidez devido ao cisalhamento transversal. Em VARNEY
e GREEN (2014) utiliza-se o método das matrizes de transferéncia. O modelo de derivadas
fracionarias para o MVE ¢ utilizado, com quatro parametros, em BAVASTRI et al. (2008) e
SILVERIO (2015), por sua vez VARNEY e GREEN (2014) usa um modelo de derivadas
fracionarias de trés parametros. SALDARRIAGA (2007) baseia-se no modelo viscoelastico
ndo fracionario dos campos de deslocamento anelésticos obtendo boa reducdo nos niveis de
vibragdes porém com baixa capacidade de predi¢do das amplitudes experimentais a partir do
modelo numérico. TILLEMA (2003) utiliza para modelagem viscoeldstica o modelo de
Maxwell generalizado. Nesse trabalho, assim como em BAVASTRI et al. (2008) ¢ SILVERIO
(2015), sdao definidas formas geométricas para as mantas dos suportes viscoelasticos. Em
termos de resultados sdo apresentados, em ambos os trabalhos, as rota¢des criticas através do
diagrama de Campbell e a resposta em frequéncia ao desbalanceamento com grande reducao
devido a utilizagdo dos suportes viscoelasticos. Em VARNEY e GREEN (2014) nao ha
definicdo da forma das mantas viscoelasticas e os calculos se limitam a determinacdo das

rotacgdes criticas através do diagrama de Campbell.

1.2 DEFINICAO DO PROBLEMA
Uma andlise do estado da arte leva as seguintes lacunas:

* Predominancia na utilizagdo de modelos viscoeldsticos ndo fraciondrios ou até

mesmo constantes em relagdo a frequéncia e temperatura;
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* Na maioria dos trabalhos foi observada a utilizagdo de modelos analiticos ou com
rigidez e massas concentradas, representando a flexibilidade e massa do rotor (2
GDL ou 4 GDL), limitando a modelagem de rotores com estruturas complexas e

modos de alta frequéncia;

* Apenas dois trabalhos entre os pesquisados apontaram metodologias de otimizagao
do suporte, porém fazendo uso de um modelo de rotor limitado e de um modelo

viscoelastico pouco preciso em uma larga banda de frequéncia e temperatura;

* Apenas um trabalho apontou o efeito da massa do suporte, sem considera-la como

variavel de projeto para uma possivel otimizagao;

* Nenhum dos trabalhos considerou comparar os efeitos na dinamica do sistema, de
suportes com graus de liberdade puramente de translagdo, rotagdo ou com ambos

devidamente parametrizados;

* Entre os trabalhos mais relevantes ndo se observou a utilizacdo de metodologias de
otimizacdo assim como técnicas de céalculo para reducao do tempo computacional
quando considerados materiais viscoelasticos dependentes da frequéncia de excitacao

e da temperatura;

* Nota-se a necessidade de uma metodologia que permita calcular de forma rapida e
precisa a melhor geometria das mantas viscoeldsticas para um suporte viscoelastico,
viabilizando assim uma solugdo em controle passivo de vibragdes em maquinas

rotativas.

1.3 OBJETIVO DO TRABALHO

O objetivo deste trabalho consiste em elaborar uma metodologia de otimizacdao de
suportes viscoelasticos aplicados no controle passivo de vibragdes de maquinas rotativas. Para
tal fim, o modelo de elementos finitos com formulagdo de viga de Timoshenko ¢ usado na
discretizagdo do rotor, o modelo de viscoelasticidade linear do suporte ¢ baseado em
derivadas fraciondrias com quatro pardmetros, os suportes sdo modelados através da técnica
de parametros equivalentes generalizados, que permite a simplificacdo de suportes com
multiplos graus de liberdade, possibilitando a otimiza¢do dos parametros do mesmo. Uma
técnica hibrida de otimizagdo ¢ implementada combinando algoritmos genéticos e otimizagao

ndo linear via método de Nelder-Mead com o objetivo de aumentar a probabilidade de



29

obten¢ao do minimo global.

1.4 ORGANIZACAO DA TESE

A tese ¢ dividida em seis capitulos: introducao, modelo de elementos finitos,
modelagem do suporte viscoelastico, metodologia, resultados e conclusdes, além das

referéncias bibliograficas e do apéndice A.

No primeiro capitulo, ¢ explanado como se posiciona a tecnologia de SVEs (suportes
viscoelasticos) frente a solu¢des com objetivos similares. O estado da arte € também
apresentado contendo os principais trabalhos diretamente ligados ao tema do presente trabalho

em ordem cronoldgica. Por fim a defini¢do do problema e objetivos sdo descritos.

No segundo capitulo, o modelo geral de elementos finitos € descrito através da
apresentacdo das funcdes de forma e equacdes de energias cinética e potencial de deformacao

levantadas para cada componente do rotor.

A modelagem dos suportes viscoelasticos ¢ apresentada no capitulo trés através de duas
formas distintas, previamente, no capitulo, é apresentada a equagao constitutiva dos materiais
viscoelasticos considerando um breve historico de modelagem dos MVEs (materiais

viscoelasticos).

Posteriormente, no capitulo quatro, o sistema global de equagdes ¢ resolvido no
dominio da frequéncia, de duas formas distintas em coeréncia com os dois modelos de SVEs
apresentados no capitulo trés. Este capitulo ainda trata da técnica de otimizagdo hibrida

utilizada neste trabalho, explanando brevemente as caracteristicas de cada componente.

Nos ultimos capitulos cinco e seis, sdo apresentados, respectivamente, os resultados
obtidos, tanto de simulagdes numéricas quanto experimentais, e as conclusdes gerais desta

tese doutoral.



2 MODELO NUMERICO DE DINAMICA DE ROTORES

O método de elementos finitos vem sendo aplicado na modelagem de rotores ao longo
dos ultimos quarenta anos. Um dos primeiros trabalhos publicados na area, foi escrito por
RUHL e BOOKER (1972). Nesse trabalho, a teoria de viga utilizada ¢ a de Euler Bernoulli, a
qual considera apenas a deformagdo flexional no levantamento da energia potencial do
sistema. Em termos de energia cinética foram considerados apenas os graus de liberdade de
translacdo e desprezados os termos de rotagdo e giroscopicos. A partir destes funcionais
energéticos definidos, as funcdes de forma utilizadas para discretizacdo do sistema foram os
polindmios cubicos de Hermite, que fornecem fungdes cubicas de aproximagao. NELSON e
McVAUGH (1976) aprimoraram o modelo ao incorporarem os termos rotativos e
giroscopicos a energia cinética do sistema. GASCH (1976) complementa o modelo utilizado
por NELSON e McVAUGH (1976) ao considerar efeitos de elasticidade e amortecimento
viscoso de mancais no sistema rotativo. Os mancais considerados naquele trabalho sdo
mancais de filme de 6leo, tais mancais introduzem maior complexidade no sistema ao terem

sua rigidez radial variante com a frequéncia de rotacao do sistema.

No contexto dessa época, pode-se citar como trabalhos de levantamento das
propriedades dindmicas de rigidez e amortecimento de mancais, LUND (1965) no que se
refere 2 mancais hidrodindmicos e LEWIS e MALINOWSKI (1965) no estudo de mancais de

rolamento.

Uma importante contribui¢do foi realizada por NELSON (1980) ao inserir os efeitos do
cisalhamento transversal na energia potencial de deformagao do sistema. Esta consideragdo,
porém, foi realizada ainda utilizando como fun¢des de forma os polindmios de Hermite ou
fungdes de forma de classe C', abordagem que ndo abrange a interpolagdo independente dos

GDL de deslocamentos translativo e rotativo do sistema.

Em LALANNE e FERRARIS (1990) ¢ apresentada uma formulagdo de elementos
finitos que contempla os efeitos do cisalhamento, sem a utilizagdo do modelo de viga de
Timoshenko. Nesse trabalho, foi utilizado um fator de correcdo, multiplicado a matriz de
rigidez elementar. Buscando mais rigor matematico CHEN e KU (1991) apresentam um
modelo de elementos finitos baseado na teoria de viga de Timoshenko com fungdes de forma

da classe C°. Assim, os deslocamentos translativos e rotativos do sistema sdo interpolados de

30



31

maneira independente. Ainda, naquele trabalho, sdo considerados modelos de amortecimento

interno do tipo histerético e viscoso.

O modelo de elementos finitos utilizado no presente trabalho ¢ semelhante ao
apresentado por CHEN e KU (1991) e esta disponivel de forma detalhada em RIBEIRO
(2009), trabalho baseado no legado do projeto PROMOVE 4931 que envolveu os
financiadores FINEP e WEG, e como executora do projeto a UTFPR. As principais diferencas
em relag@o ao trabalho de CHEN e KU (1991) concentram-se no nimero de nos do elemento
finito utilizado (Figura 2.1), o qual possui trés nods, diferentemente daquele trabalho que
utilizada um elemento finito com dois nds. Todos os outros efeitos introduzidos ao longo do
tempo e citados anteriormente sdo considerados no modelo numérico apresentado neste

trabalho.

2.1 EQUACAO DE MOVIMENTO

A equagdo de movimento permite determinar a dindmica do sistema rotativo. Esta
equacdo pode ser baseada em diferentes métodos analiticos ou numéricos que permitem
descrever poucos ou multiplos graus de liberdade do sistema. O método dos elementos finitos
escolhido neste trabalho possibilita descrever um sistema rotativo com seus multiplos graus
de liberdade, inclusive os componentes de massa e inércia, € os componentes que adicionam

rigidez e amortecimento como mancais.

As equagdes de Lagrange aplicadas aos funcionais de energia potencial de deformacao e
energia cinética de um sistema rotativo resultam na equac¢do de movimento. As equagdes de

Lagrange podem ser escritas como (DOUBRAWA, 2008):

_or,ou_,
aqi aql —Ji Eq. 2.1

dfar
di\ o4,

na qual 7 e U representam a energia cinética e potencial do sistema rotativo, f; representa a
i-ésima forca generalizada atuante sobre o sistema e ¢; representa a i-ésima coordenada
generalizada. Utilizando o método dos elementos finitos para interpolagcdo dos deslocamentos
translativos e rotativos das energias cinética e potencial e, ainda, considerando os
componentes do eixo que inserem massa, inércia, rigidez e amortecimento ao sistema, a

equacao de movimento na forma matricial pode ser descrita como:
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Mi(1)+(C+G|q(¢t)+K q(t)=f(1) . Eq. 2.2

A Eq. 2.2 apresenta a matrizes de massa, amortecimento, giroscopica e rigidez,
respectivamente, M, C, G ¢ K. Os vetores de coordenadas generalizadas e forgas
generalizadas sio representados por q () e f(¢). A equagio de movimento expressa na Eq. 2.2

representa o sistema com todos' os graus de liberdade considerados.

Por hipdtese, neste trabalho nao ¢ considerado o efeito de forgas circulatorias presentes
em sistemas como rotores de helicopteros, do mesmo modo a hipdtese se estende ao efeito das

forcas aeroelasticas.

2.2 ELEMENTO FINITO

Nesta secdo o tipo de elemento finito ¢ detalhado em termos de graus de liberdade,
nimero de nds e fungdes de forma. Em sistemas modelados por elementos finitos o refino de
malha pode ser realizado de duas formas distintas, interna ou externa ao elemento. No refino
externo ¢ realizado o aumento do niimero total de elementos e consequentemente a redugao
no tamanho do mesmo. No refino interno sdo inseridos novos nds internos ao elemento que
por consequéncia resultam em aumento do grau dos polindmios interpoladores ou fungdes de
forma. O elemento finito utilizado neste trabalho ¢ um elemento de viga com formulagdo de
Timoshenko, com quatro graus de liberdade por n6 e trés nos (Figura 2.1), sendo um no

interno.

Figura 2.1 - Elemento finito quadratico.
z

w, w, 0, wsawOs
L
N N I T

\ YL |

0,

A escolha do elemento finito em questdo baseia-se na maior precisdo obtida na
modelagem de vigas espessas assim como em simulacdes dinamicas em elevadas frequéncias

(CARVALHO et al., 2007). Além disso, as fungdes de forma utilizadas sdo polinomios de

1 Obviamente, um sistema dindmico real possui infinitos graus de liberdade, nesse caso porém, considera-se
somente os graus de liberdade do eixo convencionados por hipotese de acordo com a Figura 2.1.
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classe C° as quais permitem a interpolacio dos deslocamentos de translagdo
independentemente dos deslocamentos de rotacdo, fato importante na modelagem de eixos
com influéncia do cisalhamento transversal (SANTOS et al., 2008). Os polindmios de

interpolacdo dos deslocamentos sdo dados por

o) (22} 2
I\ 1 L] I

Outro fato interessante ao utilizar elementos finitos com refino interno ¢ a reducdo no

142y

N, N, Na]: I

Eq. 2.3

tamanho final do sistema global de equagdes, assim como a descrigdo dos campos de

deslocamento de maneira mais suave, justamente por serem utilizadas fungdes de forma

quadraticas (HUGHES, 2000).

Em coeréncia com os graus de liberdade apresentados na Figura 2.1, assume-se, por
hipotese, que os campos de deslocamentos e velocidades da linha neutra do eixo em uma

posicao axial y qualquer podem ser descritos de forma discreta, através de:

u(y)=N,(y)u,+Ny(y)u,+N;(y)us, Eq. 2.4
w(y)=N,(»)w +N,(»)w,+N;(y)w;, Eq. 2.5
0(y)=N,(y)0,+N,(y)0,+N;(»)0; Eq. 2.6
W (2)=N )y, +N,(y)y+ N3y )y, Eq. 2.7
it(9) =N, (9)ti,+ N, ()t + N () Eq. 2.8
w(y)=N(y)w,+N,(p),+ N, (y) Eq. 2.9

2

@b(Y):Nl(J’)T/}1+N2(y)1/"2+N3(y)7/’.3’ Eq. 2.11



34

Por sua vez, a montagem das matrizes globais apresentadas na Eq. 2.2 segue a ordenagdo
proposta através dos vetores de deslocamentos, velocidades e aceleragdes nodais que sdo

dados, respectivamente, por:

o

[ul w, 0, Y, u, w, 0, ¥, u; w; 0, 1/)3], Eq. 2.12

5=[u’1 w, 91 1/)1 U, w, 92 1/)2 Uy Wy 93 1.03] Eq.2.13

S=li, w, 6, v, i, W, 6, v, . W, 0. O
1 1 Y 2 2 2 Yy U 3 3 77”3_ Eq. 2.14

2.3 MATRIZ DE MASSA

A obten¢do da matriz de massa do eixo deve levar em consideragdo os deslocamentos e
velocidades de translacdo e rotagdo do rotor. A Figura 2.2 ilustra as varias componentes de
deslocamento translativos e rotativos, assim como as velocidades de rotacdo do cixo e da
secdo transversal do rotor, demonstrando o movimento tridimensional a que o rotor esta
sujeito.

Figura 2.2 - Deslocamentos, velocidades e aceleracdes do rotor.

z
Zl‘\ A

1y

<v

E importante salientar que os movimentos rotativos relacionado aos GDL 6 ¢ ¥ ndo
estao relacionados com a velocidade de rotacdo do eixo e sim com a rotagdo da secdo

transversal do eixo em relacdo aos eixos coordenados x e z, provocadas pela flexdo. Assim,
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expressoes como “deslocamento rotativo”, “suporte rotativo”, entre outras, referindo-se
principalmente aos SVEs sdo muito utilizadas neste trabalho, logo devem ser entendidas
conforme citado e apresentado na Figura 2.2. A sequéncia de deslocamentos inicia-se com a
rotagdo ¥ em torno do eixo z, seguida pela rotagdo 6 em torno do eixo X, e por ultimo a
rotagdo @ em torno de V,. Adota-se a formulagio de referencial inercial como mostrado na

Figura 2.2.

O vetor de velocidades angulares em relagdo ao referencial inercial pode ser obtido
segundo RIBEIRO (2009), ao transformar os deslocamentos em torno do centro de massa c,
através de matrizes de transformacgdo de coordenadas, para o referencial inercial, desse modo

o vetor de velocidades angulares resulta em (LALANNE e FERRARIS, 1990)

w1
o=|w,| = ——+—"sen(0) Eq.2.15
pt ¢ dt

ay a0
” cos(6)cos(¢)+ " sen(¢)

E importante ressaltar o fato de um possivel erro conceitual cometido em (LALANNE e
FERRARIS, 1990) devido a linearizagdo da Eq. 2.15 antes da aplicagdo das equagdes de
Lagrange a energia cinética do sistema rotativo. Desse modo ¢ necessario que essa
linearizagdo seja realizada somente apos a aplicagdao das equacdes de Lagrange. Contudo, de

maneira pratica, os resultados numéricos nao sao afetados.

Conforme LALANNE e FERRARIS (1990), a energia cinética do disco apresentado na

Figura 2.2 ¢ escrita em termos das velocidades de translacdo e rotagdo como segue:

1
T,==M (i +w2>+5(1dxa)i+ldywi+ldza)j) Eq. 2.16

2

na qual M, representa a massa do disco e /4, 1, ¢ /. representam os momentos de inércia

de massa em relagdo aos eixos coordenados x, y e z, respectivamente.

2.3.1 O disco

A matriz de massa e a matriz giroscopica referente a inércia circular inserida sobre o
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eixo ¢ obtida com a aplicagdo das equacdes de Lagrange (Eq. 2.1) a equacao Eq. 2.16. Por se
tratar de um disco com formato cilindrico considera-se 1, =1,., e os termos da equagdo Eq.
2.15 sao simplificados pela hipdtese de pequenos deslocamentos, e velocidade de rotagdo do
eixo constante {2 rpm=¢. Desse modo as matrizes de massa e giroscopica do disco

correspondem a

M, O 0 O
0 M 0 O
M, = d Eq. 2.17
0 o 71, O
0 0 0 I,
e
0 0 O 0
_ 0 0 O 0
Gd_ Qrpm 0 0 0 _Idy Eq. 2.18
00171, O

respectivamente. Nota-se que a matriz giroscopica do disco apresenta dependéncia da
frequéncia de rotacdo, fato que sera evidenciado de forma anédloga na matriz giroscopica do

eixo.

2.3.2 O eixo

A consideragdo da massa distribuida do eixo ¢ fundamental para precisao do modelo
numérico deste componente, diferentemente da contribuicdo do disco, que pode ser
considerada com parametros concentrados. Assim, considerando o eixo como uma sucessao
de infinitos discos diferenciais e integrando ao longo do dominio y, a equagdo Eq. 2.16 torna-

S€

T =

1
e 2p€

© Sy &

[Se(y)(u2+w2)dy+(le(y)(a)i+2 a)i+a)§))dy} Eq. 2.19

b

na qual S e(y) el e( y) representam a area e o momento de inércia de area da secdo transversal
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do eixo, respectivamente; L,, Pe e dy correspondem ao comprimento, massa especifica’ e
elemento diferencial do eixo, respectivamente. Aplicando a Eq. 2.19 as equa¢des de Lagrange
e posteriormente realizando as simplificagdes de simetria e pequenos deslocamentos, obtém-

se as matrizes de massa M, e giroscopica G, Eq. 2.20 ¢ Eq. 2.21, respectivamente.

] |
48
0 45
0 0 41
0 0 0 47 sim.
29 0 0 0 168
_Lplo 25 0 0 0 168 b0, 220
300 0 27 0 0 0 161
0 0 0 2/ 0 0 0 16I
S 0 0 0 25 0 0 0 4S
0 =S 0 0 0 25 0 0 0 4§
0 0 -7 0 0 0 2/ 0 0 0 4]
0 0 0 —7 0 0 0 2I 0 0 0 4I
| |
] 1
0
0 0
0O 0 O anti
0 0 4 0 sim.
oo o0 0 oo
ILpQ,00 0 0 0 0 0
15 00 0 —200 0 Eq. 221
00 2 0 0016 0
00 0 0000 0 0
00 0 0000 0 00
00 0 1 000 -2 000
00 -1 0002 0 0040
|

Sendo L, O, I e S representam o comprimento, massa especifica, momento de inércia de area

e area da sec¢do transversal do elemento finito.

2.3.3 O desbalanceamento

O desbalanceamento ¢ uma forga gerada pela assimetria na distribuigdo da massa em

relacdo a linha que contém o centro de rotagdo do rotor. Essa for¢a ¢ dependente da

2 Considera-se por hipdtese que a massa especifica do eixo ¢ constante. Nota-se que ap6s a discretizacdo por
elementos finitos esta hipotese € transferida para o interior do elemento finito.
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velocidade de rotagio {2, e pode ser escrita, segundo LALANNE e FERRARIS (1990),

COmo seguc.

|F(Qrpm>|:mur‘(2§pm Eq. 2.22

As variaveis m, e r correspondem a massa desbalanceada e a sua excentricidade,
respectivamente. Na Figura 2.3 ¢ possivel observar a posi¢ao da massa desbalanceada em um

instante de tempo ¢ rotacionada de um angulo 2 »ml em relacdo ao referencial inercial xyz.

Figura 2.3 - Desbalanceamento.

Baseado na Figura 2.3 de acordo com LALANNE e FERRARIS (1990), a energia

cinética associada a massa desbalanceada ¢ determinada pela expressao

T,=m,r 2 (icos(Q,,t)—wsen(Q_. 1)) Eq.2.23

Aplicando as equagdes de Lagrange a Eq. 2.23 e adotando o modelo de exponenciais

complexas com consideracdo da fase a uma referencia ¢, pode-se escrever de forma vetorial

i(m,rQ2,.¢%) | —u

_|—(m,r Q% &%)\ —>w Eq.2.24
F(.Qmm) 0 p -0

N

k

E importante ressaltar que neste trabalho as setas contidas na Eq. 2.24, e em outras
equagdes matriciais, sdo meramente ilustrativas com o simples objetivo de fazer

correspondéncia entre as posi¢des vetoriais ou matriciais aos respectivos graus de liberdade.
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2.4 MATRIZ DE RIGIDEZ

O levantamento da matriz de rigidez do eixo envolve a determinagdo de expressdes dos
deslocamentos e rotagdes da linha neutra do mesmo. Considerando um sistema de
coordenadas inercial xyz e um sistema de coordenadas local X, ), Zz, rotacionado em um
angulo {27, os deslocamentos de translagdo sdo esbogados conforme apresentado na Figura

2.4, na qual & e W sdo os deslocamentos nas coordenadas locais X, € z;.

Figura 2.4 - Coordenadas do centro geométrico do eixo em vista transversal.

A relagdo entre os deslocamentos relativos ao sistema de coordenadas locais e o sistema
inercial € obtida através de uma matriz de transformagao de coordenadas, conforme RIBEIRO
(2009). Assim, os deslocamentos em x e z sdo definidos como apresentado nas Eq. 2.25 e Eq.

2.26.

u=ircos (2 . t)+wsen(Q, 1) Eq. 2.25
wz—ﬁsen(Qmmt)+v?/cos(Q,pmt) Eq. 2.26

As deformacgdes do eixo sdo determinadas a partir dos deslocamentos de translagdo
definidos nas Eq. 2.25 e Eq. 2.26 e dos deslocamentos rotativos. Neste trabalho, ao considerar
a contribui¢do do cisalhamento transversal a rigidez do sistema, através da formulacdo de
Timoshenko, deve-se desconsiderar a hipdtese de perpendicularidade da secdo transversal do

eixo deformado a linha neutra (SACRAMENTO (2003)).

A Figura 2.5 ilustra a hipétese de Timoshenko na qual as rotacdes da se¢do transversal

do eixo sofrem influéncia das forgas de corte, ao ser aplicada uma deformacgao no eixo.
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Figura 2.5 - Hipotese de Timoshenko para deslocamento em vigas.

v
4 (y) yyx ~
u
o |
B 0y
z > v 0 il
Y X @
Os deslocamentos podem entdo ser definidos como:
v(y)=v+xsen(y(y))-zsen(0(y)) Eq. 227

3

sendo v o deslocamento axial na coordenada y. Pela hipotese de auséncia de carregamentos
axiais o primeiro termo da Eq. 2.27 é considerado nulo, ¥=0. Por outro lado as rota¢des

resultam em

o4
H(y)zﬁ—yﬂ Eq.2.28
€
o
w(y)=——a§i+yyx Eq. 2.29

Com a definicdo dos deslocamentos, ¢ possivel escrever o funcional de energia
potencial de deformacdo do eixo em fungdo das deformacdes axiais e cisalhantes. Desse
modo, assumindo a hipdtese de material isotropico e linear e ainda separando a integral
volumétrica em uma integral dupla ao longo da area da secdo transversal e do comprimento

do elemento finito, conforme KOKOT (2009), obtém-se
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L
U= ff(EeiﬁGyierGy; ds dy Eq. 230
0 s

9

1
2

na qual E e G representam os modulos de elasticidade de Young e de cisalhamento
respectivamente; €y, ¥y e ¥ correspondem, respectivamente, a deformagdo normal ao
longo da coordenada y, a deformagao cisalhante no plano yx e a deformagdo cisalhante no

plano yz, termos que sdo obtidos a partir das Eq. 2.27, Eq. 2.28 e Eq. 2.29.

Utilizando a aproximacao por elementos finitos através das equagdes Eq. 2.4 a Eq. 2.7,
aplicando as equacdes de Lagrange (Eq. 2.1) a Eq. 2.30 e assumindo as hipoteses de pequenos
deslocamentos e pequenas deformacdes, ¢ possivel obter as matrizes de rigidez (Eq. 2.31 e

Eq. 2.32) que correspondem, respectivamente, a rigidez a flexao e rigidez ao cisalhamento.

] 1
0
00
00 7
O o0 o 7 sim.
00 0 0 0
. EIl0 0O 0 0 0 0
“"370l0 0 -8 0 0 0 16 Eq.231
00 0 —-800 0 16
00 0 0 00 0 0 0
00 0 0 00 0 0 00
00 1 0 00-8 0 00 7
000 100 0 -8 0007
1

Segundo HUGHES (2000), a integracdo completa dos termos relativos ao cisalhamento
transversal gera um problema de bloqueio da solugdo na qual os valores de rigidez tendem a
numeros muito elevados, gerando incoeréncia com o fendmeno fisico. Para evitar este
problema, pode ser adotada, segundo HUGHES (2000), uma subintegragdo dos termos

relativos ao cisalhamento transversal.

A constante Y, presente na equagdo Eq. 2.32, representa a corre¢do da distribui¢do
parabdlica para uma distribuicdo constante equivalente das deformagdes cisalhantes
transversais. Para vigas com formato circular, u=0,898936 (TIMOSHENKO e¢ GOODIER,

1980). O detalhamento da obtencao das matrizes de rigidez do eixo ¢ apresentado no apéndice
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A.
| i
7
3L
A
3L
1 L
0 —_ _
2 9
1 L .
> 0 0 9 sim.
8 2 16
A Y
0 —3% —% 0 0 31—2
K:=uGS Eq. 2.32
o 2 L o o o 2L
3 9 9
2 L 4L
-3 0 0 5 0 0 0
1 1 8 27
T 0 % 3z 9 3 3
1 1 8 2 7
3L 6 0 32 3 0 3L
1 L 2 L 1 L
o 5 w® * ° 3 5 0 0 53
1 L 2 L 1 L
6 0 0 g 3 © 0 35 3 0 05
| i

2.4.1 Os mancais

A contribui¢do dos mancais ao sistema rotativo ¢ dada pela superposicdo das matrizes
nos graus de liberdade que estdo sujeitos a rigidez e amortecimento dos mancais. Desse modo,
através do principio dos trabalhos virtuais, como mostrado em LALANNE e FERRARIS

(1990), pode-se escrever:

u w0 Y u 0 Y
U l l l l l l
k k 0 0 _lec.. ¢ 0 0
Km: XX xz Cm_ xx xz
kzx kzz 0 0 e . c. 0 0 Eq.2.33 e Eq. 2.34
0 0 kyy ky, 0 0 cpy cyy
0 0 kyy kyy 0 0 cuo cyy

Por hipotese, os termos cruzados entre as rotacdes e as translacdes sdo considerados
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nulos, assim como a matriz C,, é considerada apenas por ocasido da calibragio do modelo
numérico para se adequar ao modelo experimental, nos demais casos (capitulo 4 , se¢do 5.1.1

e se¢do 5.1.2) a mesma ¢ considerada nula, no presente trabalho.



3 MODELAGEM DO SUPORTE VISCOELASTICO

No contexto de suportes viscoelasticos, como descrito na se¢ao 1.1, observa-se um
numero limitado de trabalhos e pesquisas publicadas nesta area, quando comparado a solugdes
semelhantes como os squeeze film dampers. Dentre os trabalhos citados como mais relevantes
neste contexto, BAVASTRI et al. (2008), VARNEY e GREEN (2014) ¢ SILVERIO (2015)
utilizam o modelo de derivadas fraciondrias de quatro parametros. Esse modelo, segundo
BAGLEY e TORVIK (1983), PADOVAN e GUO (1988), PRITZ (1996), SUN e CHEN
(2015), entre outros, apresenta melhor precisio quando comparado a outros modelos
viscoelasticos (Figura 3.1), em uma larga banda de frequéncia e temperatura, utilizando um
numero reduzido de parametros. Devido a robustez do modelo de derivadas fracionarias o
mesmo ¢ utilizado neste trabalho com o intuito de modelar o comportamento dindmico

viscoelastico das mantas do suporte.

Figura 3.1 - Modelos viscoelasticos classicos - a) Maxwell, b) Kelvin-Voigt, ¢) Zenner, d) Maxwell
generalizado, ) Kelvin generalizado.

-

S o
n'y Ry M
a) b) 9

e)

Com relagdo a modelagem dos diferentes graus de liberdade e sua influéncia na
dinamica e controle do sistema rotativo, entre os trabalhos listados na secdo 1.1 nao foi
encontrada uma abordagem adequada. Em DOUBRAWA et al. (2010) ¢ sugerida a avaliagdo
de neutralizadores aplicados a diferentes graus de liberdade que na ocasido ndo foram
contemplados. Considerando as hipdteses lancadas e estendendo a sugestdo expressa por
DOUBRAWA et al. (2010) para o caso de SVEs, neste trabalho, os diferentes graus de
liberdade rotativos (6 e ¥) e translativos (# e w) do suporte sdo modelados, devidamente
parametrizados e avaliados de forma a permitir apontar vantagens e desvantagens entre 0s

mesmos. Ainda por hipotese o tipo de suporte proposto, como apresentado na Figura 3.2,

44
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acrescenta ao menos um grau de liberdade adicional para cada dire¢ao ortogonal ao eixo, além

dos GDL adicionados pelo mancal.

Figura 3.2 - Esboco de suporte viscoelastico.

Massa do
Suporte

Massa — Caixa do
mancal

Material Viscoelastico
(ao cisalhamento) — >/ _~—c—""\
S

O tipo de deformagdo aplicado as mantas viscoeldsticas do suporte determina a
abordagem que serd adotada para consideracdo dos fatores de forma, ja que neste trabalho o
intuito ¢ parametrizar a geometria das mantas de material viscoeldstico para posterior
otimizagdo. E possivel trabalhar com mantas sujeitas a carregamentos de cisalhamento puro,
tracdo/compressao pura, ou uma combinacgao dos anteriores. Porém, devido a caracteristica de
incompressibilidade presente na grande maioria dos polimeros viscoeldsticos, nos quais pode-
se afirmar que v~0,5, os fatores de forma decorrentes dos carregamentos normais sao muito
mais influentes quando comparados aos fatores de forma decorrentes da deformacao
cisalhante. Esses ultimos podem, na maioria das situacdes, ser desconsiderados (DARLOW e
ZORZI, 1981, BILLMEYER JR., 1984). Isso implica diretamente na precisao da modelagem
matematica das deformacdes nas mantas, pois os fatores de forma a compressao/tragdo como
apresentados em NASHIF et al. (1985) ndo sdo adequados em todos os casos, como pode ser
observado em SILVERIO (2015) e TILLEMA (2003). Para evitar essa imprecisdo, naqueles
trabalhos sdo utilizados softwares de elementos finitos com modelagem 3D para levantamento
preciso dos fatores de forma, fato que inviabiliza a parametrizacdo e posterior otimizacao
destas mantas em fun¢do do comportamento dindmico do sistema. Na Figura 3.3 observa-se
que os suportes propostos em SILVERIO (2015), FERREIRA (2005) e TILLEMA (2003)
trabalham predominantemente em regime de compressdo/tragdo, embora seja necessario

considerar que componentes cisalhantes estao presentes.
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Figura 3.3 - Suportes propostos em a) SILVERIO (2015) b) FERREIRA (2005) e ¢) TILLEMA (2003).

Outro fator que influencia de maneira importante o comportamento de materiais
viscoelasticos ¢ a pré carga de compressao. Em DARLOW e ZORZI (1981) sao realizados
varios testes experimentais dos quais ¢ possivel concluir que a pré carga de compressdo altera
sensivelmente fatores como modulo de elasticidade, fator de perda, fator de forma e
distribuicdo de temperatura. Além desses fatos, pode acrescentar-se a falta de precisdo na
determinagdo de parametros geométricos que permitam avaliar a rigidez radial ou até mesmo
a rigidez ao cisalhamento de mantas viscoelasticas sob pré carga. E interessante lembrar que o
peso proprio de um rotor suspenso em suportes viscoelasticos gerard uma pré carga no
material viscoelastico, em NASHIF et al. (1985), LEPORE NETO e SANTOS (2012), entre
outros, este fato ¢ corroborado. Desse modo, com o objetivo de evitar imprecisdes no modelo
do material viscoelastico, os espécimes tratados neste trabalho estardo por hipotese em

condi¢do de cisalhamento puro e sem pré carga de compressao.

Em relagdo a determinacao das matrizes contendo a contribui¢ao dos suportes para o
sistema rotativo, observa-se ao longo da secdo 1.1, que o método tradicional de acréscimo de
GDL ¢ amplamente utilizado, fato que torna o suporte parte do sistema de equagdes. A
utilizagdo de um modelo viscoelastico dependente da frequéncia associado ao método
tradicional leva a uma metodologia com alto custo computacional. Por outro, lado a utilizagao
do modelo de PEG permite modelar estruturas de controle passivo como SVEs com seus n
GDL, através de coeficientes equivalentes de rigidez, chamados pardmetros equivalentes de
rigidez (ESPINDOLA e BAVASTRI, 1997). Dessa forma, além de ndo acrescentar GDL ao
modelo numérico, este método permite descrever a resposta em frequéncia do sistema
composto (sistema primario, Figura 4.2, + SVEs) em func¢do das coordenadas generalizadas
do sistema primario (ESPINDOLA et al., 2010). O ganho computacional com a utilizagdo do

modelo de PEG ¢ notével e por isso ¢ adotado neste trabalho.

A Figura 3.2 apresenta um esquema do suporte proposto neste trabalho. Ressalta-se
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alguns pontos importantes: isotropia, acréscimo de ao menos um GDL adicional para cada
direcdo transversal do eixo através de uma massa rigida (adicional), material viscoelastico
interposto a massa adicionada com deformacao cisalhante, consideragcdo da flexibilidade do

mancal.

3.1 VISCOELASTICIDADE POR DERIVADAS FRACIONARIAS

A utilizacdo do célculo fraciondrio para modelagem viscoelastica remonta, segundo
CRUZ (2004), a década de 20, com as observagdes de NUTTING (1921) sobre problemas de
tensdo-relaxacdao. Segundo MAINARDI (2010), autores como GEMANT (1950) e SCOTT-
BLAIR (1944); (1947); (1949) contribuiram para impulsionar o uso do célculo fracionario em

modelos matematicos para ajustar dados empiricos de materiais viscoelasticos.

Atualmente, o inicio do uso moderno do calculo fracionario em viscoelasticidade linear
¢ geralmente atribuido a tese de doutorado de BAGLEY (1979). Esse trabalho gerou quatro
artigos dos quais destacam-se, BAGLEY e TORVIK (1979); (1983). O primeiro trata da
determinagdo de uma relagdo constitutiva no dominio do tempo e da frequéncia, para analise
de elastdmeros em termos de derivadas fracionarias. O segundo trabalho denota uma relagao
entre os coeficientes fracionarios com capacidade de modelar o comportamento dindmico de

elastomeros utilizados em engenharia.

Entre as aplicagdes mais recentes, pode-se citar o trabalho de SUN e CHEN (2015), o
qual utiliza derivadas fracionarias para modelagem de amortecedores mecanicos de cabos de
pontes suspensas. Em VARNEY e GREEN (2014), a utilizagao de derivadas fracionarias se da
na modelagem de suportes viscoelasticos para maquinas rotativas. DOUBRAWA et al. (2010)
projeta de forma 6tima NDVs para controle de vibragdes laterais em maquinas rotativas,

utilizando o modelo de derivadas fracionarias.

Neste trabalho, como hipotese, o comportamento viscoelastico ¢ considerado como
linear, o que implica em pequenos deslocamentos e angulos de rotagdo. Assim, uma equacao
diferencial linear com coeficientes constantes € suficiente para representar tal comportamento.
O comportamento viscoelastico ocorre na maioria dos materiais utilizados em engenharia em
maior ou menor grau; pode-se dizer que ¢ predominante em materiais poliméricos como
resinas, acrilicos, elastomeros, entre outros (BILLMEYER JR., 1984), nos quais a
viscoelasticidade ¢ notavel. Porém, em menor grau, a viscoelasticidade pode ser observada em

materiais ceramicos e até mesmo em materiais metalicos (LAKES, 2009).
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Os materiais viscoelasticos quando submetidos a carregamentos ciclicos apresentam
uma defasagem entre forca de excitagdo e a resposta gerada devido a componente viscosa

presente neles (HADDAD, 1995).

3.1.1 Equacio constitutiva

A equacgdo diferencial com derivadas de ordem fracionaria que, segundo BAGLEY e
TORVIK (1983) e PRITZ (1996) representa de maneira adequada o comportamento

viscoelastico no dominio do tempo pode ser escrita como

d’elt) d’e(t)

m-ﬁ*...-ﬁ*b m +...+amW

bOG(t>+b1 dtKl n dtK”

= a,e(t)+a, Eq. 3.1
na qual O e € representam, respectivamente, a tensio e a deformagio, respectivamente, b, ¢ a;
sdo pardmetros materiais constantes e, Xi e S, sdo os parimetros fraciondrios materiais

contidos no intervalo (k,,B;€IR|0<k,,B,<1|. A definicio das derivadas fracionarias

presentes na Eq. 3.1, no dominio do tempo, segue a seguinte forma:

dolt) 1 dp ol)
at T(l—x,)dty (i-1)dt

5

Eq. 3.2

na qual a fun¢do gama ¢

r(x)=) e dr Eq.33
0

De acordo com BAGLEY e TORVIK (1979), para n=2 e m=2 a Eq. 3.1 modela
materiais com forte dependéncia da frequéncia, para a representacdo dos elastomeros usuais
utilizados comumente na engenharia valores de n e m iguais a 1 sdo suficientes; pode-se

também simplificar fazendo K, =0 ;. Desse modo a Eq. 3.1 reduz-se a:

d’e(t)

= aos(t)—i-a,T

Eq. 3.4

Ao adotar n e m iguais a 1 na equagdo constitutiva Eq. 3.1, assume-se a utilizacdo do
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modelo de Zenner viscoelastico (PRITZ 2003) apresentado na Figura 3.4. Nota-se, a partir
desta figura, que os parametros presentes na equacao Eq. 3.4 ndo sdo os mesmos mostrados na
Figura 3.4, porém, segundo PRITZ (2003), os mesmos se correspondem como apresentado na

Eq. 3.5, Eq. 3.6 ¢ Eq. 3.7. Ainda, assume-se by=1¢ f,=V_.

h=_1: Eq.3.5
] RZI+RZ2
g = Rlezz Eq. 3.6
0 RZI+R22
R
alzi Eq.3.7
R21+R22

Figura 3.4 - Modelo viscoelastico de Zenner fracionario.

v

z
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Nao ¢ objetivo deste trabalho a resolu¢cao no dominio do tempo da Eq. 3.4, para detalhes
sobre a resolu¢dao no dominio do tempo consultar CRUZ (2004). Fazendo uso da transformada

de Fourier aplicada a Eq. 3.4 tem-se

byo (2)+5,(i2)'0(Q2) = aye(2)+a,(i2)e(2) Eq.3.8

Ao considerar apenas deformagdes cisalhantes no material viscoelastico, a Eq. 3.8 pode ser

reescrita na forma:
bot(2)+5,(12)'1(2) = agy(Q2)+a,(iQ2) y(2) Eq.3.9
Consequentemente, o0 modulo complexo ao cisalhamento resulta em

p

a,+a (i)
(L
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Com o objetivo de obter um modulo de elasticidade complexo em fungdo de quatro
parimetros materiais como apresentado em PRITZ (1996), defini-se b,=1 e a,=G. Ainda

separando a adicao da Eq. 3.10 em dois termos e multiplicando o numerador ¢ denominador

a
do termo a direita da adigdo pelo quociente b_l e por fim definindo b_IZGw’ o modulo
1 1

cisalhante pode ser escrito em funcdo da frequéncia e de quatro pardmetros materiais

constantes.

_ G,+G,b,(iQ)"
Q)=—"—T""—
G(a) 1+b,(iQ2)

Eq.3.11

Os termos G, G=, b, ¢ B sdo os pardmetros materiais definidos experimentalmente, com
destaque para os parimetros G, e G=, que representam os valores assintoticos de R (G(£2))
quando 2 —0 ¢ quando 2 — o, respectivamente. Na Figura 3.5 pode-se observar o efeito do

enrijecimento devido ao aumento da frequéncia de excitacdo. Outra maneira de escrever a Eq.

3.11¢

G(2)=(RG(2))(1+in(Q)), Eq.3.12

Onde 1 (£2) é denominado fator de perda e é dado por:

) Eq.3.13

A R(G(02)) ¢ também denominada modulo de elasticidade G(£2) e pode ser representado

por:

. Go+G.bi(Q)’
R(G(Q))= .3.14
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Figura 3.5 - Nomograma de borracha butilica em temperatura constante (20°C).
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A Eq. 3.11 leva em consideracdo o efeito da frequéncia de excitagdo no comportamento
viscoelastico do material, porém existem outros efeitos que influenciam o seu
comportamento. Dentre esses efeitos, sera considerado, neste trabalho, a variagdo modulo de
elasticidade complexo de cisalhamento em funcdo da temperatura. A Figura 3.6 apresenta o
efeito tipico da variacdo da temperatura em um espécime de material viscoelastico. Pode-se

observar trés regioes bem definidas (LAKES, 2009):

Figura 3.6 - Efeito da temperatura sobre as propriedades viscoelasticas a frequéncia constante (20 Hz).
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- Regido vitrea, com modulo de elasticidade elevado e baixo fator de perda,

comportamento fragil,

- Regido de transi¢do, com grande variacdo do modulo de elasticidade e elevados

valores de fator de perda, regido 6tima para controle de vibragdes,
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- Regido rubberlike, baixo modulo de elasticidade e baixos valores de amortecimento,

material com elevada elasticidade.

Neste trabalho a hipotese considerada para modelar a variagdo de temperatura ¢ a de
materiais termoreologicamente simples. De acordo com essa hipdtese, a variagdo da
temperatura, no MVE gera um deslocamento na curva que representa seu comportamento, no
dominio da frequéncia (HADDAD, 1995). Desse modo, como proposto por FERRY (1980),

esse deslocamento pode ser modelado pela seguinte expressao:

(T_T0>

10g05(T)=—91m,

Eq.3.15
na qual @ ¢é o fator de deslocamento, 7 ¢é a temperatura corrente do material, 7, ¢ a
temperatura de referéncia definida arbitrariamente e €1 e €, sdo constantes que dependem do

material.

A aplicacdo do fator de deslocamento @ a variavel de frequéncia gera uma variavel
chamada frequéncia reduzida que combina os efeitos de frequéncia e temperatura da seguinte

forma:

Q=00ua(T). Eq. 3.16

Assim, ¢ possivel através de uma tnica variavel, descrever o comportamento dinamico
do modulo cisalhante complexo, levando em consideragdo os efeitos da frequéncia de

excitagdo e da temperatura, utilizando a seguinte expressao:

G, +G.b, (i)

G(£2,T)= 1+b1(ig,)ﬁ

Eq. 3.17

A Figura 3.7 mostra um nomograma de frequéncia reduzida tipico de um elastdmero
utilizado para controle de vibracdes em engenharia. Para determinar as propriedades
viscoelasticas diferentes valores de frequéncia e temperatura basta tragar uma reta vertical
baseada na interseccdo entre a frequéncia e temperatura de interesse, ¢ determinar por sua vez

as intersecgOes dessa reta com as curvas de médulo elastico e fator de perda.
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Figura 3.7 - Nomograma de frequéncia reduzida de espécime de borracha butilica.
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3.2 MODELO DE SUPORTES ATRAVES DE ACRESCIMO DE GDL

Nesta se¢ao sao abordados os modelos tradicionais de inser¢dao de suportes em
maquinas rotativas, através do aumento no nimero de GDL do sistema global. E importante
ressaltar que este modelo modifica o sistema global, que por consequéncia torna-se parte do
sistema alterando seus pardmetros modais. Em GENTA e AMATI (2010); RIBEIRO et al.
(2008); KIRK e GUNTER (1972); PANDA e DUTT (2003); DUTT e NAKRA (1992); DUTT
e TOI (2003); SILVERIO (2015), entre outros, pode-se observar o emprego deste modelo.

3.2.1 Suportes sem inser¢io de massa adicional

A Figura 3.8 apresenta um modelo discreto de um sistema rotor-suporte, no qual os

suportes sdo responsaveis por acrescentar quatro GDL ao modelo.

Figura 3.8 - Sistema composto com suporte de quatro GDL.
ROTOR

Na Figura 3.8, k,, e m,, representam, respectivamente, a rigidez radial e angular (ou
rotacional) do mancal e a massa da caixa do mancal. Devido a utilizagdo de mancais de

rolamento na validagdo experimental, considera-se por hipdtese isotropia de rigidez nos
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mancais. A rigidez complexa da manta viscoelastica ¢ obtida conforme

k(Q2)=1,G,(Q) Eq.3.18

2

Onde G,(2)=1,G(2). Os parametros !, ¢ [, correspondem, respectivamente, ao fator

geométrico e ao fator de forma, detalhados nas se¢des 3.4.1 e 3.4.2.

O levantamento das matrizes dos suportes € realizado através da aplicagdo da segunda
lei de Newton aos nos I e nn+1 da Figura 3.8. Considerando essa operacao aplicada na direcao

das coordenadas x e 6 obtém-se o sistema de equagdes

kg (£)= e, ()= 1 (1)
1 (£) =K 0, ()4 (K, K (21,44 (£)=0
k() =k, 0, (t)=1 (1)
1,0 ,,1(0)=k,,0,(0)+(k,, +k,(2))0,,,,(1)=0

m~ nn+l rm r

tm

Eq.3.19

no qual k,,, k,,, E,(Q) e /;,.(Q) representam, respectivamente, a rigidez radial e angular do
mancal e a rigidez a translacdo e a rotagdo da manta viscoelastica. As varidveis f (2)e f,(2)
correspondem a forga de translagcdo e a0 momento angular, respectivamente. Rearranjando os

termos da Eq. 3.19 em forma matricial obtém-se a matriz de rigidez e a matriz de massa.

ul I unn+l 8nn+l
l l l l
K'o| kw0 =k 0 —u, Eq. 3.20
’ 0 krm 0 _krm (_81
_ktm 0 ktm+l€t(‘Q )Il 0 (_unn-H
0 —k,, 0 Ktk (21 [0 i

1Ll !
_{o 0o 0 o| <
M,= 0 0 0 ol <, Eq.3.21
O 0 mm 0 (_i’.lnn-%—l
00 0 I,]<0,
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E importante ressaltar que considerando apenas os graus de liberdade de translagio tem-
se um suporte puramente translativo com dois GDL. O mesmo ocorre ao considerar apenas os
graus de liberdade rotativos (ou angulares). Neste caso, 0 modelo apresentado nas equagdes

Eq. 3.20 e Eq. 3.21 representa um suporte misto com quatro graus de liberdade.

Aplicando a hipotese de simetria, o processo realizado anteriormente na dire¢do das
coordenadas z e ¥ resulta em matrizes idénticas as apresentadas nas Eq. 3.20 e Eq. 3.21,
totalizando assim quatro graus de liberdade adicionais. Analogamente ao tratar os nds J e

nn+2 obtém-se as seguintes matrizes:

uJ 6] unn+2 0nn+2
l l 1 l
k 0 k 0 —u
KJ— tm tm ]
o 0 K, o, Eq. 3.22
_klm 0 klm+ l;t(‘Q )Jl 0 U4
0 _krm 0 krm+k_r('Q)l (_01“1"'2
€
i’.tJ é] I’znn+2 énn+2
l l 1 1
0 O 0 0 -
M'= —i
“=lo o0 o ol % Eq.3.23
<—(9J
0 o m,, 0 —i
O O O Im X nn+2
0

nn+2,

Os trabalhos relativos a SVEs apresentados na se¢do 1.1 limitam-se a considerar
modelos de suporte similares ao apresentado nesta se¢do, sem, no entanto, considerar a
influéncia dos graus de liberdade de rotacdo. Esses modelos de suporte ndo consideram

massas dimensiondveis como o proposto neste trabalho e apresentado nas proximas segoes.

3.2.2 Suportes com inser¢io de massa adicional

O modelo de suporte com massa adicional insere no sistema ao menos oito graus de
liberdade adicionais na condi¢@o de suporte misto (considerando todos os graus de liberdade),

como apresentado na Figura 3.9. No exemplo da Figura 3.9, e sem perda de generalidade, ¢



considerada a inser¢cdo de apenas uma massa adicional por suporte.

Figura 3.9 - Sistema composto com SVE de oito GDL.
ROTOR

C

N6 nn+3

N6 nn + 4
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O mesmo procedimento aplicado na se¢do 3.2.1 pode ser aplicado aos nos I, nntl e

nn+2 resultando nas matrizes

ul 61 umﬁ—l Hnn+l Z’lm'l+2 Hnn+2
l l l l { {
ktm 0 ktm 0 0 — Uy
KI= O krm 9 _krm O O <_HI
’ —ky O ktm+kt(‘(2>{ 0 _kr(Q)Il 0 U, 1
0 —k, 0 k,+k(Q) 0 ~k Q) |<0,,.,
0 0 _kt(‘Q )11 O ];t(‘Q )[1 +I€l(‘Q)[2 0 <_unn+2
0 0 0 —k Q)] 0 k (Q)+k, Q)| Ome
] [
€
uI 01 unn+l 01111+1 unn+2 8nn+2
l l l l l l
0 0 0 0 0 0 |eu
M = 0 0 0 0 0 0 —0,
“lo 0 m, 0 0 0 |ew
o o 0 I, 0 0 |eg
0 0 0 0 om0 ey
I 0 0 0 I, |8,

Eq. 3.24

Eq. 3.25

De maneira andloga aplicando a segunda lei de Newton aos nos J, nn+3 e nn+4 obtém-

se as matrizes (Eq. 3.26 e Eq. 3.27) referentes ao segundo suporte representado na Figura 3.9.
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uJ 6.] U3 6nn+3 Ut 4 0)1n+4
l l l l l l
ktm 0 _ktm 0 0 0 —u;
S 0 —k, 0 0 -0,
Sk 0 k,tE(Q) 0 —k(2); 0 T
0 —k, 0  k,+tk(Q) 0 —k(Q), |<6,,.,
O 0 _kt(Q){ 0 lgt(g){_'_ _t(‘Q )] 0 unn+4
0 0 0 —k.(Q), 0 k(Q)+k,(Q),[<0 s
uJ 6] urm+3 6/m+3 unn+4 Hnn+4
l l l l l l
0o 0 0 0 0 0 |eu,
0 0 0 0 0 0 —0
M= I
S 0 O m, O 0 0 <—unn+3 Eq. 3.27
0 0 0 I, 0 N
o 0 0 0 om0 |ew .
o 0o 0o 0 0 I, |eg .
s . . nn

Nota-se que a simples inser¢cdo de uma massa de funda¢do (adicional) dobra o nimero
de GDL adicionais do sistema, demonstrando que inserir mais massas pode influenciar no

tempo de resolugdo computacional do sistema composto.

Por outro lado, no caso de suportes compostos de elementos puramente eldsticos, esta
abordagem ¢ suficientemente eficaz para predi¢do do comportamento de sistemas rotor-
suporte. Porém considerando suportes compostos de elementos viscoelasticos, que sao
dependentes da frequéncia e temperatura, esta abordagem se torna bastante onerosa em termos
computacionais e inviavel se o objetivo ¢ otimizar os parametros do suporte. Devido a isso
técnicas de simplificagdo podem ser empregadas, desde as mais simples e comuns nas quais
sao assumidas propriedades médias constantes para o0s materiais viscoelasticos
(MONTAGNIER ¢ HOCHARD (2007), (2014); KANG et al. (2011); GENTA ¢ AMATI
(2010); SHABANEH e ZU 2000), a técnicas como parametros equivalentes generalizados que
permitem predizer o comportamento do sistema composto, em termos de resposta em

frequéncia, sem perda de generalidade.
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3.3 MODELO DE SUPORTES POR PARAMETROS EQUIVALENTES GENERALIZADOS (PEG)

O método de PEG faz uso de coeficientes de rigidez dinamica equivalentes para
substituir as matrizes de inser¢cdo dos suportes (Eq. 3.20 a Eq. 3.27). Este método foi
primeiramente proposto por ESPINDOLA e SILVA (1992) na modelagem de neutralizadores
viscoelasticos com uma diferenca em relagdo a abordagem presente devido a utilizagdo de
coeficientes de amortecimento e massa dindmica equivalentes derivados do coeficiente de
rigidez equivalente. Outros trabalhos utilizaram esta técnica como BAVASTRI et al. (2015),
HUDENSKI et al. (2007), CECCON (2008), ESPINDOLA et al. (2010) e DOUBRAWA et al.
(2010). Nesses trabalhos, a técnica de PEG foi aplicada em neutralizadores viscoelasticos para
porta-ferramentas, neutralizadores viscoelastico-eletro-mecanicos, neutralizadores
viscoelasticos torcionais para maquinas rotativas, neutralizadores viscoelasticos pendulares e
neutralizadores viscoelasticos de vibragdo lateral para maquinas rotativas, respectivamente. A
aplicagdo desta técnica para modelagem de suportes viscoeldsticos ndo foi encontrada até a

publicagdo do trabalho RIBEIRO et al. (2015).

Figura 3.10 - PEG aplicado a estrutura de suporte com n GDL.
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O modelo de PEG ¢ dinamicamente equivalente, no dominio da frequéncia, ao modelo
de insergdo de GDL. De acordo com ESPINDOLA e SILVA (1992) o uso destes parimetros
permite descrever a dinamica do sistema composto (Figura 3.8, Figura 3.9) em funcao das
coordenadas generalizadas do sistema primario (Figura 4.2) apenas. A obtencao dos
coeficientes de rigidez dinamica equivalente parte do calculo do equilibrio de forgas nos nds
de uma estrutura de suporte, como mostrado na Figura 3.10, em conjunto com a aplicagdo da

transformada de Fourier. A determinagdo da rigidez dindmica equivalente ¢ dada pelo
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F(Q)
0,(Q)

quociente

O uso de PEG permite modelar estruturas, independentemente de sua complexidade em
seus n GDL. Assim, todos os termos que representam o SVE podem ser substituidos por
apenas um coeficiente de rigidez complexo e dependente da frequéncia. Desse modo a técnica
proposta nao altera o sistema primario (Figura 4.2) inicial, fato que permite utilizar os

pardmetros modais desse sistema para determinar a resposta do sistema composto.

3.3.1 PEG aplicado a suporte sem massa adicional

Tomando o suporte apresentado na Figura 3.10, sem a consideragdo das massas
adicionais M e aplicando a segunda lei de Newton, para n=2, segundo os graus de liberdade

u e 0, obtém-se o sistema de equagdes

kuntr (1) =k (1)=1 (1 )
m, iy (1)=k,,u, (1) +(k,,
ko0, (t)=k,,0,(t)=1 (t )

) Eq.3.28
1,0,(t)~k,, ()+( otk (2)))6,(1)=0.

Aplicando a transformada de Fourier para cada equacdo individual e separando as

equagoes referentes aos termos de translacao e rotacao, a Eq. 3.28 pode ser desmembrada em

kthl(‘Q)_ktm UZ(Q):Ft(Q)

) _ ' Eq. 3.29
_Q mmU2(Q)_kthl(Q) (ktm+kt(Q)])U2(Q):0
€
krmgl(‘Q) krm@ (Q):Fr(‘Q)
2 — I Eq. 3.30
_Q Im@2(‘(‘)')_krm@l(Q)+(krm+kr(‘Q)l)@2(Q):0
O termo de rigidez dinAmica equivalente translativa pode ser obtido ao escrever U, em
1 A variavel ¢; com i=1,..., n representa as coordenadas generalizadas, ou seja, pode assumir os GDL #;,

Wia Gi c wi~
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Ft(‘Q)

~ U 1 _
funcdo de U | na Eq. 3.29, e ao calcular o quociente U.(Q)

_ F(Q) (=Q°m,+k,(02))k
k, (Q)=—-—%5= ! - Eq.3.31
G k(@) -2, “

Da mesma forma, o termo de rigidez dindmica equivalente rotativa pode ser obtido ao

. F,(Q)
escrever ©; em funcido de @ na Eq. 3.30 e ao calcular o quociente o (Q)
1

Q) F;(‘Q) (_‘Qzlm_}_l;r(g)l)krm
= = — Eq. 3.32
0,(2) k,+k(Q)-Q°1, 1

k}" Eq(
3.3.2 PEG aplicado a suporte com massa adicional

Nesta se¢do sdo deduzidas as expressdes de rigidez equivalente para suportes com uma

e duas massas adicionais.

O mesmo procedimento demonstrado na se¢do 3.3.1, pode ser aplicado considerando

n=3 (Figura 3.10), de forma obter o seguinte sistema de equacdes

Eq. 3.33

F (Q
Aplicando a transformada de Fourier e avaliando os quocientes — e — tem-
P a U,(Q) " 0,(Q]

se como resultado:
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_ k,’
kteq(‘Q)_ktm = T 2
_ 0 Eq. 3.34
ktm+kt(Q>l_‘szm (k—t( >1) 2 !
kt<Q>1+kt(Q)2 Q m
€
. ko'
req(‘()’):krm_

(k(2)) Eq.3.35
E(‘Q)l"' _r(‘Q)Z_‘Qzlfl ,

Por sua vez, considerando n=4 (Figura 3.10), e realizando novamente a aplicagdo da

segunda lei de Newton, o sistema de equagdes resultante fica

Eq. 3.36

Por sua vez os coeficientes de rigidez equivalente para translagdo e rotagdo sao expressos nas

Eq. 3.37 e Eq. 3.38.

k[e “Ym I
! . (k(Q)) Eq.3.37

Eq.3.38
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Nota-se que a técnica de PEG ¢ bastante robusta ao modelar estruturas de suportes com
n GDL através de coeficientes no dominio da frequéncia. Porém a utilizacdo desta técnica
inviabiliza a determina¢ao dos deslocamentos, velocidades ou aceleragdes relativos aos nos
internos do suporte, nés nn+1, nnt2, nn+3 e nn+4 no caso do suporte representado pela
Figura 3.9. Isso implica na impossibilidade, por exemplo, de calcular a funcao

transmissibilidade no suporte.

Por outro lado, os PEG permitem a simplificagdo do modelo numérico e a realizagdo da

otimizagdo dos suportes em um tempo computacional viavel, o que ¢ detalhado no capitulo 4.

A Figura 3.11 apresenta o comportamento do mddulo da rigidez equivalente ao longo da
frequéncia para os trés modelos de suporte considerados. Neste grafico, os valores de rigidez
viscoelastica %(Q)n_l sdo definidos de modo a gerar uma rigidez viscoeldstica equivalente
idéntica para os trés modelos de suporte. Os valores de massa também sdo definidos de forma
que a massa total dos suportes, com massa adicional, sdo iguais. Assim, a Figura 3.11 mostra
o comportamento dos diferentes SVEs considerando apenas o efeito da forma construtiva de

cada um deles.

Figura 3.11 - M6dulo da rigidez equivalente.
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Considerando os valores individuais de k(£2),_, iguais para cada tipo de suporte,
mantendo a soma das massas totais dos suportes com massa adicional iguais, o

comportamento dos coeficientes de rigidez equivalente resulta nas formas apresentadas na

Figura 3.12.
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Figura 3.12 - Rigidez equivalente para os trés suportes modelados.
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A Figura 3.13 apresenta o efeito da variagdo do valor da massa adicional no coeficiente

de rigidez equivalente para o suporte com apenas uma massa adicional.

Figura 3.13 - Efeito da massa na rigidez equivalente.
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E importante ressaltar que nos coeficientes de rigidez equivalente os valores de massa
sdao multiplicados pelo quadrado da frequéncia, porém a alteragdo nos valores de massa como

mostrado na Figura 3.13 apresenta efeito consideravel em médias e baixas frequéncias.

3.4 DETERMINACAO DOS FATORES GEOMETRICOS DAS MANTAS VISCOELASTICAS

Os fatores geométricos sdao fundamentais para determinar os valores de rigidez
complexa k(£2),_, conforme Eq. 3.18. Esses termos ainda desempenham um papel chave no

desenvolvimento da metodologia deste trabalho, uma vez que os mesmos sdo determinados
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em funcdo da geometria das mantas viscoelasticas. Esse fato permite a posterior otimizacao

dos parametros geométricos das mantas e consequente otimizacao da rigidez viscoelastica.

Em trabalhos como KIRK e GUNTER (1972), PANDA e DUTT (2003) e KANG et al.
(2011), entre outros, sdo apresentadas abordagens que apontam a determinagdo de valores
adequados de R ((_?(_Q )) en (.Q) referentes ao material viscoeldstico presente no suporte, para
uma melhor resposta ao desbalanceamento do sistema rotor-suporte. Porém, de acordo com
BILLMEYER JR. (1984), fabricar materiais viscoelasticos que se adequem a parametros
materiais pré-determinados, com elevada precisdo, ¢ inviavel. Deste modo, abordagens que
fazem uso de materiais pré-caracterizados e utilizam otimizacdo em sua geometria sao mais

adequadas.

Nesta secdo, os fatores geométricos das mantas sujeitas a deslocamentos translacionais e
rotacionais sdo determinados separadamente.
3.4.1 Fator geométrico de mantas sob deslocamento translativo

A Figura 3.14 apresenta o esquema de uma manta viscoelastica de espessura / sujeita a

for¢a cisalhante f, apresentando deformagao cisalhante ¥ com deslocamento translativo u.

Figura 3.14 - Cisalhamento puro.

Y .

u
f » 4> //,
hj;' ) ;Zéhlmh

Considerando-se a lei de Hooke pode-se escrever:

1=Gy= Eq.3.39
na qual k, e A sdo, respectivamente, a rigidez cisalhante do material a forca f e a area

cisalhada. Considerando u="% sen (y) e a hipotese de pequenas deformagdes e deslocamentos

tem-se

k,=—— Eq. 3.40
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Comparando as Eq. 3.40 e Eq. 3.18, conclui-se, em relacdo ao fator geométrico a translagdo

que,

] = A
gt_z Eq. 3.41

Como o fator geométrico depende da area da segdo transversal (cisalhada) e da
espessura da manta viscoelastica, a forma geométrica da superficie de aplicacdo da forga
cisalhante pode ser qualquer, porém deve-se evitar geometrias que gerem, sob carregamento,

regides de concentracdo de tensdes. Assim foi escolhida a area circular (Figura 3.15).

Figura 3.15: Manta viscoelastica.
N\

\
Esse fator geométrico porém, quando comparado em uma simulagdo de elementos
finitos 3D apresentou algumas divergéncias. A Figura 3.16 apresenta o sélido discretizado a

partir do qual foram realizadas analises estaticas de aplicagdo de deslocamento, medicdo de

forcas reativas e comparac¢ao dos valores de fatores geométricos analitico e numérico.

Figura 3.16 - Modelo de elementos finitos 3D para manta circular.
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A curva de erro relativo entre os fatores geométricos analitico e numérico ¢ exposta na
Figura 3.17, a partir da qual é possivel calcular um fator de forma para correcdo das

divergéncias. Esse fator de forma ¢ obtido a partir da curva de tendéncia ajustada aos valores

: . . . . . . A
de erro relativo obtidos. A varidvel escolhida para parametrizar a curva foi a relacdo i

sendo A/ a area lateral livre de carregamento.
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Figura 3.17 - Erro relativo entre fator geométrico analitico e numérico.
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Baseado na equacdo da curva de tendéncia (Figura 3.17) € possivel estabelecer um fator
de forma para corrigir o erro relativo entre os fatores geométricos analitico e numérico. Por

este motivo, o fator de forma € expresso por

y —1,028
l,=1-6,5522( - Eq. 3.42

3.4.2 Fator geométrico de mantas sob deslocamento rotativo

A obtencdo de deformagdes cisalhantes puras em mantas viscoeldsticas sujeitas a
deslocamentos rotativos necessita de uma geometria especifica, neste caso essas mantas
devem possuir formato de um setor de casca esférica, como apresentado na Figura 3.18.

Figura 3.18 - Esquema de deslocamento rotativo em manta viscoelastica.

R,

=

Considerando o elemento infinitesimal de espessura d a obtido ao longo da linha
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pontilhada (Figura 3.18), sujeito 4 uma rotagdo 6 na regido de raio R, escreve-se:

s:R]sen(H):hsen(y). Eq. 3.43

Pela hipdtese de pequenos deslocamentos e rotagdes e a variagdo senoidal de s ao longo de &

simplifica-se a Eq. 3.43 para

R, Osen(a)
y=———"—"= Eq. 3.44
h
A forga axial aplicada, devido ao deslocamento s pode ser escrita como
h 2
a,GR,|R+=| Osen(a)da
2 Eq. 3.45

ta,(R+h2)da= P

na qual T ¢ a tensdo cisalhante, e @ ¢ o angulo de rotagdo segundo a coordenada y. Para
levantar a rigidez a rotacdo 6 € necessario determinar o torque aplicado. Considerando que a

distancia de aplica¢do da forca axial varia de forma senoidal, o torque resulta em

a,GR(R,,) Osen’(a)

Torzf P da Eq. 3.46
sendo R,,=R 1+5 o raio médio.
Isolando o quociente % e calculando a integral em @ a rigidez a rotagdo da manta
viscoelastica € dada por:
a,GRi(R,) sen(2a)
= | & Eq.3.4
' h 2 4 | 1. 347

Assim, comparando a Eq. 3.47 com a Eq. 3.18, o fator geométrico pode ser definido como

segue.
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/ :atRlz(Rm)zl%_senngl)] Eq. 3.48

O mesmo procedimento de comparacdo com um modelo de elementos finitos 3D foi
aplicado para as mantas em formato de casca esférica. As Figura 3.19 e Figura 3.20
apresentam o modelo utilizado. Nesta analise, deslocamentos angulares foram aplicados ao
solido, as forcas de reacdo medidas, e os fatores geométricos analitico e numérico foram

comparados.

Figura 3.19 - Composicio das mantas em analise de rigidez a rotacio.

.
i

-

-""E;-i;‘\‘?;\\‘\\\‘
A
N\

N

Diferentemente da abordagem em relacdo a translagdo o fator geométrico expresso pela
Eq. 3.48 apresentou valores bastante adequados quando comparado ao modelo numérico 3D.
Devido a esse resultado satisfatorio, por hipdtese, o fator de forma para o calculo do méddulo
aparente (Eq. 3.18) ¢ desconsiderado. A Figura 3.21 apresenta o erro relativo entre a

abordagem analitica e numérica.
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Figura 3.21 - Erro relativo entre fator geométrico analitico e numérico.
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Com os fatores geométricos e de forma deduzidos, em conjunto com o moédulo
complexo, formulado através de derivadas fraciondrias, ¢ possivel determinar, com precisdo
adequada, os valores dos termos k(£2) presentes nos modelos de suporte, em funcdo da
geometria das mantas viscoelasticas, que juntamente com os valores de massa suprem as

informagdes necessarias para os modelos de suportes viscoelasticos propostos.

Com os modelos matematicos apresentados neste capitulo, procede-se a resolugcdo do
sistema de equagdes. Considerando que os dois modelos apresentam diferengas importantes,
duas abordagens de resolu¢ao do sistema sdo apresentadas. A primeira utiliza o modelo de
acréscimo de GDL, a segunda faz uso do modelo de PEG. Em ambas o objetivo ¢ a obten¢do
da resposta em frequéncia ao desbalanceamento do sistema composto. E evidenciado que
alguns parametros dindmicos do sistema ndo sdo possiveis de serem gerados devido a
limitagdes em uma ou outra técnica, porém as mesmas demonstram ser dinamicamente

equivalentes e complementares em termos de resposta em frequéncia ao desbalanceamento.



4 METODOLOGIA

A Figura 4.1 apresenta um esquema da metodologia proposta neste trabalho. Através
dessa figura ¢ possivel verificar duas formas distintas de obtencdo da resposta em frequéncia
do sistema, porém as mesmas diferem essencialmente em relagdo ao modelo de SVE

utilizado.

Figura 4.1 - Fluxograma da metodologia de otimizaciio (abordagem PEG a esq., abordagem com
acréscimo de GDL a dir.).
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A utilizacdo do modelo de SVE que acrescenta GDL ao sistema ¢ mais abrangente por
permitir determinar os parametros modais em termos de diagrama de Campbell ¢ modos de
vibrar do sistema composto. Esta abordagem também permite o calculo da resposta em
frequéncia ndo somente nos nds do eixo mas nos GDL internos adicionados pelo SVE, assim
outro resultado possivel de ser levantado ¢ a transmissibilidade do sistema. Estas respostas

podem também ser calculadas considerando excitacdes assincronas. Porém, como ¢

70
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apresentado neste capitulo, o tempo computacional para os calculos mencionados ¢ bastante
elevado. Nessa abordagem, o sistema representado pela equacao Eq. 2.2 se torna o sistema
composto através da superposicdo das matrizes referentes aos SVEs. A resolugdo desse
sistema composto leva a determinacdo dos parametros modais. A partir desses pardmetros,
utilizando propriedade de ortonormalizagdo dos parametros modais em relagdo as matrizes
que os geraram (EWINS (2000)), pode-se realizar um procedimento de analise modal
numérica e determinar a resposta em frequéncia do sistema a uma excitagdao externa, ¢ ainda,

as curvas de transmissibilidade.

Por outro lado, a principal contribuicdo proposta neste trabalho ¢ a modelagem dos
SVEs através dos PEG, que leva a utilizagdo de uma abordagem de resolugdo simplificada,
baseada nas caracteristicas do sistema primario, Figura 4.2 e Eq. 4.1. Os parametros modais
desse sistema (autovalores e autovetores) sao utilizados como uma base no espago modal para
descricdo da resposta do sistema composto, através da analise modal numérica e da inserc¢ao
dos coeficientes de keq(Q ). Aliada a utilizacdo da técnica de Campbell simplificada (se¢do
4.1.3), essa abordagem torna-se bastante 4gil computacionalmente, viabilizando sua inser¢ao
em um ambiente de otimizagdo, ou seja, minimizagdo da resposta em frequéncia ao
desbalanceamento, em fun¢do da geometria das mantas viscoelésticas e da massa/inércia dos
suportes. A reducdo da generalidade da abordagem através de PEG leva a impossibilidade de
determinac¢do do diagrama de Campbell, modos de vibrar, respostas a excitagdes assincronas e
transmissibilidade do sistema composto. Assim, a abordagem através de PEG ¢

complementada pela abordagem que considera o acréscimo de GDL devido aos SVEs.

Figura 4.2 - Sistema primério generalizado.
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Como apresentado na Figura 4.2, o sistema primario consiste no modelo discreto do
rotor, Eq. 2.2, com inserc¢do de condig¢des de contorno elésticas pré-definidas. As matrizes sdo
obtidas através da superposi¢do de efeitos na qual os nds compartilhados entre dois elementos

finitos tem suas caracteristicas somadas. Assim, a partir das matrizes elementares, geometria
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dos elementos finitos definidos, e massas rotoricas (Figura 4.2), ¢ possivel descrever o

sistema primario através da seguinte equacao:

M, q,(t)+C,+G,(2,,.)]a,(t)+K,q,(t)=f (t) Eq. 4.1

na qual a ordem das matrizes ¢ dos vetores sdo, respectivamente, d xd ¢ d. A dimensdo d ¢

obtida através de

d=(2nn—1)nl Eq. 4.2

onde nn e nl correspondem, respectivamente, ao nimero de nos, e ao nimero de GDL por no.
E importante ressaltar que a formulagao quadratica de elemento finito utilizada considera um

nod intermediario no elemento.

Pode-se concluir que a metodologia proposta neste trabalho consiste em utilizar a
abordagem através de PEG para otimizagdo dos SVEs, sendo assim complementada pela
abordagem tradicional de acréscimo de GDL para levantamento do comportamento dinamico

completo do sistema rotor-SVE otimizado, conforme apresentado na Figura 4.1.

4.1 RESOLUCAO DO SISTEMA COM ADICAO DE GDL

Desconsiderando as condigdes de contorno aplicadas na Eq. 4.1 e substituindo-as pela
superposi¢ao das matrizes Eq. 3.24 a Eq. 3.27 (no caso de suporte com uma massa adicional)

nas matrizes da Eq. 4.1 o sistema composto resulta em

Mi(1)+C+G(Q,,)]a(t)+K(Q2)q(1)=f (1), Eq. 4.3
na qual K corresponde a matriz de rigidez com coeficientes complexos devido ao elemento de
rigidez viscoelastica dos suportes. A ordem das matrizes corresponde a (d+4ns)x(d+4ns),
os vetores por sua vez tem ordem (d+4 ns), com ns correspondendo ao nimero de suportes
inseridos ao sistema primario. A ordem das matrizes depende do nimero de GDL
considerados no suporte. Neste caso considera-se um suporte misto com ambos GDL de

rotacdo (angular) e translagao.

E importante ressaltar o fato de que as expressdes das Eq. 4.3, Eq. 4.1 sio denominadas

como non equations uma vez que apresentam ambos os dominios de frequéncia e tempo. O
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calculo da matriz de rigidez complexa no tempo leva a necessidade de resolucdo das
derivadas fraciondrias através de sua definicdo (CRUZ 2004). Porém como neste trabalho as
resolugcdes sao realizadas apenas no dominio da frequéncia, as mesmas devem ser

interpretadas formalmente.

A presenca do efeito giroscopico representado pela matriz G (.Qrpm) e do amortecimento
representado pela matriz C, neste caso considerada nula, leva a necessidade de escrever a
Eq. 4.3 no espaco de estado, quando o objetivo ¢ a determinagdo dos parametros modais.
Nesse espago, o sistema de equacdes diferenciais tem sua ordem reduzida, o que permite
escrever o problema generalizado de autovalores em funcdo das matrizes M, G e K. Para

isso, definindo a variavel de estado como

Eq. 4.4
(t)]Z(d+4ns)xl ’ q

a Eq. 4.3 resulta em
618 My K@ 8 Ty

A Eq. 4.5 pode ser escrita de maneira simplificada como segue:

Ay(t)+By(t)=N(z) . Eq. 4.6
Nota-se que a matriz A ndo ¢ simétrica e possui dependéncia da frequéncia de rotagao,
enquanto que a matriz complexa B ¢ simétrica e apresenta dependéncia da frequéncia.

A partir da Eq. 4.6 € possivel escrever o problema generalizado de autovalores e
autovetores. Devido a antissimetria de parte da matriz A € necessario determinar o problema

de autovalores adjunto. Assim, tem-se

AAOG=BO Eq. 4.7
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AA"T=B'w, Eq. 4.8

nas quais A, ® ¢ ¥ sdo a matriz espectral diagonal com os autovalores complexos 4, ¢ as
matrizes de autovetores a direita ¢ a esquerda, respectivamente. Os vetores ©; ¢ W; sdo as
colunas de ® ¢ W, com as informagdes sobre as formas modais correspondentes aos

autovalores 4.

Segundo (EWINS (2000)) a seguinte propriedade de ortogonalidade deve ser satisfeita

W BO,=b;0 Eq. 4.10

ij o

com 0;=1 se i=j e 6;,=0 se i# j. Pela formulagdo no espago de estado deve-se considerar

que
W[:{_X”wi] Eq.4.11
e que
0.
e= Y
j [—1;61} . Eq. 4.12

Assim, da Eq. 4.10 e Eq. 4.9 podem ser obtidos, respectivamente,

(A2 ,) P, MO+, (G)0,=a,d, . Eq. 4.14

As equagdes Eq. 4.13 e Eq. 4.14 representam as condi¢cdes de ortogonalidade dos
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autovetores em relagcdo as matrizes que os geraram. Considerando que os mesmos autovetores

sejam normalizados em relagdo a matriz A, pode-se deduzir que @, =1 e b, =4,

Devido a presenca de um coeficiente complexo (B) no polindmio caracteristico, os
autovalores se apresentam em pares complexo € seu negativo. Desse modo, tomando os

valores de i# j, e que correspondem a A,=—4; na relagio Eq. 4.13, obtém-se:

Al MO+, K0,=0, Eq. 4.15

simplificando, a Eq. 4.15 resulta em

AM=——Tt=—0"=(iQ,). Eq. 4.16
De Eq. 4.16 pode-se escrever:

A=—0Q(1+iv)), Eq.4.17

onde €2; corresponde a i-ésima frequéncia natural ndo amortecida. Assim, se deduz que

Q=VR(-1), Eq. 4.18

4.1.1 Diagrama de Campbell

Com a determinagdo dos valores de frequéncia natural ndo amortecida ¢ possivel plotar
o diagrama de Campbell, a partir do qual pode-se definir as rotacdes criticas do sistema
composto. Porém, ¢ importante notar que as frequéncias naturais ndo amortecidas além de
serem dependentes da frequéncia de rotagdo €2, como em um problema tipico de dindmica
de rotores, neste caso, devido ao sistema ser composto de MVE, as mesmas possuem uma
dependéncia adicional em relagdo a frequéncia de excitacdo (2. Esse fato leva a um problema
duplamente iterativo no qual é necessario fixar uma frequéncia {2, e resolver primeiramente
o problema de autovalores e autovetores generalizados para €2, X {2, Ap6s isso, incrementa-se
o valor de £2,,, e gera-se uma nova sequéncia de autovalores em funcio de (2, estratégia esta
proposta de maneira pioneira por FERREIRA (2004), através de um diagrama de Campbell

auxiliar. Neste trabalho, ao fim do processo, sdo obtidas superficies £2;, que contém a dupla
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dependéncia em relagdo a {2, e £2, essas superficies podem ser plotadas em conjunto

resultando em um diagrama de Campbell 3D como apresentado na Figura 4.3 e Figura 4.4.

A linha inclinada intercepta as superficies de frequéncias naturais £2; nos valores de

rotagdes criticas ao desbalanceamento, considerando que a frequéncia de excitagdo da massa
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desbalanceada ¢ igual a frequéncia de rotacdo. A Figura 4.4 apresenta o mesmo diagrama de
Campbell 3D, mostrado na Figura 4.3, de uma outra perspectiva. No eixo de frequéncia €2 ,n,
pode-se observar claramente a ‘“abertura” das frequéncias naturais nao amortecidas
(superficies) devido ao efeito giroscopico, simultaneamente observa-se, no eixo de
frequéncias (2, a variagdo das frequéncias naturais devido ao comportamento viscoeldstico
presente nos SVEs.

4.1.2 Resposta em frequéncia

A andlise modal numérica ¢ uma ferramenta matematica bastante robusta que permite
desacoplar sistemas discretos de MGDL, como o descrito na Eq. 4.3, em n sistemas de um
GDL. Isso ¢ realizado através de uma mudanca de varidaveis do espaco de estado para o

espago modal. Desse modo, pode-se escrever:

y(t)=6p(1) Eq. 4.19

a qual pode ser aplicada a Eq. 4.6 para obter

AOp(1)+BOp(t)=N(t) Eq. 4.20

b

que, no dominio da frequéncia, através da aplica¢do da transformada de Fourier, corresponde

a

(i”2A®+BO)P(Q)=N(Q2). Eq. 4.21

Pré multiplicando pelo autovetor a esquerda W, ¢ possivel obter a equacdo de movimento no

espaco modal do espago de estado.

(iQP' AO+¥'BO)P(Q)=¥' N(Q) Eq.4.22

Baseado na Eq. 4.9 e Eq. 4.10, afirma-se que, para uma dada frequéncia de rotagao

y'AO=I, Eq. 4.23

e que, para uma dada frequéncia de excitagao



78

Y BO=A, Eq. 4.24

nas quais I denota a matriz identidade ¢ A denota a matriz diagonal de autovalores
complexos As equagdes Eq. 4.23 e Eq. 4.24 representam a propriedade de ortonormalidade.

Assim, em coordenadas modais a resposta do sistema corresponde a:

P(Q)=(1Q1+A)"¥T'N(Q). Eq.4.25

No espago de estado a resposta do sistema pode ser escrita como:

Y(Q)=0(1iQI1+A)"¥'N(Q). Eq. 4.26

Finalmente, a resposta no espago de configuracdes em termos das coordenadas

generalizadas fisicas Q , baseado nas Eq. 4.26 ¢ Eq. 4.4, resulta em

[ig((ﬁ}))]=®(iQI+A)—11pT{F(6O)} | b 427

E facilmente notado que a dupla dependéncia em relagdo a frequéncia de rotagio e a
frequéncia causa um grande impacto no tempo computacional de resolucdo do sistema. Esse
fato torna essa abordagem inviadvel se o objetivo ¢ otimizar os parametros dos suportes. Isso
se deve a necessidade de, a partir de qualquer alteragdo nos parametros dos suportes, realizar
o calculo de uma nova série de pardmetros modais do sistema. Com o objetivo de reduzir o
tempo computacional, ¢ possivel, para o caso exclusivo de excitagdo do tipo
desbalanceamento, utilizar a técnica de Campbell simplificado conforme ESPINDOLA e

BAVASTRI (1997) e explanado a seguir.

4.1.3 Campbell simplificado

Esta técnica visa eliminar a dependéncia em relagdo a frequéncia de rotacdo, dos
parametros modais de um sistema rotativo devido a matriz giroscopica. Isso resulta em perda
de generalidade, como, por exemplo, a determinagao da resposta do sistema em uma rotacao
constante, ou devido a uma excitagao assincrona. Porém, em casos exclusivos de excitagoes

sincronas, esta técnica ¢ suficientemente precisa para determinar os parametros modais do
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sistema. Esses parametros modais correspondem aos valores de rotagdes criticas do sistema.

Assim, na Eq. 4.3 ¢ definido que G(Q,pm)=Q,pmG1 , onde G, ¢ uma matriz
independente da frequéncia de rotagdo/excitagdo. Como £2,,,=£2, devido a excitagio
sincrona, pode-se escrever que G(2)=02G,. Tomando entdo a Eq. 4.3 no dominio da
frequéncia tem-se:

(—2°M+iQC+iQ2°G,+K(2))Q(R)=F(Q). Eq.4.28
Definido M= (M—iG,) e agrupando os termos no espaco de estado obtém-se:
¢ M iQ2Q(Q) + K(Q) 0 ‘ Q) [_[F(2)] Eq. 4.29
M 0]-2°Q(Q) 0 -M|liQ(Q) 0

onde as matrizes A ¢ B sdo definidas por:

C M
A=| X Eq. 4.30
(]
leK(‘Q) OA ] . Eq. 4.31
0 -M

Desta forma, o mesmo procedimento realizado na secdo 4.1.2 pode ser aplicado para
obtencdo da resposta do sistema composto. Nota-se que a simplificagdo do sistema diminui
um grau de iteratividade do sistema, melhorando seu desempenho computacional. Porém,
como a matriz B contém as matrizes referentes aos suportes, qualquer alteragdo nos
pardmetros do suporte, em um ambiente de otimizacdo, demandard o calculo de uma nova
série de parametros modais do sistema. Outro fato que produz o mesmo efeito mencionado ¢ a

dependéncia da matriz B em relagdo a frequéncia de excitacao.

Assim, ¢ evidente a necessidade de uma técnica que permita o calculo da resposta do
sistema composto em um tempo computacional viadvel, para uma possivel otimizag¢ao dos seus

suportes.
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4.2 RESOLUCAO DO SISTEMA UTILIZANDO PEG

A principal vantagem do uso da técnica de PEG ¢ a possibilidade de utilizar os
parametros modais do sistema primario (Figura 4.2 ¢ Eq. 4.1) como uma base n-dimensional
para descrever a resposta do sistema composto. Por esse motivo, os autovetores e autovalores
do sistema primario, independentes da frequéncia, sdo utilizados no procedimento de andlise
modal, descrevendo assim o comportamento dindmico do sistema composto em fungdo das
coordenadas generalizadas do sistema primario. Os coeficientes de rigidez equivalente sdo

inseridos no decorrer da analise modal.

4.2.1 Parametros modais do sistema primario

Tomando por base o sistema de equagdes do sistema primdrio, representado pela Eq.
4.1, e aplicando a simplificacdo apresentada na secao 4.1.3, no espago de estado, tem-se o

seguinte sistema de equagdes:

C, M,|[ieQ, ()], [K, 0 | Q,Q) :[FP(Q)} Eq. 432
M, 0(-2°Q(Q)] |0 -M,]|i2Q,(2) 0 |’
ou de forma compacta:
1QA,Y(Q)+B Y(Q2)=N(Q2). Eq. 4.33

Na Eq. 4.32 defini-se Mp=(Mp—iGlp) . E importante ressaltar que as matrizes apresentadas

na Eq. 4.32 sdo matrizes com coeficientes constantes, independentes da frequéncia. Desse

modo, o problema de autovalores generalizado e seu adjunto, definidos como

AA,©=B 0 Eq. 4.34

AA =B ¥, Eq. 435

sendo
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Cp 1\A/[lo
i Eq. 4.36
Mp 0
€
K 0
Bp= P -, Eq. 4.37
0 —M,

pode ser resolvido uma tnica vez. Nesse caso, ndo € possivel extrair dos pardmetros modais,
A, We O, asinformagdes de frequéncias naturais e modos de vibrar do sistema composto.
Para isso o problema de autovalores e autovetores deve-se basear no sistema de equagdes
descrito pela Eq. 4.5. Porém essas matrizes A, ¥ e © formam uma base para descrever a

resposta do sistema composto.

4.2.2 Resposta em frequéncia ao desbalanceamento (sistema composto)

Considerando as propriedades de ortogonalidade expressas nas Eq. 4.13 ¢ Eq. 4.14 ¢
que os autovetores apresentados nas Eq. 4.34 ¢ Eq. 4.35, s3o normalizados em relagdao a

matriz A, , deduz-se que

w'A,0=I, Eq. 4.38

e que

W'B,0=A. Eq. 4.39

Fazendo uso da técnica de analise modal, definindo a seguinte mudanga de variaveis

Y (2)=6P (2) Eq. 4.40

E pré multiplicando por ', o sistema de equagdes (Eq. 4.33) assume a forma

(iQP'A,0+¥'B,0)P(Q)=W'N,(Q). Eq. 4.41
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Para avaliar a resposta do sistema composto, a contribuicdo relativa aos suportes
viscoelasticos pode ser inserida via matriz I_(eq , a qual possui a mesma dimensdo da matriz
de rigidez do sistema primario K, . Contudo, as posi¢des da matriz Keq relativas aos graus
de liberdade de vinculo entre os SVEs e o eixo sdo preenchidas pelos coeficientes de rigidez

equivalente como apresentado na Eq. 4.42.

u w 0 (7
L . L L
0 0 0 0 0l :
R.(0Q)= 0 k. (2) 0 0 0 0|y Eq. 4.42
¢ 0 0 ki oo(02) 0 0 0l—yw"
0 0 0 ko (£2) 0 0|0
0 0 0 0 k. (2) 0|<¥
0 0 0 0 0 :

Com o objetivo de somar a influéncia dos coeficientes de rigidez equivalente a matriz

B, faz-se necessario definir:

Eeqleeq 0] . Eq. 4.43

Desta forma, a Eq. 4.41 ¢ reescrita como segue.

(iQw'A,0+¥'(B,+B,)0)P (2)=W'N,(Q) Eq. 4.4

Considerando as Eq. 4.38 ¢ Eq. 4.39, obtém-se:

(iQTI+A+¥'B,0)P,(Q2)="'N,(02). Eq. 4.45

A resposta no espaco modal pode ser escrita como

P, (Q2)=(iQ1+A+¥'B,,0) '¥'N,(Q). Eq. 4.46

Por sua vez no espaco de estado a resposta ¢ dada por:
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Y, (2)=0(iQ1+A+¥'B,.0) '¥'N,(02). Eq. 4.47

No espaco de configuragdes a resposta do sistema composto em fungdo das coordenadas

generalizadas do sistema primdario corresponde a

[1(%922 ]:@(191+A+le§eq®)“wT[Fp(()g)} , Eq 4.48

A passagem pelo espago de estado dobra a ordem do sistema gerando d autovalores e
autovetores complexo-conjugados adicionais os quais ndo carregam informagdes relevantes
para a determinagdo da resposta em frequéncia ao desbalanceamento do sistema. Assim, a

partir da Eq. 4.48 reescreve-se a resposta final do sistema composto como:

Q,(2)=0(iQI+A+¥'B,0) ' ¥'F(),. Eq. 4.49

O produto W' B.,©, apesar de resultar em uma matriz ndo diagonal nada interfere na

precisdo da inversdo da matriz D=iQI+A+®¥" B.,® . Com o intuito de reduzir ainda mais
o tempo computacional de calculo ¢ possivel realizar o procedimento de analise modal
truncada, tomando parte das matrizes espectrais e das matrizes de autovetores resultantes da
resolucdo dos problemas generalizados de autovalores e autovetores nas equacdes Eq. 4.7, Eq.

4.8, Bq. 4.34 ¢ Eq. 4.35.

Para um dado projeto viavel de suporte a resolugdo da equagdo Eq. 4.49 pode ser
desenvolvida de maneira agil do ponto de vista computacional, uma vez que ® ¢ ¥ sdo
constantes. Esta resolucdo demanda apenas um tunico calculo de autovalores e autovetores,
uma Unica inversao de matriz, e cinco produtos matriciais, considerando a disponibilidade das
matrizes globais do sistema primario. Esta extrema agilidade computacional da técnica de
PEG viabiliza a otimiza¢do do sistema composto em fun¢do dos fatores geométricos das
mantas de material viscoeldstico e da(s) massa(s) adicional(ais) dos suportes, com o objetivo

de minimizar a resposta em frequéncia do sistema.

4.2.3 Otimizacao

A técnica de otimizagao utilizada neste trabalho baseia-se em dois métodos distintos,
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configurando assim uma técnica hibrida. Métodos como esse tem sido utilizados em pesquisas
e tem como objetivo aumentar a probabilidade de obtencdo do minimo global, em conjunto
com uma performance computacional adequada, do ponto de vista de tempo. Em trabalhos
como KELNER et al. (2008); BHATTACHARJYA e SATISH (2007); DOUBRAWA (2008);
MILIAVACA (2015), entre outros, observa-se o uso de técnicas hibridas de otimizagdo para

diversas aplicacoes.

Neste trabalho, a técnica hibrida ¢ composta de dois métodos ja consolidados segundo
ARORA (2007): método dos algoritimos genéticos ¢ método Nelder-Mead ou também

denominado método simplex ou poliedro flexivel.

No trabalho RAHAMI et al. (2011), foi utilizada para otimizagao estrutural em trelicas
tridimensionais. O autor conclui que a técnica ¢ bastante eficiente, principalmente quando
comparada aos métodos nao hibridos. Em termos de otimizagdo de suportes viscoeldsticos,
apenas dois artigos foram encontrados até a data de publicacdo de RIBEIRO et al. (2015),
nomeadamente, DUTT e TOI (2003), e PANDA e DUTT (2003). Nesses ultimos ndo sao

utilizadas técnicas hibridas de otimizacao.

O método de AG é um método estocastico de otimizagdo muito utilizado em diversas
areas de pesquisas cientificas. Esse método baseia-se na teoria evolucionaria da selegdo
natural, basicamente as melhores caracteristicas dos individuos (vetor projeto) sdo mantidas
até o término das iteragdes. AG destaca-se por ser um método que ndo necessita de
informagdes de gradiente ou sensibilidade da fun¢do objetivo, e também por ser capaz de
determinar com grande probabilidade o minimo global de fungdes de multiplas variaveis com
um ou mais minimos locais. Porém, devido a sua natureza, a saber, o elevado niimero de
operacdes matematicas e iteragdes requeridas para obtencdo do minimo global, este método

tem um alto custo computacional. Os parametros basicos de um AG sao (ARORA, 2007):

Popula¢do. Conjunto de variaveis de projeto, tomados aleatoriamente (na primeira
iteracdo) dentro de um dominio restrito. E esses valores ou individuos servirdo como

base para obten¢do da populagdo da proxima geragao.

Fitness. Etapa na qual ocorre a avaliacdo da fun¢do objetivo para cada individuo
disponivel naquela iteragdo, seguido pela classificagdo dos individuos mais aptos (que

geraram os menores valores de func¢ao).

Crossover. Corresponde ao cruzamento de individuos escolhidos através de, por
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exemplo, uma roleta ponderada, onde os individuos mais aptos tem uma probabilidade
maior de serem escolhidos do que outros. Este parametro recebe valores dentro no
intervalo 0<cross<1, que corresponde a taxa com que os individuos mais aptos serdo

cruzados para formar novos individuos.

Mutagdo. Processo que ocorre ao final do crossover que seleciona alguns individuos e
insere mutagdes nos mesmos. Os valores para este parametro também variam dentro do
intervalo 0<mut<0.2, que corresponde a taxa de individuos cruzados que receberdo
mutacOes aleatdrias. Esse processo contribui para obtencdo do minimo global em

fungdes com varios minimos locais.

Geragdo. Uma iteragao completa de um algoritimo genético ¢ chamada de geragdo. Por
ser um método em que critérios de convergéncia sao dificeis de implementar, na maioria
dos casos, o parametro Geragdo regula o numero de iteracdes que o processo serd

repetido.

A determinagdo dos parametros de um algoritmo genético ¢ geralmente realizada de
forma peculiar para o problema a ser resolvido. Neste trabalho, o conjunto de parametros
utilizado que gerou os melhores resultados ndo variou significativamente (Tabela 4.1) de uma

aplicagdo a outra.

Tabela 4.1- Valores dos parametros de AG.

Parimetros de AG
Populacio Crossover Mutacio Geracio

150 — 200 0,8-0,9 0,1-0,2 15-20

Devido ao custo computacional para determinar o minimo global de uma fungao através
do método de algoritimos genéticos, o0 mesmo ¢ utilizado com um nimero pequeno de

geracoes e o melhor individuo servird como valor inicial para o método de Nelder Mead.

Proposto primeiramente por NELDER ¢ MEAD (1965) o poliedro flexivel consiste em
um método de busca direta que se baseia no movimento de um poliedro com n+1 vértices,
sendo n o nimero de variaveis de projeto, no espago R" . Os valores das variaveis de projeto
sdo alterados de forma a movimentar o poliedro, também chamado de simplex, em dire¢ao ao
minimo da fun¢do. O método utiliza apenas o valor da fun¢do para determinar a eliminagao
do pior vértice e a movimentacao do poliedro em direcdo ao melhor vértice. Os movimentos

do poliedro consistem em:
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Reflexdo. Consiste no movimento do poliedro na dire¢do do vértice que possui o melhor
valor da funcdo. Este movimento se dd pela eliminacdo do pior vértice e sua

substituicao.

Contragdo. E a redugio volumétrica do simplex que ocorre principalmente em regides
nas quais a fungdo possui gradiente de variagdo pequeno, as quais geralmente sdo
regides de valores minimos da funcdo objetivo. Esse tipo de movimento permite a
acomodagdo do poliedro na regido do minimo, possibilitando a correta determinagdo do

valor 6timo e a convergéncia do método.

Expansdo. A expansdo ocorre em regides nas quais existe um gradiente elevado de
variacdo da fun¢do. Esse tipo de movimento acelera o processo de otimizagdo sendo

responsavel pelo excelente desempenho computacional do método.

Esse processo se repete até os valores da funcao, ou os valores das variaveis de projeto
satisfazerem os critérios de parada, que consistem em valores minimos de variagdo dos

parametros citados.

Pontuando algumas vantagens (quatro primeiros pontos) e desvantagens dos algoritmos

genéticos observa-se:

—Alta probabilidade de obten¢ao do minimo global em fung¢des com varios minimos

locais,

—Pode ser empregado em fun¢des multidimensionais de varias variaveis,
—Nao requer informacao de gradiente ou sensibilidade da fungdo objetivo,
—Na3o necessita de critério de parada,

— Alto custo computacional,

—Necessidade de adequar os parametros ao tipo de aplicacao,

O método de Nelder-Mead também apresenta algumas vantagens (trés primeiros pontos)

e desvantagens como:
—Agilidade e rapidez computacional,
—Sem parametros de configuragdo apenas critérios de parada,

—Nao requer informacao de gradiente ou sensibilidade da func¢ao objetivo,
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—Alta probabilidade de obtengdo de minimos locais em fun¢des com varios minimos

locais,
—Existe probabilidade de convergéncia em pontos nao estacionarios,
—Necessita de valor inicial ou “chute inicial”.

Conclui-se que a hibridizagdo entre AG e Nelder-Mead, nesta ordem de aplicacao,
possibilita aliar vantagens como alta probabilidade de determinacdo do minimo global e alto

desempenho computacional.

O problema de otimizagdo ¢ definido através da determinacdo da funcdo objetivo,

variaveis de projeto e restricdes, da seguinte forma:

min f (x):R">R, Eq. 4.50

na qual o vetor projeto,

x={l,, 0y ccom I}, Eq. 4.51

contém as variaveis de projeto, que diferem em niimero e tipo de acordo com o suporte a ser
otimizado (suporte translativo, rotativo ou combinado). Dentre as variaveis de projeto estdo os
fatores geométricos das mantas viscoeldsticas deduzidos na secdes 3.4.1 e 3.4.2, e os

valores de massa(s) e/ou inércia(s) dos suportes.

A fungdo objetivo baseia-se na Eq. 4.49 como segue:

f(x,2)=(0D'¥'F,),, Eq.4.52

em que D=10Q1 +A+\PTI_Beq ©. Nota-se que o valor da fungdo é dependente do vetor projeto

X ¢ da faixa de frequéncia Q2 devido a matriz B.,.

Como o interesse principal da otimizagdo ¢ a minimizacdo dos valores de amplitude
maxima da banda de resposta em frequéncia definida previamente, o valor da funcdo ¢
calculado a partir do valor maximo do produto matricial (Eq. 4.49) ao longo de (2, e os
demais pontos sao desconsiderados. Essa abordagem permite a otimizagdo em banda larga e a

equalizacdao dos valores de amplitude maxima, dentro da banda de frequéncia especificada,
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apos a otimizagao.

O procedimento de obtencdo do valor maximo em (2 consiste em uma simples busca
unidimensional ao longo do vetor f(x',Q), considerando-se a i-ésima iteragdo no processo

de otimizagao. Assim pode-se escrever a fungao objetivo como:

f(x)=max f(x',Q). Eq. 4.53

As variaveis de projeto estdo sujeitas a restricdes do tipo desigualdade

Eq. 4.54

max 2

J J
Lyin=<x,<L

na qual L., e L}, correspondem aos limites inferior ¢ superior da j-ésima variavel de

projeto.

Os algoritmos utilizados para realizagdo do procedimento hibrido de otimizag¢do proposto
neste trabalho sdo disponibilizados no software de programacdo Scilab, através das rotinas

optim_ga (AG) e fminsearch (Nelder-Mead).



5 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados varios testes numéricos com o intuito de explorar os
recursos da metodologia proposta através de exemplos de equivaléncia dinamica entre os
modelos de suporte viscoeldstico propostos, comparar estes modelos de suportes e mostrar

exemplos de aplicagdo pratica.

Além disso, sdo apresentados testes experimentais com o objetivo de validar os modelos
numéricos propostos, bem como avaliar o desempenho relativo ao controle de vibragdes

realizado pelos suportes viscoelésticos.

Por isso, este capitulo é dividido em duas se¢des principais: Resultados numéricos e

Resultados numérico experimentais.

5.1 RESULTADOS NUMERICOS

A metodologia proposta neste trabalho ¢ bastante abrangente e para explora-la de
maneira completa sdo necessarios varios testes numéricos. Desse modo, diferentes exemplos
de rotor sao simulados com diferentes tipos de SVEs e em condi¢des distintas, de forma a
permitir avaliar a coeréncia das hipdteses langadas e as vantagens da aplicacdo destes

dispositivos em situagdes reais.

5.1.1 Equivaléncia dinAmica

Os modelos de SVEs apresentados nas secdes 3.2 e 3.3 sdo conceitualmente distintos,
porém, os mesmos sdo, no dominio da frequéncia, equivalentes. Essa equivaléncia dinamica
ocorre apenas em termos de resposta em frequéncia ao desbalanceamento devido as hipoteses
que retiram parte da generalidade do modelo de PEG. Nesta secdo, sao apresentados graficos
de resposta em frequéncia calculados a partir de ambos os modelos de SVEs propostos,

considerando diferentes tipos de SVEs.

Para realizacao deste teste numérico, faz-se necessario utilizar um modelo de rotor que
apresente os efeitos dindmicos que podem apresentar divergéncias entre as modelagens
matematicas dos SVEs. Este modelo ¢ apresentado na Figura 5.1. O rotor possui um eixo de
35 [mm] de didmetro com discos posicionados ao centro da distancia entre mancais (600

[mm]) e na extremidade em balanco a 700 [mm] da origem, tendo os discos 250 [mm] de

89
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diametro. As demais propriedades geométricas e de materiais encontram-se na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Propriedades geométricas e de materiais das simulagdes de equivaléncia dinidmica.

Eixo

Didmetro [mm] Comprimento [mm] Maédulo de Young [GPa] Densidade [kg/m’] Coef. Poisson

35 700 210 7850 0.3
Discos
Posicio [mm] Didmetro [mm] Espessura [mm] Densidade [kg/m’]
300 250 20 7850
700 250 20 7850
Carregamento
Posicao [mm] Magnitude [gmm] Fase [°]
700 50 0

Mancais de rolamento (axissimétricos)

k. INm] k_[Nm] Kk, [Nm] k_[Nm] ¢, [Nml c¢_[Nml c, [Nm] c_[N/m]

50000000 0 0 50000000 0 0 0 0
SVEs de Translacido — 1 massa adicional
Posicoes [mm)| [, -Manta 1 [, -Manta 2 Massa [kg]
0 - 600 7,54 1,36 12

SVEs de Translacio — 2 massas adicionais
Posi¢oes [mm] [ 0 - Manta 1 l o0 - Manta 2 l ¢ - Manta 3 Massa 1 [kg] Massa 2 [kg]
0-600 7,54 2,51 1,05 6 6

Figura 5.1 - Modelo discreto do rotor com 5 elementos finitos quadraticos.
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O material viscoelastico escolhido para a simulagdo de equivaléncia dinamica apresenta
elevado amortecimento fato que permite elevar a exigéncia dos testes. Este material tem seu
nomograma de frequéncia reduzida apresentado na Figura 3.8, o qual foi obtido através dos
parametros disponiveis no Laboratorio de Vibragdes da UFPR. A temperatura considerada
para realizacdo dos testes numéricos foi de 27°C, desse modo o nomograma para a

temperatura constante ¢ apresentado na Figura 5.2. Como pode ser observado na Figura 5.2, o

material possui um elevado amortecimento por apresentar um fator de perda na faixa
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0,35<1n<0,5, e um baixo modulo de elasticidade 3.10°<G<7.10°[Pa] na faixa de frequéncia

de 50 [Hz] a 1000 [Hz]. Os parametros do modelo viscoelastico estdo apresentados na Tabela

5.2

Figura 5.2 - Nomograma de borracha butilica em temperatura constante de 27[°C].
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10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Frequéncia [Hz]
Tabela 5.2 - Parametros materiais da borracha butilica 45 SHORE A.

G,[MPa] G, [MPa] b, p 0, 0, Ty I’K] T I’K]
1,53 111 0,0134 0,396 15,1 171 273 300

Figura 5.3 - Resposta em frequéncia, médulo e fase.
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A primeira curva de resposta em frequéncia, Figura 5.3, ¢ levantada para um modelo de
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suporte como apresentado na Figura 3.10 com uma massa adicional.

A segunda curva de resposta em frequéncia, Figura 5.4, ¢ levantada para um modelo de
suporte com duas massas adicionais. Em ambas as simulag¢des sdo considerados somente
graus de liberdade de translacdo, por simplicidade, devido ao fato de que a consideragdao dos
outros graus de liberdade seguem as mesmas hipoteses estabelecidas. Desse modo, o mesmo
comportamento serd reproduzido em simulagdes considerando apenas graus de liberdade de

rotagdo e em combinagdes de translagdo e rotagao.

Figura 5.4 - Resposta em frequéncia, modulo e fase
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A observacdo da Figura 5.3 e Figura 5.4, evidencia o fato de que o nimero de GDL do
SVE ndo afeta a equivaléncia dinamica entre os modelos de suporte. Por sua vez, o pequeno
gap entre uma curva e outra, em elevadas rotagdes, se deve a dois fatos: o primeiro € a
simplificagdo (Campbell simplificado) utilizada no modelo de PEG apresentada na secdo
4.1.3, o segundo ¢ o acoplamento entre os modos devido ao elevado amortecimento do
sistema, combinado a facilidade de consideragdo de todos os modos no célculo da resposta em
frequéncia utilizando PEG em contraste com a inviabilidade de considerar todos os modos no

calculo utilizando o modelo com acréscimo de GDL.
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5.1.2 Efeito da consideracio de diferentes GDL de SVEs otimizados na resposta em

frequéncia

Nesta secdo o efeito dindmico da utilizagdo dos diferentes GDL dos suportes 6timos, no
sistema global, ¢ analisado em termos de resposta em frequéncia, utilizando para esse fim a
abordagem através de PEG. Neste caso, o modelo de rotor utilizado ¢ apresentado na Figura
5.5, com eixo de 10 [mm] de didmetro, comprimento de 400 [mm] e espagamento entre
mancais de 365 [mm]. Um disco com 75 [mm] de didmetro est4 fixado ao eixo na posi¢ao 60

[mm] em relagdo a origem. Os demais dados sdo apresentados na Tabela 5.3.

Figura 5.5 - Modelo matematico discreto e geometria do rotor testado.
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Tabela 5.3 - Dados do sistema rotativo analisado numericamente.

Eixo

Didmetro [mm] Comprimento [mm] Moddulo de Young [GPa] Densidade [kg/m®’]  Coef. Poisson

10 400 200 7850 0.3
Disco
Posi¢cdo [mm] Didmetro [mm] Espessura [mm] Densidade [kg/m’]
60 75 25 7386
Carregamentos
Posicao [mm] Magnitude [gmm] Fase [°]
60 24 0

Mancais de rolamento (axissimétricos)

ki INm] k. [Nm] k. [Nm] k_[Nm] c,[Nm] c¢_.[Nm] ¢, [Nm] c_[Nm]
2300000 0 0 2300000 100 0 0 100
koo INml kg, [Nm] k,o[Nm] k,,[Nm] cyo[Nms] Cg, [Nms] C,o[Nms] c,, [Nms]

1000 0 0 1000 0,05 0 0 0,05

SVEs
Posicao SVE 1 [mm] Posicio SVE 2 [mm]
0 365

Posicao de medicido da resposta [mm]
Coordenada x Coordenada z
304 304
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O material viscoeldstico utilizado nas simulacdes ¢ o “neoprene 45 SHORE A”
disponivel no Laboratério de Vibragdes da UFPR, o qual foi caracterizado pelo grupo GVIBS
utilizando modelo de derivadas fracionarias de quatro parametros. A temperatura medida por
ocasido dos experimentos ¢ utilizada para obtencdo do nomograma a temperatura constante.
Desse modo as propriedades viscoelasticas utilizadas nas simulagdes desta se¢do sao

apresentadas na Figura 5.6.

Figura 5.6 - Nomograma do neoprene em temperatura constante, 17 [°C].
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Diferentemente as propriedades da borracha butilica apresentadas na se¢do anterior, o
neoprene possui, em uma faixa de frequéncia usual de 50 [Hz] a 1000 [Hz], fator de perda
relativamente baixo (borracha butilica), entre 0,2<71=<0,4, ¢ modulo elastico, relativamente
alto (borracha butilica), entre 4,5.10°<G <8.10°[Pa], 0 que confere menor amortecimento ao
sistema. Os pardmetros de derivadas fraciondrias para o neoprene sao mostrados na Tabela

5.4.

Tabela 5.4 - Parimetros materiais do neoprene 45 SHORE A.
Gy [MPa] G, [MPa] b, B 0, 0, TorKl  TIK]
3,57 179 0,00246 0,435 6,57 68 273 290

Os mancais aqui considerados possuem rigidez translativa isotropica igual a 2.3
[MN/m] e rigidez rotativa isotropica igual a 1 [kNm]'. Com a mesma simetria estdo os

coeficientes de amortecimento translativo, 100 [Ns/m], ¢ rotativo, 0,05 [Nms].

A primeira curva compara em termos de resposta em frequéncia os suportes otimizados

1 Quando simulados os SVEs de translagdo pura os coeficientes de rigidez dos mancais a rotacdo sdo
desprezados.
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com uma massa adicional, com GDL de transla¢do pura, rotagao pura e combinado.

Figura 5.7 - Respostas em frequéncia do grau de liberdade "u" calculadas na posicio 300[mm].
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As respostas em frequéncia apresentadas na Figura 5.7 demonstram que a consideragao
de ambos graus de liberdade simultaneamente (translagdo e rotacdo) apresenta uma eficécia
tedrica superior no controle de vibragcdes quando comparada a abordagens considerando GDL
de translacdo ou rotagdo apenas. Nota-se, também, que o sistema rotor-SVE ¢ mais flexivel
considerando ambos os graus de liberdade por apresentar um pico de resposta em menor

frequéncia, relativamente aos outros SVEs.

Tabela 5.5 - Parametros 6timos de SVEs de translacio, rota¢io e combinado.

SVE translacao — 1 massa adicional

]gt - Manta 1 ]gt - Manta 2 Massa [kg]
0,176 0,112 1,870
SVE rotacio — 1 inércia adicional
/ o Manta 1 / o Manta 2 Inércia [kgm?]
1,44E-05 9,06E-06 1,80E-03

SVE combinado — 1 massa/inércia adicional

[ o Manta 1 [ o Manta 1 Massa [kg] [ o Manta 2 [ o Manta2  [pércia [kgm’|
0,942 4,02E-05 0,900 0,056 3,41E-05 1,80E-03

Os parametros geométricos resultantes, obtidos da otimizacdo dos SVEs bem como os
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valores de inércia e massa sdo apresentados na Tabela 5.5 e na Tabela 5.6. Em cada simulagao

o par de SVEs recebe os mesmos valores 6timos.

Em uma segunda analise sdo apresentadas as respostas em frequéncia considerando
suportes com graus de liberdade somente translativos e rotativos, porém com a inser¢do de
duas massas/inércias adicionais. O mesmo material viscoelastico em conjunto com o modelo

de rotor apresentado anteriormente sdo utilizados para esta simulacao.

Tabela 5.6 - Parimetros 6timos de SVEs de translaciio e rotacio com 2 massas/inércias adicionais.

SVE transla¢ao — 1 massa adicional

) ot Manta 1 / " Manta 2 th - Manta 3 Massa 1 [kg] Massa 2 [kg]
0,764 0,153 0,424 0,559 0,727
SVE rotacio — 2 inércias adicionais
l o Manta 1 [ o Manta 2 l o Manta 3 Inércia 1 [kgm?] Inéreia 2 [kgm?]
1,26E-05 6,73E-05 8,67E-06 8,87E-04 8,87E-04

Figura 5.8 - Respostas em frequéncia do grau de liberdade "u" calculadas na posicio 300[mm].
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A comparagdo entre as curvas apresentadas na Figura 5.7 e Figura 5.8 leva a concluir
que, nas condi¢cdes impostas neste trabalho, a contribuicao de duas massas/inércias adicionais,
em termos de controle da resposta em frequéncia, ¢ pequena em relacdo aos SVEs

apresentados na Figura 5.7, que possuem uma massa/inércia adicional. Porém, como pode ser
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observado nas Tabela 5.5 e Tabela 5.6, a massa/inércia total dos SVEs, com duas
massas/inércias € menor do que a massa/inércia total dos SVEs de translacdo/rotagdo pura
onde foi considerado uma massa/inércia. O tipo de abordagem que resultou no melhor
controle de vibragdes para o modelo utilizado foi a abordagem que faz uso de uma
massa/inércia adicional e ambos os graus de liberdade de rotacdo e translagdao. Porém estas

simulagdes devem ser conduzidas de maneira mais exaustiva em trabalhos futuros.

Os modos de vibrar relativos aos picos de frequéncia, observados na Figura 5.7 e Figura
5.8, s@0 mostrados na sequéncia para os mesmo sistemas rotor-SVE ja otimizados. Os modos
de vibrar permitem observar as amplitudes de diferentes regides do eixo em termos de

translacdo ou rotacdo da secao transversal do eixo.

Os primeiros modos apresentados na Figura 5.9, sdo calculados para o sistema rotor-
SVE de translacdo pura, com uma massa adicional. Na Figura 5.9a pode observar-se uma
elevada amplitude no suporte localizado na posicdo 0 [mm], a amplitude no suporte
posicionado em 365 [mm] ¢ relativamente menor, porém ambas sdo maiores do que as
amplitudes observadas na Figura 5.9b (nas regides dos SVEs). A rotagdo da se¢do transversal

¢ elevada na regido dos suportes com exce¢ao da regido proxima a 0 [mm], Figura 5.9a.

Figura 5.9 - 2° ¢ 6° modos de vibrar correspondentes as velocidades criticas 3498 [rpm] e 6290 [rpm].

Em sequéncia, na Figura 5.10, sdo apresentados os modos para o sistema rotor-SVE de
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rotagdo pura, com uma inércia adicional apenas. Pode-se observar que os modos apresentados
na Figura 5.10 tem pequena amplitude de transla¢do na regido dos mancais e baixa rotagdo da
secdo transversal. Este tltimo efeito ¢ mais acentuado no modo apresentado na Figura 5.10 b,

além de ambos os modos serem semelhantes.

Figura 5.11 - 2° e 6° modos de vibrar correspondentes as velocidades criticas 3201 [rpm] e 7492 [rpm)].

f

A Figura 5.11, por sua vez, apresenta os modos de vibrar para o sistema rotor-SVE com
GDL de rotagdo e translacdo combinados, ¢ com uma inércia ¢ uma massa adicionais. Estes
modos se assemelham aos modos apresentados na Figura 5.9, porém com amplitude

rotacional da secdo transversal relativamente menor.

Figura 5.12 - 2° e 6° modos de vibrar correspondentes as velocidades criticas 3344 [rpm] e 7236 [rpm].
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Para as abordagens com duas massas/inércias adicionais, iniciando pelo sistema rotor-
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SVE de translagdo pura, a Figura 5.12 mostra os modos respectivos, expostos na Figura 5.8. A
Figura 5.13 apresenta os modos de vibrar para o sistema rotor-SVE de rotacdo pura. Nas
Figura 5.12 e Figura 5.13 observa-se modos semelhantes aos mostrados na Figura 5.9 e

Figura 5.10.

A reducao na transmissibilidade de um sistema rotativo apoiado sobre suportes flexiveis
¢ bastante conhecida. Neste trabalho, sdo comparadas a redugdo da transmissibilidade do
sistema em fun¢do do tipo de abordagem de SVE, semelhantemente as comparagdes feitas
anteriormente em termos de resposta em frequéncia. O primeiro resultado apresentado ¢ uma
curva de transmissibilidade publicada em RIBEIRO et al. (2015), que compara a
transmissibilidade de um sistema rotativo apoiado em trés tipos de suportes distintos, suporte

rigido, SVE sem massa adicional, e SVE com uma massa adicional.

Figura 5.14 - Transmissibilidade em termos de forca, fonte: RIBEIRO et al. (2015).
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A Figura 5.14 apresenta a superioridade em termos de transmissibilidade de um sistema
rotor SVE com massa adicional frente aos outros modelos, principalmente em elevadas
rotagdes. Os suportes utilizados na simulagdo consideram apenas os graus de liberdade de

translagao.

A comparagdo das transmissibilidades dos sistemas rotor-SVEs otimizados inicia-se
através da Figura 5.15, na qual pode-se observar a transmissibilidade de trés sistemas rotor-
SVEs, translagdo pura com uma massa adicional, combinado, e translagdo pura com duas

massas adicionais.
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Figura 5.15 - Transmissibilidade translativa de for¢ca para 3 SVEs distintos.
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A Figura 5.16, apresenta as transmissibilidades rotativas em termos de momento para

os trés sistemas rotor-SVEs distintos, de rotagdo pura com uma inércia adicional, combinado,

e de rotacao pura com duas inércias adicionais.

Figura 5.16 - Transmissibilidade rotativa de momento para 3 SVEs distintos.
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As Figura 5.15 e Figura 5.16 mostram que os suportes viscoelasticos de translagdo pura
com uma e duas massas, de rotacdo pura com uma e duas inércias, € combinado, se
comportam de maneira bastante distinta em termos de transmissibilidades, com excec¢ao dos
suportes de rotacdo pura com uma e duas inércias, que de acordo com a Figura 5.16,

apresentam pouca diferenca na faixa de frequéncia de interesse.
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Em termos de transmissibilidade translativa, o SVE com abordagem combinada
apresenta uma performance melhor se comparado aos outros tipos, principalmente na regiao
dos picos, por distribuir os carregamentos de forma mais igualitiria nos suportes. Para
transmissibilidades na faixa de frequéncia entre 6500 [rpm] e 12000 [rpm], o suporte de
translacdo pura com uma massa adicional apresenta melhor performance. O comportamento
do SVE de translagdao pura com duas massas adicionais ¢ pouco melhor que aquele na regiao
dos picos. Porém, para uma avaliagcdo mais conclusiva seria necessario aumentar a faixa de
frequéncia. Outros fatores que podem estar influenciando este comportamento sdo o maior
amortecimento, o menor valor de massa adicional total e a maior abertura entre os picos de

frequéncia.

Em termos de transmissibilidade rotativa o SVE com abordagem combinada apresenta
novamente uma performance melhor se comparado aos outros tipos de SVEs na regido dos
picos. Porém, devido a este suporte gerar um afastamento entre os picos, seu desempenho em

altas frequéncias ¢ pior quando comparado aos outros.

5.2 RESULTADOS NUMERICO-EXPERIMENTAIS

Nesta secdo, sao apresentados os detalhes do experimento conduzido com o objetivo de
validar a metodologia apresentada no presente trabalho, inclusive, a bancada de testes, os
instrumentos de medi¢cdo e o prototipo. Curvas experimentais sdo confrontadas as curvas
numeéricas com o objetivo de avaliar a capacidade de predigao do comportamento dindmico do

sistema rotor-SVE.

Devido a limitagdes, somente uma geometria de suporte foi utilizada para aplicagio da
metodologia de otimizagdo e testes experimentais, no caso, um SVE de translacdo pura com
uma massa adicional. Deste modo, as mantas de material viscoelastico e a massa desse

suporte foram alvo de otimizacao.

5.2.1 Equipamentos

O principal instrumento de trabalho para realizacdo dos experimentos ¢ a bancada de
rotores rotor kit RK4 fabricada pela empresa Bently Nevada, representada através da Figura
5.17. Com os SVEs posicionados nas coordenadas 0 [mm] e 365 [mm]. A bancada, adquirida
pelo LAVIBS, ¢ composta de um motor elétrico, um acoplamento flexivel e um eixo INA® de

aco carbono ABNT 1050 com 400 [mm] de comprimento e didmetro 10 [mm].
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Figura 5.17 - Rotor kit RK4.

A massa rotorica, representada na Figura 5.18 a), possui 800 [g], 16 furos roscados para
inser¢do de massas desbalanceadas e esta posicionada na coordenada 60 [mm], A bancada
possui sensores de proximidade para medi¢ao de deslocamento, velocidade de rotacdo e fase,

como mostra a Figura 5.18 b).

Para comparar/mostrar o efeito dos SVEs uma bancada similar de rotores foi montada
com apoios rigidos. Assim os SVEs da Figura 5.17 foram substituidos por mancais de
rolamento autocompensadores SKF 1200, montados em pedestais rigidos, conforme mostra a

Figura 5.19.
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A bancada de rotores foi apoiada sobre uma mesa pneumatica NEXUS da fabricante
THORLABS, com o objetivo de evitar contaminagao de vibragdes do ambiente nas medigdes.
Todo o aparato experimental localizado no LAVIBS, ¢ apresentado na Figura 5.20, na qual
também ¢ possivel visualizar o controlador de velocidade da bancada de rotores que permite
realizar andlises de runup e rundown em uma faixa de frequéncia que varia de 250 a 10000
[rpm].

Figura 5.20 - Aparato experimental.

A placa de aquisi¢ao de sinais utilizada, representada na Figura 5.21a, é fabricada pela
empresa Bruel & Kjaer. A mesma possui 6 canais de aquisi¢do suficientes para obten¢do dos
sinais do key phasor e dos sensores de deslocamento nas dire¢des ortogonais ao eixo, estes

ultimos posicionados na coordenada axial 304 [mm].

Figura 5.21 - a) Placa de aquisicio de dados Bruel & Kjaer. b) Termoémetro infravermelho.

A verificacdo da temperatura dos materiais viscoeldsticos antes de cada teste ¢ realizada
através de um termometro infravermelho, conforme representado na Figura 5.21b (dispositivo

cedido pelo laboratorio de metrologia da UFPR).
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O software utilizado para tratamento dos dados obtidos e geragdo das curvas de resposta
em frequéncia em termos de amplitude de deslocamento e fase, ¢ o software Pulse também

desenvolvido pela empresa Bruel & Kjaer.

Dois experimentos distintos foram realizados: o primeiro deles foi um ensaio de run-up
na bancada de rotores apoiada sobre os suportes rigidos, por sua vez no segundo experimento
foram realizados testes de run-up e run-down, nesse caso, a bancada estava apoiada sobre os
prototipos de SVEs. A principal diferenga entre os experimentos em termos de equipamentos
utilizados concentra-se apenas no tipo de suporte. As posi¢cdes dos apoios sdo as mesmas

apresentadas na Figura 5.5.

O principal objetivo da realizagdo do experimento em apoios rigidos ¢ realizar a
identificacdo de algumas caracteristicas, principalmente de amortecimento dos rolamentos,
para calibracdo do modelo numérico. Da mesma forma, esse experimento ¢ utilizado como

base para avaliar o controle de vibragdes obtido através dos SVEs.

5.2.2 Identificacdo de componentes da bancada

Dois componentes principais concentram os esfor¢os para identificagdo de suas
propriedades, eixo e mancais de rolamentos. A identificacdo das propriedades do eixo ¢
obtida através de um teste de impacto utilizando um martelo piezoelétrico e um acelerémetro,
em uma configuragdo na qual o eixo esteja sujeito a condi¢cdes de contorno livre-livre,
conforme Figura 5.22 (SILVERIO 2015). A Tabela 5.7 apresenta os valores das propriedades
do eixo obtidas.

Tabela 5.7 - Propriedades do material do eixo.

Médulo de Young [GPa] Densidade [kg/m®) Coef. Poisson
200 7850 0,3

Figura 5.22 - Teste de impacto, eixo livre-livre.
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Para a identificagdo dos parametros dos mancais de rolamento autocompensadores foi
realizado um experimento em que a bancada foi apoiada nos mesmos, que por sua vez foram
inseridos nos pedestais rigidos (Figura 5.19). A Tabela 5.10 apresenta os detalhes de eixo,
disco e posi¢des de suportes rigidos e medicdo da resposta. Nesse experimento, foi obtida
uma curva de resposta em frequéncia ao desbalanceamento. Devido ao baixo amortecimento
deste sistema, foram utilizados batentes de cobre para evitar contato do €ixo com 0s sensores
de proximidade. A curva obtida ¢ apresentada na Figura 5.23. A abordagem proposta em
PRASHAD (2004) foi utilizada como ferramenta auxiliar para identificar os parametros de
rigidez dos mancais.

Figura 5.23 - Resposta em frequéncia, experimental x numérico.
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O ajuste da curva numérica apresentada na Figura 5.23 utiliza como parametros: a
rigidez translacional dos mancais e o amortecimento translacional e rotacional dos mesmos.
Todos estes pardmetros sdo, por hipodtese, considerados isotropicos. O ajuste realizado foi
manual e as regides das curvas que sdao escolhidas para o ajuste sdo: a posicdo de pico de
resposta, a elevagdo da resposta desde frequéncias baixas a regido de pico, a tendéncia da
resposta ap6s a regido de pico e a largura da banda de resposta. E fato que, devido ao choque
entre eixo e batentes, a regido de pico fica bastante ruidosa, porém ainda assim ¢ possivel

inferir que a posi¢do do pico de resposta, no eixo de frequéncia, deve estar aproximadamente
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entre os valores de 5000 [rpm] e 5500 [rpm]. A rotagdo critica do modelo numérico ajustado ¢é

de 5345 [rpm].

A obtencdo das curvas sem a presenca de rumout e desbalanceamento residual ¢
realizada através da execucdo de duas corridas de runup com massas desbalanceadas de
valores diferentes, neste caso, 0.4 [g] e 0.8 [g], porém inseridas na mesma fase 90[°] em
relacdo a referéncia. A posterior subtragdo vetorial em termos de amplitude complexa entre a
curva obtida com massa desbalanceada maior e a obtida com a massa menor, resulta em uma
curva de resposta que contém apenas a contribuicdo da diferenga entre as massas
desbalanceadas utilizadas, ou seja, desbalanceamento de 0.4 [g] em 90 [°]. Este valor de
desbalanceamento foi utilizado para determina¢do da resposta em frequéncia numérica

apresentada na Figura 5.23.

A Tabela 5.8 apresenta os dados ajustados e posteriormente utilizados nos experimentos
com SVEs.
Tabela 5.8 - Propriedades do apoio rigido.
k _[kN/m]| k,_[kN/m] ¢ [Ns/m] ¢, [Ns/m] coo[Nms] cW[Nms]
2300 2300 100 100 0,05 0,05

5.2.3 Balanceamento

Os primeiros ensaios realizados com o sistema rotor-SVE de translagdo pura indicaram
a dificuldade em utilizar a abordagem apresentada na secdo anterior, com o objetivo de
remoc¢ao do desbalanceamento residual e runout das respostas em frequéncia medidas. Em
SILVERIO (2015) o mesmo problema foi identificado, principalmente em sistemas com
elevado amortecimento, nos quais ambas a fase e amplitude medidas com desbalanceamentos

de magnitudes diferentes, quando subtraidas, apresentaram certas discrepancias.

Desse modo, foi realizado em procedimento de balanceamento sem a necessidade de
utilizagdo de massas de teste, este procedimento ¢ baseado em XU et al. (2000), o qual utiliza
um método de otimizacdo para minimizar a fungdo objetivo que corresponde a norma

euclidiana do vetor erro como segue:
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Hu,| | HEu,
Hw,| | HEw,
Hu) | | HEu,
E= HW% - HEWé , Eq. 5.1
Huy, HEu,,
Hw, | |HEw.

na qual, A representa a resposta numérica em termos de amplitude complexa calculada a
partir da Eq. 4.49. Por sua vez, HE representa a resposta experimental medida. Os indices n e

m representam a totalidade do niimero de pontos e rotacdes medidas.

Para a identificacao do desbalanceamento, a funcao objetivo ¢ definida como

f(x)=IE], Eq.5.2

onde o vetor projeto, X, ¢ dado por

x={m,r, ¢} . Eq.5.3

O produto m, 7 (massa desbalanceada vezes raio de excentricidade) representa a amplitude da

forca desbalanceada e ¢ a fase do desbalanceamento.

As técnicas de otimizagdo utilizadas nesta se¢do sdo as mesmas apresentadas na secado
4.2.3. Assim esse método, por sua generalidade, foi escolhido para realizacdo do
procedimento de balanceamento. A Tabela 5.9 mostra os resultados obtidos pela aplicacao do

método proposto.

Tabela 5.9 - Resultados do balanceamento numérico.

Rotacao [rpm] Direcao Amplitude [g] Fase [°]
X 1,9 97
1000
z 1,4 103
X 0,7 97
3430
z 0,74 88

Como mostrado na Tabela 5.9, foram realizados 4 ensaios para duas rotagdes distintas e
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para cada direcdo ortogonal. A posicdo de medicdo da resposta, como mencionado, é a
coordenada axial 304 [mm]. Pode-se observar que entre as direcdes ortogonais existe uma
pequena diferenga, fato que nao afetou o balanceamento. Porém os resultados para a primeira
rotagdo apresentaram massas de corre¢do muito elevadas, por esse motivo foi utilizado o
resultado obtido ao medir as respostas experimentais em 3430 [rpm]. De fato a escolha foi
acertada, pois realizando o ajuste manual do balanceamento obteve-se: 0,4 [g] de massa de
corre¢ao em 112 [°] de fase em relagdo a referéncia. Esse resultado demonstra que tanto o
procedimento de balanceamento quanto o modelo de rotor € SVE se mostraram coerentes. O

runout medido em 250 [rpm] foi descontado vetorialmente dos valores de respostas medidas.

Figura 5.24 - Resposta experimental, sistema balanceado x sistema com desbalanceamento residual.
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A Figura 5.24 apresenta as respostas em frequéncia experimentais medidas com o
sistema rotor-SVE sujeito ao desbalanceamento residual e com a massa de balanceamento
resultante do processo de otimizagio. E possivel notar que a reducio da resposta ¢é sensivel, e
que as amplitudes se reduzem a praticamente o valor inicial de runout. Com este resultado foi

assumido que o sistema estava balanceado.

5.2.4 Resultados finais

Com a bancada devidamente balanceada e com os principais componentes do rotor
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identificados, ¢ possivel realizar a comparacdo final entre curvas de resposta em frequéncia
experimentais e as curvas de resposta em frequéncia numéricas com objetivo de validacao. A
Tabela 5.10 apresenta os detalhes da configuragdo da bancada testada, Figura 5.17, e que

segue o modelo apresentado na Figura 5.5.

Tabela 5.10 - Detalhes da bancada experimental.

Eixo

Didmetro [mm] Comprimento [mm] Moddulo de Young [GPa] Densidade [kg/m*’] Coef. Poisson

10 400 200 7850 0.3
Disco
Posi¢cao [mm] Didmetro [mm] Espessura [mm] Densidade [kg/m’]
60 75 25 7386
Carregamentos
Posicio [mm] Magnitude [gmm] Fase [°]
60 24 0

Mancais de rolamento (axissimétricos)
k. INm] k_[Nm] k_[Nm] k_[Nm] ¢ [Nm] c_[Nm] c_[Nm] c,_[N/m]
2300000 0 0 2300000 100 0 0 100
Cpg [Nms] Cyy [Nms] Cyo [Nms] Cyy [Nms]
0,05 0 0 0,05
SVEs
Posicao SVE 1 [mm] Posicao SVE 2 [mm]
0 365

Posicao de medi¢do da resposta [mm]
Coordenada x Coordenada z

304 304

A otimizagao das mantas de material viscoelastico ¢ massa do SVE utilizado nos
experimentos foi realizada em um ambiente sem a consideracdo de alguns fatores que foram
identificados posteriormente, como a rigidez e amortecimento dos mancais de rolamento
(Tabela 5.8), propriedades mecanicas do eixo (Tabela 5.7) e temperatura dos ensaios, visto

que, a otimizacao foi realizada cerca de 3 a 4 meses antes da realizagao dos experimentos.

A curva da Figura 5.25 denominada “SVE Teorico”, corresponde a resposta numérica ao
desbalanceamento do sistema rotor-SVE otimizado, sem a consideragdo dos parametros da
bancada, identificados experimentalmente, ¢ com temperatura do MVE dos SVEs,

hipoteticamente, definida como 300 [°K]. Por outro lado a curva na cor azul “SVE Testado”,
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corresponde a resposta numérica ao desbalanceamento do sistema rotor-SVE otimizado com a

consideragdao dos dados de ajuste citados anteriormente, em conjunto com a temperatura de

290 [°K] do MVE dos SVEs, que foi medida durante a realizagdo dos ensaios. Essas

consideragoes resultam em um sistema com maior amortecimento ¢ levemente dessintonizado

(Figura 5.25).

Figura 5.25 - Resposta em frequéncia, sistema rotor-SVE sem ajustes e com ajustes.
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A Figura 5.26 apresenta o SVE de translacdo pura montado na bancada de testes. A

Tabela 5.11 apresenta

os parametros geométricos das mantas de material viscoeldstico

otimizadas, do mesmo modo, a massa do SVE. O material viscoelastico utilizado ¢ o

Neoprene representado no nomograma da Figura 5.6.

Tabela 5.11 - Parametros do SVE otimizado.

N° de mantas

1° GDL
2°GDL

Didmetro [mm] Espessura [mm] Massa [kg]
12 7,27 2,96
1,87
8 7,12 2,96
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Figura 5.26 - Protétipo de SVE translativo com uma massa adicional.

Faz-se necessario considerar que o espécime de MVE utilizado no SVE estava ja

caracterizado através do modelo de derivadas fracionarias e disponibilizado em formato de

manta com espessura constante de 2,96 [mm]. Sendo realizada de forma manual a confecgao

dos “botdes” de MVE, os mesmos foram cortados manualmente nas medidas definidas na

Tabela 5.11, obviamente de maneira aproximada, podendo gerar erros em relacdo ao modelo

numérico.

Figura 5.27 - Comparacao entre modelo numérico e experimental em termos de resposta em frequéncia.
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Finalmente, a Figura 5.27 apresenta a resposta em frequéncia ao desbalanceamento

medida j& com o runout descontado, em comparagdo com a resposta predita, ambas para o

sistema rotor-SVE. O desbalanceamento utilizado corresponde a 0.8 [g] de massa, e fase 0 [°]

em relagdo a referéncia.



112

Com o objetivo de comparagao a Tabela 5.12 apresenta os valores de frequéncia da
posi¢dao dos picos e amplitudes, em conjunto com as diferengas relativas, entre o modelo

numérico e experimental.

Tabela 5.12 - Comparacio dos valores de resposta em frequéncia, numérico versus experimental.

Experimental Numérico Diferenca %
Freq. [rpm] 3720 3577 3,8
1° Pico
Amp. [pm] 43 44 2,32
Freq. [rpm] 6460 6443 0,26
2° Pico
Amp. [pm] 50,4 50 0,8

Pode-se observar através da Figura 5.27 e da Tabela 5.12 que existe coeréncia entre os
modelos numérico e experimental, com pequenas diferengas em termos de largura de banda.
Porém a coeréncia nos valores de amplitude e de posi¢dao dos picos atesta a precisao do

modelo numérico.

Figura 5.28 - Resposta em frequéncia ao desbalanceamento; rotor com rolamentos x SVEs.
4
10

" X'Rol. Mod.
= Z Rol. Mod.
X SVE Exp.
e X SVE Mod.
Z SVE Exp.
=————— Z SVE Mod.

Desl. [um]
>
1

T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6 000 7 000 8 000 9 000

Frequéncia [rpm]

200 e X Rol. Mod.
3| ——— ZRol. Mod.

X SVE Exp. x

100 4| ——— XSVE Mod.
Z SVE Exp.
———— Z'SVE Mod.

-200 T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6 000 7 000 8 000 9000

Frequéncia [rpm]

Fase (°)

Faz-se necessario comparar o ganho em controle de vibragdes obtido em relacdo ao
sistema rotativo sem SVE. Desse modo a Figura 5.28 inclui aos graficos da Figura 5.27 a
resposta no dominio da frequéncia do modelo numérico apoiado em suportes rigidos, o qual

foi ajustado ao modelo experimental.

Mesmo com um modelo ajustado para o suporte rigido com muita dificuldade devido a
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presenga dos batentes, verifica-se o elevado controle de vibragdes obtido com a utilizagao dos
SVEs, a redug¢do na amplitude de resposta ¢ de aproximadamente 40 [dB] ou 9900 [u m].
Valor este que deve ser tomado com cuidado considerando a dificuldade na identificacao do
real valor de amplitude de pico da resposta em frequéncia ajustada. Logicamente o rotor
apoiado de forma rigida ndo atingiria as amplitudes de vibragdes expostas pela Figura 5.28,

sem antes deformar plasticamente e apresentar comportamento dinamico nao linear.



6 CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho foi apresentada uma metodologia para o projeto 6timo das
mantas de MVE e massas/inércias de SVEs aplicados em maquinas rotativas com o objetivo
de controle de vibragdes. Essa metodologia ¢ baseada no modelo de elementos finitos
(formulacdo de viga de Timoshenko), assim como no modelo de derivadas fracionarias de
quatro parametros e em dois modelos de SVE, um com adi¢ao de graus de liberdade e outro
através de PEG. Através de experimentos em bancada de rotores com um modelo de SVE de

translagdo pura e uma massa adicional, a presente metodologia foi validada.

A metodologia agrega componentes modernos como o método dos elementos finitos
para modelagem de eixos de rotores, modelo de derivadas fracionarias para modelagem de
MVEs e modelo de PEG para modelagem de estruturas de multiplos GDL destinadas a
controle passivo de vibragdes. Esses componentes permitem modelar sistemas rotor-SVEs
bem como otimizar a rigidez viscoelastica dos SVEs e de suas massas/inércias. E observado
também que independente do nimero, tipo ou combinagdo de GDL presentes no SVE, a

metodologia proposta ¢ geral e robusta.

Quanto aos modelos de SVE apresentados neste trabalho, observa-se que os mesmos se
complementam ao realizar as operagdes de otimizagdo do SVE através do modelo de PEG, ¢ a
posterior obtencao dos parametros modais do sistema composto (frequéncias naturais ¢ modos
de vibrar) e curvas de transmissibilidade, através do modelo com adi¢do de GDL. Isso ¢
possivel devido a equivaléncia dindmica entre os modelos conforme apresentado. Porém ¢
importante ressaltar a eficiéncia computacional do modelo de PEG, que em comparagdo com
o modelo de adi¢cao de GDL, no que se refere ao calculo da resposta em frequéncia do sistema
composto, apresentou conforme RIBEIRO et al. (2015), uma diferenca de tempo de calculo
de quatro segundos (PEG) a 20 minutos (adi¢do de GDL), respectivamente. As vdrias
otimizagdes realizadas ao longo deste trabalho ndo seriam possiveis sem a utilizagdo do

modelo de PEG na metodologia proposta.

Essas varias otimizagdes demonstram que para os cinco tipos de suportes testados
numericamente, o suporte que apresentou melhor desempenho do ponto de vista de controle
de vibragdes foi o suporte combinado. Por meio deste suporte, foi também possivel verificar

que a consideracdo do GDL de rotagdo, juntamente com o de translagdo no SVE, permitiu

114
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uma transmissibilidade translativa melhorada. O que atesta o fato de que o controle rotativo
gera uma melhoria sensivel em termos de translacdo, tanto para resposta em frequéncia,
quanto para a transmissibilidade do sistema. Quanto aos tipos de SVE testados
numericamente, pode-se observar que embora exista um tipo mais eficaz, todos eles permitem
o controle de vibragdes em banda larga de frequéncia e niveis de amplitude tedrica seguros

para operacao acima das rotagdes criticas.

O prototipo de SVE de translagdo pura, com rigidez viscoeldstica e massa otimizados
foi testado em bancada de rotores. Para comparagdo e avaliagdo do controle de vibragdes, a
bancada de rotores apoiada em mancais de rolamentos inseridos em suportes rigidos foi
testada em condi¢des similares. Foi possivel identificar uma sensivel redu¢do nos niveis de
vibragdes com a utilizag¢do do protétipo de SVE em comparacdo ao sistema com apoio rigido.
A falta de amortecimento do sistema rotativo sem SVEs ocasionou o choque entre eixo e
batentes utilizados, enquanto que para o sistema com SVE foi possivel operar em sintonia
com as rotacdes criticas de maneira bastante segura. O modelo experimental de SVE também
apresentou excelente coeréncia com o modelo numérico, e as diferengas relativas calculadas

para as frequéncias criticas e amplitudes de pico sdo inferiores a 5%.

Outros prototipos de SVEs ndo foram testados experimentalmente nem tampouco
projetados, devido a algumas dificuldades técnicas. Porém, assume-se por hipdtese que

possam gerar controle de vibragdes de maneira semelhante.

Conclui-se finalmente que a metodologia apresentada ¢ geral, robusta e viavel para
realizacao de otimizagdo de rigidez viscoelastica e massas/inércias de SVEs, tornando os
mesmos eficazes e confidveis para aplicagdo em controle passivo de vibragdes de maquinas

rotativas.

6.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A metodologia proposta neste trabalho agrega diversas areas cientificas, fato que
corrobora a necessidade de aprofundamento em algumas delas com o objetivo de

aprimoramento de tal metodologia. Assim, sugere-se:
* Desenvolver uma metodologia para identifica¢ao da estabilidade do sistema composto,

* Efetuar mais simula¢des numéricas para levantamento de padrdes nos resultados das

otimizagdes e para configuragdo dos parametros dos AG,
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Efetuar mais simulagcdes numéricas para determinar com mais clareza a diferenca entre

a inser¢do de uma ou duas massas/inércias nos SVEs,

Desenvolver um experimento que permita medir a transmissibilidade do sistema

composto,
Realizar experimentos com diferentes tipos de MVEs,

Realizar experimentos com os outros tipos de SVEs, como o de rotacdo pura € o

combinado.
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APENDICE A - DEDUCAO DAS MATRIZES ELEMENTARES DE E. F.

Este apéndice dedica-se a apresentar detalhadamente a obtencdo das matrizes
elementares de rigidez, massa e giroscopica do modelo numérico de elementos finitos

apresentado neste trabalho.

I. MATRIZES DE RIGIDEZ

A Figura A. 1 apresenta esquematicamente um segmento em um corpo em seus estagios

indeformado (linha cheia) e deformado (linha tracejada).

Figura A. 1 - Segmento linear PQ no corpo nio deformado e deformado.

y T
,Dlr !
i le(x1¥dx,yl+dy,zl+dz)
ds, i
) ’P]:(xl,yll,zl)
- X ‘
D P
ds 9:(xi—\dx,y+dy,z+dz)
z P:(x,y,z)

Zy

De acordo com o esquema da Figura A. 1, a deformagéo normal € £ do segmento linear

pode ser calculada como

ds,—ds Ea A 1
g,=—, q-A.
£ ds
na qual
ds’=dx’+dy’*+dz* Eq.A.2
e
dsi=dx:+ dy,2+a'zl2 . Eq.A.3
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Aplicando o conceito de diferencial total,

e, = e g Xy
N P P
dy, dy, dy,
dy,=—dx+—dy+—dz, Eq.A. 4
V1 dx * dy 4 a 1
dz, dz, dz,
dz,=—dx+—dy+—dz
Z

dx dy dz

onde

X, =x+u
N=yTv

, Eq.A.5
z,;=z+w

pode-se obter:

2

1 .

_1 1 »
2

ds, N

— =gpt—€p=

ds Eratk
s 5 , Eq.A. 6
=l"¢ +Ime +Ine +mle, +m e +mne, +nle, +nme +n'e,

2 2 2 ;
=l"e +m'e +n"¢e_+2Ime +2ine _+2mne

M,

na qual M ¢ denominado fator de amplificagdo em que

, Eq.A.7
ds q

e ainda

du 1|{oul’ [ov) [ow) Eq.A.8
=+l = +H=| +| =
fo T 2[(6}6) (ax) (ax)]’
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av 1f(oul, (av), [ow) Eq.A.9
»ody 2[\oy oy oy ||’
aw 1[(ouV (v} [ow)]
—|— ]+ — | +|— Eq.A. 10
= dz 2[(82 0z 62)_’ q

Ov Ou  Oudu  O0vOov K Owow
= L N AL AT
o= En" [ax 5y 0x0y 0x0y Ox ayl Eq. A
_ . _1|ow Ou Oudu OvOov Owlw
gxz_gzx_2l8x+6z+8x 6z+6x 62+8x 62] Eq.A- 12
e
ow O0v Oudu 0Ovov Oowow
= + + + . .
£n=En™ 2[6)} oz 0yoz 0yoz oy 62] Fa-A-13

Os termos €, €y ¢ €z sdo as deformagdes longitudinais de uma linha ds paralela a x, y, z,
respectivamente. Por sua vez os termos €, €x: ¢ €,z sdo deformagdes cisalhantes ou variagdes
angulares em um elemento linear inicialmente paralelo aos planos x,y, x,z e y,z,
respectivamente. Esses conceitos de deformacdo podem ser aplicados na determinacdo das
deformacdes de um eixo de mdaquina rotativa. Devido ao estado de tensdes adotado num
problema tipico de vibragdes laterais de uma viga, como neste trabalho, as expressoes de €x,

€. e €1 sdo desconsideradas.

Substituindo as equacdes dos deslocamentos laterais e axiais, Eq. 2.25, Eq. 2.26 e Eq.

2.27 na Eq. A. 9, obtém-se:

e =x osen(y(y)) _osen(0(y)) 1(ou) 1(ow)",
o0y oy 2\0y o0y
2 Eq.A. 14
L1 osen(y(y)__osen(8(y)
2 oy oy

A partir das equagdes Eq. 2.28 e Eq. 2.29 as deformagdes cisalhantes sdo obtidas.
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ow
yyz—yzy——e(y)+W Eq.A. 15
ou Eq.A. 16

Para um material com comportamento linear na relagdo tensdo deformagdo, a expressao

da energia de deformacao U corresponde a

=lfsTch Eq.A. 17
2 Vv
na qual, ja adotando a simplificacdo devido ao estado de tensdes,
_ €y
€Y. Eq.A. 18
Y
e
_ Oy
0—{%} Eq.A. 19
T,
Substituindo as equacdes Eq. A. 18 e Eq. A. 19 em Eq. A. 17 a energia de deformacgado
reduz-se a

f g yayy+ryxyyx+ryzyyz>dV Eq.A. 20

u=Ll
2 Vv
Através da lei de Hooke reescreve-se a energia potencial de deformac¢ao como

Eq.A.21

l\)l»—‘
o — =

fg VE+Gy +Gy’)dS,dy
S .

Tomando da Eq. A. 21, primeiramente, o termo referente a energia de deformacao normal, o
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qual daré origem a matriz de rigidez a flexdo, pode-se aproximar os termos de deslocamentos
angulares e de translagdo através das equagoes Eq. 2.4 a Eq. 2.7. Para a obten¢do da matriz de
rigidez procede-se a aplicagdo das equacdes de Lagrange (Eq. 2.1) e a linearizagdo devido a

hipotese de pequenos deslocamentos e rotagdes. Esse procedimento matematico resulta em:

o (o for [y e

Deve-se considerar que I, e /. sido originados das integrais fzz ds e fxz dS e que
S S

neste trabalho, por hipotese de simetria de eixo sdo considerados iguais. Ainda, ¢ assumido
que os mesmos ndo variam ao longo do elemento finito, da mesma forma que o mddulo de
elasticidade £. Nota-se que a Eq. A. 22 ¢ uma parcela do sistema de equagdes elementar que

representa as forgas inerciais. Considerando que

0 1. 4y 8y Lo 4rii_
3y N, N, N;|= —z‘i'? (? f‘i'? =B Eq. A. 23
A expressao da matriz elementar de rigidez a flexao ¢ dada por:
L2 L/2
Ki=El, [ B'Bdy+EI. [ B'Bay Eq. A. 24
—L/2 —L/2 .

Considerando a ordena¢do dos GDL de acordo com a Eq. 2.12, obtém-se a matriz de rigidez a

flexdo, K',, conforme a Eq. 2.31.

Por sua vez tomando da Eq. A. 21, os termos referentes a energia de deformacgao
cisalhante, os quais dardo origem a matriz de rigidez ao cisalhamento transversal, pode-se
aproximar os termos de deslocamentos angulares e de translagdo através das equagdes Eq. 2.4
a Eq. 2.7. Para a obtencdo da matriz de rigidez procede-se a aplicagdo das equacdes de
Lagrange (Eq. 2.1) e a linearizagdo devido a hipdtese de pequenos deslocamentos e pequenas

deformacdes, assim tem-se:
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L2 L2 LI2
K{=uGS [ N'Nayy' +uGsL [ N"Bayy'+uGS ~ f N'Bdyu'+
~L2 2 —L2 2 —L/2
L2 LI2 L2
+uGS [ B'Bdyu" +MGS2 [ B'Nayy" +MG52 [ B"Nayu"+
;Lllzz 7LL//22 L/L2/2 Eq. A. 25
+uGS [ N'Ndye' —uGst [ N'Bay®'-uGS— f N'Bdyw'+
—L/2 2 —LI2 2 —L/2
L/2 L2 L/2
+uGS [ B"Bdyw'—uGS f B'Ndy0'— uGSL [ B Nayw"
—LI2 2 —L/2 2 —L/2

Nota-se que a consideragdo da area da se¢do transversal constante ao longo do elemento
finito, do mesmo modo que o modulo de elasticidade ao cisalhamento, permite retirar esses
termos do integrando. Como citado no corpo do texto desta tese ¥ corresponde a um termo de
aproximacao da distribuicdo do cisalhamento transversal parabdlica, para uma distribuicdo
linear ao longo da secdo transversal. Porém, para obten¢do da matriz de rigidez devido ao
cisalhamento deve-se proceder a integragdo gaussiana da Eq. A. 25 uma vez que a integracao

completa da mesma incorrera no problema do bloqueio da solucdo ou locking (HUGHES

L L
(2000)). Para isso procede-se a modificacao dos limites de integracao de 5 a5 emypara
—1alpara&,e o elemento diferencial dy fica:
L
dyzad g Eq.A. 26

Desse modo a integracdo passa a ser escrita como:

L2 1 L - L

dy= —d&= =1/ + =—1/N3)==
I ra=[ (&) 7as=pis(s BIgrpf(E=1Eg=

=f(f;:=1/@)5+f(§=—1/ﬁ)3
A aplicagdo da Eq. A. 27 na Eq. A. 25 permite obter, considerando a ordenagdo nodal

proposta em Eq. 2.12, a matriz K{, conforme a Eq. 2.32.

II. MATRIZES DE MASSA E GIROSCOPICA

Para a determina¢do da energia cinética de um corpo sujeito a GDL de rotacdo e
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translacdo se faz necessario o levantamento das matrizes de transformacao de coordenadas do

sistema movel para o sistema inercial.

Figura A. 2 - Sistema de referéncia inercial (x,y,z) e mével, ponto P(--).

Ly
X

N P
//(

2y

Adotando i, j, e kK, como vetores unitarios do sistema inercial, e i, J; e K; como
vetores unitarios do sistema movel, pode-se representar um ponto qualquer através de dois

sistemas distintos, Po=(Pox. Poy» Po,) € P1(Py. D1y P1,). Assim pode-se escrever:

P0:p0xi0+p0yj0+p02k0 Eq.A. 28

P =p,i+p,ditr.k Eq.A.29

Como P e P, representam o mesmo ponto tem-se a seguintes relagdes:

. . Eq. A. 30
P0x:P0'10:P1'10, q
POy:Po'jOZPl'jo Eq.A. 31
e
pOZZPo'k():Pl'ko, Eq.A. 32

Substituindo a Eq. A. 29 nas equagdes Eq. A. 30, Eq. A. 31 e Eq. A. 32 obtém-se:

pOx:plxil'i0+plyjl'io_i_plzk]'io’ Eq.A.33
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Poy= P i JoT Pryiviot P K" do Eq. A. 34
e
P0z:p1xi1'ko+p1yj1'ko+p1zk1'ko, Eq. A.35
Considerando que
P,=R,P, Eq. A. 36

entdo a matriz de rotagdo ¢ definida como:

1 i, Jriy ki,
Ro=lijo Jrdo Kitho Eq.A. 37
il'ko jl'ko kl'ko )

Através da Eq. A. 36 ¢é possivel transformar o vetor P, do sistema movel para o sistema
inercial. Observa-se que os vetores colunas sdo cossenos diretores dos eixos do sistema movel

em relagcdo aos eixos do sistema inercial.

A matriz de rotacdo apresentada na equacdo Eq. A. 37 possui a propriedade de
ortogonalidade, ou seja, sua inversa ¢ igual a sua transposta e seu determinante ¢

numericamente igual a 1.

Desse modo, as matrizes de rotagdo do sistema movel em relagdo ao sistema inercial, a
saber, os eixos coordenados xyz em fun¢do dos GDL de rotagdo 6 ¢y, podem ser escritas

Ccomo:

Eq.A. 38



131

1 cos(p) 0 sen(g)
Roy0=| 0 10 Eq.A. 39

—sen(¢) 0 cos(¢)

) —sen(0) Eq. A. 40

A partir da Figura 2.2 seguindo a ordem de rotacdes da secdo transversal do eixo,
primeiramente em relacdo ao eixo z, apds em relagdo ao eixo X; e por fim em relacdo a V,,

pode-se escrever o vetor de velocidades angulares como:

0 do 0
0 do

w(l): dw (R(l)z,leR(l)x,HXR(l)y,¢)+ C(I)t (R(l]x,QXR(I)y,(p)+ E (R(l)y,:p) Eq.A.41
dr 0 0

Efetuando os produtos matriciais, a Eq. A. 41 resulta em

_dy a9
7 cos(H)sen(¢)+ ” cos(¢)

1| @x d¢o dy
0 lgy] A sen () Eq.A. 42
dy

do
?cos(ﬁ)cos(gl))%—gsen(gb)

Substituindo a Eq. A. 42 na equagdo da energia cinética, Eq. 2.16, a mesma pode ser

simplificada, considerando axissimetria do disco, e expressa como segue:

T =g M)+ 1, (074005’ (0))+3 1, (9*+sen’(0)+2pipsen(0))  Bq. A 43

Os termos que multiplicam as parcelas quadraticas de velocidade geram a matriz de

massa e os termos que multiplicam ¥ e sen (6 ) dardo origem & matriz giroscopica.
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Aplicando as equagdes de Lagrange (Eq. 2.1) a Eq. A. 43, linearizando os termos
(considerando a hipdtese de pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes) e fazendo

¢ =12, obtém-se a expressio:

M +M W+ 1,0-Q1,9+1,p+Q21,0 Eq. A. 44

a partir da qual obtém-se as matrizes apresentadas nas equacdes Eq. 2.17 ¢ Eq. 2.18.

Para a obtencdo da energia cinética do eixo procede-se a diferenciagdo da Eq. A. 43

COmo seguc:

deI%de(ilz-i-Wz)-i-% dl ., (0°+1 cos’(0))+

1 Gy o Eq.A. 45
+5d1dy((p +1p°sen” (6 )+2¢ 1 sen(6))
considerando que
dl ,=pldy Eq. A. 46
€ que
dl ,=2pldy Eq. A. 47

Assim a equagao da energia cinética do eixo pode ser escrita como:

L, L,
Te:%p Sf(u2+w2)dy+%p1f (0°+4 cos™(8))dy+
0 . 0 Eq.A. 48
+p1 [ (¢”+4p sen’(0)+2¢psen(0))dy
0

Para obtengdo da matriz de massa e giroscopica elementares as equacgdes de
aproximacao dos deslocamentos e rotacdes, Eq. 2.8 a Eq. 2.11, s3o substituidas na Eq. A. 48 ¢

sdo aplicadas as equagdes de Lagrange, resultando nas expressoes:
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L2 L2
M,=pS [ NN"dyii+pS | NN"dyw+

— L2 —L/2

L2 L2

+pS [ NN'ay6+pS [ NN"ayip Eq. A. 49
- ~L/
L/zLIZ L L2

G,=—2p102 [ NN'ayy+2p102 [ NN"dyé
L2 ~LI2 .
Os quatro primeiros termos integrais resultam na matriz de inércia (Eq. 2.20), de acordo
com a ordenacdo de GDL apresentada na Eq. 2.14. O quinto e sexto termos integrais originam

a matriz giroscopica Eq. 2.21.

E importante salientar que neste trabalho o rigor matematico de aplicar as equagdes de
Lagrange antes de linearizar as expressdes de energia potencial e cinética foi obedecido, e
desse modo teve sua apresentacdo resumida devido a extensdo do trabalho algébrico. Porém a
lineariza¢do dos funcionais de energia antes da aplicacdo das equagdes de Lagrange, apesar de

ndo obedecer o rigor matematico, nada influencia os resultados obtidos.
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