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RESUMO

Neste trabalho sdo descritos métodos para determinar uma solugdo (aproximada) para
os problemas de ponto-de-sela (PS) e equilibrio de Nash. Os algoritmos sao instancias
especiais do método hibrido extragradiente proximal introduzido por Svaiter e Solodov
[Solodov; Svaiter, 2000] onde os sub-problemas de inclusao sao resolvidos com o uso de um
método de gradiente acelerado. Os métodos propostos generalizam o algoritmo acelerado
de [He; Monteiro, 2014] das seguintes maneiras: a) em uma generalizacao os problemas
considerados sao problemas PS gerais ao invés de problemas PS com estrutura bilinear;
b) em outra generalizagao o algoritmo é baseado em distdncias de Bregman ao invés da
distancia Euclidiana; ¢) em outra generalizagao o problema considerado é o de equilibrio
de Nash ao invés do problema de ponto-de-sela. Assim como no método de He e Monteiro,
os métodos propostos tém a vantagem de que qualquer escolha de escalar para o tamanho
do passo pode ser utilizada. Ainda, no contexto de problemas de ponto-de-sela, para certa
escolha do tamanho do passo pode-se obter uma complexidade 6tima para o método.
Resultados computacionais ilustram a performance dos métodos em comparagao com o

método de suavizagao de Nesterov [Nesterov, 2005].

Palavras-chaves: programacao convexa, complexidade, convergéncia ergodica, operador
monétono maximal, método hibrido extragradiente proximal, método de gradiente acele-

rado, problema de ponto de sela, problema de equilibrio de Nash, distancia de Bregman.



ABSTRACT

In this work we describe methods to find an (approximate) solution for the saddle-point
(SP) and Nash equilibrium problems. The algorithms are special instances of a hybrid
extragradient proximal method introduced by Svaiter and Solodov [Solodov; Svaiter, 2000]
where the inclusion sub-problems are solved using an accelerated gradient method. The
proposed methods generalize the accelerated algorithm of [He; Monteiro, 2014] in the
following ways: a) in a generalization, the considered problems are general SP problems
instead of SP problems with a bilinear structure; b) in other generalization, the algorithm
is based on Bregman distances rather than the Euclidian one; ¢) in other generalization,
the considered problem is the Nash equilibrium problem instead of the saddle-point. As
in He and Monteiro’s method, the proposed methods have the advantage that any scalar
choice for the stepsize can be used. Also, for the saddle-point problems, a certain choice
for the stepsize can yield an optimal complexity for the method. Computational results
show the performance of the methods in comparison with Nesterov’s suavization scheme

[Nesterov, 2005].

Key-words: convex programming, complexity, ergodic convergence, maximal monotone
operator, hybrid proximal extragradient method, accelerated gradient method, inexact

proximal method, saddle point problem, Nash equilibrium problem, Bregman distances.
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1 INTRODUCAO E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo introdutério especificamos a estrutura geral do trabalho, introduzimos
notagoes e resultados de conhecimento geral e descrevemos dois algoritmos conhecidos da
literatura: o algoritmo acelerado de Nesterov (NESTEROV, 2005) para otimizagao convexa
e o método hibrido extragradiente proximal para o problema de inclusao monoétona. O
modo como tais algoritmos se relacionam com a proposta do trabalho serd esclarecido

mais adiante.

1.1 ESTRUTURA DO TRABALHO

A estrutura do trabalho é a seguinte: na Se¢ao 1.2 descrevemos de modo geral a
proposta do trabalho, na Se¢ao 1.3 introduzimos notagoes, expondo os resultados basicos
e propriedades de operadores ponto-conjunto e fungoes convexas e discutimos o problema
de ponto-de-sela e algumas de suas propriedades, na Se¢ao 1.4 revisamos um algoritmo de
gradiente acelerado para resolver problemas de otimizagao convexa composta (NESTEROV,
2005; TSENG, 2008), na Secao 1.5 elaboramos o método hibrido extragradiente proximal
(SOLODOV; SVAITER, 1999a) para o problema de inclusdao monétona e na Sec¢ao 1.6
apresentamos uma descri¢ao geral dos trabalhos recentes relacionados com os problemas
de interesse. No Capitulo 2 visamos a apresentar a generalizacao do algoritmo exibido
em (HE; MONTEIRO, 2014) para uma classe mais geral de fungdes. Apresentamos o
método de uma forma geral na Secao 2.1, na qual cada iteragao possui um subproblema
que deve ser resolvido com um algoritmo especifico. Assim como em (HE; MONTEIRO,
2014), resolvemos tal subproblema fazendo uso de um algoritmo acelerado, a saber, aquele

apresentado na Se¢ao 1.4, e assim na Se¢ao 2.2 apresentamos uma versao especial do método



na qual resolvemos o subproblema usando tal algoritmo. Os resultados de complexidade sao
enunciados na Se¢ao 2.3, e deixamos a prova do resultado principal para a Secao 2.4. No
Capitulo 3 apresentamos uma generalizacao do algoritmo em (HE; MONTEIRO, 2014) para
o problema de equilibrio de Nash de duas varidveis. na Sec¢ao 3.1 apresentamos o problema
de equilibrio de Nash. Na Se¢ao 3.2 apresentamos o método HPE para este problema, e na
Secao 3.3 derivamos uma verssao acelerada de tal método, assim como feito no Capitulo 2.
Na Se¢ao 3.4 damos a prova de convergéncia da versao acelerada apresentada na Secao 3.3
e apresentamos uma outra variante acelerada para resolver o problema de equilibrio de
Nash que faz uso de uma minimizacao a menos, se comparada com a variante da Secao 3.3.
Por fim, na Secao 3.5 discutimos resultados de complexidade das duas variantes. Nos dois
capitulos seguintes visamos a apresentar a generalizac¢ao do algoritmo de (HE; MONTEIRO,
2014) para o caso de distancias de Bregman, conforme discutido anteriormente. O Capitulo
4 contém duas se¢oes. Na Secao 4.1 apresentamos a noc¢ao de distancias de Bregman,
o método NE-HPE (SOLODOV; SVAITER, 2000) para resolver (1.3) e estabelecemos
sua propriedade de complexidade ergddica. Na Secao 4.2 apresentamos uma condi¢ao
suficiente para se obter a condigao de erro (1.6), para uma classe particular de operadores
mondétonos (que inclui o operador dado por (1.1)). J& no Capitulo 5 descrevemos o novo
algoritmo acelerado NE-HPE para resolver o problema de ponto-de-sela, i.e., a inclusao
(1.3) com o operador dado por (1.1). Na Segao 5.1 apresentamos um algoritmo baseado
no algoritmo de gradiente acelerado, da Secao 1.4, para determinar solu¢oes aproximadas
do sub-problema de inclusao relacionado a condicao de erro do método NE-HPE em
(1.6), e derivamos sua complexidade. Na Se¢ao 5.2 descrevemos o novo método NE-HPE
acelerado para resolver o problema de ponto-de-sela e estabelecemos sua complexidade.
Nesta secao também discutimos uma maneira de escolher o tamanho do passo A, de modo

que a complexidade interna se reduza a obtida para o algoritmo de suavizagao de Nesterov



em (NESTEROV, 2005). Finalmente, apresentamos resultados numéricos no Capitulo 6,
mostrando que o algoritmo proposto para o problema de ponto-de-sela teve desempenho
melhor que o algoritmo de suavizagao de Nesterov de (NESTEROV, 2005) em trés classes
de problemas de ponto-de-sela e finalizamos o trabalho com o Capitulo 7, apresentando

conclusoes sobre o trabalho e perspectivas de desenvolvimentos futuros.

1.2 INTRODUCAO

Nosso objetivo neste trabalho é propor algoritmos para resolver os problemas de
ponto-de-sela e de equiliibrio de Nash. Dados conjuntos convexos nao-vazios X C X e
Y C YV onde X e Y sao dois espacos com produto interno, e uma funcao P: X XY — R,
iremos propor um algoritmo para determinar, quando existirem, pontos de sela para (iD,

i.e., pares (Z,7) € X x Y tais que

>

O(7,y) < &(z,9) < &(z,7), Y(z,y) € X x Y,

ou equivalentemente, um zero do operador T: X x Y = X x Y definido como

AP(,y) — B, )](z,y), Y(w,y) € X xY;
T(x,y) = (1.1)
0, caso contrario.
Veremos que com algumas hipdteses sobre <i>, o operador T" é mondétono maximal, e portanto
um zero aproximado de T pode ser computado com o uso de um método proximal inexato tal
como um dos algoritmos apresentados em (HE; MONTEIRO, 2014; KORPELEVIC, 1976;
MONTEIRO; SVAITER, 2011; MONTEIRO; SVAITER, 2010b; MONTEIRO; SVAITER,
2013; NEMIROVSKI, 2004; SOLODOV; SVAITER, 1999a; SOLODOV; SVAITER, 1999b;

SOLODOV; SVAITER, 2000; SOLODOV; SVAITER, 2001; TSENG, 2000).

Em particular, He e Monteiro (HE; MONTEIRO, 2014) propuseram um método

proximal inexato para resolver um caso especial do problema de ponto-de-sela, quando P



é da forma bilinear

A

O(z,y) = f(r) + (Az,y) + 91(7) — 92(v); (1.2)

e A: X — Y éum operador linear, g; e g sdo funcoes convexas, préprias e fechadas, f é
uma fungado convexa e diferenciavel cujo gradiente é Lipschitziano e X x Y = dom ¢g; X
dom g,. O método é um caso especial do método hibrido extragradiente proximal (HPE)
introduzido em (SOLODOV; SVAITER, 1999a). Qualquer versao do método HPE é
essencialmente um método proximal inexato que permite um erro nos sub-problemas de
inclusao. Mais especificamente, dado um operador monétono maximal T', considere o
problema de inclusao mondtona

0e€T(2). (1.3)
A cada iteragao do método proximal cldssico, dado um par (z_, A), com A > 0, é computado
um z como a (tnica) solucao de

Z_—Z

A

e T(z), (1.4)

ou equivalentemente, quando o operador T for inversivel, z = (AT + I)~!(z_). Por outro
lado, uma versao do método HPE, a cada iteracao determina uma solugdo aproximada de
(1.3) satisfazendo um critério de erro (relativo), a saber, para uma tolerdncia o € [0, 1], a

tripla (Z, z,e) é computada de modo a satisfazer

Z_—Z

A

1 1
€T (2) e 5||,5 —z|P+ e < 50—2”2 —z_|]3 (1.5)

onde T° denota o e-enlargamento (BURACHIK; IUSEM; SVAITER, 1997) de T". (Como
veremos na Sec¢ao 1.3, ele tem a propriedade de que T¢(u) D T'(u) para todo u, e vale
a igualdade quando ¢ = 0). Fazendo o = 0 em (1.5), temos que z = Z e ¢ = 0, assim a

inclusdo em (1.5) se reduz a (1.4). Ao contrario de outros métodos HPE na literatura



(como por exemplo (HE; MONTEIRO, 2013; MONTEIRO; SVAITER, 2013)) em que
temos que escolher A\ relativamente pequeno, no método HPE de (HE; MONTEIRO,
2014) para resolver (1.3) com 7" dado por (1.1), podemos escolher um A > 0 arbitrario e
computar a tripla (Z, z, €) satisfazendo a condigao (1.5) usando um algoritmo de gradiente
acelerado (e.g., (NESTEROV, 2005; TSENG, 2008)), aplicado a um certo problema de

méximo-minimo regularizado associado a ¢ dada por (1.2).

Nossas contribui¢bes com respeito ao problema de ponto-de-sela, neste trabalho,
consistem em desenvolver generalizagoes do algoritmo proposto em (HE; MONTEIRO,
2014) de duas maneiras. Primeiro, construimos uma generaliza¢ao resolvendo problemas
de ponto-de-sela com quaisquer fungoes P cujo gradiente V,d é Lipschitziano, ao invés de
usar as funcoes d dadas por (1.2). Segundo, com apenas algumas hipdteses adicionais, apre-
sentamos outra generalizacao que, além de fazer uso de fungoes quaisquer, usa distancias de
Bregman gerais ao invés da Euclidiana para especificar o erro relativo do sub-problema da
iteragao. Mais especificamente, consideramos dw, (z") = w(2') —w(z) — (Vw(z), 2’ — z) para
cada z, 2/, em que w é uma funcao convexa diferencidvel. Entdo, a distancia Euclidiana é
obtida fazendo w(-) = || - ||?/2 e dw.(z") = ||’ — 2||?/2 para todo 2’, z e podemos reescrever
(1.5) como

iV(dw)z(z) €T4(2), (dw),(2)+ Ae <o(dw). (Z). (1.6)

O método HPE nao-Euclidiano (NE-HPE) (SOLODOV; SVAITER, 2000) generaliza o
HPE no sentido de que determina uma solugao aproximada de (1.3) satisfazendo a condigao
mais geral (1.6), com w sendo uma funcao diferencidvel convexa arbitraria. Um passo
importante em analisar o método NE-HPE consiste em estabelecer uma propriedade
de complexidade ergédica para o método NE-HPE para resolver (1.3), quando 7' é um

operador monétono maximal com dominio limitado. Similarmente ao método em (HE;



MONTEIRO, 2014), no método NE-HPE podemos escolher A > 0 e computar uma
tripla (Z, z, €) satisfazendo a condigao de erro (1.6), usando um algoritmo de gradiente
acelerado aplicado a um problema associado de maximo-minimo regularizado. Supondo
que o conjunto viavel do problema de ponto-de-sela é limitado, um limite superior de
complexidade ergddica serd determinado para o nimero total de iteragdes internas (do
algoritmo de gradiente acelerado) do algoritmo proposto. Finalmente, mostraremos que se
o tamanho do passo \ e a distancia de Bregman forem escolhidas convenientemente, entao
a complexidade ergédica determinada reduz-se a obtida em (NESTEROV, 2005) para o
algoritmo de suavizagao de Nesterov, que determina solucoes aproximadas para problemas
de ponto-de-sela com estrutura bilinear. Tal complexidade é 6tima, conforme veremos na

Secao 5.2.

Outra contribuicao deste trabalho é aplicar a mesma ideia utilizada para se resolver

o problema de ponto-de-sela para problemas de equilibrio de Nash.

Dados X C X e Y C Y nao-vazios, convexos e fechados, considere duas funcoes
(iDi : X XY — R, ¢=1,2. O problema de equilibrio de Nash de duas variaveis determinado

por (&)1, &)2) e Z = X x Y consiste em determinar um par (z,y) € X x Y tal que

A

(i)l(x7y) S (i)l($/7y)v (DQ(xay) S ég(fﬂ,y,), V(l’l,y/) € X xY.
Assim como no caso do problema de ponto-de-sela, temos que se (z,y) € X x Y e
(0,0) € A[d1 (-, y) + Po(x, )] (x, 1), (L.7)

entdao (z,y) é um ponto de equilibrio de Nash, ou seja, o problema também pode ser
reduzido a um problema de inclusdao mondtona. A ideia utilizada para se obter um
algoritmo para encontrar uma solugao aproximada para este problema é a mesma utilizada

no contexto do problema de ponto-de-sela, isto é, reduzir o problema ao problema de



inclusdo monotona determinado pelo operador (1.7) e entdao combinar o algoritmo HPE

com um método acelerado para resolver o subproblema interno.

1.3 FUNCOES CONVEXAS E OPERADORES MONOTONOS

Nesta secao apresentamos notagoes e definigoes que serao usadas durante o trabalho.

Os resultados mencionados nestas se¢oes sado conhecidos na literatura especializada. Para

maiores detalhes consulte (AUSLENDER; TEBOULLE, 2003).

Denotamos por R o conjunto dos niimeros reais e denotamos o conjunto dos niimeros
reais nao negativos e o dos reais positivos respectivamente como R, e R, ;. [z] denota o

menor inteiro que nao ¢ menor que z € R.

Considere Z um espaco de dimensao finita com um produto interno denotado por
(,+). Dado um conjunto Z C Z, denotamos seu interior relativo por ri Z e seu fecho
por clZ. Podemos identificar uma relagao 7' C Z x Z com um operador ponto-conjunto
T:Z = Z tal que

T(z)={veZ:(zv)eT}, VzelZ.

O grafico do operador T': Z = Z é dado por

Gr(T):={(z,v) e Zx Z:veT(z)}.

Definimos o dominio de 7' como

domT :={z € Z:T(z) # 0}.

Denotamos o dominio de um operador ponto a ponto (fun¢ao) F' também por dom F'. Um

operador T': Z == Z é monotono se

(v=v,2—2) >0, ¥Y(z,v),(2,0) e Gr(T).



Além disso, T' é mondtono maximal se é mondétono e maximal na familia de operadores

mondtonos com respeito a ordem parcial de inclusao, ie., S : Z2 = Z mondtono e

Gr(S) D Gr(T) implica que S =T.

O seguinte resultado estabelece a convexidade do fecho do dominio de um operador

mondtono maximal

Proposicao 1.1 Considere um operador mondtono maximal T : Z = Z, entdo ¢l domT

€ convero.

Prova. Veja Teorema 1 de (ROCKAFELLAR, 1970d). n

Dado um escalar € > 0, o e-enlargamento de um operador ponto-conjunto (BURA-
CHIK; TUSEM; SVAITER, 1997) T': Z = Z é o operador ponto-conjunto 7¢ : Z = Z

dado por

T°(z)={veZ (z—2,v—0)>—¢, VZEZ YoeT(2)} VzeZ (1.8)

Pela definicdo acima, vemos que para todo € > 0 vale T D T para todo operador
ponto-conjunto 7'. Para operadores mondtonos maximais, temos ainda que 79 = T'. Com

efeito, T° D T pela observagao anterior. Tomando v € T%(z), temos que
(z—20—=2)>0, V()€ Gr(T)cGr(T.

Pela arbitrariedade de (z,v) segue que T° é mondtono, e pela maximalidade de T, devemos

ter que T = T.

O seguinte resultado estabelece propriedades mais gerais de e-enlargamentos. A prova

também segue imediatamente da defini¢ao (1.8).

Proposicao 1.2 Considere T,T' : Z = Z operadores. Entdo, valem as sequintes proprie-

dades:



(a) T (z) + (T")*2(2) C (T 4+ T")* %2 (z) para todo z € Z e 1,69 € R.
(b) Se, além disso, Ty e Ty sdo operadores monétonos e A\, > 0, entao Ty + uTy

também é um operador mondtono.

Prova. A prova de (a) segue diretamente de (1.8). A prova de (b) pode ser encontrada na

Proposicao 6.1.1 (b) de (AUSLENDER; TEBOULLE, 2003). |

Considere uma fungao f : Z — [—00, o0]. Definimos o dominio efetivo de f como

dom f:={z¢€ Z: f(2) < oo}.

Dado um escalar £ > 0, definimos o e-subdiferencial de f denotado por 0.f : Z = Z como

O-fz) ={v: f(&) > f(z2)+ (Z—2z,v) —¢, VZ2€ Z} VzeZ. (1.9)

Quando ¢ = 0, denotamos o operador 0. f simplesmente como Jf e nos referimos e ele

como o subdiferencial de f.

O seguinte resultado foi enunciado e provado com um erro em (ROCKAFELLAR,

1966), e posteriormente corrigido em (ROCKAFELLAR, 1970b).

Proposigao 1.3 O operador Of é mondtono se f é propria e é mondotono maximal se f

¢ propria, convexa e fechada.

Na proxima proposicao enunciamos a relagao entre o subdiferencial de uma funcao

dada pela soma de duas fungoes convexas e a soma dos subdiferenciais de cada uma.

Proposicao 1.4 Considere f1, fo funcoes convexas proprias definidas em Z e f = f1+ fo.

Entao, temos que

(a) Of(x) D Ofi(x) + Ofa(x), Vre Z.
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Se ridom f; Nridom fy # 0 entdo temos ainda que

(b) 0f(x) = 0fi(x) + 0fs(x), Vre Z.

Prova. (a) Dado z € Z, tome z; € 0f;(x),i = 1,2. Entao para todo u € Z

fu) = filu) + folw) = fi(z) + (u — 2, 21) + folz) + (U — 2, 25)
= f(x) + (u— z, 21 + x3),
donde xy + x5 € Of (z).

(b) Ver o Teorema 23.8 de (ROCKAFELLAR, 1970a). |

Podemos generalizar a Proposi¢ao 1.4 para operadores mondtonos quaisquer ao invés

de subdiferenciais de fungoes convexas, como percebemos no proximo resultado.

Proposicao 1.5 Considere Ty e Ty : Z = Z dois operadores mondtonos maximais. Se

ridom Ty Nridom Ty # O entdo Ty + Ty também é mondtono maximal.

Prova. Ver o Teorema 2 de (ROCKAFELLAR, 1970c¢). |

Uma propriedade importante do e-subdiferencial é a sua relacdo com um operador
monotono dado pelo subdiferencial de uma fungao convexa. Neste caso, o e-subdiferencial

esta contido no e-enlargamento do subdiferencial.

Proposigao 1.6 Considere f uma fungio conveza e T = Of, entdo O.f(x) C (0f)°(x), Vz €

Z,e>0.

Prova. Tome u € 0. f(x) e considere (y,v) € GrT, com T = Jf. Pela defini¢do de 0.f e

df, temos que

et (u,z—y) > flz) = fly) = (v,x —y),
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o que implica que (u — v,z —y) > —¢, donde u € T¢(z). n

Dado um conjunto Q C Z, definimos a fung¢ao indicadora Zg : Z — (—o0, 00| de 2

como

0, zeQ,
To(z) == (1.10)

0o, z ¢S
O resultado seguinte mostra que adicionando um operador monétono maximal 7" ao

subdiferencial de uma funcao indicadora de um conjunto convexo contendo dom 7', nao se

modifica 7.

Proposicao 1.7 Considere T um operador monotono mazximal e 2 C Z um subconjunto

convexo contendo domT. Entdo, T + 0Zqg =T.

Prova. Temos que 0Zq é mondtono, pois por hipdtese, o conjunto §2 é convexo, e portanto
a funcao indicadora Zg é convexa. Uma vez que T também é monotono por hipotese, segue
que T+ 0Zg ¢ mondtono (pela Proposicao 1.2 (b) ). Como dom7T C Q e 0 € 0Zg(x) para
todo z € Q, temos que T' C T + 0Zq. A inclusao T D T + 0Zq segue da hipdtese de que T’

é¢ mondétono maximal. Sendo assim temos que T' =T + 0Zq. |

Teorema 1.1 Considere um operador mondtono T : Z = Z e X\ > 0. Entao T € mazimal

se e somente se dom(I + \T)™! = Z.

Prova. Este resultado é conhecido como o Teorema de Minty, cuja prova pode ser encontrada

em (MINTY, 1978). "

1.3.1 O Problema de Ponto-de-Sela

Considere X e ) espacos com produto interno de dimensao finita cujos produtos

internos denotamos respectivamente por (-,-)x e (-, -)y. Induzimos o espago X x ) com o
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produto interno canénico definido como
((ﬂf,y), (ilf/,y/» = <x>$,>X + <ya y/>3)7 V(ﬂf, y)a (x',y’) X x ).

Considere X C X e Y C Y conjuntos nao-vazios e considere uma func¢ao ®:domd — R

tal que dom® > X x Y.

O par (z,y) € X x Y é um ponto-de-sela de d com respeito a X x Y se satisfaz as

desigualdades

>

b(z,y) < &(7,5) < (2,9), V(r.y) € X xY.
O problema de determinar tal par sera chamado de problema de ponto-de-sela de d com

respeito a Z := X x Y e denotado por SP(@; 7).

A superficie de um ponto-de-sela tem este nome por lembrar uma sela, concava em

uma direcdo e convexa em uma ou mais dire¢gdes, conforme mostra a figura abaixo.

FIGURA 1 — Figura: O Ponto de Sela

Ponto de sela da funcio z=x* - v* .

A ideia de ponto-de-sela tem varias aplicagoes. Uma delas é o uso do problema de
maximizacao de utilidade do consumidor, da economia. Suponha que um consumidor esteja

interessado em dois tipos de produtos denotados por p e ¢ com quantidades denotadas por
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P e @, respectivamente, com funcao de utilidade U(p, q) expressando sua preferéncia pelos
produtos. Naturalmente, com uma quantia que esteja disposto a pagar dada por M > 0, o
consumidor deseja maximizar o ganho de produtos p e ¢, em outras palavras, o problema

de maximizacao de utilidade do consumidor ¢ dado, neste caso, por:

maxU(p,q), s.aPp+Qq<M.

Aplicando as ideias da otimizagao, podemos resolver tal problema usando a funcao lagran-

geana
L(p,q,\) = U(p,q) — M(Pp+ Qq — M).

Derivando L com respeito a cada variavel, conseguimos as condigoes necessarias de primeira

ordem de Karush-Kuhn-Tucker

oL oU
— =——=AP=0 1.11
oL oU
X7 = 1.12
0L
o (p M) >
oy~ (Fp+Qa—M)=0
AMPp+Qq—M)=0, A>0 (1.13)

Se A =0, temos —(Pp+ Qq — M) > 0, donde o problema é irrestrito, portanto pode-se
resolver o problema apenas igualando-se as duas derivadas de U a zero. Por outro lado, se
A > 0, temos —(Pp + Qq — M) = 0, o problema pode ser resolvido pelo sistema dado por

(1.11), (1.12) e (1.13).

A solucao 6tima (p*, ¢*, A*) deste problema estda no ponto-de-sela da lagrangeana.
Neste caso a superficie de L se curva para cima nas direcoes dos produtos p e ¢ e se curva

para baixo na dire¢cao do multiplicador A. Desta forma o problema pode ser escrito como

um SP(®; Z) com & = L e Z = R3,
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O problema de ponto-de-sela SP(@; Z) pode ser escrito na forma de um problema de

inclusio mon6tona. Tomando Z := X x ) e definindo para todo z = (z,y) € Z, a fun¢io

A (i)(l’/,y) - (i)(x7y,)7 se ('xlay/> € Za
®.(2",y) = (1.14)

~+00, caso contrario.

e um operador Ty : Z = Z como

Tu(z) = 9(P,)(z), sez€ Z; L.15)

0, caso contrario,

podemos ver que se z = (x,y) é uma solu¢ao da inclusao
0€Ty(2), (1.16)

entao z é um ponto-de-sela de d com respeito a Z. De fato, se z = (z,y) é solucao de

(1.16) entao para todo 2’ = (2/,y') € Z temos que
0€d |0, y) - d(x,y)],
o que implica, pela relagao (1.9), que
b’ y) — b(x,y) = 0+ (0, («,y) — (x,9)) =0,
e como esta relagao vale para todo (2/,y), segue que
b(z,y) < D(a,y) < D(a',y).

Em vista desta observacao, a seguinte defini¢do descreve a nocao de solugdo aproxi-

mada de SP(®; Z) considerada em nossa anélise.

Defini¢ao 1.1 Dado &,p > 0, chamamos a tripla (z,v,e) € Z x Z x R, satisfazendo
v € 0.(D.)(2) com ||v|| < p de (p,&)-ponto-de-sela de & com respeito a Z se e < &, sendo
&, dada por (1.14). Se v =0, dizemos apenas que (z,€) é um -ponto-de-sela de ® com

respeito a Z.
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O operador Ty admite o e-enlargamento como em (1.8). Ele também admite o e-
subdiferencial d.(®.)(z) para z € Z que explora sua natureza de ponto-de-sela. O seguinte

resultado segue diretamente das relagoes (1.8) e (1.9).
Proposigao 1.8 Para cada z € Z e e >0, vale a inclusio 9.(P,)(z) C [T3)*(2).

Prova. Por argumento de vacuidade, basta considerar o caso em que z = (z,y) estd no
conjunto Z. Considere z = (z,y) € Z e v € 0. [Ci)(,y) — &(z, )} (x,y). Pela relagao (1.9)

isto implica que
b’ y) — B(,y) = (v, (2"y) = (w.9)) —e, V('y) € Z (1.17)
Por outro lado, pela definicao de T}, temos que para todo v’ € Ty (2, y') vale
b(z,y) — (', y) > (', (x,y) = («,y)). (1.18)
Somando (1.17) e (1.18), obtemos
((z,y) — (@ y),v =) > —e, V(,y) € Z v eTy,y).

Segue, pela definicao de Ty, que v € T%(z,y), conforme queriamos demonstrar. |

O resultado seguinte dé condigoes suficientes para que o operador Ty em (1.15) seja

mondtono maximal.

Proposicao 1.9 Valem os sequintes itens:

(a) Ty € mondtono;

(b) se a fungao d,: Z — (—00,400] € convexa e fechada para todo z € Z, entao Ty ¢é

mondtono mazimal.
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Prova.
a) Uma vez que o operador é vazio fora de Z, por um argumento de vacuidade basta
mostrar que vale a desigualdade (v; — vg, 27 — 29) > 0 para z; € Z,v; € T(z;), 1=1,2.

Tome z; = (x1,41), 22 = (72, y2) € Z. Suponha que

>

v, €0 [&)('71/1) — O(xy, )] (z1,91),

vz € D [B(-, 1) — Bz, )] (w2, 32).
Pela relagao (1.9) temos que para todo (u,v) € Z valem

(i)(uvyl) - (i)(xlvv) = <U17 (uvv) - (x17y1)>7

(i)(uvy2) - (i)(x%v) > <'U2? (u,v) - (x27y2)>'

Em particular, fazendo (u,v) = (29, y2) na primeira desigualdade e (u,v) = (z1,y;) na

segunda e somando, temos que
0 Z <1)2 — V1,21 — 2’2).

Segue que o operador T é monétono.

b) Ver Teorema 6.3.2 de (AUSLENDER; TEBOULLE, 2003)), e também toda a

discussao precedente. |

Note que, pela defini¢do de T*, a verificacao da inclusdao v € T=(z) requer a checagem
de um grande nimero de desigualdades. Esta verificacao s6 é viavel para estruturas
especiais de operadores T'. Contudo, é possivel computar pontos no grafico de 7= usando a
seguinte férmula de transporte fraco. A seguinte proposicao foi obtida por Burachik et al.
em (BURACHIK; SAGASTIZABAL; SVAITER, 1999), apresentamos a prova aqui por

conveniéncia.



Proposicao 1.10 Suponha que T : Z = Z € mondtono maximal. Parat =1, ..

zi,mi € Z e g, € Ry satisfazendo Zle a; =1 e defina

k
2% = Zaizi, r® = Zam, % = Zai lei + (2 — 2% r; — r?)].

i=1 =1 i=1

Entao, valem os sequintes itens:

(a) ser; € T%(z;) para todoi=1,... k, entio e* >0 er® € T (2%);

17

.k, tome

(b) se T =Ty onde d ¢ uma funcao tal que para todo z € Z sua fungdo estendida P,

dada por (1.14) é conveza e fechada, e a inclusio r; € 8. (®.,)(z) vale para cada

1=1,...,k, entao

1 € Opa (P10 (29).

Prova. Provaremos o item (a). A prova de (b) é similar. Pela hipétese, definigoes de z%, r®

e €% e pela relagao (1.8) temos que para todo par (z,7) € GrT vale

2 — 2,0 — 1) + (2 — 2, — 1))

v

k
> o
i=1
k k
S iz — 2, =) — Y e
i=1 i=1
Por outro lado, pela definicao de r*, temos que
k
iz — 2, =) =Y g [(z — 2% =) (2% — 2,0 — 1)
i=1 '
k
=—> iz — 2% — ).
i=1
Combinando (1.19) e (1.20) e usando a defini¢ao de £%, temos que

(2 —z,r" — 1) > =€,

e com isso vemos que vale 7 € T¢" (29).

(1.19)

(1.20)



18

Falta provar que € > 0. Suponha por contradi¢cao que £ < 0, entao temos que
(2" —z,r*—7r) >0, V(zr)eGrT.

Em particular, fazendo (z,r) = (2%,1%), temos que 0 > 0, absurdo, completando a prova.

1.4 ALGORITMO ACELERADO PARA OTIMIZACAO CONVEXA COMPOSTA

Nesta subsecao apresentamos uma variante do algoritmo acelerado de Nesterov
(NESTEROV, 2005; TSENG, 2008) para minimizar uma fungao (possivelmente fortemente)
convexa e composta. Dizemos que uma funcao é fortemente convexa de constante p > 0
em um subconjunto Z de seu dominio, ou apenas uma func¢ao p-fortemente convexa em 2

se para todo x,2' € Z e a € [0, 1] vale

flow+ (1 - a)2') < af(e) + (1 - a) (o)~ =D

Se f for diferenciavel, isto é equivalente a

Blla’ — ).

F) 2 (@) + () a —2) = 4

No mesmo contexto, dizemos que uma funcao f é u-fortemente concava se a funcdo —f é
p-fortemente convexa. Uma propriedade ja conhecida de fungoes fortemente convexas é a

seguinte:

Proposicao 1.11 Considere um conjunto convexo nao-vazio 2 C Z. [ : Z +— R €

p-fortemente convexa em Z se e somente se a fungio f — - ||* é convexa em Z.

Prova. Por definigao, f é pu-fortemente convexa se e somente se para todo a € [0, 1] vale

flaz+ (1 —a)y) < af(@)+ (1L —a)f(y) = Sal—a)lz—y|®.  (121)
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Agora, sabemos que

af(@)+ (1 =a)f@y) - Sall )|z —yl* = Sllaz + (1 —apyl*  (1.22)
= a(f(2) = SllallP) + (1 = (£ () = Syl - 5. (1.23)
onde R == a(l — )|z — y||* + [laz + (1 — a)y||> — afll’ - (1 - a)|ly|*
Usando que || - ||> = (-, -) verificamos diretamente que R = 0.

O resultado agora segue diretamente de (1.21), (1.22) e (1.23) e das defini¢oes de
convexidade forte e convexidade. Se f é p-fortemente convexa, usamos (1.21) em (1.22)
e o fato de que (1.22) e (1.23) s@o iguais e com a defini¢do de convexidade, vemos que

2

f— 4| - ||* é convexa. Por outro lado, supondo que f — || - [|* é convexa, vemos que (1.23)

2
majora f(ax + (1 — a)y) — &llaz + (1 — a)y||* e usando que (1.23) é igual a (1.22), vemos

que f é p-fortemente convexa. |

Na sequéncia, nos referimos a fungoes convexas como fungoes O-fortemente convexas.
Esta terminologia tem o beneficio de nos permitir tratar os casos convexo e fortemente
convexo simultaneamente, de modo que podemos usar a definicdo de convexidade forte

para p > 0.

Considere um espago de dimensao finita X com um produto interno denotado por
(-, -)x e uma norma denotada por || - ||x que ndo necessariamente é a norma induzida pelo

produto interno. Considere o seguinte problema de otimizag¢ao composta

it {/(2) +g(2)}. (1:24)

onde f: X CX > Reg: X — [—00,+00] satisfazem as seguintes condigdes:

A.1) g é uma fungao prépria fechada p-fortemente convexa;

A.2) X é um conjunto convexo tal que X D dom g;



20

A.3) existem uma constante L > 0 e uma funcdo Vf : X — X (que nao é necessariamente

o gradiente de f apesar da notacdo) tais que para todos z, 2’ € X,
/ / / / / / L /112
f@) +{Vf(@),z —a)x < flz) < f(@) +(Vf(2), 2 = 2")a + Sl — 2[5

Mesmo que a aplicagdo V f nao seja necessariamente o gradiente de f, como ela desempenha

um papel similar ao do gradiente, denota-la-emos desta forma.

O algoritmo acelerado para resolver o problema (1.24) requer a especificagdo de um

ponto inicial zy € dom g e uma fungdo h : X — (—o0, 00| satisfazendo

A.4) h é uma fungdo prépria convexa e fechada tal que dom h O dom g;
A.5) h é 1-fortemente convexa em dom g;
A.6) xg = argmin{h(z): x € domg}.
Vemos que, se dom g é fechado, entao como h é 1-fortemente convexa, e portanto
estritamente convexa, segue que h é estritamente convexa em um conjunto fechado, e

assim o problema em A.6 sempre tem um tnico minimizador global, o qual é no caso x;.

O caso especial do algoritmo abaixo quando p = 0, coincide com a variante acelerada de

Algoritmo 3 de (TSENG, 2008).

Algoritmo 1: Uma variante do algoritmo acelerado de Nesterov

Passo 0 sejam p a constante de convexidade forte de g e L a constante satisfazendo A.3, e

faca Ag:=0, A\g:=0, k=1e Ty =z onde xg é como em A.6;
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Passo 1 compute

(14 pdion) + (L pAer)? + AL+ pAi) A

Ak = Ak,1 + 9], y (125)
g bers A A
k A, k—1 A k—15
A A — A . o N
Ar() = Tt At () + = [ (@) + (V@) - — Eual; (1.26)
A Ay
Passo 2 determine z; e 3 como
. 1
Ty = argmin {Ak(az) +g(x) + Ah(a:)} : (1.27)
k
- Ap_1 Ay — A
= Zklxk_l %xk; (1.28)

Passo 3 faga k < k + 1 e retorne ao Passo 1.

fim

Antes de estabelecermos o resultado de convergéncia do Algoritmo 1, precisamos do

seguinte resultado auxiliar, que serd mostrado mais adiante no Lema 4.1 da Secao 4.1.

Lema 1.1 Considere U um subconjunto convexo de um espag¢o com produto interno Z e

U, h: U — R duas funcoes convexas, com h diferencidvel. Denote por d dada por
d(ul, UQ) = du2 (ul) = h(ul) - h(UQ) — <Vh(U2), uy — U2>, (129)
onde Vh denota o gradiente da funcao h. Suponha que x é a solug¢do otima de
min{y(u) + 1, (u)},

para algum uy € U e n > 0. Entao,

D(w) + ndug (u) 2 min{y(u) +ndu (w)} +nde(u),  Vu e U.
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Observamos que a funcdo d dada por (1.29) é a distancia de Bregman gerada por h. Esta
nocao sera propriamente estabelecida na Secao 4.1, para efeito de prova desta proposigao
basta supor que d é dada por (1.29). O resultado principal que estabelece a convergéncia

do algoritmo acelerado acima é o seguinte.

Proposicao 1.12 As sequéncias {Ax}, {Zr} e {Ar} geradas pelo Algoritmo 1 satisfazem,

para todo k > 1, as sequintes desigualdades:

1 L2 2(k—1)
AkZLmaX{4,<1+1/4ﬂL) }, (1.30)

K Az — Ai—l 2k

z':zl Ai(1+ pAiy) = VL’ (1.31)

Ay < f, Ap(f+ 9)(Tk) < Ap (Ag(x) + g(2)) + [h(z) — h(x)], Va €domg. (1.32)

Primeiro damos duas provas alternativas de (1.32). Estas provas sao adaptagoes das
demonstragoes encontradas em (TSENG, 2008) e (HE; MONTEIRO, 2014). Porém como

estas usam notagao e contexto muito diferentes, optamos por apresentar a adaptacao aqui.
Prova. Primeira prova:

Denote p := f + g e para todo z, 2’ € X
lp(z,2") = f(a") + (Vf(a),z — a').
Assim, por (1.26), temos que
E oA — A

Defina a sequéncia

O := gél)r(l Ar(Ax + 9)(z) + h(x) — h(zo).

Afirmamos que Oy — O > Ap1p(Tra1) — Axp(Zx). Com efeito, como h é 1-fortemente

convexa e g € u-fortemente convexa, temos que a funcao a ser minimizada na definicao de
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Oy é 1+ pAg-fortemente convexa. Assim, pelo Lema 1.1 e (1.27), temos que para todo

re X,

5 llzx = 2l* < Ap(A + 9)(x) + h(x) = h(wo).

O +

Em particular, fazendo = = x4, e usando (1.27) e (1.33), temos que

14 pAg
2

O + 1 — zil® < Ae(Ak + 9) (@hs1) + M) — hzo) =

= Op1 — (Apr1 — ARl (Trgr, Thyr)- (1.34)

Por outro lado, pela convexidade de l¢(-, Zx4+1), (1.28) e A.3, temos que

A1 [l (Tryrs Trgr) + 9(Trr1)] < (A — Ap) L (Trrn, Tear) + 9(0n4)] +

A (L (@, Trr) + 9(@x)] < (Apsr = Ai) L (@1, Trgr) + 9(@p41)] + Arp(Zy). (1.35)

Agora note pela definigdo de Ay, 1 que a mesma é a solugao da equagao quadratica (em

Ak+1)
L(Apsr — Ar)? = Apn (1 + pAgsa), (1.36)

implicando (com as definigoes de 7 e z; dadas em (1.28) e (1.27), respectivamente)

) o A — Ay 14 pA
k+1 — Lk+1 =\ k+1 — Lk -
|z | A (z )

= — — x| 1.37
e TR (137)

Usando (1.35) e (1.37) na desigualdade (1.34), temos que

1 A
Opt1 — O > B

Zp1 — 2el® + Aer [ (T, Trgr) + 9(Fee1)] — Ap(Tx)

LA - y - - o -
> 2 s — Bl = Ap(n) + v @i, Fo) + g(@1)] 2

App1p(Trsa) — Arp(Zr),
onde na ultima desigualdade usamos A.3.

Sendo assim provamos a afirmacao. Segue que a sequéncia Oy — Agp(Zy1) € nao

decrescente, e usando que Ag = 0 e a definicao de ©y, vemos que

O — App(Zr) > O = min [h(z) — h(zg)] > 0.

rzeX
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Finalmente, usando a definicdo de Oy e a ultima desigualdade, conseguimos a segunda
desigualdade em (1.32). A primeira desigualdade segue de (1.26), da convexidade de f, e
do fato de que uma combinacao convexa de fung¢oes minorizando f resulta em uma funcao

minorizando f.
Segunda prova:

Denote p, lf(x,2") e a sequéncia ©j, conforme a primeira prova. Esta prova sera por

indugdo. Para k = 0 a desigualdade (1.32) é trivial. Suponha que

Ap(Zy) < Oy, (1.38)

Vamos mostrar que Ag1p(Trs1) < Oky1. Usando (1.38) e A.3 temos que

Ap(A +9)(2) + (Apr = Ap) [[5(2, i) + 9(2)] + h(2) = h(z0)

- 1+ pA y
> Ap(@) + — 2 o — 2l + (Aer — A [l Fen) + 9(2)
- - . 1+ pA

> A [Lp(@h, Tir1) + 9(@k)] + (Appr — Ar) [l (@, L) + 9(2)] + #Hx — %,

a qual é verdadeira para todo x € X. Pela definicao de O, temos que
- - . 1+ pA
Orir > Au 15T, Fun) + 9(0)] + (Aisr — A0) 1z Fin) + 9()] + L2 o — 2
(1.39)

Agora, note que, como observado na primeira prova, Ay satisfaz (1.36). Implicando (com

as defini¢oes de &y e x em (1.28) e (1.27), respectivamente) (1.37).
Fazendo z = xj41 em (1.39) e usando a convexidade de I¢(-, Zx11), (1.28), (1.37) e
A.3, temos que

LA
2

Okt1 > A1 [l (Tpar, Trgr) + 9(Tip)] + 1Z41 — Zesa]® > Appap(Frsr),  (1.40)

o que prova (1.32).
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Agora vamos provar (1.30): Fixe £ > 1. Usando a relagao (1.36) e o fato de que

A < Agiq1, vemos que
Ap(L 4 pAp_1) = L(Ap — Ap1)® = L(A7 — A2 )P (A7 + A7_)? < ALAG(AF — AR,

implicando

Usando um argumento usual de inducao, vemos que a ultima relagdo implica

k2(14 pAg_y1)

A, >
k= 4L

(1.41)

Por outro lado, a definicao de A; dada no Algoritmo 1 implica

Lty | 0+ ) + 4L+ pA) Ay
2L 2L

1+ pAp— N \/LAk,l(l + pAp-1) (
4L L a

1 2 1 2
> < A + 2L\/LMA1§—1> = Ay <1 + 2L\/,ML> ,

a qual também pode ser verificada a implicar por inducao

7\ 26 1)
> — . .
A 2 (1 ty 4L) (142)

Finalmente, usando (1.41) e (1.42) e o fato de que Ay > A; = 1/L, conseguimos (1.30).

Ap = Ay +

1 2
Ak;—l + i L(l + ,U/Ak:—l)>

E agora provaremos (1.31). Fixado k > 0, para cada i > k, temos, por (1.25) que

1+ pAi . \/1 +4L(1 + pAi1) A

A=A,
e Y, oL
. 20/ A1 (1 + pA,;_ -\ 2
S Aiil + 1 + ,LLA'L—I + \/ 1( :LL 1) S Aiil + ]- + MAz—l )
L V2L VL

Portanto segue que

1 A
JA — A, < M’
VL
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o que implica

i Ai— A :in- VA (WVA + VA i (VA = VA _
VAQ+pAL) o VAL + pAi) o 1t pdi B \/E’

provando (1.31).

1.5 METODO HPE PARA O PROBLEMA DE INCLUSAO MONOTONA

Nesta segao especificamos o método (Euclidiano) hibrido extragradiente proximal
(HPE) para resolver um problema de inclusdo monétona geral da forma (1.3) introduzido em
(SOLODOV; SVAITER, 1999a). Conforme o nome sugere, usamos a distdncia Euclidiana
para sua especificagdo. Apresentamos sua versao nao-Euclidiana no Capitulo 4. Durante
esta se¢ao consideramos o problema de encontrar um zero de 7' : Z = Z, onde Z é um

espago com produto interno.

A seguir formulamos o método (Euclidiano) hibrido extragradiente proximal.

Algoritmo 2: Método (Euclidiano) hibrido extragradiente proximal (HPE)

Passo 0 tome 2y € Z e faga 7 = 1;

Passo 1 escolha o; € [0, 1], encontre \; > 0 e (%, zj,€;) € Z x Z x R, tais que

1 -

rj =y (zo = 2) € T9(3), (1.43)
]

12 — zl1* + 2X\je; < 0115 — 2% (1.44)

Passo 2 faga j < j + 1 e retorne ao Passo 1.

fim
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Note que o Algoritmo 2 nao especifica como determinar \; e (Z;, z;, €;) satisfazendo
(1.43) e (1.44). O modo de determinar \; e (Z;, z;, ;) dependera da versdo do método em
consideracao e das propriedades do operador 7'. Note também que se o; = 0, entao (1.44)

implica €; = 0 e z; = Z;, e portanto r; € T(z;), por causa de (1.43).

O préximo lema estabelece limites de complexidade para o Algoritmo 2. Sua prova

pode ser encontrada no Teorema 4.4 de (MONTEIRO; SVAITER, 2010b).

Lema 1.2 Considere {Z;},{r;} e {¢;} sequéncias geradas pelo Algoritmo 2. Considere
do a distancia (Euclidiana) de zy ao conjunto de solugoes do problema de inclusao (1.3),

entdo para todo j € N vale r; € T (Z;) e existe i < j tal que

1 1 2d2
HTiHSdOJ +0< : ), 5i§2( 7 (1.45)

l-o 1o A2 1 —0?) i:M?

1.6 TRABALHOS RELACIONADOS

Nesta secao apresentamos uma breve descricao dos trabalhos recentes relacionados

com os problemas em consideracao.

No contexto de desigualdades variacionais, Nemirovski (NEMIROVSKI, 2004) estabe-
leceu complexidade ergodica para uma extensao do método de Korpelevich (KORPELEVIC,
1976), mais precisamente, o algoritmo mirror-prox, supondo que o conjunto viavel do
problema é limitado. Mais recentemente, Dang e Lan (DANG; LAN, 2015) estabeleceram
resultados de complexidade para uma classe de métodos nao-Euclidianos extragradientes
para resolver desigualdades variacionais, quando o operador nao necessariamente é mo-
nétono. Ainda, Chen et al. (CHEN; LAN; OUYANG, 2014) estabeleceram resultados de
complexidade para um método mirror-prox acelerado que determina solugoes fracas de
uma classe de problemas de desigualdade variacional. Eles obtiveram complexidade 6tima

para o caso em que o conjunto viavel do problema ¢ limitado.
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Nesterov (NESTEROV, 2005) desenvolveu um algoritmo de suavizagao para resolver
problemas de ponto-de-sela de estrutura bilinear, supondo que X e Y sao conjuntos
convexos e compactos. O esquema consiste em aproximar a func¢ao objetivo do problema de
ponto-de-sela associado por uma fungao convexa diferenciavel de gradiente Lipschitziano e
aplicar um método de gradiente acelerado (e.g. (NESTEROV, 2005; TSENG, 2008)) para

o problema aproximado resultante.

O método HPE e seus resultados de convergéncia sao estudados em (SOLODOV;
SVAITER, 1999a) e posteriormente em (SOLODOV; SVAITER, 2000), e sua complexidade
foi estabelecida em (MONTEIRO; SVAITER, 2010b) (alternativamente (MONTEIRO;
SVAITER, 2011; MONTEIRO; SVAITER, 2013)). Os resultados de complexidade obtidos
em (MONTEIRO; SVAITER, 2010b) dependem da distancia do ponto inicial a solugdo ao
invés do didmetro do conjunto viavel. Aplicagdoes do método HPE para varios algoritmos
de ordem zero (resp., primeira ordem) para resolver problemas de desigualdade variacional
e inclusdes mondtonas (resp., problemas de ponto-de-sela) sao discutidos em (MONTEIRO;
SVAITER, 2010b) e (MONTEIRO; SVAITER, 2011; MONTEIRO; SVAITER, 2013).
Mais especificamente, interpretando o método de Korpelevich (KORPELEVIC, 1976)
e o método modificado de Tseng (MF-BS) (TSENG, 2000) como casos especiais do
método HPE, os autores estabeleceram em (MONTEIRO; SVAITER, 2011; MONTEIRO;
SVAITER, 2010b) complexidade ergédica e pontual para estes métodos aplicados a:
desigualdades variacionais monoétonas, problemas de inclusao mondtona consistindo da
soma de um operador Lipschitziano e um operador monétono maximal de resolvente

facilmente computavel e problemas de ponto-de-sela.

Solodov e Svaiter (SOLODOV; SVAITER, 2000) propuseram outras versoes do

método NE-HPE, que permite determinar solugoes aproximadas de (1.3) de acordo com
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(1.6) no caso em que ¢ = 0. Finalmente, extensdes do método proximal para o contexto
de distancias de Bregman foram estudados em (CENSOR; ZENIOS, 1992; CHEN; TE-
BOULLE, 1993; ECKSTEIN, 1993; EGGERMONT, 1990; IUSEM; SOLODOV, 1997;
KIWIEL, 1997), dentre outros. No entanto, nenhum destes trabalhos apresenta resultados

de complexidade.
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2 UMA VERSAO ACELERADA DO ALGORITMO HPE PARA O PROBLEMA DE

PONTO-DE-SELA

Neste capitulo apresentamos uma de nossas contribuigoes, que é o algoritmo HPE
para resolver o problema de ponto-de-sela (SP-HPE), o qual consiste em aplicar o método
HPE para o problema de inclusao mondtona (1.3). Veremos que o algoritmo SP-HPE faz
uso de um subproblema que depende da versao especifica do método para ser resolvido.
Sendo assim, na Secao 2.2 tratamos deste assunto descrevendo um caso particular do
algoritmo SP-HPE, quando se tem que a funcao de duas variaveis em questao possui uma

estrutura especifica.

A

Durante este capitulo, supomos que X, Y, Z, X, Y, Z, (-, (-,*)y, {-,-) e  s@o
como na Subsegao 1.3.1. Além disso, denote por || - ||x e || - || respectivamente as normas
em X e ) induzidas pelos correspondentes produtos internos. Nosso problema de interesse
neste capitulo é o problema de ponto-de-sela SP((i); Z), definido na Subsecao 1.3.1, munido
de uma certa estrutura no espago X', que consiste na existéncia de uma fungao propria

convexa e fechada ¢ : X — (—00,+00] e uma fungdo ® : dom ® O Z — R satisfazendo

dom ¢ = X, (2.1)

A

O(z,y) = ®(x,y) + o(x), V(z,9) € Z, (2.2)

e as seguintes condigoes adicionais:

B.1) Z é um conjunto convexo limitado e nao-vazio;
B.2) para todo z € Z, a funcao ®, dada por (1.14) é fechada e convexa;

B.3) para todo y € Y, a fungao ®(-,y) é diferencidavel em X e existem constantes nao
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negativas L, e L, tais que
IVa®(2',4) = Va®(z, y)|[ % < Laallz—2"|x+Laylly—y'lly,  V(z,v), (2,1) € XXV,
onde || - ||% denota a norma dual || - || » definida como

2% = ”nﬁaxl{<x,x’>x 2/ € X}, VreX.
I/ xX=

Observe que B.2 e a Proposigao 1.9 (b) implicam o fato de que o operador T dado

por (1.15) é mon6tono maximal.

Nosso objetivo neste capitulo é desenvolver uma versao acelerada do método HPE para
resolver (aproximadamente) o problema de ponto-de-sela SP(Ci); Z), ou equivalentemente,
a inclusao (1.16), com as hipdteses mencionadas acima. A solu¢do aproximada considerada
sera no sentido da Defini¢do 1.1. Na préxima se¢ao descrevemos o algoritmo SP-HPE em

sua forma geral e derivamos posteriormente, na Se¢do 2.2, uma versao acelerada.

2.1 O ALGORITMO SP-HPE PARA O PROBLEMA DE PONTO-DE-SELA

Nesta secao apresentamos o algoritmo SP-HPE, que consiste em especializar as
condigoes de HPE (1.5) para o contexto do problema de ponto-de-sela aplicando-as ao

operador moné6tono definido em (1.15).

Comecamos enunciando o método HPE especializado para resolver o problema de

ponto-de-sela de SP(®; Z).

Algoritmo 3: Método hibrido extragradiente proximal para S P(@; 7)

Passo 0 dados zp := (x9,y0) € Z2, A >0e0<0 < 1, faca k = 1;
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Passo 1 encontre Zy := (T, Ux) € Z, rp = (r{,r}) € Z e g > 0 tais que

i € 0. [0, Gi) — P(Fg, )] (Zr), com & dada por (2.2), (2.3)
IAFE + & — 2 |5 + M)+ Gk — yk»le%; +2Xe; < 07 (Hi’kz — x5 + |9k — yqu%;) 3

(2.4)

Passo 2 faca xp = 21 — M¥, yp = yp—1 — A1 e k < k + 1, e retorne ao Passo 1.

fim

Agora fazemos uma série de observagoes acerca do Algoritmo 3. Primeiramente, uma
vez que o e-subdiferencial estd sempre contido no e-enlargamento (ver Proposigao 1.6), o
Algoritmo 3 é um caso especial do método HPE no qual Ay := \. Na realidade, o Algoritmo
3 poderia ser enunciado em termos de uma seqtiencia de tamanhos de passo variavel {\;};
contudo para efeito de simplicidade fazemos A\, = A. Em segundo lugar, similarmente ao
método HPE, o Algoritmo 3 nao especifica como deteminar Z;, ry e € satisfazendo as

condigoes de HPE em (2.3) e (2.4). Isto serd explorado adiante, na Subsegao 2.2.1.

O resultado seguinte, ja conhecido, descreve as propriedades de taxa de convergéncia

ergodica e pontual do Algoritmo 3.

Teorema 2.1 Considere as sequéncias {Z;},{rr} e {ex} geradas pelo Algoritmo 3 e, para

todo k > 0, defina

k
2]3 - mzﬂjz : Z xmyl TZ = 7Z<Tf7rly)

. ;Z[@‘ (= 3 i — 1), ()],
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Considere dy a distincia (Buclidiana) de (xo,1o) ao conjunto de solucées de SP(®; Z).

Entao, para todo k > 0, valem as sequintes afirmacoes:

(a) (taza de convergéncia pontual) a tripla (Zg,rx,€x) € um (||rl|, ex)-ponto-de-sela (ver

a Defini¢io 1.1) de ®, ou equivalentemente, vale (2.3) e existe um indice i < k tal

1+o0 o?d?
|7l < €S s
)\ k(1—0) 2kA(1 — o2)

b) (taxa de convergéncia ergddica) a tripla (Z7,1¢,%) € um (||ry]|, %)-ponto-de-sela de
ko Tk €k ks €k

que

®, ou equivalentemente

Prova. A prova deste teorema se baseia na teoria desenvolvida em (MONTEIRO;
SVAITER, 2013) para o caso mais geral de e-enlargamentos. Uma prova para o caso
especifico da funcio ®(-,7%) — (%, -) pode ser encontrada no Teorema 3.4 de (HE;

MONTEIRO, 2014). "

2.2 UMA VERSAO ACELERADA DO METODO HPE PARA O PROBLEMA DE

PONTO-DE-SELA

Nesta se¢ao apresentamos uma versao do Algoritmo 3 descrito na Se¢ao 2.1 onde
usamos o método acelerado apresentado na Secao 1.4 para resolver o subproblema, dado
pelas relagoes (2.3) e (2.4), em cada iteracdo do Algoritmo 3. Na Subsec¢do 2.2.1 nos
concentramos no algoritmo para resolver o subproblema, e também enunciamos suas

propriedades de convergéncia. Na Secao 2.3 tratamos da complexidade do método.
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2.2.1 Resolvendo o Subproblema de HPE

Nesta subse¢ao apresentamos um esquema para determinar uma tripla (Z,r,¢) sa-
tisfazendo as condi¢des de HPE (2.3)-(2.4) com & satisfazendo B.1-B.3. O esquema é
baseado na variante acelerada de Nesterov descrita na Secao 1.4 aplicada a um problema
de ponto-de-sela associado que determina um e-ponto-de-sela a cada iteragao, no sentido

da Definigao 1.1.

Considere o seguinte problema correspondendo ao caso do Passo 1 do Algoritmo 3

quando A é escolhido igual a 1.

(P1) Considere conjuntos converos X C X eY C )Y, uma fungdo i) satisfazendo
B.1-B.3, um par (x_,y_) € Z e um escalar ¢ > 0. O problema é determinar z = (Z,7) €

Zr=0"r)eX x)Y eé>0 tais que

r € 0: |8 5) - (2] (2). (2.5)

™ + & — a3 + IV + 3 — a3+ 26 <o (IF— a3+ g —v-[3) . (26)

Apresentamos um esquema baseado na variante acelerada de Nesterov da Segao 1.4

para resolver (P1), com d satisfazendo B.1-B.3.
A seguir fazemos duas observagoes acerca do problema (P1).

Primeiro, determinar uma solugao exata de (P1), i.e., com ¢ = 0, é equivalente a

determinar um ponto-de-sela de

. 5 & 1 2 1 2
min max $o(,y) := (z,y) + gllr — 2" = 5y —y-I, (2.7)

onde ® é dada por (2.2). Mais especificamente, se (Z,7) é um ponto-de-sela exato do

problema (2.7), entao (z,7), (7*,7Y) := (x— — T,y_ — §) e £ := 0 satisfazem (2.5) e (2.6)

com o = 0. Segundo, embora o problema de ponto-de-sela (2.7) tenha essencialmente a
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mesma estrutura que aquele que estamos interessados em resolver, como veremos mais
adiante, sua fungao primal tem a propriedade de que é a soma de uma funcao convexa gy de
resolvente facilmente computavel, e uma funcao fy convexa diferenciavel e com gradiente
Lipschitz-continuo. Portanto, podemos obter solugoes aproximadas de (2.7) usando a
variante acelerada de Nesterov para problemas de otimizagao convexa composta como

desenvolvido na Se¢ao 1.4.

Em vista das observacoes acima, é razoavel esperar que solugoes aproximadas de

(2.7) também sejam soluges de (P1) (com o > 0).

A seguir, no resto da se¢do, nos concentramos em apresentar um esquema baseado
na variante acelerada de Nesterov da Secao 1.4, aplicado a (2.7), para obter uma solugao

de (P1) e apresentar seu correspondente resultado de convergéncia.

Claramente (2.7) é um caso especial de (1.24), com o par (f, g) dado por

o(w) = 0(a) + 5l — 2|, 23
@) 1= mae { @0l 9) i= Do) = 5y = v} 29)

No que segue discutimos como o problema de ponto-de-sela regularizado (2.7) pode
ser visto como um problema de otimizagao convexa composta da forma (1.24) satisfazendo
as condigoes A.1-A.3. Primeiro precisamos do seguinte resultado cldssico sobre a norma

Euclidiana:

Lema 2.1 Considere m > 0, a fungio f : Z +— R dada por f(x) = m||x||? é m-fortemente

convexa.

Prova. Para m = 0, o resultado ¢é trivial. Tomemos p > 0. A ideia é usar o fato de que a

norma Euclidiana vem de um produto interno. Com isso em mente, dado ¢ € (0, 1), temos
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que
fltz+ (1 —t)y) —t(f(z) — (A= 1)f(y)) =
mt?||z|[* + 2mt(1 — t)(w, y) +m(1 = t)*[[yl]* — me[|z||* —m(1 —1)|ly||* =
mi(t = Dlfa|* +m(1 = )(1 —t = D|yl]* + 2mt(1 — t){z,y) =
—mit(1 = t)||z[]* + 2mt(1 — t){z, y) — mt(1 = t)|ly|]* =
—mt(L = t)([[x|* = 2(z,y) + [lyl]*) = —mt(1 = t)[|x -yl
< —gmi(1 = D)lfz — y|I*
Uma vez que mt(1 —t)||z — y||* > 0, segue o resultado. ]

Pelas hipéteses e pelo Lema 2.1, é claro que a fun¢ao g em (2.8) acima satisfaz
A.1-A.2 com p = 1. O seguinte resultado implica que a fun¢ao f em (2.9) acima satisfaz a
condigao A.3. Este resultado é um caso particular da Proposi¢ao 4.1 de (MONTEIRO;
SVAITER, 2010a). A prova é feita de maneira totalmente andloga, mas exibimos a prova

por conveniéncia.

Proposicao 2.1 Considere a fucao f dada por (2.9). Entdo a constante Ly e a fungdo

Vf: X — X definidas, respectivamente, como
Ly=2 (Lo + L2,), Vf(2):=V.0(z,y(r)), Vz€X, (2.10)
onde Ly, e Ly, sao as constantes que satisfazem B.3 e y(x) € definido como
1 2
y(a) i= argmaz,ey {®(w.) — Sly—y- |7}, Vo€ X, (211)

satisfazem a condig¢do A.3.

Prova. Defina ¢(z,y) := ®(z,y) — i|ly — y_|*>. Fixe um ponto arbitrario # € X e

A

considere y(z) € Y conforme (2.11), ou seja, temos que f(Z) = ¥ (z,y(Z)).
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Primeiro vamos mostrar que Vf(%) := V,®(Z,y(2)) € 0f(%).

De fato, para todo x € X,
fx) = f(@) = f(z) = (2,y(2) =2 ¥(z,y(2) — ¢(@,y(2) = (Vf(E), 2z — ).

A igualdade vale por hipdtese, a primeira desigualdade pela definicdo de f e a segunda
pela convexidade de ®(.,y) e pelo fato de que V, (%, y) = V,.P(Z,y) para todo y. Segue
que Vf(z) € 0f(z).

Agora, para todo (z,y) vale V¢ (z,y) = V,®(z,y), usando a convexidade de ¥(-,y), a

desigualdade de Cauchy-Schwarz e B.3, temos que para todo (x,y)

1/J('®7y) - Qﬁ(ﬂf,y) - <Vf(‘%)7j; - ZE) > <vm¢(xay> - vmw(‘%ﬂy(i‘))?i’ - ZE) >
> = Vap(z,y) = Vab (2, y(@) Il — 2| = = (Laallz = 2| + Laylly — y(@)I]) Iz — 2.
(2.12)

Além disso, como ¥(x,.) é 1-fortemente concava, temos que
A A 1 A 2
—¥(@y) 2 —f(@) + 5 lly —y@)" (2.13)
Somando as desigualdades (2.12) e (2.13), temos que

1
V(w,y) < (@) +(V(2), 2 = 8) + Laallw = 2]° + Laylly — y(@)lllle = 2] = 5lly = y(@)"

1
< @) + (V@) 0 = ) + Lualle = 317 + max {tLyllo = 3] = 3} =

2

— (@) + (V(@)x - 3) + <Lm + Lw) lo— 2|2 Wyev

2

Tomando o supremo sobre Y vemos que a desigualdade também vale para f(z) no lado

esquerdo.

Por esta tltima desigualdade e pelo fato de que Vf(#) € df(Z), vemos que

PO+ (V1@ ) < 1(0) < J6) + (VFD)a =)+ (Loo-t 5 o ol
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completando a prova.

Agora estamos prontos para enunciar o algoritmo acelerado para resolver o problema

min{p() := f() + g(x)}, (2.14)

reX

com f e g definidas em (2.8) e (2.9), respectivamente.

Algoritmo 4: Algoritmo acelerado para resolver (2.14):

Passo 0 dados ¥y, f, g, Ly como definidos, respectivamente, em (2.9), (2.8) e (2.10), uma

funcao Ag =0, (z_,y_) € X x Y,0 € (0,1), faca

Passo 1

(Aot +1) + /(Apy + 1)2 + ALy (Ao + 1) Ay

Ap = Ap_1 +

bl

2L
g Mg AT A
k= e A, k=15
(2.15)
compute y(Zy) de acordo com (2.11), e a fungao afim Ay como
Ap— Ap — Ay y y y
Ag(+) = Z Ao () + % Lf (@) +(V [(Zx), - — Ti)as]
k k
Passo 2 compute
- Ak_1 - Ak; - Akz—l v
= aF 2.1
Yk A, Yr—1 + A y(Tx), (2.16)

) 1
T = argminge x {Ak(x) +g(x) + — ||z — 33”2} ,
2A;

o A Ap — A1
T = A, Tp—1+ Tl’lm
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Passo 3 se A% < o, pare e retorne

caso contrario faca k := k + 1 e retorne ao Passo 1.

fim

Observe que o Passo 3 nao faz parte da variante de Nesterov descrita na Secao 1.4.
Na verdade, este passo ¢ o critério de parada. No Capitulo 5 veremos que este critério

implica que a condi¢ao (2.4) é satisfeita.

A seguinte proposi¢ao é o resultado principal de convergéncia. Uma vez que a prova
desta proposicao faz uso de diversos resultados auxiliares, optamos por primeiro terminar

a discussao e deixar sua prova para a Secao 2.4.

Proposicao 2.2 Considere {j},{Zx}, {ri}, {rk} geradas pelo Algoritmo 4 e

1+ !
k= —.
k A,
Entdo para todo k > 1 existe um nimero e < ﬁ”ik — xo||* tal que
i rk . . ) cx(Tr —x)
= € 0., [ B, Gr) — B(Ex, )] (@, ) + ,
7‘]; gk — Y-

1512 + 221 < & (2 — 21 + g — y-11)

com

k‘2

Baseado nesta Proposigao e no fato de que Ay > 7,

dado por (1.30), vemos que o

Algoritmo 4 resolve (P1) em, no maximo O([v/L]) iteracoes.
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De fato, pela definicao de %, e pelo fato de que Ay > %, temos que
R 4L

Logo, o algoritmo termina em no maximo ko = [4Lo~?] iteragdes. Com efeito, se assim
nao fosse, teriamos

o< o < <o

/{;73 ;
que é uma contradigao. (A primeira destas desigualdades se deve ao critério de parada
no Passo 3 e a hipdtese de que o algoritmo nao terminou em ky iteragoes). Segue que
o algoritmo termina em no méximo O([v/L]) iteracdes. E veremos na Secdo 2.4 que a

Proposigao 2.2 implica que ele resolve (P1), conforme desejado.

2.3 COMPLEXIDADE DO ALGORITMO ACELERADO PARA SP(CTD; 7)

Nesta secao apresentamos resultados sobre a complexidade do método acelerado para

o problema de ponto-de-sela.

O seguinte resultado mostra que é tao geral resolver o problema (P1) para A =1

quanto para um tamanho de passo qualquer A > 0.

Proposicao 2.3 Considere A > 0, ® uma funcio satisfazendo B.1-B.3 e a k-ésima
iteragcao do Algoritmo 3. Se (x,y); (r*,r’) € X x Y e e > 0 resolvem (P1) com dados de
entrada ® = \®, (z_,y_) = (tr_1,ys_1) € 0 > 0, entio

o . 1, ., . 1
(x’“yk) = (xvy)u (Tlmrlz) = X(T T )7 & 1= X&f

satisfazem as condigoes de HPE (2.3) e (2.4) do Passo 1 do Algoritmo 3.

Prova. Segue imediatamente da identidade

A

A0 [B(,y) — B, )] (a,9) = 0re [M( 1) = AD(x, )] (2, ),
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a qual vale para todoe >0, A >0e (z,y) € X x Y. n

Em vista do resultado acima, vemos que podemos usar o Algoritmo 4 para resolver

o subproblema inexato regularizado

, A 1 , 1 )
min max A®(z, ) + 5llz — 2-[I° = s lly —y-II"

Algoritmo 5: Método acelerado SP-HPE para o problema de ponto-de-sela

Passo 0 dados (zg,90) € X x Y, A>0e0 <o <1 faca k =1;

Passo 1 invoque o Algoritmo 4 com entrada
AL =AN), g% =2g"  (uo,wo) = (Th_1, k1), L =AML,

e faca

o . 1 1
(xk7yk) = ($7y)7 Tk = (TImTZ) = X(r , T )7 € = X

onde (x,y), (r*,r") e € sdo retornados pelo Algoritmo 4;

Passo 2 faca xp = vp—1 — Ar, yr = yx—1 — A1}, k < k + 1, e retorne ao Passo 1.

fim

Em vista da Proposicao 2.5 a seguir, o Algoritmo 5 satisfaz as condigoes (2.3) e (2.4)
do Passo 1 do Algoritmo 3. Sendo assim, o Algoritmo 5 é claramente um caso especial
do Algoritmo 3. Segue que as estimativas de taxa de convergéncia pontual e ergddica
(externa) para o Algoritmo 5 acelerado sdo como descritas nas afirmagoes (a) e (b) do

Teorema 2.1, respectivamente.



42

Teorema 2.2 Suponha que valem A.1-A.2, e que o conjunto (convexo) de solugoes de
SP(®, Z) é nao-vazio, e considere dy a distancia (Euclidiana) do ponto inicial (xo,yo) do
Algoritmo 5 a este conjunto. Considere as sequéncias {(Zg, Ur)}, {(ri,r7)} e {ex} geradas
pelo Algoritmo 5 e as seqiencias ergidicas respectivas {(Z¢, gt)}, {rt} e {4} definidas no

Teorema 2.1. Entdo, valem as sequintes afirmagoes:

(a) para todo par de escalares positivos (p, ), existe

w-ofomfu 4] [}

tal que para todo k > ko, a tripla ((Z¢,g%),re,e8) é um (p,e)-ponto-de-sela de

SP(®,7);
(b) cada iteragao do Algoritmo 5 performa no mdzimo

O(|VaLl)

iteracoes internas.

Como conseqtiencia, o Algoritmo 5 determina um (p, €)-ponto-de-sela de SP(®,Z) perfor-

o (fvaetmest 5 [E])

mando no mdximo

iteracoes internas.

Prova. Uma vez que o Algoritmo 5 é uma versao especial do Algoritmo 3, (a) segue
imediatamente do Teorema 2.1 (b). A afirmacdo (b) segue da Proposi¢ao 2.2 com L = AL.

A tltima afirmacao segue diretamente de (a) e (b). |

2.4 CONVERGENCIA DO ALGORITMO ACELERADO PARA SP(®, Z)

Nesta secao provamos o resultado de convergéncia enunciado na Subsegao 2.2.1.



43

Primeiro precisamos do seguinte resultado técnico que exibe um limitante para a

fungio AF definida no Algoritmo 4.

Lema 2.2 Para todo (x,y) € X XY faga

1
o(,y) = @(z,y) = 5lly = ol
Entao a funcao Ay definida no Algoritmo 4 satisfaz

Ak(x) S (I)()(I, gk)

Prova. Observe que para todo ¢ > 0 temos que
f(@:) +(Vfo(Zi), x — i) = Po(ds, y(2:)) + (Va®(Zi, y(T:)), v — T5) < Po(z,y(L:)),

onde a ultima desigualdade deve-se a convexidade de ®¢(-,y) e ao fato de que V,Py(z,y) =

Vo®(z,y), V(z,y)e X xY.

Somando para i = 1 até k e usando a concavidade de ®(z, ), temos que

i A’L - Ai,]_ o o v i Al - Ai*l o
2:“‘;£j‘*[ﬁﬂ$0‘+<v7b@%%x'—$0]SZ}:“‘;ﬂjgféo@%y@%»

i=1

FOA - Ay
< Py (LZ Akly(%)> y

i=1
o que com a defini¢do de 7 (em (2.16)) completa a prova. n
Dada uma funcgao prépria, convexa e fechada h e uma quadratica ¢, o préximo

resultado estabelece a relagao do e-subdiferencial da soma das fungdes (h+ ¢)(u) e a soma

do gradiente de ¢ e do e-subdiferencial de h.

Proposicao 2.4 Suponha que h é uma funcdo propria convexa e fechada e q é uma

quadrdtica com Hessiana @) positiva definida, ambas definidas num espaco normado X, e
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suponha que (z,r,€) satisfazem r € 0.(h + q)(z). Defina

z = argmin, {h(u) + q(u)}, 6= Q(z— 2),

M)
I
)
|
s
3
I
|
N
S~
|
\
—
N
|
“I\ZI
O
—~
N
|
I
SN—
S~

Entao, temos que

d € Vq(z) + 0:h(z),

1
EHIIQ =D =+ 5(rn Q7). (2.17)
Prova. Pela hipétese de que r € 9.(h + ¢)(z) temos que para todo u,

h(u) — h(z) + q(u) — q(z) > (r,u —z) —e. (2.18)
Uma vez que a quadratica coincide com sua expansao de Taylor de segunda ordem, podemos
dizer que
1
q(u) = q(2) = (Va(z),u = 2) + S {u = 2,Q(u - 2)). (2.19)
Usando (2.18) e (2.19), temos que para todo u,
1
§<u —2,Q(u—2)) +(Vq(2),u—2) + h(u) — h(z) > —e+ (r,u — 2).
Em particular, notando que o minimo do lado esquerdo é z, temos que
1
min §<u —2,Q(u—2))+(Vq(z),u—2)+h(u) — h(z) > —e+ (r,z — 2).

Uma vez que o lado direito esta fixado, podemos usar o Lema 1.1 e obter

h(u) =h(z) 2 =(Vq(z),u—z) —e+(r,z—2) - ; ((u—2Qu—2) = (u—20Q(u—2)).
(2.20)

Primeiro note que esta relagdo com u = z fornece

0<e—(rz—2z)—(z—2,Q(z—2)) =¢. (2.21)
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Por outro lado, usando a linearidade do produto interno e a simetria de (), pode ser

verificado que

(u=2Qu—-2)) = (u=-20u-2) = -2[(Q(z — 2),u - 2) — (z = 2,Q(z — 2))] . (2.22)

Portanto, usando (2.22) em (2.20), temos que

h(u) = h(z) 2 (=Vq(2) + 0,u — 2) — &,

com 0 := Q(z — Z), o que prova a primeira relagdo em (2.17).

Para completar a prova invocamos (2.21) para ver que

—_

0<é=e—(rnz—2)—=(2—2,Q(z—2)) =

\)

=c+ ;<T>Q_1r> — (;(T,Q_17‘> Q7 Q3 (2 — 2)) — 5 {2 — 7,Q(z — Z>>> =

1 _ L1 1,
:€+§<T>Q 1T>—§||Q QT—FQ?(Z—Z)HQ,
o que implica (2.17). |

O seguinte resultado mostra que o Algoritmo 4 gera uma sequéncia de pontos que

resolvem o Problema (P1).

Proposigao 2.5 Considere {gp}, {Zx}, {ri}, {r}} e {Ax} gerados pelo Algoritmo 4 e a
sequéncia {cy} dada por

1
k

Entao para todo k > 1 existe um nimero g < ﬁ”:ﬁk — xo||? tal que

) . . o cr(Tr — o)
rk = €., [@(-,yk) — O(Ty, )} (Zk, Gi) + )
Yk — Yo

(12 + 225 < 6% (1158 — oll* + 11 — woll?)
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com

Prova. Uma vez que o Algoritmo 4 é um caso especial do Algoritmo 1 para minimizar

(2.14) com fy e go dadas por (2.8) e (2.9), podemos usar (1.32) e obter

(fo+ 90)(@k) == po(Zk) < (A + g0)(z) + 2216\]95 —x|)?, Vo€ X, (2.23)

Agora, observe que pela definicdo de py temos que para todo y vale
- - - 1 2
—po(@k) < —®(Zx, y) = go(Zk) + 5 lly — woll”. (2.24)

Sendo assim, aplicando o Lema 2.2 em (2.23), combinando com (2.24) e rearranjando os

termos, temos que

) 1, 1
(2, i) + go(x) = S 19k — yoll* + 5l — wol*~
2

2A
®(Zk,y) + go(Tr) 1|| 12+ ! |z I?| > ! |12 I
— T ) — =y — — ||z — x ——|| T —
ks Y) T Go\ Tk 2y Yo 24, k 0 = oA, k oll s
ou equivalentemente, definindo
1
r_ S 2
o = gl — ol

temos
2 - L, C 2 1 2 - .
0€ 0 (-, k) — (T, ") + 5” =" + §|| ~=yoll”| (Zk, Tn)-

Agora, aplicando a Proposicao 2.4 na relagao acima com [ = (i)(, Uk) —(f(fk, ), 2 = (Tky Ur)s



q=23[l —vol* + cxll - —20||?], temos que existe um vetor (z, ) satisfazendo

, R ~ N ~ ~ Ck(.i’k—l‘o)
v € 0., [0, Gi) — D(i, )] (@, k) + . com

Yt — Yo

Ch - _ 1, _
£, = 6, _ { _ 2 - _ 2} ’
o=t [ E = 3l + Sl — 3

Finalmente, por (2.25) e (2.26) temos que
/112 / 1 =, 2 ~ 2
712+ 2e1 = e, < 7 (11 — ol + 1 — oll*]
k

completando a demonstracao.
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(2.25)

(2.26)

(2.27)

Podemos verificar que esta tltima desigualdade mostra que o critério de parada no

Algoritmo 4 garante que a condi¢ao de HPE (2.4) é satisfeita a cada passo com o (k) = 2/Ay.

Com efeito, escrevendo
(T — o)
Ut — Yo
temos que vale (2.3). Vejamos que (2.27) implica (2.4):

2

T — T
Tk'f‘ +2€1€:
Uk — Yo
v Lol 20 < 2 [l — ool + e — 0l]
Ak k 0 k_Ak k 0 k 0 9

esta ultima desigualdade segue de (2.27) e da desigualdade triangular.
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3 ALGORITMO HPE PARA O PROBLEMA DE EQUILIBRIO DE NASH

Neste capitulo apresentamos outra de nossas contribui¢oes, que é a descricao de
um algoritmo HPE para resolver o problema de equilibrio de Nash. Na primeira secao
descrevemos o problema de equilibrio de Nash de duas variaveis, e na segunda especializamos
o método HPE assim como fizemos no Capitulo 2 para o contexto do problema. Assim
como no Capitulo 2 também apresentamos resultados de taxas de complexidade para a

obtencao de uma solugao aproximada usando o método.

3.1 O PROBLEMA DE EQUILIBRIO DE NASH

Nesta secao descrevemos o problema de equilibrio de Nash de duas variaveis.

O problema de equilibrio de Nash tem diversas aplica¢oes. Para ilustragao conside-
ramos a analise da teoria de jogos simultaneos, cujas estratégias e recompensas sao de
conhecimento comum a todos os jogadores. Resolver jogos simultaneos significa determinar
quais serao suas acoes e que consequéncias elas terao para os jogadores, desde que eles

ajam racionalmente.

Informalmente, um conjunto de estratégias é um equilibrio de Nash se nenhum
jogador pode se dar melhor no jogo apenas mudando a sua estratégia. Imagine que cada
jogador conhece as estratégias dos demais. Entao suponha que cada jogador se pergunte
se, conhecendo de antemao as estratégias dos demais, ele pode se beneficiar mudando
sua estratégia. Se cada jogador apods avaliacao preferir nao alterar sua estratégia entao o

conjunto de estratégias é um equilibrio de Nash.

Mais formalmente, seja (X,Ci)) um jogo de N jogadores onde X; ¢é a estratégia
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do jogador 7, X = X; x Xy x --- x Xy é o conjunto de perfis de estratégia e @(w) =
(®1(z),..., Py (z)) é a funcio de recompensa avaliada em z € X. Seja x; o perfil de
estratégia do jogador ¢ e x_; o perfil de estratégia de todos os jogadores exceto o jogador
i. Quando cada jogador i € {1,..., N} escolhe a estratégia z; resultando no perfil z =
(x1,...,2N), entdo o jogador i recebe recompensa @Z(x) Note que a recompensa depende
do perfil de estratégia escolhido, ou seja, da estratégia escolhida do jogador i e também
das estratégias escolhidas pelos demais. Um perfil de estratégia x* € X é um equiibrio de
Nash se, conforme dito anteriormente, nao ha ganho para nenhum jogador 7 ao alterar sua
estratégia, ou seja,

A

19—

Em nosso trabalho estamos interessados apenas em problemas de equilibrio de Nash
de duas variaveis, ou dois jogadores. Durante o restante deste capitulo, supomos que X,
YV, Z X, Y, Z, (-9, (-,)y, (-, ) sdo como na Subsecao 1.3.1. Considere || - ||x, || - ||y e

|| - || normas induzidas associadas aos produtos internos de X', ) e Z respectivamente.

A seguir enunciamos o problema de equilibrio de Nash de duas variaveis na notacao
estabelecida acima. Dados X C X e Y C )Y nao-vazios, convexos e fechados, considere as
funcoes P X XY 3Redy: X xY 5RO problema de equilibrio de Nash de duas
variaveis determinado por (Ci)l, (iDQ) e Z =X xY, denotado por NE(CT>1, Dy, Z), consiste

em determinar um par (x,y) € X x Y tal que
(i)l<x7y) < (i)l(x/7y)7 &)Q(xvy) < &)2(x7y/)7 v(xl’y/) e X xY

Supomos durante este capitulo que ambas fung¢oes $, e &, sdo da forma (2.2) e satisfazem

B.1-B.3.



50
Assim como no caso do problema de ponto-de-sela, temos que se (z,y) € X x Y e
(0,0) € A[P1(-,y) + Da(, )] (2, ),
entao (z,y) é uma solugao de NE((fl, D, Z).
Considere ¢ : Y — [—00,00) € ¢y : X — [—00,00) dadas por

ei(y) = inf &1(2'y), pale) = inf do(e,y)), V(wy) X xY.  (31)

r'eX

Temos entao que,

gap($7y) = (i)l(xay) + (IA)Q(xvy) - 901(?/) - 902($) Z Oa V($,y) €EX xY.

Além disso, (x,y) é uma solugdo do problema de equilibrio de Nash se e somente se
gap(z,y) = 0, ou equivalentemente, (x,y) é uma solugao com valor 6timo igual a zero para

o problema de minimizar a funcao gap em X x Y.

Agora introduzimos a seguinte definicdo de ponto de equilibrio de Nash aproximado

(isto é, uma solugao aproximada do problema de equilibrio de Nash NF (@1, A ).

Defini¢ao 3.1 Dados (p,e) € Ry xRy, z = (z,y) e X XY, re X xY e e€Ry, a
tripla (z,r,&) € dita um (p,e)-ponto de equilibrio de Nash de NE(Ci)h Dy, Z) se||r]| < p,
e<cee

r € 91 (-, y) + Paolz, )(x, ). (3.2)

Além disso, todo par (r,&) é chamado um NE-residuo para (x,y) com respeito d NE(&)l, Dy, 7).

Vale a pena mencionar a relagao entre um (p,e)-ponto de equilibrio de Nash e a
no¢ao de e-ponto de equilibrio de Nash. Dado € > 0, chamamos um par z = (z,y) € X XY
de e-ponto de equilibrio de Nash se satisfaz (3.2) com (r,€) = (0, ¢). Para futura referéncia
apresentamos a seguinte conhecida propriedade relacionando um e-ponto de equilibrio de

Nash e um problema de inclusao monoétona:
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Lema 3.1 Para todo € > 0, temos que gap(z,y) < € se e somente se z = (x,y) € um

e-ponto de equilibrio de Nash, ou equivalentemente

0 € 0.[D1(-, y) + Paolz, )(x, ). (3.3)

Prova. De fato, (3.3) ocorre se e somente se para todo (z',y") € X x Y vale
i)1(33,7 y) + Ci)Q(ZL', y,) - [&)l(xu y) + i)Q(xu y)} > <Oa (l‘l -, y/ - y)> —&=-g,

o que, multiplicando a desigualdade por —1 e rearranjando os termos, é equivalente a
gap(z,y) < e. n

Note que a condi¢ao acima para determinar se um par (z,y) é um e-ponto de equilibrio
de Nash faz uso da hipdtese de que as fungoes ¢y e po dadas em (3.1) podem ser facilmente
avaliadas em (x,y). Entretanto, existem muitas aplicagdes onde isto ndo acontece. Por
outro lado, supondo que X x Y ¢ limitado, o seguinte resultado mostra que um algoritmo
que gera uma seqiencia de iterados {(zx, 7%, )} tais que (z,7,8) = (zx, 1k, £x) satisfaz
(3.2) e {(rg, £x)} converge a zero pode computar e detectar um e-ponto de equilibrio de

Nash.

Lema 3.2 Suponha que X XY € limitado e seja D o seu diametro. Suponha também que
z=(z,y) € X XY, re X x)Y eé € Ry sdo tais que (z,1,€) satisfazem (3.2). Entao, z é

um €' -ponto de equilibrio de Nash de NE(Ci)l, D, Z) onde

e=e(zré =+ max (v,(z—2"y—y)). <&+ |r|D.
(2’ y)eX XY

Prova. Segue imediatamente de (3.2) e da definicao de e-subdiferencial. n

Portanto, sob a hipotese de que X x Y ¢ limitado, segue do Lema 3.2 que se estamos

em busca de um e-ponto de equilibrio de Nash, entdo podemos avaliar ey, := &'(zy, 71, Ex) €
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terminar o algoritmo hipotético mencionado acima quando ¢, < . Note que a hipotese
de limitacao de X x Y garante que ¢, € finito para todo k. Além disso, uma vez que
o algoritmo hipotético gera {(zx, 7%, €x)} de modo que {(r,&x)} converge para zero, o

algoritmo sempre obtera um e-ponto de equilibrio de Nash desta forma.

3.2 UMA VERSAO DO METODO HPE PARA RESOLVER O PROBLEMA DE EQUI-

LIBRIO DE NASH

A seguir estabelecemos, como apresentado no Capitulo 2, o método HPE para resolver
o problema de inclusdo mondtona (3.2), e por consequéncia, o problema de equilibrio de

Nash NE(®,, Dy, Z).

Algoritmo 6: Método hibrido extragradiente proximal para resolver NFE (<i>1, @2, Z):

Passo 0 dados (zg,y0) € X x Y, A >0e0 <0 <1 faga k =1,

Passo 1 encontre (T, 9x) € X X YV, 1, = (rf, 1) € X x Y e g > 0 tais que

A

(Tia 7n]Z) € aEk [&)1('7 gk) + (I)2<jk7 )](jka gk)7 (34)
IAFE + @k — zpa ][5 + 1AL + Gk — Yo |3 + 2Aex (3.5)

< 0 (|3 — zeall} + 15k — veall}) ;
Passo 2 faca xp = 251 — ¥, yp = Yr_1 — \rj e k < k + 1, e retorne ao Passo 1.

fim

A seguir, fazemos duas observagoes acerca do Algoritmo 6: Primeiramente, uma vez
que o e-subdiferencial estd contido no e-enlargamento (isto pode ser verificado de maneira

analoga a feita na Proposigao 1.8), o Algoritmo 6 é um caso especial do método HPE com
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At := A. Na verdade, poderiamos té-lo estabelecido em termos de uma seqiiencia variavel
de tamanhos de passo {\;}, mas fizemos A\, = A\ por simplicidade. Em segundo lugar,
similarmente ao método HPE, o Algoritmo 6 nao especifica como determinar (Zy, gx), 7% €

e satisfazendo as condigoes (3.4) e (3.5).

O seguinte resultado descreve as propriedades de taxa de convergéncia pontual e

ergddica do método HPE para o problema de equilibrio de Nash.
Teorema 3.1 Considere as sequéncias {(Zy, Jx) },{(r, ri)} e {ex} geradas pelo Algoritmo
6 e defina para todo k € N,

(T%, Tr)

k
Z T, 0i),  rpe=— (oY),

w\»—‘

1 k ~ ~a =~ ~Q
5% = E Z[Ez + <(xz — Ty, Yi — yk) (rz T3 )>]
=1

Seja dy a distancia de (xg,yo) ao conjunto de solugoes de NE((f)l, Oy, Z). Entao, para todo

k € N, valem as sequintes afirmagoes:

(a) (taza de convergéncia pontual) a tripla ((Tg,Uk), k,€x) € um (||ri||, ex)-ponto de
equilibrio de Nash de NE(Cf)l,Ci)g, Z), ou equivalentemente (3.4) vale, e existe um

indice 1 < k tal que

2 .32
Irs]| < do ij e < 7d
AV k(1 —o0) 2kA(1 — 02)’

(b) (taza de convergéncia ergddica) a tripla (3, g¢),rE, ) é um (|||, €f)-ponto de

equilibrio de Nash de NE(&Dl, D, Z), ou equivalentemente

TZ € asi(q)l('u gg) + q)Q(‘%Za ))(j;;a gg)a
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Prova. A prova deste teorema é similar a do Teorema 3.4 de (HE; MONTEIRO,

2014). "

3.3 UM ALGORITMO ACELERADO PARA O PROBLEMA DE EQUILIBRIO DE

NASH

Nesta secao estabelecemos um algoritmo acelerado para obter uma e-solu¢ao do
problema de equilibrio de Nash usando a variante acelerada de Nesterov da Secao 1.4.
De modo analogo a feito no Capitulo 2, supomos a existéncia de fungdes proprias convexas

e fechadas ¢; : X — (—o00,+00], i = 1,2 e fungoes ®; : dom ®; O Z — R tais que

dom ¢; = X,

A

(I)z(xay) = <D2($7y)+¢l(z)7 \V/(l',y) € Zv = 1a27
com ®; satisfazendo B.1-B.3. O problema é determinar um par (z,y) tal que

T € argmmxex‘i% (z,y),

y € argminyeyég(x, Y). (3.6)

Com respeito & condi¢ao B.3, supomos que para todo (z,y) € X x Y as funcoes ®4(-,y) e

®y(-,y) sdo diferencidveis e existem constantes L{1), ngly), L2 e L;Qy) satisfazendo

B.3") Para todos (z,y), (z/,y') € X x Y vale

IVa@i(2’,y) = Va®i(w, )% < LElw — o'l + LE) ly = ¢/ lly,

IVa@a(a’, y') = Vaa(z, )3 < LE |z — 2|l + LE) Iy — ¢/ lly-

Adicionalmente, supomos ainda que para todo (x,y) as fungoes ®4(z,-) e Py(z,-) sao

diferencidveis e existem constantes L{)), L), L) e L{2) satisfazendo o andlogo de B.3’
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para a variavel y. Considere as fungoes

o2() 1= min A (z, ),

21(y) = min A (z,y),

e a seguinte versao regularizada de (3.6):

, 2 1
#(y) 1= argmin,cx 0@ (2, 9) + ke — 20|},
, A 1
y(z) 1= argmin,ey (NBa(2,) + 3 1y — o} (37)

para uma constante positiva A > 0 que é o tamanho do passo e vetores xy e yy que serdao

os pontos iniciais. Defina ainda as fungoes

. 1
#alw) = min Ay (z, y) + Slly — woll,
Ay) = min Ab (z,y) + 3 2 — o

1 : zeX ) 9 ol »

1 1

9(@,y) = Aen(2) + o), ¢"(@,9) = A[dr(2) + ha(W)] + S lw = woll” + S lly — ol
. A 1
Y (z,y) = APy (z,y) + 5”55 — xol|?,

. A 1
() 1= Mol ) + 5y~ woll (38)
Definimos entao a fun¢ao gap como

gap(z,y) = X [ 89z, y) + B3 9)] — L3(x) — @3y) > 0. (3.9)

A desigualdade é clara pela definicao de Y e ¢9. Nosso objetivo serd minimizar a funcao
gap, ou seja, determinar o ponto (z,y) que faz valer ¢{(z) = ¢3(y), ou equivalentemente

determinar o minimizador de (3.9).

Assim como feito para o caso de ponto-de-sela, para simplicidade, consideramos a

partir de agora A = 1, de modo que o problema consiste em

min [ (z,y) + Pa(x,y) — #3(x) — & (v)] +¢1(w)+¢z(y)+;|Iw—wo||2+||y—yol|2- (3.10)

(z,y)
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A ideia central é usar a variante acelerada de Nesterov para otimizacao composta da Secao

1.4, onde a fungao entre colchetes é a parte “diferenciavel” e o restante a parte convexa.

Chamaremos a funcao entre colchetes de

folz,y) = (P14 B2)(z,y) — &Y (2) — ©3(y), (3.11)

e o restante de go(z,vy), isto é
1 2 2
go(x,y) = Pr(x) + d2(y) + S llw = oll” + [ly — wol* (3.12)

O algoritmo é como a seguir:

Algoritmo 7: Algoritmo acelerado para resolver (3.10):

Passo 0 dados ®;,i = 1,2, fy, go como (3.11) e (3.12) e L' e L? as respectivas constantes de
Lipschitz dos gradientes de ®; e ®3 na norma de X x Y,

faga

1 1
L 1 2 2 2 \2 1 1 \2
L:= (L +L? +2 [Ler 5 (Lay) } +2 {Lyy+2(Lym) D

fixe o € (0,1), e uma fun¢ao Ag =0, sejam z_ = (z_,y_) € X x Y,0 € (0,1), faca

Passo 1 faga

1++1+4LA,

Ak = Ak_1 +

2L ’
oo Ay A A
k A, ke A, k—15
compute a funcao afim A, como
Aj A — Aj_ y . y
A= A+ S fo(5) + (Vo) — 2l s

Ay Ay
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Passo 2 compute

. 1
2 = argmin,_y {Ak(z) +g0(2) + — |1z — z_||2} ,
94,

Ap_ Ap — Ap_
Pl U kel

Rk = Tka_l T ks
Passo 3 compute
(9
2(Z) = , com z(Jx) e y(Tx) dados por (3.7), 1= z0 — 2(Z), (3.13)
y(Tx)
ex = gap(z) = OY(Ex, G) — DU (@), Gi) + BE(20) — PY(En, y(Th)); (3.14)

Passo 4 se ||1x + Zx — 20]|* + 2ex < 0?||zx — 20]|?, termine. Caso contrério faga k =k + 1 e

retorne ao Passo 1.

fim

E conveniente definir as fungoes

A A~

Ap(2) = Mi(2) + 6°(2), Ail(2) = Ar(2) + g(2).
A partir de agora, para toda funcao f : Z +— R denotamos sua linearizacdo em z; como
lp(z,20) = f(2:) +(Vf(21), 2 — ),
e para todo indice fixado k denotamos
k . — .
lf,k(z) = ZTlf(z’Z1> (315)
- k

Observe que para quaisquer duas fungoes fi e fo temos que Iy,  + 1, & = 5,44, 1. Usaremos

este fato frequentemente sem fazer mencao.
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Observe ainda que, a fim de usar com sucesso a variante acelerada de Nesterov
para o problema (3.9), as fungoes Ax(2) e go(z) devem satisfazer as hipoteses A.1-A.3. As
hipoteses A.1-A.2 sao claramente satisfeitas, basta mostrar que ¢;, i = 1,2 satisfazem
A.3. Sabemos que ®; sdo continuamente diferencidveis. A fim de mostrar que ¢;, i = 1,2
satisfazem A.3, podemos proceder de maneira similar & Proposicao 2.1. Seguem as féormulas

das constantes de Lipschitz e dos gradientes.

Proposicao 3.1 As constantes Lf\l) e LE\2) e as fungoes Vf1,Vfs 1 X — X definidas,

respectivamente, como
LV =2 (L0 + (L)), L =2(28 + (L8)?),
Vi) = Vo@i(z(y),y) Via(z) = Velo(z,y(z)), VrelX,
onde x(y) e y(x) sao definidas como
1 2
(@) = argmaz, ey {@ae,9) ~ Sy -y P}, Veex,
1
oly) = argmaz,ex {@i(o.y) = Sllo — 0P}, VyeY.

satisfazem a condi¢io A.3 com f = f;, 1 = 1,2. Valem condigcoes andlogas para a varidvel

y com as devidas modificagoes.

Prova. A prova é similar a da Proposi¢ao (2.1). |

Segue da Proposicao 3.1 que ¢, e py satisfazem A.3 e os gradientes sao dados por

Vl(z) = VoPa(z,y(x), Vei(y) = Vy@i(z(y),y),

onde y(x) e z(y) sdo respectivamente os minimizadores nas definigoes de ¢ e ¢ em (3.8),

e as “constantes de Lipschitz” sdo dadas, respectivamente, por

Ly, =2[L@ + (LYY], Ly =2 [L{) + (L),

T Ty yx
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onde usamos a notacao de gradiente por facilidade de notacao, tal como feito no Capitulo

2.

Este resultado implica que fy satisfaz A.3 com constante L dada pelo Algoritmo 7, e

assim o método estd bem definido.

3.4 RESOLVENDO O SUBPROBLEMA DE HPE

Nesta secao mostramos que Z; dado pelo Algoritmo 7 resolve o problema de ponto-
de-sela aproximadamente, no sentido de que determinamos um vetor r; e um escalar ¢
tais que

A

T € aek [(i)l(?gk) + q)2('%k7 )} ('%kvgk)v com

H’T’k + 2k — 20H2 + 28k S O'2H§k — Z()HQ.

Na Subsecao 3.4.1 provamos a convergéncia do método acelerado descrito como no
Algoritmo 7. Observamos que este algoritmo requer a computagao de () e y(&x) para
verificar se o critério de parada é satisfeito ou nao. Na Subsecao 3.4.2 estabelecemos uma
variante onde esta computagao extra nao é necessaria, e também damos a prova de sua

convergencia.

3.4.1 Convergéncia do Algoritmo Acelerado Para o Problema de Equilibrio de Nash

O seguinte lema técnico serd utilizado nas demonstragoes de nossos resultados de

convergéncia desta subsecao e também nos da Subsecao 3.4.2.

Lema 3.3 Seja z* = (z*,y*) o minimizador da fungdo gap definida em (3.9). Entao,

valem

. - L.
12(2k) — Z]” < A:Hz — 2o (3.16)
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e
Sl = 3 < 5l — P (317)
além disso, se Ay > 2 temos que
2A
*— 20l? < =215 — 201 3.18
I = zalP < sl — sl (318)

Prova.

Primeiro, pela desigualdade (1.32) da Proposi¢ao 1.12 temos que para todo z € Z

vale

s lle =l = gap(a) - A(e) 2 gap(a) — gap() 2 S|z - 2P + (Vgap(2). 2 - 2,

(3.19)
onde a ultima desigualdade deve-se ao fato de que $° ¢ 1-fortemente convexa. Aqui, as
funcgoes gap e [\2 fazem, respectivamente, os papéis de f + g e Ay + g, e Zx e 2 0s papéis
de 75 e xp. Uma vez que isto vale para todo z, em particular escolhendo z = z*, vemos
que vale (3.17), dado que Vgap(z*) = 0.

Agora, observe que como y(Zy) é por definicio o minimizador da fungdo 1-fortemente

convexa ®Y(Zy, ), e com isso V, DY (Zx, y(Z)) = 0, temos que

15—y @)|> = |5e—y (@) IP+2(Vy (@, y(38)), Te—y(Er)) < 2 [ (Fx, i) — DY (Fn, y(F0))]
(3.20)

De modo analogo podemos chegar a
12k — 2@)lI? < 2[S9 (Fn, x) — D2 (), )] - (3.21)

Somando (3.20) e (3.21), conseguimos que

i i 3 1 1.
12k — 2(Z6)1* < 2gap(Z) < 2gap(z*) + —12* — 20l]” = 2" — =%,
Ay Ap



61

a primeira desigualdade por (3.9), a segunda por causa de (1.32), e a igualdade porque
sabemos que o gap vale 0 no seu minimizador, o que prova (3.16).

Agora, note que se k é suficientemente grande de modo que Ay > 2, temos por (3.17) que

. . 2 .
= = 2ol < 2 (Il = 2l + 12 = 20ll”) < =" = 0ll® + 2112 — =l &
k

2Ax
A —2

2\ ' -
=" =zl <2 (1= ) 3= 0l = 25 15—l

o que prova (3.18). |

Proposigao 3.2 Considere {ry} e {ex} gerados pelo Algoritmo 7, e z* como no Lema

3.3. Entao temos que para todo k,

A

ri € 0oy [P, ) + Po(@r, )| (Fns i), (3.22)

com

2
7k + 2, — 20> + 261 < T |2* — 2ol (3.23)
k

Em particular, se k € suficientemente grande, vale

|7k + 21 — 20||* + 261 < 12 — 20l|?. (3.24)

Ay —2

Prova. Primeiro note que, como observado anteriormente, z = (x, y) é um e-ponto-de-
equilibrio de Nash de NE(®q, ®q, Z) se e somente se gap(z,y) < . Portanto, por (3.14),
temos que

0€ o, {&)(1)('7%) + O (&, ')} (Zks ie)-

Aplicando a Proposicao 2.4 com ¢ = %Hz — 2| h = O+ Dy, w =24, 0 = 5 — z(Zy),

€ = €y, e comparando § — Vq(Z) com a defini¢do de ry dada por (3.13), temos que

A

T € aa;ﬂ [(i)l('a gk) + (DQ(i'ka ):| (j:lmgk)?
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onde
/ 1 5 z 2
e = ek — 5llZ = 2(2)[7 2 0,
o que claramente implica (3.22). Em particular esta desigualdade implica
1811* = 112, — 2(2) 1> < 2ex.
Agora esta estimativa fornece
7w + 21 — 20||? + 25 = ||6]1® + 2ex < 4ey. (3.25)

Por outro lado, por (3.14) e pela desigualdade (3.19), sabemos que

~ ~ * 1 *
er = gap(Zx) — 0 = gap(Z) — gap(z*) < TAkHz — |,

o que combinado com (3.25) resulta em (3.23).

Finalmente, se k é suficientemente grande de modo que A; > 2, podemos usar a relacao
(3.18) em (3.23), e obter (3.24). |
3.4.2 Um Segundo Algoritmo Acelerado Para Resolver o Problema de Equilibrio de Nash

O Algoritmo 7 faz o uso de uma minimizacao extra para obter z(Z;). Nesta subsecao

apresentamos uma versao onde podemos nos livrar de tal minimizacao.

O algoritmo é o seguinte:

Algoritmo 8: Outro algoritmo acelerado para resolver (3.10):

Passo 0 considere zy = (g, o) e sejam L' e L? as respectivas constantes de Lipschitz dos

gradientes de ®; e 5 na norma de X X Y;

Passo 1 repita exatamente os passos 2 e 3 do Algoritmo 7;
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Passo 2 compute

1 1 (20 — )
Cp = 1 + Aia Ty = ’
k L (yo —
Ay Yo yk)
2 . 9 5 5 5
€k = zk||2k - ZOH - 2<7“k, T — Tk, Yk — yk>> (3-26)

k
cr(zo — o) + Y Va®o(zi, y(x;)) — VuPo(Ty, i)
T — i=1 ] (327)

k
(Yo — yk) + O V@1 (2(y:), yi) — V@1 (T, Gk
=1

Passo 3 se ||ry + Zr — 20||* + 2er < 0%||Zx — 20||?, termine, caso contrério faga k =k + 1 e

retorne ao Passo 1.

fim

A seguir, apresentamos os resultados de convergéncia referentes ao Algoritmo 8.

Lema 3.4 Defina

1 1 A 1
€ = Xk"gk_zo‘|2_E”Zk_ZkH2+(A]2_gap)<§k)a iy = Afk(zo—zk)’ (3.28)
~ - - Ck || ~ -
er = Ep — (T, 2k — Zk) — %sz —zell? =20 — ), 0= (B — z). (3.29)
Entao, temos que
r, € O, Ak(Z), (3.30)

com 1}, e &, satisfazendo

1, 1
. =l = 0)|? = & + — || |2 3.31
et ik = 0 = &+ ot (3:31)
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Prova. Usando o Lema 1.1 na desigualdade (1.32) da Proposigao 1.12 com f = gap e

Ay, = A, temos que

A~

B 1
R = gap(20) 2 5 (1=l = e = 2?) =

1

o 120 = 2l = 112 = z0l) (3:32)

(Zo —zk),z— 2k> + m <’

onde na igualdade usamos que a funcio || - —zz||* — || - —20||* coincide com sua expansio

de Taylor de primeira ordem em torno de Z;. Observe que usando que Ag < gap e esta

ultima desigualdade com z = Z;, conseguimos
12k = 2ell® < 12 — 2ol (3.33)

Notando que A? < AV + —o|* e subtraindo 532 — 20[|* de ambos os lados de

1
vl

(3.32) temos que

« 1 an 1 . N -
8:) + gl = ol =A@ = g3 = ol 2 {7z - 2+
(12— 2l = 13— 20l — 11 — 20l + gap(3) — A2z
2A; 2A; ’
ou equivalentemente,
_ R 1 )
i€ O AL+ ol =20l (3. (3.34)
k

Observe que podemos invocar a Proposicio 2.4 em (3.34) com h = Ay, ¢ = % ||z — 2|7,
T =%, e T =z, = argmin{AY + ﬁ” - —2||?*}. Tal proposicao fornece § = ¢ (Z — 21)
satisfazendo

A~

—Vq(ék) + 5 = Ck(ZO — Zk) - agr/\k(gk), (335)

com ¢, dado por (3.29), o que prova (3.30) a qual, juntamente com a estimativa (2.17)

fornece (3.31).
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Lema 3.5 Considere € e r, conforme (3.26) e (3.27), respectivamente. Entao, temos

que

A

T € O, [(ih(w Ur) + Dok, ')} (Tk, U)- (3.36)

Prova. A relagdo (3.35) fornece

A A

Ak(z) — Ak<2k) Z <T;€, Z — 2k> — &p. (337)

Note que por (3.15) e convexidade de ®; e By, temos que Ay(z) < (By 4+ Py)(2) — Loo i (y) —
l,9.6() 4+ g(2). Usando isto e somando lp, 1, x(Z;) — (1 + P2)(Zx) em ambos os lados de

(3.37), temos que

(@14 @2+ 9)(2) = (D1 + Po + 9) (k) = (Lpgrign(2) = Lo g i (Zh)) =

(Tey 2 — Zk) — & + [loy1ank — (P1 4+ D2)] (Zk). (3.38)

Em particular, fazendo z = (z, §x) na desigualdade (3.38) e escrevendo 7, = ((r,)%, (77.)"),

temos que

(P14 o) (2, i) + 91(x) = (D1 + D) (T, Gir) — 92(Tk) — (g () — g 1 (Tk))

> ((r)", @ — @) — & + [loyranp — (D1 + P2)] (2) &

Oy (2, 95) + 91(x) — Po(Tn, Gir) — 91(Tk) = Po Tk, i) — Pa(, Gr) + Log i (€) — log 1 (k)
H (k)" = T) — &+ [loyroon — (1 + P2)] () 2

()" + Vi x(Tr) = VoPo(Tk, i),  — T) — & + [loy oo — (P1 + 2)] (%),  (3.39)

onde na ultima desigualdade foi usada a convexidade de [y, x(x) e —®Po(z,3y). Pelas

definigoes de (3.29) e (3.28) temos que

B 1 . 1 . R Cr .,
g + (P14 Py — o, ya,1) (k) = T 12 — 20]|* — A 126 — zell® = (7o, 26 — Zk) — Eksz — 2|
k k

1 . 5 €
< 13— 20| = (ry 21 — ) = 5’“

= AL
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Substituindo esta relagdo em (3.39) conseguimos

F ~ R o~ o~ ~ ~ o~ I\x ~ €
Q1 (2, Ji) — o (Tk, Uie) > (Vl<pg,k($k) — Vo @o(Tr, Gk) + (13,)" ¢ — Tp) — gk (3.40)

Fazendo um processo similar para z = (T, y) fixado na desigualdade (3.38) chegamos a

A A

3 o 3 o 3 £
Do(Th, y) — Po(@r, U) > (Vi w(T) — Vy@1(Zh, Tr) + (1), y — Tr) — g (3.41)

Por fim, somando (3.40) e (3.41) conseguimos a relacao desejada (3.36). |

Lema 3.6 Considere z* como no Lema 3.3, €, 1, como obtido no Lema 3.5 e Zy, conforme

no Algoritmo 8. Entdo, temos que
I+ 2 = zol® + 2ex < 0™ (12 — 20/l + 12" = =l)*, (3.42)
e para k suficientemente grande, vale
7 + 2 — 20l1” + 2% < 8|2k — 20, (3.43)

com *,6 = O( 7).

Prova. Por (3.31), e pelas defini¢oes de &, e 7y, temos que
1 3 1 3 4
762<A 2< 5, 2 — ||z, — 2:7~— 2 344
Ck;|| 17 <&+ 720,6””” < Ak||zk 2ol + AkIIZk 2ol 12 — 20/, (3.44)

Ak

onde na ultima desigualdade foi usado (3.33). Ainda, por (3.26) temos que

1 5 3
e S 12e = 2ol1> + lIrell ||z — 2]l < T [ (3.45)
k k



onde aqui novamente usamos (3.33).

Segue que

. ) ) Vi 1(Zr) — Ve Po(Tk, Ur)
Ik + Zx — 20||” + 26, = |1} +

+ Zk — 20 + 28k =
Vig 1(Gk) = Vy @1 (T, )

2

1 Vi 1(Tk) — Vo Po(Tr, Tr)
Z(Zo_gk)+5+ & + 2e4
k ~ ~ ~
Vigo 1 (k) — Vy@1(Tk, Tr)
2
2 Vi o (Tr) — Ve Po(Tk, Uk)
S fTHZO_5k"2+2||5||2+2€k+2 ” &
k _ o
Vl@,k(l/k) — V@ (Tk, Ji)
2
3 8+ 8¢, . Vi k(1) — Ve Po(Tk, Ux)
It 2= sl 22 < =2 o= ol 42|
k _ I
Vigo 1 (Gk) = Vy @1 (T, Jr)
(3.46)

As duas ultimas desigualdades se devem a (3.44) e (3.45). Falta limitarmos o tltimo termo.

Primeiro note que

FOA — A i ECA — A
Vi (@) =Y Tlvzwg (T, i) = > Tlvx%(xi, (),
i=1 k i=1 k

e similarmente para Vl@?’k(gjk). Segue entao que

IV ®o (24, y(1)) = VP (T, Gi) > = [V Pa (@i, y(:)) — VP (Zi, y(E4)) + Vas(Ti, y(Z:))
— Voo (T, §i) + Va®o(Ti, §5) — VaPa(z*,y*) + Vo Po(a*, y*) — Vo Po(Tk, Gi) ||
< 2| Vb (i) — Vo5 ()1 + 2/ Ve @ (T4, y(Z4)) — VaPo (T, 7)1 >+

2|V @ (&4, Gi) — Va®o(a®,y")|* + [ Va®o(a",y") — Va®o(Zy, Gn)[|* <

2L, |7 — Zll* + 2L3, ly(&:) — Gill* + 2(Lz, + L3I — 21 + 2(L3, + Lz || 2 — 27|

Portanto, em vista do Lema 3.3 e das relac¢oes (1.32) e (1.31) da Proposigao 1.12, (3.33) e



(3.17), conseguimos a estimativa

2

k
A — A N
M IO (2, y(1)) — Valo(Tn, Gi)| <
i=1 Ay
kA — A kA — A N
2L, Z ||z — &l + 213, Z ly (@) — g7+
2 QkA Azl~ |2 2 2kA Azl~ ]2
=1 i=1
LA sz - ZO” + Z HZ — 20 || Ak ; Az “
xX T 7 1 * _ <
+ ot Z e =l <
2L, - . [2L2,k  2(L, + L3, )k 1 )
2 _ 1 T * .
ol =l [ 4 Mot By ] )
Agora, lembrando que A ,/4L por causa de (1.30), temos que
k 2
Ai — Aie N
> SN By (2(yi), i) — Va®a(Tr, Gr)| <
i=1 Ay
2L, 2 2Liy\/4L 2(L§y + L2 )VAL 1
N2k — zol* + — + T L+ ) 2" = 2l
LA 2 2 Ak
Af Af
De modo similar, podemos chegar a
EA = A N
> Y y@1(x (i), vi) — Vy @1 (Zy, 1) <
i=1 Ay
2L, - 2L VAL 2(L!, + L WAL 1 .
R e e e &
k A? A? k
Agora usando (3.47) e (3.48) em (3.46) obtemos
8 2(L<PQ+L(P1)
7k + 2, — 20| + 265 < L] 12 — zol|*+
Ay,
2(L%, + Ly, )VAL  2(L2,+ L2, + L,, + L, )V4L Lo L . e
=V 1 (40| 1 = =l
Aj Af ¥

o que prova (3.42).
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(3.47)

(3.48)

(3.49)

Por fim, se k é suficientemente grande de modo que Ay > 2, podemos usar (3.18) em

(3.49) e obter (3.43).
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3.5 COMPLEXIDADE DOS ALGORITMOS ACELERADOS PARA O PROBLEMA

DE EQUILIBRIO DE NASH

Nesta secao apresentamos resultados sobre a complexidade dos algoritmos acelerados

para o problema de equilibrio de Nash apresentados na Se¢ao 3.4.

Proposicao 3.3 O Algoritmo 7 termina apés O([C~/L)) iteracoes para alguma constante
C, enquanto o Algoritmo 8 apds O([C(L)V'L]) onde C(L) € da ordem de uma constante

multiplicativa obtida em (3.49).

Prova. Nos Lemas 3.2 e 3.6 respectivamente mostramos que se k é suficientemente grande

de modo que Ay > 2, para o Algoritmo 7 existe C' > 0 tal que
~ 2 O ~ 2
Ik + 2k — 20||° + 261 < A—sz — 20||%,
k

enquanto que para o Algoritmo 8 conseguimos uma constante C'(L) da ordem da constante

obtida em (3.49) tal que

C
7k + 2k — Zo”2 + 2, < Q |2, — ZoH2-

)
VA
Agora, observe que em ambos os casos, se ko > V8L, temos que A; > 2 para todo k > k.
De fato, pela relagao (1.30), temos que

k3
A —= > 9.
k>4L_

Vamos mostrar que o Algoritmo 7 termina apés O([ky = max{v/8L, V4LCo~2}]) iteragdes.
Com efeito, suponha que o algoritmo nao termina. Entao, pelo critério de parada e pela
defini¢ao de kg temos que

~ . c .
ollzZk — 2o|* < |Ime + 2 — 20|]* + 2ex < A—ksz — 20?

4LC
<

12 — 2ol1* < o* 12 — 2olI%,
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o que é um absurdo. Segue que vale a afirmagdo, o que mostra que o Algoritmo 7 termina

apds O(C \/Z) iteragoes. De modo semelhante, podemos mostrar que escolhendo
ko = max{V8L,C(L)V4Lo?},
o Algoritmo 8 termina apés O([C(L)v/L]) iteracdes. |

Em todo caso, esta Proposicao garante que a variante de Nesterov aplicada ao
subproblema (3.9) demora O([C(L)v/L]) iteracdes, onde C(L) é a constante do caso do

Algoritmo 7, e da mesma ordem da constante dada em (3.49) para o caso do Algoritmo 8.

Pode ser mostrado que com escolhas especificas de A conseguimos uma complexidade
Otima em certo sentido, mas nao faremos tal analise aqui mas sim na posterior Secao 5.2,

ap6s derivarmos o algoritmo HPE para o caso nao Euclidiano.

Em vista do resultado acima, podemos usar o Algoritmo 7 (ou 8) para resolver (3.9)

aproximadamente conforme se segue.

Algoritmo 9: Algoritmo nao-FEuclidiano acelerado para o problema de equilibrio de Nash:

Passo 0 dado (zg,90) € X x Y, A>0e0 <o <1, faga k = 1;

Passo 1 invoque o Algoritmo 7 com entrada

Ag = /\Aga g() = )‘goa (U(),?Jo) = (Ik—17yk—1)7 L= >‘L7

e faca
o 1 1

<j.k’gk) = <u7v)7 rk = (Tz:r@ = X(T 77.1})7 €k = *57

onde (@, ), (r*,r") e € sdo gerados pela variante;

Passo 2 faca xp = vp—1 — Arf, yr = yr—1 — A1}, k <k + 1, e retorne ao Passo 1.

fim
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4 ALGORITMO NAO-EUCLIDIANO HIBRIDO EXTRAGRADIENTE PROXIMAL

Nos proximos dois capitulos apresentamos outra de nossas contribuicoes: o algoritmo
nao-Euclidiano hibrido extragradiente proximal para resolver problemas de ponto-de-sela.
Neste capitulo descrevemos o método nao-Euclidiano hibrido extragradiente proximal para
resolver problemas de inclusao monétona e no capitulo seguinte iremos especializéd-lo para
o caso do problema de ponto-de-sela. Estabelecemos o método e suas propriedades de
convergéncia na Secao 4.1 e apresentamos uma condicao suficiente para obter a condicao

de erro na Segao 4.2.

Supomos durante esta secado que Z é um espago com produto interno denotado por

(-,-), e que || - || é uma norma em Z, ndo necessariamente induzida pelo produto interno.

4.1 METODO NAO-EUCLIDIANO HIBRIDO EXTRAGRADIENTE PROXIMAL PARA

PROBLEMAS DE INCLUSAO MONOTONA

Nesta subsecao estabelecemos o método nao-Euclidiano hibrido extragradiente pro-
ximal introduzido em (SOLODOV; SVAITER, 1999a) para determinar uma solugao
aproximada do problema de inclusdo monétona (1.3) onde T': Z = Z é um operador

mondtono maximal tal que dom T é limitado.

Antes de apresentar o método, precisamos das noc¢oes de fungoes geradoras de

distancia e distancias de Bregman.

Defini¢ao 4.1 Uma fungao propria, conveza e fechada w : Z — [—00, 00| € dita fungdo

geradora de distancia se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) W :=domw ¢é fechado e W° := int(W) = {z € Z : dw(z) # 0};
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(ii) w restrita a W é continua e é continuamente diferencidvel em W?.
Ainda, a fungio dw : Z x W° — R definida como
(dw)(2'; 2) == w() —w(z) — (Vw(z),2 —2), V€ Z VzeW’ (4.1)

¢ referida como distancia de Bregman sobre W induzida por w, ou simplesmente, uma

distancia de Bregman sobre W quando w ndo precisa ser enfatizada.

Por simplicidade, para todo z € W°, a fungdo (dw)(+; z) sera denotada por (dw), de modo
que

(dw),(2) = (dw)(Z';2), Vze W’ Ve Z.
As seguintes identidades seguem diretamente de (4.1):
V(dw).(2') = =V (dw).(2) = Vw(z') — Vw(z), Vz,2 € W°, (4.2)

(dw)y(2) — (dw)y(2) = (V(dw)y(2), 2 — 2) + (dw).("), V2 € Z, Vv, z€ W°. (4.3)

O seguinte resultado classico foi usado na Secao 1.4, mostra-lo-emos agora, pois esta

estabelecida a base para sua compreensao.

Lema 4.1 Considere um subconjunto convexo U de um espago com produto interno Z
e Y,w : U — R duas funcoes convexas e diferencidveis, denote por dw a distancia de

Bregman gerada por w. Suponha que U € a solug¢ao otima de
min{y(u) + ndwy, (w)},
para algum uy € U e n > 0. Entao,

W (u) + ndwyg (u) 2 min{y(u) +ndw, (w)} +ndwa(u), Vo e U.
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Prova. A defini¢ao de @ e o fato de que ¥(-) + ndw,, () é uma func¢do convexa diferenciavel
implicam

(V(h) + nVdw,,(0),u —ug) >0, VueU.

Usando (4.3), é facil ver que

dwyy (1) = dwyy (4) + (Vdwy, (@), u — 4) + dwg(u), Yu € U.

Usando as duas relagdes acima e a hipdtese de que ¢ é convexa, concluimos, portanto que

() + ndwag (u) = Y(u) + 1 [dwa (@) + (Vdw,, (@), v — @) + dwa(u)]
> () + ndwn, (@) + (VY(@) + NV dw, (@), u — @) + ndwa(u)

Z 2/)(@) + ndwuo (ﬂ) + waﬁ(u)a

completando a prova. |

A descricao do método nao-Euclidiano hibrido extragradiente proximal é baseada

em uma func¢ao geradora de distancia w que também satisfaz a seguinte condicao:

C.1) domT C W.

De agora em diante, denotamos Z := cl(dom T"). Vemos, por C.1 e pela hipitese de W ser

fechado, que Z C W.

A seguir formulamos o método nao-Euclidiano hibrido extragradiente proximal.

Algoritmo 10: Método nao-Euclidiano hibrido extragradiente proximal (NE-HPE):

Passo 0 tome zy € W9 e faca j = 1;
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Passo 1 escolha o, € [0, 1], encontre \; > 0 e (Z;, zj,&;) € W x WY x R, tais que

- ;jV(dmzj(zjl) € T (3,), (4.4)

(dw)zj (’%) + >‘j€j < 0j (dw)zjfl(gj); (45)
Passo 2 faga j < j 4+ 1 e va retorne ao Passo 1.

fim

A seguir fazemos diversas observagoes sobre o Algoritmo 10. Primeiro, o Algoritmo
10 nao especifica como determinar \; e (2, 2;,¢;) satisfazendo (4.4) e (4.5). O modo
de determinar \; e (Z;,zj,¢;) dependerd da versao do método em consideragao e das
propriedades do operador 7. Em segundo lugar, se o; = 0, entao (4.5) implica ¢; =0 e
z; = Z;, e portanto r; € T'(z;) por causa de (4.4). Segue que as condigoes (4.4)-(4.5) podem
ser vistas como um relaxamento de uma iteracdo do método proximal nao-Euclidiano
exato, a saber,

1
X,V(dw)q( i-1) € T(z)).

J

Em terceiro lugar, se dw satisfaz algumas condicoes adicionais (i.e., a condigao da Definigao
4.2 que serd apresentada posteriormente), entdo podemos mostrar (e serd mostrado na
Proposigao 4.2) que a inclusdo acima tem uma tnica solucao z;, disto concluimos que, para
todo A; > 0, sempre é possivel obter uma tripla (2;, z;,¢;) da forma (z;, 2;,0) satisfazendo
(4.4)-(4.5) com o = 0. E claro, computar a tripla desta forma exata é computacionalmente
caro, de modo que triplas inexatas (Z;, zj, ¢;) satisfazendo as condi¢oes com o; > 0 séo

computacionalmente mais atraentes.

E possivel mostrar que alguns métodos conhecidos como aqueles em (KORPELEVIC,

1976; TSENG, 2000) podem ser vistos como casos especiais do Algoritmo 10. No Capitulo
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5 serd apresentada uma versao do método acima para o contexto do problema de ponto-
de-sela (onde 7' = T}) no qual \; pode ser escolhido em um intervalo da forma [T\, A]
para A > 0 fixado e 7 € (0, 1) e as triplas no Passo 1 sdo obtidas usando o algoritmo de

gradiente acelerado da Secao 1.4 aplicado a um certo problema de otimizagao.

Na parte restante desta subsecao, nos focamos em estabelecer complexidade ergddica
e limites superiores para o nimero de iteragdes do Algoritmo 10. Comegamos com alguns

resultados preliminares.

Lema 4.2 Para todo j > 1, sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

(a) para todo z € W, temos que

(Aw)s,1(2) = (dw)s, (2) = ()=, (3) = (), () + X5, = 2);

(b) para todo z € W, temos que

(dw)s;_,(2) = (dw);(2) = (1 = g5)(dw);_, (2) + A ({5, 25 = 2) +&5)

Prova. (a) Usando (4.3) duas vezes e usando a defini¢ao de r; dado em (4.4), temos que

(dw)zjfl(z) - (dw>zj (Z) = (dw)2j71<zj) + <V(dw)zj71 (Zj)v = Zj>
= (dw)z;_, (7)) +(V(dw).,_, (%), % — zj) + (V(dw).,_, (3), 2 = )
= (dw)zjfl (’gj) - (dw)zg (23) + <v(dw)zj71 (Zj)7 2 2]>

= (dw)s,_, (%) — (dw):, (%) + A (rj, 5 — 2).

(b) Esta afirmagao segue como consequéncia imediata de (a) e de (4.5). |

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do Lema 4.2 (b).
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Lema 4.3 Para todo 7 > 1 e z € W, temos que

J J

(dw)z(2) = (dw)z, (2) = Y (1 = 03)(dw)z,, (2) + D Nilei + (ri, Z — 2)] -
i=1 =1
Prova. O lema segue somando a desigualdade no Lema 4.2 (b) de 1 a j. |

Lema 4.4 Para todo j > 1, defina A; := ST\,

1 1 1
28 = — )\zgza re = — )\iTi7 €5 1= — AZ € + <T’L? % z >
TN ; A ;1 A 12::1 | 2l
Entao, temos que
e9>0, r9eT5(z), (4.6)
dw),
gz gy < W)y g (4.7)

Prova. As relagoes em (4.6) seguem de (4.4) e da Proposigao 1.10 (a). o Lema 4.3 e a
hipétese de que o; € [0, 1], junto ao fato de que Z C W, e as definigdes § e r§, implicam

que para todo z € Z,

(dw)z(2) 2 (dw)z(2) = (dw);(2) = Z:A lei + (ris 2 = )] =

i)\Z {81‘ + <T’i, Zz - 2?) + <T‘Z', Z? - Z>} = Aj [6? + <’f‘;~1, 2? - Z>] s

=1

e portanto vale (4.7). |

A fim de enunciar o resultado principal desta subegao, que estabelece a complexidade

ergddica para o Algoritmo 10, definimos a grandeza
R = R(20; Z) :=sup{(dw),,(2) : z € Z} < 0. (4.8)

Observe que R ¢ finito pela hipdtese de que dom 7' é limitado e pelos fatos de que Z C W

e que (dw),, () é uma fungao continua em W (pela Defini¢ao 4.1(ii)).
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Teorema 4.1 Para todo j > 1, defina A;, Z7, v e € como no Lema 4.4 e também
E; ::5?+max{<r?,2;—z>:zEZ}. (4.9)

Entao, valem as sequintes afirmacoes:

(a) para todo j > 1, temos que

0eT5(z)), &< (4.10)

Eid
A;’
(b) se T =Ty onde P éa fungdo tal que para todo z € Z sua fungdo estendida ®, dada

por (1.14) é conveza e fechada, e além disso satisfazendo a inclusao
] € aaj (¢’§j)(2j), (411)
para todo j > 1, entao temos que

0 € 0, (P

Prova. (a) A desigualdade (4.7), a definicdo de R dada em (4.8) e a defini¢ao de £; dada em
(4.9) implicam a desigualdade em (4.10). Defina d; := &; — %, note que (4.9) e as definigdes
de e-subdifencial e de fun¢ao indicadora dadas em (1.9) e (1.10) respectivamente, implicam
—r$ € 05,(Z7)(Z}). Esta inclusdo, juntamente com a inclusao em (4.6) e as Proposicoes

1.2 (a) e (1.7), implicam
0 € T (29) + 05, T7(2) C T (29) + (0L2)% (3%) C (T + 0Lz) 4% (2})
= T () = T3,

onde a tltima desigualdade deve-se pela defini¢ao de 9;.

(b) Esta afirmacao pode ser demonstrada usando um argumento similar aos utilizados
nas inclusoes do Lema 4.4 e no item (a), exceto que invocamos a Proposigao 1.10 (b) ao

invés da Proposicao 1.10 (a). |
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Note que podemos calcular &; em (4.9) para as instancias em que a minimizagao
de uma funcao linear em Z pode ser facilmente computada. Note ainda que se A; tende
a 0o, a relagdo (4.10) implica que todo ponto limite de Z§ é uma solugdo de (1.3). A
desigualdade nesta relacdo estabelece uma taxa de convergéncia de z7, medida em termos
do tamanho de &;, que é da ordem de O(1/A;). Claramente, esta taxa de convergéncia se

reduz a O(1/j) para o caso em que a sequéncia de tamanhos do passo {);} é constante.

4.2 UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA AS CONDICOES DE ERRO

Nesta subsecao, discutimos como obter uma condigao suficiente que assegura as
condigoes de erro (4.4)-(4.5) para classes especiais de operadores mondtonos maximais e

distancias de Bregman.

Observe que dados z_ = z;_; € W% e 0 = 0, € [0, 1], cada iteragao do Algoritmo
10 envolve a computacao de um tamanho de passo A = \; > 0 e uma tripla (2, z,¢) =

(2, 2j,€5) € W x W0 x R, satisfazendo as condigoes de erro:

i\V(dw)z(z_) e T¢(2), (4.12)
(dw),(2) + Xe < o(dw), (2). (4.13)

Nosso objetivo nesta subsecao é determinar uma condigao suficiente para obter
tal tripla. Nossa discussao nesta subsecao se aplica a operadores mondétonos maximais

satisfazendo a seguinte condicao:

D.1) para todo Z € domT, existe uma funcao prépria, convexa e fechada f; : Z —

[—00, 00] tal que Z € dom(fs) e 0.(f:)(2) C T°(2) para todo € > 0.

Note que a Proposigao 1.8 implica que o operador Ty definido em (1.15) satisfaz a

condicdo D.1 com f; = ®; para todo % € dom T, onde d: é dada como em (1.14).
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A fim de enunciar o resultado principal desta subsecao, necessitamos introduzir uma
classe especial de distancias de Bregman que também serd utilizada em outras partes deste

trabalho.

Definicao 4.2 Dado um escalar pp > 0 e um conjunto convexo ndo-vazio 2 C Z, uma
distincia de Bregman dw sobre W é chamada de (u,Y)-distancia de Bregman sobre W se
QNWO£D e

(dw).() = Sl =2l V2,2 e @nw. (4.14)

A seguir, fazemos algumas observagoes acerca da defini¢cdo acima. Primeiramente,
para todo z € QNWY, a desigualdade em (4.14) vale para todo 2z’ € QNW pela continuidade
de (dw),(+). Em segundo lugar, (4.14) é equivalente a fungao geradora de distancia w ser

p-fortemente convexa em QN W.

Antes de enunciar o resultado principal desta subsegao precisamos de dois resultados
de existéncia e unicidade de solugoes de certos problemas regularizados de otimizacao
convexa e de inclusao monoétona. Primeiro enunciamos sem demonstracao um resultado
conhecido a respeito de problemas de otimizacao convexa regularizados. Tal resultado nao

precisa ser mostrado, pois é consequéncia do préoximo resultado demonstrado na sequéncia.

Proposicao 4.1 Considere uma fungdo préopria, convexa e fechada ¢ : Z — [—00, 0]
e, para algum p > 0, suponha que dw é uma (p, dom)-distancia de Bregman sobre W

conforme a Definicio 4.2. Entdo, para todo z— € WO N dom1), o problema
inf{e(u) + (dw),_(u) :u € Z}

tem uma unica solugdo global z, que necessariamente esté em W° N dom. Ainda, z é o

unico zero da inclusio Vw(z_) € (O + dw)(z).
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O préximo resultado generaliza a Proposicao 4.1 para o contexto de problemas

regularizados de inclusao mondétona.

Proposicao 4.2 Considere um operador mondtono mazximal T : Z = Z e, para algum
w > 0, suponha que dw é uma (p,domT)-distancia de Bregman sobre W conforme a

Definicao 4.2. Entao, para todo 2’ € Z, a inclusao
2 e (T + ow)(z)

tem uma tnica solugio z (que necessariamente pertence a W° N domT pela Definicio

4.1(i))

Prova. Defina w := w + Z, onde Z := cl(dom T'). Afirmamos que w é uma funcao prépria

fechada e p-fortemente convexa tal que
domow =ZNW°, T +0w=T+ 0w.

De fato, pela Proposigao 1.1, o conjunto Z é convexo e fechado, e assim a funcao indicadora
I, também é convexa e fechada. Esta conclusao junto com a Defini¢ao 4.2 implicam que
w é uma fungao propria, fechada e p-fortemente convexa. Uma vez que a hipdtese de
que dw é uma (u, dom T')-distancia de Bregman sobre W implica que W% Ndom T # ) e
WY é aberto, vemos que WY NriZ = WP Nri(domT) # ), e portanto que os interiores
relativos dos dominios das fungoes convexas w e Zy se intersectam. Esta conclusio
junto com a Proposicao 1.4 implicam 0w = O(w + Zz) = 0w + 0Zz, e portanto que
dom 0w = dom Z; Ndom dw = Z N WP, Agora, como T ¢ maximal, com a Proposicao

1.7 e a ultima conclusao, temos que
T+0w=T+ (0w + 0Ly) = (T + 0Iz) + 0w =T + dw,

e portanto a afirmagao esta provada.
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A seguir estabeleceremos a conclusao do lema. Alterando o se necessario, podemos
supor, sem perda de generalidade, que || - || é a norma associada ao produto interno (-, -).
Uma vez que w é uma fungao prépria, fechada e p-fortemente convexa, segue da afirmagao
anterior e da Proposigao 1.11 que wg := w — pl| - [|*/2 é uma fungio prépria, convexa e

fechada. Agora, defina T := T + 0w, e note que
T+ow=T+0w=T+pul,

pela afirmacao acima e pelo fato de que dw = OJwy + pl. Assim, a conclusao do Lema
seguird, do Teorema de Minty (Teorema 1.1) se T' for monétono maximal. Com efeito,

primeiro note que a afirmacao acima implica
ri(dom Ow) = ri(Z NW?) =1i Z N W°,

pelo fato de que o ltimo conjunto é nao-vazio. Uma vez que tanto T quanto Owy sao
mondtonos maximais (o segundo pela Proposicao 1.3) e a intersegao dos interiores relativos
de seus dominios é 11 Z N W? # (), segue da Proposicao 1.5 que T' é monétono maximal,

completando a prova. n

Agora apresentamos a condic¢ao suficiente anteriormente mencionada para se obter

uma tripla satisfazendo (4.12)-(4.13).

Proposicao 4.3 Suponha que T é um operador mondtono mazximal satisfazendo a condicao
C.1 e que dw é uma (p, dom T')-distincia de Bregman sobre W para algum p > 0. Considere
A>0, 2. €WV ezedomT NWP. Suponha que existe uma funcio prépria e fechada tal

que I's < f: e defina as grandezas

z = argmin,, {Fg(U) + i\(dw)z(u)} e (4.15)

e:=f:(2) = Ts(2) — (r, 2 — 2), (4.16)
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onde

V(dw).(z_). (4.17)

>

Entao, valem as sequintes afirmacoes:

(a) z estd bem definido, € € [0,00) e vale a sequinte inclusio (que implica (4.12) devido
aD.1):

r € 9:(f2)(2); (4.18)

(b) se, adicionalmente, para um dado escalar o > 0 temos que

l1—0

f:(2) + 3

(dw), (2) < inf {rg(u) + i\(dw)z_ () :ue z} , (4.19)

entdo vale (4.13).

Prova. (a) As hip6teses de que 2 € domT N WY e I'; < f; junto com a condigao D.1
implicam Z € dom f;: N W° C domT'; N WP, Uma vez que dw ¢ uma (i, dom T')-distancia
de Bregman sobre W, segue de (4.17) e da Proposicao 4.1 com ¥ = A\I's que z estd bem
definido e satisfaz

r e ars(z). (4.20)

Vemos que a ultima conclusao e o fato de que Z € dom f; implicam ¢ < oo. Usando a

hip6tese de que I'; < f;, e as relagoes (4.16) e (4.20), concluimos que

fo(u) >Ts(u) >Ts(2) + (ru—2) = f:(2) + (rnu—2) —e, Yué€ Z, (4.21)

e portanto a primeira inclusdo em (4.18) ¢ assegurada. Usando a desigualdade (4.21) com

u = Z temos que € > 0.
(b) Note que (4.19) e (4.15) implicam

)+ 2% (dw).(3) < To(2) +

3 (dw),_(2). (4.22)

1
A
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Além disso, as relagoes (4.2), (4.3) e (4.17) implicam

(dw),_ (2) — (dw),_(z) = (dw).(2) + (V(dw),_(2),Z2 — z) = (dw).(2) — X(r, 2 — z). (4.23)

Agora, usando (4.16), (4.22) e (4.23), concluimos que

(dw)z(g) + e = (dw)z(é) + )‘[fé(g) - FZ(Z) - <7”, Z— Z>]

= (dw):_(2) = (dw)._(2) + Alfz(2) = T:(2)] < o(dw)._(2),

e portanto vale (4.13). |
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5 UMA VERSAO ACELERADA DO METODO NE-HPE

Neste capitulo apresentamos nossa contribui¢do mencionada anteriormente: uma
versao acelerada do Algoritmo 10 para resolver o problema de ponto-de-sela no contexto de
distancias de Bregman conforme estabelecidas no capitulo anterior. Durante este capitulo,
supomos que X, YV, Z, X, Y, Z, (-, )x, (-, )y, {-,) e d sdo como na Subsecio 1.3.1. Além
disso, denote por || - ||x e || - ||y as normas dadas em X e ), respectivamente, que nao

necessariamente sao as induzidas pelos produtos internos dos respectivos espagos.

A seguir descrevemos a distancia de Bregman utilizada em nossa versao. Considere
dwX (respectivamente, dw?’) uma (nx, X)-distancia de Bregman (respectivamente, (ny, Y)-
distancia de Bregman) sobre Wx C X (respectivamente, Wy C ). Fazendo W = Wx x Wy
e WO = int(W), usando as propriedades de dw” e dwY, podemos verificar que a funcio

dw definida como
(dw).(2") == (dw™),(2") + (dwy)y(y'), Vo= (2,9) e WO, V' = (2, y) €W, (5.1)

é uma distancia de Bregman sobre W induzida por w* + w?.

Supomos que Z C W para assegurar que o operador 7' = Ty dado por (1.15) satisfaz

a condicao C.1, e portanto os resultados da Se¢ao 4.1 ainda valem no presente contexto.

A fim de descrever a nossa versao, sera suficiente explicar como é implementado o
Passo 1 do Algoritmo 10. Este serd o tema da Secao 5.1 abaixo, na qual descrevemos um
esquema para implementar este passo baseando-se no algoritmo de gradiente acelerado da
Secao 1.4. Por ora, apenas mencionamos que o tamanho do passo A\; nao serd escolhido
constante mas computado dentro de um intervalo da forma [T\, \] onde A >0 e 7 € (0,1)

sdo fixados em nossa versao. Adicionalmente, o esquema da Sec¢ao 5.1 também descreve
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como computar a tripla (2, z;,¢;) satisfazendo a condigao (4.5) com dw dado por (5.1), e

a inclusao mais forte (4.11).

Mais especificalmente, na Sec¢ao 5.1 descrevemos um esquema para resolver o seguinte

problema:

(P2) Dado um par z_ = (x_,y_) € WY, e escalares o € (0,1], A\ >0 e T € (0,1), o
problema consiste em determinar X € [T\, \] e uma tripla (2,z,6) € W x WO x R,

tais que

V(dw).(z-) € 9:($:)(2), (5.2)

ro=

> =

(dw)(2) + Ae < o(dw)._(2), (5.3)

com ®: dado por (1.14).

Além da Secao 5.1, este capitulo contém a Segao 5.2 na qual descrevemos uma versao
acelerada do Algoritmo 10 para resolver SP(&D; Z) e fornecemos o correspondente resultado
de complexidade. Também discutimos modos 6timos de escolher o tamanho do passo de

modo a minimizar a complexidade total da versao.

5.1 UM ESQUEMA ACELERADO PARA RESOLVER (P2)

Nesta subse¢ao apresentamos um esquema para determinar uma solucao do problema
(P2) baseado no algoritmo de gradiente acelerado da Secdo 1.4 aplicado a um certo

problema de min-max relacionado.
Tendo em vista este objetivo, considere o problema de min-max regularizado

min max &(z,y) + }\(dwx)x(m) - i\(dwy)y (y). (5.4)

rzeX yey

Podemos verificar que uma solugao exata de (5.4) determina uma solugdo de (P2) com
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o = 0 na qual A = \. De fato, fazendo ¢ = 0 em (5.3), ficamos com ¢ = 0 e z = Z.
Substituindo em (5.2) ficamos com §Vdw,(z_) € 8P.(2), que é a condicdo de otimalidade
de (5.4). Sendo assim, é razoavel se esperar que solugoes aproximadas de (5.4) resultem

em solugoes aproximadas de (P2).

Fazendo

fix) = r;lealzi {(D(m, y) — }\(dwy)y_ (y)} , Vre X, (5.5)
() = i(de)w (2)+ 6(x), VaeX, (5.6)

segue de (2.2), (5.5) e (5.6) que (5.4) é equivalente a (1.24) com (f,g) = (f, gx). Além
disso, as condigoes A.1 and A.2 sdo satisfeitas com p = nx /A por (5.5) e pelo fato de que

dwX é uma (ny, X)-distancia de Bregman sobre Wx. O seguinte resultado estabelece a

validade de A.3.

Proposicao 5.1 A constante L = Ly e a fungio Vf =V f\: X — X definidas como

A
Ly =2 (Lm + n%) o VAE) = Ved(r,m(), Vo€ X, (5:7)
Y

respectivamente, onde yx(x) € definido como

ya(w) := argmaz,cy {Cb(x,y) - :)l\(dwy)y(y)} ., VzelX, (5.8)

satisfazem a condi¢io A.3 com f = f.

Prova. A prova é analoga a da Proposicao 2.1.

A seguir apresentaremos o algoritmo para resolver (P2) supondo que o dado de

entrada z_ estd em W°N Z. Este algoritmo consiste em aplicar o algoritmo de gradiente
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acelerado da Segao 1.4 ao problema (1.24) com (f,g) = (fx, gx), onde fy e gy sdo dadas

como em (5.5) e (5.6), respectivamente.

Algoritmo 11: Algoritmo acelerado para resolver (P2).

Passo 0 Dados o € (0,1], A\ >0,7€ (0,1)ez_ = (z_,y_) e W'NZ, faga 49 =0, k =1,

Ao =0, o =0, Ly como em (5.7), e xg = o == T_;

Passo 1 compute

(14 i) + /(L4 pAic)? + ALy (14 i) Ay
2Ly ’

Ak = Ak—l +

com p = nx /A, calcule

Ak—lf n Ay — Ak—lx
Ak k—1,

compute yx (i) de acordo com (5.8), e a funcdo afim Aj como

< Ap—1 5 A — Ay
AL = Ay _
k A, k-1 1 A,

[D( Lk, ya(Zr)) + (VO (Zr, ya(Lx)), - — Tr)a]s  (5.9)

Passo 2 faga

-1
1 1
A= | = 5.10
: <)\+77XAk> ’ (5.10)

e compute os iterados xy, ¥i € T dados por

~ 1
T = argmin {Ak(x)+¢(:c) + )\—(de)x_ (x)} , (5.11)
k
A Ay — Ay,
U = jklyk_l + %yx(%)a (5.12)
o A Ap — A1
By = —

AT
Passo 3 se Ay, > max{l — 0,7}, entdo compute y; := y»,(Zx) de acordo com (5.8), faca

5\ = )\lm zZ= gk = (i'kagk)a Z =2k = (zkayk) €

€ =¢& = é’(fk, Yr) — ]\k(xk) — ¢(xp) — i (V(dw).(2-),Z = 2),
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retorne \ e a tripla (Z,2,¢€), e termine o algoritmo; caso contrario, faca k <— k+ 1 e

retorne ao Passo 1.

fim

A seguir fazemos algumas consideragoes acerca do Algoritmo 11. Primeiramente,
pelo critério de parada e pela relacio (5.10), o Algoritmo 11 retorna A € [rA, \]. Em
segundo lugar, pela Proposicao 4.1 e pelas relagoes (2.1), (5.8) e (5.11), a saida z estéd
em WY N Z. Em terceiro lugar, os passos 1 e 2 do Algoritmo 11 sdo especializacoes dos
passos 1 e 2 do Algoritmo 1 para a instancia de (1.24) na qual (f,g) é dado por (fx, g»)
com fy e gy como em (5.5) e (5.6), respectivamente. A tnica diferenca é a computagao
extra de g em (5.12), que é usado para computar a componente Z da saida. Em quarto
lugar, mesmo que a funcdo afim A, dada em (5.9) e a funcdo afim Aj dada por (1.26)
com f = f, ndo sejam a mesma, ambas tém o mesmo gradiente por causa de (5.7), e
portanto os subproblemas (5.11) e (1.27) sao equivalentes. Em quinto lugar, cada iteracao
do Algoritmo 11 antes da tltima requer resolver dois subproblemas, a saber, (5.11) e
um da forma (5.8), enquanto a ultima iteragdo requer a resolu¢ao de um subproblema
adicional da forma (5.8) no Passo 3. Em sexto lugar, quando o critério de parada no Passo
3 é satisfeito, este passo extra computa a saida \ e a tripla (Z, z, ) resolvendo (P2) (veja
a Proposigao 5.2 a seguir). Por ultimo, outro modo possivel de terminar o Algoritmo 11
é computar a tripla (2, z,¢) = (2, 2k, £x) descrita no Passo 3 a cada iteragao e checar se
A = A e se esta tripla satisfaz o critério de erro (5.3). (A tripla sempre satisfaz (5.2) por
causa da Proposi¢ao 5.2 (a) enunciada a seguir). O lado ruim deste critério de parada é
que ele requer resolver um subproblema adicional da forma (5.8) a cada iteragdo. Nossos

testes numéricos apresentados no Capitulo 6 sao baseados no critério de parada descrito
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no Algoritmo 11.

O seguinte resultado estabelece a convergéncia e complexidade do Algoritmo 11.

Proposicao 5.2 Para todo k > 1 valem as sequintes propriedades:

(a) o escalar X\ = N e a tripla (2, 2,€) = (2, 2, €x) satisfazem a inclusio (5.2);
(b) se \p > (1 —0)A, entao A=\ e a tripla (Z,2,8) = (Zk, 2k, €) satisfazem a condigao

(5.3).

Além disso, o Algoritmo 11 resolve o problema (P2) em no mdzimo

J A (Lm ™ %Liy)
Nx

(5.13)

iteracoes.

Antes de provar esta proposicao precisamos do seguinte resultado auxiliar:

Lema 5.1 Para todo k > 1, a funcio afim Ay dada por (5.9) satisfaz:

(a) Ap(z) < ®(z,9) para todo x € X;
(b) fazendo Zy = (Zy, Ux), a fungio 'z, 1 Z — [—00,00] definida como

Ap(@)+¢(x) — B3y, y), Vz=(1,y) € Z;
Iz (2) = (5.14)

400, caso contrdrio,

minoriza a fungdo (fgk definida em (1.14);

(c) se \p > (1 — o)\ entao

2wy (30 < inf {T, (1) + - (dw)y ) (5.15)
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Prova. (a) Usando as definicées de A, e g, dadas em (5.9) e (5.11) e também o fato de

que ®(-,y) — ®(x,-) é convexa para todo (z,y) € Z, vemos que para todo x € X

X A A . . s .
Ae(w) = 30 =5 [0y (#:)) + (VO35 yn(3:)), @ = )]
=1
A A b A - Az ) i
S Zl Tl [q)(x7y)\<xl S (l‘, Zl ! xl)) - q)(xvyk)v

o que prova (a).

(b) por (1.14), (2.2) e (5.14), vemos que I'z, minoriza &, se e somente se Ay < ®(-, Jp),

e portanto segue a prova desse item.

(¢) Suponha que A, > (1 — o). Observe que por (5.5), (5.7), (5.8), (5.9), (5.12) e

pela convexidade de (dw"), (-), temos que

L), ()

Z: a Al : [ (T3, yr(2;)) + (VO(T5, ya(T5)), & — Ti) x — i(dwy)y (yx(24))

v

1

.

S A At [ ) (V)0 — )] (5.16)

=1

.

Agora, fazendo 7o = z_, g = g» e h = (1/nx)dwy onde g, é dada por (5.6), e usando o
fato de que dw”® é uma (nx, X)-distancia de Bregman sobre W, verificamos que g, g e
h satisfazem as condigoes A.4-A.6. Uma vez que o conjunto X e o par (f,g) = (f, g»)
satisfazem A.1-A.3 onde fy é dada por (5.5), e o Algoritmo 11 corresponde ao Algoritmo
1 aplicado a (1.24) com (f, g) = (f, gx) com h dada como acima. Segue de (1.32), (5.5),

(5.6) (5.10) e (5.16) que

Rala) + 0(a) = ), (50) + 3 (@), (@
— ]\k(l‘) + gb(m) — i(dwy)y (gk) + (i\ —+ 77X1Ak> (de)Q% (l‘)

>y Ais A BB [0 + (VA — bl + 9n) + ()

> (o 0)(0) 2 Blin,y) — 3 (d07), () + (@) (@0), ¥(wp) € 2
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Por fim, rearranjando a tltima desigualdade e usando as definigdes de dw e I';, em (5.1)
e (5.14), respectivamente, e também o fato de que (1 — o)A < A, < A, onde a segunda
desigualdade deve-se a (5.10), temos que vale (5.15).

|
Agora estamos prontos para provar a Proposi¢ao 5.2.

Prova. [Prova da Proposi¢ao 5.2] Considere k > 1. A prova dos dois primeiros itens
¢ baseada na Proposicao 4.3 considerando-se A = A, Z = Z;, € = €} e o operador T = T
dado por (1.15), que satisfaz a condi¢ao D.1 com f; = ®: dada por (1.14) para todo z € Z

(ver a observagao abaixo da condigao D.1).

(a) o Lema 5.1 (b) implica que T's, definida como em (5.14) minoriza @, . Sendo
assim, usando o fato de que fz(3) = ®:(2) = 0 para todo Z € Z pela definicao (1.14),
vemos que as grandezas z e € computadas de acordo com (4.15) e (4.16), respectivamente,
com Z = Z; é equivalente ao modo que z; e g sdo computados no Algoritmo 11. Portanto,

(a) segue da Proposicao 4.3 (a).

(b) Este item segue pelos mesmos argumentos acima, Lema 5.1 (c¢) e Proposigao 4.3

Agora estabelecemos a tultima conclusao da proposicao. Quando o Algoritmo 11
termina (ver o Passo 3), segue de (5.10) e do fato de que a saida A = ) satisfaz A € [T\, \].
Portanto, pelos itens (a) e (b), concluimos que o Algoritmo 11 retorna \ e (2, z, ) resolvendo
(P2). Falta verificar a estimativa (5.13). De fato, vamos estimar o nimero de iteragoes
para que o Algoritmo 11 termine. Ou seja, queremos que A\, > max{1 — o, 7}\. Por (5.10)

isto se da se e somente se

1 1 max{l —o,7} 1 1 Cor
~+ < & << :
A nx Ak A nxAr — A
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Lembrando a estimativa Ay > k?/4L, dada em (1.30), temos que para atingir o critério

de parada, basta que k seja tal que

4L>\ Cor
< )
nxk? — A
o que com (5.7) resulta na estimativa (5.13). Verifica-se, portanto, que o nimero de

iteragoes até o critério de parada do Algoritmo 11 ser satisfeito é limitado por (5.13)

quando T e o sdo vistos como constantes tais que max{l — o, 7} é suficientemente diferente

de 1 e de 0.

5.2 UMA VERSAO ACELERADA NE-HPE PARA RESOLVER SP(QA); Z)

Nesta subsecdo descrevemos uma versao acelerada NE-HPE para resolver o problema
de ponto-de-sela SP(@; 7)) e estabelecemos seu correspondente resultado de complexidade.
Também discutimos a maneira 6tima de escolher o tamanho do passo de modo a minimizar

a complexidade total da versao.

Comegamos enunciando uma versao acelerada do Algoritmo 10 para resolver SP(&D; Z)
que computa o tamanho do passo \; e a tripla (Z;, zj,&;) no Passo 1 fazendo uso do

Algoritmo 11.

Algoritmo 12: Algoritmo acelerado NE-HPE para o problema de ponto-de-sela

Passo 0 tome zp € W2, A > 0,0 € (0,1] eT € (0,1) e faca j = 1;

Passo 1 invoque o Algoritmo 11 com dados de entrada o, A, 7 e z_ = z;_1 para obter um

tamanho do passo A; e uma tripla (Z;, z;, €;) satisfazendo (4.11) e (4.5);

Passo 2 faga j < j + 1, e retorne ao Passo 1.
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fim

Em vista da Proposigao 5.2, o Algoritmo 12 satisfaz as condigoes de erro (4.11) e (4.5)
do Passo 1 do Algoritmo 10. Portanto, o Algoritmo 12 é um caso especial do Algoritmo 10.
Segue que o limitante de taxa de convergéncia ergddica (externo) para o Algoritmo 12 é

como descrito no Teorema 4.1.

Teorema 5.1 Considere R = R(zy; Z) dado por (4.8). Considere as sequéncias {Z;}, {z;}
e {e;} geradas pelo Algoritmo 12 e as respectivas sequéncias ergodicas {27}, {z§} e {€f}

como no Lema 4.4. Entdo, valem:

(a) para todo escalar positivo €, existe um indice

=[]

tal que para todo 5 > 7o, (2;1, E?) ¢ um E-ponto-de-sela de d com respeito a Z;

(b) cada iteragao do Algoritmo 12 performa no mdzximo

o J A (Lm + %Lgy)
Ub'e

iteracoes internas, isto é, do Algoritmo 11.

Como consequéncia, o Algoritmo 12 determina um &-ponto—de-sela de d com respeito a Z

performando no maxrimo

A(Lyy + 212
O J ( ) {Pﬂ (5.17)
nNx AE

iteracoes internas.

Prova. Uma vez que o Algoritmo 12 é uma versao especial do Algoritmo 10, (a)
segue do Teorema 4.1 (a) e do fato de que A; > 7\ para todo j > 1. O item (b) segue da

Proposicao 5.2. A tltima afirmacdo do teorema segue imediatamente de (a) e (b). |
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Terminamos esta subsecao fazendo uma consideragao acerca do limite de complexi-
dade (5.17) em comparagao aquele obtido na relagao (4.4) de (NESTEROV, 2005). Quando

substituimos A = R/¢ em (5.17), verificamos que o limite (5.17) se reduz a

L L
0<1+ _R - +,/}§ ) (5.18)
E\/Mx MY ENx

A seguir mostramos que, para distdncias de Bregman com respeito a X e Y conveniente-

mente escalonadas, este limite se reduz a

VRxRyL, Ry Ly,
(9<1+ Sl o Y . ) (5.19)

E\/MxNy ENx

onde

Ry = max{(dw™),,(z) : 2 € X}, Ry :=max{(dw"),(y):y €Y}

O tltimo limite generaliza aquele na relacao (4.4) de (NESTEROV, 2005), o qual é valido
apenas para um caso especial de SP(fi); Z) com uma estrutura bilinear. Este limitante é

6timo no seguinte sentido:

a) Pode ser mostrado que existe uma fungao G com gradiente Lipschitz de constante
L¢ tal que para qualquer método de primeira ordem a taxa de convergéncia para

minimizar G em um conjunto X é de no maximo O(L¢g/k?*). (NESTEROV, 2004)

b) Pode ser mostrado que existem Y’ C R"™ convexo e compacto, b € Y’ e um operador
linear limitado K tais que, para qualquer método de primeira ordem, a taxa de
convergéncia para resolver min,ec x maxyey (K, y) — J(y) := minge x max, ey (Kz —

b,y) é de no maximo O(Lk/k). (NEMIROVSKI, 2004; NEMIROVSKY, 1992)

A fim de obter o limite (5.19), considere as distdncias de Bregman definidas como

dw™? .= 0dw”®, dw'? =0 1dw?,
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onde f > 0 é um pardmetro fixado. Claramente, dwX? (respectivamente, dw*?) é uma
(Onx, X)-distancia de Bregman (respectivamente, (§~'ny,Y)-distancia de Bregman) sobre

Wy (respectivamente, sobre Wy ). Neste caso, R, dado na equagao (4.8), torna-se
R = Rg = QRX + G_IRy.

Sendo assim, escolhendo 6 = (Ry/ RX)l/ 2 as grandezas R, nx e ny neste caso se reduzem

a
| Ry |Rx
R=2{/RxR =4/ — =4/ =
Xy, 7Tx RXUX, U)'g Ran>

e portanto (5.18) se reduz a (5.19).

Sob certas condi¢oes, podemos escolher A ainda menor que R/ de modo a manter

a mesma complexidade. Exporemos tais condigoes a seguir. Multiplicando a estimativa

(5.17) por A(1/)), verificamos que ela é equivalente a

1 [Lye  Luy }maX{ARD
75 .

O | max < —, ,
< {)\ An)x VIxnNy

Podemos ver entao que a afirmacao a seguir é valida dependendo se a desigualdade

JIXTY  Lee | _ R
Iy } <z =k (5.20)

AL =
1 max { Lwy s L%y?’/y

vale (caso 1) ou nao (caso 2):

1) se (5.20) vale, entao escolhendo A € [A1, Ay] a complexidade dada em (5.17) se reduz

a

o tart)

AV IxNy é

2) caso contrério, se Ay > g, entdo tomando A = Ay a complexidade dada em (5.17) se

reduz a
[L.r |R
O (1 + _> .
Nnx V €
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Fazendo as mesmas modificagoes nas distancias de Bregman, obtemos assim a mesma

complexidade em (5.19) com esta escolha de A.

Idealmente, deveriamos escolher A de acordo com a discussao acima para minimizar
o numero total de iteragoes. Contudo, no caso em que R nao é conhecido a priori, ndo
podemos computar Ay, e com isso nao podemos escolher A\ = Ay como proposto no caso 2.

Por outro lado, sempre podemos escolher A = A\, que é facilmente computavel.

Esta escolha é 6tima quando vale o caso 1 e, mesmo que nao o seja quando vale o

caso 2, pode ser uma escolha boa na pratica, visto que o caso 2 é dificil de acontecer.
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6 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentamos resultados computacionais ilustrando a performance
numérica do Algoritmo 12 em uma colecdo de problemas de ponto-de-sela. Todos os
resultados computacionais foram programados em MATLAB R2014a em uma méaquina

Windows 64 bit com processador Intel 2.16 GHz de 4 GB de memoria.

Comparamos o Algoritmo 12 (referido como ACC-HPE) com o algoritmo de suavi-
zagao de Nesterov (NESTEROV, 2005) (referido como NEST). Implementamos ambos
os algoritmos baseados tanto na distancia Euclidiana quanto na distancia de Bregman

2

induzida pela divergéncia de Kulback-Leibler, a saber, dw,2(z') = 3, 2! log(z2} /22) + 2} — 22.

Nossos resultados computacionais consideram entao quatro variantes, que sao, E-ACC-
HPE, L-ACC-HPE, E-NEST e L-NEST, onde aquelas comegando com E (respectivamente,
L) sdo as baseadas na distdncia Euclidiana (respectivamente, distancia de Kulback-Leibler).
Para melhorar a performance das variantes L, usamos o esquema adaptativo para escolher
o parametro L dado em (TSENG, 2008), i.e., o valor inicial de L comega como uma
fracao do valor tedrico da constante de Lipschitz e é aumentado de 2 sempre que falha
em satisfazer um certo critério de convergéncia (veja as equagoes (23) e (45) de (TSENG,
2008)). Usamos a fragao 1/2° em nossos experimentos. Este esquema néo foi usado para
as variantes E, dado que observamos que ele nao melhora suas performances. O valor
retornado de L na ultima iteragao dividido pelo valor teérico da constante de Lipschitz
variou entre 1/64 e 1 em nossos experimentos. Mais especificamente, esta razao foi de 1/64
para uma instancia, 1/32 para trés instancias, 1/8 para uma instancia, 1/4 para quatro

instancias, 1/2 para treze instdncias e 1 para as demais instancias.

Nas trés seguintes subsegoes reportamos resultados computacionais nas seguintes
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classes de problemas: (a) problema bilinear; (b) problema de ponto-de-sela vetor-matriz; e
(c) problema quadratico. Reportamos os resultados em tabelas e em perfis de desempenho
(ver (DOLAN; MORE, 2002)). Lembramos a definicio de perfil de desempenho: dado um
problema, um método A é dito ser no maximo x vezes mais devagar que o método B se o
tempo que o método A gastou para resolvé-lo é no maximo x vezes o tempo gasto pelo
método B. O ponto (x,y) estd na curva do perfil de desempenho de um método se este
resolver exatamente 100y% de todos os problemas testados em até, na pior das hipdteses,

x vezes mais devagar que qualquer outro método em comparacao.

Para todas as classes de problemas, o critério de parada utilizado para terminar

todos os métodos na k-ésima iteracao é

&(Zk, y) — min d(z, i) < &
max &(Zx, y) — min &(z, i) < €

O uso deste critério para a segunda e terceira classes de problemas nao é a melhor estratégia
do ponto de vista computacional, ja que a minimizacao da fun¢do dual envolve resolver
um subproblema quadréatico no simplex unitario. Note que nosso algoritmo nos permite
computar a cada iteragdo um par ((Zy, Jr), €x) tal que a desigualdade acima é satisfeita
com £ = €y, e assim o critério de parada acima serd satisfeito sempre que ¢, < . No
entanto, uma vez que a descri¢ao do algoritmo de suavizagao de Nesterov gera (T, ¥x)
mas nao €, optamos pelo critério mencionado acima mas adotamos a convencao de excluir

o tempo gasto pelos programas de avaliar as func¢oes duais para os tempos reportados.

Selecionamos os parametros para nossos algoritmos como a seguir. Para o Algoritmo

12 escolhemos

)\:min{R/s,maX{ /Ix7y  Las }},

La:y ’ L%an

conforme a discussao no fim da Se¢ao 5.2, 0 = 0.9 e 7 = 1 — 0. Escolhemos o ponto

inicial sempre como (1/n,1/n,...,1/n) onde n é a dimensao do espago considerado. Em
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nossa implementacao do algoritmo de suavizagao de Nesterov escolhemos o parametro de

suavizagao p = £/2Dy (ver a equagao (4.8) de (NESTEROV, 2005)).

A seguir denote por R" o espaco Euclidiano n-dimensional e 8™ o espago linear das

matrizes simétricas n x n reais. O simplex unitario em R" é definido como

An::{xGR”:ZJJi:l,xEO}.

i=1

6.1 PROBLEMA BILINEAR

Nesta se¢ao exibimos os resultados comparando a performance das quatro variantes

em instancias do problemas bilinear

i A
min ;ggﬁ(w, Y),

onde A é uma matriz n X m real. As matrizes foram geradas de modo que seus elementos sao
nao nulos com probabilidade p e randomicamente gerados no intervalo [—1, 1]. Testamos os
algoritmos para um conjunto de problemas de tamanhos diferentes de matrizes e diferentes

valores de p. A tolerancia usada aqui foi & = 1073.

Na tabela 1 vemos os resultados para as quatro variantes aplicados a instancias deste
problema com diversos tamanhos de matrizes e diversos valores de p.

TABELA 1 — Resultados dos testes para o problema bilinear

Tamanho E-ACC-HPE E-NEST L-ACC-HPE L-NEST

n m D tempo iter. tempo iter. tempo  iter. tempo  iter.
1000 100  0.01 | 0.2721 196 1.8915 1806 6.0765 4364 | 6.0991 4979
1000 100 0.1 | 0.6587 480 | 14.5410 12738 | 8.88550 5734 | 7.7157 5808
1000 1000 0.01 | 0.4562 224 3.9617 2560 7.1988 1245 | 30.0177 2287
1000 1000 0.1 | 0.7927 213 | 47.3204 14602 | 12.2948 2723 | 17.1655 4603
1000 10000 0.01 | 0.7082 100 | 28.0016 4213 12.9047 1799 | 83.6426 5098
1000 10000 0.1 | 3.5575 196 | 698.2147 38410 | 67.6110 2541 | 259.4104 5306
10000 100  0.01 | 1.8140 461 | 33.8041 9606 36.3373 7010 | 33.5731 7245
10000 100 0.1 | 11.5663 1381 | 745.7268 100384 | 48.0043 7671 | 47.5234 7740
10000 1000 0.01 | 0.7976 121 | 34.0278 5038 62.5932 6572 | 67.1911 7608
10000 1000 0.1 | 8.1079 287 1566.3 56744 | 165.6846 7449 | 161.6192 7816
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Na figura 3 vemos o perfil de desempenho para o mesmo conjunto de instancias. Ela
mostra que as variantes do ACC-HPE sao superiores as variantes NEST neste conjunto de
instancias do problema bilinear.

FIGURA 2 — Perfil de desempenho para o problema bilinear
Perfil de Desempenho (10 problemas) (tempo)
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no maximo x vezes (o tempo dos outros métodos)

6.2 PROBLEMA DE PONTO-DE-SELA VETOR-MATRIZ

Nesta secao vemos a comparacao das quatro variantes de instancias do problema de
ponto-de-sela vetor-matriz. Dados ¢ € R, uma matriz B n X n real e um operador linear

A R" — 8™, o problema de ponto-de-sela vetor-matriz consiste em
0 1B+ €l + B (A(@))
min —|| Bz + ¢ max (A(T)),

onde Oax (A(z)) denota o maior autovalor de A(x). Tal problema é equivalente ao problema
de ponto-de-sela

. 1 )
min max o || Bz + ¢* + (Alz), Y),

onde Q:={Y € S":tr(Y) = 1,Y ¢ positiva definida}. Testamos as quatro variantes em
um conjunto de problemas onde as matrizes B e A; := A(e;), i = 1,...,n, foram geradas

de modo que seus elementos sao nao nulos com probabilidade 0.1 e randomicamente
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gerados no intervalo [—1, 1]. (Aqui, e; denota a i-ésima componente do vetor n-dimensional

unitério). A tolerancia utilizada foi £ = 1072.

Na tabela 2 vemos os resultados para as quatro variantes aplicado a diversas instancias
deste problema para diversos tamanhos de matrizes.

TABELA 2 — Resultados dos testes para o problema de ponto-de-sela vetor-matriz

Tamanho | E-ACC-HPE E-NEST L-ACC-HPE L-NEST

n m | tempo iter. | tempo  iter. | tempo iter. | tempo iter.
50 50 | 1.5987 266 | 3.9912 750 | 1.2079 240 | 1.7442 300
50 100 | 10.4205 456 | 44.2678 2335 | 3.7254 235 | 7.9121 410
20 200 | 56.4287 765 | 510.9588 7560 | 16.7225 265 | 24.5651 310
100 50 | 0.6970 113 | 4.4376 725 | 2.2108 315 | 3.1361 460
100 100 | 3.6108 218 | 32.5960 1855 | 5.9332 395 | 8.2586 480
100 200 | 22.6149 316 | 370.1234 5145 | 26.1798 330 | 43.8539 350
200 50 | 2.2427 214 | 4.3349 605 | 2.1502 305 | 3.2779 450
200 100 | 3.9892 281 | 30.1342 1530 | 7.4743 345 | 8.7948 475
200 200 | 22.9626 312 | 342.4116 4335 | 23.9602 355 | 31.2051 495

Na figura 4 vemos o perfil de desempenho para o mesmo conjunto de instancias. Ela
também mostra que as variantes de ACC-HPE performam melhor que as variantes NEST
neste conjunto de instancias do problema de ponto-de-sela vetor-matriz.

FIGURA 3 — Perfil de desempenho para o problema de ponto-de-sela vetor-matriz

Petfil de Desempenho ( 9 problemas) (tempo)
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6.3 PROBLEMA QUADRATICO
Nesta se¢do comparamos as quatro variantes em instancias do problema quadratico

1
min max §||Bx||2 + (z, Ay)

JSEAn yEAm

para diversos tamanhos de matrizes e diferentes valores de p. As matrizes foram geradas

de modo similar as geradas para o problema bilinear (veja Subsegdo 6.1). A tolerancia

usada foi de £ = 10~%.

Na tabela 3 reportamos os resultados para as quatro variantes aplicados as diversas

instancias deste problema com varios tamanhos de matrizes e diferentes valores de p.

TABELA 3 — Resultados dos testes para o problema quadratico

Tamanho E-ACC-HPE E-Nest L-ACC-HPE L-Nest
n m P tempo iter. tempo iter. tempo  iter. tempo iter.
100 100 0.01 | 2.9931 3325 3.4325 3865 | 15.5991 16485 | 24.5904 29115
100 1000 0.01 | 1.5389 1375 | 22.0383 19595 | 33.8117 30060 | 42.1352 39040
1000 100 0.01 | 6.1160 4535 4.3215 2675 | 21.3346 12010 | 34.0820 20285
1000 1000 0.01 | 1.1044 595 8.8350 4960 | 22.6147 9230 | 53.5389 23255
100 100 0.1 4.4928 4985 8.6743 10345 | 10.9572 13125 | 12.0119 15415
100 1000 0.1 6.7362 5040 | 39.7344 31185 | 15.3777 12915 | 18.1534 15010
1000 100 0.1 | 42.2032 15105 | 41.8742 15310 | 47.2913 16540 | 52.9498 18810
1000 1000 0.1 | 116.7657 22820 | 118.2056 22850 | 50.3541 9450 | 84.0200 16820
100 100 0.2 7.7375 8585 | 14.9389 17815 | 18.8705 22605 | 20.6869 26545
100 1000 0.2 | 11.6011 8675 | 68.4306 39355 | 26.4835 22240 | 31.2638 25845
1000 100 0.2 | 28.8739 26015 | 72.1152 26415 | 81.4451 16275 | 91.1901 28970
1000 1000 0.2 | 72.6806 39305 | 203.5757 53710 | 86.7198 28490 | 144.6992 32390

Na figura 5 apresentamos o perfil de desempenho para o mesmo conjunto de instancias.

Ela mostra que a variante de ACC-HPE baseada na distancia Euclidiana (respectiva-
mente, distdncia induzida pela divergéncia de Kulback-Leibler) performa melhor que a
variante NEST baseada na distancia Euclidiana (respectivamente, distancia induzida pela

divergéncia de Kulback-Leibler) para este conjunto de instancias do problema quadratico.
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FIGURA 4 — Perfil de desempenho para o problema quadratico

Perfil de Desempenho 112 problemas) (tempo)
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A seguir fazemos algumas consideragoes finais a respeito dos testes: Mostramos na
Secao 5.2 que o Algoritmo 12 tem a mesma complexidade que a técnica de suavizagao de
Nesterov de (NESTEROV, 2005). Os experimentos destas se¢oes envolvendo trés classes
de problemas mostraram que as variantes do Algoritmo 12 sdo superiores as variantes do
algoritmo de suavizagao de Nesterov. Os experimentos ainda mostraram que a variante
do Algoritmo 12 baseada na distancia Euclidiana performa melhor que a variante do

Algoritmo 12 baseada na distancia induzida pela divergéncia de Kulback-Leibler.
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7 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo fazemos consideragoes finais acerca de todo o trabalho e descrevemos
perspectivas para desenvolvimento futuro. Nossas contribui¢oes foram o algoritmo acelerado
de HPE para ponto-de-sela (Algoritmo 5) apresentado no Capitulo 2, o algoritmo acelerado
para problema de equilibrio de Nash (Algoritmo 9), mostrado no Capitulo 3 e o algoritmo
acelerado para ponto-de-sela nao-Euclidiano (Algoritmo 12), apresentado no Capitulo 5.
Apesar de o Algoritmo 11 aplicado para a distancia Euclidiana resultar em um algoritmo
Euclidiano para o problema de ponto-de-sela, este nao resulta no mesmo Algoritmo 5, visto
que este ultimo nao faz uso de hipodtese de limitagdo no conjunto viavel. Podemos dizer
que o Algoritmo 5 é uma generalizagao direta do algoritmo proposto por He e Monteiro
em (HE; MONTEIRO, 2014), enquanto que o caso Euclidiano do Algoritmo 11 pode
ser visto como um algoritmo alternativo para resolver a mesma espécie de problemas
de ponto-de-sela, sob diferentes hipoteses. Consideramos que os algoritmos propostos
para os problemas de ponto-de-sela sao contribuigoes relevantes, visto que eles atingem
a complexidade 6tima, conforme visto no fim da Sec¢ao 5.2. Apesar de nao termos feito
analise de complexidade similar para o Algoritmo 5, ela pode ser feita da mesma maneira
para a mesma escolha de A, e com isso o Algoritmo 5 também atinge a complexidade
Otima para sua classe de problemas. O Algoritmo 11 foi escrito em forma de artigo e
submetido para a revista Optimization Methods and Software do jornal Taylor and Francis
(KOLOSSOSKI; MONTEIRO, 2015). Neste trabalho realizamos os testes relativos ao
Algoritmo 11. Consideramos que tais testes foram satisfatorios comparados ao algoritmo

de suavizacao de Nesterov.

Existem diversas maneiras de se prosseguir com o desenvolvimento deste trabalho
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no futuro. Pode-se pensar em generalizar Algoritmo 9 para o contexto de distancias
de Bregman ao invés de considerar-se a FEuclidiana. Pode-se fazer uma implementacao
numérica mais avancada aplicando-se os algoritmos desenvolvidos para problemas reais
da area de economia, energia e afins. Outra perspectiva de trabalho futuro possivel é a
de se considerar outros problemas que possam ser reduzidos a um problema de inclusao
mondtona e entao desenvolver um algoritmo HPE para o problema em questao. Exemplos
de problemas onde isto ainda nao foi feito s@o o problema de equilibrio geral, que é
conhecido por abranger os problemas de equilibrio de Nash e de ponto-de-sela, problemas
de minimizacao, de desigualdade variacional, entre outros. Outro problema que pode ser
considerado é o problema de minimizacao multiobjetivo. Se obtido sucesso no contexto da
distancia Euclidiana em tais generalizagoes, pode-se tentar conseguir adaptar o algoritmo
para o contexto de distancias de Bregman. Pode-se ainda tentar obter resultados de
complexidade pontual para o Algoritmo 12, visto que apenas resultados de complexidade
ergodica foram obtidos. Outra perspectiva é considerar relaxar hipoteses, um exemplo
sendo retirar a hipdtese de ter que se considerar o dominio limitado no caso do Algoritmo

12.
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