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“[...]to understand why some countries grow and some fail to do so,
economists have to move beyond the mechanics of models

and pose questions about the fundamental causes of economic growth.”
(Daron Acemoglu, Introduction to Modern Economic Growth, 2009)



Resumo
Diante do fenômeno do crescimento não balanceado, é proposto um modelo de equilíbrio
geral, com preferências não homotéticas, tecnologia exógena, função de produção com
retornos constantes de escala e múltiplos setores de produção, numa economia fechada.
Indo além de modelos já difundidos na literatura, o presente trabalho engloba dois canais
pelos quais se dá o crescimento não balanceado: (i) efeito substituição pelo lado da oferta,
capturado pelas taxas de crescimento tecnológica dos setores e intensidade de capital; (ii)
e, por efeito renda pelo lado da demanda, capturado pelo parâmetro de elasticidade das
preferências.

Palavras-chaves: Crescimento econômico. Não balanceado. Preferências não homotéticas.



Abstract
In the face of the non-balanced growth phenomenon, it proposes a general equilibrium
model, with non-homothetic preferences, exogenous technology, production function with
constant returns to scale and multiple production sectors, in a closed economy. Going
beyond models already widespread in the literature, this study encompasses two channels
by which gives the unbalanced growth: (i) substitution effect on the supply side, captured
by technological growth rates of sectors and capital intensity; (ii) and income effect on the
demand side, captured by the preferences elasticity parameter.

Key-words: Economic growth. Non-balanced. Non-homothetic preferences.
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Introdução

Modelos formais macroeconômicos que abordem o tema do crescimento não balan-
ceado ainda são escassos dentro do mainstrean econômico (Acemoglu e Guerrieri (2008);
Kongsamut, Rebelo e Xie (2001); Ngai e Pissarides (2007); Boppart (2014)), porém sabe-
mos desde Kuznets que o desenvolvimento econômico leva a mudanças nos pesos relativos
dos setores. A principal contribuição desse trabalho é preencher algumas das lacunas
existentes estendendo o modelo proposto por Boppart (2014), inserindo mais setores além
dos três considerados pelo autor, adotando uma forma funcional diferente para descrever
as preferências do consumidor e propondo uma estrutura mais simples e tratável.

Enquanto que trabalhos como de Acemoglu e Guerrieri (2008) e Ngai e Pissarides
(2007) justificam o crescimento não balanceado pelo lado da oferta, Kongsamut, Rebelo
e Xie (2001) o justificam pelo lado da demanda. A presente obra se alinha mais ao
pensamento de Boppart (2014) em que tanto fatores pelo lado da demanda, quanto pelo
lado da oferta, contribuem para o crescimento não balanceado. Ignorar um destes canais
de transmissão poderia subestimar a magnitude do “não balanceamento”, ou mesmo
superestimar o efeito de alguma das causas do crescimento não balanceado.

Ou seja, basicamente o que acontece na economia são dois efeitos:

(i) Efeito substituição: conforme a economia se desenvolve, os setores dela se
desenvolvem em velocidades distintas, fazendo com que aquele que se torna mais produtivo,
cresça mais rápido e se torne relativamente maior1. Sendo que, o provável canal de
transmissão deste fenômeno seja através das mudanças nos preços relativos;

(ii) Efeito renda: o desenvolvimento econômico leva a um crescimento da renda
média da população, que por sua vez passa a gastar uma menor fração de sua renda com
produtos agropecuários. Assim, leva a um descompasso entre os setores.

Desta forma, é proposto um modelo de equilíbrio geral, com preferências não
homotéticas, tecnologia exógena, função de produção com retornos constantes de escala
e múltiplos setores de produção. Para tal fim, este trabalho se dividirá, além desta
breve introdução em: uma revisão das principais obras já publicadas acerca o assunto;
apresentação de algumas regularidades empíricas que justifiquem a pesquisa; a elaboração
do modelo propriamente dito; uma discussão dos principais resultados obtidos; e, por fim,
uma conclusão do trabalho.

1 É claro que por este setor estar crescendo, ele se torna absolutamente maior também, mas o foco aqui
está nos pesos relativos dos setores.
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1 Revisão da Literatura

Em Acemoglu e Guerrieri (2008), os autores reforçam que a maior parte dos modelos
econômicos buscam consistência com os fatos de Kaldor, quais sejam, relativa constância
da taxa de crescimento, da relação capital-produto, da parcela de capital no PIB, e da taxa
de juros real. Contudo, além dessa visão balanceada, é necessário levar em conta mudanças
sistemáticas na importância relativa dos vários setores. Os autores apresentam, então, um
modelo de dois setores que evidencia uma razão para o crescimento não balanceado, razão
esta originada no lado da oferta e relacionada com a tese de Baumol (1967).

Acemoglu e Guerrieri (2008) afirmam que diferenças na proporção dos fatores entre
os setores, quando combinadas com o aprofundamento do capital, levam a um crescimento
não balanceado porque um aumento na razão capital-trabalho aumenta mais o produto
nos setores mais intensivos em capital. Os autores ilustram esse mecanismo econômico
utilizando uma economia com elasticidade de substituição constante entre os dois setores
e uma função de produção Cobb-Douglas dentro de cada setor. E mostram que a alocação
de equilíbrio (que é Pareto Ótima) se caracteriza por um crescimento não balanceado a
nível setorial, mas é consistente com os fatos de Kaldor no longo prazo. No caso empírico
relevante, em que a elasticidade de substituição entre os dois setores é menor que 1, um
dos setores (tipicamente o mais capital intensivo) cresce mais rápido que o restante da
economia, porém, como os preços relativos se movem em direção oposta a esse setor, seu
valor (ponderado pelo preço) cresce a uma taxa menor que o resto da economia. Além
disso, os autores mostram que capital e trabalho são continuamente realocados para fora
do setor que cresce mais rapidamente.

Além disso, Acemoglu e Guerrieri (2008) apresentam uma simples calibração de
seu modelo para investigar se suas predições são consistentes com os dados dos EUA.
A calibração mostra que a convergência para o equilíbrio assintótico é muito lenta, e
consistente com os fatos de Kaldor, e, ao longo desse caminho de transição, a parcela de
capital na renda nacional e a taxa de juros real são aproximadamente constantes.

Ngai e Pissarides (2007), que trazem um modelo multisetor em que a função de
produção não precisa ser uma Cobb-Douglas, e o crescimento não balanceado ocorre devido
a diferença no crescimento da produtividade entre os setores;

Kongsamut, Rebelo e Xie (2001) justificam o crescimento não balanceado pelo lado
da demanda, através da Lei de Engel, ou seja, assim que a renda do indivíduo cresce, a
fração gasta com produtos agropecuários diminui. Neste modelo, a tecnologia é exógena e
a economia possui três setores, todos com a mesma função de produção; por fim,

Boppart (2014) tenta unir as justificativas de crescimento não balanceado dos
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trabalhos acima citados. Assim, explica o crescimento não balanceado via demanda (via
efeito renda) e oferta (via preços relativos). Para tal, utiliza preferências não Gorman
para captar o fato que a propensão marginal a consumir bens e serviços difere entre
pobres e ricos. Utiliza a função utilidade PIGL (Price Independent Generalized Linearity)
proposto por Muellbauer (1975). Para verificar o resultado teórico, o autor ainda estima os
parâmetros de preferência e quantifica os dois canais de mudança estrutural, encontrando
que os dois canais são igualmente importantes para o fenômeno.
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2 Regularidades Empíricas

Esta seção trará algumas regularidades empíricas que justificam o tema de pesquisa.
Para tal, são utilizados dados do Estados Unidos no pós-Guerra, obtidos através do
Bureau of Economic Analysis (BEA). O uso do país em questão se deve, principalmente, a
maior confiança e abrangência estatística. Além disso, para o propósito deste trabalho,
é interessante analisar países que já passaram por vários estágios de desenvolvimento.
Futuramente, é cabível também incluir dados de outros países de alta renda.

Primeiramente, cabe destacar que ao longo dos anos analisados, os EUA passaram
por um crescimento da renda. E a Figura 1 mostra a evolução do valor adicionado dos bens
e serviços. A linha representa o valor ajustado dos dados. É possível perceber, claramente,
a queda na relação entre bens e serviços, o que significa dizer, um aumento do peso relativo
dos serviços nesse período de desenvolvimento. Ou seja, caracterizando este momento
como o de um crescimento não balanceado.

Figura 1 – Valor Adicionado Relativo Entre Bens e Serviços

Fonte: Bureau of Economic Analysis. Elaboração própria.
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Além disso, como podemos observar na Figura 2, o preço relativo entre bens e serviços
também apresenta uma relação linear negativa. O que indica que, ao construirmos um modelo
formal, precisamos levar em conta o canal de transmissão via preços relativos.

Figura 2 – Preço Relativo Entre Bens e Serviços

Fonte: Bureau of Economic Analysis. Elaboração própria.

Por fim, a Figura 3 mostra o quanto do total de consumo foi gasto em bens. E note que,
ao passar dos anos, essa parcela declina de forma constante, o que leva a crer que a Lei de Engel
possa estar se valendo. Da mesma forma que devemos levar em conta o efeito substituição citado
anteriormente, os dados mostram que o efeito renda também não deve ser ignorado.
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Figura 3 – Parcela de Bens no Dispêndio Total

Fonte: Bureau of Economic Analysis. Elaboração própria.

Desta forma, as presentes regularidades empíricas evidenciam:

(a) O crescimento econômico pode ser não balanceado entre setores;

(b) Existe uma mudança nos preços relativos, que, provavelmente, deve impactar no
crescimento não balanceado;

(c) Há uma diminuição no dispêndio relativo em bens, que também deve impactar no
crescimento não balanceado.

Assim, ao se construir um modelo, é preciso levar em conta tais regularidades empíricas.
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3 O Modelo

3.1 Famílias
A economia admite uma família representativa com preferências padrão:∫ ∞

0
exp[−(ρ− n)t]c(t)

1−θ − 1
1− θ dt (3.1)

onde c(t) é o consumo no período t, ρ é a preferência intertemporal, e θ ≥ 0 é o inverso da
elasticidade de substituição intertemporal (ou, simplesmente, coeficiente de aversão ao risco
relativo).

O consumo agregado, c(t) combina bens setoriais de acordo com a função Stone-Geary:

c =
(

I∑
i=1

(ci − ci)
σ−1
σ

) σ
σ−1

(3.2)

Onde ci representa o agregador setorial. Se considerarmos o caso comum de 3 setores (agricultura,
manufatura e serviços) - como considera Kongsamut, Rebelo e Xie (2001) -, temos que ca < 0,
cm = 0 e cs > 0. Em termos práticos, significa dizer que há um nível mínimo de subsistência da
agricultura igual a ca. Ou seja, as famílias devem consumir no mínimo este valor para sobreviver.
Acima desse valor de subsistência, as famílias começam a demandar outros bens, como bens
manufaturados e serviços. Mas, note que, a presença do agregador cs implica que as famílias
apenas consomem uma quantidade positiva de serviços após certo nível de bens manufaturados e
agrícolas serem atingidos.

A oferta de trabalho é inelástica e é igual a população L(t) no período t, que cresce a
taxa exponencial n ∈ [0, ρ), logo

L(t) = exp(nt)L(0) (3.3)

Assume-se que as famílias possuam toda a alocação de capital da economia, toma a
sequência de salários, remuneração do capital e preços de bens e serviços como dados, e escolha
uma sequência de estoque de capital e consumo agregado para maximizar sua utilidade sujeito a
seguinte restrição orçamentária:

Kt+1 +
I∑
i=1

pitcit ≤ wt +Kt(1− δ +Rt) (3.4)

Assim, a condição de primeira ordem, estática, é

ρt
(1− σ)wt
σcit

= λtpit (3.5)
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Onde λ é o multiplicador de Lagrange do problema de otimização restrita. Utilizando 3.2,
chegamos a

pitcit = pitci + σ − 1
σ

∑
j

(
pjt
σj

)σj
(3.6)

Logo, o problema intertemporal pode ser escrito como:

max
{ct}t

∑
t

{
νt
c1−θ
t − 1
1− θ + λt(wt +Kt(1− δ +Rt)−Kt+1 − E(ct))

}
(3.7)

Onde E(ct) é a função dispêndio, definido como

E(ct) =
∑
i

pici + σ − 1
σ

∑
i

∑
j

(
pij
σj

)σj
(3.8)

Daí, temos que a parcela de consumo, ωi pode ser definida como a parte que é consumida
dentre todo o dispêndio, ou seja, ωi ≡ pci

E .

Em que, a condição de primeira ordem com relação a Kt é

λt+1
λt

= 1
β(1− δ +Rt)

(3.9)

Que nos leva a

c1−θ
t = λtE(ct)

∑
i εiωit − σ
1− σ (3.10)

Em que σ representa a elasticidade de substituição e ε é a elasticidade renda setorial.

Usando 3.9 e 3.10, obtemos a equação de Euler

c−θt = (1− δ +Rt)
Pt
Pt+1

( ∑I
i=1 εiωit − σ∑I

i=1 εiωi,t+1 − σ

)
c−θt+1 (3.11)

Que mostra que o gasto em consumo é uma função não linear do consumo real agregado e o
índice de preços reflete mudanças na composição setorial de consumo conforme a renda cresce.

3.2 Produção
Assume-se função de produção Cobb-Douglas, com variação temporal e progresso técnico

Hicks-neutro específico por setor:

Yi(t) = Ai(t)Ki(t)αiLi(t)1−αi (3.12)

Onde Ki e Lisão os níveis de capital e trabalho do setor i no período t. E 0 < αi < 1 é a
intensidade de capital.
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Em equilíbrio temos que a firma maximiza seu lucro e iguala os preços de trabalho e
capital entre os setores com os preços setoriais dos bens de consumo,

pi(t) = pi(t)
p0(t) = αα0

0 (1− α0)1−α0

ααii (1− αi)1−αi

(
w(t)
r(t)

)α0−αi A0(t)
Ai(t)

(3.13)

onde as variáveis com o subscrito 0 são referentes ao setor do bem investimento. Além disso, w e
R representam a remuneração do trabalho e capital, respectivamente. E, como as unidades do
bem investimento e do capital são os mesmos, podemos normalizar o preço do bem investimento,
p(t) ≡ 1. Além disso, podemos ver que a variação nos preços setoriais podem se dar pela diferença
nas intensidades nos fatores setoriais (primeiro termo do lado direito da equação) ou pelas
diferanças nas produtividades (terceiro termo do lado direito da equação).

3.3 Equilíbrio Dinâmico
O consumidor maximiza a utilidade sujeita à restrição de recursos

ȧ(t) = w(t) + [r(t)− n]a(t)− E(c(t); p(t)) (3.14)

e a condição de Não-Ponzi

lim
t→∞

a(t) exp
(
−
∫ t

0
(r(t′)− n)dt′

)
≥ 0 (3.15)

Desta forma, podemos escrever o Hamiltoniano do problema como:

H(t, c(t), a(t), λ(t)) ≡ u(c(t)) + λ(t)(w(t) + [r(t)− n]a(t)− E(c(t); p(t))) (3.16)

Obtendo as condições de primeira ordem:

∂h

∂c
= 0

u′(c) = λ
∂E

∂c

(3.17)

∂h

∂a
= (ρ− n)λ− λ̇

λ̇

λ
= (ρ− n)

(3.18)

Da condição de transversalidade, podemos, ainda, impor que

lim
t→∞

e(ρ−n)tλ(t)a(t) = 0 (3.19)



Capítulo 3. O Modelo 17

Da CPO, obtemos que

λ = u′(c)
∂E
∂c

λ = u′(c)
E∂ logE
c∂ log c

= u′(c)
c

1−σ
∂
∂c log

∑I
i=1(gεipi)1−σ

λ = u′(c)
ηg
∑I
i=1 εiwi

(3.20)

Diferenciando 3.20 em relação ao tempo e dividindo por ela mesma:

λ̇

λ
= ηcu′

ċ

c
−

˙(Ec )
E
c

−
˙ηcE
ηcE

= ηcu′
ċ

c
− Ė

E
+ ċ

c
−

˙ηcE
ηcE

(3.21)

Que, combinando com a CPO, obtemos a equação de Euler

ċ

c
=
ρ− n+ Ė

E +
˙ηcE
ηcE

ηcu′ + 1 (3.22)

Que nos diz que se os parâmetros de elasticidade renda forem idênticos entre os setores, temos a
condição de Euler usual. No entanto, se os parâmetros de elasticidade forem heterogêneos entre
os setores - como é esperado -, temos que ηcu′ + 1 é a taxa de declínio da utilidade marginal
do consumo a preços constantes. Note ainda que o numerador da expressão mostra a taxa de
crescimento da utilidade marginal do consumo, enquanto que o denominador expressa a razão
entre a taxa de crescimento do consumo e o consumo real agregado.

Já pela ótica do planejador social, temos o seguinte problema:

max
{ki,li}Ii=0

∫ ∞
0

e−(ρ−n)tu(ci) (3.23)

Em que ci = Aik
αi
i l

1−αi
i e k̇ = Akα0

0 l1−α0 − (σ + n)k, e o problema está sujeito a

I∑
i=0

li = 1

I∑
i=0

ki = k

(3.24)

Logo, o Hamiltoniano de valor presente do problema é

H = u+ µ(Akα0
0 l1−α0

0 − (σ + n)k) (3.25)
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Temos, então, que encontrar candidatos a solução do problema do planejador social.
Das CPO, sendo β e γ os multiplicadores de lagrange correspondente as equações da função de
produção setorial e da agregação de capital, respectivamente:

−∂H
∂k

= (σ + n)µ− (µ̇− (ρ− n)µ) = γ (3.26)

∂H

∂ki
= αi

∂u

∂ci
Ai

(
ki
li

)αi−1
= γ (3.27)

∂H

∂k0
= α0µA0

(
k0
l0

)α0−1
= γ (3.28)

∂H

∂li
= (1− αi)

∂u

∂ci
Ai

(
ki
li

)αi
= β (3.29)

∂H

∂l0
= (1− α0)µA0

(
k0
l0

)α0

= β (3.30)

Com a condição de transversalidade

lim
t→∞

e−(ρ−n)tµ(t)k(t) = 0 (3.31)

Utilizando 3.26 e 3.28, obtemos que

µ̇ = (σ + n)µ+ (ρ− n)µ− γ

µ̇ = (σ + ρ)µ− γ

µ̇ = (σ + ρ)µ− α0µ A0

(
k0
l0

)α0−1

µ̇ = µ

[
(σ + ρ)− α0 A0

(
k0
l0

)α0−1]
(3.32)

Resolvendo a equação diferencial, chegamos a

µ(t) = µ(0)exp
(
−
∫ [

α0A0

(
k0
l0

)α0−1
− (σ + ρ)

]
dt

)
(3.33)

Substituindo 3.33 na condição de transversalidade:

lim
t→∞

k(t)µ(0)exp
(
−
∫ t

0

[
α0A0

(
k0
l0

)α0−1
− (σ + n)

]
dt

)
= 0 (3.34)

Agora, substituindo 3.29 por 3.28:

1− αi
αi

κ̃i(t) = β(t)
γ(t) (3.35)
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Onde κ̃i(t) ≡ Ai(t)
− 1

1−αi
ki(t)
li(t) . O que sugere que a relação capital-trabalho em todos os setores

são proporcionais entre eles. Além disso, da definição de κ, vemos que os multiplicadores de
lagrange correspondem aos preços do trabalho (salário) e do capital. Agora, substituindo 3.35 na
definição de ci, obtemos que

ci = A
αi

1−α0
0 Ailiκ̃0

αi (3.36)

O que nos leva a

ċi(t)
ci(t)

= αi
1− α0

ξ0 + ξi + ξli (3.37)

Em que as variáveis ξ representam as taxas de crescimento1. Ou seja, ξ0 representa a taxa de
crescimento do setor investimento e ξi são as taxas de crescimento dos demais setores.

Da função consumo temos que para todo t ≥ 0:

I∑
i=1

φi

(
ξi + αi

1− α0
ξ0 + gi − ηgε

ċ

c

)
= 0 (3.38)

Onde φi é a parcela efetiva do setor i no consumo. Desde que as parcelas de consumo crescem
proporcionalmente às parcelas de emprego, segue que limt→∞ ξ

l
i = 0. Assim,

ξ∗ ≡ lim
t→∞

ċ(t)
c(t) = 1

ηgε

(
ξi + αi

1− α0
ξ0

)
(3.39)

Que mostra que tanto as forças do lado da oferta (capturadas pelos parâmetros de intensidade
de capital) quanto as forças do lado da demanda (capturadas pelos parâmetros de elasticidade)
determinam a taxa de crescimento do consumo real. Além disso, faz com que a condição de
transversalidade seja reescrita como:

lim
t→∞

k(t)µ(0)exp
(
−
∫ t

0

[
α0A0

(
k0
l0

)α0−1
−
(
σ + n+ ξ0

1− α0

)]
dt

)
= 0 (3.40)

Desta forma, para assegurar que a condição de transversalidade seja válida, é preciso
garantir que

α0A0

(
k0
l0

)α0−1
>

(
σ + n+ ξ0

1− α0

)
(3.41)

Ou seja, respeitando tal condição, temos que o problema de máximização é côncavo em
relação a k, e essas equações apresentam uma única trajetória de {k, l, µ}∞t=0. O que significa dizer
que o problema do planejador social tem solução única, com as variáveis de produção, consumo,
1 Por exemplo, Ȧi

Ai
= ξi. Intuitivamente, o processo consiste em tirar o logaritmo da equação e derivar

os termos em relação ao tempo.
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dispêndio e preços sendo obtidos endogeneamente no modelo. Em outras palavras, existe uma
correspondência direta entre a solução do planejador social e do equilíbrio competitivo.



21

4 Resultados

Existe uma única trajetória de equilíbrio competitivo na economia, pelo qual o consumo
per capita real cresce assintoticamente a uma taxa constante, ξ∗. Assintoticamente, a economia
gera uma realocação entre os setores de consumo. A taxa de crescimento do consumo real e a
realocação entre setores são determinadas por duas forças: efeito substituição pelo lado da oferta,
capturado pelas taxas de crescimento tecnológica dos setores e intensidade de capital; E por
efeito renda pelo lado da demanda, capturado pelo parâmetro de elasticidade das preferências.

Os resultados entram em consonância com os trabalhos já citados. Em primeiro lugar,
como mostram Acemoglu e Guerrieri (2008) e Boppart (2014), o modelo é condizente com os
fatos de Kaldor no longo prazo. Além disso, o modelo engloba os resultados pelo lado da oferta,
como em Acemoglu e Guerrieri (2008)1 e Ngai e Pissarides (2007), e os resultados pelo lado da
demanda, como em Kongsamut, Rebelo e Xie (2001). E, como dito anteriormente, este modelo se
assemelha mais com o de Boppart (2014), com a diferença da consideração do número de setores,
em que este trata no máximo três, e na forma funcional das preferências do consumidor. Sendo
que, nas preferências PIGL - utilizada por Boppart (2014) - não há generalização de mais de dois
bens no sistema de demanda que preserve a independência das elasticidade renda entre diferentes
bens.

1 Derivação deste resultado se encontra em anexo.
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Conclusão

O trabalho apresentou um modelo de mudança estrutural com dois canais de transmissão
que fazem com que o crescimento seja não balanceado entre os setores. O argumento para a
utilização de um modelo que englobe tanto um efeito substituição advinda da mudança nos preços
relativos entre os setores, quanto um efeito renda oriundo da diminuição da parcela relativa
dos gastos com bens, se deveu à constatação empírica destes fatos. Além disso, a revisão da
literatura já apontava para essa necessidade, visto que tínhamos trabalhos que contavam com
efeitos do lado da demanda, como Kongsamut, Rebelo e Xie (2001), e trabalhos que abarcavam-se
no argumento do lado da oferta, como Ngai e Pissarides (2007) e Acemoglu e Guerrieri (2008);
mais recentemente, teve o trabalho de Boppart (2014) que incluiu os dois efeitos. O presente
trabalho se diferencia deste último principalmente por uma maior simplicidade2 do modelo - ou
seja, é mostrado que é possível fazer um modelo tratável que inclua os dois canais de transmissão
- e também por uma generalização no que diz respeito a quantidade de setores considerado, já
que Boppart (2014) considera no máximo três setores.

Com relação ao modelo, como usualmente são encontrados em modelos de crescimento
econômico, foi encontrado que existe uma única trajetória de equilíbrio competitivo na economia,
pelo qual o consumo per capita real e as taxas de juros crescem assintoticamente a taxas
constantes. Além disso, a taxa de crescimento do consumo real e a realocação entre setores são
determinadas por duas forças: (i) efeito substituição pelo lado da oferta, capturado pelas taxas
de crescimento tecnológica dos setores e intensidade de capital; (ii) e, por efeito renda pelo lado
da demanda, capturado pelo parâmetro de elasticidade das preferências.

Assim, o principal fruto desta obra foi trazer um modelo tratável que justifique o
crescimento não balanceado. Podendo, este modelo, ser insumo para trabalhos futuros que
mostrem o peso que cada efeito (renda e substituição) têm na mudança estrutural. Sendo que,
isso é um dos objetivos futuro pretendido: fazer calibração com dados de economias desenvolvidas,
tendo por base o modelo teórico aqui proposto. Destarte, poderemos ter uma noção mais precisa
da magnitude do impacto das variáveis no modelo e o quanto este modelo mais simples se difere
do modelo de Boppart (2014).

2 Simplicidade no que tange a forma funcional das preferências do consumidor. A forma PIGL utilizada
por Boppart (2014) requer algumas delimitações para que seja válida a agregação da demanda.
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ANEXO A – Equação 3.13

Dada da função de produção em 3.12 e igualando os preços do trabalho e capital entre os
setores, temos que o lucro da empresa i é definido como1:

πi = pi(AiKαi
i L

(1−αi)
i )− wLi − rKi (A.1)

Obtendo as CPO, temos

∂πi
∂Ki

= piAiαiK
(αi−1)L1−αi

i − r = 0 (A.2)

e

∂πi
∂Li

= piAi(1− αi)KαiL−αii − w = 0 (A.3)

Isolando Li de A.2 e Ki de A.3, obtemos:

Li = r
1

1−αiKi

(piAiαi)
1

1−αi

(A.4)

e

Ki = w
1
αiLi

(piAi(1− αi))
1
αi

(A.5)

Agora, substituindo A.5 em A.4, fazendo algumas manipulações algébricas, e isolando pi,
chegamos a

pi = rαiw(1−αi)

Aiαi(1− αi)(1−αi)
(A.6)

Definindo A.6 para o índice 0 e dividindo A.6 por esta nova equação, chegamos a

pi
p0

= αα0
0 (1− α0)1−α0

ααii (1− αi)1−αi

(
w

r

)α0−αi A0
Ai

(A.7)

1 O subscrito do tempo será omitido na demonstração, por não interferir no resultado.
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ANEXO B – Modelo Acemoglu-Guerrieri

Preferências

∫ ∞
0

exp(−(ρ− n)t)c(t)
1−θ − 1

1− θ dt (B.1)

Função de produção da economia respeita

Y (t) = F (Y1(t), Y2(t)) (B.2)

onde

Y1(t) = A1(t)G1(K1(t), L1(t))

Y2(t) = A2(t)G2(K2(t), L2(t))
(B.3)

Da condição de market-clearing:

K1(t) +K2(t) = K(t)

L1(t) + L2(t) = L(t)
(B.4)

Como estamos num ambiente de mercado competitivo (a partir de agora será omitido o
parâmetro de tempo, apesar de ele continuar na análise):

p1
p2

=
∂F (.)/∂Y1

∂F (.)/∂Y2
(B.5)

w = p1
∂Y1(.)
∂L1

= p2
∂Y2(.)
∂L2

(B.6)

r = p1
∂Y1(.)
∂K1

= p2
∂Y2(.)
∂K2

(B.7)

Denote as parcelas de capital dos setores como:

σ1 ≡
rK1
p1Y1

e σ2 ≡
rK2
p2Y2

(B.8)

Algumas hipóteses:

• Existe aprofundamento de capital:
K̇

K
>
L̇

L
(B.9)
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• Há diferenças na proporção dos fatores:

σ1 6= σ2 (B.10)

• O progresso é balanceado se:
Ȧ1
A1

= Ȧ2
A2

(B.11)

Definindo

k1 ≡
K1
L1

e k2 ≡
K2
L2

g1(k1) ≡ G1(K1, L1)
L1

e g2(k2) ≡ G2(K2, L2)
L2

(B.12)

Derivando a função de produção setorial:

∂Yi
∂t

= ∂Ai
∂t

Gi(.) +Ai
∂Gi(.)
∂t

Ẏi = ȦiGi(.) +AiĠi para i = 1, 2
(B.13)

Dividindo por Yi:

Ẏi
Yi

= ȦiGi +AiĠi
AiGi

= Ȧi
Ai

+ Ġi
Gi

(B.14)

Temos que σ ≡ rKi
piYi

, logo

Ġi
Gi

= σi
K̇i

Ki
+ (1− σi)

L̇i
Li

(B.15)

Agora, suponha por contradição que Ẏ1
Y1

= Ẏ2
Y2
. Como F (Ki, Li) apresenta retornos

constantes de escala, e juntando ao fato que p1
p2

= ∂F/∂Y1
∂F/∂Y2

, temos que

ṗ1
p1

= ṗ2
p2

= 0 (B.16)

Da definição de r e w, temos

r = p1A1g
′
1 = p2A2g

′
2 (B.17)

w = p1A1(g1 − g′1k1) = p2A2(g2 − g′2k2) (B.18)
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Diferenciando B.17 por t, para i = 1, 2:

∂r

∂t
= ∂(piAig′i)

∂t
= ∂pi

∂t
(Aig′i) + pi

∂(Aig′i)
∂t

= ∂pi
∂t

(Aig′i) + pi

[
∂Ai
∂t

(g′i) +Ai
∂g′i
∂ki

∂ki
∂t

]
= ṗiAig

′
i + piȦig

′
i + piAig

′′
i k̇i

(B.19)

Dividindo B.19 por r, obtemos

ṙ

r
= ṗiAig

′
i

piAig′i
+ piȦig

′
i

piAig′i
+ piAig

′′
i k̇i

piAig′i

ṙ

r
= ṗi
pi

+ Ȧi
Ai

+ g′′i k̇i
g′i

(B.20)

Como ṗi
pi

= 0, temos

Ȧ1
A1

+ g′′1k1k̇1
k1g′1

= Ȧ2
A2

+ g′′2k2k̇2
k2g′2

(B.21)

Denotando εg′i ≡
g′′i ki
g′i

, obtemos

Ȧ1
A1

+ εg′1
k̇1
k1

= Ȧ2
A2

+ εg′2
k̇2
k2

(B.22)

Como Ȧ1
A1

= Ȧ2
A2

:

εg′1
k̇1
k1

= εg′2
k̇2
k2

(B.23)

Realizando o mesmo procedimento, agora para w:

∂w

∂t
= ∂(piAigi

∂t
− ∂(piAig′iki)

∂t

= ∂pi
∂t

(Aigi) + pi
∂(Aigi
∂t

− ∂pi
∂t

(Aig′iki)− pi
∂(Aig′iki)

∂t

= ∂pi
∂t

(Aigi) + pi

[
Ai
∂t

(gi) +Ai
∂gi
∂t

]
− ∂pi

∂t
(Aig′iki)− pi

[
∂Ai
∂t

(g′iki) +Ai
∂(g′iki)
∂t

]
= ∂pi

∂t
(Aigi) + pi

[
Ai
∂t

(gi) +Ai
∂gi
∂ki

∂ki
∂t

]
− ∂pi

∂t
(Aig′iki)− pi

{
∂Ai
∂t

(g′iki) +Ai

[
∂g′i
∂ki

∂ki
∂t

(ki) + g′i
∂ki
∂t

]}
= ṗiAigi + piȦigi + piAig

′
ik̇i − ṗiAig′iki − piȦig′iki − piAig′′i k̇iki − piAig′ik̇i

(B.24)
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Dividindo B.24 por w:

ẇ

w
= ṗiAigi
piAi(gi − g′iki)

+ piȦigi
piAi(gi − g′iki)

+ piAig
′
ik̇i

piAi(gi − g′iki)
− ṗiAig

′
iki

piAi(gi − g′iki)
− piȦig

′
iki

piAi(gi − g′iki)

− piAig
′′
i k̇iki

piAi(gi − g′iki)
− piAig

′
ik̇i

piAi(gi − g′iki)
(B.25)

Como ṗi
pi

= 0,

ẇ

w
= Ȧi
Ai

gi
(gi − g′iki)

+ g′ik̇i
(gi − g′iki)

− Ȧi
Ai

g′iki
(gi − g′iki)

− g′′i k̇iki
(gi − g′iki)

− g′ik̇i
(gi − g′iki)

= Ȧi
Ai

+ g′ik̇i
(gi − g′iki)

− g′′i k̇iki
(gi − g′iki)

− g′ik̇i
(gi − g′iki)

(B.26)

Temos que:

• σi ≡ rki
pYi

= piAig
′
iki

piAigi
= g′iki

gi

• ε ≡ g′′i ki
g′i

Logo,

ẇ

w
= Ȧi
Ai

+ g′ikik̇igi

giki
(
gi −

g′ikigi
gi

) − g′′i kik̇ig
′
i

g′i

(
gi −

g′ikigi
gi

) − g′ikigik̇i

giki
(
gi −

g′ikigi
gi

)
= Ȧi
Ai
−

εg′i k̇ig
′
i

gi − σigi

= Ȧi
Ai
−

εg′i k̇ig
′
iki

kigi(1− σi)

= Ȧi
Ai
−

εg′iσi

(1− σi)
k̇i
ki

(B.27)

Como Ȧ1
A1

= Ȧ2
A2

, temos que

εg′1σ1

(1− σ1)
k̇1
k1

=
εg′2σ2

(1− σ2)
k̇2
k2

(B.28)

Como σ1 6= σ2, temos uma contradição com B.23. Portanto, o crescimento é não balanceado.
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