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Resumo

O sistema de 2 particulas confinadas em um pogo de potencial infinito em uma di-
mensao é um sistema dinamico muito simples. Contudo, ele apresenta uma dinamica rica
conforme a razao das massas entre as particulas. O sistema equivale a um bilhar triangulo
retangulo com uma tunica particula movendo-se a velocidade constante em seu interior e
refletindo-se especularmente nas paredes. As sucessivas colisoes geradoras de novos valo-
res de momentos lineares das particulas correspondem as reflexoes e rotagoes por um certo
angulo em uma circunferéncia unitaria no plano complexo-z. Este angulo 6 é funcao da
razao das massas entre as particulas. Se 0/m for racional, o sistema nao é ergédico. Por
outro lado, em principio, o oposto deveria ser verdadeiro para 6/m irracional, para o qual
a dinamica geraria um comportamento ergddico no espaco de velocidades. No entanto,
na literatura ha varios resultados numéricos que indicam um comportamento nao ergé-
dico. No presente trabalho, pela primeira vez, se estudou detalhadamente a dinamica de
trajetorias de colisoes do sistema. A partir disso, conseguimos identificar explicitamente
0s mecanismos responsaveis pela lentidao na geragao de novos momentos em termos de
muitas colisoes no sistema. De fato, mostramos que a geragao de momentos diferentes
¢ muito mais lenta do que pensavamos, de maneira que os resultados numéricos sao in-
conclusivos. Formalmente, nossos resultados nao sao definitivos para se provar ou nao a
existéncia de ergodicidade neste sistema particular. De qualquer forma, esperamos indicar
a metodologia correta necessaria para se alcangar este intuito no futuro.

Palavras-chave: Duas particulas, Ergodicidade, Bilhar.



Abstract

Two point particles confined in an infinite square well in one-dimensional is a very
simple dynamical system. Nevertheless, it presents a rich dynamics depending on the ratio
between the particles masses. This system is equivalent to a rectangular triangle billiard
in which an unique particle moves freely in the inner region, bouncing specularly from
the triangle boundaries. The successive collisions generating new values for the linear
momenta of the particles can be viewed as rotations (by angle ) and reflections along
the unitary circle in the z-complex plane. This ¢ angle is function of the particles masses
ratio. If /7 is a rational number, the system cannot be ergodic. On the other hand, in
principle the opposite should hold true for such ratio being irrational, with the dynamics
generating an ergodic behavior in the velocities space. Many numerical results in the
literature point to a non-ergodic behavior instead. In the present work, for the first time
the detailed dynamics of the system collisional trajectories is studied. From them, we are
able to identify the specific mechanisms responsible for the observed very slow generation
of new momenta in terms of the many collisions taking place in the system. In fact, we
show that the generation of distinct momenta is much slower than previously thought, so
the existing numerical results are inconclusive. Formally, our results are not definitive to
prove or not the existence of ergodicity in this particular system. Nevertheless, we hope
it points to the correct methodology necessary to do so in the future.

Keywords: Two particles, Ergodicity, Billiard.
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Capitulo

Introducao

Ergodicidade é uma propriedade dinamica de sistemas fisicos correspondendo ao acesso
em todo o Espago de Fase energeticamente disponivel em um periodo de tempo infinito.
Esta ideia surgiu com Ludwig Boltzmann (1844-1906) em sua busca na redugao da Ter-

modinamica aos fundamentos da Mecanica Classica [1].

Mesmo para sistemas conservativos, a Mecanica Classica, que é uma teoria reversivel
no tempo ('), determinista (%) e usualmente aplicivel a sistemas simples e com poucas
particulas, se contrapoe a Termodinamica, que se ocupa geralmente com sistemas fisicos

com muitas particulas (da ordem de 10?%) e irreversiveis.

O desafio imediato para a proposta de Boltzmann era em determinar todas as equagoes
de movimento e condi¢oes iniciais de posi¢ao e velocidade para cada uma das particulas do
sistema termodinamico. Rudolf Clausius (1822-1888) e James C. Maxwell (1831-1879) ja
haviam contornado este problema através da Teoria Cinética dos Gases, introduzindo uma
abordagem estatistica aliada as propriedades cinéticas das particulas do gas em equilibrio
térmico [1]. Isto possibilitou a determinagao das grandezas macroscopicas, como pressao
e temperatura, em termos de valores médios de grandezas microscépicas das particulas,
como velocidade e energia cinética. Assim, embora estivesse implicito que cada particula
do gas se move de acordo com a Mecanica Classica, a descricao do comportamento do gas
¢ puramente estatistica e nao mecanica. Restava ainda a questao de como explicar me-
canicamente a irreverssibilidade macroscépica diante da reversibilidade microscospica das
particulas constituintes do sistema. Em vista disso, Boltzmann aprimorou a abordagem

estatistica da Teoria Cinética dos Gases de sistemas em equilibrio térmico, aliando as leis

T As leis de movimento ndo mudam com a troca de ¢ por —t.
2Conhecida a lei de movimento e as condicdes iniciais do sistema, pode-se determinar a dinamica do
sistema fisico em qualquer instante do passado ou do futuro.

10
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da Mecanica Classica a uma abordagem estatistica, através de ensembles ou conjuntos
estatisticos. Os ensembles estatisticos de Boltzmann baseiam-se no espaco formado por
todos os estados possiveis acessiveis pelo sistema (Espago de Fase), ao invés do espago
constituido por todas as particulas individuais do gas na Teoria Cinética. Entao, como
o sistema esta em equilibrio térmico, Boltzmann considerou fisicamente razoavel se supor
que a média temporal de uma determinada grandeza fisica pudesse ser substituida pela
média espacial do ensemble estatistico desta mesma grandeza fisica, coincidindo com a
grandeza macroscépica correspondente; por conseguinte, a trajetoria do sistema passa por
todos os pontos do Espaco de Fase acessiveis. Esta é a Hipétese Ergddica de Boltzmann
[1]. O ensemble estatistico, denominado por Willard Gibbs (1839-1903) de ensemble mi-
crocanonico, possibilitou resolver o problema da irreverssibilidade macroscopica versus

reversibilidade microscépica pela interpretagao estatistica da entropia [2].

Percebemos com isto que a Mecanica Estatistica Classica ocupa-se de sistemas com um
numero muito grande de particulas, de maneira que a abordagem estatistica é fundamental
na relagao entre o grande nimero de graus de liberdade microscopicos com uma quan-
tidade reduzidissima de grandezas macroscépicas (pressao, temperatura, volume, etc.).
Além disso, a descrigao estatistica via ensemble estatisticos nao remete necessariamente
a existéncia de algum fator aleatério subjacente, mas a desconsideragao de detalhes irre-

levantes para a descrigao do sistema [3].

No final do século XIX, porém, Jules H. Poincaré (1854-1912) mostrou que o pro-
blema da Mecanica Celeste de 3 corpos interagindo gravitacionalmente entre si é insoluvel
analiticamente [4], ou seja, ao contrario do seu andlogo de 2 corpos, é impossivel se obter
analiticamente as trajetorias de cada um dos 3 corpos conhecendo-se a lei de movimento
e as condicoes iniciais. Isto exemplifica que mesmo um sistema fisico com poucos graus
de liberdade pode ter sua solugao analitica impossibilitada. Este problema, que ja vi-
nha sendo estudado, entre outros, por Jouseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Pierre S.
Laplace (1749-1827), foi abordado por Poincaré, que aplicou seu estudo qualitativo de
propriedades topoldgicas de solugoes de equagoes diferenciais [5], inaugurando a Teoria
do Caos [6]. Outros exemplos de sistemas igualmente simples, que nao tem solugao ana-
litica geral, sdo o péndulo duplo [7] e o sistema de Lorenz [8]. Sistemas fisicos como estes
sao denominados de sistemas cadticos e caracterizam-se por apresentarem solugoes das
equacoes de movimento completamente diferentes para condi¢oes iniciais muito proximas
(sensibilidade as condigoes iniciais). Vale citar que, apenas a partir de 1963, o estudo
de sistemas cadticos avangou substancialmente pelo emprego da computacao cientifica na

analise das solucoes de modelos nao-lineares de previsao climatica pelo meteorologista
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Edward N. Lorenz (1917-2008). Isto permitiu estender a Teoria do Caos de Sistemas
Dinamicos além do dominio fisico e matematico, como Economia [9], Mercado Financeiro
[10], Criptografia, Ecologia [11], Biologia e Medicina [12], Dinamica Populacional [13],
Quimica [14], Engenharia [15], etc.

A irregularidade dinamica para sistemas fisicos simples sugere a aplicacao de, ao me-
nos, alguns conceitos mecanico-estatisticos, como a validade da Hipétese Ergodica. George
D. Birkhoff (1884-1944) provou o Teorema Ergédico (equivaléncia de médias temporais
e médias sobre ensembles) [16] em 1931 a partir da ideia de medida invariante (Teoria
da Medida) sob a evolugao dinamica do sistema fisico [17] e John von Neumann (1903-
1957) provou a Hipdtese Quase-Ergddica (equivaléncia, em média, de médias temporais e
médias sobre ensembles)[18] em 1932, aproximando formalmente a Mecanica Estatistica
Classica da Teoria dos Sistemas Dinamicos. Os resultados de Birkhoff e von Neumann
¢ bastante representativo, porque o enunciado de Boltzmann requer que a trajetoria do
sistema acesse todos os pontos do Espaco de Fase, condicao esta raramente satisfeita para
a maioria dos casos analisados. Birkhoff e von Neumann, por outro lado, propuseram
condicoes menos restritivas que a de Boltzmann para que um sistema exiba ergodicidade,
nao precisando passar nem por todos os pontos (conjuntos de medida nula) e nem pelos

mesmos pontos (acesso as vizinhancas desses pontos) do Espago de Fase.

Outro sistema dinamico simples que pode exibir comportamento irregular é o bilhar,
que consiste em uma regiao geométrica qualquer delimitada contendo uma particula se
movendo em seu interior. Para citar alguns exemplos, o bilhar é usado em investigagoes
tedricas de propriedades dinamicas, como ergodicidade, caos [19] e limite classico-quantico
[20], assim como realizagoes experimentais para investigar essas questoes via aprisiona-
mento atomico [21], além de servir na compreensao de fendmenos de transporte, como
a retificacdo de condutancia térmica em materiais [22], e também como a geometria de

bilhares semicondutores influenciam em sua magnetoresisténcia [23].

Inspirado no problema de um gas com N particulas, Yakov G. Sinai (1935-) propos
uma variante da Hipdtese Ergddica de Boltzmann, afirmando que um sistema de N> 2
particulas sobre um toro ¢ ergédico (Hip6tese de Boltzmann-Sinai) [24]. Mas, apenas em
1970, Sinai provou para o caso particular de 2 particulas que o sistema é cadtico e ergodico
através de um bilhar [19]. Mesmo assim, o resultado de Sinai é relevante porque mostrou

que irregularidade dinamica emerge mesmo para sistemas com poucas particulas.

Uma versao do problema geral de Sinai é o de um géas de N particulas quaisquer, confi-
nadas em uma regiao finita unidimensional, colidindo elasticamente entre si. Para um gas

de Boltzmann nessas condigoes [25], a funcao distribuicao das velocidades é maxwelliana
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e, das posicoes, é constante para mais de 2 particulas, resultado condizente com compor-
tamento ergddico. Entretanto, isto nao foi observado para 2 particulas por causa de uma
persisténcia de colisoes gerando as mesmas velocidades. Esta perda de ergodicidade foi
melhor analisada por Manabu Hasegawa, que identificou aspectos na dinamica do sistema
causadores da quebra de ergodicidade [26]. Este caso particular tem se mostrado desa-
fiador com respeito a ergodicidade. A literatura tem abordado também este problema

alternativamente com a sua versao equivalente a um bilhar triangulo retangulo.

Giulio Casati e colaboradores observaram numericamente tanto uma aparente unifor-
midade na distribui¢ao de pontos no espago de velocidades e nas Se¢oes de Poincaré [27],
quanto a proximidade dos valores das fungoes correlagao espacial e temporal [28] para o
bilhar com um dos seus angulos agudos multiplo irracional de 7 (bilhar irracional), in-
dicando que o sistema é ergddico e possivelmente mixing ou mesclado, uma propriedade
mais forte que a ergodicidade. Ao contrario do que se esperava, por causa dos resultados
obtidos por Sinai, foi descartada a possibilidade de o sistema ser cadtico [27], pois tanto
as trajetorias proximas em relacao as posigoes iniciais, quanto aquelas em relacao as velo-
cidades iniciais, apresentaram divergéncia linear. Argumentos analiticos suportando, mas

nao provando, essas conclusoes foram dadas por Arthur Hobson em [29].

Este problema, e sua generalizacao poligonal, tem ocupado também muitos matemati-
cos ha décadas, contribuindo para o desenvolvimento da Teoria Ergddica. Alguns resulta-
dos interessantes provados sao: a identificacao de apenas 4 poligonos racionais integraveis
(retangulo, triangulo equildtero, triangulo retangulo isdsceles e triangulo retangulo com
um angulo igual a % rad) [30, 31}, bilhares poligonais sao tipicamente ergédicos, assim
como o bilhar triangulo retangulo [32], e a existéncia de trajetérias peridédicas em qualquer
bilhar tridngulo retangulo [33-35]. Vale destacar que essa ergodicidade estd associada ao
preenchimento do bilhar, identificado como Espaco de Fase, por um conjunto de traje-
térias da particula (fluxo) e ndo por uma tunica trajetéria, como é feito usualmente em

Fisica. Seguimos aqui a praxe em Fisica.

Apesar das evidéncias numéricas apontando para a ergodicidade no bilhar triangulo
retangulo, J. Wang, G. Casati e T. Prosen revisitaram recentemente esse problema [36].
Eles observaram numericamente o fenomeno de localizacao exponencial de 6rbitas em
certas porcoes do Espaco de Fase para bilhares triangulo retangulo associados a irracio-
nais tipicos. Conjecturaram ainda que a ergodicidade ocorreria apenas quando o nimero

irracional for de Liouville (?), devido a precisao exponencial de seus aproximantes racio-

3Um ntmero irracional de Liouville é todo niimero irracional que é muito bem aproximado por um

ntmero racional. Exemplo: irracional de Liouville N; = 0,110001000000000000000001... = >~ %
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nais [37] e, por conseguinte, evitando o fenémeno de localizagdo exponencial de drbitas.
Além disso, como ha muito menos irracionais de Liouville que os demais irracionais, isto

justificaria a raridade de se observar numericamente a ergodicidade nesses sistemas.

Desta forma, dada a importancia tedrica e as aparentes contradigoes apresentadas na
literatura, nesta dissertacao discutimos o comportamento do sistema constituido por 2
particulas pontuais de massas quaisquer e interagindo apenas por colisoes elasticas entre
si e com as paredes que as confinam numa regiao limitada unidimensional. Tal sistema é

equivalente a um bilhar triangulo retangulo.

Mais especificamente, estudamos os mecanismos dinamicos responsaveis pela geragao
de novas velocidades para as particulas a medida que evoluem no tempo, sofrendo as-
sim sucessivas colisoes. Para este fim, realizamos simulagoes numéricas e desenvolvemos
uma classificagao analitica das diferentes trajetérias das particulas, além de investigar as
propriedades destas trajetérias. Nossos resultados aqui, apesar de aprofundar o entendi-
mento do problema, ainda nao sao suficientes para finalmente provar se o sistema é ou nao
ergodico. Entretanto, esperamos que nossa andlise contribua para se resolver futuramente
esse dissenso. Do ponto de vista fundamental, isto é importante porque, se o sistema for
ergddico para parametros apropriados, isto significaria que sistemas tao simples, com duas
particulas em uma regiao unidimensional, ja poderiam apresentar caracteristicas relevan-
tes que permitam descricoes mecanico-estatisticas corretas, mostrando assim o grande

alcance da Mecanica Estatistica.

A dissertacao estd dividida na seguinte forma: no Capitulo 2 abordamos de forma
construtiva os conceitos basicos de Mecanica Analitica, como equagao de movimento,
transformacoes canonicas e integrabilidade. Em seguida, definimos sistemas dinamicos,
discutindo os métodos de andlise (discretizacao de um sistema dinamico continuo) e a
diferencga entre movimento regular e caético. Na secao seguinte, distinguimos ergodicidade
e mesclagem e tratamos de alguns exemplos simples, mas importantes conceitualmente
(oscilador harmonico, mapa de rotagao, etc.). Finalmente, apresentamos as defini¢oes
existentes a respeito de bilhares e suas caracteristicas dinamicas. No Capitulo 3 discutimos
sobre o bilhar triangulo retangulo e a sua relacao com o sistema de 2 particulas colidindo
elasticamente em uma regiao finita unidimensional. Apresentamos também resultados
numéricos importantes sobre os tipos basicos de trajetorias ou configuracoes de movimento
das particulas (paralela ou antiparalela), o Espaco de Estado (velocidades normalizadas),
o Espago de Fase e Secoes de Poincaré. No Capitulo 4 detalhamos analiticamente como
¢é a geracao de velocidades e como isto contribui para a sua lentidao ou a sua frustragao

(quebra da ergodicidade).



Capitulo

Aspectos Gerais sobre Dinamica em

Mecanica Classica

2.1 Um Panorama sobre os Formalismos Analiticos

da Mecanica Classica

A Mecanica Classica fundamenta-se no paradigma determinista, o qual estabelece,
para um sistema qualquer, a determinacao completa de sua trajetéria no tempo, uma vez
determinadas todas as forcas, posicoes e velocidades dos seus constituintes em um ins-
tante inicial. Isto é expresso pela 22 Lei de Newton, uma equagao diferencial relacionando
a variagao temporal da quantidade de movimento linear (momento linear) com a forga
resultante sobre o sistema. Para o caso particular de uma tnica particula de massa cons-
tante m, movendo-se no espaco euclidiano tridimensional e sujeita a uma forga resultante
F(r(t),7(t),t), temos

mi(t) = F(r(t),7(t),1), (2.1)

em que r(t), ¥(t) e ¥(t) sdo a posicao, a velocidade e a aceleragao no instante t. A trajetéria

da particula r(t) é determinada resolvendo-se a Eq. (2.1) a partir de r(0), #(0) conhecidos.

No entanto, o formalismo newtoniano apresenta dificuldades de aplicacao em sistemas
fisicos nao triviais. Nem sempre é possivel determinar todas as forcas atuantes para a
resolucao do problema, como as forgas de vinculo que restrigem o movimento dos cons-
tituintes do sistema, ou as forcas atuantes em um sistema microscépico. Em vista disso,
Lagrange desenvolveu um formalismo equivalente ao newtoniano, mas independente do

conceito de forca. A descricao do sistema no formalismo de Lagrange baseia-se na dife-

15
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renca entre a energia cinética e a potencial, denominada de lagrangiana, uma quantidade
escalar que depende das coordenadas e velocidades generalizadas dos constituintes do sis-
tema. O termo “generalizado” deve-se a nao restricao dessas coordenadas aquelas de um
sistema de coordenadas ortogonais. Isto permite a invariancia da lagrangiana em rela-
¢ao as transformacoes de coordenadas. Além de se ocupar de propriedades associadas
ao corpo, opondo-se as propriedades atuantes em um corpo, como no formalismo newto-
niano, formalismos fundamentados em energia possibilitaram a extensao da abordagem
mecanica a casos que carecem de definigao satisfatéria de forca, como em Otica, Mecanica

Quantica e Teoria de Campos.

O formalismo de Lagrange da mecanica, a Mecanica Lagrangiana, parte do Principio
de Hamilton de Minima Agao [38]:

“De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema dinamico pode se mover de
um ponto ao outro em um determinado intervalo de tempo, o caminho real seguido sera

aquele que minimiza a integral de tempo da lagrangiana (acao)”.

Considere um sistema com n particulas no espaco tridimendional. As coordena-
das cartesianas em funcao de coordenadas ou posicoes generalizadas ¢ dada por zj;, =
zi(g;,t), com j = 1,.,n, k = 1,23 ed = 1,...,f; aqui, f = 3n —m é o nimero
de coordenadas generalizadas independentes (graus de liberdade) e m é o nimero de
equagoes de vinculo descrevendo as restrigoes sobre algumas das 3n coordenadas e, por
conseguinte, restringindo o movimento do sistema. Assim sendo, para a lagrangiana
L(q1(t),....qp(t),q1(t), ..., gr(t), t) = L(q,q,t), com as posigoes ¢; e velocidades generaliza-

das ¢;, a agao S é definida como

S = / ! L(q,d,t)dt. (2.2)

0

A minimizagao da agao, §S = 0, resulta na equacao de Euler-Lagrange [38],

i(aﬁ(q,q}t)) ~0L(g,q.t) _ 0 (2.3)

dt dq q

em que ¢; = ¢;(x 5, t). Os possiveis movimentos do sistema sao representados no Espaco de
Configuracao C/, que é o conjunto de todas as f coordenadas generalizadas ¢;. Cada um
desses pontos representa uma familia de curvas ou condigoes iniciais do sistema. O Espaco
de Configuragao ¢ mais interessante quando ha vinculos, porque assim estard exibido em
C/ apenas os possiveis movimentos do sistema. A equacdao de Lagrange fornece a lei de

movimento para o sistema, como acontece para a 22 Lei de Newton. Ela é uma equacao
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diferencial de segunda ordem em ¢;. Para um sistema de f graus de liberdade, portanto,
sera necessario resolver f equagoes de Euler-Lagrange com as m equagoes de vinculo,

assim solucionando o problema conforme o paradigma determinista.

A lagrangiana anteriormente definida é bastante geral. No entanto, muitos problemas
simples, mas tteis para se compreender aspectos fisicos mais relevantes de sistemas mais
complicados, s@o mais restritivos quanto as coordenadas ¢; = ¢;(%j;,t). Normalmente,
essas coordenadas independem do tempo, significando a auséncia de movimento relativo
entre o sistema de coordenadas referente a xj; e ¢;. Isto implica na dependéncia apenas
das velocidades generalizadas ¢; pela energia cinética. Outra restricao comum é a depen-
dencia exclusiva das coordenadas ¢; pela energia potencial, ou seja, restringem-se as forcas
conservativas. Exemplos disso sao a particula livre, o oscilador harmonico simples e o mo-
vimento de um sistema de particulas sob um campo gravitacional. Logo, a lagrangiana

fica

Lo =3 (m;q’z ~U). (2.4

Calculando-se a variacao da lagrangiana com a velocidade generalizada para a i—ésima

coordenada, obtemos o momento linear,

OLi (g, i ,
% = Miq; = Pi, (2.5)

(2
denominado de momento canonico generalizado associado a posicao generalizada ;.

Note que a lagrangiana da Eq. (2.4) independe do tempo, evidenciando que é uma

quantidade conservada. Entao, derivando-a em relagao ao tempo,

. f . .
dl(q,q) OL(gi,di) . OL(qi Gi) ..\ .
—a Z 0q 4 + 4 d |;

=1

combinamos com a equagao de Euler-Lagrange sem o tempo e usamos a Eq. (2.5), para

obter
d f
o ( (¢, 4) 2 pid )
A integracao desta equacao nos da a Transformacao de Legendre,

f
E(QJ Q) - sz‘qz' = _%<QJp>7 (2-6)

fornecendo uma outra quantidade conservada. Lembrando das restricoes feitas as energias
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cinética e potencial, e sabendo que decorre do Teorema de Euler [39]

f .
. OK(qi)
7 =2K )
; 5. (4)
obtemos, enfim, a hamiltoniana
Hlg,p) = K(q) + Ulq), (2.7)

equivalendo a conservacao da energia total do sistema. Se diferenciarmos a hamiltoniana
H(q,p) e a Eq. (2.7) e igualarmos os mesmos termos em dg; e dp;, obtemos as equagoes

de movimento de Hamilton independente do tempo,

. OH(g,p) . OH(q,p)

as equacoes bésicas do formalismo hamiltoniano da Mecanica.

O formalismo hamiltoniano tem a vantagem adicional ao lagrangiano por se basear
em 2 equacoes diferenciais de primeira ordem. O momento canoénico generalizado é inde-
pendente da posigao generalizada. Assim, o conjunto de todos os pontos ou fases (g, p)
constituem um espaco vetorial 2f-dimensional denominado de Espaco de Fase P?/ e a
hamiltoniana, assim como a lagrangiana, é um funcional (uma transformagao que associa
vetores a escalares). Por causa da presen¢a do momento generalizado, o Espacgo de Fase
permite estudar explicitamente as trajetérias dinamicas do sistema, o que nao acontece

para o Espaco de Configuracao C/.

Uma propriedade importante do Espaco de Fase P2/ é a conservacao do volume de
seus pontos no decorrer do tempo. Para se verificar isto, interpretemos o conjunto de
pontos (¢,p) como um fluido de volume V' delimitada por uma superficie S [40] (Fig.
2.1). O movimento desse fluido é descrito por um campo vetorial v. Entao, a variacao

temporal do volume V' de um fluido atravessando uma superficie S é, pelo Teorema da

ﬂ:/n-vdS:/V-vdV.
dt g v

Sendov = (¢,p) eV = (8%, 8%), a aplicacao das Equacgoes de Hamilton, conduz a V-v = 0;

logo, o volume do Espaco de Fase é preservado. Este é o Teorema de Liouville.

Divergeéncia,
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Figura 2.1: Tlustracao do Teorema de Liouville: um fluxo no Espago de Fase em um
volume V' delimitada por uma superficie S.

2.2 Integrabilidade

Em principio, para um sistema com f graus de liberdade, ha 2f equacoes de Ha-
milton para se resolver. Mas, para um sistema autonomo, a hamiltoniana independe do
tempo, equivalendo-se & energia total do sistema, H(q,p) = E. Isto define uma superficie
1-dimensional no Espaco de Fase. Entao, restam a resolucao das outras 2f — 1 equagoes
de movimento. Havendo outras quantidades conservadas, reduz-se gradativamente o nu-
mero de equacoes diferenciais a serem resolvidas e aumenta-se a dimensao da superficie
limitadora das trajetérias. O caso mais simples ocorre quando ha f quantidades conser-
vadas (constantes de movimento ou integrais isoladas) C;(q, p), pois assim a trajetéria do
sistema, limitada agora por uma superficie f-dimensional em P2/, fica completamente de-
terminada. Além disso, se essas constantes de movimento forem tais que VC;(q,p) sejam

linearmente independentes e seu Parénteses de Poisson [C;(q,p), Cj(q,p)] = 0, em que

/ , . . :
Clen) Clap) =S (865(;1’; p) 863(51519) B 8%(}12?) 8038(;];1?))’

k=1
o sistema ¢é dito um sistema integravel de Liouville.

Sistemas integraveis permitem uma mudanca de coordenadas que trivializa o ha-
miltoniano, expressando-o apenas em termos das constantes de movimento, resolvendo-
se imediatamente o problema. Para que isto seja possivel, a transformacao de coor-
denadas deve preservar as equagoes de movimento de Hamilton. Tais transformacgoes
denominam-se transformagoes canénicas. Assim sendo, para qualquer (¢,p) € P? e
(Q(q,p), P(q,p)) = (Q, P) € P¥, impomos a independéncia da langrangiana em relacio

a posicao ), implicando que o momento P é uma constante de movimento, conforme as



2.2. Integrabilidade 20

Egs. (2.3) e (2.5). Como (@, P) deve ser canonica, temos

Qi = ag—l(DiP), (2.9a)
P, = —aggj), (2.9b)
sendo KC(P) a nova hamiltoniana. Resolvendo-se as Eqgs. (2.9a) e (2.9b), obtemos
Qi = Qio +wit, P =1
com w; = %](f;) e I; constante. Consequentemente, K(P) = wP, coincidindo com a

H(q,p), pois o sistema é autonomo.

Pelo teorema de Liouville, a area da superficie definida pelos dois conjuntos de varia-

veis canonicas é preservada e constante,

// dg;dp; = // dQ;dP;.
S; /

Como o sistema é integravel, pares diferentes de (g;, p;) sao independentes entre si. Charles-
Eugene Delaunay (1816-1872), um astronomo francés [41], percebeu que sistemas separa-
veis apresentam uma periodicidade intrinseca, seja por causa da hamiltoniana #H(q, p) ser
quadrética em p;, limitando os valores de ¢; em um intervalo finito (libragao), seja por p;
ser fungao periddica de ¢; (rotagao) [39]. Ambos os casos mostram que o plano definido
pelos valores de (g;,p;) é limitado. Entao, o mesmo vale para (Q;, P;); por isso, assuma-
mos que (); é periddica com periodo 27. Entao, sendo P; = I; constante e assumindo que

pi = pi(q), de modo que p; = [ dp;, segue-se que a varidvel de agao é

1
Zﬁ/p q (2.10)

Como Q); é periddica, a definimos como uma variavel de angulo ¢. Portanto, as varidveis
de acdo e angulo nos dao a transformagao canonica entre (¢,p) e (Q,P) = (¢,1). A
solucao re-escrita fica

I = ¢, &= ¢i+wit, (2.11)

com ¢; uma constante, ¢; € [0, 2x]. Esta solugao é interessante porque I; e ¢; representam,
d . . . /. b . f A . 81 . C .d
para cada i, o raio e a trajetoria sobre uma circunferéncia S', respectivamente. Conside-
rando todas as varidveis angulo, temos o produto cartesiano de f circunferéncias S', que
define topologicamente um toro f-dimensional, T/ = S x ... x S'. A Fig. 2.2 ilustra um

caso particular dessa relagao.
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Figura 2.2: Relacao entre varidveis de acao-angulo e o toro invariante T?: como as va-
ridveis angulo sao periddicas, no grafico ¢; — ¢9, a parte da trajetéria que esta fora do
intervalo [0, 27] (segmento pontilhado), é reposicionado nesse intervalo. Isto corresponde
a trajetoria periddica no toro.

As trajetérias de um sistema integravel confinam-se topologicamente em um toro. A
variavel acao I; localiza o toro onde se encontra o sistema, enquanto as variaveis angulo
determinam as respectivas coordenadas. Para cada condicao inicial, a trajetoria restringe-
se ao movimento periddico de frequéncia w; em um desses toros e, por isso, sao qualificados

como toros invariantes.

Para o caso de dimensao maior que 1, duas situacoes podem acontecer: a primeira é o
toro T/ densamente preenchido quando as frequéncias w; sao racionalmente independentes.
Isto ocorre porque, apés um tempo longo o suficiente, a trajetéria retorna arbitrariamente
proxima do ponto de partida no toro. Isto caracteriza o movimento quase-periédico. A se-
gunda situacao refere-se a formacao de toros ressonantes, ocorrendo quando as frequéncias

w; sao racionalmente dependentes.

Sistemas integraveis servem de referéncia para se entender sistemas fisicos mais com-
plicados nao-integraveis, por exemplo, via teoria pertubativa. Isto significa que, para
certas condigoes, um sistema nao-integravel possa ser tratado como um sistema integravel
acrescentado de algum parametro de valor relativamente pequeno com relagao a magnitude
das grandezas basicas do sistema. Analisa-se, entao, o comportamento dos toros invari-
antes em funcao desse parametro pertubativo. O Teorema KAM responde parcialmente
essa questao afirmando que, diante de uma pertubacao desprezivel, toros ressonantes sao
destruidos, enquanto que as érbitas quase-periddicas, cuja razao de frequéncias w; é mal

aproximada por nimeros racionais, persistem no toro [42, 43].
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2.3 Sistemas Dinamicos

Sistema dinamico é um sistema de equacoes que determinam o estado do sistema no

tempo. Essa dependéncia temporal pode ser:

Continua: o sistema dinamico é um sistema de N equacoes diferenciais ordinarias de

primeira ordem

x(t) =F(x(t)), com x(t)= (z1(t),...,an(t)); (2.12)

Discreta: o sistema dinamico é um sistema de N equacoes de diferenca finita ou
mapas
Xpi1 = f(x,), com x,=(zV, . 2™ n=012.. (2.13)
As Egs. (2.12) e (2.13) s@o equagOes matriciais com termos dependentes entre si ou
acoplados. Este acoplamento decorre da definicao das derivadas e termos nao-lineares
como novas variaveis, obtendo-se um sistema de equagoes, diferenciais ou de diferenca
finita, de primeria ordem. Note também que essas equacgoes independem do tempo e, caso
a equacao original tenha uma dependéncia explicita no tempo, considera-a como variavel
extra, para se ter um sistema dinamico autonomo. Quando essas equacoes sao lineares,
usa-se os recursos disponiveis pela Algebra Linear na investigacao das solugoes. Mas,
se forem nao-lineares, utiliza-se, por exemplo, a linearizacao de solugoes. A linearizagao
consiste na aproximacao linear das solucoes por expansao em série de poténcias em relagao
aos pontos de equilfbrio, pontos x™(¢) e x§ tais que F(x"(t) =0e f(x)) = x
[6]. Esta abordagem, remontando ao trabalho de Poincaré no fim do século XIX, é uma
abordagem analitica simples que nos fornece informacoes importantes da solucao, sem se

conhecer a solugao exata que, por muitas vezes, sequer é viavel.

As solugoes das Eqs. (2.12) e (2.13) sdo transformagoes x : R — RN e x : N — RN
denominadas de trajetéria ou érbita associada ao campo vetorial F,f : RN — RN do
sistema em um determinado espago, como o Espaco de Fase na mecanica hamiltoniana, que
nos da uma visao geral das propiedades dinamicas do sistema. E praxe, entao, se investigar
o quanto duas trajetorias muito proximas se separam no tempo. Isto informar-nos-a sobre
a previsibilidade do sistema para tempo suficientemente longo. Para um sistema linear,
no sentido usual da Algebra Linear, a previsibilidade assintética é garantida. Porém, nao
necessariamente para um sistema nao-linear. Neste caso, as trajetérias podem divergir
nao-linearmente, por exemplo, uma divergéncia polinomial ou exponencial. Para uma
divergéncia exponencial, a previsibilidade assintotica é invidavel. Quando isto acontece,

o sistema exibe uma dinamica cadtica. Nao se deve confundir imprevisibilidade com
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aleatoriedade, pois esta nao advém de um sistema deterministico de equagoes como aquela,

ou seja, sistemas dinamicos cadticos mantém ainda a relacao de causa-efeito.

Esta divergéncia entre trajetérias vizinhas é quantificada pelo expoente de Lyapunov:
tomando 2 condigdes iniciais x(0) e y(0) tal que [x(0) —y(0)| = r(0), com r(0) arbitraria-
mente pequeno, se elas divergirem exponencialmente quando aplicadas a Eq. (2.12) apds
um tempo t, r(t) = 7(0)e*®, com |x(t) — y(¢)| = r(t), o expoente de Lyapunov maximo
assintotico sera

r(t)

A= lim lim —In—%,
r0)=0t=o0 t 1(0)

ou seja, A > 0 para divergéncia exponencial de trajetérias; a isto que entendemos como
sensibilidade as condigoes iniciais. Para A < 0, temos uma convergéncia das trajetérias,
correspondendo a dinamica periddica ou quase-peridédica. O caso A = 0 é indecidivel.
Na maioria dos sistemas dinamicos, o calculo dos expoentes de Lyapunov é realizado
numericamente e, por ser a tempo finito, determina-se o seu valor médio a partir de
uma grande quantidade de condigoes iniciais, valor este que se aproxima muito bem do

assintotico. Tem-se qualitativamente o mesmo para sistemas dinamicos discretos [6].

Sistemas dinamicos discretos sao mais simples que os continuos, bastando se especifi-
car a condigao inicial xo e aplicar recursivamente a regra dada pela Eq. (2.13). Em vista
disso, Poincaré desenvolveu um método de discretizacao de sistemas dinamicos continuos,
denominado de Segao de Poincaré (SP) ou Mapa de Retorno [6], transformando um sis-
tema dinamico continuo N-dimensional em um sistema discreto (N-1)-dimensional. Ele é
construido da seguinte maneira: dada uma trajetéria x(t) e um plano SP transversalmente
posicionado a x(t), ela o intersecionara de acordo com uma condigao arbitrariamente es-

colhida (Fig. (2.3)). Por exemplo, pode-se impor que x(t) atravessara SP sempre que a

X

k-

SP

Figura 2.3: Tlustragao da Sec¢ao de Poincaré (SP): a intersecgao da trajetéria x(t) origina
uma sequéncia de pontos X, no plano transversal a trajetéria.
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coordenada x;(t) > 0; isto definird um mapa X, = P(Xk), sendo P uma transformacao
invertivel que associa cada X}, ao seu subsequente. Ao longo do tempo, no plano SP ha-
vera um conjunto de pontos representante da dinamica do sistema. A escolha da condigao
deve ser o mais conveniente para o objetivo da andlise da dinamica. Outra possibilidade
de condicao é a interseccao da trajetoria sempre que se passar por um ponto de equilibrio;
assim, pode-se entender como sao as trajetérias vizinhas a esse ponto. No entanto, as
Secoes de Poincaré apresentam duas dificuldades que restringem a sua aplicabilidade em
situagoes gerais. Uma delas se refere a impossibilidade de se conhecer explicitamente a
transformacao invertivel P, tanto analitica, quanto numérica. O que se faz na maioria dos
casos é a geragao numérica da representacao grafica da Secao de Poincaré para um estudo
qualitativo, mas sem ser possivel explicitar P. A outra dificuldade esta na visualizacao
da Secao de Poincaré. Em principio, poderiamos gerar matematicamente uma Secao de
Poincaré em qualquer dimensao, mas a sua visualizacao maxima é no espacgo tridimen-
sional. Um exemplo de mapa de Poincaré é o Mapa de Hénon [44], uma discretizagao
bidimensional do sistema de Lorenz, um sistema de equacoes diferenciais tridimensional
[6]. Exemplos de uso de Segoes de Poincaré tridimensionais sao encontrados em feno-
menos de transporte de fluidos [45] e em controle experimental de caos em maquinas de
plasma [46]. E possivel também discretizar um sistema dindmico N-dimensional de ma-
neira que a Secao de Poincaré seja, no maximo, tridimensional. Para que isto aconteca
basta existir N—3 constantes de movimento. Um exemplo disso ¢é o sistema hamiltoniano
de duas particulas quaisquer interagentres entre si; o sistema dinamico tem dimensao 4
pois, como ha 2 graus de liberdade, o Espaco de Fase é quadridimensional. No entanto, a
energia total ¢ uma constante de movimento, permitindo expressar um dos momentos em
funcao da energia, do momento da outra particula e da energia potencial, reduzindo-se
o espaco disponivel a um subespaco tridimensional do Espaco de Fase. Resta-nos definir
uma das variaveis que seja conveniente, como a fixacao da posicao da particula associada
a velocidade escolhida anteriormente, para obtermos uma Secao de Poincaré, nesse caso,

bidimensional.

A Se¢ao de Poincaré nao é a tunica forma de discretizacao de sistemas dinamicos

continuos. H& outras técnicas:

Mapa T ou Mapa Estroboscépico [43]: é definido pela discretizagdo tempo-
ral ¢, = to + nT, com T convenientemente escolhido, de tal forma que X, = x(t,) e
Xpi1 = M(Xn), com M uma transformacao invertivel. Esta discretizagao é usada, por
exemplo, na Equacao de Duffing, que descreve um sistema massa-mola com constante

eldstica dependente da posi¢ao e sujeita a uma forca externa periddica [6];
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Mapeamento de colisoes: para um sistema de particulas confinadas colidindo elas-
ticamente entre si, este mapeamento consiste no registro da posicao e momento de uma
particula previamente escolhida quando ela colidir com a parede ou com outra particula.
O conjunto de pontos de posicao e momento constituird o seu Espago de Fase. Em parti-
cular, para o nosso caso de 2 particulas confinadas em um intervalo finito unidimensional,
escolhemos a particula 1 para registrar os pontos (z1,p;) em suas colisbes com a parede
e com a particula 2. Este mapeamento esta diretamente associado ao algoritmo usado
nos experimentos numéricos do nosso sistema fisico e, por isso, € um dos métodos princi-
pais usados na dissertacao. A descricao do algoritmo e os resultados numéricos estao no

Capitulo 3.

2.4 FErgodicidade

O conceito de ergodicidade surgiu no desenvolvimento da Mecanica Estatistica por
Boltzmann, Maxwell e Gibbs na tentativa de embasar mecanicamente a Termodinamica,
explicando-se a emergéncia de propriedades macroscopicas irreverssiveis a partir de propri-
edades microscopicas reversiveis dos constituintes do sistema termodinamico. O sucesso
dessa proposta ¢ facilitado se o sistema termodinamico for fechado e estiver em um estado
de equilibrio termodinamico, no qual nao ha quaisquer variagoes macroscopicas percep-
tiveis de suas propriedades. Para um sistema hamiltoniano, a trajetoria no Espago de
Fase é dada pelas fases (¢,p). Para se medir uma grandeza macroscéspica G qualquer,
realiza-se repetidamente varias medidas no decorrer do tempo por um periodo de tempo T’
e, por fim, considera-se o seu valor médio < G > (). Quanto maior o nimero de medidas
realizadas, maior serd o periodo de tempo, aproximando-se o valor médio do valor real da

grandeza G,

T—o00

<G >=lim %/o G(q(t),p(t))dt, (2.14)

em que G(q(t),p(t)) ¢ o valor da grandeza G no instante t. Entao, < G > independe
do tempo. Agora, considerando que todos os valores possiveis de G formem um conjunto
estatistico (ensemble) no Espaco de Fase com uma densidade o(gq, p), o valor médio (G)

sobre esse conjunto é
_ JG(a,p)e(q, p)dgdp

[ o(q,p)dqdp

INao usamos a notacdo tradicional de média temporal, G, porque a usamos para denotar conjugacao
complexa.

(@)

(2.15)
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Como supos Boltzmann, estando o sistema termodinamico em equilibrio, as 2 médias
da grandeza G devem coincidir, porque a média temporal assintética considera todos os
valores de medidas possiveis. Esta é a Hipotese Ergddica de Boltzmann, um artificio

eficiente para se medir qualquer grandeza fisica, sem a submissao ao limite do tempo.

Uma maneira intuitiva que ilustra a Hipdtese Ergddica é a seguinte: suponha que se
deseja saber quantas caras sao obtidas langando-se uma moeda 1000 vezes. Assumindo-
se verdadeira a Hipotese Ergddica, o resultado sera aproximadamente o mesmo se, ao
invés, lancarmos 1000 moedas idénticas de uma s6 vez. Consegue-se a igualdade entre os

resultados a medida que se aumenta o ntimero de lancamentos e de moedas.

Como consequéncia da Hipdtese Ergodica, o tempo At que o sistema permanece em
um pequeno volume AV do Espaco de Fase é proporcional ao volume total V' do Espaco
de Fase [1],

Na perspectiva de Boltzmann, se a trajetoria do sistema passar um nimero igual de
vezes em cada ponto do Espaco de Fase energeticamente disponivel, dado pela densidade
0(q,p), temos < G > = (G). Note a validade da Hipdtese Ergddica mesmo se a trajetéria
passar uma vez s6 em cada ponto do Espaco de Fase acessivel. Um exemplo disto é o
Oscilador Harmonico Simples Unidimensional: sendo a energia total £ a tnica constante
de movimento, isto define uma superficie de energia unidimensional em um Espaco de Fase
bidimensional; entao, em cada periodo de oscilacao, a trajetéria passa uma vez em todos os
pontos da superficie de energia [47-50] (veja os detalhes no Apéndice A). Assim, temos
um sistema integravel e ergddico. Outros sistemas unidimensionais semelhantes, como a

Particula em uma Caixa Unidimensional, sao ditos sistemas trivialmente ergddicos.

No entanto, a Hipdtese Ergddica nao se verifica, em geral, para sistemas fisicos mul-
tidimensionais [48], pois a trajetéria nao passard por todos os pontos do Espago de Fase
acessivel, seja por causa da unicidade das solucoes das equagoes de Hamilton, seja porque
o mapeamento de um intervalo de tempo unidimensional em um elemento de superficie
N-dimensional nao é univoca. O Oscilador Harmonico Simples Bidimensional (Apéndice
A) é um caso cldssico na literatura de um sistema que nao é ergédico quando a relagao
entre as frequéncias de cada grau de liberdade for racional, e ergédico quando essa relagao
for irracional [51]. Para esses casos, usa-se uma versao mais fraca da Hipdtese Ergédica, a
Hipdtese Quase-Ergddica, a qual estabelece que basta a trajetéria passar suficientemente

proxima de qualquer ponto do Espago de Fase para que < G > = (G).

G. Birkhoff e J. von Neumann nos anos 1930 apresentaram dois teoremas que provam
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as hipéteses ergddica e quase-ergédica [16, 18], partindo-se da ideia de medida invariante
em relacao a uma dinamica dada por um fluxo ¢'x, que é uma familia de trajetérias x
em um instante de tempo ¢ [52, 53]. Para enunciarmos esses teoremas, antes precisamos
definir alguns conceitos preliminares. Medida é uma abstracao matemaética a respeito do
tamanho de um conjunto. Em particular, a medida de Lebesgue generaliza a nocao de
comprimento, area, volume, densidade e probabilidade. Assim, a medida de Lebesgue p
de um intervalo [a,b] C R é simplesmente o seu comprimento, yu([a,b]) = b — a. Outra
nocao importante é o de conjunto de medida nula: um conjunto C' tem medida nula
quando p(C') = 0. Entao, no intervalo [a,b] C R, o conjunto de nimeros racionais tem
medida nula, pois é um conjunto de “tamanho” desprezivel quando comparado com o
conjunto de ntimeros irracionais nesse intervalo, que é igual ao seu comprimento. Outra
interpretacao muito usada para a medida é a probabilistica: para um conjunto qualquer
(', se definirmos p(C') = 1, temos uma medida de probabilidade; entao, para um conjunto

B C C, amedida u(B) é a probabilidade de ocorréncia do evento relativo a B.

L. P — P correspondendo & soluciao de um sistema

Considere x € P e o fluxo ¢
dinamico tal que ¢'x = x(t); entao, uma medida ¢é invariante em relagao a uma dinamica
dada por um fluxo ¢' se, e s6 se, pu(p'(A)) = pu(A) (*), para qualquer t € Rex(t) € A C P.

Assumindo, por conveniéncia, que p(P) = 1, podemos definir medida ergédica:

Medida ergddica é uma medida invariante em relacao a uma dinamica ¢’ tal que

p(A) =0 ou pu(A) = 1, contanto que p'(A) = A, para todo @ # A C P.

A medida invariante corresponde a descrigao mecanico-estatistica ao estado de equi-
librio macroscépico e a preservagao do volume do Espago de Fase, condicao assumida
inicialmente para o elo micro-macro. Agora, a medida nula corresponde a eventos de
probabilidade desprezivel e, portanto, a eventos atipicos do sistema. Assim, um sistema
dindmico exibe ergodicidade se a tinica medida é a total u(A) = 1; isto é, um sistema é
ergddico se o Espaco de Fase for indecomponivel em relagcio ao fluro o' e a medida p.
E esta a ideia de o Espaco de Fase nao ter mais de um conjunto de medida invariante

nao-trivial que se deduz a Hipdtese Ergddica:

Teorema Ergdédico Pontual de Birkhoff: Seja p um medida invariante para o
fluxo o' e x € P. Se f: P — R for integrdvel, entao:

(a) Para quase toda medida p, existe uma < f > integravel tal que

< f(x) > = lim - /f(px

t—oo t

2Na literatura matematica usa-se, ao invés, o~ (A) na definicdo de medida invariante para informar
que p!(A) é invertivel.
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(b) Para quase toda medida u, < f > é uma constante em relagao a dinamica,

< fle'x) > =< f(x) >

(c) As médias temporal e espacial sdo,

[ <16 > dut) = [ 7Gxt

O Teorema Pontual de Birkhoff conduz a igualdade entre as médias temporal e espa-
cial na perspectiva de Boltzmann, exceto para subconjuntos do Espago de Fase de medida
nula (“quase para toda medida p”). De fato, a condigao da medida ser invariante garante
a determinagao da média temporal de qualquer quantidade fisica f(x) (a), a sua indepen-
déncia em relagdo a (b) e a preservacao do volume total do Espago de Fase (c); logo, se
< f(x) > for uma fungao constante em relagdo a medida, segue-se a igualdade entre a

média temporal e espacial

- / £ )dpu(x), (2.16)

em que [pdu(x) = pu(P). Portanto, o fluxo ¢’ e a medida p sao ergédicos. Entdo,
comparando com a Eq. (2.15), identificamos a medida com a densidade e elemento de

volume do Espago de Fase, du(x) = o(q, p)dqdp.

O Teorema de von Neumann prova a Hipdtese Quase-Ergodica:
Teorema Ergdédico Médio de von Neumann: Seja f : P — R uma funcao quadrado
integravel |f|?, u uma medida invariante para o fluxo ¢’ e x € P. Entao, existe uma

funcio f : P — R de modo que |f|? é integravel e

lim
t—o0

dp(x) = 0.

/fsoxds—f()

Os teoremas acima valem igualmente para sistemas discretos, bastando-se substituir a

média temporal continua pela discreta,

Z

< 06 > = Jim Zf«o”x). (2.17)

Ao contrario do Teorema de Birkhoff, o enunciado de von Neumann nao impoe a
existéncia da média temporal para quase todos os pontos do Espaco de Fase, mas a sua

existéncia assintoticamente. Isto significa que, para um sistema ser ergddico, basta que
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exista a igualdade média temporal-média espacial para trajetérias passando arbitraria-
mente proximas de qualquer ponto do Espago de Fase. Como consequéncia de condigoes

menos restritivas, inclui-se como sistemas ergddicos aqueles com mais de 1 grau de liber-

dade.

Os resultados rigorosos desses teoremas oferecem, em principio, uma forma de se
investigar ergodicidade em um sistema sem recorrer diretamente as médias temporal e es-
pacial, bastando reconhecer a medida invariante apropriada. Alids, essa abordagem deixa
clara que a caracterizacao de ergodicidade sé faz sentido especificando-se uma dinamica
e uma medida invariante. Do ponto de vista fisico, isto significa que um sistema é
ergodico em relacao a uma superficie definida por uma constante de movimento, podendo

ser nao-ergddico em uma outra superficie de energia do Espaco de Fase [54].

H& outras propriedades dinamicas mais fortes que a ergodicidade [43, 47], como o
mizing (*), mistura ou mesclagem, caracterizado qualitativamente pela uniformizacao de
pontos no Espaco de Fase e por nao apresentar divergéncia exponencial de trajetorias
proximas, como ocorre para sistemas usualmente cadticos; portanto, mesclagem é uma
propriedade mais fraca que caos. Deve-se destacar que um sistema dinamico pode apre-
sentar mais de uma propriedade dinamica. Em nosso caso especifico, um sistema cadtico

¢ também mesclado e ergédico, mas nao reciprocamente [43].

Apelamos para a ideia de medida como generalizacao de volume e a um exemplo
intuitivo para se definir mesclagem [55]: considere um copo de vidro contendo um volume
1(A) de dgua na qual acrescentamos um volume p(B) de tinta preta; entao, a concentragao
de tinta no copo pode ser estimado por p(B)/u(C), em que u(C) = u(A)+u(B) é o volume
total ocupado pela dgua e a tinta no copo. Para se ter uma mistura homogénea de agua e
tinta, devemos agita-la por um tempo n. Definindo ¢" B como a regiao ocupada pela tinta
apos ser agitada por um tempo n e R uma regiao qualquer da mistura, a concentracao
pu(B)/(C) é homogénea desde que ela seja tanto em relagdo ao volume total, quanto ao

volume de qualquer regiao p(R) no tempo assintético,

i M@"BNR) _ p(B)

n—oo i(R) u(C)

Para um volume total unitario, u(C') = 1, temos a definigao formal de mesclagem

lim pu(¢"BNR) = u(B)u(R). (2.18)

n—oo

3Na literatura [54] hd uma subclassificacio de mizing em mizing fraco, assemelhando-se mais a ergo-
dicidade, e mizing forte. Em vista de nossos propdsitos, nao fazemos aqui esta distingao.
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Esta definicao mostra que as medidas dos conjuntos B e R tendem a ser independentes com
o passar do tempo, condizendo com a intuicao de mistura homogénea perfeita. Partindo-

se do Teorema Ergddico de Birkhoff [56], a ergodicidade pode ser expressa similarmente
a Eq. (2.18)

o1
lim —
k—oco N

S u(¢" B R) = u(B)u(R). (219)
k=0

A principal diferenca da ergodicidade com a mesclagem é a independéncia entre as medi-
das dos conjuntos ser um resultado médio. Essas definicbes conduzem a interpretagao em
termos de imprevisibilidade dinamica, segundo a proposta de Joseph Berkovitz [54] para
caracterizar precisamente a hierarquia de aleatoriedade ou ergodicidade de sistemas dina-
micos [43, 47]. Uma das nogoes subjacentes a essa imprevisibilidade refere-se a correlagao

probabilistica C'(B, A) entre dois conjuntos mensuraveis A e B quaisquer, definidas por
C(B,A) = (AN B) = u(A)u(B), (2.20)

sendo C'(B, A) = 0 para A e B descorrelacionados. Entao, comparando as Egs. (2.20) e
(2.19), concluimos que sistemas ergddicos sao aqueles onde os estados dindmicos mantém-
se correlacionados por todo o tempo, pois a descorrelacao é uma quantidade média, de
modo a nao haver efetivamente um decaimento de correlagao; portanto, em sistemas er-
gbdicos a relagao causa-efeito é permanente e a imprevisibilidade é nula; isso explica
porque um sistema integravel pode ser ergodico, como acontece para sistemas hamiltoni-
anos unidimensionais. Na comparacao das Eqgs. (2.20) e (2.18), vemos que em sistemas
mesclados ocorre efetivamente um decaimento de correlacao entre dois estados dinamicos
no decorrer do tempo, de modo que a relacao causa-efeito se exauri e a imprevisibilidade
ocorre assintoticamente no tempo. Em sistemas cadticos, o decaimento de correlacao entre
estados dinamicos tende a ocorrer para um tempo finito e, por conseguinte, um determi-
nado estado dinamico tende a ser independente a algum outro estado em um instante de
tempo anterior. A situacao extrema acontece para sistemas de Bernoulli, no qual estados

adjacentes sao independentes entre si em qualquer instante [54].

O decaimento de correlacao reflete-se na condicao de equilibrio de um sistema. Para
um sistema fora de equilibrio, se ele for ergddico, jamais ele alcancard um estado de equi-
librio, por causa da manutencao da correlagao de seus estados dinamicos. O oscilador
harménico simples é exemplo disso [57]: a evolugao de qualquer distribui¢ao de probabi-
lidade a ele associado e que nao seja constante, nao convergira para nenhum estado de
equilibrio. Logo, ergodicidade ¢é insuficiente para um sistema fora do equilibrio convergir

ao equilibrio. Porém, devido ao decaimento de correlacao, a mesclagem é suficiente para



2.5. Bilhares 31

o sistema inicialmente fora de equilibrio convergir a um estado de equilibrio. Em [58],

estima-se o tempo de relaxacao da distribuicao de probabilidade.

2.5 Bilhares

Bilhar é um sistema dinamico consistindo de uma regiao geométrica plana contendo
uma particula em movimento livre, intercalado por reflexoes especulares quando ela atinge
a fronteira geométrica. Essa definicao abrange diversos casos comumente encontrados na
literatura, como os bilhares de Bunimovich, de Sinai, poligonais, etc. Porém, ha diversos
sistemas dinamicos considerados como um bilhar que nao satisfazem a definicao anterior.
Para citar alguns, temos:
bilhares externos ou duais [59]: a particula é externa a regiao geométrica;
bilhares generalizados [60]: bilhares com regides geométricas multidimensionais ou com
lei de reflexao generalizada (reflexdo nao especular da particula na fronteira geométrica);
bilhares nao-euclidianos [61]: a regiao geométrica é nao-euclidiana;

regioes geométricas confinantes de mais de 1 particula [62-66].

E comum também se referir & particula como “bilhar” e a regiao geométrica, como
“mesa de bilhar”; assim, diz-se “bilhar na elipse”, “bilhar no poligono”, etc. De qualquer
forma, todas essas nogoes compartilham a caracteristica de haver uma particula intera-
gindo com algum objeto geométrico e, como é um campo de pesquisa em desenvolvimento,

nao ha ainda uma definicao geral satisfatoria conciliando aspectos tedricos e aplicados.

O uso de bilhares apareceu como um sistema protétipo eficiente na investigacao de
propriedades dinamicas tanto para sistemas fisicos com grande nimero de particulas (bi-
lhar de Sinai para gases), quanto para aqueles com uma dinamica nao trivial (bilhares
convexos de Birkhoff para o problema de 3 corpos), pois permitem a exploracao detalhada
do sistema original, em vista de sua representacao simples, e a manutencao das caracte-
risticas responsaveis pela regularidade (integrabilidade) ou irregularidade (ergodicidade e
caos) dinamica do sistema original. Atualmente se usa dessas vantagens na investigagao
fisica mesoscopica (descri¢ao fisica em uma escala intermedidria entre o tamanho atomico

e o micrométrico). A Fig. 2.4 mostra algumas formas geométricas de bilhares.

Em bilhares integraveis, as trajetorias nao se dispersam nas sucessivas colisoes com
as fronteiras geométricas. A isto chama-se mecanismo focalizador. Bilhares com esse
mecanismo sao, por exemplo, os elipticos e os retangulares. Mas, muitos bilhares apresen-

tam dinamica cadtica, como o bilhar de Hadamard (1898), consistindo de uma particula
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(@) (b)

(c) (d)

(h)
(€) (f) (9) :

Figura 2.4: Exemplos de algumas formas geométricas de bilhares: (a) Estadio; (b) Sinai;
(¢) circular; (d) eliptico; (e) retangular; (f) triangulo retangulo; (g) convexo qualquer; (h)
concavo qualquer.

movendo-se sobre uma superficie de curvatura constante negativa, ou o bilhar de Artin
(1924), também uma particula movendo-se em uma superficie de curvatura negativa com
uma cuspide. No entanto, o bilhar de Sinai (1970) é o mais representativo fisicamente
por mostrar a validade da Hipotese Ergddica para um sistema com poucas particulas.
Ele consiste de uma particula em um quadrado do qual retirou-se uma regiao circular
central. Entao, a particula colide com as paredes do quadrado e com a superficie externa
do circulo. A ergodicidade e o caos emergem em decorréncia do efeito dispersivo sobre a
trajetoria da particula em cada colisao com o circulo, combinado com a auséncia desse
efeito nas colisoes com as paredes do quadrado. Este bilhar surgiu reduzindo-se o sistema
para 2 particulas colidindo entre si em um toro T2, situacao esta representada em seguida
em uma “mesa quadrada”; onde se fixou a posi¢ao de uma das particulas [67]. Na década
de 1970, Leonid A. Bunimovich descobriu outro mecanismo gerador de comportamento
caotico, a desfocalizacao, observado em um bilhar com a forma de um estadio, o bilhar de
Bunimovich. Ele é obtido pela separacao do bilhar circular em duas metades, ligadas por
dois segmentos de reta. Nesses sistemas, coexistem os efeitos de dispersao e focalizacao de
trajetorias, e a desfocalizagao é o resultado do predominio da dispersao sobre a focalizacao
[68]. Nesses casos com ergodicidade e caos, as trajetérias preenchem todo o bilhar, o que

nao acontece no caso de bilhares integraveis.

H4 ainda os bilhares poligonais, que apresentam um comportamento dinamico inter-

mediario entre o regular e o cadtico, o pseudocaos. Sao caracterizados por apresentarem
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expoente de Lyapunov nulo, divergéncia polinomial de trajetérias vizinhas [69] e ergodi-
cidade nos bilhares poligonais tipicos [70, 71]. Isto implica a auséncia de ergodicidade em
bilhares poligonais racionais (bilhares cujos angulos internos sdo comensuraveis com ),
pois ha apenas um numero finito de dire¢oes possiveis que a particula pode se mover no
bilhar. Os bilhares poligonais racionais sao bastante estudados na literatura e servem,
por exemplo, como recurso de aproximacao para se entender a dinamica em bilhares po-
ligonais irracionais, pois a maioria nao € integravel. Tratemos brevemente dos poligonos

racionais.

m;

Considere um poligono racional com angulos internos ; = TLm, com m; e n; inteiros
positivos coprimos (i = 1,...,p) e N' = mmc(ny, ...,n,); o conjunto de diregoes finitas
possiveis formam um grupo finito, denominado Grupo Diedral D,y (Apéndice B). Isso
significa que cada direcao da particula corresponde a uma posicao na circunferéncia uni-
taria, e cada reflexao da particula com um dos lados do bilhar corresponde a acao do
grupo sobre essa direcao. As direcoes possiveis dividem o circulo unitdrio em 2N super-
ficies invariantes de angulos §, as quais formam a superficie § através do método de

desdobramento de poligonos (*)[72]. Essa superficie ¢ caracterizada pelo genus topolégico
31, 73]

p

g8 =1+7 > ——. (2.21)
2 - n;

i=1
Para ¢(S) = 1, a superficie ¢ um toro T?; isto ocorre apenas para os angulos internos
com m; = 1, e os Unicos bilhares poligonais sob essa condigao sao o retangulo, o triangulo
equildtero, o triangulo retangulo isésceles e o triangulo retangulo com angulo agudo f.
E para ¢(S) > 1, a superficie assemelha-se a vérios toros “grudados”, sendo o genus
correspondendo ao nimero de “buracos” dessa superficie. Esta “fusao” de toros geram

pontos de sela responsaveis pela instabilidade na trajetéria da particula.

Como mencionado anteriormente, bilhares poligonais racionais nao sao ergédicos. Isso
significa que o Espaco de Fase é decomponivel em relacao ao fluxo ¢’ e medida p. Essa
decomposigao é segundo fluxos ¢} associados a cada direcao 6 € | ,/%], 0S quais sao
unicamente ergédicos (°) e, por conseguinte, ergédico. Quando a dire¢ao 6 é racional,
temos um conjunto de medida nula; entao, a ergodicidade do fluxo ¢} é garantida para
as diregoes @ irracionais [31, 32, 70, 71]. A primeira vista, parece haver uma contradigao

entre o fato de bilhares poligonais racionais serem nao ergédicos, com fluxos ergddicos; no

entanto, pela defini¢ao de fluxo, ¢} é a familia de trajetdrias correspondendo a todas as

4Desdobramento de poligonos consiste em refletir o poligono, e ndo a trajetéria da particula, em
relagao ao lado de incidéncia da particula. Logo, a direcao inicial da trajetoria da particula é mantida.

5Isto significa que o fluxo possui uma tnica medida invariante, o que garante a convergéncia uniforme
das médias temporais no Teorema Ergédico Pontual de Birkhoff [56, 74].
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posicoes possiveis para um instante t e direcao 6 fixos, ou seja, para cada t e direcao 6, os
subespacos correspondentes sao plenamente acessados por todas as trajetérias possiveis,
e isto nao contradiz o fato de os bilhares poligonais racionais serem nao-ergddicos, pois

uma Unica trajetoria é incapaz de acessar todo o Espaco de Fase.



Capitulo

O Sistema de Interesse e Resultados

Numéricos Preliminares

3.1 Sistema de 2 Particulas em um Intervalo Finito

O sistema mecanico de 2 particulas interagindo por colisoes eldsticas confinadas em
um intervalo finito unidimensional, Fig. 3.1(a), é um sistema simples que exibe uma
dinamica regular ou irregular de acordo com a razao das massas v = Z—f das particulas.
Vamos nos referir a estas particulas como particula 1 (direita) e particula 2 (esquerda).
Este sistema equivale ao bilhar triangulo retangulo [29], Fig. 3.1(b). Verifiquemos esta

equivaléncia em duas partes:

Espacgo de Configuragao: o Espaco de Configuracao C? do sistema corresponde a

regiao em forma de triangulo retangulo isésceles, Fig. 3.2(a), pois:

e a posicao de cada particula ¢; € [0, L], com L o comprimento do intervalo e i = 1,2;
e as particulas sao impenetraveis, 0 < q; < ¢ < L
e as particulas colidem entre si em ¢; = ¢o;

e as colisoes das particulas 1 e 2 com as paredes ocorrem em (0, ¢2) e (q1, L), respec-

tivamente.

Definindo L =1 e ¢; = f—ﬁ, transformamos o Espaco de Configuracao C? em C2 (Fig.

3.2(b)), em que 0 < x; < /my, com x; < /T2, de modo que C2 seja um triangulo

retangulo com angulo ¢ tal que tg?¢ = ~, com ¢ € (0, 7).

35
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(a) (b)

0 q q 1

1 2

Figura 3.1: (a) Sistema de 2 particulas confinadas em um intervalo [0,1]. (b) Bilhar

triangulo retangulo com angulo agudo ¢ e tg§ = 72, em que w; sao as velocidades nor-

malizadas.
(a) (b)
q2 X2
1
© l % © \jml X1

Figura 3.2: (a) Espago de Configuracao segundo as posigoes ¢;. (b) Espago de Configura-
¢ao segundo as posicoes x;.

Espaco de Momentos ou Velocidades: o hamiltoniano do sistema ¢é [75]

2 2
H(q1, G2, p1,p2) = 2p_TT1L1 + 2p—£2 + Vold(q1) + 0(q1 — q2) + 0(q2 — 1)], (3.1)

com Vy — oo (para garantir a impenetrabilidade das particulas entre si e com as paredes)
2 2
e %1 + 2’:”—22 = F. As deltas de Dirac sao usadas para descrever as colisoes entre as duas

particulas e entre uma das particulas com uma das paredes. Sendo p; = m;v;, isso equivale

= Ea V(Q17q2) -

ml“% i mgvg { 0, para ¢1>0,¢<1, 1 # @ (3.2)

00, para ¢ < 0,02 > 1,1 = q2
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Usando a transformacao canonica x; = g;y/m; e P; = Vﬂﬁ’ o novo hamiltoniano é
7

K(z1, 2, Py, Py) = PP+ Py +Vo[v/mid(x1) +/mad (214/7 — T2) +/Mad (12— /m3)], (3.3)

em que P? + P§ =1eVy = 2. Assim, K(z1, 22, P1, P2) é o hamiltoniano de uma parti-
cula de momento (ou velocidade) e massa unitarias movendo-se em um bilhar triangulo

retangulo de lados 1 = 0 e x93 = /711 € T2 = /M2, (Fig. 3.1). Isto equivale a

0, r¢B
wrrwl=1, V(z)= { e (3.4)
oo, ¢ B

para K(x1,x9, P1, Py) e B a fronteira do bilhar triangulo retangulo. Como sao adimensi-
onais, w; = P; e referir-nos-emos aos w; como velocidades normalizadas. Tais velocidades

correspondem a diregao ¢ da particula no bilhar, Fig. 3.1(b), tal que tg& = ’wif

Observamos, entao, que as transformagoes canonicas transformam o espago dos mo-
mentos ou velocidades, uma elipse, em um espaco de velocidades normalizadas, uma
circunferéncia S'. Este resultado permite, como vimos no caso do Oscilador Harménico
Simples (Apéndice A), considerar as velocidades das particulas como um nimero com-

plexo, facilitando a interpretagao das colisoes das particulas, como veremos abaixo.

Em nosso sistema de 2 particulas, a conservacao da energia total nada mais é que a
conservacao da energia cinética total; além disso, em cada colisao entre as particulas, o
momento total é conservado também. Essas duas quantidades conservadas nos fornecem
as velocidades das particulas depois da colisao, v;q, em funcao das velocidades antes, v;,

[76], cuja equagao matricial é

1—y 2y
[Uld]:[pw 1+’y]

2 ol

V2d Ty 1+

Da conservacio da energia, definimos v; = \/2m; ' Ew;; substituindo-o na equagio ma-

Ha ] . (3.5)

tricial acima, obtemos uma equagao matricial das velocidades pds-colisao (w4, weg) como

uma reflexdo anti-horédria por um angulo 6 das velocidades (wi,, ws,) pré-colisao,

wia | _ cosf) send Wi, | (3.6)
Way senf — cost Wag

1— . . .~ , , . .
com cosf = ﬁ; ou seja, o estado depois da colisao entre as particulas é obtido a partir

de um estado (wy,, wa,), Fig. 3.3(a), refletido em relagao ao eixo wy, Fig. 3.3(b), seguido

por uma rotagao anti-hordria por um angulo 0, Fig. 3.3(c). A Eq. (3.6) pode ser re-
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Figura 3.3: Interpretagao ilustrativa da Eq. (3.6): a partir de um estado inicial (w14, wa,)
(a), o estado apds a colisao corresponde a uma reflexdo desse estado em relagao ao eixo
wy (b) seguida por uma rota¢ao por um angulo 6 (c).

expressada como uma rotagao anti-horaria por um angulo € das velocidades (w14, —waq)
Wig cosf —senb Wi,

= . (3.7)
Wag senf cosd —Wayq

Como o plano real e o conjunto dos niimeros complexos sao espagos vetoriais isomorfos

[77], a Eq. (3.7) equivale a

pré-colisao,

zg = €7, (3.8)

W = cosf + 1senb, zg = wyg + 1oy € a barra sobre o niimero

em que z, = Wiq + Waq, €
complexo denota a conjugacao complexa. Adotamos a notacao complexa por ser mais

simples e versatil que a matricial.

Como em nosso sistema as particulas estao confinadas no intervalo [0, 1], as particulas

colidem com as paredes. A sua descricao complexa é:

20 = —Zg = —Wiq + MWaq, (3.9)

a 1 colide com a parede;
24 = Zg = Wigq — MWaq, (3.10)

a 2 colide com a parede;
20 = —Z4 = —Wigq — 1Wag, (3.11)

1 e 2 colidem com as paredes.

Denominamos de estado [26] tanto o par de velocidades, normalizadas ou nao, quanto

o nimero complexo representante das velocidades normalizadas.
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Figura 3.4: Uma particula incide na hipotenusa de um bilhar triangulo retangulo em
um angulo ¢ em relagao ao versor normal n com uma velocidade unitaria u e é refletida
especularmente com velocidade unitaria v.em um angulo ®. Isto equivale a colisao elastica
entre 2 particulas em um intervalo finito.

A relagao entre v e 0, cosf = ﬁ, pode ser simplificada expressando-se 7 em fungao

de 0 e considerando-se as relagoes trigonométricas sean = # e (3052% = 1+C—2°S'9. Isto
resulta em
0
V= tg2§, com 6 e (0,m). (3.12)

Mas, como a razao das massas no bilhar é v = tg?2(, identificamos ( = g. Obtemos,
enfim, o ltimo elo entre o sistema de 2 particulas em um intervalo finito e o bilhar tri-
angulo retangulo. Deste resultado, a Eq. (3.5) conduz a reflexao especular pela particula

na hipotenusa do bilhar. De fato, sendo

1 —tg?*¢
cos ) = 9 m = tha vV = (wlda w2d>7 u = (wlaa w2a>7
1+tg?C
1 m 1—m? 2m
2 3 2 2
P _ 1+m 1+m ; Q — 14+m 1J2rm ,
m 1 2m m<—11
1+m2  1+m? 14+m? 14+m?

a Eq. (3.5) equivale a Qv = 2Pv — v (ver Fig. 3.4), que é a equagao matricial de reflexdo
em torno da reta y = mz, em que P ¢é a matriz da projecao ortogonal sobre a reta r de
equagao y = ma [78]. Isso implica que o angulo do vetor Qv em relacdo a reta r é igual
ao angulo do vetor v da velocidade refletida; mas Qv é apenas o vetor u da velocidade

incidente da particula na hipotenusa do bilhar. Portanto, os angulos ® = ¢, e a reflexao



3.1. Sistema de 2 Particulas em um Intervalo Finito 40

é especular.

A reflexao nos catetos do triangulo retangulo, que é especular também, é um caso

particular da reflexao na hipotenusa.

Como apontado por G. Manfredi e colaboradores [75], a generalizacao para sistemas
com N particulas confinadas em um intervalo unidimensional pode ser representado por
uma Unica particula em um N-simplex, que é a generalizacao N-dimensional de triangulo
(1). Assim, por exemplo, para um sistema com 3 particulas no intervalo [0,1], o bilhar
equivalente ¢ um tetraedro de arestas y/m;. Por isso, entendemos que a ideia original
subjacente aos bilhares reside como um artificio simplificador na descricao de sistemas
fisicos com vérias particulas: as N particulas interagentes sao substituidas por uma regiao
N-dimensional contendo uma tunica particula, de modo que a geometria dessa regiao,
o bilhar, reflita o tipo de interagao entre as particulas da representacao original. Esta
definicao vai além da definicao alternativa de bilhar, anteriormente mencionada, como um

sistema confinador de particulas.

No caso, por exemplo, de 2 particulas interagentes via potencial de Yukawa sujeitas a
um campo magnético fraco em uma regiao circular [66], acreditamos que exista um bilhar
no sentido acima definido, mas, como a interacao nao é trivial, a geometria desse suposto
bilhar deve ser também bastante complicada. Por outro lado, de um ponto de vista
experimental, se justifica a definicao de bilhar como um sistema confinador de particulas,
pois nem é possivel se construir e nem se visualizar um bilhar de dimensao qualquer.
Talvez fosse interessante distinguir as duas concepc¢oes de bilhar, como bilhar matemdtico
ou abstrato para o sentido de uma tinica particula confinada em uma regiao N-dimensional,
deixando o termo bilhar para sistemas confinadores ou, ainda, manter o termo bilhar na

concepcao abstrata e denominar os sistemas confinadores de particulas como bilhar fisico.

Nas proximas secoes apresentaremos varios resultados numéricos preliminares para
exemplificar as caracteristicas conhecidas desse sistema. Assim, para 2 particulas pon-
tuais com massas quaisquer no intervalo [0, 1], e seguindo a dinamica ja exposta para
as mesmas, primeiro faremos algumas consideragoes e introduziremos algumas definigoes
importantes para a analise. Posteriormente, discutiremos resultados obtidos de simu-
lagoes numéricas. Os detalhes dos estudos analiticos da dinamica das particulas serao

apresentados no Capitulo 4.

10-simplex é um ponto; 1-simplex é um segmento de reta; 2-simplex é um tridngulo; 3-simplex é um
tetraedro.
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3.2 Consideracoes Preliminares

Em um sistema de 2 particulas de massas arbitrdrias em um intervalo finito [0, L]
(poco de potencial infinito) ocorrem colisoes particula-particula (p-p) e particula-parede
(p-w). No primeiro caso, a mudanga de velocidades é dada pela Eq. (3.5). Ja para o
segundo, a particula simplesmente troca o sinal de sua velocidade. A exata sequéncia de
colisoes p-p e p-w ao longo da dinamica vai depender dos valores da razao das massas
e das posicoes e velocidades iniciais das particulas. Entre duas colisdes quaisquer, as
particulas movem-se com velocidade constante. Para simular esse sistema, arbitramos os
valores das massas m; e my, da posicao inicial de colisao z.(1) e das velocidades iniciais
v1(1) e vy(1) das particulas. Em particular, os valores dessas velocidades s@o escolhidos
como se as particulas tivessem saido de uma colisao: se assumirmos que as particulas
movem-se em sentidos opostos, os valores das velocidades iniciais podem ser quaisquer,
contanto que v1(1) < 0 e vy(1) > 0; mas, se assumirmos que as particulas deslocam-se no
mesmo sentido, as velocidades iniciais devem ser escolhidas de modo que v;(1) < wvo(1).
Isto garante que, se as particulas deslocam-se para a direita, a particula 1 é mais lenta

que a 2; e, se elas deslocam-se para a esquerda, a 2 é mais lenta que a 1.

Em seguida, determinamos o tempo que cada particula demora para chegar a parede
(extremidade do intervalo finito [0, L]) a partir da posigao de colisao inicial. Isto permite
saber qual particula chega antes a parede. Consideremos separadamente as duas situagoes

mencionadas anteriormente:

e as particulas deslocam-se em sentidos opostos: ha duas possibilidades:

— as particulas chegam as paredes simultaneamente: os sinais das velocidades das

particulas sao trocadas nas colisoes p-w e seguir-se-a uma colisao p-p;

— as particulas nao chegam as paredes simultaneamente: neste caso, uma das
particulas chega a parede e é por ela refletida. Entao, ha duas outras possibi-
lidades:

x a particula na parede alcanca a outra particula antes que esta chegue a
sua parede, ocorrendo, assim, uma colisao p-p;

x a particula na parede nao consegue alcancar a outra particula; esta parti-

cula é refletida na parede e, s6 entao ocorre uma colisao p-p.

e as particulas deslocam-se no mesmo sentido: a particula mais rapida é refle-

tida na parede, colisao p-w, e é seguida por uma colisao p-p.
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Repete-se, entao, a logica inicial.

Como ja conhecemos a légica empregada nas simulagoes, apresentamos os resultados
numéricos para as seguintes condigdes iniciais arbitrariamente escolhidas: v(1) = —4, 50
e va(l) = 4,07 e z.(1) = 0,6673 para 1 milhdo de iteragoes e L = 1. Esta escolha
ilustra os casos representativos da dinamica do problema. Outras condigoes iniciais que
poderiam ser escolhidas dariam qualitativamente os mesmos resultados (como verificamos
varias vezes nos experimentos numéricos mas, por uma questao de espago nao foram aqui

incluidos).

O primeiro resultado numérico que obtemos foi o Espago de Estado (Fig. 3.5) para
alguns valores de 6 e, por conseguinte, para algumas razoes de massas ~y, conforme a Eq.
(3.12). Isto fora feito registrando-se, em cada itera¢ao, um estado associado a colisdo p-p

e outro estado a colisao p-w. Observamos que os estados sao gerados de acordo com

2 = ez, (3.13a)
Z = ™02, (3.13b)

ou seja, os estados possiveis sao gerados por rotagoes sucessivas de zy e 2y, de maneira a
distribuir os estados z; e Z; segundo o angulo # reduzido ao primeiro quadrante. Assim,
as Eqgs. (3.13a)-(3.13b) mostram que os estados gerados constituem um grupo diedral
(Apéndice B). Os estados z, e Z; apresentam-se aos pares na Fig. 3.5 porque, na
Eq. (3.13a), zp é refletido antes da rotacao pelo angulo #, enquanto na Eq. (3.13b) a
rotacao por 6 ¢é direta, gerando-se uma defasagem na posi¢ao angular. Exceto o Espaco
de Estado da Fig. 3.5(h), todos sado efetivamente rotagdes por um angulo reduzido ao
primeiro quadrante tal que % ¢ racional e, portanto, temos um nimero finito de estados.
m

O numero de estados possiveis, uma vez conhecido % = 1 ¢ Ngs = 4n. Portanto, como

as rotacoes sao racionais, para as razoes de massas correspondentes, o sistema nao é
0

ergddico. Por outro lado, casos como o da Fig. 3.5(h), em que v = %, temos > irracional
(%) e, como mostramos no Apéndice A, rotagoes irracionais sao ergédicas. Mas, neste
caso, geraram-se apenas 128 estados em 1 milhao de iteracoes, mostrando que o sistema
aparentemente deixa de ser ergédico (quebra de ergodicidade). Este numero baixo de
estados se contrapoe ao caso da Fig. 3.5(i), em que a particula 1 tem massa muito maior
que a 2, pois geram-se 360 estados, apesar de ser nao ergoddico. Isto ilustra que a simples
observacao do nimero de pontos no Espaco de Estado é insuficiente para se inferir se o

sistema ¢ ou nao ergddico para casos semelhantes ao da Fig. 3.5(h).

20 Apéndice E apresenta a prova da irracionalidade de % para alguns valores particulares de 7.
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Figura 3.5: Espacos de Estado para: (a) v = 1, 0 = 5 (90°), Noy = 8; (b) v = 3,
0 =% (60°), New = 12; () v = 3, 0 = 2 (120°), Noy = 12; (d) v = Y21, 0 = T (45°),
Nes = 16; () v = ;g, 0 =% (30°), New = 24; (f) y = 2082 0 = 5 (15°), N, = 48;
(g) v = j+§+£, 0 = (7f°)7 Ny = 48; (h) v = L, 0 = 1,2309594... (70,528779...%),
Nes = 128; (i) v = Lzzz 2 0 = g5 (2°), Nes = 360. Exceto o gréfico (h), todos sao

comprovadamente nao ergodlcos.
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Um outro recurso para se ter uma evidéncia qualitativa da presenca de ergodicidade
é através do Espaco de Fase. A Fig. 3.6 mostra os Espacos de Fases para quatro valores
das razoes das massas relativas a particula 1: sempre que a particula 1 colidir com a
parede em z; = 0 ou com a particula 2, registra-se a posicao x; e o momento p;. Este
¢ o mapeamento de colisoes mencionada na secao 2.3. Foram realizadas 2 milhdes de
iteragoes (*), em que cada iteragao corresponde a uma colisio p-p ou p-w de qualquer
uma das particulas. Observe nos Espacos de Fases correspondentes aos % racionais que
os pontos (x1,p;) se acumulam em linhas bem definidas, enquanto para o caso da Fig.

3.6(c), os pontos (z1,p;) aparentam se difundir pelo Espago de Fase. Como é melhor

H LI I — - LI I I
4r i 10 ~
2= — | _
0 — 0= e
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I IR IR I N il I IR NN IR N
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X

Figura 3.6: Espaco de Fase para: (a) vy =1; (b) v = 3; (¢) y = 3; (d) 7 = ik e

1+cos g5
casos nao ergddicos apresentam um acimulo de pontos em linhas bem definidas.

visivel nas Figs. 3.6(a)-(b), note que o nimero de momentos distintos para cada particula
¢ a metade do nimero de estados possiveis, ou seja, se fizéssemos também o Espaco de
Fase para a particula 2, verificarifamos a equacao N.s = 4n. Isto vale também para a

Fig. 3.6(d), que corresponde ao caso da Fig. 3.5(i), mas a sua aparéncia distinta dos

3Realizamos também para os casos presumivelmente ergédicos 10 milhdes ou mais de iteracdes e nao
observamos diferenca qualitativa no aspecto nos Espacos de Fases. A Fig. 3.13 ratifica a lenta geracao
de novas velocidades. Esta lentidao é tratada analiticamente no Capitulo 4.
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Figura 3.7: Secoes de Poincaré para: (a) v =1; (b) v = 3; (¢) v = 3; (d) v = 1+cos%'

Nao ha diferenca qualitativa alguma com os Espacos de Fases da Fig. 3.6.

demais se deve ao valor de v < 1. Isto significa que a massa da 1 é muito maior que a
da 2 e isto repercute na transferéncia de momento entre as particulas. Analisemos mais
detalhadamente este caso. Em vista de nossa condigao inicial, a 1 aproxima-se da parede
em 0 e, em cada colisdo p-p, o momento |p;| aumenta por uma quantidade muito pequena
até que seja refletida pela parede; dai, a medida que a 1 se aproxima da parede em L =1,
as sucessivas colisoes p-p reduzem o momento |p;| também por pequenas quantidades.
Essas pequenas variagoes de |p1| em cada colisao acumulam-se também em linhas muito
bem definidas ndo aparentes na escala da Fig. 3.6(d), pois ja sabemos que este caso nao
é ergddico. Os valores altos de |p;| ocorrem por todo o intervalo finito, correspondendo
as situacoes semelhantes a condicao inicial. No entanto, intuitivamente falando, em vista
das sucessivas colisoes de uma particula muito massiva com outra pouco massiva, a 1
aumenta o momento |p;| quando se afasta de L = 1 e diminui |p;| quando se aproxima da
parede em 0, de forma que, por ter menos energia cinética que a 2, a variacao dos valores
de |p1| sdo maiores. Por isso, nas proximidades de L = 1, hé linhas de momentos mais

nitidas.
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Confeccionamos também as Segoes de Poincaré para as razoes das massas da Fig. 3.6:
sempre que a particula 2 atingir a extremidade x5 = 1, registramos o ponto (xy,p;). As
Secoes de Poincaré obtidas, Fig. 3.7, sao qualitativamente semelhantes aos Espacos de
Fases e nenhuma informagao adicional é obtida. A diferenca estd no nimero de pontos,
que é menor nas Sec¢oes de Poincaré. Isto ja era esperado porque a construcao do Espaco

de Fase também é uma discretizacao do sistema dinamico.

3.3 Colisoes Consecutivas

As colisoes entre as particulas ocorrem em duas configuragoes de movimento distintos:
antiparalelo (AP), se v;1 > 0 e vy < 0; e paralelo (P), se v; < 0ewvy < 0,0uwv; >0e
vy > 0. No intuito de quantificar o niimero de colisdes AP e P nas simula¢oes numéricas,

definimos uma funcao cumulativa S : Z — Z que ¢ igual a:

e -1, se a primeira colisao p-p for AP;

e 1, se a primeira colisao p-p for P.
Além disso, nas colisdes p-p seguintes, se a [-ésima colisao p-p for:

e AP, subtrai-se 1 unidade do valor da funcao da colisao imediatamente anterior;

e P, adiciona-se 1 unidade ao valor da funcao da colisao imediatamente anterior.

Considerando S(0) = 0, a fungao S : Z — Z pode ser expressa formalmente como

S(1) = { S(I—1)—1, (AP) (314

S(I-1)+1, (P)

Aplicando esta fungao nas simulagoes numéricas para 4 razoes das massas (7 = 1, v = 3,
v = 2 e = 150), observamos que a maioria das colisoes sao AP, independentemente
dos valores de 7, pois a fun¢ao cumulativa S(I) é negativa (Fig. 3.8). Além disso, nos
graficos das Figs. 3.8(a)-(d) notamos que |S(I)| < I, significando que entre as colisoes
AP, ha colisoes P intercaladas; de fato, as Figs. 3.8(e)-(f), que sao ampliagdes dos gréficos
das Figs. 3.8(a)-(d), mostram alguns trechos com segmentos de reta crescentes entre

segmentos de reta decrescentes.

Esses resultados ainda sao insuficientes para se entender o porqué da prevaléncia de

colisdes AP sobre as colisoes P. Identificamos, entao, que as colisoes AP originam-se de
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Figura 3.8: Fungao cumulativa S(I) para: (a) v = 1; (b) v = 3; (¢) v = 2; (d) v = 150. As
colisbes AP predominam nesses 4 casos. Os graficos (e)-(h) s@o as ampliac¢oes de (a)-(d),

respectivamente, mostrando que localmente ha uma alternancia de colisoes AP e P.
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duas configuracoes de movimento distintos. A seguir, definimos essas colisoes AP, assim
como a colisdo P, conforme a configuracao de movimento pds-colisdao (a partir daqui, estard

implicito que essas defini¢oes se referem a iltima colisdo p-p):

e Colisao Antiparalela Completa: saindo as particulas antiparalelamente, ambas
colidem com as paredes, nao necessariamente ao mesmo tempo, e colidem antipara-

lelamente entre si;

e Colisao Antiparalela Incompleta: saindo as particulas paralelamente, uma delas

colide com a parede, e depois colidem antiparalelamente entre si;

e Colisao Paralela: saindo as particulas antiparalelamente, uma delas colide com a

parede, e depois colidem paralelamente entre si.

A Fig. 3.9 ilustra essas colisoes.

Colisao Antiparalela Completa
A A A A

Colisao Antiparalela Incompleta
A A A A

Colisao Paralela

Figura 3.9: Tipos de configuragoes de colisoes p-p apds uma colisao p-p.

Realizamos também simulacoes numéricas para se determinar o ntmero de colisoes

AP completa, AP incompleta e P para as 4 razoes das massas usadas anteriormente para
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a fungao da Eq. (3.14). Para isto, definimos uma fungao contadora N, : N — N tal que:

e N.(0) =0, para as 3 colisoes;

e se a [—ésima colisao p-p for AP completa, N.(I) = N.(I—1)+1; e N.(I) = N.(I—1)

para as outras duas colisoes;

e se a I—ésima colisao p-p for AP incompleta, N.(I) = N.(I — 1) +1; e N.(I) =

N (I — 1) para as outras duas colisoes;

e se a [—ésima colisdo p-p for P, N.(I) = N.(I — 1)+ 1; e N.(I) = N.(I — 1) para as

outras duas colisoes.

Assim sendo, o comportamento de N.(I) para as razoes das massas ja citadas estao exi-
bidas na Fig. 3.10. Note que, a medida que a razao das massas aumenta, o nimero de
colisdes AP completas diminui e as colisoes AP incompletas e P aumentam. Isto acontece
porque o aumento do valor de v e, consequentemente, o aumento da diferenca entre os va-
lores das massas, repercute na troca de velocidades nas colisoes p-p da seguinte maneira:
supondo que as particulas colidam AP, provavelmente nesta colisao as particulas sairao
com a configuracao P de movimento, pois a particula menos massiva nao tem, em geral,
energia suficiente para mudar o sentido do movimento da particula mais massiva. Esta in-
versao acontecerd apos varias colisoes AP incompletas. Neste caso, a menos massiva ficara
gradativamente mais rapida que a mais massiva. Apds esta inversao, a colisao seguinte
serd P e, em cada colisao p-p, provavelmente as particulas sairao com uma configuragao
de movimento AP, de modo que a particula menos massiva reduz a sua velocidade e a
mais massiva aumenta a sua velocidade em cada colisao p-p. Esta sequéncia de colisoes
P permanecerd até que a particula mais massiva colida com a parede antes que a menos
massiva a alcance. Quando isto acontecer, dar-se-4 o inicio a uma nova sequéncia de
colisoes AP incompletas. Portanto, temos aqui um favorecimento as colisoes consecutivas
AP incompletas e P em detrimento de colisoes AP completas. Além disso, neste caso
percebemos que a sequéncia de colisdes AP incompletas origina uma sequéncia de colisoes
P, explicando a proximidade dos valores de N.(I), como pode ser visto nos graficos da

Fig. 3.10(e)-(h), representados nas cores verde e vermelho, respectivamente.

A Fig. 3.11 ilustra o nimero de colisdes V(1) para mais alguns exemplos das razoes de
massas nas quais predominam colisoes AP completas e o crescimento do ntimero de colisoes
AP incompletas e P conforme se aumenta a diferenca entre as massas das particulas.
Especificamente, o nimero de colisoes AP completas para v = 3,5 é préxima do nimero

de colisdes para as duas outras colisoes, Figs. 3.11(b)-(c). Isto nao quer dizer que essa
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1e+06
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3e+05

2e+05
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2,5e+05 5e+05 7,5e+05 1e+06

2,5e+05 5e+05 7,5¢+05 1e+06

Figura 3.10: Numero de colisoes AP e P N.(I) para: (a) v =1; (b) v =3; (¢) v = 2; (d)
~v = 150. Linha preta: colisoes AP completas; linha verde: colisoes AP incompletas; linha

vermelha: colisoes P. Os gréficos (e)-(h) sdo as ampliacoes de (a)-(d), respectivamente.
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Linha preta: colisoes AP completas; linha verde: colisoes AP incompletas; linha vermelha:

colisoes P.
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razao das massas seja um caso especial, pois, mudando-se as condicoes iniciais, nao se
verifica mais esse resultado; assim, é possivel se observar esse resultado para uma razao

das massas diferente.

E claro que esta analise vale também para razoes das massas inversas, como podemos
ver nos graficos da Fig. 3.12. Aparentemente, esses graficos sao iguais aos da Fig. 3.10,
mas a comparagao das duas versoes ampliadas, Figs. 3.10(e)-(h) e Figs. 3.12(e)-(h),
mostram que sao realmente diferentes. A semelhanca qualitativa entre esses resultados
indicam que podemos restringir a nossa andlise ou para valores de v > 1 ou v < 1.

Constataremos isso em secoes posteriores.

Obtemos numericamente o numero de estados distintos em funcao do nimero de

7

iteragoes (Fig. 3.13). Para os casos em que = é racional, verificamos alternativamente

SIESESIES

a relagdo N = 4n. Para os casos em que - ¢ irracional (a prova da irracionalidade
encontra-se no Apéndice E), temos 436 estados para v = 2 e 460 estados para y = 150
em 1 milhao de iteragoes, mostrando a lenta geracao de novos estados. No primeiro caso,
de acordo com a Fig. 3.10(c), predominam colisdes AP completas. Tais colisoes “atrasam”
a geragao de novos estados. Para se ver isto, usamos a Eq. (3.13a) em duas colisdes AP

completas consecutivas:

e saindo as particulas de uma mesma posicao em direcao as respectivas extremidades
do intervalo [0, 1] com um estado zg, se ambas colidem com as paredes, temos z; =

—Z0;
e as particulas colidem entre si, dando

2y = _6102_07

que ¢é a primeira colisao AP completa;

e repetindo os dois passos anteriores, temos
_ = _
Z3 = —Z9 € Zy =€ Z3 =2,
a segunda colisao AP completa.

Logo, em colisdes AP completas consecutivas, geram-se apenas dois estados diferentes.
Entao, se no sistema ocorrerem uma sequéncia longa dessas colisoes, nao gerar-se-a ne-

nhum estado novo além desses dois, como ocorre para razoes das massas em torno de
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Figura 3.12: Niimero de colisdes AP ¢ P N,(I) para: (a) v =1; (b) v = 3; (¢) v = 3; (d)
v = Flo' Linha preta: colisoes AP completas; linha verde: colisoes AP incompletas; linha

vermelha: colisdes P. Os gréficos (e)-(h) sao as amplia¢oes de (a)-(d), respectivamente.
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Figura 3.13: Nimero de Estados em func¢ao do nimero de iteragoes para: (a) v = 1; (b)
v = 3; (c) v = 2 (436 estados); (d) v = 150 (460 estados). Os graficos (e)-(h) sao as

ampliagoes de (a)-(d), respectivamente.
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~v = 1. Isto indica, a principio, que bastaria se afastar da razao das massas v = 1 para re-
duzir o nimero de colisées AP completas e, assim, gerar mais estados novos. No entanto,
isto nao é corroborada pela Fig. 3.13(d), o nosso segundo caso, v = 150, que deveria
gerar um grande numero de estados. Pelo contrario, o resultado numérico evidencia que
a diminuicao de colisoes AP completas e o aumento de colisoes AP incompletas e P, nao
influencia significativamente na geracao de novos estados. Situacoes como essas serao

melhor investigadas nas secoes posteriores.

Em qualquer caso, nao se gera quantidade suficiente de estados em um ntimero finito
de colisoes que nos permita inferir se o sistema é ou nao ergddico. Portanto, temos duas
possibilidades: na primeira, a ergodicidade frustra-se (quebra de ergodicidade), apesar
das razoes das massas corresponderem a rotagoes irracionais, uma condi¢ao necessaria
para que o sistema seja ergodico; na segunda possibilidade, o sistema é ergddico de fato,
pois assintoticamente a ergodicidade devido a rotagoes irracionais é satisfeita (Apéndice
A). Embora nao resolvemos esse impasse, o nosso estudo esclarece mais detalhadamente
a lenta geracao de estados, independentemente se o sistema é ou nao ergddico. Mesmo
assim, a literatura [26, 36] apresenta resultados que sustentam a nao ergodicidade do

sistema.

A quebra de ergodicidade, como explicagao pela lenta geracao de estados, foi proposta
por M. Hasegawa [26], o qual identificou ser devida as colisbes AP completas (zona de
barreira, como Hasegawa o denomina). Esta é uma explicacao geral valida para qualquer

valor de 7, mas sem a distin¢ao dinamica que observamos em nossos resultados numéricos.

Notamos até aqui a existéncia de 3 tipos de colisao p-p em nosso sistema. Cada
uma delas iteram por um certo nimero de colisoes e a isto denominamos de colisoes

consecutivas. Para distinguir esses 3 tipos de colisao, definimos as seguintes siglas:

e CCP: Colisoes Consecutivas Paralelas;.
e CCAPI: Colisoes Consecutivas Antiparalelas Incompletas;

e CCAPC: Colisoes Consecutivas Antiparalelas Completas.

No Capitulo 4 a seguir, analisaremos como sao os estados gerados e as posicoes de
colisao para cada uma dessas colisoes consecutivas, a fim de se elaborar uma interpre-
tacao analitica dos resultados numéricos. Estudamos essas colisoes consecutivas porque
as CCP e CCAPI geram estados novos e as CCAPC funcionam como uma transi¢ao de
um conjunto de CCP e CCAPI para outro. Os detalhes dos calculos do préximo capitulo

encontram-se no Apéndice C.



Capitulo

Estudo Analitico das Classes de Trajetorias

nos Processos de Colisao

Neste capitulo apresentamos uma classificacao de colisoes consecutivas que represen-
tam classes de trajetorias dinamicas no Espaco de Fase. O nosso sistema transita entre
essas trajetorias que podem levar ou nao a geracao de velocidades novas. Comecamos
pela exposicao individual de cada uma dessas colisoes consecutivas possiveis para, poste-
riormente, provar a dependéncia entre elas. Veremos também que, conforme a razao das
massas, certos tipos de colisoes consecutivas prevalecem sobre as outras. Isso concorda

com os resultados numéricos que apresentamos no Capitulo 3.

4.1 Colisoes Consecutivas Paralelas (CCP)

Colisoes Consecutivas Paralelas (CCP) é uma sequéncia de colisdes p-p nas quais as
particulas possuem velocidades de mesmo sinal. Para que as CCP ocorram, apoés cada
colisao p-p, as particulas devem sair com uma configuracao de movimento antiparalela (a
velocidade da 1 deve ser negativa e da 2, positiva), de modo que a particula mais rapida
reflita na parede e desloca-se para se chocar paralelamente com a outra particula, que nao

colidiu com sua parede.

As CCP podem ocorrer de duas maneiras diferentes:

1. imediatamente antes de cada colisao p-p, as velocidades das particulas sao positivas.
Intuitivamente, para que ocorram as CCP, é necessario que v > 1. Denominemos

de caso v > 1;

26
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2. imediatamente antes de cada colisao p-p, as velocidades das particulas sao negativas
e, intuitivamente, para que ocorram as CCP, é necessario que 7 < 1. Denominemos

de caso v < 1.

Vejamos cada uma dessas situagoes nas proximas subsecoes.

4.1.1 Caso v >1

Considere a situacao representada na Fig. 4.1. Sejam vf” e véo) as velocidades iniciais

das particulas tal que 0 < ug‘” < v§0); w%o) =ae wéo) = [ as velocidades normalizadas,

de modo que o estado inicial seja zyp = a + 1.

0 B (X X Wik) Wék) _Wik) Wék)

(N)

(N) W
—VV2

(N) W,

N
000 | M

Figura 4.1: Colisoes Consecutivas Paralelas: o estado inicial corresponde a 2 particulas
com velocidades positivas que colidem paralelamente e saem antiparalelamente apods cada
colisdo. Isso acontece até que a 1 fique mais lenta que 2, na N—ésima colisao.

Nas sucessivas colisoes, ocorre colisao p-p alternada com colisao da particula 1 com a

parede em x; = 0. Assim, os estados gerados, com k > 0, sao dados respectivamente por,

29k—1 — (-1)k+161k92_0, (41&)

29k = (—1)1{:6_”{:620. (41b)
Para que isto seja verdade, a velocidade da particula 1 deve ser negativa apos cada colisao
pP-P, que ¢é garantida se a razao entre as velocidades iniciais normalizadas obedecer

«

B

2k — 1
> —tg kb, 96( o 7T,7r), (4.2)
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além da particula 1 ser mais rdpida que a 2, que ¢é garantida se a razao das velocidades
iniciais normalizadas obedecer a relacao,

a 1 2k
E>tg(2T1)9, 0 e <2k_—+1ﬂ',ﬂ'>. (43)

2

Para entender o contetido desses resultados, considere k& = 1 nas Eqs. (4.1). Isto

significa que as particulas colidem paralelamente entre si, gerando um estado dado por

o akb— (1) (1)
7 =€e"7"2Zg =wy +wy

em que —w%l) >0e wél) > (. Usando as representacoes trigonométricas dessas velocida-

des, obtemos a rela¢ao dada por (4.2), com k = 1,
o 7r
s tgn, 0 (—, ) 44
5 g St (4.4)

Note que o intervalo de validade de 6 corresponde ao intervalo v € (1,00), ou seja, para
todo v > 1. E preciso também que a particula 1 continue mais rapida que a 2 para que
ela possa alcancar a particula 2 depois da 1 colidir com a parede, cuja condicao é dada

por (4.3), com k =1,
o} 1 2m

S~ pe (- w) (4.5)
39 Y J )
potgs 3
garantindo a ocorréncia da proxima colisao paralela. Veja que a interseccao dos intervalos

de 0 de (4.4) e (4.5) ¢é este ultimo. Isto mostra que para a 1 sair com velocidade negativa

2r

o, 0 que da v > 3. Entao, para que as particulas,

e ser mais rapida que a 2, 6 >
partindo com velocidades positivas, colidam entre si, a 1 colida com a parede e possa
colidir novamente com a 2, esta deve ter mais que o triplo da massa da 1. Todas essas
condicoes descritas para kK = 1 devem ser satisfeitas se ocorrerem colisoes subsequentes.
Além disso, para se ter cada vez mais CCP, deve-se aumentar o valor de 7, de acordo com
o intervalo de validade de 6 de (4.3). Por exemplo, para duas CCP, temos 6 € (4?“, 71),
implicando que v > 9,472..., que é mais que o triplo em relacao ao caso anterior. Isto
indica que podemos usar o intervalo de validade de 6 geral para estimar o niimero maximo
de CCP possiveis em termos de 6,
2r — 0

N < S 0] (4.6)

em que N = k,,+1, com k,, é o taltimo inteiro dos valores de k, para incluir a configuracao

inicial das particulas, que ja é uma colisao paralela; entao, o indice k das Eqgs. (4.1) é tal
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que k € [1, N —1].

Enfim, a escolha da razao v ou de 6 determina a relacao minima entre as velocidades
iniciais das particulas para que se realize as CCP, conforme as condigoes (4.4) e (4.5), e o

nimero maximo de CCP dado por (4.6).

Exemplo 1: Considere o sistema de 2 particulas colidindo elasticamente entre si e
confinadas no intervalo finito [0, 1], com v = 4.
Pela Eq. (3.12), temos 6 = 2,2142... rad; por (4.6), estimamos o numero de CCP, N <
2,19..., ou seja, N = 2. Como N = k,, + 1, temos k,, = 1; considerando k = k,, nas

condigoes (4.4) e (4.5), temos

«

(0%
= >5,5.
B

> 1,333...,
p

E claro pelos intervalos de validade das inequagoes (4.4) e (4.5) que, se a segunda inequagao
for satisfeita, a primeira também. Entao, ja sabemos que as CCP ocorrera contanto que
aa>H>50.

a B w

—_— ~————

1 1 1 2 2
Wz() _Wi) Wé) Wi) Wé)

_ - —_— _ =

Z Z, Z, Z3

Figura 4.2: CCP para 2 particulas com v = 4 e estado inicial zyp = a + 8. As particulas
colidem entre si e saem com um estado z; = wgl) + zwél). A 1 colide com a parede,

) (1)

gerando o estado zy = —w§1 +wwsy . Segue-se a segunda colisao p-p, gerando o estado

23 = w§2) + zwéQ), em que a 1 fica mais lenta que a 2.

Mesmo para % irracional, como é o caso de 7 = 4 (Apéndice E), N é finita, pois a
1 perde gradativamente energia cinética para a 2 nas CCP até que a primeira fique mais
lenta que a segunda. Entao, posteriormente, devera ocorrer novas CCP que gerem mais

estados. Veremos isto no grafico da Fig. 4.9

Podemos também estimar onde deve ocorrer a primeira CCP (k = 1) no intervalo
[0, L], a fim de garantir, senao N colisoes, a maioria das CCP. Usando as equagoes horérias
das posicoes das particulas, obtemos a condicao para a ocorréncia de CCP na forma
genérica,
zo _ |vi] — |ugf

To _ ol = ol 47
L= o+ ol (4.7
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em que x( € a posicao de colisao inicial. Normalizando as velocidades, temos

©
(2k+1)0 ol (2k+1)0
x(()k) sen (Qk;rl)e _ gcos (219;1)6 m(()k) sen ~=5— (ﬁ_v§°)> Cos “
< — ou < —
I k-6 _ 5 . (2k—D)o’ L (2k—1)0 o (2k—1)0
Sen 5 o COS - sen e ﬂﬁ Ccos -

(4.8)
/8 'U(O> . P
em que & = ,/y~%5;. Escolhendo os valores de v e das velocidades iniciais de acordo com
U1
a (4.3), observamos que a posicao de colisao inicial deve estar bem préxima da parede
1 . . L .
em 0, xé) ~ (0. Ou seja, mesmo para valores de velocidades iniciais e de razao das
massas apropriadas das particulas, somente em condicoes restritivas para a posi¢ao inicial

da primeira colisao p-p, poderemos entrar em uma sequéncia de colisoes P que gere o

maximo de estados permitidos. Isto repercutird negativamente na proliferacao de estados
0

para — irracional. O exemplo a seguir ilustra um caso simples.

(k)
Exemplo 2: Estimativa de “— para 7 = 3, 1.

Neste caso, # = 2,10853... rad e k = N — 1 = 1. Aplicando estes valores em (4.3), temos
% > 47,1408... Escolhendo % = 48, pela (4.8), a posigao de colisao :c(()l) deve ser tal que

xél) 4
— < 4.4 x 107",
7

4.1.2 Caso vy< 1

Este caso é andlogo ao da subsecao anterior. Ainda assim, é importante destacar as
diferencas dos resultados entre eles. O estado inicial agora é zp = —a —13. As particulas
colidem paralelamente entre si, de maneira que a 2 tenha velocidade positiva e seja mais

rapida que a 1, resultando em

29k—1 — €Zk92_0, (49&)

Zon = € "0z, (4.9b)

. ~ , ~ . . . . .~ .~ k
ou seja, nao ha alternancia de sinais dos estados. A imposicao das condi¢oes —wg ) > 0,

wék) >0e —v§’“> < vék), dao

« ™

5 < tg%, 0 c (0, ﬁ) (4.10)

a qual é andloga ao caso v > 1 das CCP, condigao (4.2),

a 1 ™
B < g ZRE0 o< (0’ 2k + 1)’ (4.11)
2
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analoga a condicao (4.3) do caso v > 1 das CCP.

Esses intervalos concordam com 6 € (0, 7). Além disso, mostram também que essas
CCP ocorrerao apenas se 7 < 1, de acordo com a (4.10) e, mais restritamente, se v < %,
conforme (4.11). Estimamos também o nimero méximo possivel de CCP, como feito na

secao anterior,
T+ 0

20
em que N = k,, + 1; logo, também k € [1, N — 1].

N <

(4.12)

Procedendo-se da mesma maneira como explicado na subsecao 4.1.1, a posicao de

colisao inicial que favorece as CCP é

)
v [
x(()k) 2 ( cos kb + g sen k@) sen § xék) 2 ( cos ktl + (ﬁvfm ) sen k9> Sen 5
> — ou > —
(2k—-1)0 B (2k—1)0 _ (0 _ !
L sen “=5—= — £ cos =5 L sen (2k21)9 _ <ﬁ2§0>> cos (2k21)9

(4.13)
a qual indica que a posicao inicial de colisao deve estar préxima da parede em L, x(()l) ~ L

(o exemplo 10 do Apéndice C ilustra este caso).

Obs.: Identificamos que é possivel ocorrer colisoes consecutivas paralelas em sentidos
opostos, ou seja, se as particulas colidem paralelamente com velocidades positivas (negati-
vas), a proxima colisdo consecutiva paralela é com velocidades negativas (positivas) (veja
o Apéndice D). Provamos que ndao é possivel se ter trés colisoes paralelas consecutivas
alternadas, sendo a terceira necessariamente uma colisao AP incompleta. Este é um caso

particular na discussao de Quebra de Ergodicidade para CCAPI ou CCP.

4.2 Colisoes Consecutivas Antiparalelas Incompletas

(CCAPI)

Colisoes Consecutivas Antiparalelas Incompletas (CCAPI) é uma sequéncia de colisées
p-p nas quais a particula 1 tem velocidade positiva e a 2, negativa. Para que haja CCAPI,
apos cada colisao p-p, as particulas devem sair com uma configuracao de movimento
paralela (as velocidades das particulas devem ter o mesmo sinal), de modo que a particula
mais rapida se reflita na parede e se desloque para se chocar antiparalelamente com a

outra particula.

Uma sucessao de colisoes AP incompletas, ou CCAPI, pode se iniciar imediatamente

da ultima colisao p-p de uma sucessao de N CCP. Isto pode ser dar quando, apds a ultima



4.2. Colisoes Consecutivas Antiparalelas Incompletas (CCAPI) 62

colisao das CCP, as particulas ainda tiverem velocidades no mesmo sentido e nao poderem
mais repetir uma colisao paralela. Note que nas CCP, em cada colisao p-p, a particula
de menor massa perde energia cinética para a de maior massa. Assim, apds a N—ésima
colisao das CCP, uma das particulas colidird com a parede, mudando sua velocidade e,

entao, irda encontrar a outra particula vindo ao seu encontro, dando inicio a primeira

colisao das novas CCAPIL.

Assim como nas CCP, as CCAPI ocorrem também em duas maneiras diferentes:

1. imediatamente depois de cada colisao p-p, as velocidades das particulas sao negati-
vas. Intuitivamente, para que ocorra as CCAPI, é necessario que v > 1. Denomi-

nemos de caso v > 1;

2. imediatamente depois de cada colisao p-p, as velocidades das particulas sao posi-
tivas; intuitivamente, entao, é necessario que v < 1 para que ocorram as CCAPI.

Denominemos de caso v < 1.

Detalhemos essas situacoes nas proximas subsegoes.

4.2.1 Caso v >1

Considere a situacao representada na Fig. 4.3. Procedendo-se da mesma maneira que

no caso de CCP, temos

(K) (K K (K)

a -B ooo W ws —wWwh
N N N N
000 w® W

R

Figura 4.3: Colisoes Consecutivas Antiparalelas Incompletas: o estado inicial corresponde
a 2 particulas, a 1 com velocidade positiva e a 2 com velocidade negativa. Elas comegam
a colidir antiparalelamente até a velocidade da 2 se tornar positiva.

Yop 1 = (_1)k+1€zk02—07 Zop = (_1)ke—zk9207
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como no caso paralelo, mas agora zp = a — 13, com a > 0 e § > 0. Pela imposicao de
serem negativas as velocidades apds a colisao e da 1 ser mais rapida que a 2, obtemos
condigoes andlogas aquelas das relagoes (4.2) e (4.3),

«Q 1 2k —1
e 414
3" igkd E( o ”’”)’ (4.14)

a fim da velocidade da particula 2 ser negativa apds cada colisao, e

« 1 2(k—1)
— E < tngl)g, 0 e (mﬂ',’ﬂ'), (415)
2

a fim da 1 ser mais rapida que a 2. Perceba que, exceto a relacao de desigualdade, se
obtém a (4.15) de (4.3), trocando-se k por k — 1. O ntmero méximo N = k,, + 1 de

CCAPI é
2r — 0

pois a (4.16) desconsidera a colisao associada ao estado inicial zy. Além disso, é importante

enfatizar que para k € [1, N — 1], ambas as particulas saem com velocidades negativas
( ) (k) %k) (), Mas, para k£ = N, temos ng) > 0 ou
(N) (N)

wy, < 0ewy >0, coma 1l mais lenta que a 2, v( ) < vg ), mas ainda —U%N) > —véN),

<0ew,’ <0,de modo que —v;~ > —1,

mostrando que a N-ésima colisao nao é AP incompleta.

As posigoes de CCAPI podem ser determinadas precisamente porque, enquanto as
particulas sairem paralelamente a cada colisao p-p, a colisao AP incompleta estara garan-
tida. Isto nao acontece nas CCP, pois a colisao P subsequente depende se a particula mais
rapida consegue, apos ser refletida na parede, alcancar a particula mais lenta. Partindo-se
das equacoes horarias das posicoes e das velocidades pos-colisao em funcao das velocida-
des antes das particulas, obtemos a posicao de colisao seguinte em fungao da posicao de
colisao imediatamente anterior,

;o] — vl , Jwi|sen? — |ws| cos &

2
rn = —""-—7X ou I
O i + |ve] ’ 0 g

lwi|sen g + |wo| cos § ’

. .~ . ~ ~ . k
Para sucessivas colisoes, conseguimos uma relagao de recorréncia de a:é )

ék 1) (k) e Wy ), de modo que, em tltima instancia, temos

em funcao de

aseng+ﬁcosg
2%k+1)0 (2k+1)0
BEFE | 3 o A1

X, (4.17)

asen ———

(k)

mostrando que as posigoes de colisao x;’ sao determinadas pelas velocidades iniciais, por
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0 e pela posicgao inicial. Constataremos na segao 4.3 que a Eq. (4.17) vale também para
as CCP.

Em suma, sendo zy e xg 0 estado e a posicao iniciais das particulas, as CCAPI geram
mais N — 1 estados z9r_1, 2o € posicoes de colisao x((]k), com k € [1,N — 1]. Abaixo

aplicamos essas ideias para um caso particular.

Exemplo 3: Seja N = 4; entao, geram-se mais 3 estados e posicoes de colisao. A

Tabela 4.1 sumariza os estados e as posigoes de colisao possiveis:

k | Estado Impar | Estado Par | Posicao de Colisao

<0 Lo

- (M
1 Z9 M

P 2)
3 24 M

_ _ B _ (N-1)
25 = Z9N-3 26 = ZIN-2 Ty = Ty

Tabela 4.1: Estados e posi¢oes geradas em CCAPI para N = 4.

4.2.2 Caso v<1

O procedimento para se determinar os estados para o caso v < 1 de CCAPI é analogo

também ao do caso v < 1 de CCP, dando

1k — —1k6
2ok—-1 =€ 20, X2k =E€ 20,

em que zp = o — 8. Impondo que as velocidades apds a colisao sejam positivas e que a 2

seja mais rapida que a 1, obtemos

o T
— > tgk6, 0 ( ,—), 4.1
3 > tg (0 oF (4.18)
—OK<—1 HE(O—W ) (4.19)
n 2k—1)0° ) _ ) :

cujo numero maximo possivel de colisoes é

T+ 0
N . 4.2
< 50 (4.20)

As posicoes possiveis de colisao também sao obtidas analogamente ao procedimento
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da subsecao 4.2.1 e, aplicando as relacoes

(o) () a () (emii)
Zcosn@z , Zsennﬁz

Y
sen ? sen ?

(K . L D
obtemos a posicao :L‘((] ) em termos das velocidades iniciais, de 6 e da posi¢ao inicial,

ko (k+1)0 0 ko (k4+1)0 9 0
o 2L [a((cos 7) (sen T) — sen 5) 5(sen )(sen - ﬂ + (a senz + [ cos §>x0
x = .

0o - 2k+1 2k+1 0

o SenN ——5—
(4.21)

Esta equagao aparenta ser mais complicada que a Eq. (4.17) devido a assimetria do inter-
valo finito [0, L]. Para se entender isto, basta lembrar a Eq. (4.17) foi obtida considerando
o deslocamento das particulas para a extremidade 0 do intervalo, enquanto a obtencao
da Eq. (4.21) se considerou o deslocamento das particulas para a extremidade L. Se o
intervalo fosse simétrico, digamos [—L, L], a Eq. (4.17) teria a mesma forma que a Eq.
(4.21), e a transigao de uma equagao para outra seria trivial. Apesar de serem diferentes,
podemos obter a Eq. (4.17) da (4.21). De fato, suponha a situagao ilustrada na Fig.
4.4(a), em que v; > 0 e vo > 0 sdo as velocidades das particulas apés uma colisao AP
incompleta particular e v < 1. Trocando-se v; por —uy, vy por —v; (regra de troca de
velocidades) e v por 77!, essa situacio é descrita equivalentemente pela Fig. 4.4(b). Em

vista disso, para obtermos a Eq. (4.17) da Eq. (4.21), devemos fazer as trocas:

1. a por B e 8 por a. Para vermos isto, considere a Fig. 4.5(a) com velocidades a e 3;
aplicando a regra de troca de velocidades, temos que « é trocada por —(—f3) = (8
e B é trocada por —(a) = —a, resultando na situacao da Fig. 4.5(b), ou seja,

efetivamente, é uma permuta de « e [3;

2. xogpor L—xpe xék) por L — x(()k), pois as extremidades do intervalo estao permutadas

para as particulas (Figs. 4.5(a)-(b));
3. 0 por ™ — 0, que equivale a troca de v por 7! (1).
Os estados possiveis gerados segundo a Fig. 4.5(a) s@o equivalentes aos da Fig. 4.5(b).

Para se demonstrar isto, se zg = a—10 for o estado inicial que gera o estado da Fig. 4.5(a),

pela troca de velocidades do item 1, obtemos o estado inicial da Fig. 4.5(b), 30 = f — .

LA troca de @ por m — 6 equivale a definicio de uma nova varidvel #’ = 7 — § associada & v =y~ 1. A
g _
relacao 6/ = m—0 é obtida da seguinte maneira: cos = ﬁ = ":ﬂJr} = —cos#’, ou seja, cos O+cos ' = 0.

Para que 6 € (0,7) e ¢ € (0,7), a solu¢ao procurada deve ser § =7 — 0’
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(@) (b)

0 L 0 L

Figura 4.4: CCAPI com v < 1 é equivalente as CCAPI com v~! > 1, contanto que se
troque vy por —vsy, v POr —u;.

A relacao explicita entre esses estados é zyp = —13¢. Esta regra aplicada ao estado pds-
colisao, Fig. 4.5(d), gerado por 390 =  — 1, conduz ao estado pés-colisdo, Fig. 4.5(c),
gerado por zy = o — 1. As Figs. 4.5(c)-(d) sao as versoes em velocidades normalizadas
das Figs. 4.4(a)-(b).

Y Yy
(Antes) a — [3 B —Q
| |
0 Xo L 0 X, L
\—v—l \—\/—1
X, L—-X,

(Depois) Wi W ~W, Wi

Figura 4.5: (a) Situacao inicial nas CCAPI para v < 1. (b) Situagao inicial nas CCAPI
para y~! > 1. (c) Situagao pds-colisao de (a). (d) Situagao pés-colisao de (b). Transita-se
de (a) para (b) e de (c) para (d) fazendo-se as trocas mencionadas nos itens 1, 2 e 3 da
pagina 56.
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Considerando zy = —13¢ € a relacdo § = m — ¢’ nas Eqgs. (4.9), conseguimos

29k—1 = W32k, 22k = 132k—1,

em que zp, 1 € Zop sS40 os estados possiveis da Fig. 4.5(a) e 3or € 3211, 08 estados
possiveis da Fig. 4.5(b). Perceba que nesta generalizagao, os estados possiveis possuem
uma defasagem em seus indices. Por exemplo, se a Fig. 4.5(d) corresponder a um estado
31 = —wy —wy, para se obter o estado wy +1we = 21 da Fig. 4.5(c), antes devemos refletir

a particula na parede, dando 35 = wy — 1wy, para termos, enfim, z; = 3.

Como conseguimos relacionar as posigoes de colisao e os estados possiveis nas duas
situagoes das Figs. 4.4 e 4.5, é suficiente estudar apenas uma delas. Daqui em diante,
arbitramos pelo caso associado a 7y > 1 (ocasionalmente, quando for necessério, mencio-

naremos o caso 7y < 1).

4.3 Relacao entre CCP e CCAPI

Nas secoes anteriores, analisamos as CCP e as CCAPI e identificamos que os valores
de v que asseguram a ocorréncia de mais de uma colisao p-p paralela e antiparalela
incompleta sao aqueles tais que v € (0,371)U(3,00). Além disso, mostramos também que
esses dois intervalos sao equivalentes entre si, no sentido de que os estados e as posig¢oes
geradas em um intervalo podem ser representados equivalentemente no outro, mostrando
que basta se considerar apenas um deles para se investigar a geracao de estados. No
intervalo faltante [371, 3] de razoes das massas, predomina-se CCAPC, como mostram
os graficos das Figs. 3.10-3.12. Nesta se¢ao, vamos mostrar que CCAPI geram CCP,
mas CCP nao geram CCAPI, de modo que os estados de CCP complementam os estados
de CCAPI. Isto quer dizer que basta estender o intervalo de valores dos indices k das
equacoes dos estados zop,_1 € 295 validas para as CCAPI as mesmas equacoes validas para
as CCP (adiante explicitaremos esta extensao). Isto define um conjunto finito de estados

para essas duas colisoes consecutivas pois, ja individualmente, sao finitos também.

Vamos mostrar agora que CCP nao geram CCAPI usando-se um mesmo conjunto
de equagoes geradoras de estados. Suponha que as particulas iniciem CCP préximo da
extremidade 0 do intervalo finito com velocidades iniciais tais que 0 < véo) < v%o) e o
estado inicial zp = o 4+ 1. Neste caso, a particula 1 perde energia cinética para a 2 em
cada colisdo até que a particula 1 fique mais lenta que a particula 2 (estado zoy_1 na Fig.

4.6(a)). Em cada uma dessas colises, a posigoes de colisao se aproximam da extremidade
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Figura 4.6: (a) CCP com estado inicial zp = a + 18 gerando estados (
CCAPI com estado inicial zy = o + 14" gerando estados (Wl(k), Wg(k))

L do intervalo.

wl 7w2

(b)

Em seguida, a particula 2 colidira com a parede, gerando o estado z5x e dando inicio

as CCAPI. Entao, definimos o/ = w%N) e = wéN) para o estado inicial 2, = o/ —17', Fig.

4.6(b). Agora, em cada colisao AP incompleta, a particula 1 ganhara energia cinética e
a 2 perdera energia cinética até se inverter o sentido da velocidade da 2, gerando uma
configuracao de movimento paralela. Em cada colisao AP incompleta, as posicoes de

colisao se aproximam da extremidade 0 do intervalo.

Em vista disso, para o tltimo estado gerado por colisao paralela (k = N), 2951 =
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_ %1 2%—1 2% 1 %1
(—1)M1lekfz5 temos, w ™ > 0 wé ) >0, com v\ < vé ). Dessa forma, o
estado 29 serd
[ k1 —1ko
2ok = Zap—1 = (—1)" e "2,
ao invés de
S k_—1kf
29k — —R9k—1 — (—1) e’ 20-

Isto significa que hd uma mudanca da regra na geragao de estados quando se transita de

CCP para CCAPI (veja a Fig. 4.9 para um caso particular).

Agora mostremos que as CCAPI geram CCP através do mesmo conjunto de equagoes
geradoras de estados. Isso corresponde a situagao representada pela Fig. 4.6(b) se ocorrer
antes daquela da Fig. 4.6(a). Sendo z{, = o' —1’, e admitindo que 27, _, seja o estado da
ultima colisdo antiparalela incompleta (k = N), temos Wl(k) <O0e Wz(k) > 0, ao invés de
WQ(k) < 0. Assim, supondo que a 1 alcance a 2, ocorrerd a primeira CCP, cujo estado 2,

sera

ou seja, a regra de geragao de estados se mantém na transicao de CCAPI para CCP. Por
conseguinte, definimos 25, = zy, e as equagoes geradoras de estados CCAPI geram também
estados das CCP da Fig. 4.6(a). Portanto, as sequéncias de CCAPI e CCP formam um
ciclo de colistes consecutivas com estado inicial 2. Como os estados de CCAPI e CCP sao
complementares, denotemos os estados das CCP da mesma maneira que os estados das
CCAPI, e definimos k € [1, N — 1] para CCAPI e k € [N,2N — 1] para CCP. O intervalo
de valores de k para CCP deveria ser, a primeira vista, k& € [IV,2N — 2], mantendo-se
0 mesmo comprimento que o intervalo [1, N — 1]. Isso seria verdade se pensarmos nas
CCP e CCAPI com indices k independentes, na qual a primeira colisao das CCP nao é
considerado nos valores de k. A jungao de CCAPI com CCP incorpora a primeira colisao
CCP, unindo os seus indices k. Assim, o ultimo estado e a tltima posicao de colisao sao

Zo9N—2 € Z’((]N_l) nas CCAPI e Z2(2N—1) — Z4N-2 e ZL’éZN_l) nas CCP.

Os exemplos a seguir ilustram essa andlise para os casos N =2 e N = 4.

Exemplo 4: Anailise do ciclo de CCAPI-CCP para N = 2, Fig. 4.7.
Suponha inicialmente as CCAPI separadas das CCP. Entre parénteses nos referimos as
CCP. Como N = 2, as particulas com estado zy (z() colidem entre si em x( (x¢) gerando o

estado z1 (21). A 1 érefletida na parede e colide com a 2 em x(()l) (X(()l) ), gerando o estado z3

(z5) cessando as CCAPI (CCP). Agora, no ciclo de CCAPI-CCP, a etapa inicial das CCP,

dada pelo estado z{, e posi¢ao xg, corresponde a etapa dada pelo estado z4 e posigao xéQ), e

assim por diante. Portanto, podemos trocar a representagao das CCP individualmente por
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uma representacao que seja uma continuidade nas colisoes consecutivas. Na Fig. 4.7 fica

evidente que a etapa inicial das CCP ¢ incorporada na indexacao das colisoes consecutivas
. . s - o~ (1 N-1 e

do ciclo. Entao, nas CCAPI, a tultima posicao de colisao é xé ) = x(() ) e 0 tltimo estado

das CCAPI é z5 = zon_o. O estado z3 transita as CCAPI para as CCP; z4 é o primeiro

estado e x((]Q) ¢ a primeira posicao das CCP; e os tltimos sao zg = 24y _2 € x((]?’) = x(()ZN_l).
CCAPI-CCP CCP
L) o | | w oWl Ale || wewe |z
1 1
X, Xo
Z,| W W we we |z Z | W WP | | wewe |z
| |
I I
Xél) Xgl)
Z, | -w? wy we? we | Zg
}H - 2
x¥
> ~gu—Trocado por
Zo | -wy wy w wy |z
}Q .
X —

Figura 4.7: Representacao do ciclo CCAPI-CCP para N = 2: redefinindo os valores de k
nas CCP, integra-se as CCP as CCAPI, formando um ciclo de colisdes consecutivas.

Exemplo 5: Aproveitando o exemplo 3, construimos uma tabela que sumariza os
estados possiveis para o ciclo CCAPI-CCP para N = 4. Consequentemente, as Eqs.
(4.1),

Zop_1 = (_1)k+1€zk6’2—07 Zop = (—1)k671k92’0,

sao validas para as CCAPI e CCP. A Fig. 4.8 mostra uma regularidade nas representagoes
das CCAPI, Figs. 4.8(a)-(f), e das CCP, Figs. 4.8(g)-(1). Como zy = o — 13, 0 estado
inicial se encontra no 4° quadrante. A colisdao p-p gera o estado z; no 3% quadrante; a
colisao p-w da 1 o reflete em relacao ao eixo wy, gerando 25, e assim por diante. Esse

processo aproxima os estados ao eixo w;. Cessando as CCAPI, iniciam-se as CCP. A
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k | Estado Impar | Estado Par | Posicao de Colisao
20 70

1 21 29 :Eél)

2 23 24 :E(()Q)

3| %= ZnN-3 26 = ZoN_2 x(()?’) _ :L‘(()N_l)

4 e d 28 :13(()4)

5 29 210 I(()5)

6 Z11 219 a:(()G)

7| 213=24N-3 | 214 = Z4N_2 x(()7) _ x(()2N71)

Tabela 4.2: Estados e posi¢oes geradas no ciclo CCAPI-CCP para N = 4.

transicao para as CCP podem ocorrer de 2 maneiras distintas, embora representemos

apenas a primeira delas, por ser a mais simples:

1. Transicao 1: apds a colisao p-p, a 1, com velocidade negativa, continua mais rapida
que a 2, com velocidade positiva. O estado de transicao para as CCP encontra-se
no 2° quadrante, o qual sera refletido em relagao ao eixo wsy; o estado resultante é o
primeiro estado das CCP. Daqui em diante, o procedimento é o mesmo ao descrito

nas CCAPI. Nesse processo, os estados se aproximam do eixo ws;

2. Transicao 2: a 2, com velocidade positiva, sai mais rapida que a 1, a qual pode ter
velocidade negativa ou positiva: se sua velocidade for negativa, o estado de transicao
estd no 22 quadrante. Se ambas as particulas colidirem com as paredes, esse estado
sera deslocado de m rad, localizando-se no 4% quadrante, favorecendo o inicio de
novas CCAPI antes das CCP. Agora, se apenas a 2 colidir com a parede e ocorrer
uma colisao p-p, independentemente se a velocidade da 1 for negativa ou positiva,
favorece-se novamente o inicio de CCAPI antes de CCP, pois o estado resultante

estarda no 4% quadrante.

A Fig. 4.9 representa os graficos das velocidades normalizadas das particulas em
funcao do numero de colisoes para o caso v = 150, para a qual N = 10. A linha preta
refere-se a particula 1 e a vermelha, a particula 2. A partir das condigoes iniciais de
posicao e velocidades citadas no inicio do capitulo, cada uma das particulas colide com as
paredes e colidem entre si, saindo apés a colisao com velocidades negativas (veja o primeiro
ponto do grafico da Fig. 4.9(b)), iniciando-se as CCAPI. Observe que as velocidades da
1 se alternam em valores negativos e positivos por causa da reflexao da 1 com a parede
em 0, enquanto a velocidade da 2 permanece constante, como se pode ver pelos pequenos

patamares no grafico. A velocidade da 2 diminui gradativamente até se tornar positiva,
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Figura 4.8: Representagdo no Espaco de Estado das: (a)-(f) CCAPI; (g)-(1) CCP. As
figuras (f) e (1) sdo as representacoes simultaneas dos estados dos itens anteriores.
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Figura 4.9: Velocidades normalizadas para o caso v = 150 da particula 1 (linha preta) e
da particula 2 (linha vermelha). O grafico (b) é a ampliacao do grafico (a).
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momento este onde a 2 inverte o sentido do seu movimento, que é a transicao de CCAPI
para CCP, sem nenhuma “descontinuidade” ou “salto” nas curvas subjacentes. Daqui em
diante, a velocidade da 1 diminui e da 2 aumenta gradativamente até que a 2 colida
com a parede, cessando as CCP. Neste momento, a velocidade da 2 “salta” de um valor
positivo para um negativo repentinamente. Esta é a manifestacao da descontinuidade
na regra de geracao de estados que mencionamos. Esse grafico mostra também que as
CCAPI e CCP formam um conjunto finito de estados e cada um deles é diferente entre si.
Isto é esperado, pois os estados correspondem a rotacoes sucessivas, que sao bijecoes no
intervalo [0, 27). Apés ter se completado um ciclo de CCAPI-CCP, com a reflexao da 2
na parede, inicia-se um novo ciclo de CCAPI-CCP. Agora temos que distinguir o caso no
qual % é racional daquele que é irracional. No caso de % racional, sabemos que geram-se
um numero finito de estados. No entanto, é possivel que nao se gere todos os estados
possiveis no primeiro ou em algum ciclo qualquer de CCAPI-CCP, pois as configuracoes
de movimento das particulas que propiciam a geracao de novos estados também depende
das suas velocidades e das posicoes de colisao, restringindo, de alguma forma, nas rotagoes
possiveis dentro de um desses ciclos. Entao, é prudente considerar o conjunto de estados
gerados em cada ciclo de CCAPI-CCP como subconjunto de um conjunto finito de todos
os estados possiveis. A varredura por todas as rotacoes possiveis é realizada nas transicoes
de um CCP para um CCAPI. Agora, no caso % irracional, podemos considerar que os
conjuntos de estados possiveis sejam subconjuntos de um conjunto infinito de estados, uma
vez que correspondem a rotacgoes irracionais na circunferéncia unitaria. A questao que
surge aqui € se o sistema gera, ou nao, infinitos subconjuntos de maneira a corresponder
ao conjunto de todos os estados possiveis. Esta é outra perspectiva do problema sobre
a ergodicidade para este sistema. Veremos adiante que a transicao entre subconjuntos

distintos de estados de cada ciclo de CCAPI-CCP é extremamente dificil.

Tratemos agora das posicoes de colisao. Como visto, os estados gerados pelas CCP
sao obtidas estendendo-se o indice k£ de N a 2N — 1 nas equagoes geradoras de estados.
Ora, como a equagao das posigoes de colisao nas CCAPI, Eq. (4.17), foi obtida da Eq.
(4.1) e esta vale para CCP, entao basta usar esta mesma extensao do indice k na Eq.

(4.17) para se obter as posicoes x(()k) de colisao para CCP.

Obtemos numericamente as posigoes de colisao para o caso discutido da Fig. 4.9:
tomando-se arbitrariamente como referéncia a extremidade 0 do intervalo [0,1], a Fig.
4.10(a) mostra que, a medida que as particulas colidem entre si, as posi¢oes de coli-
sao se aproximam e se afastam em relacao a parede em 0 em varias sequéncias locais

(em uma sequéncia de aproximacao-afastamento individual de posigoes de colisao). Es-
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Figura 4.10: Posicoes de colisao para v = 150: (a) o conjunto de sequéncias de colises
se aproxima das extremidades do intervalo [0, 1], embora (b) as posi¢oes de colisao se
afastam e se aproximam em cada sequéncia de colisoes p-p.
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0,8

0,4\

Figura 4.11: Versao ampliada do grafico da Fig. 4.10(b) para a primeira sequéncia de
colisoes. Os destaques representados por quadrados sao os valores obtidos pela Eq. (4.17)
e os pontos circulos, as posicoes obtidas numericamente.

tes afastamentos e aproximagoes sao reproduzidas globalmente (ou seja, em um conjunto
de sequéncias de aproximagao-afastamento de posigoes de colisdo). A Fig. 4.10(b) mos-
tra uma visualizacao ampliada de algumas dessas sequéncias. Escolhemos a primeira
sequencia, Fig. 4.11, para a discussao. O primeiro ponto corresponde a posicao inicial
z.(1) = 0,6653, onde as particulas partem com velocidades v (1) = —4, 50 e v9(1) = 4,07,
sao refletidas nas paredes e colidem antiparalelamente entre si em z.(2) &~ 0,3849. Apds
esta colisao, ambas as particulas saem com velocidades negativas. A 1 é refletida na parede
e colidird com a 2 em z.(3) ~ 0,2001 = zy, iniciando-se as CCAPI, cuja tltima posigao
de colisao é xég) = 0,06598584559.... A xég) ~ 0,0675 ¢é a primeira posicao de colisao das
CCP e geram-se mais 6 posigoes de colisao, sendo x(()lﬁ)
Eq. (4.16), ha N = 10 CCAPI e, assim, o tltimo estado é o de indice N —1 = 9 e a dltima

.~ .~ , k 9 ~ . . .~
posicao de colisao correspondente é xé ) = xé ). Nio hé nenhum conflito entre as previsoes

~ 0,3304 o ultimo. Porém, pela

tedricas e numéricas porque a estimativa de N refere-se ao ntimero maximo possivel de
colisdes consecutivas, ou seja, o nimero de colisoes consecutivas pode ser inferior ao da
estimativa. Implicitamente, a estimativa de N nos informa quantos estados cabem, no

méximo, em um dos quadrantes do Espago de Estado (veja as Figs. 4.8(f) e (1)). Entao,
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para a situagao da Fig. 4.8(a), & medida que escolhamos estados iniciais mais préximos do
eixo wp, menos estados caberao nos quadrantes, reduzindo-se o niumero de CCAPI. Para
as CCP, o numero de colisoes consecutivas depende, além da escolha do estado inicial,
também das posicoes de colisao p-p, pois a 2, mais lenta, pode estar perto o bastante
da parede, impedindo que seja alcangada paralelamente pela 1, ocorrendo, ao invés, uma

colisao antiparalela completa.

4.4 Colisoes Consecutivas Antiparalelas Completas

(CCAPC)

Imaginemos que nosso sistema apresente Colisoes Consecutivas Antiparalelas Comple-
tas (CCAPC), ou seja, entre duas colisdes p-p subsequentes, ambas as particulas colidem
com as paredes. Aqui, supondo as particulas partindo de uma certa posi¢ao xg com

velocidades v§a) <0e véa) > 0 temos duas possibilidades:

e P1: as particulas chegam as paredes simultaneamente.

Considerando a partida das particulas em uma posicao xy em sentidos opostos, v%a) <0

e ’Uéa) > 0, e impondo que as particulas alcancem as paredes simultaneamente, a posicao

para que isto aconteca ¢é

(e) w{® sen ¢
To= <a>v1 @ % T0= ; o (4.22)

(a)

em que w; ~ sao velocidades normalizadas. Assim, as particulas sao refletidas pelas paredes

e colidem em zy novamente. Impondo as equagoes de colisoes p-p que as velocidades apds
(d) (a) (d) (a)

a colisao sejam as mesmas das iniciais, v; ' = v}’ e vy = vy , concluimos que isto é
possivel apenas se
_Uga) _wga)
W~ =7 ou Ol V- (4.23)
Uy Way

Isto significa que, independente das massas das particulas, apenas dois estados sao gera-
dos, (11, i) e (=0l —u{). Este ¢ um exemplo trivial de CCAPC com apenas dois
estados possiveis, zg e —zp. Note que a Eq. (4.23) é simplesmente a velocidade do centro
de massa nula do sistema. Esta situacao na qual se limita o niimero de estados possiveis,
denominamos de degenerescéncia de estados. Na representacao no bilhar triangulo retan-
gulo, esta condicao corresponde, conforme a Eq. (4.23), a saida da particula na diregao &

tal que tg& = /! (flecha vermelha na Fig. 4.12) do ponto A (correspondendo a posi¢ao
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(@) (b)

Figura 4.12: Representacgao no bilhar triangulo retangulo quando as colisoes p-w das
particulas ocorrerem simultaneamente.

x) ao ponto B (correspondendo as posigoes de colisdes p-w simultaneas). Portanto, por
construcao geométrica, a particula parte ortogonalmente em relacao a hipotenusa ao vér-
tice de angulo reto do bilhar. Neste vértice, a particula é refletida por 7 rad, retornando
ao ponto A (a partir das paredes, ambas as particulas colidem na mesma posicao de colisao

7o), gerando uma trajetéria periddica trivial.
e P2: as particulas nao chegam simultaneamente as paredes.

Considere que as particulas partam em sentidos opostos de uma mesma posicao ¥y, em
que Yo # zo (veremos adiante que hé apenas duas posigoes de colisdo quando o centro
de massa imediatamente antes de uma colisao p-p estiver em repouso), e colidam com as
paredes nao mais simultaneamente. Logo, as CCAPC nao sao mais permanentes, como
visto no caso anterior, dando lugar a uma colisao P em algum instante na dinamica do

sistema. Determinemos, entao, as velocidades possiveis e as posicoes de colisao.

Com respeito as velocidades, vimos na discussao da Fig. 3.10(c), pagina 43, que a
cada 2 colisbes AP completas, gera-se novamente o estado inicial, ou seja, as mesmas
velocidades iniciais. Os estados possiveis imediatamente antes e depois de uma colisao

n oaia (@ (@) (d (dy (_ () _ (d) (a)  (a)
p-p sdo (—vy”, —vy"), (v17,057), (=0, —vy ) e (v, vy").

chegam simultaneamente nas paredes, geram-se mais 2 estados imediatamente depois de

Como as particulas nao

uma colisao p-w, totalizando 6 estados. A Tabela 4.3 sumariza as etapas de colisoes p-p

e p-w para as CCAPC comecando com o estado (vga), véa)).
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Situacao Estado

L1 Estado inicial (v§”), véa))

L2 | Colisdo p-w da 1 ou colisdo p-w da 2 | (— v@, (a)) u (v (a) —vga))
L3 | Colisao p-w da 2 ou colisao p-w da 1 (— 5 ), vg ))

L4 Colisao p-p ( § )

L5 | Colisdo p-w da 1 ou colisdo p-w da 2 | (— vl X0 ) ou (vld), Uéd))
L6 | Colisao p-w da 2 ou colisdao p-w da 1 (— nel —véd))

L7 Colisao p-p CRES)

Tabela 4.3: Estados gerados nas CCAPC. O sistema gerard apenas esses estados se o
centro de massa estiver em repouso imediatamente antes e depois apds cada colisao p-p.

As posigoes possiveis nas CCAPC sao obtidas iterativamente através das equagoes
horarias das posicoes das particulas, com a imposicao de ambas colidirem com as paredes
nas colisoes p-p subsequentes, ou seja, a partir de uma posicao inicial yy, determinamos a
posicao de colisao y;; considerando esta posicao como uma nova posicao inicial, obtemos
a posicao ¥, e assim por diante. Como resultado da iteragao deste procedimento, obser-
vamos que as posigoes de indices par e impar subsequentes sao dependentes nas colisoes
AP completas, e sao dadas por

2U§a)

Yo, = 2kF (7, U@, Uéa)) Y0, Yokt = 5 @ T Y2k (4.24)
V1~ — Uy

CcOom

Fly, v, of) = - , (4.25)
(1+ 7)( =0y
ou, em velocidades normalizadas,
yor = 2kF(0, 0\, wS) + o, yor1 = 2Xo — Yor, (4.26)
com
(a) ] (a) 0 (a) 0
Wy COS 5 + Wy ' sen g wy ' sen g
F(0,wy ),wé )) =— }a) 2 ?a) 2senf), Xo= @ ! ( ) :
w, seng — Wy COS g wy  sen Q Ws ~ COS Q

contanto que 0 < yap < 1 € 0 < yoppq < 1. Perceba que a funcao F(v, v, v{”) (2) estd

associada a razao entre a velocidade do centro de massa e a velocidade relativa iniciais.

Além disso, como a velocidade relativa inicial é de afastamento, v( @) véa) < 0; entao,

(a) (a))

pela Eq. (4.25), a fungao F(vy,v; ", tem o mesmo sinal da velocidade do centro de

2Note que ]-'(’y,vga),véa)) ¢é constante nas equacoes para as posicoes yor € Yor+1. Optamos pela
representacao funcional simplesmente para deixar evidente os parametros importantes do sistema.
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massa.

As posigoes de colisao nas CCAPC se alternam conforme o indice das Eqs. (4.24)
(ou as Egs. (4.26)), de maneira que, em algum instante, as particulas colidem mais
perto de uma parede e, no instante seguinte, a colisao p-p ocorre mais perto da outra
parede. Contudo, como as Eqs. (4.24) sdo fungoes lineares do inteiro 2k, as posigoes
de colisao apenas pares, ou apenas impares, seguem um padrao linear. Ademais, para
F(, v§“), i) > 0 (F(r, v%a), vi™) < 0), os pontos gerados por ya; pertencem a uma reta

crescente (decrescente) e os da yar11, & uma reta decrescente (crescente).

Se o centro de massa estiver em repouso imediatamente antes da colisao p-p (*), entao,

pela Eq. (4.25), F(v, v\, v{") = 0, reduzindo as Egs. (4.24) para

Yok = Yo, Yakt+1 = 2To — Yo, (4.27)

ou seja, ha apenas duas posicoes de colisao AP completa possiveis. Isto acontecera en-
quanto 0 < yor41. Ainda, se yg = xg, entao a posicao de colisao serd unica, y, = xg, para
todo k inteiro, recuperando a primeira possibilidade. A representacao no bilhar triangulo
retangulo do resultado dado pelas Egs. (4.27), Fig. 4.13, revelam também uma trajeto-
ria periddica: comegando no ponto A (as particulas partem em dire¢oes opostas até as
paredes), a particula é refletida em B (colisao p-w da 1), depois em C (colisao p-w da 2)
e chega em D (colisao p-p), onde é refletida por um angulo de 7 rad; entdo a particula
retorna ao ponto A pelo mesmo caminho, completando um periodo da trajetoria. Este é
outro exemplo de como conseguir a degenerescéncia de estados, independente da razao das
massas, e uma sequéncia infinita de CCAPC. Note que recuperamos a Fig. 4.12 da Fig.
4.13 com a identificacao A=D e B=C. Outra condicao que leva a trajetérias periddicas é
aquela onde a particula no bilhar triangulo retangulo parte ortogonalmente em relacao a
um dos catetos, correspondendo no sistema de 2 particulas a uma delas estar inicialmente

em repouso [33, 35]. Nao abordaremos este caso aqui.
A substitui¢ao de yar 41, dada pela Eq. (4.24), no intervalo 0 < yar41 < 1, nos da

vga) + véa) 2115“)

@ @ SRS o @

( (4.28)
V" — Uy Uy Uy

que é a condigao sobre yy para que Yo € Yorr1 Sejam posicoes de colisao AP completas.

Consequentemente, para iniciar as CCAPC, é necessario que a posicao de colisao inicial

3Essa ressalva se justifica porque a nao simultaneidade das colisdes p-w desloca o centro de massa das

particulas imediatamente depois de colidirem com as paredes, conforme as situagoes dadas por L2 e L5
da Tabela 4.3.
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(@) (b)

Figura 4.13: Representacgao no bilhar triangulo retangulo quando as colisoes p-w das
particulas nao ocorrerem simultaneamente.

Yo seja tal que

(@) , ,(a) (a)
v+ 2v
W@ <0< o (4.29)
U = Uy U = Vs
Esta relagao permite inferir alguns resultados interessantes. Sendo U%a) + vvéa) = nvéa),
temos para:
1. n=0, v\ + 40" = 0; logo, pela Eq. (4.22), a condicio (4.29) fica
-1 2y
— <Y < —, 4.30
v+1 Y v+1 (4.30)

ou seja, a razao das massas das particulas determinam as posicoes iniciais que con-
duzem as CCAPC. Por exemplo, para v = 1, temos 0 < yy < 1, isto é, as CCAPC
ocorrem em qualquer posi¢ao do intervalo [0, 1] confinador das particulas quando
elas tém massas iguais. No entanto, isto nao acontece para v # 1: para v > 1,
a medida que se aumenta v, a posicao minima de (4.30) aproxima-se de 1. Como
Yo € [0, 1], o intervalo de valores de yy que favorece a realizagao de CCAPC fica cada
vez menor neste limite. Para v < 1, a situacao é semelhante, pois a redugao de
para valores cada vez proximos de 0, leva a extremidade superior se aproximar de 0,
em que yo € [0, 1]. Portanto, o aumento da diferenga entre as massas das particulas

leva a uma restrigao maior sobre a posicao inicial y, para a realizagao de CCAPC;

2. n # 0, Uia) + yvéa) £ 0; logo, as extremidades do intervalo para que ocorra as
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CCAPC sao deslocadas em relagao a situagao descrita no item acima: re-escrevendo

i + qu8? = ol como v + 'Y =0, em que 7/ = — n, segue-se que
v —1 2y
< < ) 4.31
Y+l P YA 3y

Se n > 0, entdo 7' < 7 e, pelo item 1 acima, a extremidade superior de (4.31)
situa-se a esquerda da extremidade superior de (4.30); se n < 0, entao 7 > 7 e,
por conseguinte, a extremidade inferior de (4.31) situa-se a direita da extremidade

inferior de (4.30).

As restrigoes 0 < yor, < 1 e 0 < yopr1 < 1 as Eqgs. (4.24) fornecem a condigao sobre a

posicao inicial o para que ocorram CCAPC,

—2kF (7, 0\ i) < yo < 1= 2kF (v, 0l?),

(@) | (@) (a)

+ a a 2 a a
—%_2]6;(77@5 )7v§ ))<y0<v—1_2k‘7?(77vg )avé )>
@@ ORI

1 2 1 2

Isolando o inteiro 2k, podemos estimar o nimero de CCAPC para:

o F(v.0i”15) >0

L — (4.32)
F(y, 0!, 08”) F(y, 0, 0{?)’

1 ) % 1 2@
(@) (@) (Ub - U%a) _?JO) <2k < @ ( @ )Ul ol y0>. (4.33)
.F(’y, Ul ’ U2 ) Ul o UQ JT-.(’% Ul y U ) 1 - UZ

Estimamos o nimero de colisoes AP completas como sendo o inteiro par 2k = 2k, mais

préximo do menor valor das extremidades superiores de (4.32) e (4.33) (representado por
min{a, b}),

(a)
o = {mm{ (;JO (a)y’ (a) , (a) ( (a) - (a) ?JO) }J7 (4.34)
f/77/01 , Ug ) f(’y,vl , Ug ) 5
ou seja,
1 —
2hin = {<—>y0<a)J (4.35)
“F(’Yﬂvl 7U2 )

para v < [v1] e v > 1, ou

a)
1 2
ka - \\ (a) (a) < (a) 0 (a) - yO)Ja (436)
F(y,v17,07) \vg — vy
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para v > [v{¥] e y < 1.

Usando as Eqs. (4.24) e (4.35), a posicao ya,, ¢ a tltima posigdo de colisdao AP

completa par, pois Yo, < 1 (Y) e yor,,+2 > 1; consequentemente, a posicao Yo, 11 e
20(®

W 1 é a ultima posigao de colisao das CCAPC. J4 para as Eqs. (4.24) e (4.36),

(a)
2
temos yor, S ﬁ <leyr,+1 < 2 0. Isto mostra que yg, nao é a tltima posigao de

colisao AP completa par, pois 0 < Yok, 1o < 1; yor, +1 ¢ a ultima posicao de colisao AP

completa impar, pois ya,, +3 < 0. Logo, ya,,+2 € a tltima posicao de colisao das CCAPC.
« Flyvi”u”) <0

(4.37)

1 20(" 1 )
F (a) ( ) ( @ _ (@ —yo) <2k < = @ (a) ( @ @ W) (4.38)
(77 v v ) Uy Vg (’Y, vy, ) V) vy

e, com procedimento andlogo ao caso F(7, v%a), vé“)) > (), obtemos,

(a) (a)
1
2him = {min{ B ?{& (@)’ @ (@ ( <>+U%a> yo) H (4.39)
‘F(77U1 y Ug ) F(’}/,Ul » Ug ) U1~ — Uy
ou seja,
Yo
o, — { _ J , (4.40)
F(y,vi?, vi?)
para [0\ < vl e v < 1, ou
) SO
2, = L o ( L +v?a) _yO)J’ (4.41)
‘F(r}/?Ul , Ug ) V1" — Uy

para [0\ > vl e v > 1.

Ocorrendo o resultado dado pela Eq. (4.40), temos ya,, < 0 como a ultima posi¢ao
de colisao AP completa par e yor,, +1 < % a ultima posicao de colisao AP completa,
que ¢ um resultado similar aquele obtido da Eq. (4.35). Para a Eq. (4.41), também temos
um resultado similar ao da Eq. (4.36), em que a tltima posigao de colisao AP completa é
Yokn+2, € NAO Yo, 2 % 1. A posicao Yok, +1 =~ 1 ¢ a ultima posicao de colisao AP

)

completa impar.

Portanto, o inteiro 2k = 2k, dada pelas Eqs. (4.35), (4.36), (4.40) e (4.41) corres-

ponde a ultima colisao AP completa par na qual yox € yor11 sejam posigoes de colisao AP

‘a S b denota que a < bea=~b.
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completa. Serdo as ultimas posi¢oes de colisao AP completa quando F (7, vi“’, ’Uéa)) >0, a

1 for mais rapida que a 2 e v > 1, ou quando F(7, v%a), Uga)) < 0, a 2 for mais rapida que

aley < 1; caso contrario, yoxyo sera a ultima posicao de colisao AP completa quando

F(y,0!,05) > 0, a 1 for mais lenta que a 2 e v < 1, quando F(y, v\, v{”) < 0, a 2 for

mais lenta que a1 ey > 1.

A colisao subsequente a tultima colisao AP completa pode ser, a principio, P ou AP
incompleta. Essa colisao nao pode ser AP incompleta apds as CCAPC. Para vermos isto,

derivemos antes a condicao para que ocorra colisao AP incompleta. Considere v > 1,

(V1a, V2q) = (—v§“’, —véa)) e (v1g, v2q) = (vgd),véd)), conforme as linhas L3 e L4 da Tabela

4.3. Embora esteja implicito nesta tabela que vid) <0e Uéd) > 0, desconsideramos, por

ora, esta condi¢do para o propédsito aqui. Pela Eq. (3.5), obtemos facilmente que vid) < 0;

d

) <0, da
_pl®) _ Do . N A
- < 771 Mas esta condi¢ao nao condiz com aquela de ocorréncia de

CCAPC, vla) —|—’yv§a ~ 0. Isto significa que a imposicao da condi¢ao v@ —l—’yvéa) ~ 0 exclui

entao, para que a préxima colisao p-p seja AP incompleta, a velocidade vé

qual decorre que —
U3
a possibilidade da colisao ser AP incompleta, pois, como ja sabemos, geram-se apenas dois
estados pos-colisao p-p, com configuragoes de movimento sempre antiparalelas. Assim, a

colisao subsequente s6 pode ser P.

As Egs. (4.35), (4.36), (4.40) e (4.41) mostram também que F (v, v\”, v5”) aproximando-
se de zero, aumenta-se o valor do inteiro 2k. Como F (7, via), Uéa)) é proporcional a velo-
cidade do centro de massa, isto significa que o ntiimero de colisoes AP completas cresce
com a diminuicao da velocidade do centro de massa e, para o caso do centro de massa
em repouso, ha apenas colisbes AP completas (como ja verificamos nas possibilidades P1
e P2). Além disso, as Eqs. (4.34) e (4.39) sa@o regras gerais para se prever o nimero
possivel de CCAPC, bastando conhecer as velocidades iniciais e a posi¢ao inicial em cada

nova sequéncia de colisoes AP completas.

Apresentamos, a seguir, dois exemplos particulares para F (7,v§a),v§a)) > ( junta-

mente com resultados numéricos para ilustrar a nossa analise até aqui. Nao apresentamos

exemplos para F(7, via), véa) ) < 0 por apresentar resultados semelhantes.

Exemplo 6: Sejam a razao das massas 7 = 4, as velocidades iniciais, v%a) = —4,
véa) = 1,0001 e a posigao de colisao inicial yy = 0,6653.
O valor da posigao inicial arbitrada condiz com o intervalo dado por (4.29), 0,599968 <
Yo < 1,599968, ou seja, 0,599968 < yo < 1, pois yo € [0, 1]. Entao, essas condigoes iniciais
conduzem as CCAPC. A velocidade do centro de massa é positiva, entdo F (7, v{”, v{”) >
0. Substituindo os valores acima, encontramos F (v, v%a),véa)) = 3,199936 x 10~° e, por

isso, deve haver um nimero grande de CCAPC. Entao, pelas Eqs. (4.32)-(4.33), temos
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—2041,66 < 2k < 29208,96 e —20791,04 < 2k < 10459,58. Logo, pela Eq. (4.34),
2k = 10458. Entao, pelas Eqs. (4.24), as posigoes de colisao sao: yip4ss = 0,999949307,
Y10459 = 0,600018694 e 10460 = 1,000013306; assim, Y0458 € a tltima posicao de colisao
par em CCAPC, pois yig460 > 1. A tltima posicao de colisao das CCAPC é em 119450,
conforme mostra o grafico da Fig. 4.15(b)-(c).

Os resultados numéricos das Figs. 4.14-4.15 corroboram os resultados do exemplo 6.
As Figs. 4.14(a)-(c) mostram que até I —1 = 10459, as posigoes de colisao seguem as Eqgs.
(4.24) com yo = 0,6653. Nas colisoes posteriores, observamos que hé varios segmentos de
retas seguindo as Eqs. (4.24), mas com valores diferentes de g, indicando a presenca de
varias CCAPC mais curtas que a inicial, intercaladas por colisoes P e AP incompletas.
A Fig. 4.15 mostra também que as CCAPC nao desaparecem apos as primeiras colisoes
P e AP incompletas. Como as CCAPC sao propiciadas por valores muito pequenos de
velocidade do centro de massa, entao as colisoes P e AP incompletas elevam a velocidade
do centro de massa nas CCAPC que venham a surgir, como mostra a Fig 4.16. Além
disso, como a 1 é mais rapida que a 2 e 7 > 1, vale a Eq. (4.35), a qual nos diz que
o nimero de CCAPC dependende apenas de 1 — 1y; no entanto, como yo deve respeitar

a condigao (4.29), segue-se que o nimero de CCAPC diminui a medida que yo aumenta

Uga) +’Uéa)

~— até L = 1. Enfim, para que ocorra mais uma vez CCAPC longa, o centro de
V1 TV

de
massa das particulas deve ser tao pequeno quanto a da condicao inicial e partir de uma
posicdo yo mais proxima possivel da extremidade inferior de (4.29). O préximo exemplo
ilustra o que acontece quando consideramos a 1 mais massiva e mais lenta que a 2. Nao

detalharemos os resultados que forem semelhantes a do exemplo 6.

Exemplo 7: Sejam a razao das massas v = }L, as velocidades iniciais, v%a) = —1,

ol = 4,0004.

A condigao (4.29) fornece o seguinte intervalo de validade da posigao inicial: —0, 600032 <
Yo < 0,399968. Evidentemente, como yo € [0, 1], temos 0 < yy < 0,399968. Arbitramos,
entao, o valor yo = 0,1973. A velocidade do centro de massa das condi¢oes iniciais é
positiva, entao as posigoes de colisao pares é uma funcao linear crescente e as impares, um
fungao linear decrescente, como mostra a Fig. 4.17(a). As Figs. 4.17(b)-(c) mostram pleno
acordo entre os resultados numéricos e os tedricos até que cesse as CCAPC. Ao contrario
da Fig. 4.14(a), na Fig. 4.17(a) a interseccao das retas subjacentes das posigoes de colisao
pares e impares nao é evidente, pois o ponto de interseccao é bem préximo de yo = 0, 1973.
Para se confirmar este resultado, basta igualar as Eqs. (4.24), dando o, = vg(f;g—aiéa) (a

metade do valor da extremidade superior da condigao (4.29)), e substituindo os valores

das velocidades iniciais, obtemos yo, = 0,199998. Pela Eq. (4.24), podemos estimar
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Figura 4.14: Posigao de colisao em fungdo do ntimero de colisdes I — 1 (6 I — 1, ao
invés de I, porque numericamente a posigao y, corresponde a I): (a) Enquanto ocorrer
CCAPC, as posigoes de colisao pares e impares mudam linearmente até I —1 = 10459. (b)
Conformidade dos resultados numéricos com os tedricos (em vermelho). (¢) Amplia¢ao da
regidao onde se viola pela primeira vez as Eqs. (4.24) e mostrar o acordo entre os valores
numéricos e tedricos. Em particular, a posicao em I — 1 = 10460 numérica e tedrica
nao coincidem realmente, como exibido no grafico interno, pois y0460 = 1, 000013306,
enquanto o valor numérico correspondente é x. = 0,999977824.
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Figura 4.15: Numero de colisdes N, := N.(I — 1) AP completas (linha preta), P (linha
vermelha) e AP incompletas (linha verde): (a) e (b) CCAPC exclusivas até [ —1 = 10459.
(¢c) Em I —1 = 10460 ocorre a primeira colisao P.

2ky. No caso do exemplo 6, a posicao de intersecgao ¢ yor, = 0,799984. Evidentemente,
se tivéssemos escolhido, digamos, yy = 0,20, nao observariamos nenhuma interseccao na
Fig. 4.17(a)-(b). Além da velocidade do centro de massa ser positiva, a particula 1 é
mais lenta que a 2 e v < 1. Entao, o numero de CCAPC ¢é dada pela Eq. (4.36), dando
2k = [6333,88], ou seja, 2k = 6332, com F(y,v\",v\") = 3,19974402 x 105. Com
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Figura 4.16: (a) Velocidade do centro de massa das particulas imediatamente depois de
uma colisdo p-p. (b) Nimero de colisdes AP completas. Observe para alguns valores de
I — 1 que ocorre uma colisao AP completa, a velocidade do centro de massa é maior que
a das velocidades iniciais, Vi — 8 x 1075,

isto, determinamos teoricamente as ultimas posicoes das CCAPC: yg332 = 0,399907791,
Yezzz = 6,0211183 x 1077, ye334 = 0, 399971786 e yg335 = —3, 783697 x 107°, ou seja, yopo
é a ultima posigao de colisao AP completa e yor13 < 0. Os gréaficos da Fig. 4.18 mostram
a exclusividade de colisoes AP completas até a colisao [ — 1 = 6334 e, em [ — 1 = 6335,
ocorre a primeira colisao P. Portanto, temos plena concordancia entre a previsao tedrica

e os resultados numéricos.

Os resultados gerais para as CCAPC mostraram que, se a velocidade do centro de
massa fosse nula, ao menos imediatamente antes das colisoes p-p, gerar-se-ia um nimero
finito de estados (possibilidades P1 e P2) e a CCAPC é uma sequéncia de colisoes infinita
e periédica. Para se gerar mais estados, como vimos nas secoes anteriores, deve ocorrer
colisdes P e AP incompletas. Isto é conseguido se a velocidade inicial do centro de massa
das particulas imediatamente depois de uma colisao p-p for nao nula, pois o nimero de
CCAPC torna-se finito, gerando-se, em algum momento, uma colisao P, a qual pode ser
seguida ou nao por uma colisao AP incompleta. No entanto, mesmo com a presenca

de colisoes P e AP incompletas, ha muitas sequéncias de CCAPC entre essas colisoes,
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Figura 4.17: Posicao de colisao em fungao do niimero de colisoes I —1: (a) Enquanto ocor-
rer CCAPC, as posigoes de colisao pares e impares mudam linearmente até I — 1 = 6334.
(b) Conformidade dos resultados numéricos com os tedricos (em vermelho). (c) Amplia-
¢ao da regidao onde se viola pela primeira vez as Eqs. (4.24) e mostrar o acordo entre os
valores numéricos e tedricos. Em particular, a posicao em [ —1 = 6335 numérica e tedrica
nao coincidem realmente, como exibido no grafico interno, pois yg335 = —3, 783697 x 1075,
enquanto o valor numérico correspondente é z, = 6, 305826 x 107°.
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Figura 4.18: Numero de colisdes N.(I —1) AP completas (linha preta), P (linha vermelha)
¢ AP incompletas (linha verde): (a) e (b) CCAPC exclusivas até I —1 = 6334. (¢) Em
I — 1 = 6335 ocorre a primeira colisao P.

mantendo lenta a proliferacao de novos estados. Esta é a quebra de ergodicidade por
CCAPC. Ademais, se a razao das massas for superior a 3 (ou inferior a %), nao apenas
temos colisdes P e AP incompletas, como também CCP e CCAPI intercaladas nas varias
sequéncias de CCAPC. Afastando-se a razao das massas da unidade, o nimero de colisoes

nas CCP e nas CCAPI aumentam e, nas CCAPC, diminuem, mas nao as eliminam. E
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esta a situacao que veremos na proxima secao.

4.5 Quebra de Ergodicidade para CCAPI e CCP

Como vimos na sec¢ao 4.3, CCAPI geram CCP. Os estados possiveis em um ciclo de

CCAPI-CCP sao distintos entre si e sao dados por
29k—1 — (—1)k+161k92_0, 29k — (—1)]6671]6020, (442)

em que zp = o — 1 e 7 € (3,00) (0 caso v € (0,1/3) é andlogo), k € [1, N — 1] para
N CCAPI e k € [N,2N — 1] para N CCP. A Fig. (4.19) ilustra esta situagao junta-
mente com as respectivas posicoes de colisao. Se ocorrer todas a N colisoes consecutivas,
completa-se o ciclo de CCAPI-CCP. Para que se possa gerar infinitos estados, além de %
ser irracional, o sistema deve iniciar outro ciclo de CCAPI-CCP, completa-la, gerar ou-
tro ciclo, e assim por diante. Dessa forma, haveria a possibilidade do sistema apresentar
ergodicidade. Mostraremos na proxima subsecao que nao ¢ possivel o sistema gerar um
numero infinito de ciclos de CCAPI-CCP para se gerar infinitos estados. Nas subsecoes
seguintes, mostramos o que acontece quando as CCP ¢ interrompida em sua sequéncia de
colisoes por uma colisao AP completa e, caso um ciclo de CCAPI-CCP seja completado,

quais sao as possibilidades de colisoes p-p e a sua relagao com a geracao de novos estados.

4.5.1 A impossibilidade de haver infinitos ciclos de CCAPI-CCP

Considere um ciclo de CCAPI-CCP, como descrito anteriormente, o qual denominamos

de C1. Verifiquemos que nao é possivel ocorrer indefinidamente ciclos CCAPI-CCP.

Para a ocorréncia de CCAPI, a unica condicao sobre a posicao de colisao xg é que
esteja no intervalo [0, L], pois fisicamente a particula 2 avanca para a extremidade em

0 a cada colisdo com a 1, até se completar as N colisoes AP incompletas possiveis, ou

seja, xog > 33(()1) > > a:(()Nfl). Como a proxima colisao é paralela, a primeira posigao
de colisao P é maior que a ultima posicao de colisao AP incompleta, :c[()N) > xéNfl). As

- - - . . 2N-1 2N—2 2N-3
posicoes de colisao nas CCP sao maiores que as anteriores, x(() ) > x(() ) > xé ) >

ZVHD 5 )

.> > x; ', pois a 2 aproxima-se da extremidade em L. Para se garantir a

ocorréncia de N CCP, a sua primeira posicao de colisao deve estar mais proxima possivel
da extremidade em 0 de [0, L]. Assim sendo, a ultima posigao de colisao das CCP esta

. D . 2N—1 . ~
adiante da posicao inicial do ciclo C1, x((] ) > xp. Provamos isto por reducao ao
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Figura 4.19: Colisoes Consecutivas. As particulas partem de uma posicao xy com um
estado zg = a — 13, iniciando-se com colisao AP incompleta até k = N — 1. A partir de
k = N, ocorrem colisoes P até k = 2N — 1.

absurdo, ou seja, assumimos que x(() <z e, através da Eq. (4.17) para k = 2N — 1,

LN-1) _ asen s +5cos—

Lo 4N 4N 1D L0
asen( —1—5008 (N-1)6

(4.43)
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e as velocidades do centro de massa W,,, e relativa w, normalizadas para wiN) < 0e
wéN) > 0,
W o™ cos 4 w™ son?
em =Wy CO8 7 + wy sen g > 0, (4.44a)
0 0
Wy :wEN)Seni + wéN) sen 5 < 0, (4.44b)

2N-1)

identificamos uma contradicao. De fato, sendo x(() < z9, pela Eq. (4.43), obtemos

(avsen N6 + (3 cos N) cos [(ZN — l)g} <0. (4.45)
Expressando as Eqs. 4.44 em termos de « e f3,
0 0
(—1)N+1{a cos [(ZN — 1)5} — [sen [(QN - 1)5]} > 0, (4.46a)
—(—1)N+1{a sen [(QN - 1)2] — Beos [(2N - 1)2] } <0, (4.46b)

. s . ; N . .
encontramos dois casos possiveis: N par e N impar. Para N par, wé )> 0 implica que

(vsen N@ + [ cos NO) < 0; entao, a fim de satisfazer a Eq. (4.45), cos [(QN - 1)%} > 0.

Mas, pelas Eqs. 4.46, cos [(2]\7 — 1)%] < 0, contradicao! A prova para o caso N impar é
analoga.

Sabemos agora que a ltima posicao de colisao do ciclo C1 é posterior a posi¢ao inicial
xo. Temos, entao, duas possibilidades: a primeira é a:(()QN_l) > L (violagao da condicao de
posi¢ao), ou seja, a ultima colisaio CCP nédo acontece e, portanto, nao temos N colisoes
P. Esta ultima colisao, ao invés, sera AP completa. O mesmo vale se qualquer uma das
outras posicoes de colisao CCP superar L. Isto pode acontecer porque, além de estar
mais perto de L, a particula 2 fica mais rapida que a 1 em cada colisao p-p, de maneira

a aumentar as chances de a 2 colidir com a parede em L antes que a 1 a alcance. Esses

- . . . (2N-1

casos serao tratados posteriormente. A segunda possibilidade é x[() ) < L. Neste caso,
. . o 2N-1

temos um novo ciclo C2 em uma nova posigao de colis@o inicial x( = x((] ) > 2. Isto

significa que a 2 estara cada vez mais perto da extremidade L do intervalo em cada colisao
p-p com a 1, e lembrando que a 2 fica mais rdpida em cada uma das CCP, propicia-se
a 2 em chegar até a parede antes que a 1 colida com ela. Ou seja, em cada ciclo que
acontecer, a situacao assemelha-se a primeira possibilidade, de forma que, em algum ciclo
Cq, a posicao de colisao vai superar L e uma colisao AP completa acontecerd. Isto tudo

vai limitar o nimero de estados gerados, comprometendo a ergodicidade do sistema.
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4.5.2 CCP interrompidas por uma colisao AP completa

Na secao anterior vimos que em cada colisao P, a 2 aproxima-se da parede em L.
Isto favorece a situacao de a 2 colidir com a parede antes da colisao p-p entre 1 e 2, ou
seja, a CCP é interrompida por uma colisao AP completa. Vejamos o que acontece com

o conjunto de estados neste caso.

Em principio, a ocorréncia de todas as colisoes de um ciclo de CCAPI-CCP geraria o

seguinte conjunto de estados

L= {Zo, 2211, Zzl}1§l§N—1 U {ZQZ—la Z2l}N§l§2N—1~

Considere agora o seguinte ciclo C de CCAPI-CCP: geram-se todos os estados possiveis de
CCAPI mas, na r-ésima colisao p-p, viola-se a condicao de posigao de CCP (acompanhe
o fluxograma da Fig. 4.20). Logo, z9._1 ¢ o tltimo estado gerado neste ciclo e o conjunto

de estados é

Ey = {20, 2211, 22 }1<i<n—1 U {2an—1, Zan, ooy 2201}

Ambas as particulas colidem cada uma com as paredes, gerando-se o estado 3o, = —29,_1,
ao invés do estado zo,; segue-se, enfim, uma segunda colisao AP completa, originando o
estado 39,41 = €935, = —29r_o. O estado 32r+1 corresponde as velocidades negativas das
particulas, de maneira que a 1 seja mais rapida que a 2. Assim, a 1 colide com a parede

em 0, dando d2r+2 = Th2r+1 — —R2r-3-

Temos agora as condigbes para um novo ciclo C’ de CCAPI-CCP. Sendo z, = 39,42 0

novo estado inicial, os estados deste ciclo s@o, por (4.42),
/ /
Zoy_q = —Zop_ar—2, Zoy = —Zop_21'—3. (4.47)

Perceba que os indices das Eqs. (4.47) retrocedem a medida que se aumenta ', indicando
que os estados gerados sao os negativos dos estados anteriores das CCP. Mais detalhada-
mente, os estados das CCAPI sao os negativos dos estados gerados pelas CCP do ciclo
C e das CCP, os negativos dos estados gerados pelas CCAPI do ciclo C. Assim sendo,
2r —2l' —2>0,dando I’ <r —1.

Nas CCP do ciclo C’, duas coisas podem acontecer:

1. viola-se a condicao de posicao; consequentemente, interrompe-se as CCP com uma

colisao AP completa. Entao, sendo zy,_; o ultimo estado de CCP, o conjunto de



4.5. Quebra de Ergodicidade para CCAPI e CCP 95

estados é

/ / / / / /
Eo = {20, 2001, 2av h1<venv—1 U{2on 1, %oy o 201}

no qual incluimos, neste conjunto, os estados gerados na transicao do ciclo C para
C’, de maneira que 'y, = —2z5, | = 22,_9—2 ¢ um dos estados do conjunto E;, pois
r" <r—1, com a particula 1 mais rapida que a 2. Note que quanto mais préximo r’
estiver de N — 1, apos a segunda colisao AP completa, retorna-se cada vez mais para
o inicio da lista de estados do conjunto E; (atinge-se o inicio no caso 2a abaixo).
Entao, o sistema gera novamente os estados anteriores, quebrando a ergodicidade.
Este processo cessara quando nao houver mais interrupcao de CCP (caso 2b abaixo,

por exemplo.)

2. as CCP progridem até se gerar o estado —zy = —a + 1. No item anterior, a 1 é
mais rapida que a 2, mesmo a 1 perdendo energia cinética para a 2 em cada colisao
p-p. Aqui, por ser o ultimo estado das CCP, —z, corresponde a situacao na qual a

1 é mais lenta que a 2. Entao, ha duas outras possibilidades:

(a) caso particular do item 1: ambas as particulas colidem com as paredes, ocor-
rendo, portanto, uma colisao AP completa e gerando-se o estado zg, e retorna-se

ao ponto inicial do processo descrito anteriormente;

(b) a 2 colide com a parede,

e colide com a 1,

Zl = GZGZO = —62920,

gerando um estado diferente daqueles dos conjuntos E; e E5. Neste caso, as

particulas sairao com velocidades negativas, a 1 colidirda com a parede,

— 0= — 7/
Z2:—Z1:e ZZo:ZO,

que é o novo estado inicial para o novo ciclo de CCAPI-CCP. Os estados pos-

siveis sao
oy = (St (e (44
Mas, definindo k' = —k — 1, as Eqs. (4.48) ficam

Z/_2kl_3 = (_1)]6/67”6,9207 /_2143/_2 - (_1)k’+161k’92—0’



4.5. Quebra de Ergodicidade para CCAPI e CCP 96

que sao as Eqs. (4.42) se k < 0. Isto significa que o conjunto de estados
possiveis da Eq. (4.48) é o conjunto dos negativos dos estados que gerariam
zp em uma reversao temporal na dinamica. Entao os estados da Eq. (4.48)
sao diferentes daquele do conjunto inicial E, e caso ocorra alguma colisao AP

completa, geram-se estados que culminarao novamente na condicao inicial z.

Assim, de qualquer forma, recaimos no ciclo de CCAPI-CCP inicial. Perceba que a
interrupcao das CCP por colisoes AP completas é maior que aquela para se gerar todos
os estados possiveis de um ciclo. Isto tem a ver com a condigao muito restritiva sobre
a posigao de colisao inicial para ocorrer as N CCP (a posigao inicial deve estar muito
proxima da extremidade em 0 do intervalo). O sistema visita recorrentemente os mesmos
estados, na busca de uma posicao inicial de colisao que permita sair do ciclo de CCAPI-
CCP para gerar um outro ciclo que nao conduza o sistema novamente para o ciclo original
de colisoes consecutivas. Na Fig. 4.20, destacamos por linhas descontinuas como aquelas
que levam diretamente para o ciclo de CCAPI-CCP inicial e por linha continua, a transicao
para um novo ciclo de estados, apesar da alta possibilidade de conduzir o sistema para o

estado inicial.

Exemplo 8: Suponha o caso particular no qual sao possiveis 4 CCAPI e 4 CCP. As
CCP sao interrompidas na 32 colisao p-p.

O conjunto de estados possiveis sao

E = {20, 21, 22, 23, 24, 25, %6, 27} -

Como a interrupcgao acontece na 32 colisao p-p, z5 ¢ o ultimo estado gerado na colisao
P. Os estados possiveis gerados em seguida sao —z5, —z4, —23, —22, —21 € —zg. Caso
ocorresse outra colisao AP completa apds a 52 colisao p-p, o ultimo estado dessas CCP é

—25, de maneira que o estado seguinte sera zs.

4.5.3 Ocorréncia, ou de colisao AP incompleta, ou de P ou de

AP completa apés CCP

Vamos supor agora que o ciclo de CCAPI-CCP nao seja interrompido por uma colisao
AP completa, gerando todos os estados possiveis. Desse modo, o estado gerado apds a
ultima colisao P é z4n_3. Este estado refere-se a situacao na qual a particula 1 é mais
lenta que a 2. Além disso, a velocidade da 1 pode ser positiva, como ilustrada na Fig.

4.19, ou negativa. De qualquer forma, esse estado é expresso, conforme as Eqs. (4.42),
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' C’ Interrompido

CAPC Estados

: C'=-C CAPC
, C' Interrompido (1) C' Completo (2)
P Colisdo p-w dal
CAPC |~ ~ | CP ou CAPI (O
(2a) (2b)

Figura 4.20: Fluxograma para CCP interrompidas por uma colisao AP completa. Para um
ciclo C de colisoes consecutivas, a interrupcao por uma colisao AP completa dessas colisoes
ocorrem nas CCP. Gera-se, entao, um novo ciclo C’ dos negativos dos estados de C.
Interrompendo C’ por uma colisao AP completa, retorna-se em algum estado do ciclo C,
e repete-se o processo. Completando-se o ciclo C’, ocorrendo colisao P ou AP incompleta,
gera-se um novo ciclo C” de estados diferentes. No entanto, se ocorrer alguma colisao
AP completa, gera-se um estado que conduz ao estado inicial de C. A linha continua
representa a transicao que favorece, em principio, geracao de novos estados, enquanto a
linha descontinua, representa a situacao contraria.

por

(2N —1)0—
ZAN -3 — 6( ) 20-

H4 trés possibilidades de colisao posterior:

Colisao AP incompleta apés CCP

A colisao AP incompleta acontecera se a velocidade da 1 for positiva. Segue as etapas
até se ter uma configuracao que inicie um ciclo de CCAPI-CCP:

—1(2N-1)0

1. a 2 colide com a parede: Zjy_3 =¢€ 20;

12N O—=—.

(2N_1)9(Z4N—3) =e 20;

2. colisao p-p: €'
3. colisao p-w de 1: —(e2N0z) = _—12N6,,

CCAPI-CCP.

0 = Zp, o estado inicial para o novo ciclo de
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Portanto, pelas Egs. (4.42), os estados possiveis neste novo ciclo de CCAPI-CCP sao:
Zop—q = (= 1)k ® 2Nz 7o = (—1)F e BT2N0

0s quais, expressos em termos de z9,_1 € 29, ficam

Z2k71 _ 61(2N9+7T)252]g,1, Z2k _ 6_1(2N9+7T)2’2]€. (449)
As Eqs. (4.49) mostram que se % for racional, os estados Zy,_1 € Zy sao simplesmente
algum estado ja gerado por algum ciclo de CCAPI-CCP ou sao estados que serao repetidos
em algum ciclo de CCAPI-CCP posterior (lembre-se que os ciclos de CCAPI-CCP sao

finitos e pode ser necessario um numero finito de ciclos de CCAPI-CCP para gerar todos
0

os estados possiveis). Para ° irracional, os estados sao naturalmente distintos de zp;_1 e

295 -

Colisao P apés CCP

Esta situagao acontecera se a velocidade da 1 for negativa. Como as etapas para se
chegar em uma configuracao de um novo ciclo de CCAPI-CCP, os resultados formais sao

os mesmos do caso imediatamente acima.

Colisao AP completa apés CCP

A colisao AP completa sé pode acontecer se as particulas sairem em sentidos opostos

apos a colisao p-p. As etapas até se ter uma configuragao de um novo ciclo de CCAPI-CCP

Sa0:
1. ambas as particulas colidem nas paredes: —zyn_3 = —er@N-1)b7.
iqq . o0 _ —12(N-1)0 ., .
2. colisio p-p: €¥(—zyn_3) = —e 2N10 4

3. colisio p-w de 1: —(—e 2(N-10z) = ¢2(N=Uf7z = 7, 0 estado inicial para o novo
ciclo de CCAPI-CCP.

Logo, procedendo como na colisao AP incompleta apés CCP, obtemos:
Z2k—1 _ 6—1[2(N—1)9+7r]

29k s sz = 6Z[2(N_1)9+ﬂ22k_1. (450)

Os comentéarios a respeito de % para as Eqs. (4.49) aplicam-se para as Eqgs. (4.50).
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Portanto, essas colisoes simplesmente funcionam como uma transicao entre ciclos de
CCAPI-CCP para outro ciclo distinto em geral, ou seja, como niimeros racionais formam
um conjunto de medida nula, a maioria dos casos serao para % irracional e, por isso, a

maioria dos ciclos serao diferentes entre si.



Capitulo

Conclusao

A intencao desse trabalho foi entender a lenta geracao de velocidades ou a quebra de
ergodicidade, uma vez que o sistema possui as condigoes necessarias, mas insuficientes,
para tal quando o parametro % associado a razao das massas for irracional. O sistema de 2
particulas em uma caixa unidimensional, e seu equivalente bilhar triangulo retangulo, tem
sido investigado ha 40 anos [29] e tem se mostrado desafiador quanto a total compreensao

de suas propriedades dinamicas, apesar de sua simplicidade.

Vimos que colisoes entre 2 particulas em uma caixa unidimensional ocorre em 3 con-
figuragoes de movimento distintos (paralelo, antiparalelo completo e incompleto). Iden-
tificamos que CCP e CCAPI ocorrem para razoes de massas 7 € (0, %) ey € (3,00),
coexistindo com colisbes AP completas para razoes de massas, como v = 4. Mas, segu-
ramente, no intervalo v € [%, 3], predominam CCAPC. A ideia dessas caracterizagoes é
identificar, através de suas propriedades, os mecanismos geradores de novos estados. Por
exemplo, ja se sabe na literatura [26] que colisdes AP completas, de acordo com nossa
abordagem e nomenclatura, sao responsaveis pela lenta geracao de estados ou quebra de
ergodicidade. Além disso, a maioria dos resultados numéricos [26-28] remetiam as razoes
de massas em torno da unidade. Entao, consideramos a investigar detalhadamente, por
meio de experimentos numeéricos e descricao analitica, a geracao de estados quando a

massa de uma das particulas é muito maior que a da outra.

Notamos na abordagem analitica que sao possiveis muitos estados nesse caso, pois
sao, efetivamente, rotagoes no espaco de velocidades normalizadas. Para nossa surpresa,
nao observamos numericamente diferenca significativa no nimero de estados em relagao
aos casos onde as massas das particulas sao da mesma ordem de grandeza. Entao, con-
seguimos mostrar que, quando as CCP sao interrompidas por uma colisao AP completa,

se gera um novo ciclo de colisoes consecutivas e, portanto, um novo conjunto de esta-
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dos. Este conjunto de estados sao os negativos daqueles do ciclo de CCAPI-CCP que
foi interrompido primeiro, porque colisoes AP completas sao rotagoes de 7 rad, como ja
mencionamos. Por ser um ciclo de CCAPI-CCP, ha uma grande chance dessas CCP serem
interrompidas por outra colisao AP completa. O estado gerado é algum do ciclo inicial e
o sistema gera novamente os mesmos estados anteriores ou até se gerar todos os estados
possiveis do ciclo, ou ainda ser interrompido novamente por uma colisao AP completa.
Essas interrupcoes sao mais provaveis do que se completar todos os estados possiveis do
ciclo, porque, para isto as posicoes de colisao iniciais das CCP devem estar muito pré-
ximas da extremidade em 0 do intervalo [0, L], mas, como provamos, isto nao acontece.
O sistema gera muitas vezes os mesmos estados até se gerar um condi¢ao que aproxime
alguma posicao de colisao inicial em 0. Por isso, na Fig. 4.20 distinguimos as transicoes
entre os tipos de colis@o por linhas continuas (baixa probabilidade de ocorréncia) e linhas
descontinuas (alta probalibilidade de ocorréncia). Esta situacao é agravada a medida que
se afasta a razao das massas das particulas da unidade pois, com isso, aumenta-se também
o numero maximo N de estados possiveis nos ciclos, elevando-se ainda mais a probabili-
dade de interrupgoes por colisoes AP completas. Ainda que se complete o ciclo, gerando
um novo e, por conseguinte mais estados novos, se esta na mesma condicao de alta pro-
babilidade de ocorréncia de uma colisao AP completa, recaindo novamente no ciclo de
CCAPI-CCP inicial. A outra possivel saida encontrada foi investigar o que aconteceria,
uma vez completado o ciclo de CCAPI-CCP, se ocorresse uma colisao P, AP incompleta
ou AP completa. Como vimos, essas colisdes simplesmente funcionam como uma tran-
sicao de um ciclo de colisoes consecutivas para outro igualmente sujeito as propriedades
de se gerar os mesmos estados. A diferenca com os ciclos interrompidos por colisoes AP
completas esta na independéncia imediata do ciclo anterior, ou seja, nao necessariamente
acontecera alguma colisdo que retorne a um ciclo inicial (pelo menos para % irracional).
Entao, independentemente da razao das massas, as colisoes AP completas sempre estao
presentes e contribuem diretamente para a quebra da ergodicidade. Essa permanéncia
por um tempo muito grande nos ciclos seria uma questao a se aprofundar. Um estudo
numérico nesta diregao foi realizada por J. Wang e colaboradores [36], que encontraram
evidéncias de auséencia de ergodicidade para v ~ 2, 14, cujo % é a razao aurea (o nimero

mais irracional do ponto de vista de convergéncia por racionais).

Com este trabalho, ainda que nao provamos se é ou ergddico, esclarecemos os meca-
nismos que frustram a geracao de novas velocidades para qualquer razao das massas e
desenvolvemos interpretacoes e ferramentas que possam ser utilizadas para tal demons-
tracao rigorosa. Isto é importante porque, se o sistema nao for ergdédico de fato, sera um

exemplo simples, com condigoes necessarias bem estabelecidas, onde a dinamica tem forte
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influéncia no comportamento do sistema.

O estudo desse sistema permitiu vislumbrar algumas perspectivas de desenvolvimento
do trabalho:

e Investigar se ha outras condicoes que levam a periodicidade de trajetérias no bilhar

triangulo retangulo (como a presenca de 3, 4, etc. posigoes de colisdo da particula
no bilhar);

e Investigar a existéncia de uma lei estatistica clara que identifique as razoes das

massas para as quais predominam cada uma das trés colisoes consecutivas;

e Avancar o estudo para resolver o dissenso quanto a ergodicidade para este sistema.



Apéndice

Ergodicidade em Sistemas Simples

A.1 Oscilador Harmonico Simples Unidimensional

Figura A.1: (a) Espaco de Fase do Oscilador Harmonico Simples com uma superficie de
energia Sp. (b) Espago de Fase normalizado do Oscilador Harmoénico Simples com uma
superficie de energia Sg.

O Oscilador Harmonico Simples é conservativo, entao H(q,p) = E,

L ~E, (A.1)

sendo m a massa e w a frequéncia angular. A Eq. (A.1) mostra que a superficie de energia

SE é uma elipse. Para mostrar que a média temporal é igual a média espacial, utilizaremos
- . A p A __wg

a representacao complexa do Espaco de Fase. Definindo p = 7oE €1~ Gt temos

p? 4+ ¢* = 1, de modo que a superficie de energia nesse Espaco de Fase normalizado é uma

circunferéncia unitaria; logo, pelo isomorfismo do plano real e o conjunto dos nimeros

complexos, representamos o par (p,q), como o nimero complexo z = p + 1g. Como

a frequéncia independe do tempo, os momentos e as posicoes variam harmonicamente,
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z = zpe™', que é solucao da equagao diferencial [57]

dz

A2
o = W (A.2)

Calculemos a média temporal de uma grandeza fisica representada por uma funcao f (z(t))
em um periodo de tempo 7" e usamos a Eq. (A.2) para substituir a integracao em dt pela

integracao dz sobre a superficie de energia Sg,

<te=g [ rema= g f 10T =5 f reme=m @

z 27
em que w1 = 27, du(z) = %. Logo, as médias temporal e espacial sao iguais, provando
a ergodicidade do OHS.

A.2 O Mapa de Rotacoes

Rotacoes sobre uma circunferéncia de raio unitdrio S' podem ser representadas via
nimeros complexos: seja zp = €' uma posicao em S'; a rotacao de z, por um angulo ¢

10

d4 um novo ntimero complexo z; = ¢?z; em S', dando

7 = 0t = @

mostrando que em uma rotagao, efetivamente se adiciona angulos. Entao, definimos o
Mapa de Rotacao por um angulo real # a partir de uma posicao angular inicial = por
¢ :x — ¢(x) = x+ 0, mod2r. Para n rotagoes, temos ¢" : x — ¢(x) = x + nb,
mod 27. Para # racional, as rotagoes na circunferéncia unitaria sao periédicas, implicando
na nao ergodicidade neste caso, pois a trajetoria do sistema gasta tempos diferentes de

permanéncia em regioes diferentes. Assumamos daqui em diante que 6 é irracional.

Considere a média temporal de uma fungao f(x) para uma trajetéria iniciando-se em

N-1
<f>=Nh§;o%kZ%f(¢k(x) = lim —fo+k:0

Expandindo em série de Fourier a funcao f(x + k6),

f(z + k0) Z a,e'Fetno)

n=—oo



A.3. Oscilador Harmoénico Simples Bidimensional 105

invertendo os somatdérios e resolvendo a soma em k, obtemos

<Ps—apt dim LY 6 T (A4
= ap NEI;ON an e, .

n#0

1 — ezne

Como @ ¢é irracional, os pontos sobre a circunferéncia é densa e equidistribuida; logo, o
somatério da Eq. (A.4) se anula (Teorema de Equidistribuicao de Weyl ou Critério de
Weyl [79]), dando

< f>=ay. (A.5)

Sendo a expansdo em série de Fourier de f(x),

f@) = aue,

n=—oo

a média espacial dd o mesmo resultado

=5 | sz =a (A6)

o que mostra a ergodicidade de rotacoes.

A.3 Oscilador Harmonico Simples Bidimensional

A prova da ergodicidade do Oscilador Harmonico Simples Bidimensional é a genera-

lizagcao bidimensional do procedimento usado para o Mapa de Rotacoes.
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Grupo Diedral

B.1 Grupo

Seja o conjunto G # & e uma lei de composicao interna (z,y) — x*xy em G. G é

um grupo em relagao a essa lei, se, e somente se:

1. (Va,b,c € G)(ax (b*c) = (axb)*c) (associatividade);
2. (Va € G)(Je € G)(are=exa=a) (existéncia de elemento neutro);

3. (Va€ G)(3d € G)(a*ad =d xa=e) (existéncia de elemento simétrico).

Como consequéncia [80], os elementos neutro e simétrico sao tinicos; dado um elemento
qualquer do grupo, o simétrico do simétrico é o proprio elemento; o simétrico de a x b é

bxa.

Um grupo (G, *) é abeliano ou comutativo se, e somente se, (z,y) — = xy é comu-

tativa, ou seja, (Va,b € G)(a* b= b*a).

B.2 Grupo Diedral

Grupo Diedral é um grupo de n simetrias (invariancia) de rotacao e n de reflexao de
poligonos n—regulares em torno da origem. Portanto, este grupo possui 2n elementos e o

denotemos por Dsy,.

Dessa forma, as rotacoes sao angulos multiplos racionais de 7. Entao, considere ro-

tagoes anti-hordrias em torno da origem por angulos (k — 1)%", com inteiro k € [1,n),
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a n—ésima rotagao coincidindo com a rotacao k = 1, a (n + 1)—ésima rotagao coinci-
dindo com a k = 2, etc. O conjunto dessas rotagoes, R, = {e,a,...,a” '}, com a" = e,
juntamente com a composigao de duas rotagoes quaisquer (o simbolo x é omitido e a com-
posicao de rotagoes é representada por justaposi¢ao) possuem as propriedades definidoras
de grupo, denominado de grupo de rotagoes médulo n [80]. Assim, para dois elementos
de rotacao quaisquer a”,a® € R,, temos a"a® = a""*, (r +s) mod n é um elemento de

n—r

rotacao de R,; para s = n — r, obtemos o elemento neutro do grupo, a"a"~" = a" = e, ou

seja, a” " é o elemento simétrico de a”.

A reflexao b do Grupo Diedral é aquela em relacao & abscissa, de modo que b = ¢;

apliquemos em cada rotagao de R, a reflexao b, obtendo-se explicitamente Ds,,
Dy, = {e,a,...,a" ', b,ba, ..., ba" '} (B.1)
Os elementos do Grupo Diedral possuem as seguintes propriedades operacionais:

o ab=ba"!;

e a'b=ba"".

B.3 Grupo Multiplicativo Ciclico

Grupo Multiplicativo Ciclico G é o grupo fechado em relacao a multiplicagao que
possui um elemento a € G tal que G = {a™|m € Z}. Este elemento é dito um gerador de

G.

Os Grupos Multiplicativos Ciclicos podem ser:

e finitos, quando existe um inteiro nao-nulo p tal que a? = e. Se este inteiro for o

menor possivel, p é dito periodo ou ordem do grupo;

e infinitos, quando nao for finito; logo, o periodo p = 0.

O Grupo Diedral é um grupo multiplicativo ciclico, com dois geradores, um corres-

pondendo ao gerador de rotagoes, a, e o outro, a reflexao, b.
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Calculos Referentes as Colisoes Consecutivas

C.1 Colisoes Consecutivas Paralelas

Nesta secao, calculamos os estados possiveis gerados e determinamos a condigao sobre

a posicao de colisao inicial para a realizacao das CCP.

C.1.1 Caso y>1

Condicoes sobre as velocidades para a ocorréncia de CCP

Considere duas particulas movendo-se com velocidades vio) e véo) tais que 0 < véo) <

v§0). As velocidades normalizadas correspondentes sdo obtidas de w; = v;/v/2Em; ", de

0 0 . . -
modo que o = wg ) e b= wé ), Suponha que ocorra consecutivamente as duas situagoes:

(i) as particulas colidem paralelamente com velocidades positivas, conforme

0

z = e"Zy,

sendo 0 € (0,7) e zp = a + 1 o estado inicial (ou velocidades iniciais);

(ii) a particula 1 colide com a parede, conforme
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Assim, temos

21 = 6162_07
—_ —160
2y = —21 = —€ 2o,
23 — 6262—2 — _el202—0’
z =7 = —e Py,
25 = 6102—4 _ 61302—07
26 =—725 = —e 9%, etc.,

ou seja,

Explicitamente, temos

Zop—1 = (—1)" [ cos kO + Bsenkf 4 1(asenkd — B cos k)] = wgk) + zwék),

26 = (—1)*[acos kO + Bsenkd — 1(asenkf — [ cos kb)] = —wgk) + zwék), (C.1)

em que k > 0.

Sao necessarias duas condicoes para que ocorram as CCP: a velocidade da particula 1

deve ser negativa e da 2, positiva apos cada colisao p-p, wgk) <0e wék) > (0; a 1 deve ser

(k) (k)

mais rapida que a 2 apds cada colisao p-p, —v;~ > vy . Tratemos separadamente cada

uma dessas condigoes:

Condicao 1: wgk) <0e wék) > 0. Pela Eq. (C.1), expressemos —wgk) >0e wék) > 0 em

termos de «, 3, cos kf e senkf para formar o sistema de inequagoes,

(C.2)

(=1)*(acoskf + Bsenkd) > 0
(—=1)F ! (asenkl — Beoskd) >0

Multiplicando a primeira equagao por % e adicionando com a segunda, obtemos uma

inequacdo trigonométrica [81], (—1)* cos kf > 0. Temos duas possibilidades:
e Lk impar: cos kfl < 0, cuja solugao geral é
T
§+27rm< kO < m+ 27m,

para todo inteiro m > 0. Desejamos que esta solucao corresponda a um intervalo
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(a,7), com a > 0 um numero real, tal que 6 € (a,7) C (0,7). A justificativa para
isto é a concordancia com o limy_,. v = oo (v é dada pela Eq. (3.12)), para todo k
impar. Esta condicao é satisfeita apenas se k = 2m + 1; assim, sendo 2m = k — 1,

2k1

a solugao da inequagao trigonométrica em termos de k é =£=7 < kf < k7, ou seja,

RS (—7r 7r> Entao, senkf > 0 e, pela primeira inequacao de (C.2), £ 5> —tg k6.

e k par: coskf > 0, cuja solugao é
3
7+27rm< kO < 27 + 2mm,

para todo inteiro m > 0. De maneira andloga ao caso de k impar, mas com k =

2(m + 1), obtemos 0 € <%T7T 7r> Por conseguinte, senkf < 0 e, da primeira

inequagao de (C.2), obtemos também < 5> —tg k6.

Portanto, para todo inteiro £ > 0, a condicao 1 é garantida, desde que

% > —tgkd, 0¢€ (22; 17?,7r>.

Condigao 2: —v%k) > vék); mudando para velocidades normalizadas, temos

(k) (k) 0 0
ind S B —wgk) sen — > wék) COoS —. (C.3)

A/ T A/ Mo 2 2

cuja substitui¢do em (C.3) resulta em

2k +1)6 2k +1)0
- asenu > —Bcosu. (C4)
2 2
Mas coskfl < 0 e senkf > 0, de modo que —Cosw > 0. Em vista disso, da

relacao (C.4), obtemos tg=--* (2k+1) > ﬂ

e Para k par: procedendo-se de maneira analoga ao caso de k£ impar acima, obtemos

também tg - ———— (%H) > ﬁ

2k+1)0 S B

«

Logo, para todo inteiro k > 0, tg ~———

Para se determinar o intervalo de validade desta relagao, note que g > 0, dando a

(2k+1)9 > 0. A sua solucdo geral é mm < (2k +1)¢ < 5 + mm, ou seja,

inequacao tg-—5— 3
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m. Para que o intervalo fique limitado superiormente por m, definimos

2mm 2m+1
aher < 0 < 2k4—:1
m = k, dando
2k
0 ( , ) C5
O (€5)
Portanto, a condicao 2 é satisfeita, desde que
a 1 0 2k
g” pg ZEEDO? © <2k:+ 17T’7T>'
2

A partir do intervalo (C.5), estimamos o nimero méximo de CCP possiveis,

2K <=k <L
Ui + 1 ™S o —0)

em que k, = k é o mdximo inteiro que satisfaz (C.5). Mas, nesta estimativa se exclui

a condicao inicial que também é uma colisao paralela; entao, o nimero maximo total de

CCP é N = k,, + 1, ou seja.
N < 2 — 40
2(r —0)

A seguir, apresentamos exemplos para mostrar alguns valores de N se conhecermos 6 ou

5.
= 1). Entao,

Exemplo 1: Seja § = % (v

27 — 0
N<—=1,25
S3m—a

ou seja, N =1 colisao.

Exemplo 2: Seja 6 = 1,91063... rad (v = 2). Entao,

N< 720 rrsoma,
2(m —0)

ou seja, também N = 1 colisao.
Exemplo 3: Seja 6 = 2,21429... rad (v = 4). Entao,

2m — 0
N<—=2194
2(m —0) Y

ou seja, sao possiveis 2 colisdes (N = 2).
Exemplo 4: Seja 6 = 2,52903... rad (v = 10). Entao,

2m — 0
N < — = 3,064
2(m —0) Y
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ou seja, sao possiveis 3 colisdes (N = 3).
Exemplo 5: Seja 6 = 2,97865... rad (7 = 150). Entao,

2m — 0
N < —=10,140
2(m —0) Y

ou seja, sao possiveis 10 colisdes (N = 10).

Condigao sobre a posicao de colisao para a ocorréncia de CCP

Suponha que as particulas confinadas em [0, L] se movam com velocidades iniciais tais

(0) (0)

que 0 < vy’ < vy ; assim, elas colidirao em uma posicao inicial xy, da qual partem em

sentido opostos, com velocidades v; < 0 e v5 > 0. As equacoes horéarias das posicoes sao

{ 1 = X +U1t1

To = To + Uala

Os valores dos tempos para cada particula chegar as paredes correspondentes sao t; = —%2
_ L—xo .~ . . , . . .

e ty = = *¢. Para que a colisao p-p seguinte seja P, é preciso primeiramente que ¢1 < 5.

Assim, a particula 1 chega antes na parede que a 2, a qual se encontra na nova posicao

inicial x9(¢1). Entao, as novas equagoes horarias das posigoes sao

) = —ut]
ZL"2 = IL‘Q(tl) + Ugté

Para que se realize uma colisao P, o tempo ¢} para a 1 chegar em L deve ser menor que

o tempo t, para a 2, t| = —UL < Lomlt) t},. Desta desigualdade, obtemos
1 v2
Lo 1| = |va
L foi| + [oo]

Como estamos tratando de colisoes consecutivas, precisamos ter a relacao acima para um

nimero qualquer de CCP, que é facilitado se as velocidades forem normalizadas. Assim,

como v; = ,/%Ewi, temos
T

7 6
|1 | & |vo| = <|w1| sen — =+ |ws| cos —>,

1
Vi 2 2
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em que M é a massa total, u é a massa reduzida, seng =,/ e cos 5 = /77 Logo,
i 0
xo _ |vi| = |va|  [wi|senF — Jwy|cos 3
L o]+ |va|  |wi|send + [wo|cos

Assumindo k£ + 1 CCP,

x(()k) |w§k)| seng - |w§k)| cosg
L |w§k)| seng + |w§k)\ coS 87

e substituindo

lwy k)| = —w%k) = (—=1)"(a cos kO+ Bsen k), |wék)| = wék) = (=1)*(asen kO — 3 cos k0),

obtemos o o
x(()k) asen ¢ —QH) — B cos ( ;1)
L asen (2k2 1) — fcos M
a qual pode ser expressa também como
(2k+1)0 o{® (2k+1)0
(k) sen (2k+1)0 _ B cos (2k+1)0 x(k) SGHT — ﬁw COS s
Lo 2 a 2 0 1
< - ou < —
L @k=1)0 B g (2k=1)67 L 2k—1)0 0 2%-1)0
Sen 5 a 05T sen 210 'yZ%—O) cos 210
1

5 W®
em que \/7 of

(k)
Para apresentarmos algumas estimativas para zOT, precisamos da relagao entre as

velocidades iniciais. J& conhecemos esta relagao em termos de velocidades normalizadas:

a > t(2++1)6 Contudo, derivaremos uma relagao equivalente em termos das velocidades
g G0

2
e e . 0 0 . ~ , .. .. . .
iniciais vg ) e vé ), cuja relagao sera mais intuitiva fisicamente. Supondo que as velocidades

iniciais das particulas sejam tais que 0 < véo) < U%O)

Ty = xé ), as velocidades das particulas imediatamente apds a colisao p-p serao, de acordo

com a Eq. (3.5),

e que a posicao de colisao inicial seja

0 0
S _ (=)0 + 2907
1 1+,7

)

W _ 201" + (7 = D)o

(%) 1+’Y

Para que a colisao p-p seja P, devemos ter —2151) > vél), com vg)

<0e vél) > 0. Logo,

37 =1 o
y=3"

Esta relacao mostra que as particulas sairao em sentidos opostos, com a 1 mais rapida
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que a 2, somente se vy > 3, como haviamos concluido através da (4.5). O exemplo abaixo

ilustra que a ocorréncia de CCP se da apenas se a posicao de colisao inicial estiver muito

préoxima da extremidade em 0 de [0, L].

Exemplo 6: Para v = 3,1, temos § = 2,10853... rad ~ 120,8°, k=N —-1=1¢e¢

vgo) > 831);0). Entao, escolhamos v%o) = 84v§0); logo,

xél) 4
— < 2.94 x 107",
L o

C.1.2 Casovy<1
Condicoes sobre as velocidades para a ocorréncia de CCP

Seja o estado inicial zp = —a — 18, com 0 < a = w§°) eld< pg= wéo). Como antes,

suponha que ocorra consecutivamente as duas situagoes:

(i) as particulas colidem paralelamente com velocidades negativas, conforme

0

z = e 7y,

em que 6 € (0, 7);

(ii) a particula 2 colide com a parede, conforme

Assim, temos
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ou seja,

1kO0—
2k—1 = € 20,

Zop = € 02,

Explicitamente, temos

k) (k)

Zop—1 = —avcos k) — Bsenkf + 1(—asenkl + [ cos kl) = w§ + 1w,

Zop = —acos kf — fsenkf +1(asenkd — [ cos kb)) = wgk) — zwék),

em que wgk) <0e wék) > 0.

Para que ocorram as CCP, sao necessarias duas condicoes: a velocidade da 1 deve ser

negativa e da 2, positiva imediatamente apds cada colisao p-p, w%k) <0e wék) >0; a2

(

deve ser mais rapida que 1 apos cada colisao p-p, —'ng) < UQk). Vejamos separadamente

cada uma dessas condigoes:

Condicao 1: w%k) <0e wék) > (. Procedendo-se de maneira analoga ao caso v > 1,

. : . o . k
formamos um sistema de duas inequagoes a duas varidaveis com as velocidades —wg )50

e wék) > 0, obtendo-se a inequagao cos kfl > 0. Como o nosso caso se refere a v € (0, 1),

entao ¢ € (0, 7). Dessa forma, a solucao geral apropriada para cos kf > 0 é

2mm < kO < g+27rm,

para todo m > 0. Em particular, sendo m = 0, a solucao acima fica kf € (0, g), ou
seja, 0 € (0, %), para todo inteiro k > 0. Note que 0 € (O, %) C (0,7). Além disso,

™

para valores crescentes de k, 5 aproxima-se de 0, ou seja,  — 0. Isto é desejavel, pois

~v — 0, o que significa que v~} — 0o quando se aumenta a diferenca entre as massas das
particulas, como também ocorre para o caso 7 > 1. Consequentemente, senkfl > 0. Como

(k) _

W —asenkf + S coskf > 0, segue-se que a condicao 1 é garantida para todo inteiro

k > 0, contanto que

%<®, RS <0,%>.

Condigao 2: —v%k) < vék). Expressemos —UYC) < vgk) em termos de velocidades norma-
lizadas,
(k) (k)
\/le < \/%2 = —wg )sen§ < wé )COS§,
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e substituindo wgk) e wék), obtemos

2 1
asenw < fBcos

(2k+1)0
—

Como cos k) > 0, senkf > 0, Cosg >0e seng > 0, temos senw = senk‘@cosg +

sengcoske > 0; logo, a < tg@%. Mas, % > 0, entao tgw > 0; assim sendo,
2

COSW > 0 e, por conseguinte, 0 < w < 3. Portanto, a condigao 2 ¢ garantida,

desde que

2 < ! 06(0 T >
B g B "2k + 1)

us

Em particular, se k = 1, entao 0 € (O, 5), ou seja, v < % para que ocorram CCP.

Este intervalo de valores validos para # permite estimar o nimero de CCP de maneira

analoga ao feito para o caso v > 1, dando k,, < ”2—_99. Para incluir a colisao P inicial,

definimos o nimero maximo total de CCP como N = k,, + 1, ou seja,

T+ 0
N )
Y/

Exemplo 7: Seja v = 1/2; logo, 6 = 1,23... rad &~ 70,5°. Assim,

T+ 6
20

N < = 1,776,

ou seja, N =1 colisao.
Exemplo 8: Seja v = 1/4; logo, 6 = 0,92... rad &~ 53, 1°. Assim,

T+ 0
=2,19
29 ) Y

N <

ou seja, N = 2 colisoes.
Exemplo 9: Seja v = 0,10; entao 6§ = 0,6125... rad = 35, 1°; logo,

T+ 0
50 = 3,06,

N <

ou seja, N = 3 colisoes.
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Condigao sobre a posicao de colisao para a ocorréncia de CCP

O procedimento aqui também é analogo ao caso v > 1. Sendo as velocidades v; < 0 e
vy > (0 e a posicao de colisao z(, determinamos, através das equacoes horérias das posicoes,
o tempo necessario para cada particula chegar até as paredes e impomos que a 2 chegue
antes em L que a 1 em 0, {5 = L;—;”O < =32 =t;. Por meio das novas equacoes horarias

de posigao,
) = x1(t2) + vit)
{ xh = L — ot
determinamos o tempo necessario para cada uma das particulas chegar em 0. Estabele-

L o _mla) ), a 2 colidird com a 1 antes que esta chegue a parede.

cendo que t, =
) v1

Disto resulta em
Zo 2 |1)1 |

)
L o]+ |vo
que é a condicao sobre a posicao de colisao para que ocorra colisao P. Em velocidades

normalizadas, temos

Ty 2|ws | sen &
L " |wi|sen? + Jwy|cos
Assumindo k + 1 CCP,
:c(()k) 2\w§k)| sen §
L |w§k)| seng + |w§k)| cos 57

e re-escrevendo em termos das velocidades iniciais, obtemos

N0
x(()k) 2 ( cos k + g sen k9> sen & x(()k) 2 ( cos k) + (ﬁvfm ) sen kG) sen g
> — ou - )
L senw _ gcos (2k;1)9 L sop (2k=1)0 (2k 1) (\/— EE;) cos (2k 1)

25
Derivemos agora a relacao entre as velocidades v( ) e vé ) para podermos estimar —4—

para um caso simples. Supondo que as particulas se movam com velocidades negativas,

(0) (0)

em que 0 < v;’ <w,’, as velocidades imediatamente depois da colisao p-p sao

0 0
0 _ (=)o) + 29(—”)
1 1 +'7 )
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Para que a colisao p-p seja P, devemos ter —vgl) < vél), dando

0 3=7 O
Uy > ————v; .
2 1—3,'L
Esta relacao mostra que as particulas sairao em sentidos opostos, com a 2 mais rapida
que a 1, somente se v < %, como ja constatamos acima. O exemplo abaixo ilustra que a
realizacao das CCP se d& somente se a posi¢ao de colisao inicial estiver muito préxima da
extremidade em L de [0, L].
Exemplo 10: Para v = 1/4, temos 6 = 0,92729... rad ~ 53,13°, k=N —-1=1¢

véo) > 11v§0). Escolhendo véo) = 12@%0), temos

Zo
— 18.
i > 0,9818

C.2 Colisoes Consecutivas Antiparalelas Incompletas

A determinagao das condigoes para a ocorréncia de CCAPI é semelhante ao realizado
para as CCP. Veremos que os resultados para os dois tipos de colisoes consecutivas sao

parecidos. Em vista disso, omitimos os detalhes que julgarmos desnecessarios.

C.2.1 Casovy>1

(0)

Considere 0 < a = w;’ e 0 < 8 = w,y ' as velocidades iniciais normalizadas das

2
particulas e que o estado inicial, imediatamente antes da colisao p-p, seja zg = a — 15.
Imediatamente apds a colisao p-p, as particulas saem com velocidades negativas. Entao, a
particula 1 é refletida na parede e colidira novamente com a 2. Este processo repetir-se-a
até que a velocidade da 2 se torne positiva, independentemente se a velocidade da 1 é
positiva ou negativa apds esta ultima colisao AP incompleta. Esta sequéncia de colisoes

estd sumarizado em um roteiro similar ao das CCP:

(i) as particulas colidem antiparalelamente, conforme

0

z = e" 2,

em que 6§ € (0,7), a particula 1 possui velocidade positiva e a 2, velocidade negativa,

imediatamente antes da colisao p-p;
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(ii) a particula 1 colide com a parede, conforme

Como resultado, os estados gerados pelas sucessivas colisoes AP incompletas sao

Zop_1 = (_1)k+1€zkez—0 _ wgk) + ng@j

o = (—1)Fe 25 = —wl®

em que
wgk) = (—=1D)* ! acoskh — Bsenkd) < 0,

wi = (=1)""(asenkd + B cos k) < 0.

Duas condigoes sao necessarias para se realizar as CCAPIL:
Condigao 1: wgk) <0e wék) < 0. Sendo —w%k) >0e —wgk) > 0, o sistema de inequagoes

correspondente é

{ (—=1)*(acos kf — Bsenkf) > 0 ‘ (C.6)

(—=D*(asenkf + B cos kf) > 0

Multiplicando a primeira inequagao por % e adicionando com a segunda inequacao, obte-

mos (—1)* cos kf > 0. H4 duas possibilidades:

e k fmpar: coskfl < 0. Como ja vimos para o caso das CCP, a solucao é 0 €

<2’;—;17r, 7r>; logo, senkf > 0. A primeira inequacao de (C.6) nos fornece % > tgkb;

mas este resultado ¢ inutil, pois a condigao % > () ja foi estabelecida nas condicoes
iniciais e tgkf < 0, ou seja, tg kb nao restringe % com nenhum valor positivo. Entao,
apelamos para a segunda inequacao de (C.6), a qual nos da % < —tgﬁ, ou seja, %

esta condicionada a um valor positivo maximo.

e k par: coskf > 0. A sua solucdo também ¢é 6 € (%w,w), com senkf < 0. E,

novamente, pela segunda inequagao de (C.6), obtemos % < —tg%.

Portanto, para todo inteiro k£ > 0,

%<—tg%, RS <2k_17r,7r>,

garante a validade da condicao 1.
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Condicao 2: —vgk) > —vék), em que vi(k) < 0. Como —v%k) > —vék) = vgk) < vék), esta
relacao em termos de velocidades normalizadas fica
0 0
w@ se g < wék) co8 7. (C.7)

cuja substitui¢do em (C.7) resulta em

2k —1)0
—&sen(T) < B cos

(2k — 1)
==

(2k—1

Como —cos k€l > 0, senkf > 0 e g estd no primeiro quadrante, sen ~= LSS 0; logo,

—a < —5r—7g-
tg (2k21)9

e Para k par: procedendo-se de maneira andloga ao caso k impar acima, obtemos
também —a < t@%
&>

Logo, para todo inteiro £ > 0, —a < t@%
&5

Para se determinar o intervalo de validade desta relagao, precisamos saber antes o

sinal de tgw. Para que 6 seja compativel com valores de v € (3,00), devemos ter

2
tg (2k;1)0 (2k51)0

inequagao trigonométrica é

> 0. De fato, se nao fosse, teriamos tg < 0. A solugao geral desta

z—l—?rmgwgwnwrm: (2m+ 1)m << 2(m+ )7

2 2 2k —1 2k—1 7 (C.8)

para todo inteiro m > 0. Ora, assim como feito para as CCP, este intervalo deve ser

limitado por 7 (pois corresponde ao limite v — o), bastando encontrar um inteiro m > 0

em funcao do inteiro £ > 0. Para isto, impomos que % = 7; resolvendo para m em

funcao de k, encontramos m = 2’“2—_3, ou seja, m nao ¢é inteiro para todo £ > 0. Entao,

nao existe nenhum m inteiro que torne a solucao da inequagao tgw < 0 limitada
superiormente por 7. Isto mostra que, na verdade, tgw > 0.

A solucao geral para tgw >0¢é
(2k—1)0 = 2m 2m+1)m
Tm< ————— < —4+mm=>—<0< —. C.9
2 2 + 2k — 1 2k — 1 (€.9)
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Definindo o inteiro m como m = k — 1, obtemos

0 c (2(2]2;_1?7) (C.10)

resultado semelhante aquele das CCP. Portanto, a condicao 2 ¢é satisfeita, desde que

a (21{:;1)9’ 0 e <2(2k;k—_11)7r7 )

Partindo do intervalo (C.10), estimamos o nimero maximo de CCAPI,

2(k,, — 1) 21 — 0
o1 7r<9:>km<—2(7r_6),

ou seja, o numero maximo possivel de CCAPI é

2r — 0

N« 277
= 2(r —6)’

em que N = k,, + 1, a fim de incluir a colisao AP incompleta do estado inicial.

C.2.2 Casoy<1

As condigoes sobre as velocidades normalizadas sao as mesmas para o caso v > 1. O

roteiro da sequéncia de colisdes AP incompletas é:

(i) as particulas colidem antiparalelamente, conforme

0

z =€z,

em que 0 € (0,7), a particula 1 possui velocidade positiva e a 2, velocidade negativa,

imediatamente antes da colisao p-p;

(ii) a particula 1 colide com a parede, conforme

Como resultado, os estados gerados pelas sucessivas colisoes AP incompletas sao

1kO0—
k-1 = € 20,
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—1k6
2ok = € 20,

em que

w%k) = acoskl — Bsenkl > 0,

wék) = asenkf + B cos kO > 0.

As duas condigoes para que ocorram as CCAPI sao:

(k) (k)

Condigao 1: w;’ > 0 e wy > 0. Partindo destas duas inequacoes, obtemos que

cos kf > 0. Logo, a sua solugao é a mesma encontrada para o caso v < 1 das CCP,

0 e (0,%);

consequentemente, senkf > 0. Como wgk) = acoskf — Bsenkfl > 0, segue-se que a

condicao 1 é garantida para todo inteiro £ > 0, contanto que

LS te ke, ee( ”)

I6] "2k
Condicao 2: vik) < vék) Expressando esta condi¢ao em velocidades normalizadas, temos
N O B
— < —
w seng < wy” Cos
e substituindo wgk) e w§k), obtemos
2k —1)0 2k —1)0
—« seng < [ cos g
2 2
Como coskf > 0, senkf > 0 e g estd no primeiro quadrante, segue-se que cos w > 0;
logo, —tg M < ﬁ. Temos aqui uma situagao semelhante ao discutido para o caso y > 1

das CCAPI: nao se pode ter tg =5~ (% Vo < 0, pois, se assim fosse, a solugao geral seria dada

por (C.8). Esta permite ser hmltada superiormente por 7. De fato, sendom >0e k >0

2(m+1)w
2k—1

= 7 levaam = 2’37_5, uma contradicao. Portanto,

inteiro, a imposicao de que

(2k 1)6

tg > 0.

(2k— 1)

Como a solugao geral de tg > 0 é dada por (C.9), para que 6 fique limitada

superiormente por 7, basta definir nesta solu¢ao m = 0, dando

0e (o, %) (C.11)
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Portanto, a condicao 2 é satisfeita, desde que

« 1 s
L e (o).
(2k—1)0’ Y
Como 0 < Ta— conforme o intervalo (C.11), segue-se que k,, < ”2—;9, ou seja, o

nimero maximo possivel de CCAPI, juntamente com a colisao do estado inicial, é

T+ 0

N <
20

com N =k, + 1.

C.2.3 Posicoes de colisao para CCAPI

Seguiremos o mesmo procedimento apresentado na determinacao da condicao sobre
a posicao de colisao para a ocorréncia de CCP. No entanto, ao invés de uma estimativa,

obteremos analiticamente as possiveis posigoes de colisao exatas para as CCAPI.

Caso 7 > 1:

)

Suponha que as particulas colidam em xg com velocidades v§0 >0e —véo) < 0 de

tal maneira que, imediatamente apds a colisao p-p, as velocidades sejam v; < 0 e vy < 0,

|v1]| > |va] (veja o roteiro da segao C.2.1.). As equagoes hordrias sao
Ty = To +vity,  Tp = To + Uala,

cujos intervalos de tempo para cada particula chegar em 0 é

Supondo t; < tg, a particula 1 chega em 0, enquanto a particula 2 estd em

$2(t1) = iL'oUl — U2.
U1

As novas equacgoes horarias sao

U1 — U2

/ / / /
Ty = —vity, Ty = Xp + vaty.

U1
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Pela igualdade 2} = 7, obtemos o tempo e, em seguida, a posi¢ao de colisao,

, To U1 — U2 , V1 — Uy
t = -, Iy = ———Tp.
—V1 V1 + Vg V1 + U2

Como as velocidades apds a primeira colisao AP incompleta sao negativas, escrevemos:

1] — [

/
m =
O Jui] + Juof

e mudando para velocidades normalizadas,

, |wi|sen? — |ws|cos é
Lo = 0 0
|wy | sen § + |wa| cos 5
Para sucessivas colisoes AP incompletas, temos assim
(k
o _ Jwl >|sen — |w >| cos§ oy
0 0 0 ?

|w1 send + |wi) | cos 5

em que

|w1k)| = (=1)*(acosk — Bsenkd) > 0, |w2k)| = (—=1)*(asenkf + Bcoskb) > 0,

e :v(()k_l), é a posicao de colisao da k — 1 colisao AP incompleta.

Substituindo |w!™| e [w|, temos

(21<:1 k19

*) asen % 4+ Bcos (k—1)
.’IJO - —

2k-+1)6 2k+1)0 0 ’
asen%—i—ﬁcos%

e em termos de xg, as sucessivas colisoes ficam

(k) (—1)* aseng+ﬁcosg

(2k+1)9 + Bcos 2k+1)9

Zo-
o sen ~————

Caso v < 1:

Suponha que as particulas colidam em xg com velocidades v%o) >0e —véo) < 0 de
tal maneira que, imediatamente apds a colisao p-p, as velocidades sejam v; > 0 e vy > 0,
|v1| < |va] (veja o roteiro da segao C.2.2.). Procedendo-se analogamente ao caso anterior,

a posicao de colisao apods a primeira colisao AP incompleta é

2LU1 + (Ug — ’Ul)ZL‘O

U1 +U2

/
o)
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Passando para velocidades normalizadas,

. 2Luy seng + (wq cos g — w;sen g)xo
Lo = 9 9 )
wisen 5 + ws Cos 3

as sucessivas posicoes de colisoes sao

2L(avcos kf — Bsenkd) send + (a sop (2E=1)0 (2k D0 4 B oos 2 1)9>xgk—1)

(2k+1

o) =

(2k+1)6
asen ———— ;)

—l—ﬁcos

Em termos de x, temos

o) -

2L [a(cosk@ + ...+ cosf) — B(senkd + ... + sen&)} sen f + (aseng + [ cos g>x0
+ ) :

(2k+1

asen ==+ f3 cos {

Mas,

k (cos ke) <sen (k+1)6 > (Sen @> (sen —(kH)e)
2 2 2
Z cosnb = Z sennf =

[% 0 )
=0 Se1n D) Sen D)

e usando esses resultados, obtemos

ko (k+1)6 0 ko (k+1)0 0 0
o 2L [a((cos )(sen T) — sen 5) 6<Sen )(Sen T)} + (a senz + [ cos §>x0
xy = :

0o (2k+1 (2k+1)0
2

asen ~——— + [3 cos

C.3 Colisoes Consecutivas Antiparalelas Completas

Determinamos analiticamente as posicoes e as velocidades das particulas nas CCAPC
em duas situacoes: na primeira, impomos que as particulas sempre colidam ao mesmo
tempo nas paredes; e na segunda, uma das particulas colide com a parede antes que a

outra. Em seguida, explicitamos as condicoes de validade das equagoes que preveem o
nimero de CCAPC (Eqs. (4.35), (4.36), (4.40) e (4.41)).

C.3.1 As particulas chegam as paredes simultaneamente

Suponha as particulas 1 e 2 partindo de uma mesma posicao inicial xo com velocidades

%a) <0e véa) > 0 em dire¢ao as extremidades 0 e 1 do intervalo [0, 1], nas quais sao

(a) (a)

refletidas. Entao, as particulas colidem entre si com velocidades —v;” > 0 e —vy~ < 0.
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As velocidades pos-colisao vgd) e vgd) sao

(1 — ) (=) + 29(—v5")

(d)
v = , C.12a
1 - (C-122)

2(— (a) — 1)(— (a)
'Uéd) _ ( Ul )+ (’y )( 1}2 ) (C12b)
I+~
Definindo que ol® = U%a) e véd) = véa), de quaisquer das Eqs. (C.12), obtemos
_ @

= (C.13)

Pelas fungoes horarias das posicoes das particulas partindo de xg,
_ (a) _ (a)
Ty =x9+ vy 11, X2=2To+ Uy lo,

determinamos o tempo para cada uma das particulas chegar as paredes,

T 1—=x
h=——g h=—(G
Uy Uy

A imposicao da chegada simultanea até as paredes, t; = to, fornece a posicao inicial z

em termos das velocidades iniciais,

v%“)

o — v

. (C.14)

Substituindo a Eq. (C.13) em (C.14), expressamos a posi¢ao inicial em termos da razao
das massas 7y ou de 6,

T _ 2
To=——, Ou xy=sen“—,
v+1 2
0

em que y = tg2§, isto é, as massas das particulas determinam o valor de zy para que

ambas as particulas sejam refletidas simultaneamente nas paredes.

C.3.2 As particulas nao chegam as paredes simultaneamente

)

Considere duas particulas partindo de uma mesma posicao yo com velocidades vﬁ“ <0

e Uéa) > 0, movendo-se para as extremidades do intervalo [0, 1]. As duas particulas colidem

nas paredes, mas nao necessariamente ao mesmo tempo. Entao, imediatamente antes da

) (a)

colisao entre as particulas, as velocidades sao —v%a >0e —vy < 0. As velocidades apés

a colisao sao dadas pelas Egs. (C.12), mas aqui assumimos que vgd) #* v%a) e véd) #+ véa).
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As funcoes horarias das posigoes das particulas partindo de gy sao
v1=yo+ 0\, @ = yo + 0\,

das quais obtemos o tempo necessario para cada particula chegar nas paredes,

I—y
@ e
Uy Vg

Conforme a nossa suposicao, as particulas nao chegam ao mesmo tempo nas paredes,
t1 <ty ou t; > ty. As duas possibilidades resultam na mesma equacgao para ;. Por isso,
explicitemos os cdlculos apenas para t; < to: neste caso, a 1 chega em 0 antes que a 2

chegue na extremidade L = 1. Entao, a posicao de 2 quando a 1 chegar em 0 é

véa)
@) Yo-
Uy

Como a 1 parte de 0 e a 2 parte de x5(t;) ainda em diregao a parede em L = 1, escrevemos

l’z(tl) = 1Yo + ’Uéa)tl = {L'Q(tl) = (]_ —

as novas fungoes horarias das posicoes,

Ty = —U%a)tll, Th = 19(ty) + U2a)t’2.
Aqui ha duas possibilidades: a 1 colide com a 2 antes que a 2 chegue em L = 1; a 2 chega
em L = 1 antes que a 1 a alcance. Tomemos a segunda possibilidade para que se tenha

uma colisao AP completa. Assim sendo, o tempo para que a 2 chegue em L =1 é

t/ . 1-— l’g(tl)
2 = a )
o
e a posi¢ao da 1 neste instante é
0
/
r1(t2) = ——55 (1 = 22(th))
Uy

Agora, ambas as particulas foram refletidas nas paredes, cujas posigoes sao,
"o /(t)— (a)t// n_1_ a)t//
Ty = Iq(l2) — Uy by, Ty = Uy "ly-

Para z! = 27, obtemos o tempo de encontro ¢, das duas particulas,

,_1-a(t)
Uéa) . vga) )
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resultando na posicao de colisao y; = x5 (t.),

QUYZ)

o Uga) . Uéa)

n — Yo, (015)

Por raciocinio andlogo, a Eq. (C.15) é obtida para t; > t,.
Apés a colisao p-p, as particulas partem de y; com velocidades vgd) e véd). Para

que a proxima colisao p-p seja AP completa, vgd) <0e véd) > 0. Em seguida, ambas

colidem nas paredes, de modo que, imediatamente antes da nova colisao p-p, as velocidades

sejam —vid) > 0e —véd) < 0, que ¢ a situagao semelhante a inicial. Por conseguinte, o

procedimento para se determinar a posi¢ao de colisao 75 ¢ 0 mesmo usado para se encontrar

ista di T @ @ _ @ @ L
y1. Em vista disso, y» = —5*—@ — 1. Como v, vy =y vy~ e substituindo y; em
vy U2

termos de 1, obtemos

9 v(d) - U(a)
Yo = —( (2) (Z) ) + Yo- (C16)
Uy~ — Uy

As velocidades apds a colisao em o €

d d
@ (1 =)(=0i?) + 2y(—ul?)

— C.17
v 1+~ ) (C.17a)
(d) (d)
(o 2(— —1)(-
UQ(d) _ ( Uy ) + (;—Y )( Uy ) (C].?b)
147

Substituindo as Eqs. (C.12) nas Egs. (C.17), obtemos v\? = v\ e v¥ = u{? re-
cuperando as velocidades que iniciaram as colisoes AP completas, mas em uma posicao
Y2 # Yyo. Logo, enquanto ocorrer colisoes AP completas, as velocidades possiveis sao :I:v%a),
j:'uéa), iv%d) e j:véd). Dessa forma, aplicando iterativamente a regra representada pela Eq.

(C.15) nas posigoes de colisao AP completas subsequentes, obtemos

a d d a
220 =) A =)
Y3 = (a) (a) Yo, Ys = (a) (a) + Yo
U1 — Uy Uy — Uy
2(301"” — 201) 6(v;” — 0i”)
Ys = (a) (a) — Yo, Yo = (a)—w) + Yo,
U — Uy Uy’ — Uy
2(4 (a) -3 (d) 8 (d) _ (a)
Yyr = (v, o )—?Jo, yszu‘i‘yo, etc.
U(a) _,(a) (@) (a)
1 2 1 2

Identificamos que as posicoes de colisao de indices pares podem ser expressos como

2kl of?)
Yor. = W)—

0 4+, k=0,1,2,3,... (C.18)
Uy _Uza
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Substituindo a Eq. (C.12a) na Eq. (C.18), obtemos

k(v + 05"
(1+7) W — o)

Yok = — Ty, k=0,1,2,3,.. (C.19)

Esta equagao, juntamente com a aplica¢do da regra representada pela Eq. (C.15),

20
Yok+1 = ﬁ — Yok, (C-QO)
Uy~ — Uy

permite expressar analiticamente as posigoes de indices impares,

2v§a) 4]{;(1}@ + ’yvéa))
Yakt1 = @ + @ oy Y, k=0,1,2,3,... (C.21)
Uy Uy (14+7)(v; vy )

Se definirmos o -
Q(Ula + 7U2a)

1+ 7) (01" =)
as Egs. (C.19) e (C.21) s@o melhor denotadas por

-F(%U:Ea)a véa)> = =

Y

Yok, = 2]{;;(’}/, Uia)u Uéa)> + Yo, (C22a)
2@ o (a
Yok+1 = ﬁ - 2]?]:(777’% )7U§ )) — Yo- (0‘22]0)
Uy — Uy

C.3.3 Condicoes de validade para as equacoes de previsao do

numero de CCAPC

As equagoes

(a)
3 1 - ?/0 1 21}1
ka = \‘mln{ a a)y ? a a ( a a - yO) }J y (023)
Fy, 0@ 08" Fy, 01, o) \of? — o0
1 (a) (a)
o = \‘min{ a ?{2) (a)y’ (a)  (a) (U%a) * U?a) - yO) }J ) (C.24)
./—"(’}/7'111 y Ug ) .F(")/,Ul , Uy ) vy — Uy

permitem estimar o nimero de CCAPC através das condigoes iniciais de posigao y, e de

)e véa) e da razao das massas. No entanto, uma investigacao detalhada delas

velocidades v§a
nos possibilita determinar o nimero exato de CCAPC e saber, de antemao, a expressao

analitica para 2k,,.
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O caso F(v,v\” v{") > 0

Para F (v, e véa)) > 0, avelocidade do centro de massa é positiva, entdo v\”+yv{” >

0; logo
o1

véa)

<. (C.25)

Por outro lado, como na Eq. (C.23) se compara dois valores, tomando-se o menor deles,

ha duas desigualdades,

1—yo 1 ( 20" )
a a)\ — a a a a) Yo |
Fly o us™) 7 Fly, vl of) \of® — of?

cada uma se referindo a uma das respostas possiveis. Dessas desigualdades, obtemos
(a) (a)
vy S fu]s

i)

> Para véa) < |v§a)|, temos 1 < comparando com (C.25), concluimos que v > 1.

Uga) )

Como esta condicao corresponde a

1 —
ka:{ oo J
]:(’%Ul » Ug )

isso significa que
1 —yo

Wiy § —— (C.26)
Floy, 01", 0")

Substituindo (C.26) nas Egs. (C.22), obtemos

Yok, 1, (C.27a)
(a)

2v

Yot R @ - (C.27b)
L )

A posicao ys,, ¢ a ultima posicao de colisao par das CCAPC. Para se mostrar isto,

considere a posicao ¥, +2 escrito em termos de yop, |

40 4 yui?)
(14 7)) —o5”)’

Yok +2 = Y2k, —

e aplicando a desigualdade (C.27a),

40 4 i)
(1+7) (W — o)

Y2k, +2 § 1-
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Agora, se Yo, +2 < 1, entao

AT )

(1+7) =iy ~

Como véa) < |v§a) |, obtemos v§a) + 'yvéa) < 0; mas isto contradiz o fato de ser positiva a

velocidade do centro de massa. Portanto, yar, 12 > 1. Assim, yor, € a tltima posi¢ao par
das CCAPC.

A posigao ya,, +1 € a ultima posicao de colisao das CCAPC. Para se ver isto, devemos

mostrar que 0 < y9r, +1 < 1. Mostremos primeiro que 0 < yok, +1.

(a) (a) (@) (a)

A relacio o3 < [0\ implica em v\ < (" em que ! (a)

< 0ewy’ > 05 logo,

v§a>+véa) . 2v§a)
0 < =%, a qual, por sua vez, equivale a 0 < —1; — 1. Portanto, da (C.27b),
v =0

U§a> _Uéa) ) a

0< Yok 4-1-

(a
. . 2v
Agora mostremos que yor, 1 < 1. Isto significa que devemos ter 0 < W -13

Yok, +1 < 1. De fato, se nao fosse, terfamos duas alternativas:
20

U%a) . Uéa)

121 < Yot (C.28)

ou

20
0<1 S ﬁ —1 é Yok, +1- (029)
U — Uy

(a) (a)
2 . 2
Usando Yok, +1 = = — Y2k, Da alternativa (C.28), obtemos 1 < -5 — yag,,., da
’Ul —U ’U1 7’02

(@), (@)
qual decorre que Yo, < ﬁ, contradizendo a condigao (4.28); logo, a (C.28) é falsa.
()
A alternativa (C.29) dd 1 < 2”—1) — 1, a qual implica véa) < 0, mostrando a falsidade

’Uga) _Uéa

de (C.29). Podemos concluir que ya,, +1 ¢ a tltima colisao das CCAPC.

[0{®)]
O

> vé“) > \v%a)]; logo, < 1, mas a sua comparagao com (C.25) resulta em duas desi-

gualdades, v < 1. Para uma resposta inequivoca, lembremos que CCAPC sao favorecidas

para v%a) + vvéa) ~ 0. Sendo positiva a velocidade do centro de massa e véa) > |v§a)|, a

velocidade v{” deve ser reduzida a fim de satisfazer v\ + 4o 2 0; isto s6 é possivel se

v < 1.

Esta situacao corresponde a
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ou seja,

1 2@
) S ( L yo). (C.30)
f(Vvvi)avé)) Ui)—'l}é)

Substituindo (C.30) nas Eqs. (C.22), obtemos

2
Yok, é ﬁ, (C3la)
V" — Uy
Yok, +1 % 0. (C31b)

A posigao yok,, nao € a ultima posigao de colisao par das CCAPC. Considerando a

posi¢ao par subsequente, yar, 12, a Eq. (C.22a) e a condic¢ao (C.31a), obtemos

2U(a) a a
Yok 42 ﬁ + 2]:(’Y>U§ ),Ué ))- (C.32)
Uy~ — Uy

Como y9, ¢ uma funcao crescente, 0 < yop, +2, pPois 0 < Yo, < Yok, +2. Além disso,

devemos ter yor,,+2 < 1. Vamos supor, ao invés, que o, 12 > 1 para todo v < 1 na

(@)
condigao (C.32). Isto resulta em 0 < % < 3—?:_%1; ora, esta desigualdade nao vale para
U2

(@)
todo 7 < 1. Por exemplo, se v = i, temos 0 < |v}a)‘ < —ﬁ, que é uma contradicao.
Vg

Portanto, yak, 12 < 1.

A posicao yop, +1 € a tltima posigao de colisao impar das CCAPC. Para se ver isto,

devemos mostrar que yor, 13 < 0 < Yo, +1. A posicao Yok, +3 em termos de Yok, 1o

(a)

, 2 : : -

6 Yokt3 = —rm — Yokmto; em seguida, aplicamos a condicao (C.32), resultando em
v —.

1
Yornts 2 —2F (v, 0). Assumindo que gy, 43 > 0, hé duas alternativas,

A )
@ _ @y =
(T+7) (01" —wy”)

(C.33)

Y2k +3 %

on @ , (@
4(”1 + YUy )

(1+7) (0 — o)

Yokt > 0 2 (C.34)

De maneira imediata, a alternativa (C.33) nos dé a contradigao ﬁ > 0, pois v%a) <0
Up T

()
e véa) > 0. Pela alternativa (C.34), 0 < yoy,, +3; sendo Yok, 13 = % — Yok, +2, Obtemos
Uy TV
(a)
2 . - .
Yokmt2 < —oi—, contradizendo a condigao (C.31a), pois Yok, < Yok,,+2. Portanto,
Uy "V

Yok +3 < 0 e, assim, yor, +1 € a Ultima colisao impar das CCAPC.
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O caso F(v,v\” v{") < 0

Para este caso, ¢ desnecessario repetir a anélise feita para F(7, vﬁ“) ,véa)) > 0, pois
basta usarmos a relagao de equivaléncia explicada nas paginas 56-58. Entao, mostremos
isto. Considere a funcdo F(v, v\, vi™) > 0. Definindo v{* = —o{¥, v)¥ = —o( ¢

v =~ .F(’y’,v;(a),v;(a)) fica

2(01” + yus?)
(1+7) (W — o)

FO ol w) =

9

ou seja, F(v, v\ i) = —F(y, 0 i), Logo, F(v,v\”,vi") < 0.

Fazendo a substituicdo vi® = —ol, ol = —o\ ' = 471 F(y @ o) =

—F(y, 0\, 0{) e Yy = 1 — yo nas equagoes

_ 1— y(/] 1(a) /(a) ,
o Lf( /o U«a))J’ w” <|u”l, Y > 1
,}/’ 1 y V2

21}’(‘1)

/ < / 1 _
Yok = L Yoyy1 2 @ _ @) 1,
1 V2

obtemos, respectivamente,

ka = \‘— %J, ”Ula)‘ < 'Uéa), Y < 1.
f(W/aUl y Ug )

2U(a)
Yok 2 05 Yohpt1 ﬁ
V1~ — Uy

O mesmo procedimento aplicado nas equagoes

o { 1 ( 2v1(a) ,)J a) | /(a)’ "<
m a a a ) Y ) U v ) v )
Fly 0@ @) \ @ _ g % 2 !
2U/(a)
yékm é ﬁv y;km+1 % OJ
Uy~ — Uy

resulta, respectivamente, em

1 (a) (a) " u
2km: \\ (a) (a) <U2a)+via) _y())Ja |U§ )’ >U§ )7 f}/> 17
‘F(77 IR ) Uy~ — Uy

Yok 2 W -1, Yopt1 = L
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Portanto, as Eqs. (4.40) e (4.41), suas condigoes de validade e as posi¢oes yox,, € Yok, +1
sdo obtidas das Eqs. (4.35) e (4.36), de suas condicoes de validade e das posigoes yoy,, €

Yok, +1 Pela troca adequada das velocidades, da posicao inicial e da razao das massas.



Apéndice

Colisoes Consecutivas Paralelas em sentidos

Opostos

Uma outra possibilidade de colisoes consecutivas entre as particulas é a paralela em
sentidos opostos: para a primeira colisao paralela com velocidades positivas (negativas),
a segunda colisdo paralela serd com velocidades negativas (positivas). Mostraremos que
nao € possivel se ter trés colisoes paralelas consecutivas alternadas, sendo a terceira neces-
sariamente uma colisio AP incompleta. Para isto, usamos excepcionalmente velocidades
nao normalizadas e a versao matricial das equagoes por apresentar maior simplicidade
que a abordagem via velocidades normalizadas. Mostramos, para ambas as situagoes, a
impossibilidade de ocorrer trés colisoes paralelas consecutivas em sentidos opostos. Isto
se deve a irreversibilidade do sentido do movimento da particula de massa relativamente
maior e mais rapida quando colide com uma particula com massa relativamente menor e
mais lenta. Para que se cumprisse a Etapa 4, a razao das massas v deveria mudar durante

0 processo, 0 que € impossivel em nosso sistema.

D.1 Primeira colisao paralela a velocidades positivas

Sejam v e vy velocidades das particulas tais que 0 < vy < v;. Considere também a

Fig. D.1 e as respectivas etapas. Assim:

Etapa 0: vio) =—-ve véo) = Vs.

135
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Etapa O Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Figura D.1: Etapas de uma sequéncia de colisbes p-p em sentidos opostos. A flecha
esquerda representa a velocidade da particula 1 e a flecha direita, a velocidade da 2. A
Etapa 4 é possivel apenas se 1154) < 0.

Etapa 1: A particula 1 colide com a parede:

Lol =L

Etapa 2: Supondo que a particula 1 seja mais rapida que a 2, as duas particulas
vf) 1
o 14y

11—~ 2y Uﬁl) 1 1—v 2y U1
2 -1 % L+~ 2 -1 vs |
()

Para que v;” < 0, devemos ter

colidem entre si:

(]' - ’7)1)1 + 277}2 < 07

satisfeita desde que
U1 - 27y

vy -1

Isto significa que 1)%2) < 0 é satisfeita também para v > 1. Além disso, considerando

valores grandes para v, garante-se que vgl) > 0.

(2)

, - 2 2 . 2
Como vy > v9, apds a colisao se tem ]vi )| < \vé )], ou seja, —v; < vé)

; assim,
segue-se de
—(1 —y)vy — 2yvg < 201 + (7 — 1)wy,
que
UL - 37 — 17
Uy v—=3

condigao esta que a 1 seja mais lenta que a 2 apds a colisdo, com y > 3 (e nao apenas

v >1).
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Etapa 3: A particula 2 colide com a parede:

e I I T Y %
vs) 0 —1][v | 1+7

em que [v1¥] < [o{Y).

1—nv 2y (]
-2 1—-7 () ’
Etapa 4: As particulas 1 e 2 colidem entre si novamente:

v£4) 1 1—v 2y U§3) B
7154) I+~ 2 -1 vé?’)
1—6y+9% 4y(1-7) ][UII

Al—=v) 6y—-2*—1

Apods a colisao, a particula 1 fica mais rapida e continua no mesmo sentido, ou seja,

_ 1
(1+7)2

(%)

U§4) < 0. Mostraremos agora que nao ¢ possivel se ter 1154) > 0.

Supondo 1154) > 0, temos

v
A(1—7)—= > —(6y =2~ 1),
(%

em que 4(1 — ) < 0, pois constatamos que v > 1. Logo,

U1 9 vy 6y—~v%—1
4dvy—1)—<by—7v" -1 — < ————
(y=D <6r=7 P TR

. _~2_
Mas 1 < 2 assim 1 < 92 =1
v 1G-D)

~v > 3. Portanto, 1154) < 0.

cuja solucao é —1 < v < 3. Isto contradiz o resultado

D.2 Primeira colisao paralela a velocidades negativas

Sejam vy e vy velocidades das particulas tais que 0 < v; < vo. Considere também a

Fig. D.2 e as respectivas etapas. Assim:

Etapa 0: UEO) = —v; e véo) = Vy.
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Etapa O Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Figura D.2: Etapas de uma sequéncia de colisbes p-p em sentidos opostos. A flecha
esquerda representa a velocidade da particula 1 e a flecha direita, a velocidade da 2. A
Etapa 4 é possivel apenas v§4) > 0.

Etapa 1: A particula 2 colide com a parede:

FIE N R

Etapa 2: Supondo que a particula 2 seja mais rapida que a 1, as duas particulas
U%Q) 1
o$? 147y

1—v 2y vg) B 1
2 -1 vél) I+~
(2)

Para que vy > 0, devemos ter

colidem entre si:

—2v; — (v — L)vg > 0,

que ¢ satisfeito desde que
(%) 2

vy 1—7’

em que v < 1, ou ainda, 7 < 1. Note também que ]v?)| > ]vém\, ou seja, —1152) > véQ);

assim,
(1 —y)vg + 2709 > =201 — (7 — 1)wy,
contanto que
v 3 —
2~ il :
U1 1 - 3’)/

em que vy < %, condicao esta que garante a particula 2 ser mais lenta que a 1 apds a

colisao.

Etapa 3: A particula 1 colide com a parede:

2153) -1 0 "052) 1
'Uég) 0 1 1)52) L+~

1—nv 2y U1
2 1= || v |’
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em que 0 < vég) < vig).

Etapa 4: As particulas 1 e 2 colidem entre si novamente:

v§4) B 1 1—v 2y vf’) B

"054) T+~ 2 -1 v§3)
1—67+9% 4y(1—7) o

A1-7) 6y—92—1 '

o
T+7

U2
Como imediatamente antes a particula 2 é mais lenta que a 1, com vég) > (), imediatamente

depois a particula 2 fica mais rapida e com vé‘” > 0.

Agora, supondo que v§4) < 0, temos

U
4v(1 —’y)v—j > 6y -2 -1,

em que 4v(1 — ) > 0, pois constatamos que v < 1. Logo,

V2 67—72—1
U1 4’7(1_7) .

. 2 . -, . _—
Mas 1 < z—f, entao 1 < (Zy(;—y)l’ cuja solugao é v < —1 ou v > 3, contradizendo a condicao

0<y< % anteriormente obtida. Portanto, 1154) > 0.



Apéndice

Prova da irracionalidade de % para alguns

valores de ~y

Fornecemos uma prova da irracionalidade de g correspondente aos valores de v = 2,
v =4 e~ =150 por meio dos polinémios de Chebyshev de primeiro tipo [82]. Esta prova
se baseia na demonstragao da irracionalidade de % para y = % apresentada por Michael
Hardy em [83]. E claro que esta prova pode ser aplicada para outras razoes de massas

eventualmente encontradas nesta dissertacao.

E.1 Polinémios de Chebyshev de primeiro tipo

O polinoémio de Chebyshev T,,(z) de primeiro tipo é um polinémio em x € [—1,1] de

grau n, com um n > 0 inteiro, dado por [82]
T,(z) = cosnf, quando x = cosf. (E.1)

Os polinémios 7},(x) podem ser expressos como uma soma de poténcias de x [84],

—nz L&3(1 o), (E.2)

a qual possui importancia central para a nossa demonstracao da irracionalidade de fir.

Desejamos mostrar para certos valores de v que % ¢ irracional através da prova por

Reducao ao Absurdo, ou seja, assumimos inicialmente que % é racional, a fim de se obter

alguma contradicao na demonstragao.
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E.2 Deducao da expressao para a prova da irraciona-

lidade de £

Suponha que % seja racional. Entao, existe inteiros m > 0 e n > 0, primos entre si,

tais que § = ™*. Desse modo, cosnfl = (—1)" e, pela Eq. (E.1),

Tu(z) = (—1)™, (E3)
Agora, considere razoes de massas vy racionais; entao cosf = ;—3 é racional. Sendo
x = cos 6, podemos escrever
r
l—z=-, (E4)

s
com inteiros 7 ¢ s # 0. Substituindo as Egs. (E.3) e (E.4) na Eq. (E.2),

n Z %( ) = (—1)™. (E.5)

Multiplicando ambos os lados por s", explicitando os termos k£ = 0 e k = n e distribuindo

os termos ns™ nos termos do lado esquerdo, obtemos

n—1
s" [1 + nz ck(QTs_l)k} + (=1)"2m " = (—1)"s", (E.6)
k=1
em que cp = (—1)’“% Lembrando que m e n sao coprimos:

e se m for par, entdo n é impar; assim, pela Eq. (E.6), temos
n—1

s"n Z(Qrs’l)kck = 2"y, (E.7)

k=1

e se m for impar, entdo n pode ser par ou impar; desse modo, pela Eq. (E.6), temos
n—1

s" [1 +n Z(Qk’lfrks’k)ck] = 2", (E.8)
k=1

No entanto, precisamos apenas da Eq. (E.8) pois sendo m par, a racionalidade presumida

para # = ™* vale também para um angulo #/ = %, no qual terifamos m’ = 1 e n impares.

Podemos aplicar agora os valores particulares de 7 citados anteriormente na Eq. (E.8).
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E21 ~=2

1

Para v = 2, cos = —3

(E.8) fica

e, consequentemente, 1 —z = %. Logo,r=4es=3ea Eq.

n—1
3" [1 tn Z(z’f—l?)—k)ck} = on2, (E.9)
k=1

ou seja, uma poténcia de 2 ¢ um multiplo de 3, contrariando a unicidade da decomposi¢ao

em fatores primos. Portanto, % é irracional.

E.2.2 =4
Para v =4, cosf = —% e, consequentemente, 1 —z = %. Logo,r=8es=5ea Eq.
(E.8) fica

n—1
5" [1 +n ;(2k25k)ck] = gtn-2, (E.10)

ou seja, uma poténcia de 2 é um miultiplo de 5, contrariando a unicidade da decomposi¢ao

em fatores primos. Portanto, % ¢ irracional.

E.2.3 =150

149

51 € consequentemente, 1 —x = 390 ' Togo, r =300es =151

Para v = 150, cos ) = T

e a Eq. (E.8) fica

n—1

151" [1 +nY (28713004151 F) e, | = 2723007, (E.11)
k=1
ou seja, 2"72300" ¢ multiplo do ntimero primo 151, contrariando a unicidade da decom-

posicao em fatores primos. Portanto, g também é irracional.

As demonstracoes da irracionalidade de % para as razoes de massas 7y = 2, 7y =4 e

~v = 150 implicam também na irracionalidade de um % associado a cada uma das razoes

-1 -1 - 1 i i - 1= 1=
de massas vy = 5, 7y = 7 € 7 = 155. Para se ver isto, considere cos ) = T © cos ) = =l
Definindo 7/ = 47!, expressemos cos @ em termos de 7. Isto nos dé cos = — cos f; para

que 6 € (0,7) e & € (0,7), a solugao da equagao trigonométrica deve ser ' = 7w — 6.

. . . ’ . . / 7z
Como a soma de um racional com um irracional ¢ irracional [85], temos que % =1-2z¢

3|

irracional, se % for irracional.
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