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RESUMO

DESIGUALDADES OTIMAS DE ENTROPIA E MOSER
EM VARIEDADES RIEMANNIANAS: TRES
CONTRIBUICOES EM ANALISE GEOMETRICA

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo com dimensdo n > 2.

Inicialmente, provamos que a desigualdade de Moser Riemanniana 6tima:

(f )’ = (s (o) ([ ) ()

¢ valida para toda fungdo u € HYP(M) com p > 1, r = W el <7 <min{2,p}. No caso

em que 1 <7 < min{2, p}, ocorre a existéncia de fun¢oes extremais.

Em seguida, mostramos a validade da desigualdade de p-entropia Riemanniana 6tima.

Precisamente, estabelecemos que para toda fungao uw € H"P(M) com ||ul|ze(a) = 1, verifica-se

| 1 tog(lup) dv, < 1og (A@m) (/ |vgu\pdvg)”+6<p,r>>,
M T M

em que p >1el <7 <min{2,p}. Quando 1 < 7 < min{2,p} ou 7 = p < 2, a desigualdade
acima admite funcdo extremal. Além disso, aplicamos a desigualdade de p-entropia Rieman-
niana Otima para garantir que o semigrupo associado ao problema de Cauchy com equacao de

difusdo nao linear:

{ up = Ap(up_il) em que (x,t) € M x (0,400),
u(,O) =/

para algum dado inicial f € L'(M), f > 0 é hipercontrativo.

Por fim, mostramos a validade da desigualdade de r-entropia Riemanniana 6tima, isto

¢, para toda funcdo u € H'?(M) com ||u||r-r) = 1, tem-se
/ " log(Jul") dv, < ———log | A t/ IV ul” dv, + B t/ ul? dv
M Y= np—nr+pr T I
coml<r<p<2 Sel<r<p<2,entao existe funcao extremal.

Palavras-chave: constantes 6timas, desigualdades 6timas, desigualdade de Moser, desigual-
dades de entropia.



ABSTRACT

OPTIMAL INEQUALITIES OF ENTROPY AND
MOSER IN RIEMANNIAN MANIFOLDS: THREE
CONTRIBUTIONS IN GEOMETRIC ANALYSIS

Let (M, g) be a smooth compact Riemannian manifold of dimension n > 2 without boundary.

First, we prove the validity of the optimal Moser inequality:

(f )’ = (s (o) ([ ) ()

for all function v € H" (M) where p > 1, r = @ and 1 < 7 < min{2,p}. We prove the

existence of an extremal function for the optimal inequality above when 1 < 7 < min{2, p}.

Next, we establish the validity of the general optimal LP-entropy:

/hﬁbaw%mﬁs%%(Amﬂ(/Nvﬂvmgp+wnﬂ)
M T M

for all function v € H"P(M) with ||u|[p) = 1 where p > 1 and 1 < 7min{2,p}. When
1 <7 < min{2,p} we show the existence of an extremal function. Using this inequality, we

prove that the semigroup associated with the Cauchy problem

{ up = Ap(up_il) em que (x,t) € M x (0,400),
u<70) =/

for some f € LY(M), f > 0 is hypercontractive.

Finally, we show the validity of the optimal L"-entropy:

nr
"1 Ndv, < —m——1 Pd Pd
[ ol sl oy < ———tog [ [ [yl duy 4 B [ Jul? )]

for all functions u € H'"?(M) with |Jul|rr =1 where 1 <r <p <2. If 1 <7 < p < 2 we show

there exists an extremal function.

Keywords: Best constants. Optimal inequalities. Moser inequality. Entropy inequalities.
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INTRODUCAO

Desigualdades 6timas do tipo Moser [42] tém sido objeto de extensa investigagdo nas
ultimas décadas, tanto no ambiente Euclidiano, quanto no Riemanniano. Para ter uma ideia
do alcance deste estudo, citamos os seguintes trabalhos: [1], [5], [6], [24] e [26] para o caso

Euclidiano e [15], [19], [20] e [23] para o caso de variedades Riemannianas.

A aparicao da desigualdade de Moser (em R™) aconteceu no artigo [42] de 1961. Neste
trabalho, Moser estabeleceu que solugoes de certas equacoes elipticas de segunda ordem tém a
norma padrao L* dominada pela norma L? para todo p > 1. A ideia desenvolvida para mostrar
essa estimativa é baseada num processo de iteracao (esta técnica ja foi melhorada e inclusive
atualmente é conhecida como estimativas de Giorgi-Nash-Moser que, como sabemos, desempe-
nha um papel importante na teoria das equacgoes diferenciais parciais). O ponto chave deste

processo iterativo consiste em conectar solugoes fracas de uma EDP eliptica com a desigualdade

2
Lot e [ vupan ([ ac)
n Rn n

valida para toda funcdo u € C°(R") e alguma constante ¢ > 0. Esta desigualdade é um

caso particular (p = 2) da desigualdade de Moser Euclidiana geral que afirma que existe uma

constante A > 0 tal que

/n lu|" dz < A (/R Vul? daz) (/R Jul? daz)% (Mg(A))

é valida para toda funcio u € WHP(R") comp>1,n>2er = w. Quando definimos
1 2
-1_ P T _
Alp,n)~ = uem}{}f(w){"VUHLP(Rn)HUHLP(Rn)a |ullpr@ny = 1},

a desigualdade (Mg(A(p,n))) é chamada de desigualdade de Moser Euclidiana dtima e a cons-
tante A(p,n) é a constante dtima desta desigualdade. Mais detalhes sobre esta constante foram

estudados por Beckner, em [6].

Nosso primeiro interesse, nesta tese, é estudar esta desigualdade do ponto de vista 6timo
em variedades Riemannianas. Significativos avancos tém sido obtidos neste sentido, para uma

exposicao geral e outras referéncias sobre este assunto, citamos [15], [20] e [23]. Seguindo
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nesta direcao, muitos autores estabeleceram aplicagoes destas desigualdades na investigacao
de diversos problemas em EDP’s. Em particular, as desigualdades 6timas do tipo Moser em
variedades Riemannianas estudadas por Ceccon e Montenegro em [19] (na situagdo n = p = 2)
foram aplicadas no trabalho [39] por Kishimoto e Maeda com o proposito de obter teoremas de

existéncia global para um sistema de Zakharov em T2.

Introduzimos o cenéario Riemanniano. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave,
compacta e sem bordo com dimensao n > 2. Em virtude dos argumentos padroes da geometria
em variedades ([32], por exemplo), é possivel encontrarmos uma versao Riemanniana da desi-
gualdade de Moser Euclidiana (Mg(A)), a saber: existem constantes positivas C' e D tais que

para toda fungio u pertencente ao espago de Sobolev Riemanniano classico HP(M), tem-se

/ lul" dv, < (C'/ |V ulP dvg+D/ |ul? dvg) (/ |ul|P dvg)n,
M M M M

ondep>1,n>2er = z@. Estudamos uma generalizacao desta desigualdade. Conside-
ramos um parametro 7 satisfazendo 1 < 7 < p (um parametro similar foi usado por Druet em

[30] no ambito das desigualdades de Sobolev). Chegamos, entao, na desigualdade

(/Mlul’”dvg)p < A(/M|Vgu|pdvg)% +B(/M|u|pdvg)%] (/M|u|pdvg)% (Mg(A, B))

valida para toda fungio u € H“P(M) e para p, n e r descritos anteriormente. Como observado
em [31] ou [32], a desigualdade (Mg(A, B)) implica A > A(p,n)».

Nosso foco de estudo consistiu em considerar a desigualdade (Mg(A, B)) em seu sentido
6timo. Como existem duas constantes em (Mg(A, B)), a otimalidade pode ser definida de duas
maneiras diferentes. Seguiremos aquela de maior interesse do ponto de vista de EDP (conforme
capitulos 4 e 5 do livro [38]). Definimos a primeira constante dtima de Moser Riemanniana
por

A,y =1inf{A € R: existe B € R em que (My(A, B)) é valida}.

Em particular, A,,; > A(p, n)g. Agora, usando um argumento de partigio da unidade (as
ideias, em linhais gerais, estao contidas em [31] ou [32]), estabelecemos a desigualdade de Moser

Riemanniana: para todo £ > 0, existe uma constante C, € R, tal que

(/MW dvg>T§ (A(p,n)7 +¢) (/M\VguV’dvg);—i-Ce (/M|u|pdvg);] (/M\u\pdvg)

¢ valida para toda funcio uw € H"P(M). Assim,

3
3

Aot = Alp, n)%.
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Uma vez que (Mg(A(p,n)r +¢,C.)) é satisfeita, faz sentido considerarmos
B. = inf{B € R; (Mg(A(p,n)? +¢, B)) é valida}.

Desse modo, para toda funcio u € H*P(M), tem-se

(f ) < [t o ([ et an)” o f o ) ;] (f ra)”

Verificamos que (B.) ¢ mondtona nio crescente. Seja

B = lim B..

e—0

Em contraste com o caso Euclidiano (B. = 0), a validade da primeira desigualdade de Moser
Riemanniana 6tima é mais delicada, pois se fazemos ¢ — 0, entdo (B.) pode, em princi-
pio, explodir. De fato, quando 7 = p > 2, existem casos em que a desigualdade 6tima de
Gagliardo-Nirenberg ou a desigualdade 6tima de Sobolev nao sao validas, dependendo da geo-
metria da variedade (M, g) (vide [19] ou [29], respectivamente). Em vista disto, consideramos
7 < min{2, p}, isto é, enfraquecemos a desigualdade de Moser. Esta ideia ja tinha sido apli-
cada em [23] no estudo de uma familia de desigualdades de Gagliardo-Nirenberg para 7 =2 e
2 < p < n. Como seré visto, os argumentos usados em nossa prova ja foram apresentados em
[23], cujo ponto chave consistiu em utilizar técnicas de explosao. Porém, em nosso trabalho,
introduzimos um modo novo de estudar esta explosao, considerando-o mais apropriado para o

nosso problema.

Como primeiro resultado, provamos que se 1 < 7 < min{2,p}, entdo B < 400 e
(Mg(A(p,n)»,B)) é valida para toda funcio u € H'P(M). A relevancia deste fato & que o
mesmo estende outros trés resultados: de Brouttelande [15] quando p = ¢ = 7 = 2, Ceccon e
Montenegro [20] no caso 1 <p=¢g <2e 7 =pe Chen e Sun [23] na situagio 2<p=qg<ne

T=2.

A validade de (Mg(A(p,n)7,B)) permite considerarmos a sequnda constante dtima de
Moser:
By = inf{B; (Mg(A(p, n)g, B)) é valida}.

Observamos que (Mg(A(p,n)7, Boy)) é valida para toda funcao u € H'(M). Com base nisso,
chamamos de funcao extremal a qualquer fun¢ao nao nula em HYP(M) que realiza a igualdade
em (Mpg(A(p, n)%,ngt)). Diferentemente do caso Euclidiano, a existéncia de fung¢oes extre-
mais nao segue imediatamente da aplicagao de técnicas variacionais. Todavia, como segundo
resultado, unificamos a demonstracao da validade da desigualdade 6tima com a existéncia de
fungoes extremais. Precisamente, provamos que se 1 < 7 < min{2, p}, a segunda desigualdade

de Moser Riemanniana 6tima (Mp(A(p, )7, Bey)) admite funcio extremal e B,y = B.

Estes resultados referentes a validade da desigualdade de Moser Riemanniana 6tima e a
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existéncia de fun¢do extremal renderam o artigo [2].

A desigualdade de Moser esta intimamente relacionada com a desigualdade de entropia.
Basicamente, esta relagao ocorre através da aplicacao da desigualdade de Jensen. No cenéario
Riemanniano, a desigualdade de entropia foi recentemente estudada no caso 1 < p < 2 em
[21] (para p > 2, esta conjecturado que a desigualdade algumas vezes falha). Motivados com
esta conexao, obtivemos resultados envolvendo a validade de uma familia de desigualdades de

entropia.

Tais desigualdades tornaram-se uma ferramenta poderosa em algumas areas da mate-
matica, como Anéalise Real, Analise Complexa, Analise Geométrica, Geometria Convexa, Pro-
babilidade, entre outras. O trabalho pioneiro [37], devido a Gross, apresentou a equivaléncia
entre uma classe de desigualdades de entropia e a hipercontratividade do semigrupo do calor.
Particularmente, estas desigualdades com respeito a medida Gaussiana desempenham um papel
relevante na teoria do fluxo de Ricci (como em [44]), na teoria do transporte 6timo (conforme

[47]), na teoria da probabilidade (por exemplo, [40]), entre outras aplicagGes.

Recentes desenvolvimentos apontaram uma estreita relacao entre uma classe de desi-
gualdades logaritmicas de Sobolev (também conhecidas como desigualdades de entropia) e a
propriedade de hipercontratividade para algumas equacoes de evolugao nao lineares. Para uma
visao geral, citamos os trabalhos [26], [34] e [35] para referéncias no cenério Euclidiano e [10],

[11] e [34] para referéncias em variedades Riemannianas.

Nesta direcao, nosso proximo objetivo consistiu em estudar constantes e desigualdades de
entropia 6timas em variedades Riemannianas. Contudo, antes de prosseguirmos e descrevermos
os problemas do nosso interesse, resumidamente apresentamos a desigualdade de p-entropia em

R™, juntamente com as contribuicoes que foram dadas.

A desigualdade de p-entropia Euclidiana estabelece que para toda fungao u € W1hP(R™)

com |u|P dx = 1, tem-se
R”

[ P tog(ul) e < 2o (Aute) [ 9, 1)

onden >2,p>1e Ay(p) é a constante dtima desta desigualdade.

Em 1978, Weissler [49] apresentou a desigualdade (1) para p = 2, sendo equivalente a
desigualdade logaritmica de Sobolev Gaussiana introduzida por Gross em [37]. Mais tarde,
Carlen [16] mostrou que suas fun¢des extremais (aquelas fungdes nao nulas com norma LP(R")

unitaria que realizam a igualdade em (1)) sdo dilatagoes ou translagoes da Gaussiana

Para p = 1, Ledoux [41] provou a desigualdade (1) e Beckner [7] classificou suas fungoes

extremais como funcgoes caracteristicas normalizadas em bolas. Neste mesmo trabalho, Beckner
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também provou que (1) é valida para 1 < p < n e Del Pino e Dolbeault [26] classificaram suas

funcoes extremais como sendo precisamente translagoes e dilatagoes da funcao

N ORI
T (n(pfl) + 1) ’
p

em que ' : (0,400) — R é a fun¢do gama definida por

+o0
['(n) = / e 2"t dax.
0

Por fim, usando técnicas de transporte de massa, Gentil [34] estabeleceu a validade de (1) e

estendeu a classificacao das suas extremais para p > n.

Em sintese, para p > 1,

—1\"*' r(2+1
Ao<p>=3(p—) o n((il))
F(—p +1>

3k

p

E oportuno mencionar a ideia chave introduzida por Backry, Coulhon, Ledoux e Salof-Coste
em [5]: eles descobriram que para 1 < p < n, a desigualdade de p-entropia Euclidiana pode
ser deduzida como um caso limite de certas desigualdades de Gagliardo-Nirenberg Euclidiana.
Mais tarde, este ponto de vista foi explorado por Del Pino e Dolbeault [26] para estabelecer a

desigualdade (1) no caso 1 < p < n.

Descrevemos agora o cenario Riemanniano: seja (M, g) uma variedade Riemanniana
suave, compacta, sem bordo e de dimensao n > 2. Consideramos p > 1 e um parametro 7 € R
satisfazendo 1 < 7 < p. Nossa primeira meta baseou-se em mostrar que existem constantes A

e B positivas tais que a desigualdade de p-entropia

A(/|vwwmap+3
M

é valida para toda fun¢ao v € H'*(M) com ||u|z»(ary = 1. O ponto de partida foi fundamentado

[l tog(lul?) v, < *10g (LAB))

na validade da desigualdade de Nash Riemanniana dtima [17] que estabelece o seguinte: para
toda fungdo u € H'P(M), tem-se

‘r(179k)

p e z p v p ’ q 5k
|ulPdug < | NP, ar)” [VgulPdvg | + B(p, qx) |ulPdvg |u|® duvg ;
M M M M

n(p—qx) —
awp—qintnp’ I =P

gualdade e B(p, qx) é a sequnda constante dtima. Naturalmente estas constantes dependem da

em que 0, = L kEeN, N(p,q v éa primeira constante otima desta desi-
%

dimensao n e B(p, qx) pode depender da métrica g. Como estas informacoes nao sao relevantes

para o nosso estudo, iremos omiti-las.
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Nossa estratégia para estipular (I.(A,B)) consistiu, inicialmente, em rearranjar os termos

da desigualdade de Nash Riemanniana 6tima, aplicar a funcao logaritmica, isto é,

T |wl|Lecan N(p, qk)EvauHEP(M) + B(p, Qk)||u||2p(M)
g 10 |7 <log
k

ol o el o o

e fazer k — 400 (0 que implica g, — p). O sucesso deste plano s6 ocorreu como consequéncia

das trés afirmagoes abaixo:

p p
(a) lim [l log (Mﬂ)} . # log # dvg;
W (58 Tl /] = 0 ot Tl 8 \ Tl
(b) a sequéncia (N(p, qx)) converge para Aq(p) quando k — +o0;

(¢) [Jim B(p,g) = Blp) < +oo.
A afirmagao no item (a) decorre, essencialmente, da aplicacdo do teorema do valor médio
em dois momentos. Para o item (b), usamos que (N(p,qx)) ¢ mondtona (ndo decrescente) e
devido a desigualdade de Jensen, garantimos sua limitacao. O ponto delicado foi estabelecer
(c). Considerando a hipotese 1 < 7 < min{2, p}, o resultado em (c) é entao obtido, a grosso
modo, levando em conta a existéncia de uma sequéncia (u) que satisfaz uma equagao de Euler-
Lagrange associada a desigualdade de Nash Riemanniana 6tima e da estimativa com que esta
sequéncia converge para zero pontualmente. As principais ferramentas usadas nesta etapa foram
o método blow-up, a itera¢do de Moser para EDP’s elipticas (caso 1 < p < n), a desigualdade

de Morrey (caso p > n) e a teoria de regularidade de Tolksdorf.

Em vista da veracidade das afirmacoes em (a), (b) e (c), aplicamos o limite em k — 400

para concluirmos que

[ T tog(lul?) v, < *10g [Ao<p>£ (] 1waur dvg)’:w@) @

para toda funcdo u € H'"P(M) com ||u||»() = 1. De modo natural (assim como ocorreu na

desigualdade de Moser), surgem as defini¢oes de primeira constante dtima de p-entropia
A(p,7) = inf{A € R; existe B € R com (L(A, B)) valida}

e da primeira desigualdade de p-entropia Riemanniana dtima que afirma que existe B € R tal

que para toda u € H'"?(M) com ||ul|zr(ar) = 1, tem-se

/ |ulPlog(|ul?) dv, < Elog A(p, 1) / |V ul? dv, ‘4B
M T M

No caso da primeira desigualdade de p-entropia Riemanniana 6tima ser verdadeira, considera-
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mos a sequnda constante otima de p-entropia
B(p,7) =inf{B € R : (L(A(p,7), B)) & valida}

e a sequnda desigualdade de p-entropia Riemmaniana otima que estabelece que

/ ul? log(Jul?) dv, < " log [Amﬂ ( / |vgu|pdvg)P+B<p,T>
M T M

¢ valida para toda fungdo u € H"P(M) com ||ul|roar) = 1. A defini¢ao de A(p, 7) aplicada em
(2) garante que A(p,7) < .Ao(p)%. Por outro lado, combinamos a desigualdade de Jensen com

a desigualdade de p-entropia para determinarmos uma desigualdade de Nash. Isto provara que

SR

A(p,7) = Ao(p)

De modo semelhante ao que vimos na desigualdade de Moser, dizemos que ug € H"P(M) com

l|uo||ze(ary = 1 € uma fungao extremal quando

n T %
/ o P log (o ?) du, = " log [Ao(p)P ( / 1V g0 ? dvg)  B(p,7)
M T M

Apoiados na prova da limitacao de (B(p, qx)), demonstramos a existéncia de fun¢ao extremal

quando 1 < 7 < min{2,p} ou 7 = p < 2. Além disso,
B(p,7) = B(p).

Com a validade da desigualdade de p-entropia Riemanniana 6tima, apresentamos uma

estimativa da solucao do problema de Cauchy com equacao de difusao nao-linear:

up = Ap(up%l) em que (x,t) € M x (0,400),
’LL(-, 0) =f

para algum dado inicial f € L'(M), f > 0. Nesta estimativa, ficard explicito o uso das

constantes 6timas de p-entropia.

Os resultados referentes a validade da desigualdade de p-entropia Riemanniana 6tima, a
existéncia de funciio extremal para (L(Ao(p)7,B(p)) e a aplicacio descrita brevemente acima

foram organizados num preprint a ser submetido em 2016.

Por fim, investigamos a desigualdade de r-entropia Riemanniana otima. Consideramos
(M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e de dimensdo n > 2 e os

parametros p,r € R com 1 < r < p < 2. Nosso proposito inicial foi garantir que existem
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constantes A e B positivas tais que a desigualdade de r-entropia:

nr
np — nr + pr

/ lul"log(|u|")dv, < log (A/ |Vgu|pdvg+B/ |u|pdvg) (Ent(A,B))
M M M

¢ valida para toda fungao u € H'?(M) com ||ul|z-(ar) = 1.

Como nossa principal aliada nessa trajetoria, fizemos uso frequente da validade da desi-

gualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana 6tima [20], a qual estabelece que

_p P(1*9k)
0 a5 Ok
(/ || dvg) < {.A(p, qk,r)/ |V yul? dv, + B(p, qk,r)/ |ulP dvg] (/ |u|qkdvg)
M M M M
¢ valida para toda uw € H**(M) com 1 < g, <r<p<2, g =71—1, k€N, Gk:%

um parametro interpolador que satisfaz 0, € (0,1) para todo k € N, A(p, qx,7) é a primeira

constante dtima desta desigualdade e B(p, qx, ) é a sequnda constante dtima.

Com argumentos semelhantes aos adotados para a obtencao da desigualdade de p-
entropia, mostramos que (Ent(A,B)) é obtida a partir da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
Riemanniana 6tima via passagem do limite em A(p, gx,r) e em B(p, qx,r) quando k — +o0.

Num primeiro estagio, verificamos que

lim A(pu qk7,r) = ./4(](]7, T) < +00.

k—+o00

Novamente, o argumento mais delicado consistiu no estudo do comportamento de B(p, gk, )
quando fazemos k — +o00. Entretanto, através da obtencao de uma sequéncia (uy) que satisfaz
uma equacao de Euler-Lagrange associada a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana
6tima e da estimativa da velocidade com que esta sequéncia converge para zero pontualmente,

mostramos que

lim B(p7 Qkﬂ“) = BO(p7 T) < +00.

k——~4o00

Com os dois limites anteriores, obtemos a desigualdade de r-entropia:

r r nr
/M |ul" log(|ul") dvy < mbg [«40(]9, r) /M |V gul” dvg + Bo(p, ) /M |ul? dvg]

valida para toda funcao u € H'?(M) com ||ul| - = 1.

Procedendo da mesma forma realizada na discussao da desigualdade de p-entropia, po-
demos definir a primeira constante otima Riemanniana de r-entropia, a qual denotamos por
Acni, € primeira desigualdade de r-entropia Riemanniana dtima que afirma que existe B € R

tal que para toda u € H"P(M) com [|ul|p-(a) = 1, tem-se

nr
"1 Ndv, < —m——1 Pd B P d
[ 1l tost(al) vy < ———tog (A [ (V48 [ Jul iy
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Verificamos que

Aent = AO(p7 T)-

Definimos também a segunda constante otima de r-entropia - Ben: - € a sequnda desigualdade

de r-entropia Riemmaniana dtima que estabelece que

nr
"1 Ndv, < —m———1 Pd Pd
[ ol sl oy < ———tog (A [ (S iy 4 B [ Jul i,

¢ satisfeita para toda funcao u € H*(M) com ||u||p~nr) = 1.
Como conclusao do estudo da desigualdade de r-entropia, provamos a existéncia de

fungoes extremais para (Ent(Aeni, Bent)) (se 1 <7 <p < 2) e Bt = Bo(p, 7).

Os resultados referentes a validade da desigualdade de r-entropia Riemanniana 6tima e
a existéncia de funcao extremal para esta desigualdade estao organizados num artigo na forma

de preprint com submissao prevista para inicio de 2016.

Para encerrar, preparamos esta tese em trés capitulos, de acordo com as trés contribui-

¢Oes em andlise geométrica que foram obtidas.

O Capitulo 1 contém a validade da desigualdade de Moser Riemanniana 6tima. Além
disso, acrescentamos uma prova da desigualdade de Moser Euclidiana e descrevemos a maneira

como ¢ obtida a desigualdade de Moser Riemanniana.
No Capitulo 2, tratamos a validade da desigualdade de p-entropia Riemanniana 6tima.

O Capitulo 3 apresenta nossa terceira contribuicao, em que obtemos a validade da

desigualdade de r-entropia Riemanniana 6tima.



Capitulo 1

DESIGUALDADE DE MOSER
RIEMANNIANA OTIMA

Este capitulo estd organizado em trés secoes. Na secao 1.1, apresentamos a desigual-
dade de Moser em R™. Na secao seguinte, estabelecemos esta desigualdade numa variedade
Riemanniana suave e compacta via argumentos padroes da geometria em variedades. O capi-

tulo encerra-se com o estudo da desigualdade de Moser Riemanniana num contexto 6timo.

A partir deste momento, convencionaremos que || - ||s denota a norma em L*(R"™) ou

L*(M) (o contexto ficara claro), onde 1 < s < +oc.

1.1 Desigualdade de Moser Euclidiana

No espaco Euclidiano, a versao LP da desigualdade de Moser garante que existe uma
constante A > 0 tal que

p

/ " d:ch/ Vul? do (/ Jul? dx)” (1.1)
Rn R n

é satisfeita para toda fungao u € C}(R") com 1 <p < +oo,n>2er = w.

No que segue, estabeleceremos a validade desta desigualdade. Seja u € C!(R™). Co-

mecamos provando o caso em que p = 1. Aplicamos a desigualdade de interpolagao com
n+1 n_ o 1%
<= <2 =17 em que
n 0 n—1
=—4+(1-6 ,
n+1 1 ( ) n
para obter

n+1 o *
</ |u|"T+1 dx) : < (/ |ul d;z:) (/ Jul dx) .
n R R™
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Como 0 = — e da aplicacao da desigualdade de Sobolev, temos

(/Rnluw dx)”L“g(/R \u\dx) (/ \Vu|dx) ol

Desse modo,

/ |u|"T+l dr < / |Vu| dzx (/ |ul d:p) ’ : (1.2)
Rn Rn n

a qual corresponde a desigualdade de Moser para p = 1.

Suponhamos p > 1. Definimos
o(w) = |u(@)[" = [u(x)?]2

com vy > 1 a ser escolhido e u € C}(R"). Como v > 1, teremos v € C!(R"). Com isso,

Vv = y|u[""?uVu. Substituindo v em (1.2), chegaremos a

w5 S dr < vy ( Ju|" " | Vul d:p) ( |u|” dx) '

Decorre da desigualdade de Holder que

1 p—1 1
/ |u|‘/nT+1 dr <~ (/ |Vul? dx) ’ ( |~V dx) ’ (/ |u|” d:p) : (1.3)
R™ Rn Rn Rn

Escolhemos 7 € R de modo que 2= = p("n“’) =r,istoé, y=p (Zfl’) > 1. Para este v, (1.3)
transforma-se em
1 p=1 1
P P n
/ lu|" dz <~ (/ |Vul? d:p) (/ Psat=: d:p) (/ |u|” d:p) : (1.4)
n R’VL n n

(1.4.1) (1.4.2)

Iremos estimar (1.4.1) e (1.4.2). Usaremos a desigualdade de interpola¢ao em (1.4.2) na

seguinte configuracao: p < v < Iw = r. Observamos que % =2+ (1= I/)m implica

V= %. Consequentemente,
n(p—1)

(/n |ul” d:t)% < (/n |ul? d:)c) * (/n Jul" dx) e (1.5)

Aplicando agora a desigualdade de interpolagao em (1.4.1) com

p<(y-)-—Lo<p(1+5),
p—1 n
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encontramos

ooz, D FFPFD PP
|u| V5T da < |ul? dx lu|" dx : (1.6)
R™ Rn R™

Substituindo (1.5) e (1.6) em (1.4), temos

0 el 1w
P p p(y—1 vy
/ lu|" dx v (/ |Vul? d;z:) [(/ w05 dx) ] [(/ |u|” dx) ]
R Rn Rn R

1
Y ( |Vul? dx) ’ < |ul? d:p) ( [k d:p) ’ :

1 1 1
< lu|” d:p) ’ <~ ( |Vul? d:p) ’ ( |ul|? d:p)
Rr Rr Rr

Portanto, obtemos a desigualdade de Moser

|u|" dx < ~P (/ |Vul? d;z:) </ |ul? d;z:) '
Rr Rr R™

para p > 1 e u € C:(R").

IN

3=

IA

ou seja,

Gracas a um argumento de densidade, obtemos a desigualdade de Moser Fuclidiana geral

que estabelece o seguinte: existe uma constante A > 0 tal que

[l de < 4 (/R VP dx) ( [l dx) ' (Mp(A))

¢ valida para toda funcio u € W'P(R") comp>1,n>2er = w. Consideramos
2
 — i P o —
Alp,n)= = nf UVl lull = 13- (1.7)

Assim, temos a

Defini¢ao 1.1 A desigualdade (Mg(A(p,n))) é chamada desigualdade de Moser Euclidi-

ana o6tima e a constante A(p,n) é a constante de Moser 6tima desta desigualdade.

Mais detalhes sobre A(p,n) foram estudados por Beckner, em [6].

1.2 Desigualdade de Moser Riemanniana

Nosso objetivo, durante esta secao, serd estabelecer uma versao Riemanniana da desi-
gualdade (Mg(A)). Os resultados apresentados aqui usam argumentos ja conhecidos desde os

anos 70 (vide, por exemplo, [31] ou [38]).
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Proposigao 1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensaon > 2. Dado

e > 0, existe B. € R tal que, para toda funcio u € CY(M), temos

/ lu|"dv, < [(A(p,n)—i—a)/ \Vgu|pdvg+B€/ |u|pdvg] (/ |u|pdvg)n,
M M M M

emqueleer:@.

Demonstragao: Fixamos o € M. Dado £ > 0, consideramos 6 = 6(xg,€) > 0 e uma carta

exponencial (£2,¢) centrada em xy com ¢(Q2) = B(0;0) C R" satisfazendo
(1+2)710; < gi < (1 +)d; (1.8)

no sentido das formas bilineares (g;; representam as componentes da métrica g nesta carta).
A expressao em (1.8) é conhecida como ezpansao de Cartan da métrica g (para mais detalhes,
vide [22]).

Devido a (1.8), obtemos as seguintes expansoes em (2

(1+2) 2 <lglf <(1+2)% e (1+2)72|Vul < [Vyu| < (1+2)%[Vul. (1.9)
Seja u € C}(B(xp;d)). Em virtude de (1.9), enumeramos trés fatos:
@ [ 9P du = (140 [ Vo s
M Rn
(b) (1 +5)_% |uo cp_1|p doe < / [ul? dv, < (1 +€)% |uo g0_1|p dx;
Rn M Rn

© e [

R

luo ™| dxg/ lul” dvgg(l—i-a)g/ |uo o™t da.

Logo, juntamos os itens (a), (b) e (c) acima com a desigualdade de Moser Euclidiana

[ttty < ey s ([ 9 a) ([ 1 as)”
M M M

Em resumo, podemos escolher € > 0 pequeno de modo que

/M|u|"dvgg(A(p,n)+s) (/M|Vgu|pdvg) (/M|u|pdvg)% (1.10)

qualquer que seja u € C}(B(z¢;9)).

para obter
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Como M é compacta, existem x; € M,i=1,...,K e d > 0 tais que
K
M C UB(:Ei;cS).
i=1

Consideramos {a;};—1,. x uma particio da unidade subordinada & cobertura aberta

{B(z;6)}iz1,...x de M. Para cada i =1,..., K, definimos a aplicacao:

em que [p] denota a fun¢do maior inteiro que ndo excede p.

Uma vez que o; € C*°(M) paratodoi =1,..., K e possui suporte compacto em B(z;;0),
1

segue que 17 € C*(M) com suporte compacto em B(z;;6) qualquer que seja i =1,..., K.

Fixamos u € C'(M). Observamos que

r T

1

K
3
n; u

(/M|u|rdvg)% = {/M (iilniuY’);dvg f<;[/M
> ),

dvg]

1
p
n; u

IN

5 e (o () )]

sendo que nas desigualdades acima utilizamos a desigualdade de Minkowski (2 > 1) e (1.10),

respectivamente.

Em sintese, obtemos

</M ’u‘rd%)f = g (A(p,n) + &) </M ‘Vg <n;1’
1.1

38

1
p
n; u

pdvg>_ . (111)

)

)

) (),

Estimaremos (1.1.1). Para isso, recorremos a desigualdade:

(1.1
(z + )P < 2P + vaP~ty + vyP satisfeita para 2,4 > 0 e v > 0 uma constante.
Assim,

V(PP = [(Vyu)n? +uV (/") P
_ —1 1 1
13V gul? + |V gu P~ [V, (0P| vl [V ()P P

IN
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Consequentemente, ficamos com

/Mrvgwj/pu)rpdvgé /M (m\V aP + oV [V 1/p>r+uru\prvg<n3/p>rp) dvg. (1.12)

Notando que |Vg(ni1/p)| <ec,n <1,paratodoi=1,..., K edevido a desigualdade de Holder,

obtemos

/ (V|Vgu|p_1ni(p71)/p|u||Vg(77@-1/p)\> dv, < ve (/ |V ul? dvg) ’ (/ |ul? dvg) . (1.13)
M M M

Nosso proximo passo é aplicar a desigualdade de Young em (1.13) do seguinte modo:

dados a,b > 0, tem-se

1 1
- lp< P2 ka? + c(k)P, k> 0e c(k) = o
p PRP™
Tomando a = ||V ul|, e b = ||u||,, a desigualdade em (1.13) torna-se

/ ( ‘V ulP~ 1 (P 1)/p‘uHV (n /P),) dvy < ve (p—
M

/<;/ |V gul? dvg+c(/<;)/ |ulP dvg>. (1.14)
M M

Além disso, uma vez que |V,(n/?)| < ¢, temos

[ P9, dvy < ve [ jup do, (1.15)
M M

Introduzindo (1.14) e (1.15) em (1.12), chegamos a

/ |V y(n;""w)|P dv, </ 77,~|Vgu|pdvg+l/cp_ KJ/ |V ulP dvg+1/(cc(/1)+cp)/ |ul? dv,.
M M M

Ao substituirmos essa tltima desigualdade em (1.11), obtemos

(/M|u|rdvg>% < (Alp.n) + max {:}) le(/ P dvgﬂc

3 / IV ul? dvy+
4 l/(cc(/{)+cp)/M|u|p dvg)f(/Mm|u|pdvg)W]. (1.16)

A desigualdade de Holder

b

K YK wp
o5 6
=1 =1
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aplicada em (1.16) fornece

1<i<K P

b Kufec(s) + &) /M uf? dvg) ( /M |u|pdvg) | (1.17)

Portanto, dado € > 0, escolhemos 11322{({&} > 0, v > 0e k > 0 suficientemente pequenos
A

-1
/M lul" dv, < (A(p,n)+ max {e;}) ((1 + Kvcl K) /M |V ul? dv,+

de modo que
p—1

(Alp.m) + max {e})(1+ KveP—=r) < A(p,m) 4.

Disto e por (1.17), inferimos que

/M|u|r dv, < {(A(p,n)—i—a) (/M\Vgu|pdvg)+B€ (/M\u\pdvg)] (/M|u|pdvg)%,

como queriamos. ]

Observagoes 1.1  (a) A constante B. que surge é natural, uma vez que as fungoes constantes

pertencem ao espago C1(M);

(b) Vemos de (1.17) que B. — +00 quando ¢ — 0.

Por densidade, o resultado obtido na Proposicao 1.1 permanece valido no espaco
H'?(M). Com isso, concluimos que existem constantes positivas A e B tais que para toda
fungdo u € H'P(M) verifica-se

/M|u|7"dvg < [A (/M|vgu|p dvg) +B (/M Jul? dvg)} (/M|u|p dv9>%, (1.18)

emquele,n22eT:M.

n

A proxima proposicao justificard que A(p,n) é uma cota inferior para as constantes A

que validam (1.18).

Proposigao 1.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com dimensao n > 2 e
considere 1 < p < +oo. Entao, A > A(p,n) em (1.18), onde A(p,n) € definida em (1.7).

Demonstracgao: Fixamos um ponto zy € M. Dado € > 0, existem uma carta exponencial
(Q,¢) em x5 e 0 = §(zo,e) > 0 tais que p(Q2) = B(0;0) C R™ satisfazendo (1.8). Usando as
desigualdades em (1.9), afirmamos o seguinte:

Afirmacao 1.1 Eziste uma constante c(g,0) (a ser definida mais tarde) tal que

p

/ |a|fdxgc(e,5)A( vl dx)( af? dx)n (1.19)
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para toda fun¢ao @ € C}(B(0;9)).

De fato, seja @ € C1(B(0;4)). Definimos a fun¢ao u : M — R, pondo

uow em )
u =
0 em M\Q.

Observamos que

/ " dz < ( +53/ " du, (1.20)

Para a funcao u, temos

/M ul” dv, < A (/M IV ul? dvg> (/M fuf? dvg> %J+B (/M uf? dvg> (/M fuf? dvg> "o

(1.21.1) (1.21.2)

Iremos estimar (1.21.1) e (1.21.2). Comegamos com (1.21.1):

(/M |V ul? dvg) </M | |? dvg)% <(14e)2(l4e) ( - Vil d$> </Rn P dx)%.

Estimamos agora (1.21.2). Para este fim, utilizamos a desigualdade de Hoélder (p < 7):

(/M fuf d”9) (/M [ul” dvg)i < (1+6)%" ( | lar da;) Vol(B(0;6))%.

Logo, invocando (1.20), (1.21) e as estimativas de (1.21.1) e de (1.21.2), obtemos

/ la|" de < A

Definimos

p

0 B 5>>i] (Lo ac) ([ ac)

(1+&)mt? ]
1= (1+9) % BNol(B(0,0))*

c(g,d) = [

Disto,

| dx < c(g,a)A< Val? dx) < P dx) '
Rn R™ R™

é valida para toda fungao @ € C!(B(0;6)), concluindo a prova da Afirmagao 1.1.

Passamos agora para o argumento final. Fixada u € C}(R") e para A > 0, consideramos

ux(z) = u(Ax).
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Escolhemos \ > 0 suficientemente grande para que tenhamos uy € C!(B(0;d)) e, entao,

p

/ sl dz < e(e, 8)A (/ IV |? dx) (/ [y P dx)n, (1.22)
B(0;6) B(0;6) B(0;6)

em decorréncia da Afirmacgao 1.1. Gracas ao teorema da mudanca de varidveis em integrais,

teremos as seguintes igualdades:

(i) / luy|" de = A" lu|" du;
B(0;6) R™

(ii) / |Vuy|P de = AP7" |Vul|P dz;
B(0;6) R7

(iii) (/ lux|P dx) T (/ |ul|? dx) "
B(0;6) n

Reunindo (i), (ii), (iii) e (1.22), ficamos com

y

lu|" dz < ¢(e,0)A (/ |Vul? d;z:) (/ |ul? d;z:) "
Rr Rr R™

Como A(p,n) é a constante 6tima da desigualdade de Moser Euclidiana, devemos ter
A(p,n) < c(e,0)A.

Fazendo ¢ — 0 e 0 — 0, verificamos que ¢(e,d) — 1 e, portanto, A > A(p,n). n

1.3 Desigualdade de Moser Riemanniana Otima

Gracas a Proposigao 1.1, existem contantes positivas C' e D tais que para toda fungao
u € HY (M), tem-se

/ " do, < <C IV, ul? dvg+D/ fuf? dvg> (/ uf? dvg)”, (1.23)
M M M M
)

emquele,nZQer:p("%.

Estudaremos uma generalizacao para (1.23). Considere um parametro 7 € R satisfa-
zendo 1 < 7 < p. Segue diretamente de (1.23) que existem A, B > 0 tais que

</M |ul" dvg>% <A </M IV gul? dvg>% + B </M |u|P dvg> %] (/M |ul? dvg> " (Mr(A, B))

é vélida para toda fungao u € H%P(M).




Observagoes 1.2 (a) Quando 7 =p em (Mg(A, B)), reobtemos (1.23).
(b) Argumentando como na Proposi¢io 1.2, constatamos que A > A(p,n)»

Passamos agora para o estudo da desigualdade 6tima.
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Defini¢ao 1.2 A primeira constante 6tima de Moser Riemanniana, denotada por Ay,
€ definida por

Ayt = inf{A € R; eziste B € R com (Mg(A, B)) vdlida}

e a desigualdade (Mp(Aopt, B)) € denominada primeira desigualdade de Moser Rieman-
niana 6tima.

Com a defini¢do acima e o item (b) das Observagoes 1.2, temos A, > A(p, n)v.
Justificaremos que vale A,,; < A(p, n)%. De fato, segue da Proposig¢ao 1.1 que dado ¢ > 0,
existe uma constante C. € R, tal que para qualquer u € H“P(M):

</M ‘u’rd%)% < |7+ </M ]Vgu\pdvg>% +Ce </M ‘“’pd?ﬂ) %] </M ’u\pdvg> %

é valida. Disto, A(p, n)i +e > A,y para todo € > 0. Fazendo € — 0, obtemos A(p,n)

Portanto,

SER|

Z Aopt .

Aopt = A(pa TL)

SR

Notamos que a constante 6tima de Moser Euclidiana coincide com a primeira constante de
Moser Riemanniana no caso 7 = p.

Com a validade de (Mg(A(p,n)? + ¢, C.)), definimos
B. = inf{B € R; (My(A(p,n)? 4+ ¢, B)) ¢ valida}.

Como as fungoes constantes nao nulas pertencem a H (M), podemos substitui-las em
(Mg(A(p,n)7 +¢,C.)) e iremos obter

B. > |M| =,

(1.24)
onde | M| denota o volume de (M, g).

Usando a limitacdo dada em (1.24), faz sentindo considerarmos a desigualdade
(Mg(A(p, n)i + ¢, B.)), isto &,

(o) <o i) o )] )

¢ vélida para toda fungao u € H"P(M).

Observamos agora que (B.) é mon6tona nao crescente. De fato, suponhamos €, < e.
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Segue da defini¢ao de B., que, dado A > 0, existe uy € H"P(M), tal que

</M |u,\|”dvg)% > (A(p,n)% +e2) (/M |Vgu,\|pdvg)% + (Bsy, — A) (/M |uA|pdvg) %] </M |uA|pdvg) "

Agora, usando a definicao de B, temos

</ . d”!)) (A, +e1) (/ Ng”ﬂ%g) + B (/ \m!pd?ﬂ)%] </M ’uA!Pdw)%

Combinando as duas desigualdades anteriores, encontramos

(B, — A\— B.,) (/ lu|P dvg> ’ < (61— &9) (/ |V unlP dvg) ’ <0,
M M

donde B, > B., — A para todo A > 0. Isto mostra que (B.) ¢ mondtona nao crescente.

Definimos
B = lim B..

e—0

Nosso principal objetivo desta secao é mostrar que B é finito. Este é o contetiido do nosso

Teorema 1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, sem fronteira e com dimen-
sao n > 2. Consideramos p > 1 er = p("—;p). Se 1 < 7 < min{p,2}, entdo B < oo e
(Mg(A(p,n)7,B)) ¢ vdlida para toda fungio v € HY(M).

O Teorema 1.1 permite considerarmos a sequnda constante otima de Moser Rieman-
niana:
Bop: = inf{B; (Mp(A(p,n)», B)) é valida}.
Notamos que (Mg(A(p,n)7, Byy)) € valida para toda funcdo u € H'P(M). Chamare-
mos fun¢ao extremal a qualquer fun¢ao nao nula em HP(M) que satisfaz a igualdade em

(MRr(A(p,n)?, Bopt)).
Como consequéncia do Teorema 1.1, teremos o
Teorema 1.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, sem fronteira e com dimen-

saon > 2. Consideramosp > 1 er = "er . Sel <7< min{2,p}, entio (Mg(A(p,n)7, Bop))

admite funcao extremal e B,y = B.

Para facilitar a compreensao da demonstracao do Teorema 1.1, dividiremos o argu-

mento em quatro etapas:

- na subse¢ao 1.3.1, obtemos uma sequéncia (u.) que satisfaz uma equagdo de Euler-

Lagrange associada a desigualdade de Moser Riemanniana;

- na subsecao 1.3.2, usando técnica de explosdo, mostraremos que a sequéncia (u.)

concentra-se em torno do seu ponto de maximo;
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- na subsecao 1.3.3, estimamos a velocidade com esta sequéncia converge para zero pontu-

almente;

- na subsec¢ao 1.3.4, mostramos finalmente que (B;) é limitada.

Demonstracao do Teorema 1.1:

1.3.1 Equacao de Euler-Lagrange

Vimos que B. > |M|~= para todo ¢ > 0. Assim, duas possibilidades podem ocorrer:

(C.1) B=|M|"% ou
(C.2) B> |M| ™=

Se (C.1) ocorrer, entdo B < 400 e o Teorema 1.1 estard provado fazendo ¢ — 0 em
(Mr(A(p,n)¥ +¢, B.)).

Suponhamos (C.2). Entdo, existe uma sequéncia (v.) de niimeros reais positivos satis-

fazendo B, > |M|™% + . com v, — 0 quando ¢ — 0.

Associaremos uma equagio de Euler-Lagrange a desigualdade (Mg(A(p,n)» + ¢, B.)).

Para isto, definimos o espaco
H={ue Hl’p(M);/ |u|"dv, = 1}
M

e o funcional J. : H'"?(M) — R, pondo

(/M |Vgu\pdvg)% + (B: — ) (/M \u\pdvg>%] (/M |u|pdvg)% :

Pela definicao de B., existe uma funcao ug € H tal que

=N

Je(u) = | A(p,n)

JE(U()) <1.

Seja c. = in£ J.(u) < 1. Observamos que para toda fun¢io u € H"P(M), tem-se
ue

‘. (/M fuff dvg); < JL.(u). (1.25)

Consideramos (uy) uma sequéncia com uy € H para todo k € N e tal que J.(ug) — c.

quando k — 4o00. Seja o > 1 satisfazendo c¢. < oc. < 1. Disto e como J.(ug) — ¢, temos

J-(uy) < oc. para k suficientemente grande.
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Combinando este ltimo fato com (Mg(A(p,n)» + A, By)) para A > 0, encontramos

+A) </ |Vguk|pdvg) ’
M

Para A suficientemente pequeno, temos A(p, n)% — oc.(A(p, n)g + A) > 0. Além disso, sendo

hSER]

A(p.n)F — oe.(Alp,n) < By~ (B. —1.)] ( / |uk|pdvg> " 20

p <, segue que ||ug||, < ¢ para todo k € N. Assim, em (1.26), verificamos que ||V ui|l, < ¢
para todo k € N, donde (uy,) ¢ limitada em H'P(M).

O espago H'P(M) é reflexivo, o que garante que existe 4. € HP(M) satisfazendo

up — U, a menos de subsequéncia. Por imersao compacta, obtemos
up — . em LP(M) N L"(M).

Como 1 = ||ug||, — ||@e]|,, segue que 4. € H. Logo, J.(t.) > c.. Mostramos a desigualdade

contraria. Com efeito,
Je(te) <liminf J.(ug) = lim J.(uy) = ce.
k k—o0

Portanto, J.(u.) = c..

Notando que V,|i.| = £V, i, em quase todo ponto, podemos assumir @, > 0. Afirma-

mos que
/ |V gtic|Pdvg # 0.
M
De fato, suponhamos, por absurdo, que . é constante. Como 4, € H, temos U, = |M|_%.
Visto que

1> c. = J.(a.),

chegaremos a 1 > (B. — ~.)|M|=, contradizendo o fato de B. —~. > |M|™» (dada a nossa

escolha de (7.)). Logo, @ nao é constante.

Desse modo, faz sentido definirmos a funcao

Ue

=——=—7=>0.
[V gticllp

Ve

Observamos que v, satisfaz

+ (Be — ) (/ |Ue|pdvg) ”] (/ |Vgﬂ5|pdvg) ) (/ |UE|pdvg) '
M M M
1= (/ |Vgﬁ€|pdvg) ’ (/ |v€|rdvg) "
M M

hSER]

A(p,n)

Ce =
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Juntamos as duas ultimas igualdades e usando o fato de ¢, > 0, pois J.(4.) = c. e 4. nao é

constante, obtemos

A v o % B _ v
(p,n) = ve|"dv v:[Pdv _ DT v [Pdv )
g g g
M M Ce M

Ce

Finalmente, definimos o funcional

v A - T »
Gutw = ([ ran,)" ([ lraey) "= B2 ([ pupa,)

A(p,n)

b
Ce

iS1Rl]

no espaco

Por (1.25), temos G.(u) <

D={ue Hl’p(M);/ |V, ulPdv, = 1}.
M

Como G, é de classe C', v. € D, c. <1e G(v.) = @, garantimos que
V. = sup Ge(u) = G-(v.) > A(p,n)». (1.27)
ueD

Logo, v. satisfaz a equacao de Euler-Lagrange:

T(ntp)—rn T(n+p) _2_p _1 — -1
oellp ™ "02™" = delfoe|l,Poe™" = velp v (1.28)

n+
Lol

TP
12 _ p KRl w -5
[lvellp ™ 02" = el

— B —Ye
ce

em M, onde A, , = —div,(|V,|P72V,) é o operador p-Laplaciano na métrica g e d.

Vamos simplificar (1.28). Escolhemos

Assim, reescrevemos (1.28) em termos de u. como segue

n+p - P P _ _ _ o
= Vel[Ue] [T el Apguie + el P2 ok d | [P el [ ul ™ em ML (1.29)

n

r—1
U,

Definimos .
n 1 p(p—T) r_
A{«,‘: ug dvg e)\e:’/a ||u6||P " ||v€||r P.
M

Com as notagoes anteriores, (1.29) torna-se
s n
AT A gt + d AR [P 4 Dl = PRt em ML (130)
n n

Mostraremos que
(1.31)
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De fato, tomando v. como fungao teste em (1.28), temos

T(n+
n

T(nt+p) _Tp
Ve < vellr ™ lvellp ™

Usando essa desigualdade, (1.27) e o fato de que 7 < p, obtemos

TP

p(T—p) _p(r—p) r(nt+p)
e el "

~1 T—p ~1 — AN -L ~1
Ae = vz || ol [777 = v (vellr ™ {lvellp <v. " < A(p,n),

o que prova (1.31).

Como p < r, via desigualdade de Holder, existe uma constante ¢ > 0 tal que
0<A. <c
para todo € > 0. Disto, analisaremos duas situagoes possiveis:

(A) lirré A. > 0 (a menos de subsequéncia);
e—

(B) lirré A. = 0 (a menos de subsequéncia).
e—

Suponhamos que (A) ocorra. Escolhemos u. como fungao teste em (1.30) para obter
1= A"AL | Vguel| P+ de A2 [ |ue|]7. (1.32)

Com isso e escrevendo ||u.||7 em termos de A, temos

il ()
dsAez)HusHp§1:>d5§A€ ?

Segue que (d.) é limitada. Como B, = c. (BC;“’> +79. = ¢.d. + 7. para todo € > 0 com 7, — 0

quando € — 0 e ¢. < 1, garantimos que (B;) é limitada. Assim,

lim B, = B < +o0,

e—0
provando o Teorema 1.1.

Suponhamos (B). Mostraremos que a tnica possibilidade para que este caso aconteca é
quando 7 = min{2, p} e, nestas condi¢oes, teremos B < 4o00. O argumento envolvido nesta
situacao é mais delicado. Assim, iremos dividi-lo em trés etapas, consistindo nas subsecoes
1.3.2,1.3.3 e 1.3.4.

Primeiramente, tomando ¢ = gy em (Mz(A(p,n)» + ¢, B.)), existe B, € R tal que

(/ \u\rdvg) ’ < |(A(p,n)7 + &) (/ \Vgu|pdvg> T B., (/ |u|pdvg) ’ (/ \u\pdvg) '
M M M M
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é valida para toda funcio u € H"P(M). Em particular, para u., teremos

(A(p,n)? + &) (/ |Vgu€|pdvg> ? + B., (/ |uE|Pdvg) p] (/ |u5|pdvg> ' ;
M M M

n+P

1—-B A
=0 ( / |V ucl? dvg)
A(p,n)7 + &g

para todo € > 0. Uma vez que lir% A. = 0, garantimos que existe ¢ > 0 tal que
e—

1<

isto é,

AE/ |V yuc|Pdv, > ¢ (1.33)
M
para todo £ > 0. Devido a (1.32) e (1.33) segue que

Ml <e (1.34)

£ —

para alguma constante ¢ > 0 e para todo € > 0.

1.3.2 Concentracao L"

Mostraremos um fenomeno de explosdo da sequéncia (u.) em torno do seu ponto de

maximo. Em (1.30), fixado € > 0, temos

/M IV yu. P2V ju. - Vo dvo, < C/Mug_lcp dv, (1.35)

para toda fungao ¢ € H'?(M), ¢ > 0 e para alguma constante ¢ > 0.

Aplicando o método iterativo de Moser para o caso p < n (vide [45]) ou a desigualdade
de Morrey para o caso p > n, garantimos que u. € L*(M) para todo ¢ > 0. Com isso, podemos
aplicar a teoria de regularidade de Tolksdorf [48] para concluir que u. € C'(M) para todo & > 0.

Sendo M compacta, existe x. € M que realiza o ponto de méximo de u,, isto é,
Ue(7e) = || e||oo- (1.36)

Nosso objetivo durante esta subsecao é mostrar a

Afirmacgao 1.2
lim lim nip Ul dvg = 1. (1.37)

o—00 e—0 B(ze;oA p2 )

n+p

Como estamos supondo (B), temos A.”° — 0 quando & — 0.

Iniciamos a prova da Afirmacgao 1.2 com um reescalonamento da funcao u. e da métrica
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g. Para cada x € B(0;0), definimos

n+p

he(z) = g(exp, (Ag”2 x)),
P - (1.38)

3 2

¢e(x) = A" uc(exp, (A" 1))
Com esta mudanga, (1.30) torna-se
-1 » 1 T— e —1 P, 7’L+p r—1
A Ap e +d AL Ju[TPAT @8 + =l = ——¢ em B(0;0). (1.39)
n n

Em (1.39), aplicamos o método iterativo de Moser caso p < n ou a desigualdade de Morrey

para p > n para obtermos

n(n+p)
A7 |ug|[%, = sup ¢f < c/ ol dh. = c/ nip UL dvg < ¢, (1.40)
B(0;2) B(0;0) B

2
) (ze;0AP7 )

onde na ultima desigualdade usamos que ||u.||. = 1 para todo & > 0.

Juntamos (1.40) com o seguinte fato:

2\"P
1= / o dv, < |l / adv, = (HugnooAf) |
M M

2

1< [Jue||AZ” < ¢ (1.41)

e obtemos

para todo £ > 0. Também por (1.40) e (1.41), temos
/ . dhe > ¢ >0 (1.42)
B(0,0)

para todo € > 0.

Via expansao de Cartan, podemos escrever

P dv,

n+p ua

2
/ gpi’ dz < c/ 905 dh. = ¢ B(zg;aAEPp ) <e
B(0;0) B(0;0) S w€ dog

De forma semelhante

/ IVpe|? do < c/ Vi pel? dh. = cAg/ ntp | Vgue|’ dvg <c,

B(0;0) B(0;0) B(a:e;aA?T)

uma vez que A\ A.||Vguc|[r <1 (por (1.32)) e A\-" > A(p,n) (conforme (1.31)). Com as duas
observagoes anteriores e um processo diagonal de Cantor, garantimos que existe p € W1?(R")

tal que . — ¢ em W'llgcp(]R") para alguma subsequéncia de (y.). Assim, para cada o > 0, por
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imersdo compacta e a convergéncia dh. — dz (em medida), temos

" dr = lim " dh. = lim ntp UL dv, < 1.
/B(om 7 ==0JB(00) e e B(ma;oAij y T
Em particular,
p € L"(R™). (1.43)

Introduzimos agora uma fungao de corte. Seja n € C}(R) tal que n =1 em [0,3], n =0
n+p

em [1,00) e 0 <7 < 1. Definimos 7. ,(z) = n((crAeTQ)*ldg(x,xE)) em M. Escolhendo ucn? ,

como funcao teste em (1.30), chegamos a

uln? _dv
)‘51‘46/ |Vgus‘p77§g dvg + )\61145/ |Vgu€‘p72vgu€ . Vg<n§g>ue dv, + BMIEN <
M | M 7 n fM uzdvg
<X TP / uln? . du,. (1.44)
n Sy ’
Afirmamos que
(711_{20 ll_% Aa/ |V9u5|p72vgu5 ' Vg(nga)ué‘ dvg = 0. (145)
M

De fato, gracas a (1.32) e (1.31), temos

Ag/ |V u.Pdv, < Ao < A(p,n) "
M

Além disso, usando que |V 1. ,| < —5 e a desigualdade de Holder, temos

)
cAP

A
D D € D
Ae/ ul|Vyneo|F dv, < c——x np uf dug
M oPA."? B(ze;o0AL" )
P -z
A, . v "
< ¢ T u, dvg ntp 1 dv,
oP AT M B(ze;0 A" )
C
S pr—nmr4+np °
g T

Com os dois fatos anteriores e aplicando novamente a desigualdade de Hélder, temos

< (AE / |vgu5|pdvg) ’ (AE / u§|vg<n§,o>|pdvg)"
M M
C

S pr—nr4+np )’
o pr

’Aa/ |Vgu5|p72vgu€ : Vg(ﬂﬁ,o)ua dvg
M

donde fica estabelecido (1.45), ja que pr — nr + np > 0.



Substituindo (1.31) e (1.45) em (1.44) e por (1.34), temos

N+ p o—o0e—0 N+ p o—o0e—0 fMug dvg

< lim lim u'n? _dv,.
T o—o0e—0 en‘g’a J

Vamos reescrever a desigualdade acima em um formato adequado. Para tanto, segue da defini-

cao da funcao 7., que

'/ uzn?,o d’Ug - / U‘an,o dUg
M M

Agora, por imersao compacta, temos

&
It

€

o _ T rop
lim lim [ w.nl, dvy = lim lim [ w.n?, dvug.
o—00e—0 Jar o—00e—0 Jur

Consequentemente, podemos escrever

oy uETE s dug
lim lim ——p———
n—+po—o00e—=0 fMU€ dvg

noo »
i Oli)rgogl_r)% (A(p,n) Ac /M IVguelPnt , dvg | +

< lim lim urlnt _ dv,.
T o—00e—0 ens,o g

Por outro lado, para k > 0, seja B, > 0 tal que

([ wtain)” <
M

PP d
lim lim (A(pa n) Ae/ |V guclPnt, dvg) +—L lim limw <
M
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< / ntp U, dvg :/ wdhe.
Blae;oA”” \B(ae;(0 AL )/2) B(0,0)\B(0;0/2)

(1.46)

(4 [ rvg<uan@o>\pdvg)% v, ([ i) ] ([ o)

com B, independente de ¢ > 0. Gragas a definicao de A., o uso da desigualdade de Young e

o uso da desigualdade:

(z +y)P < 2P 4 caP 'y + cy® para alguma constante ¢ > 0 e para quaisquer z,y > 0,

temos

(/ uLnL Udvg) ’ <c (Ae/ ui_’dvg> "4
M ’ M

(A )+ ) [<1+n> [ 9o oy et [ u§|vgne,a|pdvg]” ( [ i, d)
M M M

Assim, fazendo € — 0, 0 — oo e por fim k — 0 e usando a hipotese (B) e (1.45), obtemos

tim iy [z vy < i i (Ap) A [ (90, 0, ) 5

n
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o\
« lim lim (fM Ut vg) . (1.47)

oc—00 e—0 fM dvg

Denotamos por

P dv
X = lim lim (A(p,n)AE / ‘vgu€|pngadvg)’ V — L lig 24 =ee® Jurw 20t 5dvg
M

o—00e—0 o—00e—0 fM Ue d’l}g

i [
7= Ju luy | ooy

Observamos que X < 1, pois vimos que A.||V u.|[F < A(p, n)~!. Também, claramente, temos

Y <1e Z < 1. Com estas notagoes, reescremos (1.46) e (1.47) como segue

2 X 4+ LY <7

n-+p n-+p

(1.48)
7 < XYn.

Por (1.42), verificamos que Z > 0. Como Z < XY e X,Y < 1, garantimos também que
X >0eY > 0. Nosso objetivo ¢ mostrar que Z = 1. Via desigualdade de Young, temos

XY nr < Z.
Usando isto e o fato de 7 < XY%, teremos
D p2
1 < XaY ntoro
Como 0 < X, Y < 1, obtemos X =1 e Y = 1. Portanto, retornando a (1.48) concluimos que
Z =1, o que garante (1.37).
1.3.3 Estimativa pontual

Nesta subsegao, estimaremos a velocidade com que a sequéncia (u.) tende a zero pon-

tualmente. Precisamente, iremos provar

Lema 1.1 Eziste uma constante ¢ > 0, independente de £ > 0, tal que
. 1
dy(z, xo)us(z)n < cA?
para todo x € M e € > 0 suficientemente pequeno.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que exista y. € M tal que f.(y.) — +oo quando
e — 0, sendo

fo(@) = dy(2, 2)uc(x) " A

D=
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Como M é compacta, assumiremos sem perda de generalidade que f.(y.) = ||f||oo- Segue de
(1.41) que

Ua(ya) % p(n;rp) p(n;p)
fa(ye) < ( ) dg(xg,y€)||u5||oo" < dg(anya)HuaHoon ,

[Jue]loo

e como f.(y.) — +oo quando € — 0, temos

p(n+p)

dg(z2,ye)||ue]|c™  — 400 quando & — 0. (1.49)

Dados 0 > 0 e € € (0, 1), mostraremos que

p(n+p)

B<y€; 5dg('r€7y€>> N B('r€; O-HUEH;OO(?\Q/[) ) = (Z) (150)

para € > 0 suficientemente pequeno.
Este fato seguira de

p(n+p)

dg(ve,ye) > 0||u5||;, " + edy(ze, ye)

para € > 0 suficientemente pequeno e o > 0 fixado. De fato, notamos que

_ p(n+p) p(n+p)

o
dg(xeaya) > 0[]0 " +Edg(x€,y5) — dg(xmya)HuaHoonQ = 1—¢ 20

p(n+p)
Como dgy(ze, y:)||ue||"> — 400 quando € — 0, a tltima desigualdade acima é claramente

satisfeita e, portanto, (1.50) esta provado.

Afirmamos agora que existe uma constante ¢ > 0 tal que

us(z) < cus(ye) (1.51)

para todo © € B(y.;edy(z.,y.)) e € > 0 suficientemente pequeno. De fato, notamos que para

cada © € B(ye;edgy(xe,y:)), temos

dy(x,22) > dy(2e,ye) — dy(2,y:) > (1 — €)dy(22, ye).

Com isso,

1

1
P

dg(yeaxa)ue(ye)zA;E = fe(ya) > fs(x) = dg(xaxe)ua(x)%AE% > (1 - €)d9(y€,l‘5)u5(l‘)%A€ 7,

e assim

1—¢

ua(z) < ( ! )Z%(%).

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, garantimos (1.51).
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1
Sabemos que d, (2., y.)u.(y.)n Ac * — +oo quando £ — 0. Dai
b L
us(y.) " »AZ — 0 quando € — 0,

pois M é compacta. Desse modo, faz sentido definirmos o seguinte reescalonamento:

1

he(z) = glexp,, (AZue(y.) nx)), (1.52)

1

Ye(x) = UE(%)ilua(eXpyE (Aa;uts(%)igx))

para todo x € B(0;2).

A mudanca em (1.52) permite-nos escrever (1.30) como segue
— » T— -7, p— - -7, p— n+ r—
Ag lAp,hJ/’a +d:AZ HU’EHp Pue (ye )PP L+ %H%prue(ya)p YL t= Tp e "em B(0;2). (1.53)

Em particular,

/ Voo [PV the - Vi dh. < / 14 dh
B(0;2) B(0;2)

para toda funcio teste ¢ € CL(B(0,2)) com ¢ > 0. Com isso, observamos que

.1
2

n 2\ —1
)% dvp, =c <Aap us(ya)p"> /B 1 u:f; dvg <

T
1gsupw55c/ b
B(0 (Ye;3 A2 ue(ye)™ ™)

B(0;%)

p?
u n
()T r
ue(ys) B(QS?%AEP ue(ye) ™M)
onde aplicamos o método iterativo de Moser se p < n ou a desigualdade de Morrey caso p > n e

também (1.41). Logo, chegamos a

P2
0<c<ma / 1 ) ug dvg, (1.54)
B(yg;%AepuE(yg)_ﬁ)

ya
n

1
Observamos que B(ye; %Aé’ Ue(ys) " n) C B(ye;ed(xe,y:)) para € > 0 suficientemente pequeno.

Esta inclusao decorre diretamente da hipotese de contradicdo. Afirmamos que

/ 1 , ut dug =0 (1.55)
B(ye;5 A2 ue(ye) ™)

quando ¢ — 0. De fato, em vista da inclusao anterior e (1.50), temos

OS/ 1 o, ucdyg g/ ucdvg < 1—/ _p(tp) uzdvg.
B(ye; A ue(ye) ™) B(yesedg(we,ye)) B(ze,ol|uelloo ™ )
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p(n+p) n_2p

Via (1.41), para todo o > 0, temos B(z.,0|uc|loc ™ ) D B(xe,2A" ), em que ¢ > 0 ¢ uma

T T
0 g/ 1 , Ucdug < 1—/ ntp uzdvg,
B(ye; A ue(ye) ™ ™) B(ze;ZAP" )

donde obtemos (1.55) fazendo € — 0, 0 — +o00 e usando a Afirmacao 1.2. Logo, por (1.54), temos

constante. Assim,

lim m, = +o0.
e—0

Nosso objetivo consistird em encontrar uma contradi¢do com (1.54). Inicialmente, de (1.41) e
(1.51), obtemos

2 2 2
2 1 2

b - 1 - 1
me / ug dvg < cme” ||u€||2°°(Ds)(Ag ue(?/i—:)_%)n < eme ue(ye)" (AE us(ys)_%)n <e¢ (1.56)
1 P
em que D, = B(ye; A ue(ye) 7).
Introduzimos uma funcio de corte n € C}(R) que satisfaz n = 1 em [0, 3], n =0 em [1,+00) e
1

0 < n < 1. Definimos n.(z) = n(Ae_;ue(ye)%dg(x,xe)). Aplicando u.nf como fungio teste em (1.30),

encontramos

A;lAE /M |V guc|Pnt dvg + )\glpAe /M |Vgu€|p72u€ngflvgu€ - Vgne dvg + d.A? el P /M uln? dvg+

g

P Jog uEnE n—i—p/ r
——F——dv, = dvg. 1.57
* n [y, ubdvg " n Mu,g??f o (57

Via desigualdades de Holder e Young, obtemos

‘/ |V gue|P P~ u oV gne do, <5/ |V gue|Pnt dvg—i—c(é)/ |V gne|Pul dog (1.58)
M

com § > 0. Além disso, temos

2

_1 _p-
Ae/ |V gne|Pul dvg < cA-(Ae ”ue(ye)%)p/ u? dvg < cue(yg) +p(A”u€(y€) p)" < cme B , (1.59)
M D

onde utilizamos (1.41), D. C B(y.;edg(ze,ve)), (1.51) e a definicao de m..

Gragas as desigualdades (1.56), (1.58) e (1.59) substituidas em (1.57), determinamos a seguinte
estimativa:

p2

T d p*
AE/ IV yue [P dvg + cd. AZ HuEHZ”/ uPr? dvg + e dvy (1.60)
M M fM £dvy

A desigualdade de Moser Riemanniana (1.18) produz

y

/ 1 , U dvg < / (uen®)" dvg < c </ |V gue|Pnt dvg> < (uem?)? dvg> s

B(yes3 AL ue(ye)™m) M

c (/ |V gne|Pul dvg) </ (uen?)P dvg> "te (/ (uen?)P dvg) </ uen? )P dvg) " (1.61)
M M M M

5]
]
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Devido a (1.59), (1.60) e usando a defini¢do de A., podemos estimar cada parcela do membro direito

de (1.61) como segue

P D p % P fM u{;ng d’Ug % *ﬁ(lJFE)
/Mlvgue| nE dvg /M(ueﬁ?) dvg | < Ac /MIVguel 1E dvg ke, <ceme T

S

P
(fM ugng dvg) "< cmfﬁ(H%),

/ [V gnelPul dvy / (uenf)P dvyg < AE/ |V gnePul dv, D > €
M M M fM Ue dvg

Acrescentando a estas duas estimativas, iremos estimar a parcela

([ ey any) ([ ey aw,)”

Aa/ ubdvy, — 0 quando € — 0,
M

A hipotese (B) fornece

e sendo 7 < p, garantimos que

T—p

. -
AT (|57 = <A€/Mugdvg) 7 >0

para todo € > 0. Com isso, (1.60) e como d. > ]M\_%, chegamos a,

» P L 2
n d n _ Db ya
/w¢vmt/w@w% s&/@%mrﬁyﬁﬁ < emg 0T,
M M M fM uadvg

Estas trés ultimas estimativas substituidas em (1.61) resultam em

_p_ 1+2
/ 1 ) ugdvggcman( "),
B(ye; 3 AL us(ye) ™)
isto &,

P> P

n 2
me / 1 , ul dvg < cme ™.

B(Z/E?%Asp ue(ys) ™)

Como m. — 400, temos

2

p_

me" / 1 , Uz dvg — 0
B(ye;2 AP uc(ye)®)

quando € — 0, o que contradiz (1.54). Isto prova o Lema 1.1. n

1.3.4 O argumento final

Nesta subsegdo, mostraremos que (B.) é limitada. Realizaremos varias estimativas
usando a estimativa pontual da sequéncia (u.). Dada a invariincia escalar do problema, assu-

miremos que o raio de injetividade de M é maior do que 1.
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Sejan € C}(R) uma fungao de corte como definida nas duas tltimas subsegdes. Definimos
ne(x) = n(dy(x, x.)). Via desigualdade (Mg(A(p,n))), obtemos

/B(O;l) uz(exp,, (7)) (exp,, (7)) do < Alp,n) (/B |V (ue(exp, (2))ne (exp,, (2)))[” d$) X

(051)

33

([ L wlesp, (a)elexe, () i)

Expandindo a métrica g em coordenadas normais em torno de z., localmente temos

(1 —edy(z,2.)?) dvy < do < (1 + edy(z, 2.)?) do, (1.62)

|V (ue(exp,, (@))ne (exp, ) (@) P < [Vg(uene) P(1+ edy(z, z.)%). (1.63)

Usando estas expansoes, iremos obter

/ u(exp, () (expy, (2)) d <
B(0;1)

1y UEn? dx
< <A€A(p, n)/ Vg (uene)[” dvg+CAs/ |Vg(u€n€)\pdg(:c,x€)2 dvg) (IB(OJ)—
M M

Joy uE dvg
(1.64)
Por outro lado, usando (1.32) e (1.31), obtemos
P
A(p,n) Ae/ |V uelP dvy, <1 —d. Ae/ u? dv,
M M
Com este fato juntamente com a desigualdade
(Vg (uene) [P < |V gue[Pn + C‘nsvgus‘pil‘uevgne‘ + clueVynel?
e a defini¢do de 7., reescrevemos (1.64) como abaixo:
P
[ e, @rle,, () dr < [1 —d, (As [ dvg> "
B(0;1) M
1 ul(exp, (z))nf(exp,. (z)) dz "
+cF; + cG. —i—cAE/ u? dog fB(O’l) ol a 1))) a (@) , (1.65)
B(ae)\B(ze:}) Jag v dvg
onde
F. = AE/ |Vgu€|p77§dg(x,x€)2 dvy
M
e

G, = Ae/ |Vgu€|p7177§71u€|vg17€| dvg.
M
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Vamos estimar F; e G.. Comecaremos por G.. Utilizando a defini¢ao de 7. e aplicando as desigualdades

de Holder e Young, encontramos

Ge <k As/ |V guelPnPdy (z, x2) dvg + c(k) A. uldvy <
M B(xei1)\B(ze;3)

<k F. + c(k)A; uldvy, (1.66)
B(ze;1)

em que 0 < k < 1. Como veremos, a estimativa da expressao

A, /M |Vgu€|p7177§u€dg(x,x€) dvg

serd util para estimarmos F.. Faremos isso agora considerando dois casos possiveis:
(i) 1 < p < 2: usamos as desigualdades de Holder e Young para obter

p—1

1
p_ i v
A; /M IV uelP ™ nPucdy(z, z2) dvg < (Ae/ |Vgu€|pn§dg(x,x€)P1dvg> <A6 /M ué’ngdvg>

B(ze;1)

< KF. + ¢(k)A; / ulduy. (1.67)
B(ze,1)

(ii) para p > 2, aplicamos as desigualdades de Holder e Young e usamos o fato de que

Aa/ |V guelPdvg < c
M

para ficarmos com

P —2
Ae/ |V ueP ™ nPucdy (z, 22) dvg < Ae/ né |Vgu€|§dg(x,xe)u€|Vgu€|PTdvg <
M M

1 2 p—2
2
< A </ 775|Vgu€|l’dg(x,x€)2dvg> [(/ ugdvg>P </ |Vgu€|Pdvg> b ] <
M M M

2

< kE. + c(k) <A€ /M u{;dvg> " (1.68)

=

Escolhendo uedgné’ como fungao teste em (1.30), obtemos

E. < c/ uldy(x,z:)* dvg + cAa/ |V gue P nPucdy(, x2) dvg + cG-.
B(ze;1) M

Assim, por (1.66) e (1.67), temos

F. < c/ uldy(r,z:)* dvg + C(H)Ae/ uldv, (1.69)
B(ze;1) B(ze;1)
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para 1 < p < 2. No caso em que p > 2, usamos (1.66) e (1.68) e produzimos

F. < c/ uldy(z,z:)* dvg + c(k) <A€/ ugdvg) " (1.70)
B(ze;1) M

Agora, usando (1.62) segue que

/ L (exp,, (@) (exp,. (2) do > / ulnl dvg — ¢ / untdy (e, )’ dug >
B(0;1) M M

>1-c / oL dv, — ¢ / Wl dg(, 72)? dv,
M\B(z¢31) M

(fB(O;l) ug (exp,, (2))nE (exp,, (x)) dm) <fM ugnt dvg + ch ulntdy(x, xe)? dvg> "

Jar ug dvg foy uE dug

<fM ubnf dvg) N ch ubnfdy(x, z2)* dv, <lte Joy uEnEdg(x, z:)? dvy
Jay u? dug Joy u€ dvg Jay u? dug '
em que na peniltima desigualdade acima utilizamos o teorema do valor médio. Novamente utilizamos

u:nfdy(z,z.)? como fungdo teste em (1.30) para obter

Joy ubntdg(, z:)? dvy <o
fM u? dvg

/ ulnPdy (e, x)dvy + cFr.
B(we;1)

As trés ultimas estimativas juntamente com (1.66) aplicadas em (1.65) fornecem

ds <Ae/ ug dvg)p <
M

< cAs/ uldvg + cF, + c/ ulnfdy(z,x.)? dv, + c/ ug dvg. (1.71)
M M M\B(ze;1)

Vamos analisar duas situagoes:

(iii) suponhamos 1 < p < 2. Gragas a estimativa pontual (Lema 1.1) e a defini¢gao de r, encontramos

/ ugngdg(x,xa)2dvg S/ ul Pdgy(z, z.)Pubdu, ScAa/ uldv,
M M M

/ uzdvg g/ ul Pdgy(z, z.)Puldu, gcAE/ uldv,.
M\B(ze31) M M

(iv) consideramos agora p > 2. Usamos novamente o Lema 1.1 e a desigualdade de Holder para
garantir

2 2 2(r—p) 9 r(p—2)+2p
/M ugnfdy(z, xe) dvg < /M uzdg(w, ze) dvg = /M ue ¥ odg(x,x)*ue T dug <

p

2 r(p=2)+2p 2 2 p=2 2
< cAZ / ue 7 dvg < cAf </ ul dvg) </ uL dvg> =c (AE/ u’;dvg>
M M M M
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IS

/ usdvg < / uldy(r,z:)*dvy < c (Ae/ ugdvg> ’
M\B(z¢;1) M M

Finalmente, se 1 < p < 2, entdo

p—T
. B. — o
‘M’n<BE—’y€<€7%:dESC<A5/ uﬁ.’dvg> ’ , (1.72)
Ce M
onde usamos a defini¢do de () e substituimos (1.69) e (iii) em (1.71). Agora, quando p > 2, aplicamos

(1.70) e (iv) em (1.71) para ficarmos com

2—1

M| <d. <c (Ae /M uP dvg> o (1.73)

Vamos analisar (1.72) e (1.73). Observamos que se 7 < min{2,p}, teremos uma contradi¢io
quando £ — 0. Entao, a hipotese (B) nao ocorre, o que implica que (A) é verificada e, como j& vimos
nesta situacdo, B < +oo. Quando 7 = min{2, p}, entdo a limitagdo de (d.) segue de (1.72) ou (1.73)

e, portanto, (B;) é limitada. Disto, B < +00, encerrando a demonstragdo do Teorema 1.1.

1.3.5 Existéncia de funcao extremal

Nesta subsecao, provaremos o Teorema 1.2, isto é, com as mesmas hip6teses sobre a variedade
Riemanniana (M, g) do Teorema 1.1 e considerando 1 < 7 < min{2, p}, entao (MR(A(p,n)g,ngt))

admite funcao extremal e B,,; = B.

Lembramos da demonstragdo do Teorema 1.1 que B > |M ]_%. Primeiramente, se tivermos
B =|M \_%, entdo, por um calculo direto, verificamos que as fungdes constantes sao extremais para,
(MR(A(p,n)%,B)). Suponhamos B > |M|~#. Desse modo, a condicio (C.2) (vide pagina 29) é
satisfeita. Usando o mesmo raciocinio introduzido na subsegao 1.3.1, obtemos uma sequéncia (u:) que
satisfaz (1.72) ou (1.73). Como por hip6tese 7 < min{2, p}, garantimos que a condi¢do (A) ocorre, ou
seja,

lim A; > 0.
e—0

Em seguida, tomando u. como func¢ao teste em (1.30) e usando o fato anterior, obtemos

/ IV uelP dvg + (/ uP dvg>P <c
M M

para todo £ > 0. Disto, (uc) ¢ limitada em H“P(M). Logo, existe ug € H'P(M) tal que, a menos de
subsequéncia, u. — ug em HYP(M). Como ||u.||, = 1 para todo € > 0 e por imersdo compacta, temos

[|uo]|» = 1, mostrando que ug é uma funcdo nao nula. Novamente por (1.30), temos
/ IV guelP 2V guVgh dog < c / ul"th dv,
M M

para toda funcao teste h > 0. Entao, segue do método iterativo de Moser (se p < n) ou da desigualdade
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de Morrey (caso p > n) que

sup ues < c¢
zeM

para todo ¢ > 0. Visto que u. € L (M), podemos aplicar a teoria de regularidade de Tolksdorf para

concluir que u. — ug in CY(M).

A funcao v. (como definida na subsecao 1.3.1) satisfaz

(/M o dvg>% > |A(p,n)> (/M IV e dvgf + (B. —72) (/M WP dvg> %] </M WP dvg> "

uma vez que G.(v:) > A(p,n)i e c: < 1. Sendo u; = H:ﬁ’ temos

A(p,n)* (/M IV P dvg); +(B. =) (/M . dvg> ;] (/M u? dvg> "

Aplicando o limite com £ — 0 nesta tltima desigualdade, encontramos

A(p,n)% </ |V guo|P dvg)p +B </ ub) dvg>p] </ ub) dvg> ' ,
M M M

demonstrando que up ¢ uma funcao extremal para (Mpg(A(p, n)%,B)) e B= Byp.

1>

1>




Capitulo 2

DESIGUALDADE DE p-ENTROPIA
RIEMANNIANA OTIMA

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e de dimensao n > 2.
Consideramos p > 1 e um parametro 7 € R satisfazendo 1 < 7 < p. Nosso primeiro objetivo durante

este capitulo serd mostrar que existem constantes A e B positivas tais que a desigualdade de p-entropia:

A (/ IV ul? dvg> "+B
M

¢ valida para toda fungio u € H'P(M) com ||ul|, = 1.

| 1ultog((uP) du, < 1o (L(AB)

O nosso ponto de partida é baseado na validade da desigualdade de Nash Riemanniana dtima

[17] que estabelece o seguinte: para toda funcio u € HP(M),

( / \urpdvg> " [N(p, %)

n(p—qx)
qkp—qrn+np’ Tk

desigualdade e B(p, qx) é a sequnda constante étima.

T(1=0)

(/M !Vgu\pdvgf + B(p, qr) (/M ’u‘pdvg> il (/M !u\qkdvg> 1t

(2.1)

=p— %, k € N, N(p, qk)% é a primeira constante étima desta

(SRR

é valida, em que 0, =

Veremos que (L(A,B)) sera obtida a partir da desigualdade de Nash Riemanniana 6tima. O
ponto chave consistird em estudar o comportamento das constantes 6timas N (p, qx) e B(p, qx) quando

fazemos k — +oo. Na subsecdo 2.1, verificaremos que

lim N =
Jim N(p,qx) = Ao(p),
onde Ay(p) é a constante dtima Euclidiana da desigualdade de entropia:
/ lulP log(|ulP) dz < Zlog <.Ao(p)/ VP dx)
R" p R™

valida para toda fungio u € WHP(R™) com ||ul|, = 1.

O argumento delicado abrangerd o estudo do comportamento de B(p,qx) quando k — +oc.
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Mais precisamente, iremos mostrar que, a menos de subsequéncia, teremos
B(p) := lim B(p,q) < +o0,
k——+o00
isto é, provaremos o

Teorema 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e com dimensao

n > 2. Consideremos 1 < 7 < min{2,p} e B(p,qx) como em (2.1). Para qualquer p > 1, B(p) < +oc.
A partir deste teorema, obtemos o

Corolario 2.1 A desigualdade de p-entropia Riemanniana

[ TP tog(ui®) duy < " 1og [Ao<p>%( [ b dn,)” + 50)
M T M

é vdlida para toda fungio u € HYP(M) que satisfaz ||ul|, = 1.
Gracas ao Corolario 2.1, podemos definir

Definicao 2.1 A primeira constante étima Riemanniana de p-entropia ¢
A(p,7) = inf{A € R; eziste B € R com (L(A, B)) vdlida}.

Definigao 2.2 A primeira desigualdade de p-entropia Riemanniana étima afirma que eziste
B € R tal que para toda uw € HYP(M) com ||ul|, = 1:

/ lulP log(|uf?) dv, < 2log [A(p, T) </ |V gul? dvg> "4iB
M T M

¢ vdlida.
Observagoes 2.1  (a) A(p,7) < Ao(p)%;

(b) Em principio, pode nao existir B.
Em caso da desigualdade acima ser verdadeira, faz sentido considerarmos a

Definigcao 2.3 A segunda constante étima Riemanniana de p-entropia é
B(p,7) =inf{B € R: (L(A(p, ), B)) € vdlida}.

Definigao 2.4 A segunda desigualdade de p-entropia Riemanniana otima estabelece que

/ [l log([uf?) du, < 2 log [A@,T) ( / Vgl dvg>"+6<p,7>
M T M

é vdlida para toda fungio u € HYP(M) com ||ull, = 1.

A validade da segunda desigualdade de p-entropia Riemanniana é obtida no
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Teorema 2.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e com dimensdo
n > 2. Consideremos p > 1 e 1 < 7 < min{2,p}. Entao a sequnda desigualdade de p-entropia

Riemanniana étima € vdlida. Além disso, A(p,T) = .Ao(p)%.

Definicdo 2.5 Uma fungio ug € HYP(M) com ||ug|l, = 1 € dita uma funcdo extremal quando

n . :
/ fuol? log(fuol?) du, = ™ log [Ao(p)”< / 1V gu0f? dvg) + B(p, )
M T M

Na secao 2.4, mostraremos a existéncia de funcao extremal para a desigualdade de p-entropia

Riemanniana 6tima, isto é, provaremos o

Teorema 2.3 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e com dimen-
sio n > 2. Consideremos p > 1 e 1 < 7 < min{2,p} ou 7 = p < 2. FEntio a desigualdade
(L(Ao(p)%,B(p, 7))) admite fungao extremal e B(p,7) = B(p).

Finalizaremos este capitulo apresentando uma aplicacdo do Teorema 2.2. Verificaremos que

o semigrupo associado ao problema

{ up = Ap(up_il) em que (z,t) € M x (0,+00),
u(-,O) =f

para algum dado inicial f € L*(M), f > 0 & hipercontrativo.

2.1 Relacao entre as primeiras constantes 6timas Fuclidi-

anas de Nash e de entropia

A desigualdade de Nash Fuclidiana dtima estabelece que

1 p(1-6y)
0y O ag
(/ |ul? dx> < N(p, qx) (/ |VulP dm) (/ |u|?* dx>
é valida para toda funcdo u € C°(R"™) com 0y = %, qGx =P — % >1, ke NeN(p,qr) éa

constante dtima desta desigualdade.

Por outro lado, como ja mencionamos, Ag(p) é a constante 6tima Euclidiana da desigualdade

de entropia:

/ |ulP log(|ul?) dx < D 1og <.Ao(p)/ |Vul? dw)
R~ p R

valida para toda fungdo u € WHP(R™) com ||ul|, = 1.

Estas constantes estao intimamente relacionadas pela seguinte
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Proposicao 2.1 Parap >1eq. > 1, vale

kgrfoo N(p,qx) = Ao(p).

Demonstragao: Primeiro, mostramos que (N (p, gx)) ¢ mon6tona nao decrescente em k € N para cada

p > 1 fixado, isto é, mostraremos que dados k1, k2 € N com k; < ko, temos N (p, qx,) < N(p, gk, )-

De fato, seja u € C2°(R™). Via desigualdade de interpolacao (g, < qx, < p):

1 B 1—p
</ |92 dm) "< </ |91 dm) " </ Jul? dx) ’ (2.2)
n n Rn
com - = u
ng qkl p
Por outro lado, temos
1 P(179k2)
6 2
([ 1 ao)™ < Neau) ([ 197 de) ([ ums ae) ™ 2.3
de 0,. = n(p—qu)
onae vk, = Qky (p—n)+np”
Juntamos (2.2) com (2.3) para produzir
1-6, u P=6ky)

1+p Oy o T
(/ |u|P dm) < N(p, qk,) (/ |VulP dx) </ |u| %1 dx)
n R® RN
1-6,,  1-6;,

=7, . Assim,

Porém, p 7
2

p(1-0g,)

1
</ |ul? dx) "< N i) </ [Vul? dx) </ |u| % dw> O (2.4)

para toda funcdo u € C°(R"™).

Da defini¢ao de N(p, gx, ) aplicada em (2.4), encontramos

NP, qx,) < NP, qr,),

como queriamos.

Agora, vamos provar que N(p,qr) < Ao(p) para todo k € N. Fixamos u € C°(R") tal que

||u|[, = 1. Da desigualdade de Jensen, temos

—log </ || 7% dw> = —log </ |u| 9% 7P| ulP dw> <
R™ R™

< / —log(|ul ) uf? dz = P—& / log(|ul?)ul? dx. (2.5)
R™ p R™
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Unindo (2.5) com a desigualdade

/ |ul? log(|ul?) dz < i log (Ao(p)/ |VulP dac) ,
R" b R~

obtemos
__
n(p—qy)
(/ |28 dm) < Ao(p)/ IVulP da.
n R’VL
Mas p(elk_qi’“) = n(pfqu). Com isso, e usando que [|u||, = 1, encontramos

</n |ul? dw) " < Ao(p) (/Rn [VulP dm) (/Rn |2 dm) o : (2.6)

Por um argumento de homogeneidade, provamos que a desigualdade (2.6) ocorre para toda fungao
u € C°(R™). Segue da definicao de N(p, qr) que

N(p,qx) < Ap(p) para todo k € N. (2.7)

Uma vez que (N (p,qx)) ¢ monotona limitada, denotamos

lim N(p,qr) = A(p) < +o0.

k——4o00

Por (2.7), temos A(p) < Ay(p). Resta mostrar que A(p) > Ao(p).
Na desigualdade 6tima Euclidiana de Nash:

a1 p(1=0)
0y, %Ok
(/ |ulP dw> < N(p,qx) (/R |VulP dac) (/R |u|?* dw>

valida para toda funcao u € C°(R™), tomamos a funcao logaritmica em ambos os membros para obter

1
1 U Vullb\ »
g (122 g (3 205

O HUH% H ‘ qk

Usando a definicao de 6y, e fazendo k& — +o0, chegamos a

2 1 PN 3
P fim log (,Huup > <log <A(p) Hvu!p) " (2.8)

N k—+oo P — qp [t g, [l [p

Devemos solucionar a forma indeterminada que aparece no membro esquerdo de (2.8). Primeiro vemos

que

[l 1 Qe — P
log ( L) = = [log(|ul[B) — log(]|ul|#)] + = log(]|ullg, )-
lullg /P P

Em seguida, ao aplicarmos o teorema do valor médio duas vezes, obtemos

) 1 [|ul| 1 1
lim mg( R ———/ [P log(ul) dz — log(|[ull,) )
e o a0 8 Ulally ) = 2 Ul e »
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Observamos agora que

1 / Juf? [
[ul” log(Jul) dar — og(lull,) = / log ( dz,
[all} Jen )= S Tl %8 \ Tl

2
1 P
P lim log ( Hqu> = B/ [ 5 log< [l > dz.
N k—toop — gk [|ullqy n Jge |ullp [[ullp

Portanto, retornando a (2.8), ficamos com

|uf? ( |u|”> n ( [Vullp
log dz < —log [ A(p) (2.9)
/R” [Jullp [lullp p [Jullp

para toda fungdo u € C°(R™). Por densidade, a desigualdade em (2.9) é vélida para toda fungao

donde

u € WHP(R™). Em particular, para toda fungao u € WHP(R™) com ||ul|, = 1, temos

/ |ulP log(|ulP) dz < Zlog (A(p)/ VP dx) .
Rn p Rn

Decorre da definigao de Ag(p) que A(p) > Ag(p), concluindo que

lim N(p,qx) = Ao(p).

k——4o00

2.2 Limitacao da segunda constante 6tima de Nash

Nesta segdo, provaremos o Teorema 2.1 garantindo que B(p) < +o0o. Para facilitar a compre-

ensao da demonstracao, iremos dividi-la nas quatro subsecoes descritas abaixo:

- na subsegdo 2.2.1, obtemos uma sequéncia (ug) que satisfaz uma equagdo de Euler-Lagrange

associada a desigualdade de Nash Riemanniana 6tima;
- na subsegao 2.2.2, estudamos um fenomeno de explosdao que ocorre para (ug);
- na subsecao 2.2.3, estimamos a velocidade com esta sequéncia converge para zero pontualmente;

- na subsegdo 2.2.4, apresentamos o argumento final para a limitacdo de (B(p, qx)).

Demonstracao do Teorema 2.1:

2.2.1 Equacao de Euler-Lagrange associada a desigualdade de Nash
6tima

Sabemos que as fun¢oes constantes nio nulas pertencem ao espaco HP(M). Assim, podemos

substitui-las em (2.1) e iremos obter
B(p,ax) > [M|5. (2.10)
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Com isso, duas possibilidades podem ocorrer:

(C.1) B(p) = |M|™= ou

(C.2) B(p) > |M|~.

Se (C.1) ocorrer, entao B(p) < +0oo e o Teorema 2.1 esta provado.

Suponhamos (C.2). Entéo, existe uma sequéncia () de nameros reais positivos satisfazendo

B(p,qr) — vk > |M|™% com 4, — 0 quando k — +oo.

Seja H = {u € H'?(M); / [ulP dvg = 1}. Para cada k € N, definimos I, : H"?(M) — R,
M
pondo

T(l—@k)
a0k

Tu(w) = [N@, 0? ([ 19, dvg); + (B, ax) - w] (/[ e ao, )

Pela definicao de B(p, qx), existe ug € H tal que I(ug) < 1. Considere
i = inf I 1.
= e ) <

Seja (up,) C H tal que Ii(uy,) — i quando m — 4o00. Escolhemos o > 1 satisfazendo i < oij < 1.
Assim, para m suficientemente grande, temos Iy (u,,) < oi. Este fato combinado com a desigualdade

de Nash Riemanniana o6tima aplicada a funcao u,, € H resulta em

T . T P
(N(pa0)F — 0i N(p, ) 3) < / ¥t ? dvg) <
M

Como N (p, qk)% — oixN(p, qk)% > 0, temos (u,) limitada em H'P(M). Logo, existe @i, € HYP(M)

tal que u,, — ux, a menos de subsequéncia. Da imersao compacta, temos
U, — U em LP(M) N L% (M)

quando m — +oo. Em particular, 1 = ||uy||, — ||@k||p. Disto, @ € H. Das propriedades do limite

inferior, obtemos
m m
ou seja, Iy (ax) < ig. Ja sabiamos que iy < Ij(ty). Portanto,

ix = Iy ().

Notando que Vg|ug| = £V i em quase todo ponto, podemos assumir @, > 0. Provaremos

agora que

/M ‘Vgﬂk‘p d?}g 7& 0.
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1
Suponhamos, por absurdo, que 4, ¢ constante. Sendo ||ug||, = 1, entdo 4y = |M| ». Lembrando que

1 > i, teremos
1> (B(p, qr) — W) |M|» = Ii(iig,).

Porém, isto contradiz com o fato de B(p,qr) — % > |M|™# (dada nossa escolha de (7;)). Entéo, iy
nao é constante.
Faz sentido definirmos ~
Uk

=1 =0
Vgl

Vi —

Sabendo que iy = I (@) e que ||ak||, = 1 para todo k € N, verificamos que vy, satisfaz

‘r(179k)

i (o)™ - [N(p, 0% + (B =) ([ o oy ’:] ([t aey)

Usamos agora que i, > 0 (uma vez que Ii(ux) = i e Uy ndo é constante) para obter

T T _T(1-6) z
0 0 B —
p’ qK)® / (o P dv, POy / o[ dog w0 (p, Qk‘) Tk / o |? dvg p.
M 23 M

Finalmente, definimos o espaco E = {u € HY(M); ||[Vqul|, = 1} e, para cada k € N,

consideramos o funcional J;, : H*P(M) — R dado por

T(1-0)

05, Y »
Jp(u) = </ JulP dvg>p * (/ ] ¢ dvg> o (/ P dvg> "
M M M
B —
em que Oy = 2P %) =Wk
Uk
: - NP, ar)? -
Como iy < Ip(u) para toda fungdo u € H, segue que Ji(u) < ————"— para toda funcao
ik
N
u € E. Além disso, J, € Ct, vp € E e Jp(vg) = M Logo,
ik
v = sup Ji(u) = Jp(vx) > N(p, qr) 7, (2.11)
uek
ja que i < 1. Com isso, vy, satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange
T T(1-6y) ‘r(l Qk)
1 7 — —1 — O Gk g 1
g 1ol lowllan Ve~ ” ol loellg ol = ol [P = vy gun
(2.12)
em M, onde A, , = —divy(]V,4[P72V,) ¢ o operador p-Laplaciano na métrica g.

Vamos simplificar (2.12). Escolhemos uy como

Uk

U = > 0.

[|vg|lp
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Reescrevemos (2.12) em termos de uj como segue

16,

o _ 1
A L ARD, gug + CRAZ Wl |Jug || uds ™" = ok Yem M, (2.13)
k

onde
P (p=)(1-0)

_ ak %k — -1 O T—p
Ay = M\uk\ dvg e A = vy [|ulg, vkl -
Uma consequéncia importante da equagao de Euler-Lagrange é
At > N(p,gr). (2.14)

Para provar (2.14), primeiramente usamos v como funcao teste em (2.12) para chegarmos a

- _T(l—@k)

0y [
Vi < ||vkllp" [lvellg, ™

Com isso, (2.11) e notando que 7 < p, obtemos

(r=p)(A—0y) (r—p)(1—6y)

1 ] 0 1 o _7(1;9k) " -2 1
Me=v Nvellp ™ Mvkllge 7 okl = v | Hvellp® Nvllg, ™ <v, T <N(p,q) ",

o que prova (2.14).
Como g < p, via desigualdade de Holder, existe C' > 0 tal que
0 < A < C para todo k € N.
Assim, a menos de subsequéncia, duas situacoes sao possiveis:
(A) lim A >0ou

k——+o0

(B) klim A, =0.

——+o00

Suponhamos que (A) ocorra. Mostraremos que nesta situagao (B(p,qx)) é limitada. De fato,

ao tomamos uy como fungao teste em (2.13) obtemos
N ARV gul B+ CRA =1 = CLA <1
para todo k € N. Logo, (Cf) é limitada. J4 que podemos escrever
B(p, k) = ixCr + Vi,
garantimos que (B(p, qx)) é também limitada. Portanto,

lim B(p,qx) = B(p) < +oo.
k—+00

Dedicamos as proximas trés subsegoes para provar a limitagdo de (B(p,qx)) assumindo que

(B) ocorre. Antes disso, gracas ao método iterativo de Moser [45] caso p < n ou a desigualdade de
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Morrey se p > n, teremos ug € L (M). Com isso e da teoria de regularidade de Tolksdorf [48], temos
ur € C1(M). O que observaremos agora é que a sequéncia (uy) explode em L% (M). Precisamente,

mostraremos que

k|l AF > 1. (2.15)

De fato,

L= lhuellp = [ el e oy < a2 [ do,
M M
Usando a defini¢ao de A, segue que
P~k
1< [ldleaf’ ]

o que demonstra (2.15).

2.2.2 Concentracao L*

Nesta subse¢do, mostraremos que a sequéncia (uj) concentra-se em torno do seu ponto de

méximo. Vimos que uy € C(M). Consideramos x; € M o ponto que realiza o méximo de uy, isto &,
ug(w) = [[u||oo-

Nosso proposito durante esta subsecao é estabelecer o

Lema 2.1 lim lim

1 uz dvg = 1.
o—+00 k—+00 B(xk,UA;f)

Prova do Lema 2.1: Seja o > 0. Para cada « € B(0;0), definimos

hi(x) = g(e;pg% (Af2)), . (2.16)
or(r) = A up(exp,, (A] 2)).

Com este reescalonamento, a equagao de Euler-Lagrange (2.13), localmente, torna-se

1—=0k g1 1 pa
= — B(0;0). 2.17
Ot = Lot em B(0:0) 217

N A ok + CrLAL wﬁ_l +

Usando o teorema do valor médio e a definicdo de 6y, temos

_ I p1 Pgx — Ngp +np -
A Ap ok + CRAL QT = v log(er) + ¢ " em B(0;0), (2.18)

em que py € (g — 1,p —1).

Considere € > 0. Como ¢}* log(¢}) < <p£_1+8, segue de (2.18) que

_ Z o —NQr +nNp ,— —
N Ao+ CpAf gyt < PEEZI IR R 4 o8 em B(030), (2.19)

no sentido fraco e para fungoes testes nao negativas. Usando que cpzk_l < <p£_1+8 + 1 juntamente
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2
com a escolha: 0 < e < %, inferimos do método iterativo de Moser para p < n ou a desigualdade de

Morrey caso p > n que

o P
(A;;’Q ||uk||oo> = sup ¢ < CU/ ©h dhy, = co/ 1 uh dug < ¢,
B(050) B(0;20) B(z;20AF)

em que ¢, nao depende de k € N. Com esta estimativa e (2.15), obtemos
1
L < |lerllzee(B0:0)) < 5 - (2.20)

Uma vez que C’kA,f < 1 para todo k € N, a menos de subsequéncia, temos
1> lim CyA; =C > 0.
k—+00
Também, a menos de subsequéncia, decorre de (2.14) e da Proposicao 2.1 que

. _ 71 > .
Jim A= d = M5! 2 Ao(p)

Gragas a (2.20), a teoria de regularidade de Tolksdorf aplicada em (2.18) e o teorema de Arzela-Ascoli,
garantimos que ¢ — ¢ em C}OC(R"). Além disso, devido a (2.20), temos ¢ > 0 nao nula.

Fazendo k — 400 em (2.18), obtemos

Ao(p)Bp e+ O™ < "1+ 2P og(?) em R, (2.21)

onde A, ¢ denota o operador p-Laplaciano Euclidiano.

Para cada o > 0, temos

P dr = lim o dhj, = lim  ub dv, <1, 2.22
/B(o;o> kb0 JB(00) koo Jpagoal) " 222

e como Ag||Vuk|lh < Ak, segue que

Vol|P de = lim Vi, eklP dhy = lim Ak/ LV ougl? dv, < Ao(p)L.
/B(O;g) | | k—+o00 B(0:0) | k | kst oo B(xk;aA%) | g | g ( )

As duas estimativas anteriores garantem que ¢ € W1P(R"). Por um argumento de densidade, existe
(k) C CS°(R™) uma sequéncia de fungdes nio negativas tal que @ — ¢ em WHP(R™). Tomando @y,
como fungao teste em (2.21), chegamos a

n . n
SAp) [ V6PV Vi do ok 2C
p Rn p

PP 1@y dr < / P log(pP) @y, dx + % / PPl oy dr =

n n

R

[ o lleg(P)dn du + / oV log () da + " / o5 da
[p<1] [p>1] P Jre

Agora, ao fazermos k — +oc e aplicando o teorema da convergéncia dominada e o lema de Fatou (este
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foi aplicado somente na parcela: / ©P L og(¢P) @y dzx), obtemos
[p<1]

™ Ao(p) / Vl? dr <
D Rn

P log(pP) dx +/ ©P log (") dx + n P dx =
] [p>1] P Jgrn

[p<1

= - ©Plog(pP) dx + g/ P dx. (2.23)

n

Seja ¢ = WL’% > 0. Podemos reescrever (2.23) em termos de @ como segue

Saop) [ 190P do< [ o log(u) de -+ log(lell) + . (2.21)

Combinando (2.24) com a desigualdade de entropia Euclidiana 6tima, ficamos com

Adp) [ 196 o <tog (at) [ 190 dr) + 1+ Lrogelp) (229

Sabendo que log(z) < x — 1 para todo = > 0 e considerando
v = Adp) [ V0l d >0,
]Rn

obtemos de (2.25) que log(||¢||p) > 0, ou ainda, ||¢||, > 1. Por outro lado, devido a (2.22), temos

l|¢ll, = 1. Com isso, provamos que

lim  lim L up dug :/ P dr =1,
RTL

Ttook=+o0 JB(ak,0A))

o que conclui a prova do Lema 2.1.

2.2.3 O lema da distancia

Estabeleceremos aqui uma estimativa pontual que mede a velocidade com que a sequéncia (ug)

vai para zero.

Lema 2.2 (da distdncia) Para qualquer A > 0, existe uma constante cy > 0, independente de k € N,
tal que

A_n
2

dg(x,xk))‘uk(x) <AL T

para todo x € M e k suficientemente grande, em que dy denota a distdncia com respeito a métrica g.

Demonstragao: Vamos proceder por contradigdo. Suponhamos que o lema é falso. Entao, existem

Xo > 0 ey, € M tais que fi x,(yx) — 400 quando k — 400, sendo

s
|
B>

for(@) = dy(x, ) ug(z) A
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Sem perda de generalidade, assumiremos que fi x,(Yx) = || f&,x|loo- Vimos na subsecdo anterior que
1< A7 Juglloo < €

com ¢ > 0 independente de k € N. Com isso,

wk () Mo g —E\ Y
Tero (k) < “Tua] dg(wp, yp)° A, 7 < c| dg(wk, yi)A,
e, entao,
_1
dg(Tr, yx)A, " — 400 quando k — +o0. (2.26)
Dados 0 > 0 e € € (0, 1), afirmamos que
1

B(yw; edg(r, yx)) N B(wg; 0 Ap) =0 (2.27)

para k suficientemente grande. De fato, esta afirmagdo seguiré de

1
d(xg, yx) > 0 A} + edg(Tr, yr)

ou, equivalentemente,
1

(1 —e)dg(zp,yr)AL " > 0.

Entretanto, por (2.26) e como 1 — e > 0, a desigualdade anterior é automaticamente satisfeita para k

suficientemente grande, o que prova (2.27).

Afirmamos agora que existe uma constante ¢ > 0, independente de k € N, tal que
up(z) < cuk(yk) (2.28)
para todo x € B(yx; edy(zk, yi)). Com efeito, sabemos que
dg(@, i) = dg(zg, yi) — dg(z, y) = (1 — &)dg(zk, yk)

para todo x € B(yx; edg(xk, yi)). Assim,

"ﬁ‘g

3 s
]t

dg (g, ye) Ok (yk) A = Frro(Wr) = frno (@) = dy (g, ) Oup(z) AP 7 >

> (1 — &)dy (wr, yi) u(x) AT 7

>AO wi(Yr)

s

ou seja,

u(w) < (

para todo x € B(yx; edgy(zk, yx)), como queriamos.

1—¢
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Definimos o seguinte reescalonamento:

hy(x) = g(e;pyk (A7), ) (2.29)
Pr(w) = Ap" ug(exp,, (Afx))

com x € B(0;3). Esta mudanca (2.29) aplicada em (2.13) nos da

. . S L R G
AetA G Pk + CRAT G+ H—k%gk b= 5o Yem B(0;3). (2.30)

Segue do teorema do valor médio e da definigao de 6y que

_ , T p-1_ Pk — NGk +1p N
MG bkt CRAL G = & log (@) + ¢ " em B(0;3), (2.31)

onde pi € (qx — 1,p —1).

—1+4¢

Considere £ > 0. Usando que log(5) @0 < ¥ e gracas ao método iterativo de Moser para

p < n ou a desigualdade de Morrey se p > n aplicados em (2.31), chegamos a

P nm\ P ~
pp = <uk(yk)A,’;2> < sup ¢} < C/ Py dhy = C/ 1wy dvg <c, (2.32)
B(0:1) B(0;2) B(yr;2A7)
sendo
= () [ o, (2:33)
M

p
Desse modo, temos (u,

) limitada. Disto, duas situagoes independentes podem ocorrer:

(I) pgp > 1 — 6, para alguma subsequéncia,

(IT) py < 1 — Oy, para k suficientemente grande.

Em cada caso, extraimos uma contradi¢ao implicando a demonstracao do Lema 2.2.

Suponhamos primeiro que (I) ocorre. Entao,

£ _»_
limkinf pp > limkinf(l — 0p) P,

Com a defini¢ao de 6, temos

____np
aE(p—n)+np q, (p—n)+np

_p n(qk — p) ) n(qy —p)
1—0p)ra = | (14—t 8
(1 =6) < a(p —n) +np

1\™ _r_ _n
Usando que lim <1 + —> = e, garantimos que lim (1 —6)?~% =e¢e r. Logo,
m——+0o0 m k——+o0

p
— S
liminf p) " > e ».
k
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Por outro lado, devido a (2.26), temos

1

Bl(y; AL) C B(yy; edg(z, yr,))

para k suficientemente grande. Usando este fato, o Lema 2.1, (2.27) e (2.32), chegamos na seguinte

contradicao

O<e_%§c lim

P : P _
i uy, dvg < c lim uy, dvg = 0.
=0 JB(yy; A

) k=400 J B(yxsedg (zy,yx))

TS =

Assumimos agora (II). Para k suficientemente grande, escolnemos o seguinte reescalonamento:

1

hi(w) = glexp,, (Af2)),

. (2.34)
k(@) = wi(y) " un(expy, (A 7)),
com x € B(0;3). Substituimos (2.34) em (2.13) para obter
1A A% p1 Lm0 1 g0 1 p .

em que f ¢ como (2.33). Reescrevemos a equacao (2.35) como

_ z 41 (1-96 1, _
M PA G Ok + CRAL YR 1+%< Mk’“ —1> Pt :%@g bl 1) em B(0;3)

e usando o teorema do valor médio, chegamos a

B z o 1/(1-6 B — ng +
APUA G+ CRAD Y+ o ( m L. 1) - W log ()" em B(0;3) (2.36)

com py € (qx — 1,p — 1).
Gracas a (2.15) e (2.28), temos
/ WP dhy, = ug(yr) PA, " L uh dug < df|ug||5PAL T < e (2.37)
B(0;3)

B(yr;3A7)

Considere h € C}(B(0;3)) tal que h = 1 em B(0;2) e h > 0. Escolhendo ,h? como funcio teste em
(2.36), obtemos

A 1 /1-90 A
)‘/;1/ Vi, UlPR? dhy, + - ( E 1) / Gt hP dhy <
B(0;3) k Hk B(0;3)

< Pk — nqi + np
n

/ P og (1, ) P dﬁk+>\k1/ Vi Okl IV WP g dh . (2.38)
B(0;3) B(0;3)

(2.38.1) (2.38.2)
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2
PYk—ngr+np 2l
n - n

Estimaremos (2.38.1) e (2.38.2). Comecamos por (2.38.1). Observamos que quando

k — +o0. Além disso, como pg € (¢x — 1,p — 1) e por (2.37), temos

/ P og(Y)hP dhy = / WP og () hP dhy + / WP og () hP dhy,
B(0;3) {z€B(0;3): vr(z)<1} {z€B(0;3): Yy (x)>1}

< c/ (08 dhy < c.
B(0;3)

Estimamos agora (2.38.2). Como |V; hP| < ¢ hP~1 temos

)‘kl/ (Vi Url? ™ I, PP ok dhy, < CMI/
B(0;3)

R dhy,.
B(0;3)

Agora, devido a desigualdade de Young, (2.14), Proposigao 2.1 e (2.37), temos

)\;;1/ IV, OklP VG WP dhy < e )\];15/ IV}, klPh? dhy, + ¢ A,;lc(s)/ oy diy
B(0;3) B(0;3) B(0;3)

IN

¢ A,;lg/ Vs i [PhP dhy, + c
B(03) *

com 0 <& < 1.

Com as duas estimativas anteriores aplicadas em (2.38), encontramos

—1/7 _ =
A1 —c6) /B "

.1
A Ny -
)\vhkwk\ B dhy + - (

1— 6
223

- 1> / YR dhy, < c. (2.39)
B(0;3)

Escolhendo £ > 0 pequeno de modo que 1—¢ £ > 0, usando (2.14), a Proposigao 2.1 e que 1;9’“ —-1>0,

k
/B(o-3

3

garantimos que

) |V}}k¢k|php dilk <c—= 02 |V;Lk1[)k|p dﬁk <ec. (2.40)
0;2

Logo, por (2.37) e (2.40), temos (¢) limitada em W1P(B(0;2)). Desse modo, existe ¢ € W1P(B(0;2))
tal que ¥ — ¥ em WHP(B(0,2)). Segue do método iterativo de Moser caso p < n ou da desigualdade
de Morrey se p > n que 9 nao é nula (ja que 1x(0) = 1). Gragas a (2.39) e por imersdo compacta,

1 /1-40
limsup—( k_ 1) < ec.
AN

temos

Com isso, a menos de subsequéncia, teremos

1 /1-6
lim —< ’“-1):720 (2.41)
k—+o0 Qk HE
e, entdo, lim pi = 1. Definimos
k——o00
1 /1—6;
B =7 ( - 1)
k Kk
Observamos que
_p
Pqu (1 - Hk)piqk




_p 1 m
Vimos que lim (1 — 0)?~% = e n. Usando a definicao de 6y e o limite: lim <1 + —> = e,

k——+o0 m——+0oo m

obtemos

) P ) 1 1Bk g (1-0k) n

lim (14 0xBk)P~% = lim |[(1+4 Hkﬁk)akﬁk] =er.

k—+o00 k—+o0
Logo,
p n
li p=a _ ,~(1+7) %
LN

Novamente extraimos uma, contradi¢ao:

p . .
0<e )% <¢ lim v up dvug < ¢ lim uf, dvg =0,

k=+00 JB(y;;AP) k=+00 JB(yy;edg(ehyr))

em que recorremos ao Lema 2.1, (2.27) e (2.32).

Portanto, o Lema 2.2 esta demonstrado. [

2.2.4 O argumento final

Apresentaremos aqui o argumento final para a prova do Teorema 2.1. Lembramos que nosso

objetivo é mostrar que (Cy) é limitada assumindo que lim Ap = 0. Esta etapa consiste de vérias
k——4o00

estimativas em torno de x € M, onde uy atinge seu maximo. Veremos que o Lema 2.2 desempenharé

um papel central em algumas destas estimativas.

Sem perda de generalidade, assumiremos que o raio de injetividade de M é maior do que 2.
Seja n € CL(R) uma funcio de corte tal que n =1 em [0,1), 7 =0 em [2,+00) e 0 < 1 < 1. Definimos
ni(x) = n(dg(x,x)). A desigualdade de Nash Euclidiana 6tima fornece

1 p(1—0y)
0 a9
( [ Gy dx> < N(p, ) ( [ 9P dx> ( [ G dx> ,
B(0;2) B(0;2) B(0;2)

em que simplificamos a notagao ao escrevermos simplesmente ug7; em vez de ug(exp,, (v))n(exp,, (7)).

Expandimos a métrica g em coordenadas normais em torno de xy (ezpansao de Cartan) para localmente

obtermos
(1 — edy(w,21)?)dvy < dx < (1 + edy(z, 2x)%)dvg e [V (ugne)[? < [V (upm) [P(1+ edy(, 24)?).

Com estas expansoes e a Proposicao 2.1, verificamos que

1
O
(/ (uknk)pdaﬂ> < (N(p, qk)Ak/ |V g (urmy) [Pdug —i—cAk/ \Vg(uknk)\pdg(x,xk)2d09> X
B(0;2) B(xy;2) B(xy;2)

p(1—6)

(fB(o;z) (ugeryre ) dw) %Ok
X

1} M gt dug
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Usando a desigualdade
IV g (wrni) [P < |V gue P + clmieV guw P~ ue Ve + clug V guy, P
e denotando

X = Ak/ nz\vguk]pdg(x,xk)z dvg e Yy, = Ak/ IV un [P~V g |, dug,
M M

obtemos

1

Ok
</ (upnr)? dw) < <N(p, qk)Ak/ |V gug P 77 dvg + cXj, + cYy, + cAk/ ui dvg> X

B(0;2) B(x;2) B(zy;2)\B(zk;1)
Qe K p(;;ek)
fB(O;Q) w " d Kk
X Tl do . (2.42)
M U AVg

Se escolhermos uyn}, como funcao teste em (2.13) e usando (2.14), ficamos com

z 1 U dv
N (p, Qk)Ak/ |V gug[Pry, dvg <1 —cALCl+ — (/ ufny dvg — Jur v nk g) +cY.  (2.43)
M O \Jm fM " dvg

Seja

1 Ik
Zk=—</uzn£d fMuknk Ug).
M

0y fM * dvg

Segue do teorema do valor médio e da defini¢ao de Ay que

1 g dv L fyy il — il do
‘Zk_e_k</Mu£n}£dvg fM g)'S_IM k 'k k 9 _

fM i dug O fM up dvg

_ PG — gy +np [y v nk’“l log | dvy _ Jp@onpaan U e =M / S0 do

= < =cA, ,
n Jarui dvg Jar g dvg B(wr;2)\B(zk;1)

onde o, € (qk,p). Em B(zy;2)\B(zk; 1), temos d,(x, x5)*% > 1 para todo A > 0. Com isso e aplicando

o Lema 2.1, obtemos

_n(p qu) _n(p qu) gy —n
A
A7 / uz’“ dvg < A, 7 / q'“dg(x,xk) T dug < exAp ¥

para k suficientemente grande. Escolhemos A > n + 2. Disto, Como A < 1, teremos
Agp—n 2

AP < A,f para k suficientemente grande. Logo,

dk d
Zk—i </Mu£n£dvg—7fMuan vg)' <cA

‘ Ok fM up dvg

Aq—n >
P =

BN

T3 o

(2.44)

para k suficientemente grande.
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De forma semelhante a (2.44), segue do Lema 2.2 que
2
Ak/ uf dvg < cA} (2.45)
(Ika )\B(xlm )

para k suficientemente grande.
Substituindo (2.43), (2.44) e (2.45) em (2.42), obtemos

1 p(1—0y)

[ ultnik da\ "k
/ ufny du <1 - cA Cr + Z + cXy, + cYy + cAP> fB(O 2) & Tk . (2.46)
B(0;2) Jar uil dvg

Vamos estimar X}, e Y. Escolhendo degﬁk como fungao teste em (2.13), encontramos

Fldg(x, ) du
X / uPnPd, (z, x1)? dv, — Ja g)—i—
k< 0 ( " Wl (T, 21)” dog Ty ul dug

fM ulFnlFdy(x (z,75)? dv,
fM“k dvg

Comegamos estimando as duas primeiras parcelas do lado direito de (2.47). Apo6s uma mudanga de

+ CYk. (2.47)

—i—cAk/ ukni\vguk\p_ldg(x,xk) dvg +
M

variaveis (conforme reescalonamento (2.16)) e aplicacao do teorema do valor médio, encontramos

Pd (x )2
uPnPd,(x, z1)? uk il k > dv
/M( iy 2)” = Jor uit dvg !

1
O,

IN

Ay [y ekl
" 6, B(0;24, P

IN

cAF / |1og<sok>|sozk|x|2 dhy,
B( Py

0524,

1

em que p € (qx,p) e () = nk(expxk(Alfx)). Observamos que

/ -, los(in) I o dh = / [ log ()2 ]2 dhy + / | log ()| ]2 dh
B(0;24, {zeB(0;24, " \P): oy ()<1} {zeB(0;2A; " \P): @y (z)>1}

(2.48.1) (2.48.2)
(2.48)

Aplicaremos o Lema 2.1 nas parcelas (2.48.1) e (2.48.2). Para isso, reescrevemos este lema em termos
da funcao ¢y como segue: para qualquer A > 0, existe uma constante cy > 0, independente de k € N,

tal que
|z ox () < ex (2.49)

para todo x € R™ e k suficientemente grande. Iniciamos com (2.48.1). Como ¢ < 1 e px € (qx, D),

teremos ¢p* < ¢y. Fixado o > 0, temos

[ Jesenletlel < [ Jlog(enlerdal b
{zeB(0;2A4; "\P): o(z)<1} B(0;24; 1\P)

= [ lostenlienda? die + [ llos(enlenlel
B(0,0) B(0:24;, ")\ B(0;0
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Agora, aplicando (2.49) nas duas parcelas acima, garantimos que

/ | log ()| |2 dhy <
{zeB(0;24; "\P): o(z)<1}

para k suficientemente grande. O mesmo raciocinio usamos para estimar (2.48.2) considerando, neste

caso, @i < @b, Assim,

| loslenlettlaf? diy < c
{z€B(0;24, " *): o(z)>1}

para k suficientemente grande. Portanto,

2
< cA? (2.50)

f uk 77k (z,23)? dvy
Pnhdg(x, xy)* dv M
'/ vy - Jag ui g

para k suficientemente grande.

Via desigualdade de Hélder, (2.13), (2.14), a Proposi¢ao 2.1 e o Lema 2.2, obtemos

- :
</ |V gug|? dvg> ’ (/ ubdg(z, )P dvg>
M B(zy;2)

2-p % 2-p
cALP / v ohlalP dhy, | < cAL”
B(0:24, 7

IN

/ ukni\vguk\p_ldg(x, z) dog
M

IN

para k suficientemente grande.

As estimativas anteriores aplicadas em (2.47) garantem que

X, < ch uk ng’“d (z, ﬂ:k) dvg

2
Y A? 2.51
fMUk dvg + cYy + cAy ( )

Novamente devido ao Lema 2.2, obtemos

de d 2 2
fM upf it dy(z  p)? Vg < cA? L lc|x|2 dhy < cA? (2.52)
k k k
Joy uit dog B(0;24, 7)

para k suficientemente grande. Por fim, estimamos Y} usando a desigualdade de Holder, (2.13), (2.14),

a Proposicao 2.1 e o lema da distancia para chegarmos a

1
1 b 2
Yy < cAf / uf dvg | < cAf (2.53)
B(z,;2)\B(zk;1)

para k suficientemente grande.
Com as estimativas (2.51), (2.52) e (2.53) substituidas em (2.46) chegamos a

o I TGk g 20~0%)
k u ?’] €T 9Kk
/ upyy, da <1+Zk—cA Ck+cA”> B2) k Tk
B(0;2) fM ui dvg

para k suficientemente grande. Agora, aplicamos a funcao logaritmica em ambos os membros da
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p(1—0x) _ 1 _ n—p
qrOk O n

ak
1 . u 77 dzx T 2
— |log / ufnrdz | —log fB(O’2 i b <log(l — cA;Cy+ Z, + cA])—
Ok B(0;2) Jar witdvg

_ ulkn?
_n plog<fBO2 i ) (2.54)

n f M kk dvg

desigualdade anterior e usando que , iremos obter

Do teorema do valor médio, existe & entre as expressoes

/ PP d fB(0;2) uinyt dx
B(0;2) i Jar v dvg

tal que

U kn% dr 1 U kn% dx
log / ufnl dx | —log fB(O’Q) kT / ufny da — fB 0:2) k Tk . (2.55)
B(0;2) fM w" dug gk B(0;2) fM w" dug

A expansiao de Cartan da métrica g em torno de x; e o0 Lema 2.2 fornecem

max / ubmy do — / ubmy dvg
B(0;2) M

para k suficientemente grande. De fato,

/ bl da — / ufnt dug
B(0;2) M

para k suficientemente grande.

fB(0;2) uy' g da _ S wit g dvg

fM “Zk dvg fM “Zk dug

)

2
} < cA? (2.56)

2 2
< c/ ubnldy(z, x)? dvg < cAf / 1 @Rzl dhy < cAf
B(xk;2) B(0;24, ")

E por (2.52), temos

fB(O;Q) uy g de _ Ju UZ’“m‘i’“ dvg

fM uk’“nzkd x ﬂ:k)Q dvg < cA%
q — k
fM w" dug fM ugt dug

fM uk dug

para k suficientemente grande, o que encerra a justificativa para (2.56).

Verificamos agora que

dk 9k d 2
max / ufnl dvg — 11, Jar Ui Zk Yy < cAf (2.57)
M Jar i dvg

para k suficientemente grande. Com efeito, gragas ao Lema 2.2, temos

2
'/ uinﬁdvg—l‘:‘/ uinzdvg—/uidvgg/ uf dvg < cA?
M M M M\B(x;1)

q
Jar it dvg qungk dv, Jan B Uk @ < eA?
< cAg
fM F dvg fM uzk dvg

para k suficientemente grande. Logo fica garantido (2.57).

_1‘§
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2
Com (2.56) e (2.57) deduzimos que & ' =1+ O(A}). Segue de (2.55) que

1 fB(o-z ut g dx
log / ulnt dzx | — log ’
05 [ ( B2 "F Jar ui dvg

k., Ak
1 / b p fB(o-z) w Ny dx 2
= — U dr — : 14+ 0O(AP)). 2.58
- ( [ = TR ) (L 0(a])) (2.59)

Via expansao de Cartan e (2.50), obtemos

1 ubnt dr — fB(O?z) ug T de _1 uPrP UZ’“WZ’“ dr =
0 _ k'lk f [T 9 . ke — f k p =

k \JB(0:2) A Ut dug k JB(0:2) ul du,
1 P D Z’“HZ’“ c / uq’“nqk )
=" d — pop Tk k) (4 2 du. = 70+ O(A?
0 /M (uknk fM T dv, Vg + 0 Jus U fM zk dvg (dg(z,21)") dvg r+ O(Af)

para k suficientemente grande. Substituimos em (2.58) para obter

1 Jpo2) Wi i dw
log / ulnt dx | — log ’
Oy, [ ( B(0;2) Tk fM ui dvg

para k suficientemente grande. Retornando a (2.54), encontramos
o fB(o;z) ut g dx
© Jarwid dvg

Finalmente, usando a expansao de Cartan da métrica g em coordenadas normais em torno de

2

> Zy — cAf

2 T 2 _
Zi — cA? <log(1+ Zy — cAP Cp + cA?) + ——L
n

para k suficientemente grande.

x, € M, a expansao de Taylor da fung¢ao logaritmica e o Lema 2.2, obtemos

log fB 0;2) UZ’“WJZ’“ dx
fM i dvg

para k suficientemente grande. Em resumo, ficamos com

fM\B(xk;l) uzk d’Ug + fM uzkngkdg(xa 'Ik)Q

W _ car
C C C
— qk qk — k
fMuk dug fM ut dug

2 T 2 2
Zy — cA} <log(l1+ Zy — cACy + cAf) + cA]
para k suficientemente grande. Lembrando que logx < x — 1 para todo z > 0, temos
2 T 2
Zk —CA;; < Zk—CA]:Ck—FCAg,

donde .
IM|™% < Cp < A" (2.59)

para k suficientemente grande.

Observamos que se 7 < min{2,p} ou 7 = p < 2, teremos uma contradi¢do quando k — +oc.
Entao, a hipotese (B) nao ocorre, o que mostra que (A) deve ocorrer e, como ja vimos neste caso,
B(p) < +o00. Quando 7 = 2 < p, segue de (2.59) que (Cj) é limitada. Portanto (B(p,qx)) é limitada,
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concluindo a prova do Teorema 2.1.

2.3 Demonstracao do Corolario 2.1 e do Teorema 2.2

Demonstraremos nesta secao o Corolario 2.1 e o Teorema 2.2. Iniciamos com o Corolario

2.1, isto é, devemos garantir que

(2.60)

[ 1ogup) do, < 2o [A0<p>% ([ 195l doy)” + 50)
M T M

para toda fungio u € HYP(M) com ||ul|, = 1.

De fato, aplicando a fungado logaritmica em ambos os membros da desigualdade de Nash Rie-

manniana 6tima (2.1), obtemos

N ) v \Y% T B R T
7 Jog ( [l ) <o (p,ar)7 || gu||pT+ (p, gl
O~ \lully, lJullz

para toda funcio u € H'P(M). Agora, decorre da Proposicdo 2.1 e do Teorema 2.1 que

2 z T B T
LU 10g<uuup> Slog(Ao(p)puvguuw <p>uuup>

n k—too P — gk [lullgy [lullf

para toda funcio u € H'P(M). Mas, conforme a demonstracio da Proposicdo 2.1, temos

p_2 lim ! log<||u||p> :B/ [ul? log< [u ) dv,.
N k—-+oo P — qi lullg. ) n Jar [ullp lull, ) 7

Portanto,

P P Ao(p)7 ||V ully + B r
Sy 10g<’“‘ )dvg§10g< o(®)7 [Vl + <p>||u||p)

n Jar lullp [l [lullp

para toda funcio u € H'P(M) ou, equivalentemente,

[ togup) du, < %o [Ao<p>2 ( [ Vg dvg)P+B<p>
M T M

para toda fun¢io u € HYP(M) com ||ul|, = 1. Isto demonstra o Corolério 2.1.

Demonstramos agora o Teorema 2.2. Nosso interesse é mostrar que a desigualdade de p-
entropia Riemanniana 6tima ¢ valida e A(p,7) = Ao(p)g. Como consequéncia do Corolario 2.1 e da

defini¢ao de A(p, 1), ja garantimos que

SRR

Alp,7) < Ao(p)?.
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Por outro lado, para toda u € H*P(M) com ||ul|, = 1, segue da desigualdade de Jensen que

—log </ |u|?* dvg> = —log (/ || TP |u|P dvg> < / —log(|u|® P |ulP dv, =
M M M

- m/ lul? log(|ul?) dv,. (2.61)
p M
Da defini¢ao de A(p,7), dado £ > 0, existe B. > 0 tal que
(2.62)

/ lulP log(|ul?) dvg < n log [(A(p, T)+e€) </ |V gul? dvg> ’ + B,
M T M

¢ valida para toda fungdo u € HP(M) satisfazendo |ul[, = 1.

Combinamos entdo (2.61) com (2.62) para produzir

P

</ || % dvg> e < (A(p,7) +¢) (/ |V gul? dvg> + B,
M M

para toda fungio u € H%(M) com ||ul], = 1.

1-0p — n(;l;)qu -y € por um argumento de homogeneidade, obtemos a desigualdade de Nash:

( /M uf? dvg> g [(A(p, ) +e) < /M 1V guf? dvg>% 1 B. ( /M uf? dvg> %] < /M e dvg>

satisfeita para toda funcio u € H'P(M). Assim, temos da definicdo da primeira constante 6tima de

Como
T(1-6)

a0k

IN

Nash que

AR

N(p,qr)? < Alp,7) +¢

para todo € > 0 e para todo k£ € N. Fazendo k — 400, temos

< A(p,T) + € para todo € > 0.

hSAR]

Ao(p)

Logo, ao fazermos € — 0, obtemos Ao(p)% < A(p, 1), donde fica estabelecido que

(SRR

A(p,7) = Ao(p)

Em particular, a desigualdade encontrada no Corolario 2.1 é 6tima.

Como conclusao, segue diretamente da defini¢ao de B(p, ) que a desigualdade

/M |ulP log(|ul?) dvg < glog [AO(P)% (/M |V gulP dvg>% + B(p,r)] (2.63)

¢ vélida para toda fungdo u € HYP(M) com ||u||, = 1, culminando na demonstragdo do Teorema 2.2
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2.4 Existéncia de funcao extremal

Nesta secio, provamos o Teorema 2.3. Vimos que B(p, q) > |M|™=. Entéo, B(p) > |M| =.
Se B(p) = |M|~ =, segue do Corolario 2.1 que a funcio constante u = |M|_% é extremal. Suponhamos
B(p) > |M|~%. Repetindo a demonstracio do Teorema 2.1 e usando a hipétese 7 < min{2,p} ou
T =p < 2, veremos que lim Aj > 0, pois do contrério terfamos uma contradi¢do com (2.59). Com

k—+o00
isso e usando wuy como funcao teste em (2.13), obtemos

Vuil? dv, <c
|gk g =
M

para todo k& € N. Logo, a menos de subsequéncia, u, — ug em HYP(M). Por imersio compacta,
temos 1 = ||ug||, = ||uol|p, donde ||up|[, = 1. Gragas ao método iterativo de Moser para p < n ou a

desigualdade de Morrey caso p > n, chegamos a

sup ur < ¢
zeM

para todo k € N. Como uy, € L>°(M), da teoria de regularidade de Tolksdorf combinada com o teorema

de Arzela-Ascoli, segue que up — ug em C!(M). Lembrando que Ji(vy) > N(p, qk)% (vide (2.11)),

teremos . .
( |[vellp )ﬁ - N(p, qi)? ||V gurllp + (B(p,ax) — vi)llvellp
HUK‘H% Hkagk
Como ug = —k, obtemos
vk l[p

( 1 ) N(p,q1) 7 ||V gurl[5 + (B(p,ar) — 1)

[kl g [Tk [3,

Tomando a func¢ao logaritmica em ambos os membros da desigualdade anterior, fazendo & — +o00 e

seguindo o mesmo raciocinio adotado na demonstragdo do Corolario 2.1, chegamos a

( /M IV o P dvg> " B

,B(p,7))) e vale B(p,7) = B(p).

hSER]

n
[ uoPtog(fuoP) ey > % 1o [AO@
M T

hSAR]

Portanto, ug é uma funcao extremal para (L(A(p)

2.5 Aplicacao

Faremos nesta se¢ao uma aplicacao da desigualdade de p-entropia Riemanniana 6tima estabe-
lecida no Teorema 2.2. Inspirados em [27], iremos mostrar uma estimativa a priori para a solucao

de uma equacao de difusao néo linear.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem fronteira com dimensao n > 2.
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Vamos considerar o problema de Cauchy com equacao de difusdao nao linear:

1
p— Tl
{ ug = Ap(ur=T) em que (z,t) € M x (0, +00), (2.64)

para algum dado inicial f € L'(M), f > 0.

A equacdo u; = Ap(uﬁ) para p > 1 é uma generalizacao nao linear da equagao do calor (caso
em que p = 2) que é homogénea de grau 1. No teorema que segue, verificaremos que o semigrupo
(P;)e>0 associado a esta equacdo é hipercontrativo, isto é, existe uma funcao t — ¢(t) crescente que
satisfaz

1P fllyey < e(®)]1 o) para todo ¢ > 0

e para alguma fungdo ¢ — ¢(t) continua.

Teorema 2.4 Suponhamos que exista uma fun¢ao ndao negativa u : M x [0,4+00) — R solugio do
problema (2.64). Sejam
n T
o(t) = “1og (A(p. 7)1t + B(p, 7))

e q = q(t) solugao da equagao diferencial ordindria:

1P — PP (a=1)
@) = ror T (2.65)
q(0) > 1.

Entao, para todo t € [0, ty], temos
lullyey < €| flly0);

1y (yP)
em que D(t) = / )2 dy, [0,to] € o intervalo de solugdao de q e Y(t) = ¢(t) — td'(¢).

q(0)

Demonstragao: Observamos que o problema de valor inicial (2.65) pode ser reescrito como

1) = s [a(0(al) — 1) + 320

q(0) > 1.

q(t)> 7 (a(t) = 1),

Com isso, segue da teoria das equagoOes diferenciais ordinédrias que existe uma solu¢do ¢ = ¢(t) do

problema (2.65) que é positiva e estritamente crescente no intervalo [0, tg] (vide, por exemplo, [46]).

Seja F'(t) = [|u(-,?)||4¢) com u solugdo nio negativa do problema (2.64). Calculando a derivada

de F', encontramos

Ft) = F(#) (-jéil) log ( /M lu(ar, £)]90 dvg> + F(t)q“)lﬁdi ( /M lu(z, £)]9) dvg> C(2.66)

Como u satisfaz (2.64), obtemos de (2.66) que

53

F'(t) q q 1 g—1 1 _
oy = () s 1)+ o [ wovontet) = Gy [ Sl - (26
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/

/ /
q q 1 q u? u?
—= | log (||u||4 +——/ u?log(u?) dv :—/ ——1lo < > dv,.
( q2> g (Ilull?) > F1 Jy g(u?) dug ¢ Jor Tulld "% \JJullg !

Substituimos em (2.67) para ficarmos com

F/ / q q 2 -1 q—p v P d
_:q_2 [/ - q10g< . q> dvg_q_/ g )_1 Jag vV Ug:|. (2.68)
g | lullg [|ullg ¢ (p—1)P S ut dvg

Reescrevemos (2.68) como segue

F ¢

q (p—1)p~1 Jar ud dog

5’_ q [/ (u%)p 10g<(u%)p> dv, P (¢g—1) [ uTP|VgulP dvg].
M

9 a q
e[ [ [

Agora, aplicando o Teorema 2.2 na desigualdade anterior, chegamos a

. ;
F' ¢ |n <fM Vg (ur)lP dvg) @ (g—1 ud™P|V ulP dv
— <54 7 log | Alp,7) 7 +Blp.r)| - L p)_lfM T T
¢ |7 [ ¢ (p—1) Jar w? dvg
P
Como |Vg(ur)|P = <%> uIP|V ulP, segue da desigualdade acima que

F / T =PIV ulP d %
< 44 % log (g) Alp, ) Uy W71V zvg) + B(p,T)
T p (fM uf dvg) ?

¢ (g1 [y utPIVul dug
q (p—1)r-1 fM u? dvg .

(2.69)

Consideramos ¢(t) = = log <.A(p, 7’)75% + B(p, 7')) Notamos que ¢ é concava, e entdo dados «,
8 > 0, temos

¢(B) < d(a) +¢'(a)(B — ). (2.70)

Escolhemos

p =P\ P
q v WPV gulP du
p Joy ud dug

e considere uma funcao «a(t) tal que

: _(p\' ¢ (a—1)
se0=(0) Fotim

Com estas escolhas aplicadas em (2.70), chegamos a

hSER]

"o q ! . ([ waP|VgulP duy) -
Tlgkp) A(p,7) (fMuqdvg)% +B(p,7)| <

q_2 (¢=1) [y ui?|Vgul dv, NN
< ol + G T M (0 (a(0)
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Combinando esta ultima desigualdade com (2.69), temos

F/ q' / _ q/
T = 2 (90a(0) — o' (a(1) = Tula(n),

em que ¥ (s) = ¢(s) — s¢'(s). Vamos agora integrar no intervalo (0,t) para ficarmos com
||u||q(t)> "d(s)
log < < / P(a(s)) ds,
Tl ) = Jo gtz

lullgey < €” D1 llggo)

t
onde D(t) = / —1(a) ds. Via (2.65) e uma mudanca de variaveis, garantimos que
0

oo = [ atgee (0 () ) o= [ et [

encerrando a prova do Teorema 2.4. [




Capitulo 3

DESIGUALDADE DE r-ENTROPIA
RIEMANNIANA OTIMA

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e de dimensao n > 2.
Consideramos p,7 € R com 1 < r < p < 2. Um dos primeiros objetivos deste capitulo serd garantir a

existéncia de constantes A e B positivas tais que a desigualdade de r-entropia:

n

" iog (A / IV, ulPdv, + B / ]u\pdvg> (Ent(A,B))
M M

T'l Td <7
[ 1l o(fupyin, < —T—

¢ valida para toda funcio u € HY?(M) com ||ul|, = 1.

O nosso ponto de partida concentra-se na desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana

dtima [20] que estabelece o seguinte:

05
</ ‘u’r dvg) ’ S |:A(p7 q/mr)/ ‘vgu’p d’l)g + B(p7 q;;;,?")/ ‘u’p dv9:| X
M M M

p(1-6x)

pi-0;)
X (/ |u|devg> e (3.1)

M
é valida para toda fungio u € H'P(M) com 1 < g <r <p<2, gy =r—1, k€N, ), = %

um parametro interpolador que satisfaz 6y € (0,1) para todo k € N, A(p, g, r) € a primeira constante

dtima desta desigualdade e B(p, qx,r) € a sequnda constante étima.

Seguindo argumentos semelhantes aos estudados no Capitulo 2, verificaremos que (Ent(A,B))
serd obtida a partir da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana 6tima via passagem de limite

em A(p,qx,r) e em B(p,qr,r) quando k — +00. Na secdo 3.1, mostraremos que

lim A(p, gk, ) = Ao(p,r) < +00.
k—+o00

O argumento mais delicado consiste no estudo do comportamento de B(p, gx, ) quando fazemos
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k — 4o00. Provaremos na secao 3.2 que, a menos de subsequéncia,
lim B(p, qkar) = BO(paT) < o0,
k——4o00

isto é, mostraremos o

Teorema 3.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e com dimensao
n > 2. Consideremos B(p, qx,r) como em (8.1). Entao, dados p,7 € R com 1 < r < p < 2, temos
Bo(p,r) < +oo.

Devido a uma passagem de limite e o Teorema 3.1, obtemos a desigualdade (Ent(A,B)).

Corolario 3.1 A desigualdade de r-entropia Riemanniana

nr

7‘1 T d < o
[ oty do, < ———

log [Ao(p,r)/ |VgulP dvg + Bo(p,r)/ |ul? dvg]
M M
¢ vdlida para toda funcio u € HYP(M) com ||ul|, = 1.
Deste corolario, podemos definir
Definicao 3.1 A primeira constante étima Riemanniana de r-entropia é
Aent = Iinf{A € R; eziste B € R com (Ent(A, B)) vdlida}.
Definigcao 3.2 A primeira desigualdade de r-entropia Riemanniana dtima afirma que eziste

B € R tal que para toda v € HYP(M) com ||ul|, = 1:

nr
"1 Ndvy, < ————1 en P d B P d
[l sl oy < ———tog (e [ [Tyl oy + 8 [ i )
¢ vdlida.

Em caso da desigualdade acima ser verdadeira, faz sentido considerarmos a

Definigao 3.3 A segunda constante 6tima Riemanniana de r-entropia é
Bent =inf{B € R: (Ent(Aent, B)) € vdlida}.

Definicao 3.4 A segunda desigualdade de r-entropia Riemanniana étima estabelece que

nr
"1 Ndyy < ———— 1 en Vul? d Ben Pd
[l o) dog < 05 (Ao [ [Vl i+ B [

é satisfeita para toda func¢io u € HYP (M) com ||ul|, = 1.
A validade da segunda desigualdade de r-entropia Riemanniana 6tima é estabelecida no

Teorema 3.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e com dimensao
n > 2. Consideremos 1 <r < p < 2. Entdo, a sequnda desigualdade de r-entropia Riemanniana étima
¢ vdlida. Além disso, Aent = Ao(p, 7).
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Defini¢io 3.5 Uma fungio ug € HYP(M) com ||uo||, = 1 € dita uma funcdo extremal quando

nr
"1 Ndvy = —————1 Vougl? d B Pd .
ool 0l dog = 10 (Ao [ (g0l g+ o [

Finalizamos este capitulo mostrando a existéncia de funcao extremal para a desigualdade de

r-entropia Riemanniana 6tima.

Teorema 3.3 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo e com dimensao
n > 2. Consideremos 1 <r < p < 2. Entao, a desigualdade (Ent(Aent, Bent)) admite fungao extremal
€ Bent - BO(pﬂa)-

3.1 A limitacao da primeira constante 6tima de Gagliardo-

Nirenberg Riemanniana

Nesta secao, mostraremos a seguinte

Proposicao 3.1 Dados 1 < g <1 < p <2, existe Ay(p,r) € R tal que

kgrfoo .A(p’ gk, T) = AO(p7 T)'

Demonstragao: Vamos mostrar que a sequéncia (A(p, gk, 7)) € mondtona limitada. Consideramos
u € Hlﬁp(M) e sejam ki, k2 € N tais que k; < ka. Logo, 1 < g, < qx, < 7 e via desigualdade de

interpolagao, chegamos a
1 o 1—p

1 s 1—p
(/ e dy >’“ < (/ |1 dy >’“ (/ " do > ' (3.2)
g — g g .
M M M
com — = — +

ko ak, ro

Por outro lado, sabemos da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana 6tima que

%
</ ’u‘r dvg) ” < <A(p7 qu,T)/ \Vgu\p d?}g + B(p7 qu,T) / ‘u’p dvg) x
M M M

p(1—0g,)

[
x (/ [ 52 dvg> etk (3.3)
M

np(r — ar,)
T(qu (p - n) + Tlp)
Combinamos (3.2) e (3.3) para produzir

(few)

em que O, =

1—

9k2
9k2

< [A(p,quﬂ") [ 19 vy + Bp.air) [ fup dvg}x
M M
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1-0y,
()
X |u|®1 dug .
M

Usando que
np(r — qr,)
r(qh (p - n) + np)’

, onde Oy, =

obtemos

_Db
0
</ lu|” dvg) < [.A(p,q/@,r)/ |V ulP dvg+B(p,qk2,r)/ |ul? dvg] X
M M M

p(1—0g,)

X (/ || %1 dvg> a
M

A, qry,7) < AWD, Qs 1),

Segue da defini¢ao de A(p, qx,,r) que

o que prova que (A(p,qk,r)) é¢ mondtona (ndo decrescente).

Agora, mostraremos a limitacao de (A(p, gk, 7)). Gragas a desigualdade de interpolagao aplicada

na situagao ¢ < r < p*, temos
Yk

1 1-0g 0
([ o) < (e an ) ™ ([ )" (3.4)

np(r—gx)

em que 0 = (g (p—n)+np) "

A desigualdade de Sobolev Riemanniana étima [30] estabelece que existe uma constante B > 0

(.

para toda funcio u € H'P(M), em que K(n,p) é a constante étima da desigualdade de Sobolev

tal que

D
P dvg> "< K(n,p)p/ |VgulP dvg + B/ lulP dvg (3.5)
M M

Euclidiana.
Juntamos (3.4) e (3.5) para ficarmos com
p(1—-06)

% a9k
([ o)™ < [y [ 195007 doy 5 [l o] ([ e o,
M M M M

para toda funcio u € HP(M) e alguma constante B > 0. Segue da defini¢do de A(p, qx,7) que

A, qi, ) < K(n,p)?

para todo k € N, o que garante que (A(p, gx,r)) é limitada.

Portanto, existe Ag(p,r) € R tal que

kgrfoo .A(p’ gk, T) = AO(p7 T)'
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3.2 Limitacao da segunda constante 6tima de Gagliardo-

Nirenberg

Iremos provar nesta secao o Teorema 3.1, isto é, iremos garantir que
lim B(p, qx,r) = Bo(p,r) < +00.
k—+o00

Semelhantemente ao que fizemos nos capitulos anteriores, dividiremos a demonstracao deste teorema

nas quatro etapas descritas abaixo:

- na subsegdo 3.2.1, obtemos uma sequéncia (ug) que satisfaz uma equagdo de Euler-Lagrange

associada a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana 6tima;

- na subse¢do 3.2.2, iremos mostrar que a sequéncia (ug) concentra-se em torno de seu ponto de

maximo;
- na subsegdo 3.2.3, calcularemos com qual velocidade (uy) converge pontualmente para zero;

- na subsegao 3.2.4, elaboramos o argumento final para a limitacao de (B(p, gk, 7))

Demonstracao do Teorema 3.1:

3.2.1 Equacao de Euler-Lagrange

Como as funcdes constantes nio nulas pertencem a H'P(M) e usando que

1 1-6, 0
_ L

T qk p*’

obtemos
B(p, ) > | M| ", (3.6)

Assim, duas situacoes podem ocorrer:

(C.1) Bo(p,7) = M|~ ou

(C.2) Bo(p,r) > |M| 7.

Se (C.1) ocorrer, entao By(p,r) < 400 e o Teorema 3.1 esté provado.

Suponhamos (C.2). Entao existe uma sequéncia () de nimeros reais positivos tais que
_b
B(p, ar,r) = > |M| (3.7)

com v, — 0 quando k — +o0.
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Seja H = {u e HY(M); / |ulP dvg = 1}. Definimos o funcional 7 : H'"?(M) — R, pondo
M

p(1-6y) _p

qr0 r0

L) = A aur) [ 90 dog + Blpaer) =0 ([ pup o) ([ papae,)
M M M

Da defini¢ao de B(p, qx,r), existe ug € H tal que Zy(up) < 1. Denotamos por
i = inf 7, < 1. 3.8
i = inf Ti(u) (3.8)

Seja (uy,) C ‘H uma sequéncia minimizante para o funcional Zy, isto é, Zy(u,) — i quando m — +o0.
Considere o > 1 tal que ix < i < 1. Para m suficientemente grande, temos Zy(u,,) < oij. Juntando

este fato com a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg 6tima aplicada a funcao w,, € H resulta em
(A7) = 0ir AP, ) [ Vgl dug <0
M

Como A(p, qx,7) — oipgA(p, qr,7) > 0, garantimos que (u,,) ¢ limitada em H'P(M). Entdo, existe

@, € HYP(M) tal que u,, — iy, a menos de subsequéncia. Via imersdo compacta, temos
Uy, — Ug, em L% (M) N L"(M) N LP(M)
quando m — +oo. Em particular, 1 = ||un||, = ||@k||p, donde @y, € H. Além disso,
Ti(ag) < liminf 7y, (up,) = lim Zy (upm) = i,

o que mostra que i = Ly (Ug).

Notando que Vg4|uy| = £V i em quase todo ponto, podemos assumir @ > 0. Verificaremos

que

/M IV ik |” dvg # 0. (3.9)

Suponhamos, por absurdo, que 1 é constante. Como ||dg||, = 1, entdo @y = |M|7% Lembrando que
1 > i = Zx(ay), obtemos
1> (B(p, qr,) — )| M| =,
o que contradiz (3.7). Logo, u ndo é constante.
Definimos

@
k>0

Ve =T =~ 17 =
Vgl

Sabendo que iy = Zj (1) e que |||, = 1 para todo k € N, temos

p(1-6x)

Pk __Db
q1.0 r0
i = A(p’ Qk,r) + (B(pa Qk,"") - ’WC)/ |vk|p dvg:| (/ |vk|qk dvg) o </ |Uk|r d’Ug> g .
M M M
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Usando novamente que i, = Zy(ux) e (3.9), temos iy, > 0 e
p(1-0

p )
0 T TRt B
p7 gk, T </ |vk|r d’l)g> k </ |’Uk‘|qk d’l)g> Yk B p7 qka f)/k/ |Uk|p d’Ug
M

Baseados na igualdade anterior, definimos o espago & = {u € H'"P(M); ||V4ul|, = 1} e o funcional
T : HYP(M) — R dado por

_p(1-0y)
T ak %k P
= |ul dvg |U| dvg - Ck |u| dvg,
M
B _
em que Cp = DP2BT) = W
a3
Como ix < Zy(u) para toda fungio u € H, segue que Ji(u) < A(pliizk’r) para toda u € £. Além
disso, Jp € C1, v € € e Ti(vy) = A(plzizk,r)_ Logo,
v = sulg Ti(u) = Ti(vg) > Alp, qx, ), (3.10)
ue
ja que i < 1. Desse modo, v satisfaz a equacao de FEuler-Lagrange
1 ot 0, MO g B
H—kllvkllr Tlonlla 0yt - o ||vk||r vkl vt = Gy =g (3.11)
em M, onde A, , = —divy(|V,4[P72V,) ¢ o operador p-Laplaciano na métrica g.
Para simplificar (3.11), defina uj como
U = Uk > 0.
[vr]
Reescrevemos (3.11) em termos de uj como segue
A LARA CrApul ™ Ok [ = Lot e M 3.12

onde
p(1—-0)

2
AL = </ g |9 dvg> T A = Vk_l.
M

A defini¢ao de A, e (3.10) garantem que

)\,;1 > A(p, qx, ). (3.13)

Como g < r, pela desigualdade de Holder, existe C' > 0 tal que
0 < A < C para todo k € N.
Assim, a menos de subsequéncia, duas situacoes sao possiveis:

(A) lim Ay >0ou

k—+o00
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k—+o00

Suponhamos que (A) ocorra. Tomando uj como fungao teste em (3.12), obtemos
N ARV gul b + O Ag|lug| [ = 1 = CrAllugllh <1

para todo k € N. Usando a hipotese (A) e o fato de r < p, garantimos que (C}) é limitada. Ja que

podemos escrever

B(p7 Ak, 71) - Zka + Yk
concluimos que (B(p, gx,r)) é também limitada.

Suponhamos agora (B). Esta situacdo ¢ mais delicada e para isso utilizaremos as proximas
trés subsegoes para garantir a limitagao de (B(p,qk,r)). Antes porém, gracas ao método iterativo de
Moser [45] (uma vez que u} ' < 1 +u£71 em M), teremos uy € L (M) para todo k € N. Deste modo,
podemos usar o resultado de regularidade de Tolksdorf [48] para concluir que uy, € C'(M). Encerramos

esta subsecao observando que a sequéncia (uy) explode em L*°(M). Provaremos que
urllooty > 1, (3.14)
em que ty := AP

De fato, notamos que
e A e P A ey A
M M
Usando a definicao de tj, chegamos a
nqr—qy
1< [ualloctf |

o que demonstra (3.14).

3.2.2 Concentracao L"
Vimos que uy € C1(M). Seja ), € M tal que
up (k) = [[ug]oo-
Mostraremos o

Lema 3.1 lim lim uy, dvg = 1.
TR0 JB(ay oth)

Demonstragao: Seja o > 0. Para cada x € B(0;0), definimos

(3.15)
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Observamos que o reescalonamento (3.15) esta bem definido, uma vez que t; — 0 quando k — +o00.

Aplicando esta mudanca em (3.12), localmente encontramos

_ L 1—6p .
Ao Ao + Crtheh ™t + Pl =

1 r—1 .
” o} —e—kgok em B(0;0). (3.16)

Em (3.16), aplicando o teorema do valor médio e usando a defini¢ao de 6, obtemos

_ ~1 r(n(p — i) + pax -
A A ok + Crthh ™t = u np) )ka log(pk) + ¢f* " em B(0;0), (3.17)

com pi € (qr — 1,7 —1).

Seja e > 0 tal que r 4+ < p*. Como ¢}* log(¢5) < gpszs, segue de (3.17) que
A By + Culig < TR I ERI) ke |t o o0, (3.18)
npe

Gragas a (3.14) e ao método iterativo de Moser aplicado em (3.18), obtemos
n T
1< (llulle) = swp i <o [ ppdm=c [ updu <,
B(zg;20ty)

B(0;0)

em que ¢, nao depende de k € N. Em resumo, ficamos com
1
L <[kl (B(0:0)) < €5 (3.19)

Agora, usando (3.19) e a teoria de regularidade de Tolksdorf aplicada em (3.17), garantimos
que @ — ¢ em Ct_(R™). Além disso, devido a (3.19), temos ¢ > 0 ndo nula.

loc
Seja n € CH(R") uma fungdo de corte que satisfaz n = 1 em [0,1], n = 0 em [1,+00) e
0 < n < 1. Definimos ny ,(z) = n((cty) 'dy(z,z1)). Escolhemos uyn) . como funcio teste em (3.12)

para obtermos

A A /M IV k[Pl 5 dvg + Nt Ay /M IV guk [P~V guy, - Vg (0, o Juk dvg + Oy Ay /M U0 dvg—

B Jar v e g _ 1 / T Jar v ko dvg (3.20)
Jar vt dug O w9 Jor uit dug .
Mostraremos que
. . ~1 -2
011)1;{100 kll}r—i{loo AL A /M IV gur [P~V gug - Vg (ny, o )ur dvg = 0. (3.21)
Quando tomamos ug como funcado teste em (3.12), obtemos
Ay /M |Vgup|P dvg < A\ < c. (3.22)

Com (3.19), temos
1< ||ug|looty <c
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e assim,

n

- 2 1 _ ¢
A /M UV g ol” dvg < Aglug |5 /M |V o|” dvg < clfug| i7" — < — (3.23)

Finalmente, devido a (3.22), (3.23) e a desigualdade de Holder, temos

< (Ak/ |V gug |’ dvg)
M

<c (Ak/ uilvgnkp\p dvg> ! <
M

p—1 1

P » v\ P
Ay Muk|Vg(77k,a)| dvg ) <

Ay /M IV guk P2V guk - Vg (Mo ) ur, dvg

)

SHEeY

completando a prova de (3.21).

Quando aplicamos o limite em k& — +o00 e depois ¢ — +oo em (3.20) e usamos (3.21), ficamos

com
lim (A A [ (NVouslnr o dv, + Cod | ubl . d I Jur Wi g Vg
im U v U ve | — lim _ | =
o,k——400 k k/M‘ g k‘ nk’o g + k/M knk’a g o,k—+00 fM uz’“ dvg
dk .7
np —nr T U My 5 AV
L kL s LT / UL AVg — —fM k qf’a S (3.24)
np ok—too T —qr | Jus ' fM w” dug
cuja notagdo lim significa lim lim . Iremos reescrever a desigualdade anterior em um formato
o,k—+o00o o—+00 k——+o00

mais adequado. Primeiro, notamos que

Ak
Bt Bl gt Uk g

1 / _
T, Tk |,k
< uFnl* |n —1| dv, <
9k k 'k, k, g qr

fM“k dvg Jur 7 fM u” dug

= / oI dhy,.
B(0;0)\B(0;%)

(R™), garantimos que

qk 7 qk 9k
fM U Mo dug fM U Mo dvg

fM UZ’“ dug /. M UZ’“ dvg

1

Como ¢, — ¢ em Cp .

Qi T Qe Gk

I fM U Mk,o dug _ fM U Mo dvg 395

ak1—>H-}-oo f uq’“ d?} - akl—>n—j|l—oo f uq’“ dU ( ' )
' M Ui @Yg , M Y @Yg

De modo bastante semelhante, observamos que

Ay /M |V gur Py, dvg — /M |Vguk|p77z’a dvg| < Ay /M IV guglPny , (1 — njz;fr) dvg <

< Ak/ |V gug|P dug =/ Vi, okl? dhy,
B(zk;ote)\B(zk; Str) B(0;0)\B(0; %)

2

donde segue que

o,k——+00

lim Ak/ |V gur|Pn) 5 dvg = lim Ak/ |V gug|Pny o dug. (3.26)
M ’ U,k~>+oo M ’
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Por ultimo, verificamos via teorema do valor médio que

r fM uzknzfa d?}g . fM uzknz,a d?}g r fM uzkm/?,ca B 77/2,0’ dvg .
r=ar | fyupt dug Jyuitdvg | T —a Jar i dvg
q
fM P log (o), vy IBiotn\Blean) Y 40 o
<c T =c 0" dhy
Jag uit dvg Jag i dvg B(0:0)\B(0;%)
com &, € (qx, 7). Logo,
T ak K
. T Jor wi o dvg ) r / Jor i g dvg
l r_ r d _ 5 — 1 r. T d _ ) X
oo T — gk [/M Yk Tlk,o %0 Sos uitdug ] ok too T — gk [ Muknk’a o Jor ui dvg
(3.27)
Substituimos (3.25), (3.26) e (3.27) em (3.24) e ficamos com
Jor i ngk dvg
li AtA VuglPnt d CA/prd — 1 | =
U,kl—>HJlroo < kR /M‘ gkl Mo @+ Chllk Muknk’g " 07/?5300 fM w," dvg
a
_ u N dv
_ pomrdpr lim ! / UL o AVg — —fM koo “90 (3.28)
np ok—too T — q | Jus : Jos uir dog

Por outro lado, com auxilio da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Riemanniana 6tima e a

definicao de Ay, chegamos a

~ - P

Ok

1
<fM uz’r}z,o dvg) < A(p7 gk, T)Ak fM ‘Vg(uknk,o)’p dvg + B(p7 dk, T)Ak fM uznzg dvg
T = = .
Jar it ng’fa dvg \ % Jar wit 7713?0— dvg \ %
i fM uit dvg i Jar uit dvg

Aplicamos a func¢ao logaritmica em ambos os membros da desigualdade anterior para ficarmos com

p || wknk o || N Ak [of IV g (i o) [P dvog + B(p, qi, ) Ay [y ubn ,, dvg
—log | 77— | <log :

O (Huknk,quk> Jar uifnit, dog I
vk |lq [yl do,

onde também utilizamos (3.13).

. (3.29)

Comegaremos desenvolvendo o membro esquerdo da desigualdade (3.29). Segue da aplicacao

do teorema do valor médio que

UMk, 1 WM, ||0E qk—7 WMo, || 4F
g1l ) -tog (12520 ) — 2 gl ) ~ tog (120 ) | 8= v (Mttt}

[t k] r k] G

1 r mezaHZﬁ} qr — T <Huk77kng'z§>
= UMk, — . + log .
Vo [" M llr = 1o ; T )
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ak
onde Yy, , esta entre ||upny ||} e w. Com isso,
|| |7
— 1 [oy ufent dv
P oq |uenkollr | _ arlp—n) +np /UZUZ do. — I U T @V |
O <||Uk77k,o||qk> n(r—aqr) Yio |Jum o Jop ui dog
[lurellg

_aklp—n) +7”LP1 Jar vk iy dvg
n fM i dvg .

Tomando o, k — +00, chegamos a

P lukneollr | np—r)+pr r - Jar wit i, dvg
lim log = lim UpNo g — —F—gr 7 | —
o k—s-+o0 O) <Huk77k,quk> nrY o,k—+o0 ' — Qg Joy ut dug
[lur]lg
ks, e
_ up ng" dv
LRt Y R —fM e I (3.30)
n ok—+oo Jos uit dug
em que
ultnl*  dv
Y= lim Y,,= Ilim M = lim UpNg. 5 Vg
o,k—4o00 o,k—400 fM uk d’Ug o,k—+oo Jpr ’

Justificaremos as igualdades anteriores envolvendo Y. Do teorema da mudanca de varidveis, temos

9k py7
. Jar i Mo dg _

/ uznz,a dvg = / @277/7;,0 dhk € % 2 = / @anl:,o dhk7

M B(0;0) Jor uit dvg B(0;0)

em que 7o (%) = Mk o (expy, (b)) Assim,

Gk o7
/ urnr dv fM Uy, nk,a dvg
k'lk, g
M 7 Jor uit dug

< [tk ol dh
B(0;0)

Usando que ¢ — ¢ em CL.(R") e (3.25), temos

Gk py7 dk
I o . Jar i Nk Ay . fM uit 77k o dvg
im U o dvg = lim  ————arm—— = lim

o,k—+o00 Jpr o,k—400 fM uzk d?}g o,k—+00 fM Uy, dvg

)

qk 9k
fM U M o dug
fM uk dug

Estudaremos agora o membro direito da desigualdade (3.29). Devido a desigualdade

o que mostra o resultado desejado, uma vez que Y}, , estd entre / URTg o dvg ©
M

(z+y)P <P+ caPly + cy?

valida para x,y > 0 e a desigualdade de Young, obtemos

Ay /M Vg (o) P oy < (1+ 1) Ay /M IV gu P dvg + (1) Ay /M LIV P dv,
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com 0 < pu < 1. Fazendo p — 0 e 0,k — 400 e usando (3.23), garantimos que

Ukl;rriwA Ak/ |V g (upni,o)|P dvg < (ﬂkhﬂrr}r AL 1Ak/ ]Vguk]pnza dvg. (3.31)
Além disso,
kgr—lr—loo B(p, qi,7) Ak /M uﬁnf;a dvg < kgr—l{loo CrAg /M uinﬁﬁ dvg. (3.32)

De fato, usando a defini¢ao de C e o fato de i, < 1, temos
Bl r)e [ i, doy < Co [l oy [, o, (3.33)
M M M
Segue da defini¢ao de B(p, qi,r) e por (3.7) que
(Bovar) WA [ i doy <1— A [ dvy <
M M

Com isso e (3.33), garantimos (3.32).

Finalmente, fazendo o,k — 400 em (3.29) e usando (3.30), (3.31) e (3.32), obtemos

ak
_ ufkn " dv
n(p—r) +pr lim T [/ unf dvg — Jar vk i 9] <

nrY ok—+oo ' — Jay uit dug

< log [ lim <)\k1Ak /M |Vguk|p77£70 dvg + CL Ay /M ugn,’;’a dvg>} +

o,k—4o00

. qu 9k dv
+ <—"(p e 7—7> log ( li D e 9) . (3.34)
T

n o,k—+00 fM uz’“ dvg

Denotando por

X= I N A |V guRlPrE dvg + CrA bt du)) v =t A e
_a,kgr}roo< k k/M| QUk| 77]1270— Vg T+ Ch k/Muknk’a vg>, _g,kl_{ﬂl_oo fMuZ’“ dvg

k

q
up ", dv
Z = lim " /uzmzadvg_w ,
ok—too T —qr | Jm ’ Jor ui dvg

podemos reescrever (3.28) e (3.34) no seguinte sistema:

X vyt
np (3.35)
PN AP e x s (M _£> YlogY.
nr n T

Vamos considerar agora o comportamento de uy no complementar da bola B(xg;oty). Seja
&ko = 1 — np o definida em M, onde 7, foi introduzida anteriormente. Sem grandes dificuldades,

verificamos que as desigualdades em (3.28) e (3.34) permanecem vélidas para & , no lugar de 7, ,, isto
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€,
f uquqk dv
li AtA VouglPe d CA/prd — 1 IM Tk ko 90 -
o oo < ko /M IVouil’8h o dvg + i M Uik W komsto Jor uit dvg
n(p—r)+pr rer Jar v €ty dvg
= hm uk§k7o. d’l)g — —qk’
np ok—+oo T —q | s fM uy” dug
¢ k¢4
np—r)+pr . r oo fM ukkfklfo dug
—_— hm ukgk o d’Ug — T S
nry ok—too T — qx | S ’ Joy ut dug
< log [ lim <)\I;1Ak/ |V gur|PEL . dug + C’kAk/ UREL dvg>] +
o,k—~400 M ) M ’
np—r)+pr p } Jar i glfo dug
4+ | —————————=]log lim ———a—|.
np r gk—too [y ult dug
De modo similar ao que fizemos anteriormente, quando denotamos por
B B f uquqk dv
X= lim (A4 VoupP€  dv CA/uf”dv YV = lim MLk oke 9
0,k—>+oo< k k/M’ g k’ Sk,a 9 + Cr Ak M kgk,o 9 o,k—+00 fM uZ’“ d?}g
e

Z = lim
o,k—+o0 T — qk

qu qk dv
[ / ujer, duy — M] |
M

Jaruit dvg

encontramos o sistema:

T_yv— n(p—TH'p?“Z
n(p—r) —l—przni Vlog X + (n(p —r)+pr ]3) Vlog V. (3.36)
nr n r
Estas variaveis estdo relacionadas da seguinte forma:
Y+Y=X+X=1. (3.37)

Inicialmente, provamos que Y + Y = 1. Observamos que

fM up (1 — nglfa) dug fM UZ‘“SZ‘,} dug 1

/M W1 — (% + €0)| du, <

— <
Jar v dvg Jar ui dvg Jarui dvg
< %/ ult dvg = / o dhy.
Jar i dvg JB(aisotin\ B g B(0:0)\B(0:5)
Assim,
u‘]k qk dv u‘]k 1— qk dv
i Jar i € dg ~ lim Jaruit( 77k,o) 9 (3.38)

o,k— oo fM ut dvg o,k—+oo fM ut dvg



Por outro lado, gracas a igualdade

_ Ju Ui’“ﬁi’fa dvg  [prupt(1— ?ﬁi’fa) dvg

1=
Tx s ’
Jar i dvg Jar g dvg
estabelecemos que
ke ) 0k a a
1= lim Jar v ity dvg lim Jor wi (1 =1, dug
o,k 400 fM uzk dvg o,k——+o0 fM uz’“ dvg

Unindo este fato com (3.38), temos 1 =Y + Y.

Mostramos agora que X + X =1 Primeiro, notamos que

A A

/M |vguk|p5£,a dvg — /M [V guglP(1 = UZ,U) dvg

< CAk/ ]Vguk]p dvg = C/ ‘th(pk‘p dhk,
B(zk;ote)\B(zk; 5tr) B(0;0)\B(0; %)

donde

lim X 'A VourlP€ dv, = lim / M ARIV usP(1 =P ) do,.
o, k—400 k k/M| g k| §k70' g ok—too J s k k| g k| ( nk,a) g
Em seguida, também observamos que

n(r—p)

< CkAkAg(p_T)+pT / (pi dhk
B(0;0)\B(0;5)

CrAg

/ ulligz,a dvg - / uII;(l - 7717;,0) dvg
M M

Mas, aplicando a desigualdade de interpolacao na situagdo ¢qi < r < p, constatamos que

G
A < Hlug[5,

e como CrAg||ug||h < 1, temos

CrAg

/ WPEL dvg — / (1= 1) dv,
M M

< Crdgllugll? /

@y dhy, < /
B(0;0)\B(0; 3

Logo,
lim C’kAk/ up) , dvg =  lim C’kAk/ up, (1 =, ) dug.
M M

o,k—+00 o,k—+00

Usando uy como fungao teste em (3.12), obtemos

Z) B(0;0)\B(0; %)

89

< Ay /M VgunlP L = O, +€0) dvy <

(3.39)

b dhy.

(3.40)

1= )\klAk/ |V gug [P dvg—}—C'kAk/ uf dvg = ()\klAk/ |Vguk|p77£70 dvg + C’kAk/ uin,’;’a dvg> +
M M M M

+ <)\k1Ak /M |V guplP(1 — 77‘,20) dvg + Cr Ay, /M up, (1 = np,.) dvg> .

Com isso, (3.39) e (3.40), garantimos que
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Finalmente estamos preparados para demonstrar que Y = 1. Devido a (3.37) juntamente com
(3.35) e (3.36), temos Z + Z = 0. Desse modo, devemos ter

ZZOeZSOou
Z<0eZ>0.

Suponha Z > 0. Como r < p, resulta de (3.36) que

nlp—r)+pr p

0§?—X+?10g5(+<
n T

) YlogY.

Definimos a fungdo f(z,y) = y—x+ylogx+ <w - g) ylogy com dominio (0, 1] x (0,1]. Fixado

y € (0,1], nao é dificil de verificar que os pontos da forma x = y realizam valores méximos de f(-,y).

Assim,
VTV log ¥+ (”“9‘—’")“”" - é’) Vlog ¥ > ¥— X +7 log X+ <”<p —r)der é’) Flog ¥ > 0
n T n T

Logo,

<1+”@_T%”W—B>Y1g?>o (3.41)

n T
Afirmamos que
R R U J
n T
)tpr

De fato, considere a funcao g : [1,p] — R definida por g(r) =1+ "(p+ — B Verificamos que g(1),
g(p) > 0 e g é concava em [1, p]. Assim, g(r) > 0, o que demonstra nossa afirmagao. Com isso e (3.41),
segue que

YlogY > 0.
Como Y < 1, pois Y > 0, teremos Y = 0, o que implica ¥ = 1.

Suponha agora Z <0e Z > 0. Procedendo de modo andlogo ao que fizemos anteriormente,

teremos YlogY > 0. Como Y > 0, garantimos que logY > 0 e, assim, ¥ = 1.

Portanto,
lim up dvy = lim upne . dvg =Y =1
o, k—400 B(xk;atk) k g k400 M k'lok g )
encerrando a prova do Lema 3.1. [

3.2.3 Estimativa pontual
Vamos estabelecer aqui uma estimativa pontual para a sequéncia (uy). Mostraremos o

Lema 3.2 (da distdncia) Para qualquer A > 0, existe uma constante cy > 0, independente de k € N,
tal que

Ar—n

dy(z, 2 up(z) < AL

para todo x € M e k suficientemente grande, em que d, denota a distdncia com respeito a métrica g.
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Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que existam Ao > 0 e y; € M tais que fi x,(yx) — +00
quando k — +o00, onde

n—Ar

Fra(@) = dg(z, zp) Mg (2) AZP

Sem perda de generalidade, consideramos fi x,(¥x) = ||fr,x0l|o0- Sabemos de (3.19) que
1<t |uplloo < ¢

com ¢ > 0 independente de k € N. Com isso,

) AgT )\0

P 4 A, T < (s i)

ExoWk) < c

e assim,

dg(zk, yk)t, ' — 400 quando k — +oc. (3.42)
Dados 0 > 0e ¢ € (0,1), temos
B(yg; edy(wr, yx)) N B(ag; oty) = 0 (3.43)
para k suficientemente grande. De fato, esta afirmacao segue de

d(zg, yr) > oty + edy(r, yr)

ou, equivalentemente,
(1 —e)dg(zx, yp)ty, " > o

Entretanto, por (3.42) e como 1 — ¢ > 0, a desigualdade anterior é satisfeita para k suficientemente

grande, provando (3.43).

Afirmamos também que existe uma, constante ¢ > 0, independente de k € N, tal que
up () < cug(yr) (3.44)
para todo x € B(yx; edg(zk, yi)). Com efeito, sabemos que
dg(x,xk) = dg(w, yr) — dg(@,yx) = (1 — €)dg(k, yk)

para todo « € B(yx; edy(zk, yi)). Assim,

n—Agr n—Agr

g (T y) O ur (Ye) AL = Frng (k) > frono (@) = dg(ap, ©)0ug (2) AP >

n—Agr
> (1 _ g)Aodg(xk’yk))\ouk(x)Ag(p—r)-km’

i) < (12 )AO ua ()

1—¢

donde

para todo x € B(yx; edg(zk, yx)), como querfamos.
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Definimos o seguinte reescalonamento:

hi(z) = glexp,, (ty)),

n (3.45)
On(x) =t up(expy, (trx))
com x € B(0;3). Esta mudanca (3.45) aplicada em (3.12) fornece
AA o+ CptPgl T 4 L= Ok g1 _ L or1 oy B(0;3) (3.46)
k Sph, Pk kU Pk 0, Pk ~ 0, Pk 39). :
Segue do teorema do valor médio e da defini¢ao de 05 que
_ . p— r(gg(p —n) +np) . . O —
A A, B+ Okt gl = (@~ 1) )sOZ’“ log(¢r) + o ! (3.47)

np
em B(0;3), onde pj € (g — 1,7 —1).

Fixamos agora € > 0 tal que r + ¢ < p*. Usando que log(¢})@r" < @2_““5 e gracas ao método

iterativo de Moser aplicado em (3.47), chegamos a

pi " = ()t ) < sup g < C/ P, dhy = C/ uy, dvg < c, (3.48)
B(0;1) B(0;2) B(yr;2t)
onde
T (3.49)
M

T

Logo, (,u,:q’“) é limitada. Disto, duas situacoes independentes podem ocorrer

() pp > 1 — 6, para alguma subsequéncia ou

(IT) pg < 1 — 6y, para k suficientemente grande.

Em cada caso, extraimos uma contradi¢ao implicando a prova do Lema 3.2.

Suponhamos primeiro que (I) ocorre. Usando a defini¢ao de 0, encontramos

___ mpr
r(gg (p—n)+np) r(qg (p—n)+np)

_r np(qk — r) np(qp—r)
1-— Qk Tk = <1 +
( ) r(qx(p — n) + np)

Asgsim,

- _r _ np
liminf g, ™ > lim (1 —0f)"% =e nl-r+pr
A Ky = kﬁJroo( ) )

1 m
onde usamos que lim <1 + —> =e.
m—-+00 m

Por outro lado, (3.42) fornece

B(yk; te) C B(yk; edg(r, Yi))
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para k suficientemente grande. Com este fato, o Lema 3.1, (3.43) e (3.48), chegamos na seguinte

contradicao

___mw . .
0<e ne—n+rr <c lim uy, dvg < ¢ lim uy, dvg = 0.
koo Bynstr) k=400 ) Blykiedy (wryr))

Assuma (IT). Para k suficientemente grande, escolhemos o seguinte reescalonamento:

p—r
o)),
p—

() = i)~k expy, (AL wi(u) 7)),

hi(x) = g(expy, (Azé uk(Yk) (3.50)

com x € B(0;3). Observamos que a mudanga (3.50) estd bem definida, pois devido a (3.19), temos

p—r p=r

1 1 p—r
Alug(yr) P < Af||uglled <t =0

quando k — +o00. Substituimos (3.50) em (3.12) para produzir

1—-6; 1 1
1 —r p—1 k —1 r—1 .
Ao TA G Uk CrApug (yr)P " + i ﬁwg’“ = @% em B(0;3), (3.51)
ou ainda,
_ o1 1 1 =6 1 -1
)\klAp,;;kibk + Cp Apur(yr)P "0y + o < o 1) YT = A (¢k by ) em B(0;3),

em que uy, foi definido em (3.49). Da aplicacdo do teorema do valor médio, encontramos

_ e 1 /1-6 _ r —n)+n
A Gl T g (gt = TR g (5.52)

em B(0;3) com py € (gx — 1,7 — 1).

Gragas a (3.44), obtemos

. 1op=r\ n
/ W dhy, = ug(yg) (A,’;ukp > / i by U dug < c. (3.53)
B(0;3) B(yr;3A0 up(yr) 7 )

Considere h € C}(B(0;3)) tal que h = 1 em B(0;2) e h > 0. Escolhendo ,h? como funcio teste em

(3.52), obtemos (0 mesmo raciocinio foi aplicado no Capitulo 2)

‘),
B(0;3

)

.1
A Ny -
)\vhkwk\ B dhy + - (

1— 6
223

- 1) / YR dhy, < c. (3.54)
B(0;3)

Assim, gracas a (3.53), (3.54) e a hipotese (IT), concluimos que (¢ ) ¢ limitada em WP(B(0;2)). Logo,
existe 1 € W1P(B(0;2)) tal que 1, — ¥ em W1P(B(0,2)). Via método iterativo de Moser, segue que

1 nao é nula, pois

1 =1(0) < sup ¢} < c/ Yy dhy,.
B(0;1) B(0;2)
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Por (3.54) e por imersdo compacta, temos

1 /1-96
1imsup—< k_ 1> <ec.
k k 223

Desse modo, a menos de subsequéncia, teremos

. 1 /1-06
1 — —1)=v> .
k—1>r-ir-loo O < > 729 (3:55)

e, entao, lim pui = 1. Defina
k——4o00

1 m
Usando a defini¢cao de 0 e o limite: lim (1 + —) = e, obtemos
m

m—-+00

r L1 Bk oy ampy (L—0k) np
lim (1 + Hkﬂk)rqu = lim |:(1 + Hk/Bk) 9kﬁk} = ¢/ nlp—r)tpr
k——o00 k——+o00
. L _7/"/1) .
Sabemos que lim (1 —6g) % =e ne-"+rr. Assim,
k—+o00
- 1—0,)7 % _ np
lim g, ™ = lim % — ¢ U5
k—+o00 k—+o00 (1 + ekﬁk)r_qk
Novamente, obtemos uma contradigao:
—(1 __np . .
0<e W% < ¢ lim uy, dvg < c lim uy, dvg =0,
W00 S Byxit) k=420 ) B(ykiedg (@ryr)

em que recorremos ao Lema 3.1, (3.43) e (3.48).

Portanto, o Lema 3.2 esta demonstrado.

3.2.4 O argumento final

O objetivo desta subsecdo é mostrar que (Cf) é limitada assumindo que kgrfoo A;. = 0. Como
veremos, o Lema 3.2 desempenhard um papel central na obtencao de varias estimativas em torno de
x € M, ponto este onde uy atinge seu maximo. Dada a invariancia escalar do problema, assumiremos
que o raio de injetividade de M é maior do que 2.

Seja n € CL(R) uma funcdo de corte tal que n = 1 em [0,1), 7 = 0 em [2,+00) e 0 < n < 1.
Definimos ny(x) = n(dg(z,z;)). A desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Euclidiana 6tima fornece

p p(1—6)

0 950k
(/ UL dx) < Ae(p, qr, ) (/ |V (ugne) [P dw) (/ ufk i dx) ,
B(0;2) B(0;2) B(0;2)

em que simplificamos a notagao ao escrevermos simplesmente g7y, em vez de ug(exp,, (z))n(exp,, ())-
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A constante A.(p, g, ) € a constante 6tima desta desigualdade. Conforme [18], temos
A(p, gk, ) > Ae(p, r, 7).
Com isso,
p(1-0y)

% a0
/ dde | < A, r) / IV ()P da / W do
B(0;2) B(0;2) B(0;2)

Expandimos a métrica g em coordenadas normais em torno de xp (expansio de Cartan) e
localmente encontramos

(1~ edy (@, 21)*)dv, < do < (1+ edy(@,21)?)dvg o [V (upm)l? < 1V, (une) P(1 -+ edg (@, 21)%).

Com estas expansoes e a Proposicao 3.1, verificamos que

_p_
0

Vg (ugni)[Pdg(z, xk)2dvg> x
B(xy;2)

p(1—6y)

aw, ak
X fBOZ wt S da\ Ok
fM upt dvg

Gracas a desigualdade

Vg (urmi)IP < |V guglPry, + |V guge P~ urV gie| + clug V gup [P

e denotando

X = Ak/ ne|V gurPdy (2, xx)? dvg e Yy = Ak/ IV un [P~V g |, g,
M M

obtemos

o
T@k
/ uyny, dx < | A(p, qx, ’I“)Ak/ |V gug[Pn, dvg + ¢ X + ¢y, + cAk/ UZ dvg | x

p(1-0y)

fB(o;z) u it de )
x - . (3.56)
o i dvg

Quando usamos ), como funcio teste em (3.12), estimamos

1 Sy udEnt dv
P d il Tl dy. — M "k Ik 79 Y.
g ( f gl doy ? ’f)
3.57

Al(p, qk,r)Ak/ |V guk|Pny, dvg <1 — CkAk/
M

B(zx;1)

Seja

1 [ ut nq’“ dv
A / ’U,r s d’U JM "k Tk 79 k k‘ g )
k o ( " k'l GUg — fM dvg

Da aplicagao do teorema do valor médio e do uso do Lema 3.2 (conforme aplicamos no Capitulo 2),
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observamos que

1 r.r fM uzknz d?}g 1 fM uzkmlz - ngk‘ dvg
Zk_e_ uknkdvg_id SH— T =
k \JM Jar wi dvg k Jar wi dvg

q
_ r(aklp —n) +np) [y v 77;!“\ log | dvg _ ch(xm\B(xk;l) uy,” dvg
np Jar wi dvg B Jar ui dvg

para k suficientemente grande, em que o} € (gx,r). Substituimos (3.58) e (3.57) em (3.56) para

<ct? (3.58)

obtermos

r0y
(/ up g dx) < (1 — C’kAk/ uf dvg + Zi, + cti + cXp + Y+
B(0;2) B(x1;1)

I} ul*nik dx p(qlk_eik)
+eAy, / b dvy | (202 . (3.59)
B(a:2)\B(1:1) Jar i dvg

Vamos estimar X. Escolhendo degﬁk como fungao teste em (3.12), ficamos com

et dy(z, 1) dv
X, < < rord 2 _fMuknkQ , g
O </M iy (7, 7k )" vy Jor it dvg *

fMuk ngkd z xk) dvg
fM " dug

Estimaremos as duas primeiras parcelas do lado direito de (3.60). Apds uma mudanca de variaveis e

+ cAk/ wn |V gur [P~ dy (z, z1,) dvog + + cYy. (3.60)
M

aplicagao do teorema do valor médio, encontramos

1 ultnrdy(z, vy)?
Tl d 2 k 'k ) d
/M <Uk77k ol 7] = Jar v dug o

Oy,

IN

1 -
ctie—/ |k — i ikl dhu
k JB(0:2t; ")
< ot [ [log(ou)lef ol dh.
B(0;2t; 1)
em que py € (qx,7) e Mx(7) = Me(exp,, (txz)). Gragas ao Lema 3.2, constatamos que

fM uk Fipdg(z Ik dvy
Jar ugt dvg

1
o ‘/ upnedy(z,21)? dog — <cty (3.61)
k|JM

para k suficientemente grande. Agora, via desigualdade de Holder, temos

- %
/ ukn,’;lvguk]pfldg(x,xk) dvg < </ |V gul? dvg> ’ </ ufdg(x, zp)P dvg> ) (3.62)
M M B(z;2)

Usando uy como fungao teste em (3.12), temos
/ |VguglP dvg < \eApt < eAl?, (3.63)
M

onde também utilizamos (3.13) e a Proposi¢ao 3.1. Aplicando uma mudanga de varidveis e o Lema
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3.2, obtemos
—ZN\P n(r—p)+pr
/ ufdy(z, 2P dug < ct}} (tk *) tZ/ orlalP dhy, < ct, T (3.64)
B(x;2) B(02t;")
para k suficientemente grande. Substituindo (3.63) e (3.64) em (3.62), obtemos
1-p n(r—p)+pr
Ak/ | VourlP~tdy(z,21) dog < cARA” t, P =ty (3.65)
M
para k suficientemente grande.
As estimativas (3.61) e (3.65) substituidas em (3.60) geram
uftnttdy(z, x1)? dv
< ar v 7Py | v ot (3.66)
Jar v dvg
para k suficientemente grande. Também pelo Lema 3.2, temos
Tedy( d
Jar i kx 21)° dvg < ct%/ ol |z|* dhy < ctf (3.67)
\[M uk dvg (0.2 *1)

para k suficientemente grande. Por fim, estimamos Yj; usando os mesmos argumentos utilizados em

(3.65) como segue

p—1 1

—_ P
Yi < cAy ( / IV gu? dvg> ’ ( / ul dv, dvg> <t} (3.68)
M B(zr;2)\B(wk;1)

para k suficientemente grande. Com as estimativas (3.66), (3.67) e (3.68) introduzidas em (3.59),

chegamos a

_p_
r0y
/ uyny, do <l1- C’kAk/ uz dvg + Zy, + ct% + cAk/ UZ dvg |
B(0;2) B(xy;1) B(zr;2)\B(zk;1)

k., k 20y
<f302 ) Uk "M dx) w0k

Jas uir dog

para k suficientemente grande. Em decorréncia do Lema 3.2 e o fato de p > 1, inferimos que

Ay, / uf dvg < ctip <ct?
(Ika )\B(xka )

para k suficientemente grande. Com isso, temos

& f (P P(lige’“)
o oy U 1) X 9%k
/ upny, dx < | 1-CrAg / ul dvg + Zy, + ct;, B(0;2) qu dk
B(0;2) Blas1) fM P du,

Agora aplicamos a funcao logaritmica em ambos os membros da desigualdade anterior e usando




p(1—0y n—
que W = r%k — =2 obtemos
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ax
p T fB(0§2 uk "Ik dx D 2
— |log / upndx | — log <log [ 1— CrAg Uy dvg + Z + ety | —
7Ok [ ( B(0;2) K > < Jar uidvg Bagl) ¢ ‘

_n—plog fBo2 uknk
n fM kkdvg

Da aplicagdo do teorema do valor médio, garantimos que existe & entre as expressoes

9k 9k

fB(o;2 w " dw
ugny, dz e
/B(O;Z) wk Jar ui dvg

tal que

log / ubny dz | — log Jpo Wmi 4T 1 / ubny de — Sz Ui de
B(0;2) i fM U%k dvg &k \JB(02) w fM Ui

A expansdo de Cartan da métrica g em torno de z; e o Lema 3.2 fornecem

fB(o 2) u' " do g dug

)

max / upny, dr — / My dvg
B(0;2) M

para k suficientemente grande. De fato,

[ winpde— [ uiagd,
B(0;2) M

para k suficientemente grande.

fM “k dvg fM “Zk dug

4l

E ainda, por (3.67), temos

fB 0:2) uitngt dx Joy udEnils dvg fM ulrnttdg(z, zp)? dvg

< c/ uZn};dg(x,xkf dvg < cti/
B(z1;2) B(0;2t; 1

fM “k dvg fM “k d”g fM “kk dvg

para k suficientemente grande, o que encerra a justificativa para (3.71).

Verificaremos agora que
i
“k 77k dv, 2
max upny, dvg — 1‘} <ty
{'/ M ! f 2 U dug

para k suficientemente grande. Com efeito, gracas ao Lema 3.2, temos

‘/ u};n};dvg—l‘:‘/ u};n};dvg—/ uy, dvg
M M M

q
fM “k ngk dug 1‘ < fM\B(xk§1) w" dug < o2
= > Ol
fM " dvg Joy uit dug

para k suficientemente grande. Logo, fica garantido (3.72).

F dvg

2
}Sctk

cpﬂxP dhy, < cti

<ct?

< / ul, dvg < cty
M\B(zy;1)

(3.69)

) . (3.70)

(3.71)

(3.72)
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Com (3.71) e (3.72), deduzimos que &, ' = 1+ O(t?). Segue de (3.70) que

P g / uink dx | —log fB(O;Z ui i de _
70y, B(0;2) Wk Jaruit dog

I5 0;2 uitnlt dx
L </ upny do — 2202 ] (14 O(£2)). (3.73)
B(0;2)

- r0, fM uft dvg

Via expansao de Cartan e (3.61), obtemos

qk ,q
7 / wny, dr — Joon Vi 4 =L / (uwk - ) de =
’I"Hk B(0'2) fM ’U,k d?}g 'I"Hk; (0 2) fM Ik d?}g
wk e qk . qk
p Uy, 77k c U M 2 p 2
= = R Ml S— — ——FfF __10(d dv, = =2 Ot
0y, /M <uk77k fM " d 9) vt Ok /M (uknk fM“ dvg> ( g(x,xk) " r et ( k)

para k suficientemente grande. Substituimos em (3.73) para obter

. / — . fB(o;z ug gyt do
og upn;. dr | — log
V“Hk B(0;2) wk Jor ui dvg

para k suficientemente grande. Retornando a (3.69), encontramos

> gZk — Cti
T

—-p

log fB(o;z) ut g dx
Jor ui dvg

para k suficientemente grande. Usando a expansao de Cartan da métrica g em coordenadas normais

L2 — ct? < log 1—ckAk/ W dvg + Zy + et | + =
r B(zg;1)

em torno de x; € M, a expansao de Taylor da funcao logaritmica e o Lema 3.2, obtemos

o (fB (0;2) uk ngk dx)

Jans zk, 1 U dvg fMuk’“nZ’“d (z,71)?
B Jor ui dvg Jar ui dvg

dv
¢ <t}
Jar i dvg

para k suficientemente grande. Em resumo, ficamos com

Z—QZ].C - Ctz <log |1+ % — CkAk/
" B(ay;1)

ul dvg + cti) + ct?
para k suficientemente grande. Lembrando que logz < x — 1 para todo = > 0, temos

P —ct2 <z, - C’kAk/ ub dvg + cti.
r B(zk;1)

Observamos agora que

n(r—p) n(r—p)
/ uidng/ uf dvg =t, " o dhy, > ct) "
B(zy;1) B(z;ty) B(0;1)

n(r—p)
para k suficientemente grande. Como t, " A} = tk, segue que

thg < <1 — g) Z. + Cti (3.74)
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para k suficientemente grande.

Vamos agora estudar o comportamento de Z;. Definimos & = 1 — n com 7 introduzida

anteriormente. Notamos que

em que
1 S wiE (e — ni*) dug
RkZ—(/ uh (my — ny) dvg — =4
Ok \Ju i k) g Jar ui dvg
e
1 Jas uir&y, do
Sk =~ / ulEx dv _M)
"o ( o e
Ainda é possivel escrever Ry = R](:) _ Rl(f), onde
o _ 1 . fB(xk;z)\B(zk;l) ultny, dvg
R =4 upny dvg — Z
O \J B2\ Ba1) Ty 0T do,
e

1 er 2\ Blay:1) (W) T dv
RY = / ()" dv, — JB@0s Dk Ay
b\ B2)\B(aw) Jar ui dug

Quando aplicamos o teorema da mudanca de varidveis, chegamos a

r - 2) 1
(h — o), dhy e RS = —

m_ 1 = /
Ok J o2t \B(Oit )

i
k Ok J o2t )\ B(Ot Y

(k)" — (prni) ] dhy,

em que 1 (z) = 1(dy(exp,, (txz), 7)) definida em R™. Devido a aplicagio do teorema do valor médio

e do Lema 3.2, obtemos

r —n)+n _
Ry < Holeznxen) | o log (i) i dh
np B(0;2t, )\B(0t ")
< g [ eplloglonllel dh < et
B(0;2t; ")
’ (au(p — ) + np)
T —n)+n _ _
|Rl(c2)| < DIEP P / (k)" | Llog (pxii)| dhy, < ctj,
np B(0;2t; )\B(0t,. ")

para k suficientemente grande e py € (g, 7). Com estas estimativas, deduzimos que
IRy| < ot} (3.76)

para k suficientemente grande.

Afirmamos agora que

Sk < 0 para k suficientemente grande. (3.77)

De fato, como estamos assumindo klim A = 0, temos / uzk dvy < 1. Desse modo,
—+00

1 1
- - - qdk T _ qk <
Sk o fM uZ‘“ o, [(/M Uy dvg> (/M ulg dvg> /M &, dvg} <
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r(qx(p —n) + np) 1 / ok
ut* log(ug )&k dvg,
np Jar ui dvg M\B(z;1) g (k)i g

via teorema do valor médio com py € (g, 7). Agora, decorre do Lema 3.2 que uy(x) < 1 para todo

<

x € M\B(xy;1) e k suficientemente grande. Com isso e a estimativa anterior para Sy, fica demonstrado
(3.77).

Substituindo (3.76) e (3.77) em (3.75), encontramos
Zy = —Ry — Sy > —Ry > —cts
para k suficientemente grande. Com isso e (3.74), garantimos que
IM|™% < Cp <ct2? (3.78)

para k suficientemente grande.

Notamos que se p < 2, entdo teremos uma contradicdo quando £ — +o0o. Entdo, a hipotese
(B) nao ocorre, o que mostra que (A) deve ocorrer e, como ja vimos neste caso, By(p,r) < +oc.
Quando p = 2, segue de (3.78) que (C%) é limitada. Portanto (B(p,qx,r)) € limitada, concluindo a

demonstracao do Teorema 3.1.

3.3 Demonstracao do Corolario 3.1 e do Teorema 3.2

Demonstraremos nesta secdo o Corolario 3.1 e o Teorema 3.2. Iniciamos com o Corolario

3.1, isto é, vamos garantir que

nr
np —nr + pr

[ tosul) do, < log [«40(29,7“) [ 9P dvy + Bolor) [ |u|pdvg} (3.79)
M M M

para toda func¢io u € HYP(M) com ||u||, = 1.

De fato, aplicando a fun¢ao logaritmica em ambos os membros da desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg Riemanniana 6tima (3.1), obtemos

P g < [l ) “log <,4<p, @) Vgl + B, qk,r>||u||£>

O [lullgs [l

para toda funcio u € H'?(M). Usando a Proposicao 3.1 e o Teorema 3.1, escrevemos

r(r(p =) + ) o (L) < g <A0<p,r>||vgu||£ - Bo<p,r>||u||£>
n e g\l ) ll?

para toda funcio v € H'P(M). Faremos k — 400 na desigualdade anterior. Para isso, observamos

que

(|l 1 1 Q. — T 1
1 =71 (P avy = 7T )| ] ar Y] |
ot (L) = T og(lulle) = - tox(lulf) = % () + 1 og(lull?) ()]
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Com a igualdade acima, obtemos

lim

1 [lullr 1 . 1 [1
1 =-{-1 S+ 1 — (Ilull" = [Ju||2) | b
k—4o00 T — Qi [Og <||u||% T Og(HuH )+k—1>r-ir-loo T — QL | Og (||u|| ||u||qk)

onde aplicamos o teorema do valor médio com o, entre ||u|l’ e ||u||dF. Usando o fato que a funcio

¢(s) = u® é diferenciavel em (g, ), recorremos novamente ao teorema do valor médio para encontrar
lim

1 |l >] 1{ 1 . 1
10g< = — ¢ —log([ulls) + 7= lim —/ | log(Jul) dug(r — gi
k—ﬁoo?“-%[ [Tl r (el ullf: k=+oo |7 — qi M’ | (ful) deo )

com g, € (qx,7). Logo,

P HUHr> np—nrerr{ 1
lim —log< = —log(]||ul|,) + ul|" log(|ul) dv
e B % \lulla z () * Ty, 1 osClud de
— T T
_np nr—i—pr/ |u i log< [ul ) v,
nr a [l [l
Portanto,
np —nr —i—p?“/ ’u\rr log< M:) v, < log <_A0(p,7°)HVguH£ —|T— Bo(p,r)HuH£>
nr a [l [l |7 [ul]7

para toda funcio u € H'P(M), ou equivalentemente,

/ lu|"log(|u|") dvg < log [.Ao(p,r)/ |V gul? dvg + Bo(p,r)/ |ulP dvg}
M M M

np — nr -+ pr

para toda funcio u € H'P(M) com ||u||, = 1. Isto demonstra o Corolario 3.1.

Passamos agora para a demonstragdo do Teorema 3.2. Nosso interesse serd mostrar a validade
da desigualdade de r-entropia Riemanniana 6tima e que Agpe = Ag(p,7). Como consequéncia do

Corolario 3.1 e da defini¢do de Aent, j4 garantimos que
-Aent S AO(par)-

Por outro lado, para toda u € HYP(M) com ||u||, = 1, segue da desigualdade de Jensen que

—log </ || 9% dvg> = —log (/ |u| %" u|" dvg> < / —log(|u|™")|u|" dvy =
M M M

=g r r
= / lu|"log(|u|") dvg. (3.80)
r M

Decorre da definicao de Aeyn: que dado € > 0 existe B: > 0 tal que

nr

P log |:(-Aent +¢) /M |V ulP dvy + B /M |ulP dvg} (3.81)

/ " log(Jul") dvy <
M

é valida para toda funcio u € H'P(M) satisfazendo ||u||, = 1.
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Combinamos entao (3.80) com (3.81) para produzir

np—nr+pr
T Tn(r—qg)
(/ |9 dvg> "< (Aent —|—€)/ |VgulP dvg + Ba/ [ulP dvg
M M M

para toda funcdo u € H'P(M) com ||ul|, = 1. Por um argumento de homogeneidade, obtemos a

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg:

% P(1*99k)
([ 1t asy)™ < [ ve) [ 9l eyt B2 [l ] ([ fuloeany) ™
M M M M

satisfeita para toda funcio v € HYP(M). Assim,
AP, g, 1) < At + €
para todo € > 0 e para todo k € N. Fazendo k — 400, temos
Ao(p,r) < Aent + € para todo £ > 0.
Logo, ao fazermos ¢ — 0, obtemos Ay(p,r) < Aent, donde fica estabelecido que

-Aent = AO(pa T)-

Em particular, a desigualdade encontrada no Corolario 3.1 é 6tima. Como conclusao, segue

diretamente da definicdo de B.,: que a desigualdade

nr
"1 Ndvy < ————1 V,ulP d B P d
1ol 060 dog < 05 [ A [ 90l oy + B [ i )

é vélida para toda fungio u € HYP(M) com ||u||, = 1, encerrando a prova do Teorema 3.2.

3.4 Existéncia de funcao extremal

Provamos aqui o Teorema 3.3. Vimos que B(p, qg,7) > \M]_%. Entao, By(p,r) > \M]_%. Se
Bo(p,r) = |M|~*, segue do Corolario 3.1 que a funcio constante u = \M]_% é extremal. Suponhamos
Bo(p,r) > ]M\_%. Repetindo a demonstracao do Teorema 3.1 e usando a hipdtese p < 2, veremos
que lim A > 0, pois do contrério, teriamos uma contradi¢do com (3.78). Com isso e usando uy

k—+o00
como fungao teste em (3.12), obtemos

/ |V gug|P dug —i—/ uf dvg < ¢
M M

para todo k € N. Assim, a menos de subsequéncia, up — ug em HYP(M). Por imersio compacta,

temos 1 = ||ug|| — ||uol|r, donde ||Jug||, = 1. Decorre do método iterativo de Moser que

1
Supuk§c</ uZdvg> <c
zeM M
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para todo k € N. Como uy, € L>°(M), da teoria de regularidade de Tolksdorf combinada com o teorema
de Arzela-Ascoli, inferimos que uy, — ug em C*(M). Lembrando que Ji(vy) > A(p, qx,r) (vide (3.10)),

obtemos

P
( vk ], )‘% o AP 4k IV gvellp + (B g, 7) = yo)lloells
[0k |l qu B vk |5

Uma vez que ug = , temos

UV
[|vg -

P
( 1 >‘9k - A, @, )| Vgurlly + (B, aw, 7) — i) lugl b

Tomando a func¢ao logaritmica em ambos os membros da desigualdade anterior, fazendo & — +o00 e

seguindo o mesmo raciocinio adotado na demonstragdo do Corolario 3.1, chegamos a

nr

7"1 T d > - @
] 1ol o(fuoP) doy > ———

log [.Ao(p,r)/ |V guo|P dvg + Bo(p,r)/ lug|P dvg] .
M M

Portanto, up é uma funcao extremal para (Ent(Ag(p,r), Bent)) € vale que Bene = Bo(p, 7).
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