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Resumo

Neste trabalho estudamos as diferencas no comportamento de cordas elasticas cujas
dissipacoes sao de dois tipos: dissipacao friccional e dissipacao do tipo Kelvin-Voigt.
Para isso associaremos cada problema a um semigrupo e usaremos este para discernir o
comportamento das solugoes. Dois desses problemas elasticos estarao munidos de uma

dissipacao friccional, isto é, quando as equagoes sao da forma
Ut — AQUgy + YU = 0.

O primeiro problema tem uma dissipagao globalmente distribuida e no segundo caso
a dissipacao ¢ parcial e considerada em um problema de transmissao. Veremos que nesses
dois casos a solucado existe e o semigrupo associado a eles decai exponencialmente. O
terceiro e quarto problema tem uma dissipacdo mais forte: dissipacao do tipo Kelvin-

Voigt, isto é, quando as equagoes sao da forma
Upp — AUgy + YUzgr = 0.

Estes ultimos casos apresentam grandes diferencas: quando a dissipacao é globalmente
distribuida o semigrupo associado nao somente decai exponencialmente; mais ainda, o
semigrupo ¢ analitico. Porém, quando distribuido parcialmente num problema de trans-
missao, o semigrupo perde estabilidade exponencial (e portanto ndo é analitico). Mas

provamos que este é polinomialmente estavel.
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Abstract

In this paper one can analyze the behavior differences of elastic strings with two kinds
of damping: frictional damping and Kelvin-Voigt damping. To do that, one can associate
each problem to a semigroup wich can be used discern the solutions behavior. To two of
these elastic problems will be provided a frictional damping, that is, when the equations

have this configuration:
Uyt — QUgq + Yur = 0.

The first problem has a globally distributed damping and in the second case the
dissipation is partial and considered in a transmission problem. We will realize that in
these two cases exists a solution and the semigroup associated with it has exponencial
decay. The third and fourth problems have a stronger dissipation: the Kelvin-Voigt

damping, that is, when the equations have the following configuration:
Upp — AUgy + YUzgr = 0.

These last cases present huge differences. When the dissipation is global the semigroup
associated not just decay in an exponencial order but this semigroup is analitic. However,
in a parcially distributed transmission problem, the semigroup associated with the solution
does not have exponencial stability (therefore is not analitic). But one can prove that it

is polynomially stable.
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Introducao

Esse trabalho se concentra na estabilidade exponencial e analiticidade de semigrupos
de classe Cy associados a varios sistemas dissipativos provenientes da mecanica.

Uma das mais importantes motivagoes para estudar estabilidade exponencial vem da
teoria de controle. Ha varios tipos de amortecimentos num sistema mecanico, como con-
ducao de calor, viscosidade, friccao, etc. Note que o sistema mecanico correspondente é
dissipativo. Certamente, ha muitas razoes praticas para o problema de controle corres-
pondente. Por exemplo, materiais viscoelasticos tem a propriedade de, como o nome diz,
serem elésticos e viscosos que faz com que, quando aplicado uma tensao, sua deformagao se
dissipa com o tempo. Materiais como metal e vidro derretido tem essas propriedades. Por
meio do sistema viscoelastico de Kelvin-Voigt, que veremos neste trabalho, conseguimos
provar, por meio de semigrupos de classe Cy, a sua estabilidade exponencial.

Por outro lado, o leitor vera que a propriedade de analiticidade é mais sensivel e mais
dificil de se conseguir. Mais especificamente, conseguimos essa propriedade em apenas
um dos problemas considerados.

Veremos que os métodos usados embora um tanto simples se apresentam de forma
poderosa.

Neste trabalho estudaremos as diferengas no comportamento de cordas elasticas cujas
dissipacoes sao de dois tipos: dissipacao friccional e dissipacao do tipo Kelvin-Voigt.
Para isso associaremos cada problema a um semigrupo e usaremos este para discernir o
comportamento das solugoes. Dois desses problemas elasticos estarao munidos de uma

dissipacao friccional, isto é, quando as equagoes sao da forma
U — QUgy + YU = 0.

O primeiro problema tem uma dissipacao globalmente distribuida e no segundo caso
a dissipacao é parcial e considerada em um problema de transmissdao. A pergunta que
queremos responder é: em quais casos a solugao existe e o semigrupo associado a eles
decai exponencialmente?

O terceiro e quarto problema tem uma dissipacao mais forte: dissipagao do tipo Kelvin-

Voigt, isto é, quando as equagoes sao da forma

Uy — AUgg + YUzt = 0.



Veremos que estes ultimos casos apresentam grandes diferencas. Mas ainda queremos
saber se, quando a dissipacao é globalmente distribuida, o semigrupo associado nao so-
mente decai exponencialmente; mais ainda, serd que o semigrupo ¢é analitico? Porém,
quando distribuido parcialmente num problema de transmissao, o semigrupo perde esta-
bilidade exponencial (e portanto ndo é analitico). Mas serd que ele se estabiliza de alguma,
maneira?

Para respondermos estas perguntas precisaremos, obviamente, entender o que sao
semigrupos e como eles se comportam dadas certas hipoteses, as quais serao satisfeitas
pelos semigrupos associados aos problemas mencionados. Também, visto que estudaremos
as solugoes fracas dos problemas, precisaremos entender o que sdo essas solugoes fracas
e onde elas estao definidas, ou seja, os espacos de Sobolev, como também suas normas e
propriedades. A base do conceito de espagos de Sobolev é o conceito de derivadas fracas,
que também veremos.

Em todos os casos, por questoes técnicas, vamos supor que as solucoes assumem valores
complexos. Fazendo isso, sabemos que tanto a parte real como a parte imaginaria das
solugoes também sao solugoes individualmente pois os coeficientes das equacoes sao reais.

Como neste trabalho serao feitas muitas contas, usaremos muitas ferramentas pode-
rosas; em especial muitas desigualdades tuteis para chegarmos as estimativas desejadas
como, por exemplo, desigualdade de Poincaré.

Foi comentado que um dos objetivos é mostrar que os problemas admitem solugao
no espaco em questao. Uma das principais ferramentas que sera usada para isso sera o
teorema de Lax-Milgram. Por isso também precisaremos de alguns resultados de analise
funcional.

Por fim, o leitor vera que ¢ dificil obter a estabilidade exponencial e analiticidade de
um operador pela definicdo. Por esta razdo consideraremos alguns resultados de estabi-
lidade e analiticidade que facilitarao essa tarefa. Vejamos entao alguns desses resultados

preliminares.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Como comentado, uma das principais ferramentas usada neste trabalho é a teoria
de semigrupos, para resolver os sistemas de equagoes diferenciais parciais. Mas também
usaremos muito a teoria dos espagos de Sobolev e alguns teoremas essenciais para garantir
a estabilidade e analiticidade de alguns semigrupos. Vejamos algumas dessas preliminares

antes de partir para os problemas principais.

1.1 Espacos de Sobolev

No que se segue consideraremos I C R aberto.

Definigao 1.1 Sejam u,v € L}, (I). Dizemos que v é a j-ésima derivada fraca de u, isto

é, % = v, quando
AP ,
— (—1)
Iudxjdx =(-1) /]z@d:c

para todas as fungoes testes @ € C(1).

Definigdo 1.2 O espago de Sobolev WP (I) consiste de todas as fungoes u : [ — R

localmente integraveis tais que para cada indice j com 0 < j < k, Z—? existe no sentido

fraco e pertence a LP(I). Quando p = 2, denotaremos H*(I) = W*2(I).

Para 1 < p < 0o e u € W*P(I) definimos a norma de u por

[ (Z A )

<k
Defini¢do 1.3 Denotamos por WeP(I) o fecho de C°(I) em WH»(I).

diu|?
dxi

Interpretamos I/V(;€ P(I) como conjunto das fungoes u € WHP(I) tais que % =0 em

01 para todo 0 < j < k — 1 como serd explicado no teorema 1.4 a seguir.
Costumamos denotar HE(I) = Wy (1).



Teorema 1.4 Assuma que I ¢ limitado e w € W'P(I). Entio u € Wy(I) se, e somente

se, ulgr = 0.
Demonstragao: Veja a segio 5.5 de [Ev].

Teorema 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que I seja um intervalo aberto e
limitado em R. Assuma 1 < p < oo. Entdo existe uma constante C, que depende apenas

de p e de I, tal que
sy < Ol
para cada funcio u € Wy(I).
Demonstragao: Veja a proposigao 8.13 de [Br].

Teorema 1.6 (Desigualdade de interpolagiao de Gagliardo-Nirenberg) Seja u €
LP(IH)NW2P(I) com 1 < p<oo. Entaou e W»P(I) e

1/2 1/2
1 llzory < ClullytzagnllullZhsy-
Demonstracao: Veja a segao 9.8, pagina 313 de [Br].

Definigao 1.7 Denotamos por H '(I) o espago dual de H}(I).

Em outras palavras, f estd em H'(I) se f é um funcional linear limitado definido
em H}(I).

Definigao 1.8 Dado f € H™(I), definimos a norma de H='(I) por
1 Wiy = sup {(F s w € HY(D), [l sy < 0}

Teorema 1.9 (Caracterizagao de H~') (i) Suponha que f € H1(I). Entdo existem
fungoes fo, f1 em L*(I) tais que

(f, ) :/Ifov+f1v'dx (v e HY(I)). (1.1)
(i) Além disso,
1/2
Iy = (108 + o) s satios (10) e oty < 220

Escrevemos f = fy — fi sempre que (1.1) vale.

Demonstracao: Veja o teorema 1 da segdo 5.9 de [Ev].



Definicao 1.10 Uma solucdo fraca para o problema

{ —u"=f em Ja,b]
u(a) =u(b) =0

¢ uma fungio u € HY(I), sendo I = [a,b], que satisfaz

b b
/ u'v’dx:/ fodz, Vv e Hi(I).

Teorema 1.11 Dados a,3 € R e f € L%*(a,b), entdo existe uma tnica fungio u €
H?(a,b) que satisfaz

{ —u"=f em Ja,b]
ula)=a e u(b) =p.

Demonstragao: Veja o teorema 3 da secao 6.2 de [Ev].

1.2 Resultados de Analise Funcional

Nesta secao colocaremos alguns resultados importantes de andlise que serao usados no

trabalho, como algumas desigualdades que facilitardo as muitas contas que serao feitas.

Defini¢ao 1.12 Sejam X e Y espagos normados e T : D(T) — Y um operador linear,
sendo D(T') C X. Dizemos que o operador T é limitado se existe um nimero real c tal

que, para todo x € D(T),
1Tz < ef|z]].

Nesse caso dizemos que a norma de T €

T
|T|| = sup [T} com x # 0.
zen(r) |||

Definigao 1.13 Seja X # {0} um espago normado complexo e T : D(T) — X um
operador linear com dominio D(T) C X. Um valor regular \ de T é um nimero complexo

tal que

(i) (M —=T)7" existe,

(i) (A —T)7! ¢ limitado,

(iii) (M —T)7 ! estd definido num subconjunto denso em X.

O conjunto resolvente p(T) de T é o conjunto de todos os valores requlares A de T. Seu
complementar o(T) = C — p(T) no plano complezo C é chamado de espectro de T, e

A€ o(T) é chamado de valor espectral de T

bt



Teorema 1.14 (Lax-Milgram) Seja B : H x H — R uma forma sesquilinear para a

qual existe constantes o, § > 0 tais que
(i) [Blu,v]| < allulll|v]| para todos u,v € H;
(ii) Bllu|® < Blu,u] para todo u € H.

Além disso, seja f: H — R um funcional linear limitado em H. Entao existe um unico

elemento uw € H tal que
Blu,v] = (f,v),
para todo v € H.
Demonstracao: Veja a segao 6.2.1 de [Ev].

Lema 1.15 (Desigualdade de Cauchy) Sejam a e b nimeros reais. Entao
2 b2
b< —+ —.
WE3 T

Demonstracao: Veja o apéndice B de [Ev].

Lema 1.16 (Desigualdade de Cauchy com ¢) Sejam a, b e € nimeros reais positivos.
Entao
bZ

b<ea®+ —.
ab < ea” + 1
Demonstracao: Veja o apéndice B de [Ev].

Teorema 1.17 (Desigualdade de Holder) Seja I C R. Assuma que 1 < p,q < 0o e
5+ =1. Entao, seu € LP(I) e v € LU(I), temos que

[ Tuvlde < o 01l agry
Demonstracgao: Veja o apéndice B de [Ev].

Defini¢ao 1.18 (Operador fechado) Seja A : D(A) — N wm operador linear, sendo
que D(A) C M e M e N sao espagos normados. Dizemos que A é um operador fechado
se para qualquer sequéncia (xy) em D(A) com x, — x e Axy — y, entdo x € D(A) e

Ar =vy.



1.3 Semigrupos de operadores lineares

Definigao 1.19 Uma familia S(t), 0 < t < oo, de operadores lineares num espago de

Banach H ¢ dito fortemente continuo, ou um semigrupo de classe Cy, se

(i) S(tl + tg) — S(tl)s<t2),vt1,t2 2 O,
(i) S©O) =1,
(iii) Para cada x € H, S(t)x é continuo em [0, oco].

Para um semigrupo S(t) assim, definimos um operador A com dominio D(A) consis-
tindo de todos os pontos x tais que o limite

A — Ji 2z~

h—0 €T

existe. Entao A é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo S(¢). Dado um operador
A, se A coincide com o gerador infinitesimal de S(t), entdo dizemos que A gera um
semigrupo fortemente continuo S(t), t > 0. As vezes também denotaremos S(t) por e,
Suponha que o operador linear A gere um semigrupo de classe Cy, S(t), num espago

de Hilbert H. Entao valem os seguintes resultados:

Definicao 1.20 Seja H um espago de Hilbert real ou complexo com o produto interno
(,) e a norma induzida ||-||. Seja A um operador densamente definido em H, isto é,
A:D(A) C Hw— H com D(A) denso em H. Dizemos que A é dissipativo se para qualquer
r € D(A), Re(Ax,z) < 0.

Teorema 1.21 (Hille-Yosida) Um operador linear (nao limitado) A é o gerador infi-

nitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy, t > 0, se e somente se:

(i) A € fechado e D(A) = H.
(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém RT e para todo A > 0,
1
-1
or - <
Demonstracao: Veja a segao 1.4 de [Go].

Teorema 1.22 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio D(A) denso
num espago de Hilbert H. Se A € dissipativo e existe um Ao > 0 tal que Im(Ngl —A) = H,

entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy em H.
Demonstragao: Veja a segiao 1.4 de [Go].

Teorema 1.23 Seja A um operador linear fechado com dominio D(A) denso num espago
de Hilbert H. Se A é dissipativo e 0 € p(A), entdo A € o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragoes de classe Cy em H.

Demonstragao: Veja a se¢io 1.2 de [LZ].

7



1.4 O Problema de Cauchy

Defini¢ao 1.24 Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear,

para ug € X consideremos o problema de valor inicial abstrato
Lu(t) = Au(t), t>0, (1.2)
u(0) = g

Por solugao entende-se toda fungio u : [0, 00[— X continua para t > 0, tal que, para

t > 0 seja diferencidvel e u(t) € D(A), e que satisfaga o problema de valor inicial (1.2).

Teorema 1.25 Se A é gerador de um semigrupo Cy, entdo para cada uy € D(A) o

problema de valor inicial (1.2) tem uma unica solugao. Alem disso,
u € C([0,00], D(A)) N € ([0, 00[, X).

Demonstragao: Veja o capitulo 2 de [Go].

1.5 Propriedades assintéticas de semigrupos

t

Definiciao 1.26 o semigrupo et é dito exponencialmente estdvel se existem constantes

a>0eM >1 tais que

le]| < Me™®", vt > 0.

t

Se M=1, dizemos que et é um semigrupo de contracies de classe Cj.

A partir daqui, também usaremos a notagao ||-|| para denotar a norma em L(H, H)

quando nao houver confusio.

At At

Defini¢ao 1.27 O semigrupo e é dito analitico se e*' admite uma extensao T'(\) com

AeAg={NeC; JargA| <8} para algum 0 > 0 tal que X — T(\) é analitica e
lim [|[T(A\)z—z||=0,Vz € H,
AVEDREI)

TN+ pu) =TT (), VA, 1 € Ay.

ou, equivalentemente existe uma constante K>0 tal que
|Ae|| < Kt™Y, Vit > 0.

Teorema 1.28 Seja S(t) = e um semigrupo de contragoes de classe Cy num espaco de

Hilbert. Entao S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se,

p(A) 2 {iB; 8 € R} = iR (1.3)
w@w |81 — A)7!| < oo, (1.4)



Demonstracao: Veja a segao 1.3 de [LZ].

Teorema 1.29 Seja S(t) = et um semigrupo de contragoes de classe Cy num espago de

Hilbert. Suponha que
p(A) 2 {if: B € R} = iR (15)
Entdo, S(t) é analitico se, e somente se,
Tim (881 = A)~Y|| < oo. (1.6)
|B|—00
Demontragao: Veja a secao 1.3 de [LZ].

Teorema 1.30 (Borichev e Tomilov) Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy defi-
nido num espago de Hilbert H, com um gerador A tal que iR C p(A). Entao para qualquer

real o > 0 fizado, as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:
(@) (AL = A) g = O(IA%), A — o0

(b) HS(t)AilHE(’H) = O(t™*), t— 0.

Demonstragao: Veja o teorema 2.4 de [Bo].



Capitulo 2

Equacoes de onda com dissipacao do

tipo friccional

O objetivo deste capitulo é mostrar a estabilidade exponencial para os sistemas com
dissipacao friccional. Note que o método usado serda sempre o de associar o sistema a um

semigrupo e estudar a estabilidade deste.

2.1 Vibracoes com dissipacao friccional globalmente

distribuida
Considere a equagao de uma corda vibrante com amortecimento: (x,t) € (0,1) x R,
Uy — AUy +yu =0, a,y > 0. (2.1)
Assuma que a corda esteja presa nas duas extremidades x = 0 e x = [, isto é,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, (2.2)
e que inicialmente é dada pelas funcoes
u(z,0) = ug(x), wu(z,0)=u(x). (2.3)

Para converter esse problema numa equacao de evolugao de 1* ordem, denotamos
H = H}(0,1) x L*(0,1) o espaco de Hilbert com o produto interno

<(u17 u2)7 (Ula U2)>’H - <U1, U1>Hé + <u27 v2>L2
onde H} = {u € H' tal que u(0)=w(l) =0} com produto interno
!
(u, U>H3 = /0 au, U dx.
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Entao, considerando 1 = wuy, o sistema (2.1)-(2.3) pode ser colocado como um problema

de valor inicial para uma equacao de evolugao de 1* ordem abstrata em H:

d
di; =Ay, Vt>0, y(z,0)= (ulbul)T? (24)

em que y e o operador A sao dados por

y:<“), Ay:( K ) (2.5)
77 aum—W?

Consideraremos A : D(A) C H — H sendo que
D(A):{ye’l—[ tal que 'r;GH&,uEHZ} (2.6)
Note que D(A) é denso em H. De fato, basta ver que H}(0,1) é denso em L*(0,1) e

H?(0,1) é denso em H}(0,1).

2.1.1 Existéncia de solucgoes

Nesta segdo o objetivo é mostrar que o sistema (2.1)-(2.3) tem solugdo. Este serd

atingido usando a teoria de semigrupos. Em particular, usaremos o teorema 1.23.
Teorema 2.1 O operador A gera um semigrupo de contragoes de classe Cy em H.
Demonstragao: Note que se y € D(A), por integragdo por partes temos que

<Ay7 y>’H = <(777 AUgy — ’777)7 (u7 77))7—[ = <777 u)H& + <aux:v -, 7]>L2
! l
= / anguydr + / (aUzy — yn)dx
0 0

! ! !
:/ anx%dm+[QUxﬁ]é—/ @Uzmdx—/ Vn|*da.
0 0 0

Pela defini¢do do dominio de A, isto é, pelos valores de contorno 1(0) = n(l) = 0 temos

que o segundo termo acima ¢ nulo e assim

l l
(Ay, )y, = 20m [ anicde — [ Alof*de, (2.7
0 0
ou seja,
l
Re(Ay,y)y, = = [ lnfPde <0, %y € M. (2.8)

Logo, A é dissipativo. Vamos provar agora que 0 € p(A), lembrando que nosso objetivo

é usar o teorema 1.23. Para todo F' = (f, g)T € H, considere as equacoes

11



ou seja,
n=/f€H; e aug,—yn=g¢cl’ (2.9)

Logo
—QUgy = —Yf —g € H! (2.10)

onde H~' é dual de H}. Podemos associar essa equagao (2.10) & forma sesquilinear
B: H} x H} — C com

!
Blu,v] = a/ U Upd,
0
e ao funcional linear ® : H} — C com

! !
d(v) = —7/ foUpdx — / gudz.
0 0

Note que B e ® satisfazem as condigoes do teorema de Lax-Milgram pois, pela desi-
gualdade de Holder

2
Blu,o] < llullgllollg,  Blu,ul = llul,.
e ¢ ¢ limitado pois, também pela desigualdade de Holder

Y Y C
|P(v)] < 5||f||H5||v||H5 +lgllp2llvll 2 < (aHflng + CL§||9||Lz> 0]l g

e pela desigualdade de Poincaré na segunda desigualdade. Logo, pelo teorema de Lax-
Milgram existe uma tinica u € Hy tal que Blu,v] = ®(v), Vv € H}. Ou seja, existe uma
tinica v € H{ solucdo de (2.10). Verifica-se facilmente que u,, € L* portanto u € H?.
Tomando n = f, temos que n € H}. Assim, obtemos um tnico y = (u,n)’ € H com
y € D(A) que satisfaz as equacoes de (2.9). Isso nos diz que A é bijetiva e existe A~1.

Além disso, A~! ¢ limitada pois por (2.10) e por integragiao por partes

! I I I I
—/ AUz Udr = —/ (vf+gudr = / alug|*dr = —/ vfﬂdzx—/ gudz,
0 0 0 0 0

e usando as desigualdades de Holder, Cauchy com € e Poincaré, nesta ordem, obtemos
!
2
/O alu,[*dz = [Jul < ’YHUHLszIILz + [lull2llgll -

2
< 2¢l|ull2, + y|f|yL2 €||g||L2

2 7 °C, 2
< HUIIH1 +-— Hf”Hl 6IIQHLz
Para um e apropriado obtemos que

7 2C
S(ully < 1

2
2| i+ 1Nl
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onde 6(¢) > 0. Entdo, somando ||n]|7. (= || f|/7>) nos dois lados da desigualdade acima

temos que

2
2 2 2 7 Cp 2 1 2

< 7P I
el + e < 17152 + s Mg + g ol

e, por fim, pela desigualdade de Poincaré novamente obtemos
2 2 2 2
[ell g + lInllze < CCUL e + llgllz2)

que implica

(s Ml < CHCE 9l

A desigualdade anterior diz que A é sobrejetor, e que A~! é limitado. Portanto 0 €
p(A). Por fim, precisamos provar que A é fechado. Tome (ug,nx) = yr € D(A), (u,n) =
y € He (z,22) =2z € H tais que yp — y e Ayr — 2. Ou seja,

Uy, U Nk 21
— e — :

Note que g — n em L% e n, — z; em H}. Logo, pela definigao de derivadas fracas,

isto ¢, se olharmos para 7, no sentido das distribui¢oes obtemos

l l
/ M Podr = —/ M Pd,
0 0

e temos que

1 ! ! 1
/ NP dz —>/ nd.dx e / M, P —>/ 21 Pdz.
0 0 0 0

Da igualdade dos limites acima temos que n € H& eny = 2. Além disso, auy zo—YMK —
2o em L?. Entdao podemos afirmar que

Zo + M
a

=w em L2

Uk, zx —

e w € H? pois u, € H* que é um espago de Banach. Se olharmos para uy, ., no sentido

das distribuigoes, teremos que
! I
/ T / Upaadr, VP € C,
0 0
porém, como u;, — u em H, temos

! !
/ U Py dr — / UPdx
0 0

€ COMO U zz — W €I L2, temos

1 !
/ U 50 — / wddz.
0 0

13



Logo,

! !
/usﬁmdx:/ wddz,
0 0

isto é, Uz, = w, o que nos diz que u € H? e
— — I?
AU g YNk — Ugy anem :

Portanto, y € D(A) e Ay — Ay, ou seja, A é fechado. Assim, pelo Teorema 1.23,

este teorema esta provado.

2.1.2 Decaimento Exponencial

Nesta se¢ao, mostraremos via teorema 1.28 que o semigrupo definido na demonstragao
do teorema anterior tem um bom comportamento assintético, ou seja, é assintoticamente

estavel. Veja o resultado a seguir.

Teorema 2.2 O semigrupo S(t), gerado por A, é exponencialmente estdvel, ou seja, exis-
tem constantes M > 1 e a > 0 tais que ||S(t)|| < Me .

Demontracao: Vamos usar o teorema 1.28. Para isso, primeiro precisamos provar que
p(A) 2 {if: f € R} =

J& provamos no teorema anterior que 0 € p(A). Agora note que para qualquer niimero
HA AT © operador iBl — A = A(iBA™" — I) é invertivel. De fato,

(zﬂAil — I) é injetora se || < IIAle pois se supormos que nao ¢ injetora, entdo existe

real § tal que |f| <

x € D(A) tal que i3A™ 'z = z, ou seja, vale que

[l = iBA™ ]| = Bl A ]| < 1A |-

HA i

Entao concluimos que ||z|| < ||z||. Contradi¢ao! Além disso, i3] — A é sobrejetora
pois seu dominio deve ser D(A) também, com valores em H (i8] — A : D(A) — H).
Logo i3A~ — I deve estar definida em D(A) e sua imagem também é D(A) (iBA™! —
D(A) — D(A)). Como A : D(A) — H é bijetora, concluimos que i3] — A = A(iBA™ —1I)

é sobrejetora.

Além disso, [|(i8] — A)~7!|| é uma fungao continua em /3 no intervalo ]HA 11”, S 1”[
Suponha por absurdo que p(A) 2 {if : f € R} = iR, ou seja, existe w € R com
e < Jul < oo tal que {68 : 18] < [wl} © p(4) mas sup{|8T — A)| £ 18] < |} =

oo. Entdo existe uma sequéncia S € R com fp — w, |Bk] < |w| e uma sequéncia de
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fungoes vetoriais complexas y, = (ug,mr)" € D(A) com norma unitdria em H tal que

[(iBxd — A)yrlly, — 0, ou seja,
iBrug —me — 0 em  HY, (2.11)

Bk — Qg e + vk — 0 em L2, (2.12)

Tomando o produto interno de (ifx! — A)yy com y, em H, por (2.7) temos

(@Bl — A)Yk, ) = (BrYks Yr)zy — (AYk, Ui)y

l
— B+ 2Im/0 an,Tzda + || n 72

e tomando sua parte real, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

Re ((iB] — Ak, yr) = Ylmll32 — 0,

ou seja, ny — 0 em L?. Entdo, por (2.12), obtemos que ux — 0 em H?. Da desigualdade
de Poincaré tiramos que u, — 0 em H}. Isso contradiz a hipétese de que y; é unitério
para todo k. Portanto p(A) D iR.

Vamos provar agora que \ﬁlli@oo |(iI — A)~t|| < oo. Suponha por absurdo que isso
nao vale. Entdo existe uma sequéncia f; com |fx| — oo e uma sequéncia de fungoes
unitérias y, € D(A) em H tais que ||(iBxd — A)yxl|;, — 0. Entao, basta repetirmos as
contas anteriores que novamente teremos que y||nx||7. — 0, ou seja, n; — 0 em L2 Note

que (2.11) e (2.12) também valem nesse caso e entao
fe = iBkuk —me = 0 em  Hy, (2.13)

Gk = 1BkMk — AUk 2z + Y — 0 em L2 (2.14)

De (2.13) nds temos que fr — 0 em H} e concluimos que fr, — 0 em L% J4 vimos
que n, — 0 em L2. Entao Byu, — 0 em L? de onde concluimos que uj, — 0 em L2. Além
disso, como estamos tomando |lyxll,, = 1, temos que uy — 1/a em Hj. Logo, o lado
direito da equagao acima tende a zero.

Tomando o produto interno de g com uy e integrando por partes, temos
l 1 1 1
/ grurdr =1 / Brmrurdr — a / Uk oo Uk dT + 7 / niurde
0 0 0 0
l ! !
= Z/O Beniindx — alug o)y + a/o |t 0| *da + 7/0 MURAT .

1 l l

Note que o lado esquerdo da equacgao vai pra zero. Por outro lado, o primeiro e o

terceiro termos do lado direito também vao pra zero. Logo

!
/ a|uk7$|2dm — 0,
0
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ou seja, ux — 0 em H}. Isso contradiz a hipétese de yj, ser unitdrio. Portanto

lim H(z‘ﬁ[ — A)‘lH < 00,

8|00

0 que completa a prova.

2.2 Vibragcoes com dissipacao friccional distribuida

somente em uma parte do seu dominio

Considere o deslocamento transversal de uma corda elastica constituida por dois ma-

teriais distintos, isto é, o deslocamento w é da forma

= { u(z) se x€(0,l),

v(z) se z € (lp,l),
sendo 0 < [y < [ e cada componente satisfaz
P1Ue — kluzm — YUy = 0 em (Ou lO) X (07 OO), (215)

p2vy — kg, =0 em  (lp, 1) % (0,00), (2.16)

com ki, ks e v denotando constantes elasticas positivas; p; e py denotam densidades de
massa. Aqui consideraremos as condi¢oes de contorno de Dirichlet, que podem ser escritas

como
u(0,t) =0, wv(l,t)=0 Vt>0. (2.17)
As condigoes de transmissao na interface [y sao dadas por
u(lo, t) = v(lo,t), kiug(lo,t) = kove(lo,t), VYt > 0. (2.18)
Por fim, os dados iniciais sdo prescritos pelas fungoes

u(z,0) = ug(x), uz,0)=wui(xz) em (0,l)

(2.19)
v(z,0) =vo(z), ve(x,0) =wvi(x) em (lo,1).

Agora vamos usar semigrupos para estudar o comportamento do sistema (2.15)-(2.19).
Defina

H™ = H™(0,1y) x H™(ly,1), m=1,2, L*=L*0,ly) x L*(ly,1)
H! = {(u,v) € H';u(0) = v(l) = 0,u(ly) = v(lo)} :
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Defina o espaco H = H! x IL2. Note que, ele equipado com o produto interno

((ur,v1,m1, 1), (U2, v2, M2, C2) )y

lo l lo L _
=k /0 Uy 2 U pdx + Ko /l V1 2V2 AT + p1 /0 mpdr + p2/l C1¢adx
0 0

¢ um espago de Hilbert. Considere também o operador linear A: D(A) C H — H

I e g
|
—~
e
&
93
g o 3
|
2
=
S~—

N
\
<
8
8

cujo dominio D(A) é dado por
D(A) = {X € H;(n,¢) € HL, (u,v) € B ku(lo) = kava(lo) }

sendo X = (u,v,m,¢)T. Tomando u; = n e v; = (, (2.15)-(2.19) pode ser transformado

no seguinte problema de valor inicial

d
SX() = AX(1), V>0, X(0) = X,

sendo X (1) = (u, v, us, v))T e Xo = (uo, v, ur,v1)T.

2.2.1 Existéncia de solucgoes

Nesta se¢do, o objetivo é novamente usar semigrupos para mostrar que o sistema

(2.15)-(2.19) tem solugao.

Teorema 2.3 O operador A gera um semigrupo Sa(t) de contragoes de classe Cy no

espago H.
Demonstracgao: Note que usando integracao por partes temos
1 ko
<AX7 X>'H = 7, Cv 7(1’{:1”9&36 - 777)7 —Uzzx | (uv v, 1, C)
P1 P2 H

o 1

l
P1 lo

lo
=k | nUdr 4 py /
0 0

Uy
0 [ o lde
lo P2
lo z lo o !
- kl/ N Upd + (k7] — k:l/ Uy T dx — 7/ In|"dx + krg/ (U dx
0 0 0 lo

_ I _
+%wgm—blvgﬂx
0
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e pelas condigoes de contorno (2.17) e de transmissao (2.18), temos

<AX) X>’}-[ - klum(l07 t)ﬁ(l(]? t) - kQUI(ZO) t)C(ZOJ t)
l l l
+2Im <k1 / Onzuxdx> +2I'm <k2 / ngzda:) —y / nldz
0 lo 0

! ! 1
=2Im (/{;1 / ’ nzumdx> +2Im </€2/ Cz%dl') - 7/0 |7]|2dac.
0 lo 0

Entao
lo
Re(AX, X), = —7/ n’de <0, VX € D(A), (2.20)
0

ou seja, A é um operador dissipativo.

Note que D(A) é denso em H. Resta provar que 0 € p(A) e que o operador A é fechado
para usarmos o teorema 1.23.

Tome F' = (f,g,p,q) € H. Vamos provar que existe um tnico X = (u,v,n, u) € D(A)
tal que AX = F, ou seja,

n=f em H0l), (2.21)
(=g, em H'(lo1), (2.22)
klu:t:c — N = p1p; em L2<Oa lO)a (223)
kovge = paq, em  L*(ly,1). (2.24)

Além disso, pela definicao de D(A) devemos ter
u(0) =v(l) =0, wu(l) =v(l)

1(0) = u(l) =0, n(lo) = p(lo)
krug(lo) = kovz(lo)
De (2.21)-(2.24) concluimos que

—kUpe = —kof —p1p em  L*(0,1g) e —ksvye = —pag em L*(lp,1). (2.25)

Assim, podemos definir a forma sesquilinear B : H! x H! — C associada a essas

equagoes por
lo !
Bl(u,v), (0.%)] = by | wopuda + ks [ vitiada,
0
e o funcional linear ® : H! — C associado, por

lo lo l
P(p, 1) = —,01/0 ppdx —7/0 foppda — Pz/l qdax.
0
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Note que B é coerciva pois B[(u,v), (u,v)] = ||(u, U)H%ll. Além disso B é continua. De

fato, aplicando a desigualdade de Holder obtemos

lo !
Bl(w0), (0 <k [ Juspulde + ks [ fosulda
0
< lull gallell gz + ol a1 g
2 2 2 2 \1/2
= (JullZ Mol + 2l g 1ol o 90y + ol Nl )
Aplicando a desigualdade de Young obtemos
2 2 2 2 2 2 2 2 \1/2
1Bl(u,0), (o 1] < (Il ol + el 103 + ol Il + ol 2 1l

2 2 1/2 2 2 1/2
= (llullzgy + Nloliz) ™ (el + 117 )

= [, )|z [l (0, )]

H! HL-

Além disso, @ é limitado pois, pelas desigualdades de Holder e Poincaré obtemos

lo lo l
) < pu [ pelde -+ [ fupalde + o [ lqvlde
0

)
< el ol + 70yl + Nl 1

C ¥ Cp
< (Sl + 171y ) Vol + Sl

E denotando por
C vy C
o= Bl + 0 g 5= 7lal

obtemos, pela desigualdade de Young, que

1/2
@0, 0)] < (®llelz + 2081l s 9l 3 + 21150 )
1/2
< (llelli + 15 + B2l + B2 1¢15m)
1/2 2 2 1/2
= (a®+8) " (Il + I1ell5n)

= (0 +8) 10, ) -

Entao, pelo teorema de Lax-Milgram, existe um tinico (u,v) € HL. tal que B[(u,v), (¢, )] =
D(p,1), V(p,) € H.. De forma similar ao caso da segdao anterior, verifica-se que
(u,v) € H?. Tomando (n,¢) = (f,g) temos que (n,¢) € HL. Ou seja, dado F € H existe
um tnico X € D(A) que satisfaz AX = F. Isso nos diz que A é bijetiva e existe A~

Para provar que 0 € p(A), resta mostrar que A~ ¢ limitado. De (2.25) concluimos que

lo

! lo !
— kyug,udr — | kovg,vde = — / (vf + pip)udx — / paquda.
0 0 lo

lo
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Integrando por partes no lado esquerdo obtemos
lo !
ey (Lo Yu(lo) +/0 ot o 2 + Ky ()0 (o) +/l ool [2de =
’ lo !
= - /0 (vf + pip)ude — /l p2qudz.
0
Pela defini¢ao de D(A) sabemos que —kju, (lo)u(ly) +kov.(lo)v(ly) = 0. Logo, obtemos
lo ) ! ) lo lo l
| lude + [ klofde < [ Mol faide+ [ pilpulde + [ palgolde,
0 lo 0 0 lo
e aplicando as desigualdades de Holder, Cauchy com € e Poincaré, nessa ordem, obtemos
lo !
2
| ilualda+ [ kolunl?de < CUF il + Ipllelull 2 + all e ol
0
C 1 1
2 2 2 2 2
< oclullls + TSI + L leli2a + 1 lalls + elloll
C 1 1
2 2 2 2
< 2Cyelully + 21y + el + Nl
2
+ Crellol,
ou seja,
2 2 o 2 Coyen2 1 2 L2 2
||u||Hé + ||U||H5 = 2CP€|IUHH& + Ze”fHH& + I€||p||L2 + ZEHQHB + Op‘EHUHHg'
Entao, para um € apropriado teremos
C 1 1
2 2 2 2 2
S(e)lulliyy + (@0l < Z 21 Wy + - lpllze + - lallzes

sendo que d(e) > 0. E somando |[n]|7, + IC52 (= I £Il32 + llgll32) nos dois lados da

desigualdade acima e aplicando a desigualdade de Poincaré obtemos que
lalZs + o5 + Inll72 +11<172 < Co) (IF115 + el + llalize + IA1172 + llgll72)
< C (IF1% + lglZ + ol + llal22) .
e entao
||A_1F||H = ||X||H < CHFHH,

ou seja, A~ é limitado e portanto 0 € p(A). Resta provar que o operador A é fechado.
Sejam Xk = (uk)vkank)Ck) € D(A)u X = (U7U7na C) EHel = (fagap7 q) € H tais
que X — X e AX, — F. Ou seja,

up, u U, ur f
v v v

el o oAl ™| 1 Ck Ll
gk C gk %Uk,:ca: q
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Note que nx — n em L? e ny — f em H!'. Entdo, pela definicao de derivadas fracas

temos que

lo

l
N Pdr = —/Onk,xcbda;,
0
e ainda
lo lo lo lo
M Podx —>/ nd.dxr e / Nk, Pd —>/ fodx.
0 0 0 0

Pela igualdade dos limites acima temos que n € H! e 1, = f. Analogamente temos

que ¢ € H' e ¢, = g. Além disso

1
Uk — kf(vn +pp) =w em L (2.26)
1
e
P2 o 2
Vg, — k—q =z em L°. (2.27)
2

Mas como u; — u em H}, pela desigualdade de Poincaré podemos concluir que uy — u

em L? e, para qualquer ® € C°, temos

lo lo l() lO
/ UpDppdx —)/ ud . dr e / Upy oo P —>/ wddz.
0 0 0 0

Lembre que, pela definicao de derivada fraca, tem-se que
lo lo
/ P, dr = / Upy pe P
0 0

E facil ver que, pela equacdo anterior e pela unicidade dos limites acima, vale que

lo lo
/ u®, . dr = / wddz,
0 0

ou seja, u € H? e u,, = w. Logo, sabendo que g zp — Uz € M — 1 em L2, podemos

concluir que

1 1
— (kg ow — Y1) = — (K1tge —yn)  em L.
P1 P1

Por outro lado, como vy — v em H}, entdo vy, — v em L? e, para qualquer ® € C°,

temos

! ! 1 1
/ Ve Pppdr — [ vPdx e / Vg aaPdr — [ 2Pdz.

lo lo lo lo
Lembre novamente que, pela definicao de derivada fraca, tem-se

! !
/vkcbmdx:/ Vi 2z Pdx.
l

lo 0
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Pela equacao anterior e pelos limites acima obtemos que

! !
/vfbmda::/ 2®dx,

lo lo
ou seja, u € H? e vy, = 2. Logo

ko ko
— Uk ge —> —Ugy €I L2
P2 P2

Note ainda que, como Xj € D(A), entdo kiug.(lo) = kavg(lp), para todo k. Pelo
teorema do trago segue que kyu,(ly) = kav,(lp). Portanto X € D(A) e AXy — AX, isto

é, A é fechado. Pelo teorema 1.23, este teorema esta provado.

2.2.2 Decaimento Exponencial

Nesta secao, mostraremos via teorema 1.28 que o semigrupo definido na demonstra-
¢ao do teorema anterior tem um bom comportamento, ou seja, um comportamento de

estabilidade. Veja o resultado a seguir.

At

Teorema 2.4 O semigrupo gerado por A, S(t) = e**, é exponencialmente estdvel. Isto

é, existem constantes M > 1 e a > 0 tais que || S(t)|| < Me .

Demonstracgao: Da mesma forma que no problema anterior vamos usar o teorema 1.28.

Primeiramente vamos provar que ‘ﬂlliim |(iBI — A)7Y|| < oo. Suponha por absurdo que
—00

isso nao vale. Entao existe uma sequéncia 3 com |fi| — 0o e uma sequéncia de fungoes

unitarias X € D(A) em H tais que ||(i8x — A)Xx||;, = 0. Nesse caso vale o seguinte:

fk = zﬁkuk — N — 0 em Hl(O, lo) (228)
gr = iﬁkvk — Ck — 0 em H1<lo, l) (229)
k
Pk = 1Bk — ~Upae + L7k — 0 em  L2(0,1o) (2.30)
P1 P1
k
qr = ’Lﬁkck — pr’UR,m; — 0 em L2(l0, l) (231)
2

Note que aqui também vale (2.20) e novamente teremos que 7|[nx[%2 — 0, ou seja,

m, — 0 em L% De (2.28) e (2.30) concluimos que

k
o7 (2.32)

P+ 1Bk fr — lﬁk = —Biup — —
P1 P1
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Multiplicando o lado direito desta equagao por huy, ., sendo h € C', e integrando por

partes obtemos

6k lo h0|uk|2d _ ﬂ h8|ukr]

o - 2 Ox 2p1 Jo Ox

k1
= _ih(l0)|ﬁkuk(l0)| - ﬂh(l())mkw(l(])’

dx

L b, 2 ki 2
+ - / 1 |Brug P + 2 h(0)|ug.0 (0)] (2.33)
2 2p1

k
+—1/ B |ug . |2 dz.
2p1

Por outro lado, multiplicando o lado esquerdo por huy , e integrando por partes obte-

mos
) ol lo B ) lo _ vy lo B
(hug g, P + B fro — — 1) = / huy . Drdr — Zﬁk/ huy g fr.dx — */ huy, 7, dz
P1 0 0 p1 /0
o _
= [ huaprde — B (l0)Fillo) o) (2.34)
lo _
—i—iﬁk/o ug(feh)de — —/ huy, ;7 dx.

Das equagoes (2.32) a (2.34), da desigualdade de Cauchy com € e tomando h(z) = x

concluimos que

kil
- 0|ukm(l0)| =
p1

I
§0|5kuk(lo)|2
1 ey
= 2/ | B |* d$+2p / U | dﬁ—@/ Bruw(fr h + fr)dx
_ / haus zpkdx—f—lgzﬁkuk(lo) fk(lo / huug, T dt

1 k
1

+%%UMMP+A\mwnMMx+A|mmnux

v [l
+ 7/ |hug 775 |dex.
p1 /0
Para um e suficientemente pequeno temos que
| Bru(lo)1? + [ur.2(lo) ] < (2.35)
lo ) lo ) lo B C )
< C/O |Briug| d:v+0/0 o] d:p+0/0 [Pyl + 251 o)
k
lo _ lo — lo
+O/O |Bkukfk,xh|dx+0/0 |6kukfk|dx—i—0/0 | Pty T

Pelo teorema do traco e (2.28) temos que fx(ly) é limitada. Logo a expressao do lado

direito é limitada e consequentemente do lado esquerdo também. Dai concluimos que
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g,z (lo)uk(lo) tende a zero pois Sruk(ly) € ug.(lo) sdo limitadas e

o) B ()] < - (clusaW + CulBrun o))

Assim, se multiplicarmos (2.32) por uy, teremos

|k (lo)ur(lo)| =

k k1
o \ukx|2dm = p—ukx(lo)uk (lo) +/ | Brug| da:—l—/ ukpkdx+z/ Bruy fpdx

+ af UM dx
P10
Portanto, como o lado direito dessa equacao vai pra zero, temos que o lado esquerdo
também vai pra zero, isto é, ug, — 0 em L?. Além disso, de (2.35) temos que uy . (lo) —
0 e Brur(lp) — 0. Assim, pelas condigdes de transmissdo temos que vy .(lop) — 0 e
Bruk(ly) — 0.
Analogamente, de (2.29) e (2.31) temos que

. k
G + iBrgr = — vk — ka,xoc- (2.36)
2

Multiplicando o lado direito desta equagao por huy, ., sendo h € C', e integrando por

partes obtemos

2 2
I R R [

g ) ox 2ps Jio Ox
1, k
=ymmmme+§/thwMFqimm%Am2

dx (2.37)

ko
+ 7]1([0)’1%3; l() |2 + 7/ h/|Uk33| dl’

Por outro lado, multiplicando o lado esquerdo por hvy , e integrando por partes obte-

mos
. l . l
(hvre, @ + 1Brgr) = /z hog . qdz — Zﬂk/l hog 2 gpdz (2.38)
0 0
! !
= | Tonatde + iBivi(lo)gy (lo)h(lo) +i5k/l Uk (Grh)edz.
0 0
Logo, de (2.36)-(2.38) e tomando h(z) = x — [ temos que

1 [ ) ky [l
- do+ 5= [ g e =
2/10 |Buvi vyt log 0|2z

_ ¢ —2l0) | Brvw(lo)]* +

l !
+ilo — D Bvon(lo)g(lo) + i /l BuvGphd + i /l Buvigp o hd
0 0

ko (1 —lo)
2p;

l
vrallo)? + [ honogide
0

l
0
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Usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Holder e a desigualdade de Cau-

chy com € obtemos que

! !
/ | BrorPdx +/ [Up.|2d <
l() lO

< C|Bevr(lo)|* + Cloka(lo) P + Cllhvkall 2 llakl 2 + ClBevrlo)|ge(lo)]
+ C| Bevill 2| gr,ehll 2 + Cll Brevrll 2| 9wl 12
< C|Brvi(lo)|” + Cloka(lo) P + Cllhvkall 2 llakl 2 + ClBevr(lo) gk (lo)]

C C
+eCllBrvrllzz + - llgkahll e + €CllBkvell 2 + - llgell 2.

Dai, para um e suficientemente pequeno, concluimos que

l l
| 1B + [ fonalPde < Cl8w )P + Cloa(lo) ? + Cllval a2 (239)
0 0

C C
+ C|Brvr(lo)|gx(lo) | + ngk,zhlle + @HngLz-

Note que, pelo teorema do trago, |gx(lp)| é limitada. Portanto o lado direito vai pra
zero e por isso o lado esquerdo vai pra zero, ou seja, Byvry — 0 em L? e v, — 0 em
H'. De (2.29) concluimos que ¢; — 0 em H' e pela desigualdade de Poincaré temos que
Cx — 0 em L% Logo X, — 0 em H. Isso contradiz a hipdtese de X}, ser unitario. Entdo
T 657 = )7 < .

Para o proximo passo precisamos provar que p(A) D {if: f € R} =iR. J4 provamos
no teorema anterior que 0 € p(A). Note que para qualquer nimero real § tal que |3] <
HA%lﬂ’ o operador i3] — A = A(ifA™! — I) é invertivel (pelos mesmos argumentos usados
no teorema 2.2). Além disso, ||(i3] — A)~!|| é uma funcdo continua em S no intervalo
I T -

Suponha por absurdo que p(A) 2 {if : f € R} = iR, ou seja, existe w € R com
b < ol < oo tal aue {i8 1 [8] < fwl} C p(A) mas sup{[[(i8] — )71 : [8] < [} =
oo. Entdo existe uma sequéncia f; € R com [ — w, |fk| < |w| e uma sequéncia de
fungoes complexas X, € D(A) com norma unitaria em H tal que ||(i8,] — A)Xy|l,;, — O,
ou seja, neste caso também valem as equagoes (2.28)-(2.31).

Lembre que de (2.20) temos que mx — 0 em L2?. Note que pela desigualdade de
Poincaré e por (2.28) temos que fr — 0 em L2 Logo, como B é limitada, u;, — 0 em
L%, Além disso, de (2.30) tiramos que uy z, — 0 em L% Como ||u||,;: ¢ limitada, pois X,
¢ unitério, temos que ||u|| ;- é limitada. Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg temos

que

lurall o < k]l o] 2,

o que nos diz que uxy — 0 em H'. De (2.35) temos que |uy(lp)] — 0 e |ug.(lo)] — O.

Das condigoes de transmissao tiramos que |vk(lp)| — 0 e |vg.(lo)] — 0. Portanto, de
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(2.39) temos que vy — 0 em L? e em H' e de (2.29) tiramos que ¢, — 0 em H'.
Consequentemente, pela desigualdade de Poincaré, ¢, — 0 em L2 Assim, X;, — 0, o que
contradiz o fato de X}, ser unitario.

Pelo teorema 1.28, o resultado deste teorema esta provado.
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Capitulo 3

Equacoes de onda com dissipacao do

tipo Kelvin-Voigt

Ja vimos que a equacao de onda com dissipagao friccional tanto em todo o dominio
como em parte dele tem decaimento exponencial. Veremos neste capitulo que isso também
ocorre na equacao de onda com dissipacao do tipo Kelvin-Voigt em todo o dominio. Mais
do que isso, também conseguimos obter uma certa regularidade para a solucao. Em
contraste com isso, quando temos a equacao de onda com dissipacao do tipo Kelvin-Voigt
somente numa parte do seu dominio, suas solugoes nao sdo exponencialmente estaveis
e, consequentemente, nao é possivel obter a regularidade obtida no caso anterior. No
entanto, é possivel obter decaimento polinomial. Vejamos primeiro o problema quando a

dissipacao ¢é globalmente distribuida.

3.1 Vibracoes com dissipacao do tipo Kelvin-Voigt
globalmente distribuida
Considere a equagdo linear viscoelastica: (x,t) € (0,1) x R,
U — AUgy — VUger = 0,  a,y > 0. (3.1)

Assuma que a corda esteja presa nas duas extremidades x = 0 e x = [, e que valem as

condigoes de contorno
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, (3.2)
e valores iniciais

u(z,0) = ug(x), u(x,0)=u(z). (3.3)
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Para converter esse problema numa equagao de evolugao de 1* ordem, defina n = u; e
seja H = HE(0,1) x L*(0,1) o espaco de Hilbert ja considerado anteriormente.
Entéao, do problema de valor de contorno (3.1) - (3.3) obtemos o seguinte problema de

valor inicial para uma equacgao funcional em H:

dy

E = Ay7Vt > 07 y(l‘, 0) = (u07u1)T (34)
com
u n
yz( ) Ay:(a ) (3.5)
n {Trp(auw + 777;1:)
e
D(A):{yGH:neH(},(augg—l—vnm) EHI} (3.6)

Verifica-se de forma similar as se¢oes anteriores que D(A) é denso em H.

3.1.1 Existéncia de solugoes

Novamente, usando a teoria de semigrupos veremos que o sistema (3.1) - (3.3) tem

solugoes.
Teorema 3.1 O operador A gera um semigrupo de contragoes de classe Cy em H.

Demonstragao: Note que se y € D(A), por integragao por partes temos que

(Ay, )2 = (M, Qg + VNaa), (W, 7))
= <777 U>Hé + <aumm + YNz, 77>L2
! !
= / an,uydr + / (QUyy + YNpe)dx
0 0
l ! !
- /0 an,ugdr + [auxﬁ]é — /0 au,Tydx + [’mxﬁ]é — /o ’y]nx\zdx.

Pela defini¢do do dominio de A, isto é, pelos valores de contorno 7(0) = n(l) = 0 temos

que o segundo e o quarto termos acima sao nulos e assim

l l
(Ay, y)y = 2fm/ an,Tydx —/ VIne*da, (3.7)
0 0
ou seja,
l
Re(Ay,y)y, = = [ e < 0,vy € A, (3.8)

Logo, A é dissipativo. Vamos provar agora que 0 € p(A), lembrando que nosso objetivo

é usar o teorema 1.23. Para todo F' = (f, g)T € H, considere as equacoes
Ay=F, ouseja, n=/f e Uy + Ve =7, (3.9)
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sendo que f € H} e g € L?. Logo, pelo teorema 1.9
—QUgy = ’foz —gc H_l
onde H! é dual de H;. Podemos associar essa equagao (3.10) a forma bilinear
!
Blu,v] = a/ U, Tpd,
0
e ao funcional linear
! !
O(v) = —7/ foUzdx —/ gudzx.
0 0
Note que B e ® satisfazem as condi¢oes do teorema de Lax-Milgram pois
2
Bluv) < Jull gy 0y Blusu] = ull2y
e ® é limitado pois

Y v 1
90)] < L1 lgglolg + Ngllzellolze < (2101 + 5 llgllie ) ol

(3.10)

pela desigualdade de Poincaré na segunda desigualdade. Logo, pelo teorema de Lax-

Milgram existe uma tnica u € H} tal que Blu,v] = ®(v), Yv € H}. Ou seja, existe uma

tinica u € Hy solucdo de (3.10). Tomando n = f, temos que nn € H}. De —auy, = Y fre—g

tiramos que aug, + Y. = g € L%, ou seja, au, + 1, = g € H'. Assim, obtemos um

tinico y = (u,n)T € H com y € D(A) que satisfaz as equacdes de (3.9). Isso nos diz que

A é bijetiva e existe A~'. Além disso, A~! é limitada pois por (3.10) e por integragio por

partes obtemos

! I ! !
—/ Uz ud :/ U(frx — g)dxr = / a|um|2dx:/ u(fre — g)de,
0 0 0 0

novamente por integracao por partes

! ! ! ! !
/ alug|*dr = / Ufppdr — / ugdxr = —/ Uy fodr — / ugdx
0 0 0 0 0

e usando as desigualdades de Holder, Cauchy com e e Poincaré nesta ordem obtemos

l
/0 alus|*dr < [Jusl| poll foll 2 + 1l c2llgll e

I 1 ! 1
< e/ || *d + 7/ \fx\2dx—|—e/ lu|?dz + 7/ lg|*dx
0 4e Jo 0 4e Jo

< €+ Cpe

! 1 1/l
< /a\uxﬁdzjt—/ a]fx|2dx—|—f/ lg|*d.
a 0 4ea Jo 4e Jo

Para um e apropriado obtemos que

I 1/l 1
5 / L12d <7/ 2 7/ 2dz,
© [ ahar < = [algPdr s [ loPdr
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ou seja,
S(Ollullzy < A1 + Lol
Entéao, dividindo a equacao acima por d(e) obtemos
a3 < € (113 + lgll72) -
Se somarmos ||7]|32(= || f]|72) nos dois lados da desigualdade acima obtemos
lulls + Il 72 < CULF Il + I + lalZ2)-
Aplicando a desigualdade de Poincaré no segundo termo do lado direito obtemos
el + lInll72 < C (115 + llgl7:)
que implica
IAT (D)l = Nl < CUCE )l

Portanto 0 € p(A). Por fim, precisamos provar que A é fechado. Tome (uy, nx) = yx €
D(A), (u,n) =y € H e (z1,22) = z € H tais que yp — y e Ay, — z, ou seja,

ug, (2 Tk 1
— e —
( M ) ( n ) ( AU,z + VMk,zz ) ( %) )

Note que 1y — z; em H} e por isso np — z; em L?. Pela definigao de derivadas fracas

temos que
! !
/ M Pdr = —/ Mo Pdr, VO € CF
0 0
a0 mesmo tempo que
! ! ! !
/ ne®odz — / n®.dz e / e ®dz — / 2®dr, ¥b e O
0 0 0 0
Pela unicidade dos limites temos que
I I
/ n®,dx = —/ 21 ®dr, VO e CF,
0 0
ou seja, n € H} e n, = 2. Além disso
2k = QU o + QUITERS I‘[l7
pois y, € D(A). Mas veja que . — 1, = 21, em L?. Ainda, uy, — u, em L?. Portanto,
2k = QUpg + Ve — AUy + YT i= W em L2
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Logo, w = au, + 1, € H' pois H' é um espaco de Banach. Isso que dizer que
y € D(A). Agora, pela definigao de derivadas fracas e sabendo que 2;,, — 2z em L? e

21, — w em L2, temos que

1 ! l l
/ 2 o Pdx :/ 2. D dx —>/ wd, dr :/ w,Pdx
0 0 0 0

mas também obtemos

1 1
/ 2 Pdr — / 2o®dx.
0 0

Logo, dos dois limites acima concluimos que w, = 29, ou seja, 2o = AUzr + Ve
Concluimos que o Ay = z e operador A é fechado. Portanto, pelo teorema 1.23, este

teorema esta provado.

3.1.2 Decaimento exponencial

Teorema 3.2 O semigrupo S(t), gerado por A, é exponencialmente estdvel, ou seja, exis-
tem constantes M > 1 e a > 0 tais que ||S(t)|| < Me .

Demontracao: Vamos usar o teorema 1.28. Para isso, primeiro precisamos provar
que p(A) D {if: B € R} =iR. Ja provamos no teorema anterior que 0 € p(A). Note que

para qualquer nimero real g tal que |B] < ﬁ, o operador i3I — A = A(GiBA™ - 1) é

invertivel (pelos mesmos argumentos usados no teorema 2.2). Além disso, ||(i8I — A)~}|

¢ uma fun¢ao continua em [ no intervalo | i A_}1||7 T A£1\| [.

Suponha por absurdo que p(A) 2 {if : f € R} = iR, ou seja, existe w € C com
oy < lw| < oo tal que {if : |B] < |w|} C p(A) mas sup{[|(iB] — A)~! : 8] < |w]} =
oo. Entao existe uma sequéncia 5 € R com B — w, |Bk| < |w| e uma sequéncia de fungoes

vetores complexas y, € D(A) com norma unitaria em H tal que ||(i8:] — A)ylly, — 0,

ou seja,
iBeur, —nr — 0 em  H, (3.11)
. 0 )
By — O (aupz +YMke) =0 em L° (3.12)

Tomando o produto interno de (i8] — A)yx com y;, em H, lembrando que yy, é unitario

e por (3.7) temos

(BT — Ak, Yr)yy = (EBYies i)z — (AYk, Yi) 3

!
= iB +2]m/0 anatzdz + 7 3. (3.13)

31



Tomando sua parte real, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

Re ((iB] — Ayi, ye) = Ymellzy — 0 (3.14)

Pela desigualdade de Poincaré, temos que 7, — 0 em L?. Entdo, por (3.11), obtemos
que ux — 0 em H}. Isso contradiz a hipétese de que y; é unitrio para todo k. Portanto
p(A) D R.

Vamos provar agora que \ﬁlli@oo |(iBI — A)~t|| < oo. Suponha por absurdo que isso
nao vale. Entdo existe uma sequéncia 3 com |fx| — oo e uma sequéncia de fungoes
unitéarias y, € D(A) em H tais que ||(i8x] — A)ykll; — 0. Entao, novamente teremos que
'y||77k||§{01 — 0 por (3.14), ou seja, m, — 0 em Hj. Pelos mesmos argumentos anteriores

temos que 7, — 0 em L2. Assim

zﬁkuk—nk—>0 = zuk—gk—>0 = ur, — 0 em Hé

k

o que contradiz o fato de que gy, é unitaria. Portanto Iﬁl‘iTn GBI — A)7Y| < oo.
—00

3.1.3 Efeito regularizante

Nesta segao veremos que o sistema (3.1) - (3.3) tem efeito regularizante, isto é, o

semigrupo associado é analitico.
Teorema 3.3 O semigrupo S(t), gerado por A, é analitico.

Demonstracao: Com base na demonstragao do teorema anterior no qual provamos que

p(A) 2 iR, pelo teorema 1.29 sé precisamos provar que
hm Hﬁ i8I — A)~ H < Q.

Suponha por absurdo que isso nio vale. Entao existe () C R com ; — oo e uma

sequéncia de fungoes complexas y, € D(A) unitarias em H tais que
Hﬂk(iﬁk[ - A)flkaH — 00

0 que é equivalente a

-1
‘ (z]— 2) Yk

ou seja,

(=)

— 00,
H

0 (3.15)
H
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quando k — o0, isto é,

10
iug —— — 0 em H) e i, ————(aup, +yMr.) — 0 em L* (3.16)
ﬁk ) Ox

Como na demonstragiao do teorema anterior [veja (3.7), (3.13) e (3.14)], temos que

1
Ewmﬁf+0 (3.17)

Note que, por y; ser unitaria temos que uy é limitada. Entao, por (3.16) temos que

i
0« <Uk:+ Uk> = ||uk,x||iz+<nk,uk> :

No entanto, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

1mw;:u%m;=<m+mﬁw> CW >
a 0 6]6 H& ﬁk,’ Hé
7 1
S <uk+g:7u > Bk ’<77k7uk>H1

7 1
g@w"m@ Ll alleall o

Aplicando a desigualdade de Cauchy no segundo termo da tultima linha obtemos

1 2 i 1 2
JW@S@WHWU> gl + ey
ou seja,

7 a
um@sm@wgwﬁ 22
k Hl k

Segue de (3.16) e (3.17) que uy — 0 em HJ. Analogamente, note que por (3.16) e por
integracao por partes
a

0 )
0« <77k + — B, 0z (lem +7771m) Mk > = ||77k||iz — @(Uk,z,nk,xhz - 5Z||77km||izy

L2

pois 1, é limitada em L2, visto que ¥, é unitaria. Logo

9 0 1
17ell72 = (e + = 6 o7 —(aUp g + VM), M + = 3, <Uk;777k>H1 + ||77kz||L2
LQ

v 0 a 8 2
< (e + 2 (@t + V), + = (s + el
|<77k o Wk Vkz) m:>L2 m‘( SN Rl L

Aplicando a desigualdade de Cauchy no segundo termo da tultima linha obtemos

2
k][22 <

9, 1 2 1 2 2
<77k+6 5 Qe+ V). 77> +§HukHH5+Tﬁg|fﬁk,x”p+@an,x“L2'

L2
Note o lado direito da desigualdade acima tende a zero. Dai concluimos que o lado

esquerdo também tende a zero, ou seja, que 7, — 0 em L?. Isso contradiz o fato de yy

ser unitaria em H. Portanto, pelo teorema 1.29, este teorema esta provado.
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3.2 Vibracoes com dissipacao do tipo Kelvin-Voigt
distribuida somente numa parte do dominio

Considere o deslocamento longitudinal w dividido em duas partes

o { u(z) se x€(0,l),

v(x) se z € (ly,l),
sendo 0 < [y < [ e cada componente satisfaz
prvg — kitlpy — Ytzer =0 em  (0,1) x (0, 00), (3.18)

P2y — kaUze =0 em  (lo,1) x (0,00), (3.19)

com ki, ks e v denotando constantes elasticas positivas; p; e py denotam densidades de
massa. Aqui consideraremos as condi¢oes de contorno de Dirichlet, que podem ser escritas

como
u(0,t) =0, wv(l,t)=0 Vt>D0. (3.20)
As condigoes de transmissao sao dadas por
u(lo, t) = v(lo,t), kiug(lo,t) + yue(lo, t) = kovi(lo,t), ¥Vt > 0. (3.21)
Por fim, os dados iniciais sao
w(z,0) = ug(x), u(x,0)=uy(z) em (0,l), (3.22)

v(x,0) =vo(z), wvi(x,0) =v1(z) em (lp,]). (3.23)

Agora, vamos usar a teoria de semigrupos para estudar o comportamento do sistema
(3.18)-(3.23). Defina

H™ = H™(0,10) x H™(lp,1), m=1,2, 1L*= L*(0,1y) x L*(ly,1);
H, = {(u,v) € H' : u(0) = v(l) = 0,u(lo) = v(lo)} -

Defina o espaco H = H! x IL?. Note que, ele equipado com o produto interno

lo l
((u1,v1,m1, 1), (U, V2, M2, C2) ) gy = kl/o Uy s dx + kQ/z V1,202 5dT

0
o L
+/71/0 U1ﬁ2d90+,02/l C1Codz
0]

¢ um espago de Hilbert. Considere também o operador linear A: D(A) CH — H

u U
v
A o 19 ‘
U - (1t + )
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cujo dominio D(A) é dado por
D(A) = {X € H: (n,Q) € HL, (kyu+yn,v) € H?, kyug(lo) + e (lo) = kavs(lo) }

sendo X = (u,v,n,¢)T. Tomando u; = n e v; = ¢, (3.18)-(3.22) pode ser transformado

no seguinte problema de valor inicial

d

%X(t) = AX(t), Vt>0, X(0)=X,

sendo X (t) = (u,v,us, v))T e Xo = (uo, v, ur,v1)T.

3.2.1 Existéncia de solucoes

A seguir, vamos usar semigrupos para analisar a existéncia de solugoes do sistema

(3.18)-(3.23).

Teorema 3.4 O operador A gera um semigrupo Sa(t) de contragoes de classe Cy no

espaco H.

Demonstracao: Note que usando integracao por partes temos

B 1 ko
<AX7 X>H - <<77’ Ca ;?(klux + ’7771)7 pzvmc> ) <u> v, 1, <)>

H

lo o1 O l
= kl nxﬂxdx + P1 / — (klu:r: + an)ﬁdx + k2 / Cx@xdx
0 0o p10x lo

l
0

l _ L _
+@l@@w+mﬂ@;—@[%gm
0 0

lo 0 lD
— k:l/o Ny dr + [k:lum]f)o — kl/ UM, dr + [vnm]éo — 7/0 !m!ng:

e pelas condigoes de contorno (3.20) e de transmissao (3.21), temos

(AX, X))y, = krug(lo, t)n(lo, t) + 1 (lo, £)7(lo, t) — kav(lo, )¢ (lo, T)
! ! !
+2Im (k:l / ’ nmuxdx> +2Im (k‘g/ vaxdx> — 7/0 |77x|2dx
0 lo 0

lo l lo
0 lo 0

Entao
l

Re(AX, X)y = =7 [ Inl’de <0, vX € D(A), (3.24)
0

ou seja, A é um operador dissipativo.
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Note que D(A) é denso em H pois H? é denso em H. o qual é denso em L2, E A é
um operador fechado. De fato, tome uma sequéncia com elementos X, € D(A), X € H e
F € H tais que X, — X e AX, — F. Ou seja,

m u up, un f
v v v

S e Al 7| = X Ch N
Nk n Nk N (kluk,xx - Vnk,xx) p
gk C gk %Uk,xx q

Note que n, — nem L2, n, — f em H' e que, pela definicao de derivadas fracas temos

lo

!
ne®ode — — / ea®dr, YO € O,

0 0

Sabendo disso, observe que

l l l l
/OnkQ)xdw = /OnCIJId:c e /Onk,xcbdx = /OfCIDdx, Vo € 0.
0 0 0 0

Logo, pela unicidade de limites temos que
lo lO
/ n®,dr — — / fode, Ve C>,
0 0

ouseja,n € H' en, = f. Analogamente ¢ € H' e (, = g. Além disso, (k1uk e —VMkze) —
pip em L? e u, — uw em H'. Entdo, pela definicio de derivadas fracas, obtemos

lo

!
/O(kluk — YN Pppdr = / (k1 Uk ze — VMg o) Pdz, VO € C.
0 0

Ao mesmo tempo, temos que

! !
/O(kluk — M) Prpdr — /O(krlu —n)Pydr e
0 0

l l
/O(kluk,xx - W/nk,xx)q)dx — /O Plpq)dl"a Vo e Cso
0 0

Pela unicidade dos limites obtemos que kyu — yn € H? e kitzy — Y1pe = p1p. Analo-
gamente obtemos que v € H? e kyv,, = paq. Portanto X € D(A) e AX = F.

Resta provar que 0 € p(A) para usarmos o teorema 1.23. Tome F = (f,9,p,q) € H.
Vamos provar que existe um tnico X = (u,v,7n,() € D(A) tal que AX = F, ou seja,

n= fv €m Hl(oa lO)a C =49, €m Hl(l()? l)7 (325)

k1tUze + YNexe = p1p, €M LQ(O, lo), KkoUsz = p2gq, em LQ(lo, l). (3.26)

Além disso, pela definicdo de D(A) devemos ter
u(0) = v(l) =0, u(l) = v(l)
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n(0) =¢(1) =0, n(lo) = ¢(lo)
k1ug(lo) + 12 (lo) = k2vs(lo)
De (3.25) e (3.26) tiramos que

—kUpe = Vfor —p1p em  L*(0,1) e —kyvpe = —poq em  L%*(lo,1).  (3.27)
Assim, podemos definir a forma bilinear B : H! x H! — C associada a essas equacgoes

por

l
0

B[(u,v), (¢, V)] = ki / ’ U P, dx + ko /ll v, da,

e o funcional linear ® : HI! — C associado, por
lo lo L _
(e, ¥) = —m/o ppde —7/0 fappdr — p2/l qidz.
0

Note que B é coerciva pois Bl(u,v), (u,v)] = ||(«, v)Hﬁﬂl. Além disso B é continua. De

fato, aplicando a desigualdade de Holder obtemos

lo l
Bl(w,0). (0| < b [ fwwipulde + ko [ fouticlde
0
< lullg iy + o1y 191

2 2 2 2 \1/2
— (lZ o1+ 20l Il I 151 o N2 )

Aplicando a desigualdade de Young obtemos

2 2 2 2 2 2 2 2 \1/2
B[, ), (o )1 < (lullg ol + g Nl + ol o + 1ol Nl

= (el + ol (el + 1612 )

= 11t 0) i 102 ) -

Além disso, @ ¢é limitado pois, pelas desigualdades de Holder e Poincaré obtemos

lo lo l
(e, 0)| < 1 [ pplde 7 [ | fepelda + g [ lavldo
0

f)/
< Ipllalolis+ gl + el
Cyp g Cyp
< (Fotolis + 2070 ) Dol + 200l

E denotando por

_ G v _G
o= ]?%HPHB + leHfHHév g = k*%HQHp
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obtemos, pela desigualdade de Young, que

2 2 1/2
@, )] < (llelz + 20811l s 0] 3 + B21115)

2 2 2 2 \1/2
< (@llellz + 5 + B2l + B¢ )
1/2 9 9 \1/2
= (a®+82) " (el + I1ell3)

= (@ + 810, ) -

Entdo, pelo teorema de Lax-Milgram, existe um tinico (u,v) € H! tal que

Bl(u,v), (¢, ¥)] = (¢, ),

para todo (p,1) € H. Pelo teorema de regularidade em H? temos que (u,v) € H2 To-
mando (1,¢) = (f, g) temos que (n, () € H!. Assim, obtemos um tinico X = (u,v,n, ()’ €
H com X € D(A) que satisfaz as equagoes de (3.27). Isso nos diz que A é bijetiva e existe
A~ Resta provar que A~! ¢é limitado. Tome X € D(A). De (3.26) concluimos que

lo

1 ! ! !
— kiugudr — /0 k1 udx —/ kovy, Udx :/Oplpﬂdx —/ p2qudx.
0 0 lo 0 lo
Integrando por partes no lado esquerdo obtemos
l() lO
v (lo)ao) + [kl Pde = yna(lo)atio) + [ vn.de
1 lo 1
+ kv (0)o) + [ hofvefdz < [ prlpalde + [ polgolda,
0 0

pois u(0) = v(0) = 0. Lembrando que u(ly) = v(ly) e que kju(ly) + vn(lo) = kav(lp)

obtemos

lo lo l lo l
/0 k;1|ux|2dx+/0 ”y|77x]2dx+/l kg\vxIdeg/O pl\pﬂ\dx+/l p2|qul|dzx.
0 0

Aplicando no lado direito as desigualdades de Holder, Cauchy com € e Poincaré, nessa

ordem, obtemos
lO 2 l() 2 ! 2 2
| kiualde + [z + [ kolePde < llpl el 2 + gl a0l
0
1 1
< Il + ellullz + L-llal + ellol::
1 2 2 1 2
< 2 lle + Coellullyy + Lllal:
+ Cyellolly,

ou seja, escrevendo as integrais do lado esquerdo como normas e sabendo que ||nf/;. <

CpHnHH& obtemos
lullZy + 0l + =l e < lple + CoellullZy + lialiZ + Coelol?
H} 1y gy ez = g WPl el g e 7 Speliolag -

38



Entao, para um e apropriado teremos
1

1
2 2
4€||p||L2 + ZGHQHL%

/‘)/
5(Olully + (@l + - mlze <
p

sendo que d(e) > 0. E somando ||n]|7, + IC52 (= [ £II32 + llgll72) nos dois lados da

desigualdade acima e aplicando a desigualdade de Poincaré obtemos que
2 2 2 2 2 2 2 2
lllZs + 1117 + 72 + IS < Ce) (Ipll72 + llall= + /172 + lgll72)
2 2 2 2
<C (HfHHé + ||9||H3 +[pllze + ||‘1||L2) ;

e entao

AT Flly = [1X 113 < ClIF |y,
ou seja, A~1 é limitado e portanto 0 € p(A). Pelo teorema 1.23 este teorema estd provado.

Teorema 3.5 Para todo Xy € H, existe uma tnica solugao suave X (t) = (u,v,us, v,) de
(3.18)-(5.22) satisfazendo (u,v,us,v;) € C([0,00) : HL x L?). Se X, € D(A), entdo X ¢
uma solugdo forte satisfazendo (u,v,u;,v) € CH([0,00) : HL x L?) N C([0,00) : D(A)).

Demonstracao: Veja o teorema 1.3 da secao 4.1 de [Pazy].

3.2.2 Decaimento Polinomial

Nesta segdo, vamos mostrar o decaimento polinomial da solu¢do do sistema (3.18)-

(3.22). Para fazer isso, vamos usar o teorema 1.30 atribuido a A. Borichev e Y. Tomilov.

Teorema 3.6 O semigrupo (Sa(t))i>o associado ao problema (3.18)-(3.22) decai polino-

mialmente com
C
154()Xoll = 51 Xollpeay,
para um t suficientemente grande.
Observagao: Pode-se provar que a desigualdade acima pode ser estendida para
C
1S4()Xoll < [ Xollpar), & €N.

Em outras palavras, quanto maior a regularidade dos dados iniciais, mais rapido é o
decaimento da energia.
Demonstracdo do teorema 3.6: Vamos provar primeiro que iR C p(A). Como A é

um operador fechado (provado no teorema anterior) e A=! é um operador compacto (veja
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que H? x H! cc H! x L?), concluimos que o espectro de A consiste apenas de autovalores
(ver teorema 8.4-4 do [Kr]).
Suponha que existam autovalores imaginarios ¢A, A # 0, com A € R tais que AX =

tAX. Entao teremos que
!
Re(AX,X),, = —7/0 12| *dz = 0.
0
Logo, ||1:]|;2 = 0. Entao, pela desigualdade de Poincaré

170l z: < Copllnelly =0 = [0l =0,

ou seja, n = 0. De (3.28) (a seguir) concluimos que iAu = n = 0, isto é, u = 0. De (3.29),
(3.31) (a seguir) temos que A\?v + v, = 0; e da definicio de D(A) vemos que v satisfaz
v(lp) = u(lp) = 0 e v.(lp) = 0. Mas a tinica solugdo para essa EDO é v = 0. Logo, X = 0,
o que contradiz o fato de A ser sobrejetora. Portanto, iR C p(A).

Note agora que dados A € Re F' = (f,9,p,q) € H, existe X = (u,v,n,() € D(A) tal
que iIAX — AX = F pois o operador A é fechado e iR C p(A). De fato, DG — A)~! =
D(iX — A)~" = #. Entdo

iu —n=f em HY0,lp), (3.28)
iXw—C=g em H' (1), (3.29)
IA) — kiUzy — VNew = p1p em L2(0,1p), (3.30)
i — kovge = poq em  L*(lo, ). (3.31)

De (3.24) deduzimos que
!
Re((i\] — A)X, X),, = —Re(AX, X), = 7/0 Ine|*dz = Re(F, X),,
0
Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

lo
7 [ Inelde < X1l (3.82)

Nosso préoximo passo é provar que o operador resolvente estd proporcionalmente limi-
tado por A/2. Note que por (3.28), i\u, = 1, + fo. Logo [A|||tsll 2 = ||7e + foll 2. Pela
desigualdade triangular e pela desigualdade de Cauchy, temos

lo
2 2 2 2
AP [ sl < ol + 2l o1 el o + 11221

2 2
< 2|12 + 2[ fall 2

2 2
< 2||mal[z2 + 20 Fll3-
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De (3.32)
lo
\>\|2/O [u*dz < CIX g, |Flly + ClIF G, 1M > 1. (3.33)
De (3.30), (3.32) e da conta que leva a (3.33) temos que

NIl < Clltall 2 + Cllnall 2 + Clpl 2
< Clnellga + Cllfall 2 + Clinall 2 + CIF Ny,
< Cllnall 2 + ClIF Iy
< CIXIZIE N + ClE

ou seja, temos que
1/2 2
Ml -2 < CIX N2 INEF 5 + CIE |- (3.34)

Além disso, usando interpolagao, a desigualdade anterior e a desigualdade (3.32) res-

pectivamente temos

2
17l[ze < Cllnll g [17]] g1

C

< 1xp IPCIRIF IR + 1 e Wl (33)
C

< 57 X Flly + IX IR NR?) . A > 1.

R
Multiplicando a equacdo (3.30) por (x + I)(kju, + 77.), integrando e tomando a sua

parte real, chegamos a

lo

0

! e
Re (z)\/ n(x + 1) (kiu, + 'ynx)dx> — Re/oo(x + 1) (k1tgy + YNee) (K1ty + Y0, )d

l _
= lee/OO(:L" + Dp(ki1uy + . )dx

o que ¢ equivalente a

lo
0

- 1 d
Re (@)\/ n(x + 1) (kiug + vnz)dx> -5 /0 O(x + l)%|k1uz + vnmlzdx —

I
= lee/OO(x + Dp(kyug + 0, )de.

Integrando por partes no segundo termo do lado esquerdo e rearranjando os termos

obtemos

l 1l lo -
§|k1ux(lo) +yn:(lo)|* = klReM/O n(x + ugde — lee/O (z + Dp(k1us + . )dz
lo
0

1 rlo
+ 5/0 \kyg + 1 d + 7Re)\i/ n(x + 1)idz.

41



Novamente, derivando a equacao (3.28), multiplicando por ki(x + )1, integrando e

tomando sua parte real obtemos

l l l __
k1 Re (Az’/o 0z + l)%dx) - k‘lRe/O(x 4 )ada = k:lRe/O(x + foda
0 0 0

que ¢é equivalente a

o 1 lo d 9 lo __
k1 Re )\z/ n(z + Dagdz | — fkl/ (@ + )= |nPdz = /ﬁRe/ (x + \)nfadz.
0 2 0 dx 0

Integrando por partes o segundo termo do lado esquerdo e rearranjando os termos

tiramos que
l 9 o 1 lo 9 lo __
Skaln(io)” = klReAz/o n(z + Dusds + 5’“1/0 Inl?da — kl/o (z + D)y fadz
Defina o funcional

!

L=~
2

[ ln(lo)|” + [krata (o) + yma(lo)[°]

e, das equagoes anteriores, obtemos que
] lo ] lo 1 lo 9
I, = 2k1ReAz/ n(x + l)uyde + 7Re/\z/ n(x + 1)izdx + 3 / |kyuy + yn.|“de
0 0 0
1 lo 9 lo lo _
+ 5k /0 nl"dz — p1R6/0 (@ + Dp(krug +yn0)de — ky /0 (@ + U fode.

Se notarmos que x + [ < Iy + 1 em [0, [y] e sempre tomarmos por C a maior constante

que precede as integrais, obtemos
lo lo b, lo )
I < wc/o il + NC [ e + 0/0 I [2da + c/o eyt + kg |*da

l l lo  __
+C [Mpmlde +C [ piplde +C [ ke

usando a desigualdade (a + b)* < 2(a® + b%) no quarto termo e a desigualdade de Holder

nos outros, teremos que

2 2 2
Lo < [NClnll 2 lluell 2 + MCHnll 2 lnell 2 + Cllnllz: + Clluallz + Clinellz
+Cllpll e lluell g2 + Cllpll 2 172l 2 + Clinll ol foll 2-

Usando a desigualdade de Cauchy no segundo e sétimo termos, a desigualdade de
Poincaré no terceiro, tomando 1 < |\| e vendo que o sexto e o oitavo termos sao majorados

por ClIX ||, [ Fl,, temos

L, < Clinllze + CIAPlluall 2 + CIMInl 21021 2 + Cllnallz2 + CIMP eIz + Cline |72
2 2
Cllpllze + Cllnallz2 + CIX gl E -
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Usando novamente a desigualdade de Poincaré no primeiro termo, juntando alguns

termos e usando [[p||7, < HFH%, entao

L < Ol g2llnell 2 + Clinallze + CIANP Juall 2 + CUX | Fllyy + 111,
logo, usando as desigualdades (3.32), (3.33) e (3.35) chegamos a

1, < O (IXIENE I, + IXIPIEISE) + CUX Ll Flly + CIEIE,:
e usando a desigualdade (a + b)'/2 < a*/? + b'/2 obtemos

L < CIN2(IX gy F s + IX 3 N EI5) + CUX Nl Flly, + CIF 2,

Mas note que C|X ||y, [[Fll;, < CIN (IIX 3| Flly, + IX 113 FII3*). Portanto

L < CAM (IX NIl + IX I3 EISY) + CIES, (3.36)

para [A| > 1.

Olhando agora para a equagao (3.31), multiplicando por (z—1)v, e integrando obtemos

I ! I
iN | ((z—1)v,de — ]{52/ Vge (T — 1)U dx = p2/ q(z — 1)v,dx.
lo lo lo
Tomando a parte real dessa equagao e usando (3.29), a saber que 7, = i/\(u, + g,)
temos que
kz

l
5l P l)d:z:—pgRe/ gz —1)v.d;

—Re/ll sz(:c—l)dx—Re/( (g dr—

= 2 . . . .
vendo que (C, = %%K |” e integrando por partes o primeiro e terceiro termos do lado

esquerdo

g0t + 5 [ ar= [B-oter] +% [ope

= paRe /l (x — )vdz + Re/ (x —1)(g,dx

lo lo

e rearranjando os termos

1 /!
5 J (P + kafo ) =

I—1 l l
= S C W + kalva 1)) + poFie [ gl = 7udo + Re [ (2 = 1¢g, da.

Note que

1 /!
> [ CP + Kol
0

[ —1 ! !
<SSP + Rales o)) + ot = To) [ el + (1= o) [ 167, lda-
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Pela desigualdade de Holder obtemos

1 /!
B /lo(\d2 + kalve|")dz < CUCW)IP + kalvallo)?) + Cllgll allvzll e + CIlICH 2l gl 2

< C(ICW)I* + kzlva(lo)[*) + CIX | F 5,

Entao, da definicao de ‘H (mais especificamente, das condi¢oes de transmissao) temos

que
Lot e 2 2 2
24«w+muwmscomm1Hm%%wwm%nyuwmmwm
< Ol + Ol Xl 1 Fll-
Pela estimativa (3.36) obtemos

l
LGP + )z < CINY (IX I Fll + IX I IFI) + CIFI
0

Somando ||u,||3> + [|7]|7> dos dois lados dessa desigualdade e usando as estimativas
(3.32) e (3.33) temos que

1X 13 < CI (1X gl Fllyg + 1X 13 1F15L") + CIF I
Usando a desigualdade de Young obtemos
1X[I5, < Cell X135 + CIMIEIl3 + Cell X5, + CIAPIIEIl3 + ClIF I,
ou seja,
1X13 < € (AL + A + 1) IFIG, < CIATIFIG,
pois |A| > 1. Portanto
1X 15, < CIN|F .

O resultado sai do teorema anterior.

3.2.3 Perda da estabilidade exponencial

Vimos que todos os problemas anteriormente estudados tem estabilidade exponencial.
No caso do problema de transmissao com dissipacao do tipo Kelvin-Voigt ja provamos
que existe estabilidade polinomial. Vejamos agora que, apesar disso, este problema nao

admite estabilidade exponencial.
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Teorema 3.7 A tazra de decaimento no teorema anterior ¢ otima na classe das taxas
de decaimento polinomial. Entdo, o semigrupo correspondente nao € exponencialmente

estdavel.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, basta mostrarmos que dado ¢ > 0, existe uma
sequéncia limitada (F,,) em H e uma sequéncia (\,) em R com A, — oo tal que

1 _
lim ——— || (iA I — A) " F |, = oo

n—oo pl/2—e¢

Dado A € Re F' = (0,0,0,q) € H, existe X = (u,v,n,() € D(A) tal que (iA\]—A)X =

I isto é,

iu—n=0 em HY0,l), (3.37)
= C=0 em H(lp,l), (3.38)
ipIA) — K1tge — Ve = 0 em  L*(0,1p), (3.39)
ipaAC — kgUpe = paq  em  L2(ly,1). (3.40)

De (3.37) temos que 1), = iAu,, e substituindo em (3.39) obtemos
(kl + 27)\)“11 + ,01)\2U =0

0 que é equivalente a

Uy + Pu =0, u(0) =0, (3.41)
onde
o2 = A pi Xk — i)
k1 + iy A k3 + 722

Sabemos que a solugao dessa equagao tem a forma u(x) = a cos ax + bsin az. Usando

o valor de contorno temos que a = 0 e b = u(ly)/ sin aly. Entao

~ u(lo)sinax

u(z) =

sin aly

Note que

2 _ pl)\2 ]fl . ’7)\ _ p1>\2
VE 2 (k4922 2k 42

Além disso, temos que

(cos@ +isin®).

(0%

sinf — —1, cosf# — 0 quando A\ — o0
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Entao, pela 2* férmula de Moivre, a pode ser escrito como

1/2

o — P A 0i0/2
k2 + 22
sendo que

ei.g/g \/5 . \/5

— — —1— quando A — oo.
2 2

Olhando agora para (3.38) e substituindo em (3.40) obtemos que —peA\2v — kyv,, = ¢,
ou seja,

vm+ﬁ%=—£31ﬂ@:u%k u(l) =0 (3.42)

com

ﬁ:%ﬁ{ AER.
2

Sabemos que v(z) = v(z) + V(x), sendo v a solucao da parte homogénea da equagao
acima que tem a configuragdo v(z) = acosfx + bsinfz e V a solugdo da parte nao
homogénea. Por outro lado, se olharmos para a solu¢ao V(x) da parte ndo homogénea,
sabemos que ela tem a forma

*g(s)sin s  gls)cos s

V(z) = cos fx A e ds — sin Sz W g
ou seja,
* q(s)sin f(x — s)
= — ds.
V(x) lo kof3 ’
Logo
U(ZE) _ CLCOS/BZE + bSinBl’ . /x Q(s> Slnﬂ(w — S)dS.
lo kof3
Usando os valores de contorno associados descobrimos que
_ul(lp)sin Bl sinpl Lq(s)sin (1l — s)ds
~sinB(1—1y)  sinp(l—1ly) Jio ko3
e
b _ u(lp) cos gl cos Bl Lq(s)sin (Il — S)ds
 sinB(l—1ly)  sin (1 — 1) Jio ko3 '
Entao
u(lp) sin Sl sin Bl cos Bz 1 q(s)sin 5(l — s)
_ — d
v(@) sin B(1 — ) cos Bz sin B(1 —lo) Jio k23 °
u(ly) cos Bl cos Blysin Bz [ q(s)sin B(l — s)
- d
sin B0 — 1) AT GBI — 1) ka3 i
_ Fa)snple—s)
lo kof3
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Juntando alguns termos obtemos

~ufly)sin Bl —x)  sinf(x —lo) [ q(s)sinB(l—s) z q(s)sinf(x — s)
M= Aty TmBl—t) b BB Tk kB

Note que da condigao de transmissao ki, (lo) +vyn:(lo) = kav.(lo) e de (3.37) obtemos

ds.

que (k1 + iyA)ug(lo) = kovi(lo), o que implica

(k1 +iyNau(lo) cosaly _ kaBu(ly) cos B(1 — o) N g Lq(s)sinp(l — S)dS
sin aly B sin (1 — lp) sin (1 — 1) Jio 64 ’

isto é,

(k1 + iy A)au(ly) cot algsin 5(1 — lg) + kafu(ly) cos Bl — ly) = /l q(s)sin B(l — s)ds.

lo

Colocando u(ly) em evidéncia do lado direito concluimos que

1 ! )
ulo) = (k1 + iyA)acot alg sin 5(1 — lg) + ko5 cos (1 — lp) /zo a(s)sin Sl = s)ds.

Entao, se tomarmos

1

) = T T N acot algsim B —To) T FaBcos 3 =) (343)
teremos que
o) = Y ;i(? ’ (ﬁ(; 2 /ll a(s) sin Bl — s)ds
sin B(x —lp) [ q(s)sin (I — s) = q(s)sin f(x — s)
sin B(1 — o) Jio ks ds = lo koo as,
isto é, se tomarmos
Qr) = /Z: q(s)sin f(z — s)ds. (3.44)
temos que
_ (co(N)keBsin B(I — x) +sin B(x — lp)
i) = ( s )t - a (3.45

De agora em diante nosso objetivo é estimar, para determinada q(s), cada termo de
(3.45) e mostrar que (3.45) diverge. Tome f3, tal que B,(l — lo) = 2n7 + 1/y/n. Apenas

note que

2nm 1 P2 1
L T 0=ivn k'™ T Cl<m+\/ﬁ>

Entao, aplicando a fungao seno em f(,(I — ly) e expandindo sua série de poténcia

Bn

obtemos

sin(B,(l — L)) = sin <2m + \/1%) — sin <ﬁ) - ;ﬁ 4 kfjl (2(]:);, <\/15>2k+1,
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ou seja,

sin(B,(l —lp)) = \/15 +a,

sendo que a,, — 0 quando n — oco. Logo

)\TL ien/g >\ ZQn/Q
o sin(Bo(l — 1)) = 2 + anay, = —YPIAC L VP
v \/ﬁ\éyk’%-i—’y?)@ \/k2_|_72)\2

Vpicl (2n7r + %) etn/?

C/k:%rﬂ + 2n2c? <4n2 + 4y/nm? + %)
N (2n7r + ﬁ) eitnl2q,,
C/kfrﬂ + 2n2c? (4n2 + 4y/nm? + %)

VPic (27r + ﬁ) etn/?

n k2 4'ycw wc
\4/4720%7r2+n§+ w2y T

_|_

(3.46)

e 2+ i)
" Z Qk + D afy o ak 4 2 dak—2 | Pcimntto?
YV2ermntt 4+ kintt T2 4 ——2— 4 %c
Ve (27 + 7) eef?

— = + b,
\4/4720%2 + % + 432\(; 4+ 2 Cl

sendo que b, — 0 quando n — oco. Logo

2c1mpy (\/_ \/_> —

an sin(B,(l = lp)) — 5 - 5

2 2

quando n — oo.

nih=3

(3.47)

Ainda, note que «,, — oo quando n — oo. Defina z,, = Re{a,lp} e y, = Im{a,lo}.

Entao, sabendo que cos(a) = cosh(ia), cos(ia) = cosh(a), isin(a) = sinh(ia) e sin(ia) =

isinh(a) temos

os(alo) _ ~cos(Tpn + 1Yn)
sin(aply)  sin(z, + iyn)

cos(x,,) cos(iy,) — sin(x,) sin(iy,)
sin(z,,) cos(iy,) + cos(x,,) sin(iyy,)
cos(xy,) cosh(y,) — isin(z,) sinh(y,)
sin(z,,) cosh(yy,) + i cos(z,) sinh(y,)

Q

cot(ayly) =

Multiplicando pelo conjugado do denominador obtemos

sin(z,,) cos(zy,) (Cosh2(yn) — sinh2(yn))

sin?(,,) cosh?(y,,) + cos?(x,) sinh?(y,,)
(sin®(z,) + cos?(x,)) sinh(y,) cosh(y,)
sin?(z, ) cosh®(y,) + cos?(z,) sinh®(y,)

cot(ayly) =
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Ainda, se usarmos que cos?(x,) + sin®(z,) = 1 e que cosh?(y,) — sinh®(y,) = 1 tanto
no numerador como no denominador obtemos

cos(zy,) sin(x,,) — i cosh(y,) sinh(y,)

cot(ayly) =
(anlo) cosh®(y,) — cos?(z,,)
_ cos(zy)sin(z,) . tanh(ys)
~ cosh®(y,) — cos?(w,) CZOSSSQ(ZC;)) -1

Visto que as fungoes seno e cosseno sao limitadas, temos que
cot(ayly) — 4 quando n — oo. (3.48)

Vamos usar isso para estimar cy(A,). Lembrando que A\, = ¢f3,, e usando (3.43) temos

que
1
CO()\n> = . .
(k1 + iveBn) cot(anly)ay sin B, (1 — ly) + ko By, cos B (1 — o)
1 1

E (% + iy¢) cot(ayly)ay, sin B, (1 — ly) + ko cos Bu(l — ly)

Usando (3.46), (3.47) e (3.48) temos, para um n suficientemente grande, que
1 N 1
(lﬁ% + irye) cot(aly)ay, sin B, (1 — lo) + ko cos B (L — o) kg — kocey

= C3.

Logo

co(An) ~ ;3 (3.49)

Vamos usar essas estimativas posteriormente. Por enquanto tome ¢(s) = sin(f(s—1p))
em (3.44). Calculando Q(z) temos

Qz) = /z: sin(5(s — lp)) sin f(x — s)ds

= [ sin(B(s — lp)) sin(Bz) cos(Bs)ds — /l: sin(B(s — ly)) sin(Bs) cos(fx)ds

lo

= sin(Sz) cos(Bly) /II sin(fs) cos(fs)ds — sin(fz) sin(Slo) /lx cos?(Bs)ds

— cos(fz) cos(Sly) /lx sin?(Bs)ds + cos(Bz) sin(Bly) /lm cos(fs) sin(fs)ds
_cos(Bly)sin®(Bx)  sin(fz) cos(Bly) sin*(Bly) (@ — ) sin(Bx) sin(Sly)
- 283 B 283 B 2

sin?(3z) cos(Bz) sin(Bly) N sin(Bz) sin®(Bly) cos(Bly)
23 %

(x — lp) cos(Sx) cos(Sly) N cos(Bly) sin(Bx) cos?(Bz)
P 23

cos(Bz) sin(Bly) cos?(Bly) N sin?(Bx) cos(Bz) sin(Bly)
20 20

cos(fz) sin®(Bly)

_ % :
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Note que, nessa ultima parte, o segundo termo se anula com o quinto e o quarto termo
se anula com o nono. Além disso, usando que cos?(fr) = 1 — sin?(8x) no sétimo e no

oitavo termos teremos

cos(Bly) sin®(Bx)  cos(Bly) sin(Bzx)(1 — sin?(Bx))
Qo) = T :
_cos(Bx)sin(Bly)(1 — sin?(S3z)) _ cos(Bx) sin®(Bly)
25 28
(&= l)(sin(Bz) sin(Blo) + cos(Bz) cos(Bly))
2
_ cos(Bly) sin(Bz) — cos(Bz) sin(Bly)  (x —lo) cos(B(x — o))
23 2 ’

ou seja, pela soma se arcos obtemos

sin(3(w — o) _ (z = lo) cos(5(w — o))

Qa) = )
Logo
Q) = sin(B(0 —lo)) (I —lo) cos(B(I — lo)).

23 2

Entao, se trocarmos ( por (3, e usarmos a estimativa (3.46) teremos que, para um n
suficientemente grande, o primeiro termo se aproxima de zero e cos(5(I —ly)) se aproxima

de um. Entdo teremos

=1

o)~ ——=. (3.50)

Vamos agora estimar a norma de Q(z) em L?(lg,1).

/ll 1Q(x)2dx = /ll sin <5$;2— ), /ll (z — lo) sin(B(x - éo)) cos(B(z o)
! (@ — ) cos? (B(z — o))
+ /lo 1 dx.

Calculando separadamente essas integrais teremos

/l sin®(6(x — l0)>dx _ [a: —1ly sin(B(x —ly)) cos(B(z — lo))]l |

. 432 832 833

lo

usando integracao por partes temos

/l (x — lp) sin(B(z — ly)) cos(B(x — l0>)dx _

0 45
_ l(x — o) sin?(B(z — 1y)) R N sin(B(z — ly)) cos(B(x — lo))]l
832 1632 1643 .
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Por fim, também usando integracao por partes temos

/l (z — lp)? cos®(B(x — ZO))dx =

o 4
_ [(z —1p)? N (x —lp)?sin(B(z — ly)) cos(B(x — 1)) (=) sin?(B(z — ly)) :
24 86 85 lo
. lx —ly sin(B(z — 1)) cos(Bz — )]’
16432 1633 o

Logo, juntando essas integrais obtemos

l: Q) Pda = [=1ly sin(B(l—1lo))cos(B(L—lo)) (I =1lo)sin®(B(I — o)) . 1—1,

832 8437 83 1632
_ sin(B(l — ) cos(B(l — b)) N (I —1o)?sin(B(1 — ly)) cos(B(l — ly))
1633 83
L=1ly (I=1)*sin(B(1—1lp)) sin(B(I — 1)) cos(B(I — )
165> 832 16
(1 —1p)
+ o

Portanto, juntando alguns termos acima obtemos

—1o)*  (I—1o) sin(B(1 — o)) cos(B(I — b))

: 2 (!
L |QE@)fde ===+ =5 I
(= lo)?sin(B(1 — ly)) N (I —1g)*sin(B(l — 1)) cos(B(l — 1y))
83 86
_ (l — lo) sinz(ﬁ(l — lo))
832 '

Note que se substituirmos f por f3, e usarmos a estimativa (3.46) teremos que

l [ — o)
[ ewrar =51 1,

sendo que d,, — 07 quando n — oco. Logo, para um n suficientemente grande temos
q q g0, P g

(1 —1y)3
24

l
Q@) dr ~ (3.51)

Agora, vamos estimar o termo entre parénteses de (3.45).

Heg(A)kefsin B(1 — x) + sin B(z — 1) 2d B
/zo K sin B — o) v
_eoNPPB2 2Re{co(A)}B !
= 52 B(1 — lo) /lo sin® (1 = 2)dz + sin B — lo) Ju

1 Lo
i ~ly)dz.
T sz A0 =) /z sin” e — lo)dz

sin (1 — x) sin f(z — lo)dx
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Vamos calcular essas integrais separadamente. Fazendo uma mudanga de variavel ou

integrando por partes concluimos que

l

/l sin? B(I — z)dx =

lo

x—1 sin(G(l —x))cos(B(l — z))
[ > " 23 ]

lo

/l sin? B(x — lp)dr =

lo

[ZB —l sin(B(z — ly)) cos(B(z — lO))]l )
2 25 lo’
/zol sin f(l — ) sin B(x — lp)dz =0

Juntando esses resultados temos que

Heg(A)ksBsin B(1 — x) + sin B(z — lo) 2d B
/zo ey sin B(1 — Io) v
. |CO(/\)|2ﬁ2(l — lo) _ |C()(/\)|26 COS B(l — lo) [ — lo
— 2sin? B(1 — 1) 2 k2sin? B(1 — ly)

cos (1 —lp)
 k3Bsin Bl — o)’

Note que se substituirmos 3 por f3,, e usarmos a estimativa (3.49) teremos

l
/lo

co(An) k2B sin B, (I — ) + sin B, (z — lo) 2

ko sin B, (1 — o)
o esP(t—=1o) 2 cos B, (1 — 1p) I — 1o cos B, (1 — lp)
T 2sin? B, (1 —ly) 26, k2sin? B,(1 —lo) k2B, sin B,(1 — o)
k2 2([ lo) + 2(1 — lp) B <c§ cos B (1 — lp) n cos 3, (1 — lo) )

k2sin? B3, (1 — ly) 20, k3B, sin 3,,(1 — lo)
Cy
= - — eTL

Sin2 ﬁn(l - lO)

sendo que e, — 0 quando n — oo. Entao, usando a estimativa (3.46) obtemos

dr ~

U eo(An ko B sin B (1 — ) + sin B, (z — Io) | e
/ ko sin B,(1 — lo) dm%l+2an+2_e”
lo 2 51N Bn( 0 n vn a
c4n
= —e,.
1+ 2v/na, + na?
Note que 2/na, + na? — 0 quando n — oco. Basta ver que
o (_1)k 1 2k 0o (_1)k 1 2k—1
Vna, = — [ —= e na, = — [ —= )
,;(2k+1)! NG £(2k+1)! vn
Assim, para um n suficientemente grande temos
! CO()‘n)k26n sin Bn(l — l’) + sin Bn(x B lO) ’
dr ~ ) 3.52
J, o sin Bl — Io) Lo (352)
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Por fim, vamos estimar

Ul eo(N)kofsin (1 — ) + sin f(x — 1y)
ke /z ( K sin B(1 — Io)

que ¢é o que falta para conseguirmos estimar

) Q(x)dx

1
|Bv(a) |*dx.
lo
Note que

U lco(N)kefsin (I — x) + sin B(x — 1)
/[O kQ sin ﬁ(l — lo)

) et -
Lco(N)Bsin B(I — x) sin B(x — ly) Losin? B(z — lo)

= 23 sin B —Iy) W DB Bl — Ig)
B /l co(M)B(z — lo)sin (I — z) cos f(z — bo) ,
lo 2sin 5(1 — lp)
[t (@ = o) sin Bz — ) cos Bz — lo)da:
o 2ky sin B(1 — 1)
_ [ -1y ~ 3cosB(l—1y)  co(NB( ) N coN)B(12 = 12)
4B sin B(1 — lo) 8ko 32 4 8
(1 — Io) sin B(I — Io) [~
B Ak 3 8kofsin B(1 — 1)

Logo, se substituirmos 3 por f3,, tomando um n suficientemente grande e usando as
estimativas (3.46) e (3.49) teremos que

t CO()‘n)kQBn sin ﬂn(l B 33) + sin ﬁn(x B lO)
/lo ]{2 sin /Bn(l — l())

2 2
)Q(x)dx%z A2 -l

8

Portanto,

2

l CO()\n)kQBn sin 671([ B ZL’) + sin 5n(x - ZD) dx

kZ sin Bn(l - ZO)
(CO()‘n)kQBn sin ﬂn(l — 33) + sin ﬁn(x B lO)

[ Vguta)Pae = @20) |

0

—20(1)Re /l

lo

o sin (1 — Io) ) Qz)dv

l
+ [ lQG)Pde

_a(l=1)*n
4
>Cn+C.

(I —1p)3
24

+ (l — l())C5 +

Entao, para um n suficientemente grande

l
1/ Bv(z)2dz > C.
n Jig

Note que
9 lo 9 l 9 lo 9 l 9
X1 = [ kifuePde+ [ kofoofdz+ [ piinlPda+ [ polclde
0 0

23



e usando (3.37) e (3.38) e a desigualdade de Poincaré obtemos

lo l lo l
I1X)1%, > o,,/o |u|2dzv+0p/l |v|2dx+/0 lenu|2dx~l—/l pa|Anv[2d.
0 0
Da definicao de  obtemos
lo ! ko rlo ko rl
IXI 2 Gy [ ulde +C, [ oPde+ 22 [7 pi|guufde + =2 [ pal Buofda.
0 lo P2 J0 P2 Jlo
Entao, como o primeiro, o segundo e o terceiro termos sao positivos, temos que
Ly [l
X113, = 2 [ |Buvfda.
P2 Jlo
Logo, usando o que descobrimos anteriormente e colocando k3/ps na constante C
1 9 ko !
—|1 X5, > — / Lo(2)|2de > C
CIX [ = 2 [ () P >
e multiplicando tudo por n¢, sendo ¢ > 0 qualquer, obtemos
1 9 .
FHX I3 = Cn".

Finalmente, tirando a raiz obtemos

1 ) -1 1 €/2
el = A) T Eally = s 1 Xl = Ono”.
Portanto,

1
— [(IA ] — A) T |y, > On/?,

nl/2—e€/2

o que mostra que o semigrupo nao decai exponencialmente.
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Conclusoes

Nos capitulos anteriores vimos que, quando a dissipacao é friccional global, isto é,
em todo o dominio, numa equacao de onda, as solugdes decaem exponencialmente. Esta
propriedade se preserva se a dissipacao age somente numa parte do seu dominio.

Quando a dissipacao é do tipo Kelvin-Voigt e globalmente distribuida, as solucoes
também decaem exponencialmente. Mais ainda, as solugdes tem o chamado "efeito re-
gularizante". Porém, quando a dissipacao age somente em uma parte do seu dominio,
as solugoes se comportam de forma completamente diferente. Neste caso, ha perda do
decaimento exponencial das solugoes e, consequentemente, nao tem "efeito regularizante".

Mas pelo menos consegue-se decaimento polinomial das solugoes.
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