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Resumo

A partir do conceito de operadores invariantes em relacdo a uma decomposi¢ao
de um espaco de Hilbert em subespacos de dimensdo finita, introduzimos o
simbolo do operador em relacdo a essa decomposi¢do. Esse simbolo € uma
sequéncia de matrizes cujas propriedades permitem, por exemplo, afirmar se o
operador estd em alguma classe de Schatten-von Neumann e se é possivel es-
tendé-lo a um operador limitado. Usamos esses resultados para decompor o
espaco de Hilbert L?(M), sobre uma variedade suave compacta orientdvel sem
bordo M, como soma direta de autoespacos de um operador diferencial elitico
autoadjunto positivo e estudamos propriedades que os operadores invariantes
possuem neste espaco. Por fim, obtemos resultados acerca da hipoeliticidade

global de operadores invariantes sobre M analisando seu simbolo.

Palavras-chave: estimativas subeliticas, hipoeliticidade global, operadores in-

variantes, variedades fechadas.
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Abstract

From the idea of invariant operators relative to a fixed partition of a Hilbert space
into a direct sum of finite dimensional subspaces, we introduce the operator’s
symbol relative to this decomposition. This symbol is a sequence of matrices
whose properties allow us, for example, to state if the operator belong to some
Schatten-von Neumann class and if it can be extended to a bounded operator. We
apply this results to decompose the Hilbert space L?(M ), where M is a orienta-
ble compact smooth manifold without boundary, as direct sum of eigenspaces of
a positive self-adjoint elliptic differential operator and then we study some pro-
perties that the invariants operators have in this space. Finally, we obtain results

about global hypoellipticity of invariant operators on M analyzing their symbol.

Keywords: closed manifolds, global hypoellipticity, invariants operators, subel-

liptic estimates.
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Introducao

O objetivo deste trabalho € estudar a regularidade das solugdes de operadores diferen-
ciais definidos sobre uma variedade fechada. Mais precisamente, se M é uma variedade suave
compacta orientdvel e sem bordo, D'(M) é o espaco das distribuicdes definidas sobre M e
P :D'(M) — D'(M) é um operador diferencial, estamos interessados em estabelecer condi-
¢Oes que possam garantir u € C'°°(M) sempre que tivermos Pu € C(M).

Essa propriedade € conhecida como hipoeliticidade global e uma consequéncia inte-
ressante dela € a seguinte: se P € um operador diferencial linear globalmente hipoelitico em M,
entdo ker P C C*°(M ), pois 0 € C*°(M ), logo podemos garantir que o ker P possui dimensao
finita (ver [10]).

A hipoeliticidade global tem sido largamente estudada nos ultimos anos, principal-
mente no caso em que a variedade fechada M € o toro n-dimensional T", basta ver a impressio-
nante lista de autores e revistas respeitaveis que tém publicado artigos abordando esse assunto,
por exemplo: [2], [3], [4], [8], [9], [10], [11], [15], [16], [19] e tantas outras referéncias citadas
nesses artigos.

Mesmo no caso do toro n-dimensional T", investigar a hipoeliticidade global dos ope-
radores diferenciais lineares mais simples, como os campos vetoriais, ¢ um problema desa-
fiador que ainda possui questdes em aberto. Talvez a pergunta sem resposta mais famosa e
aparentemente distante de uma solugdo seja a conjectura de Greenfield-Wallach, que afirma o
seguinte: se uma variedade suave, compacta, sem bordo e orientdvel admite um campo veto-
rial globalmente hipoelitico, entdo esta variedade € difeomorfa a um toro e este campo vetorial
¢ C'>°—conjugado a um campo vetorial constante cujos coeficientes satisfazem uma condi¢ao
diofantina. (ver [6] e [11]).

A maioria dos trabalhos que abordam a questdo da hipoeliticidade global no toro fazem
uso da andlise de Fourier como principal ferramenta para obter resultados de regularidade, a
partir de condicdes impostas ao simbolo ou aos coeficientes do operador.

Uma das referéncias mais citada nessa area, o trabalho de S. Greenfield e N. Wallach
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de 1972, usa apenas a série de Fourier em T" para caracterizar a hipoeliticidade global de um
operador diferencial através de seu simbolo, e apresenta pela primeira vez a famosa aplicacao:
L = 0, + ad,, o € R é globalmente hipoelitico em T? se, e somente se, « é um irracional nio
Liouville. Ver [9]

Baseado nesse histérico de uso da andlise de Fourier para obter propriedades de re-
gularidade no toro, o ideal seria introduzir uma ferramenta similar em uma variedade fechada
qualquer para recuperar esses resultados, sempre que isso fosse possivel.

O primeiro passo nessa direcdo foi dado por S. Greenfield e N. Wallach em [10]. Ins-
pirados pelas ideias de R. Seeley [21], os autores construiram uma espécie de série de Fourier
em M e, a partir disso, generalizaram os resultados sobre operadores diferenciais que comutam
com um operador elitico normal fixado provados em [9].

Mais recentemente, J. Delgado e M. Ruzhansky, ver [5], generalizaram a ideia de ope-
radores invariantes para espacos de Hilbert, através da decomposicao do espaco em soma direta
de subespacos de dimensao finita. Desse modo, € possivel associar um simbolo a cada operador
invariante densamente definido. Tal simbolo é na verdade uma sequéncia de matrizes, defini-
das nos subespacgos de dimensao finita dessa decomposi¢do, que carrega informagdes sobre o
operador.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo 1 fixamos as principais
notagdes e resultados referentes a espacos de Hilbert e teoria espectral. Em especial, exibimos
uma maneira de decompor o espago L*(M) como soma direta de autoespagos de um operador
diferencial elitico positivo. Além disso, fazemos uma sintese sobre a classe de operadores de
Schatten-von Neumann, listando os principais resultados da teoria necessdrios nas aplicacdes
que apresentamos no capitulo seguinte.

No capitulo 2, apresentamos a teoria geral sobre operadores invariantes em espacos de
Hilbert e mostramos que algumas propriedades desses operadores podem ser caracterizadas por
seus simbolos. Em seguida, no capitulo 3, recuperamos a teoria de R. Seeley para introduzir
uma no¢ao de andlise de Fourier associada a um operador elitico e usamos esses conceitos para
analisar operadores invariantes no espago L*(M).

Por fim, no capitulo 4, estudamos operadores diferenciais invariantes e apresentamos

algumas condi¢des que garantem a hipoeliticidade global desses operadores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados e definicdes de Andlise Funcional e de Opera-
dores Diferenciais que utilizamos no desenvolvimento deste trabalho.

Iniciamos estabelecendo algumas notagdes. Denotamos por N = {1, 2 ---} o con-
junto dos nimeros naturais e Ny = IN U {0}. Dada uma n—upla o = («aq, - - - , v,) de inteiros
ndo negativos, também chamada de multi-indice, e um vetor x = (x1, 29, ,x,) € R, defi-
nimos x* como

o o1 Q2 (6%
o =axtay?

De maneira anédloga, definimos o operador diferencial
8 [0} B 8 aq a Qn B 8‘04
oxr) — \0mr oxy, Ot Qo

la|=a1 4+ +a,

no qual

¢ a ordem do multi-indice o e % ¢ a j—ésima derivada parcial.
J

Além disso, 0, denota o delta de Kronecker, isto €, 6;;, = 1 para j = ke d;; = 0 para

J# k.

1.1 Espacos de Hilbert

Definicao 1.1. Um conjunto ‘H é um Espaco de Hilbert se satisfizer as seguintes condigoes:
1. H é um espaco vetorial sobre C (ou R);

2. H é munido de um produto interno (-, -);



Preliminares 4

3. H é completo em relacdo a métrica induzida por esse produto interno;
4. H é separdvel.

Definicao 1.2. Dizemos que os elementos x e y de H sdo ortogonais se (x,y) = 0. Um subcon-
junto B de H é dito ortogonal se quaisquer dois elementos distintos de B sdo ortogonais. Além

disso, se ||z||* = (z,x) = 1 para todo x € B, dizemos que B é um subconjunto ortonormal.

Definicao 1.3. Um subconjunto B de um espago com produto interno H é uma base (de Hilbert)

se B é um conjunto ortonormal e o subespago span(B) é denso em H.

A maioria dos livros de Anélise Funcional, como [17] e [20], costumam definir espaco
de Hilbert sem a condi¢ao de separabilidade que exigimos acima. Porém, ao exigir essa propri-

edade € possivel garantir que todo espago de Hilbert possui uma base de Hilbert enumeravel.

Teorema 1.4 (Identidade de Parseval). Seja H um espago de Hilbert e B = {e;;j € N} um
subconjunto ortonormal de H. Entdo, B é uma base de Hilbert se, e somente se, para cada

x € H, vale

Izl =Y (el (1.1)

jEN
Definicao 1.5. Seja T : D(T) — H um operador linear em um espaco de Hilbert complexo
‘H densamente definido, isto é, W = H. O operador adjunto de Hilbert T™ é definido da
seguinte forma: o dominio D(T*) de T™ consiste de todos os elementos y € H tais que existe
y* € H satisfazendo
(Tz,y) = (z,y"),

para todo x € D(T'). Assim, para cada y € D(T*), defina
Ty =y*.
Sel' ="T%, dizemos que 'I' é autoadjunto.

Definicao 1.6. Seja T : H — H um operador linear limitado autoadjunto. Dizemos que 'T' é

positivo se

(Tx,z) >0, VreH.

Definicao 1.7. Seja T' : H — H um operador linear limitado autoadjunto positivo em um
espago de Hilbert complexo H. Um operador linear limitado autoadjunto A é chamado de raiz
quadrada de T’ se

A*=T.
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Se A for um operador positivo, entdo A serd dito raiz quadrada positiva de T' e deno-

tado por

A=+T.

Teorema 1.8. Todo operador linear limitado autoadjunto positivo T’ : H — H possui uma
linica raiz quadrada positiva A. Este operador A comuta com todo operador linear limitado

em H que comuta com T.

Um dos conceitos que aparecem em nosso estudo € a decomposi¢do de um espago
de Hilbert em subespacos de dimensao finita, especialmente o espaco de funcdes de quadrado

integravel L?. O préximo resultado garante o caminho inverso.

Teorema 1.9. Seja (H;) ew uma sequéncia de espacos de Hilbert. Entéo

Pu = {(hj)jem; hj € Hie Y |Ihlls, < OO}
j=1 j=1
€ um espaco de Hilbert com o seguinte produto interno

o0

((hy)jew. (gj)jen) = > _(hj g},

1.2 Teoria Espectral

Sejam X # {0} um espaco normado complexo e 7' : D(T") — X um operador linear

cujo dominio D(T") € um subespago de X. Para A € C, defina o operador
=T — M\,

no qual / é o operador identidade em D(T"). Se o operador T, possuir inversa, a denotamos por
R\(T), isto é,
RAT) =T, = (T = AI)7,

e dizemos que R, (7T') é o operador resolvente de 7.

Definicao 1.10. Sejam X # {0} um espagco normado complexo e T : D(T) — X um operador

linear. Um niimero complexo \ é um valor regular de T se:
1. R\(T) existe;

2. R\(T) é limitado;
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3. R\(T) é densamente definido em X.

O conjunto resolvente p(T) consiste de todos os valores regulares de T. Chamamos

de espectro de T o complementar do conjunto resolvente de T e o denotamos por spec(T'), ou

seja, spec(T') = C\p(T).

Podemos particionar spec(T') em trés conjuntos disjuntos:

(a) O espectro pontual, denotado por spec,,(T), que consiste dos valores X para os quais Rx(T)
ndo existe. Se \ € spec,(T), existe u € D(T'), com u # 0, tal que Tu = \u. Dizemos que

A é um autovalor de T e u é um autovetor de T associado a M.

(b) O espectro residual, denotado por spec,.(T), que consiste dos valores \ para os quais

R\(T) existe, mas ndo é densamente definido.

(¢) O espectro continuo, denotado por spec.(T'), que consiste dos valores \ para os quais

R\(T) existe e é densamente definido, porém ndo é limitado.

Teorema 1.11 (Teorema Espectral para Operadores Limitados). Seja T' : H — H um operador

linear limitado. Se f : C — C é holomorfa numa vizinhanga de spec(T'), entdo

f(spec(T)) = spec(f(T)).

O resultado acima ndo € valido ao tomar 7' ndo limitado. Porém, em alguns casos,

como f(z) = 2% com a € R, ainda vale

S (spec(T')) = spec(f(T)).

1.3 Operadores Eliticos

Comecamos essa secdo estabelecendo algumas notagdes que usamos no trabalho todo:

e M € uma variedade diferencidvel de classe C'>° compacta, orientdvel e sem
bordo. Na maioria das vezes vamos nos referir a M apenas como uma varie-

dade fechada;

e (M) é o espago de todas as fung¢des infinitamente diferencidveis definidas
em M;
e D'(M) é o espago das distribui¢des sobre M, ou seja, é o espago dos funcio-

nais lineares continuos sobre C'*°(M);
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e H*(M), com s € R, é o espago de Sobolev usual sobre a variedade fechada
M;

e [%(M) é o espago das fungdes mensuraveis definidas em M tais que

[17@)kds < o

Recordamos que L?( M) € um espago de Hilbert em relagio ao produto interno e norma
() = [ f@g@ds e 51 = [ 15
M M

Além disso, C*>°(M) é denso em L*(M) em relagdo a essa norma e temos

(H(M)=C>(M) e |JH(M)=D(M) (1.2)

Dizemos que P = P(x, D) é um operador diferencial de ordem m sobre M se
P(z,D) = > au(z)D°
|a|<m
com coeficientes a, € C*>°(M), tal que ag # 0, para algum § € INj com || = m, no qual
|| e

1 0
D> = (—) (0_) . O simbolo do operador P = P(z, D) é o polindmio

i x

P(z,6) = ) aa(2)E, E€R"
|a)<m

e o simbolo principal é

Pn(x,&) = Z ao ()", €€ R™

laj=m
Definicao 1.12. Dizemos que o operador diferencial P é elitico se existe uma constante C' >

tal que
Po(z,8) 2 Cl¢], V(z,§) € M x R"\ {0},

ou equivalentemente, o simbolo principal de P satisfaz a condicdo

P (z,6) #0, ¥Y(x,8) € M x R"\ {0}.
Proposicao 1.13. Seja E' um operador diferencial elitico de ordem e.
(a) Seuw e D (M)e Eue H¥*(M) entdow € H¢(M);

(b) f € H*(M) se, e somente se, (I + E)*¢f € L*(M);
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(c) f € C®(M) se, e somente se, (I + E)Nf € L*(M), para todo N € IN,,.

O item (a) dessa proposi¢ao segue do corolario 7.1 do livro do Shubin (veja [22] p.54),
e tem como consequénca que todo operador elitico € globalmente hipoelitico, devido a (1.2).
O préximo resultado € fundamental no desenvolvimento desse trabalho e segue do

Teorema 8.4 de [22] e do fato dos autovalores de um operador autoadjunto serem todos reais.

Teorema 1.14. Se E é um operador elitico autoadjunto de ordem e, entdo spec(E) = spec,(E)
e é um subconjunto discreto de R sem pontos de acumulagdo.

Além disso, para cada \ € spec(F) vale a decomposi¢do
L*(M) = Hy @ H)
que satisfaz as seguintes condigoes:

1. Hy C C*(M) é um subespago de dimensdo finita tal que (E — X )™ Hy = 0, para algum
N > 0 e é invariante em relagdo a E. Em outras palavras, o operador E|y, tem somente

o autovalor \ e é igual a soma direta de blocos de Jordan de dimensdo menor ou igual a

N.

2. Hj é um subespago fechado de L*(M), invariante com respeito a E e, se denotarmos
por E\ a restricdo El|y; entdo E\ — NI tem uma inversa limitada (em outras palavras,

A & spec(E|my).

Esse teorema garante (por induc@o) que o espago L?(M) pode ser decomposto em
autoespagos [y, C C*°(M) de dimensio finita d; associados a cada um dos autovalores \; €
spec(E), e assim

L*(M) = P H),

1.4 Classes de Operadores de Schatten-von Neumann

Introduziremos agora as classes de Operadores de Schatten-von Neumann, que apare-
cem como generalizacao das classes de operadores Hilbert-Schmidt e das classes traciais e que
possuem similaridades com os espacos LP. Faremos um breve resumo dos principais resultados,

cujas demonstracdes podem ser encontradas em [18].
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Definicao 1.15. Dizemos que um operador linear T' : H — H é um operador Hilbert-Schmidt

se existe uma base ortonormal {1;} jen, de H tal que
> T3, < oo (1.3)
=0

Denotamos por S3(H) o conjunto de todos os operadores Hilbert-Schmidt.

E possivel demonstrar que a soma (1.3) independe da escolha da base ortonormal

{®;};en, e, portanto, estd bem definida a norma Hilbert-Schmidt:

1T | sy00) = (Z ||T¢jlli> . (1.4)
j=0

Listamos agora algumas propriedades dos operadores Hilbert-Schmidt, lembrando que

IT| = VTT.
Proposicao 1.16. Seja I : H — H operador linear.
(a) T € So(H) < |T| € So(H) e

1T s> ) = T s 70); (L.5)
(b) T € So(H)= T € Sy(H)e

1T (| 5,200 = 1] 522003 (1.6)
(c) SeT € So(H), entdo T é compacto. Em particular, T' é limitado e vale

1T 20y < 1Tl 55030)- (L.7)
(d) SeT € Sy(H) e S € L(H), entdo ST, TS € Sy(H) e

1ST || so20) < 11512201 T |l $23) (1.8)

1 TS so3) < T || so3) 1S 1| 224 - (1.9)

Teorema 1.17. O espaco de operadores Hilbert-Schmidt So(H) € um espago de Hilbert, com

respeito ao produto interno

oo

(S, T)syiry = > (St Tj)m, (1.10)

J=0

o qual independe da escolha da base ortonormal {1;} e, de H.
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Proposicao 1.18. Seja T' : H — H operador linear. Entdo T € Sy(H) se, e somente se, T é

compacto e

> 1 < oo, (1.11)
§=0

em que {{1;}en, € a sequéncia de autovalores de |T'|, chamados de valores singulares de T,

contando multiplicidade. Além disso,

1
1T Nl 520 = (Z u?) - (1.12)
7=0

Definicao 1.19. Dizemos que um operador linear limitado T : H — H é operador classe
tracial se \/|T| € So(H).

Denotamos por S1(H) o conjunto de todos os operadores classe traciais e para cada
T € S1(H), definimos o trago de T' como

Tr (T) =) (T, ¢5)n (1.13)

7=0
no qual {1;}jen, é uma base ortonormal para H. O Tr (T) independe da escolha da base

ortonormal de H.

Proposicao 1.20. O espagco S1(H) é um subespago linear de £ (H) e T € S1(H) se, e somente

se, 1" é compacto e

> pj < oo, (1.14)
=0

em que {i;}jen, € a sequéncia de valores singulares de T, contando multiplicidade. Além

disso, se T' € S1(H) e {\;} e, sdo seus autovalores, contando multiplicidade, entdo

Te (T) =) A, (1.15)

J=0

Proposicao 1.21. Seja T : H — H operador linear limitado.
(@) T € Si(H) < |T| € S1(H);

(b) T e 51(7‘[) & T e 51(7‘[) e

Tr (T*) = Tr (T); (1.16)
(c) SeSe L(H)eT € Si(H), entdo ST, TS € S;(H) e

Tr (T'S) = Tr (ST). (1.17)
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Definicao 1.22. A norma classe tracial de um operador T' € S1(H) é definida como

T || sy = Tr (|T1]). (1.18)

Proposiciio 1.23. Se T' € Si(H), entdo T € Sy(H) e

IS, ) = Tr (1717); (1.19)
1T se00) < 1T s 20 (1.20)
Além disso,
Te (T)] < Tr (IT1) = T ||s, 303 (1.21)
1T |s,30) = [Tl 5120, (1.22)
e paratodo S € £ (H),
15T [|s,30) < 1Sz T ] 51.30); (1.23)
TSN s130) < (1Tl 1S 1| 230 (1.24)
Por fim,
17|53 = sup{|Tr (ST)|; S € L(H),|S]|.£m) =1} (1.25)

Proposicao 1.24. O espaco S1(H) é um espago de Banach com respeito a norma classe tracial.

Definicao 1.25. Sejal < p < oo el : H — H operador linear limitado. Dizemos que
T pertence a Classe de Schatten-von Neumann p, denotada por S,(H), se para alguma base

ortonormal {1; }jew, de H, temos

o0

> (T, ) . (1.26)

J=0

Proposicao 1.26. Seja T : H — H um operador linear limitado. Entdo:
(a) T € Sp(H) = |T| € Sp(H);

(b) T € Sy(H) & T* € S,(H);

(c) Se Se€ L(H)eT € Sy(H), entdo ST, TS € S,(H).

Proposicao 1.27. T € S,(H) se, e somente se, T' é compacto e

3wl < o, (1.27)
=0

em que {11} e, € a sequéncia de valores singulares de T, contando multiplicidade.
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Coroldrio 1.28. Se T' € S,(H), entdo |T|P € S1(H).
Definicao 1.29. Em S,(H), definimos a norma p de Schatten-von Neumann como
1T 5,300 = (Tr (IT7))7 . (1.28)

Assim, sendo {11 }jen, a sequéncia de valores singulares de T, contando multiplicidade, temos

1T [s,(20) = <Z uﬁ’) : (1.29)
j=0

Proposicao 1.30. Seja T : H — H operador linear compacto.
L |T|s,) = Tl s, () para todo 1 < p < oo.
2. || Ts,c1) = 1T\ s, (), para todo 1 < p < oo.

Teorema 1.31. Para todo 1 < p < o0, 0 espago S,(H) é um espago de Banach com relagdo a

norma || - || s, (3)-
Teorema 1.32. Suponha que 1 < p,q,r < oo satisfazem a relagcdo % =14 %. SeT € Sy(H)

P
eS e S,(H) entdoTS € S,.(H) e

| TS5,y < T |Is,20) 15| 5, (70) - (1.30)



Capitulo 2

Operadores Invariantes em Espacos de

Hilbert

Neste capitulo apresentamos de maneira mais abstrata o conceito de operador invari-
ante, ou multiplicador de Fourier, em espacos de Hilbert. A ideia geral € estabelecer vérias
caracterizacOes desses operadores e aplicar essas nogdes para descrever algumas proprieda-
des dos operadores, por exemplo, pertencer a alguma classe de Schatten-von Neumann e a
limitacao.

Essa diversidade de caracterizagdes de um operador invariante serd fundamental no
préximo capitulo, no qual apresentamos uma decomposi¢ao conveniente do espagco de Hilbert

L*(M), sendo M uma variedade suave fechada.

2.1 Analise de Fourier e Operadores Invariantes em Espacos

de Hilbert

Sejam H um espaco de Hilbert complexo e H> C H subespaco vetorial denso de H.
Sejam {d; } jcw, uma sequéncia de nimeros naturais e {e¥; j € Noe 1 < k < d;} uma base
ortonormal de H tal que ef € H>,paratodo j € Nge 1 <k < d;.

Denotando H; = span{e;?}zj: 1» obtemos a decomposi¢ao de H
"= H,. (2.1)
=0

em soma direta de subespacos de dimensdo finita d;. Dessa forma, qualquer f € H, pode ser

13
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escrito como
f=2_2 Af.eihuel, (2.2)

com a convergeéncia da série em H.

Denotando f(j, k) = (f,€¥)y, paratodo f € H, podemos escrever (2.2) como

f=3_% fG.ke (2.3)

e chamamos de coeficientes de Fourier de f os ndmeros f(j, k).

Seja

(?(No, {d;}) = { h: Ny — H@d )eCe ZZ \h(j, k : (2.4)

7=0 k=1

com a norma
d. 2

Ihlleavoiay = | DD IRG R ] (2.5)

7=0 k=1

<

Note que o espago ¢*(INg, {d;}) é isomorfo ao espago (*(C) e depende da escolha da
sequéncia {d; } jen,-

Dessa forma, como {ef cjEeENyel <k < dj} € base ortonormal, pelo Teorema 1.4,
obtemos a Férmula de Plancherel

J

A1 =D (e ZZ = 1171 m0.0a,1) (2.6)
=0 k=1

7=0 k=1

e f € (2(Ny, {d,}), para todo f € H.
Estabelecida a notacdo basica, podemos agora passar aos principais resultados desse

capitulo.

Teorema 2.1. Seja T : H*> — H um operador linear. As seguintes condigdes sdo equivalentes:

(A) Para cada j € Ny, temos T'(H;) C H;.

(B) Para cada { € W, existe uma matriz o({) € C%*% tal que para todo elemento da base e;?

el <m <d, vale

—

Tek(l,m) = o(0)midje.
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Demonstragao.
(4) = (B):
Por hipétese, para cada j € Ny, temos que 7'(H;) C H;. Considere T } H; - Hj — H;j

. ds : o d;
e seja o(j) € C%*% amatrizde T |, com respeito a base ortonormal %; = {ef};”,.

Deste modo,
dj
Te? = Z U(j>ik€§'
=1
e a matriz o(j) é definida por
o (f)me = (Tes, €y = Tek(j,m). 2.7)
Assim,
- d; dj
Teh(l,m) = (Teh, e") = <Za(j)ike}, ey> => o(fule),er") = o(§)mrbie = o (C)mdie.
=1 =1
(B) = (4) :

Como ef € H™,paracada j € Ny e 1 <k < dj, o elemento Te;? esta bem definido e

Tef € H. Logo

oo dp o oo dp dj
Tel = Z Tek (¢, m)ey = Z Z o (0)midjeey = Z o(j)mre]" € Hj,
(=0 m=1 {=0 m=1 m=1

para todo 1 < k < d;. Como {ef}zjzl gera H;, entdo T'(H;) C H;.

Teorema 2.2. Seja T : H*> — H um operador linear e, para cada f € H™, denotemos por

f(j) € C% o vetor coluna cujas entradas sdo f(j, k), com1 <k < d;. Se

(C) para cada { € Wy, existe uma matriz o({) € C%*% tal que

~

Ti(0) =o(O)f(0), YfeH

entdo valem as propriedades (A)-(B) do Teorema 2.1 e as matrizes o({) em (B) e em (C)

coincidem.

Além disso, se supormos que e;‘? € D(T*), paratodo j > 0 el < k < dj, entdo

(A) — (C) sdo equivalentes.
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Demonstragao.
(€)= (B):
Por hipétese, temos que para todo f € H> e todo ¢ € Ny, 7/’?(6) = o(0)f(¢). Em
particular,
Tek(0) = o (0)e(0).
Note que
ez?(é, m) = <e§, ;') = 0;00km.
Assim,

Tej(tm) = (o(Dek(O)) =" o(Duich(L:d) = 3 0O mid b = (D

i=1

(B) = (C):

Suponha agora que ef € D(T*),paratodo j > 0el <k <d;eseja f € H>. Logo,

Ti(t,m) = (Tf,ep) = (f, T
d;

o~

ou seja, ﬂ(f) =o({)f(¢), com o(¢) como na propriedade (B), para todo ¢ € IN.

Observacao 1. Para conseguir a equivaléncia (A) — (C) foi necessdrio supor que o dominio

de T contenha e?, paratodo j € Ngel < k < dj;. Como {e?} € uma base para H, segue que

D(T*) é denso em H. Em particular, T é um operador fechdvel.
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Convém ressaltar que esta condi¢do ndo ¢é restritiva para a andlise posterior, uma vez
que ¢ satisfeita nas aplicacdes que serdo apresentadas. Deste modo, a partir de agora vamos

supor que {€5} C D(T*).

Teorema 2.3. Sejam T' : H> — H um operador linear e P; : H — H; a projegdo ortogonal

de H sobre H;. A condigdo

(D) para cada j € Ny, temos
TP; = P{T em H™,

implica as propriedades (A) — (C') dos teoremas anteriores.
Além disso, se pudermos estender T' a um operador linear limitado T € £ (H), entdo

as propriedades (A) — (D) serdo equivalentes.

Demonstracdo.
(D) = (A) :

Para cada j € N, temos T'P; = P;T em H™. Como H; = span{e}}’ | e cada ¥
pertence a H>, temos H; C H™.

Seja f € Hj,logo P;f = f. Assim,

Tf=T(Ff)=(ThH)f=FT)f=PF(Tf)eH

e, portanto, T'(H;) C H;.
(4) = (D) :

Suponha agora que 7" pode ser estendido a um operador limitado 7' € Z(H). Como
H; C H™, para todo j € NN, pela propriedade (A) temos que 7'(H;) C H;. Mostremos
primeiramente que sob essas hipoteses, T'(H;") L H;.

Seja g € H-, entdo podemos escrever g como

dy
g = ZZ(ga elg>el€€

045 k=1

Pela continuidade de 7' em H temos,

dg
Tg - ZZ(Q: elg>T€§

04§ k=1

Como Tej € Hy C Hj-, para { # j, entdo

Tg f <ZZ gveé Teh >:ZZZ<Q7€£><T€£7JC> :07

0#£j k=1
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para cada f € H;. Logo Tg € H;".
Sejam f € H>* e j € INy. Podemos escrever f = h; + g;, com h; € Hj e g; € H]-L.
Dessa forma, h; = P; f e tanto h;, quanto g; estdo em H°. Por hipétese e pelo que foi mostrado

anteriormente, Th; € H; e T'g; € H ]L Assim
BiTf = PiT(h; +g;) = PiTh; + PjTg; = Th; = TF;,

uma vez que P;Tg; = 0. Portanto P;T" = T'P; em H. 0O

Definicao 2.4. Um operador linear T' : H>* — H é dito invariante, ou um multiplicador de
Fourier em relagdo a decomposi¢do { H; } jcw, estabelecida em (2.1), se T satisfaz uma das pro-
priedades equivalentes (A) — (C') do Teorema 2.1. Quando a decomposi¢cdo {H;};cw, estiver

fixada, dizemos simplesmente que 1" é invariante, ou que I' é um multiplicador de Fourier.

Observacao 2. Note que a matriz o({) depende da parti¢do (2.1) e também da escolha da base

ortonormal {€5; j € Ny e 1 < k < d;}. De fato, por (2.7), temos que
a(f)mi = (T}, €}').

Logo, uma simples reordenagdo dos elementos da base de H; ird modificar a matriz o(j).
Essa caracteristica abre a possibilidade de, em aplicacoes concretas da teoria, poder

escolher bases convenientes em cada um dos espacos H; de modo que as matrizes o(j) sejam,

por exemplo, triangulares, revelando assim os autovalores do operador, ou ainda diagonais,

quando possivel.

Definicao 2.5. Seja T : H*™ — H um operador linear invariante. O simbolo matricial de I’ em
relagdo a decomposi¢do {H;} e a base {€%} é a familia das matrizes or = {0(j)};en, dadas

pelas propriedades (B) e (C') do Teorema 2.1.

O simbolo matricial de 7', ou apenas simbolo de 7', € uma sequéncia de matrizes, cujas
dimensdes podem variar em fun¢ao da decomposicdo do espaco. Vamos denotar a classe de

simbolos por

Y ={0:Ng 2l a(l) € Clxde},

Quando necessério, indicamos a dependéncia de o em relagdo a uma base ortonor-
mal {e,} escrevendo (o, {e,}). Além disso, escrevemos T, para indicar um operador 7' cujo

simbolo € o e escrevemos o para o simbolo de um operador 7'.
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Exemplo 2.6. Para o operador identidade T = I, temos 01(j) = lq,, sendo Iy, € C4*di g
matriz identidade. Note que as dimensoes d; dependem da decomposic¢do de H e ndo necessa-

riamente d; = 1, para todo j € N,.

Vamos estabelecer agora a relagdo existente entre os simbolos de um operador inva-
riante em relagdo a diferentes bases ortonormais. Sejam {e,} e {f,} bases ortonormais de H
eT': H* — H um operador invariante. Considere o operador unitario U determinado por

Ue, = f,. Assim, temos que
(Teq,ep) = (UTeqn, Ueg) = (UTU Uey,Ueg) = (UTU" fo, f3).

Portanto, obtemos a relacao
(or,{ea}) = (ovrv~, {fa})- (2.8)
Nas principais aplicagdes da teoria apresentada neste trabalho precisamos considerar
operadores ndo limitados definidos em 4. Nosso objetivo € estudar propriedades dos operadores
invariantes em relacdo a uma decomposicdo do espaco e, para distinguir do caso geral, no

proximo teorema utilizamos a notagao Fj, para operadores limitados.

Teorema 2.7. Seja E, € £ (1) um operador linear continuo tal que cada H; seja o autoespago
associado ao autovalor \;, ou seja, Eoe;‘? = )\jef, para todo j € Nyge 1l < k < d;. Nessas

condigdes, as afirmagdes (A) — (C) dos Teorema 2.1 e 2.2 sdo equivalentes a
(E) Paracadaj € Ngel <k < d;, temos

T Eyel = EgTeb.

Além disso, se T pode ser estendido a um operador linear limitado T € £ (H), entdo

as propriedades (A) — (E) sdo equivalentes a
(F) TE() = E()T em 7’[,

Demonstragao.

Mostraremos que (A) é equivalente a (E£). Em seguida, ao supor que T' € Z(H),
pelo Teorema 2.3, concluiremos que as propriedades (A) — (F) sdo equivalentes. Deste modo,
mostraremos que (£) é equivalente a (F) para concluir a demonstragio.

(4) = (E) :

Fixemos j € INo e 1 < k£ < d;, entdo ef € Hj e, por (A) — (C), temos que

d;
Tef = Za(j)ike;‘?.
i=1
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Portanto,
d]' dj
EOTG;? = Eog me E o(j ZkEOe
i=1 i=1
d;

Como e ¢ arbitrario, concluimos que vale (F).
(E) = (4) :
Como {e’?' 1 <k < d;} é uma base ortonormal para H;, basta mostrar que Te? € Hj.

Se Te = 0, ndo hd o que provar. Considere Te # (0. Como Eoe = )\J ;> por (E), temos que
EoTel = TEyel = Thjel = \jTel,
ou seja, Te;? ¢ autovetor de F associado ao autovalor ;. Portanto 7’ ef € Hj.

Suponha agora que 7" pode ser estendido a um operador limitado 7' € Z(#). Pelo
Teorema 2.3, temos que as propriedades (A) — (D) sdo equivalentes. Desta maneira, pelo que
foi mostrado anteriormente, concluimos que as condigdes (A) — (FE) sdo equivalentes. Eviden-
temente (F') implica (E). Mostremos agora que (F) implica (F) para concluir a demonstrago.
(E) = (F):

Como Fy € Z(H), temos que TEy e EyT pertencem a £ (). Deste modo, para

f € H, temos

ETf = ET | Y > JU.k)e)

Portanto, EyT = T Eyem H. 0O
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2.2 Propriedades do Simbolo de um Operador Invariante

Nesta secdo pretendemos explorar algumas propriedades de operadores invariantes
analisando o seu simbolo. Como vimos nos Teoremas 2.3 e 2.7, é possivel obter informagdes
adicionais sobre um operador quando esse operador puder ser estendido a um operador limi-
tado. Logo é conveniente saber quais condicdes o simbolo de um operador deve ter para que
seja possivel estendé-lo a um elemento de .2 (H).

O primeiro passo nessa direcdo € verificar que o simbolo de uma extensio coincide
com o simbolo original. Obteremos também uma férmula para o simbolo da composicao de
operadores invariantes.

Seja T : ‘H*® — H um operador invariante que possui uma extensao a um operador
linear limitado T, ou seja, T € Z(H) e T |3 = T. Como T é um operador invariante, entio
T(H,) C H;, paratodo j € INy. Do fato de H; C H*, temos que T'(H;) = T(H,) C H;, para
todo 5 € INy. Portanto, T também é um operador invariante. Além disso, o7 = o7. De fato,
por (2.7),

07 (Do = (Tek, ) = (Teh, ") = o),

paratodo j € Npel < k,m < d;.

Teorema 2.8. Um operador linear invariante T : H>™ — H pode ser estendido a um operador

linear limitado se, e somente se, seu simbolo o satisfaz

sup [lo(0)] 21 < oo.
feNg

Além disso, denotando a extensdo ainda por T, vale

1Tl 230 = sup o (Ol ) -

€Ny
Demonstragao.

(<) Vamos supor primeiramente que existe C' > 0 tal que
oz, < C, Ve Ny.

Pela Férmula de Plancherel (2.6), temos
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ITfI5 = 1T o)

= S IO
= Z“U Hg2 Cde)

< Z o (O () 1 112
=0
< sup ||lo(€
1 IO ny D1 e
- (sup o) 1F1E
¢eNg
Portanto, 7' € £ (H) e
IT|| < sup [lo(€)|| 2, (2.9)
LeNg

(=) Suponha agora que I" € .Z(H). Assim,
1T fll2e < 1T,

para todo f € H com || f|j3 = 1. Deste modo, T' |y, € £ (Hj;), para todo j € No. De fato, se
f € Hj;étalque || f||g, =1, entdo || flly =1e

I |a2, f N, = T Fllae < 1T,

logo T |1, € Z(H}) e |IT |1, |.2s) < |T]l (0. para todo j € No.

Como IT |1, Il = o)l ay» temos aue o)y < [Tl para todo
J € INy. Logo
sup ||lo ()|l zy < N7 || (2.10)
(€N

Por (2.9) e (2.10), concluimos que

1T N2 = sup lo(€)||l .,
¢eNg

Teorema 2.9. Sejam S, T : H* — H operadores invariantes com respeito a mesma decom-

posicdo de H. Se o dominio de S ol contém H™, entdo SoT : H* — H também é invariante
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com respeito a essa mesma decomposi¢do. Além disso, se ogs e o denotam, respectivamente,

os simbolos de S eI’ com respeito a mesma base ortonormal, entdo
O0SoT = 080T,
ou seja, osor(j) = os(j)or(j), para todo j € N,.

Demonstragdo.
Pela propriedade (C') do Teorema 2.1, para cada j € INy,

(SoT)f(j) = S(THG) = os()TF(G) = o5()or(G) F),

para todo f € H>°. Assim, pelo Teorema 2.1, o operador S o 1" € invariante e vale

080T = 080T

2.3 Operadores de Schatten-von Neumann Invariantes

Nesta secdo, mostramos que sob certas condi¢des sobre o simbolo de um operador
invariante 7', pode-se garantir que 7" pertenca a classe de Schatten S,.(#), além de exibir uma
férmula para o trago de 7' quando T' € S;(H).

Primeiramente, observe que classes de Schatten podem ser caracterizadas em termos

de projecdes sobre os autoespagos Hy, tendo em vista que

T

IT||s, 20 = (Z T |, IIQT(HZ)> . 2.11)
=0

De fato, como |||, ) = |||T|||s,2) pela Proposicdo 1.30, podemos assumir sem
perda de generalidade que 7' € positivo definido. Note que ) é autovalor de 7' se, e somente

se, A é um autovalor de T Hy» Para algum ¢()). De fato, se \ é autovalor de T, existe

ox € H\{0} tal que T'p) = Ap,. Pela propriedade (D) do Teorema 2.1, temos que
TPjpx = PiTox = APjpa,

para todo j € INg. Como ¢y # 0, existe £(A) € Ny, tal que Pynypr # 0. Assim, como

Pyoypr € Hyn), temos que A € autovalor de T |, :

T |1, (Peyen) = T(Penyr) = APy
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Por outro lado, qualquer autovalor de 7' ¢ autovalor de T', pois se T' | u, ,, ox =

Hyy)

@y, para algum ¢y € Hyy)\{0}, entdo

T

Teorema 2.10. Seja 0 < r < co. Um operador invariante T' € £ (H) com simbolo o pertence

a classe de Schatten S,(H) se, e somente se, 3 ||o(£)||s, 5, < oc. Além disso,
=0

00 1/r
1|5, (30) = (Z ||0(€)||E,.(H4)> : (2.12)
/=0

Em particular, se T pertence a classe de traco S1(H), entdo temos a férmula para o traco de T

Te(T) = Y Tr(o(0)). (2.13)
=0
Demonstragdo.
Como ||T'|w, ||s, ) = llo(@)||s, (#,)> por (2.11), temos

1050 = D I (ON, (a1,
=0

0 que prova a primeira afirmagdo do teorema. Para provar a formula para o traco de 7" quando

T € S1(H), usamos a propriedade (B) para escrever

oo dp oo dy o oo dp 00
Te(T) = > (Tef,ef) => > Tek(j, k) =D > o0 = > Tr(o(()).
(=0 k=1 (=0 k=1 (=0 k=1 (=0

Observacao 3. O fato de um operador T : H*> — H pertencer a uma classe de Schatten
S,(H) ou poder ser estendido a um operador linear continuo ndo depende da escolha da
decomposicdo em subespagos H;, porém, a invariancia do operador T' depende. Por isso na
defini¢do deixamos claro que a invaridncia é com respeito a decomposigdo H;. No proximo
capitulo exibimos um exemplo no qual a decomposicdo do espaco de duas maneiras distintas

geram operadores invariantes com respeito a apenas uma.



Capitulo 3

Operadores Invariantes em L°(\/)

Neste capitulo aplicamos a teoria geral desenvolvida no capitulo anterior para o caso
H = L*(M) e H>® = C*(M), no qual M ¢ uma variedade fechada. Convém observar que
todos os resultados da secdo 2.1 sdo imediatamente aplicdveis nesse caso, a menos do Teorema
2.7, no qual foi necessario supor que o operador é limitado. Na versdo deste teorema para o
espago L*(M), consideramos E um operador diferencial elitico, que em geral ndo € limitado.

Além disso, ndo iremos supor a extensibilidade do operador 7" a um operador limitado
para obtermos resultados andlogos para as propriedades (D) e (F') dos teoremas do capitulo
anterior, pois esta condicdo € muito restritiva no ponto de vista de operadores diferenciais.
Veremos que para o estudo no espago L?(M), é suficiente assumir que 7' pode ser estendido
a um operador continuo no espago das distribuicdes em M D'(M) para obtermos as mesmas

conclusoes.

3.1 Analise de Fourier associada a um Operador Elitico

Seja M variedade suave, compacta, orientdvel, sem bordo, de dimensao n, com uma
medida de volume fixa dx. Considere £/ um operador diferencial elitico autoadjunto positivo
em M de ordem e. Os autovalores de £/, sem contar sua multiplicidade, formam uma sequéncia

de nimeros reais que pode ser ordenada como
O=X <A < X<+ — 00

Para cada autovalor );, o autoespago H; correspondente estd contido em C>°(M) e

possui dimenséo finita d;, devido a eliticidade do operador E. Além disso,

D di(14 X)) < o0, (3.1)
=0

25
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Seja {ef; j € Noel <k <d,;} uma base ortonormal fixada para o espago de Hilbert
L?(M) tal que {e¥}'=F=% ¢ uma base ortonormal para Hj, para cada j € INo.

Obtemos assim uma decomposi¢do para L?(M), como no capitulo anterior, e valem
os resultados obtidos, a excessdo do Teorema 2.7, pois o operador E aqui considerado ndo é
limitado.

Para obter resultados andlogos aos Teoremas 2.3 e 2.7, vamos supor que 71’ pode ser
estendido a um operador continuo definido em D'(M).

Como C*°(M) é denso em D’(M) (ver Teorema 4.1.5 de [14]), para cada u € D' (M),

existe sequéncia {u; };ew, com u; € C°(M), tal que u; — wem D'(M).

Definicao 3.1. Para cada u € D'(M), definimos

(g, k) = u(eh),
paraj € Noel <k < d;.

A defini¢do acima estende naturalmente a definicdo de f(j, k) em C°°(M), pois para

f e C®(M), temos

1) = [ 1) ds = (1.68) = b
Proposicao 3.2. Sejam u € D'(M) e {u;}iew uma sequéncia em C*°(M) tal que u; — u em
D'(M). Entdo, para todo j € Ny e 1 < k < d;, temos
(k) — .8

Demonstracdo.

Como u; — uwem D'(M), temos que uz(g) — u(%) paratodo j € Npe 1l <k <

d;. Como u(e¥) = a(j, k) e u; € C>°(M), temos
w(@) = [ wo)eie) do = (s eh) = (. 0)
M

Portanto ;(j, k) — 4(j, k), paratodo j € Nge 1 < k < d;.

O

Vejamos agora como caracterizar fungdes suaves e distribui¢des através de seus coefi-

cientes de Fourier.
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Proposicao 3.3. Seja M uma variedade fechada. Entdo

(a) f e C®(M) <= VYN eN,3IACy >0; [|[f(O)] < Cavde(1+ )N, VleN;
o dj ~

(b) f € HY(M) <= 5 52 (L+X)>/|f(5, k) < oo;
=0 k=1

(c) u € D'(M) <= 3N € N,3C > 0; ||la(t)| < CVdy(1+ \)N, VleN.

Demonstracdo.
(@) (=)

Utilizaremos o fato de que se f € C*(M), entdo (I + E)Nf € L?(M), para todo
N € INy. Fixado N € Ny, temos que

—

(I+E)Nftm) = (I+E)"fef)

ags
VRS VRS
: - =
N———

&,

o

T
\/

i=0 §=0 k=1
N N oo dj N

- Y ()X fun e
i=0 =0 k=1
N N oo dj N

= X (1) X A ()
=0

Logo,

—

(6,m)] = |(I+E)Nf(L,m)
= [{(I+E)Nf, e
< T+ E)N fllrzanlled | 22

= (I + E)Y fllr2an) = Ch,

)

(1 + )\g)N|

—

ou de forma equivalente,

1F(6,m)] < Cn(1+ M)V,
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paratodo / € Npe 1 < m < d,.
Assim,

dg

IFOF = Y17 m)?

m=1
dg
< ) CRA+ M)
m=1
= d,CR(1+ )7,
para todo ¢ € INy. Portanto
IF(0)]] < Oxv/de(1+20)™N, VL € N,
(<)
Fixado N € NN, temos que

(I+EVNf= Z > @+ NN F( ek (3.2)

Provemos que a série em (3.2) converge absolutamente, e portanto (I + E)Nf €
L*(M).
Considere M € NN tal que (M — N) > 2n. Pela hipétese, existe C'; > 0 tal que

1F ) < Car/di (1 + A5) 7™,

para todo 5 € INy.

Para 7 € IN, fixado, temos que

dj dj
SN+ )N FG R Ian = D 1A+ M)V E)
k=1 1

k=
= 1+ 2)VIFG)Ih
(

< L+ MVGIFG)
< Cpdj(1+ 1)V M

IN

Crrdy(1+25) 7",

Assim, pela convergéncia da série em (3.1), concluimos que a série (3.2) converge
absolutamente. Pelo fato de L?(M ) ser um Espaco de Hilbert, temos que (I + E)N f € L*(M).
Deste modo, como a escolha de N € IN é arbitrédria, (I + E)V f € L*(M), para todo

N € NN e pela Proposi¢do 1.13, concluimos que f € C*(M).
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(b)
Note que f € H*(M) se, e somente se, (I + E)*¢f € L?(M). Pela férmula de Plan-
cherel, temos que (I + E)*/f € L2(M) se, e somente se, {(1 + A;)¥f(j)}; € 2(No, {d;}),

isto &, se, e somente se,
d;

DO A N)TGL R < oo

7j=0 k=1

<5

(©) (=)
Se u € D'(M), entdo existe s € R tal que w € H*(M). Usando o fato de que se ¢ < s,
entdo H¥(M) C H'(M), escolha N € N tal que —Ne < s. Logo, pelo item anterior,

oo dj
:Z (1+ X)) 2N[a(g, k)P < oo.

7=0 k=1

Como € uma série de termos positivos, temos que
(1+ X)) faG, k)I* < €2,
paratodo 7 € Nge 1 < £k < d;. Assim,

(Ol < Vdela(0)l|oe < CVde(1+ )",

para todo ¢ € IN.

(<) )
Sejau =} J u(y, k;)eé?, tal que 3N € N, 3C > 0 satisfazendo
=0 k=1
[a(0)|| < CVde(1+ )N, VeeN.
Assim,

k)| < Cy/d;(1+X)"

paratodo j € Ny e 1 < k < d;. Desta forma, pelo item anterior, u € H~""V) pois

o0 dj o0 dj
22(1 4 )\j)Z(*TH’N)e/e‘a(j, k)|2 S Z 1 4 )\ H+N C2d (1 + /\])2N
J=0 k=1 J=0 k=1

J

o dj
= > ) di(1+ X)) <

7=0 k=1

Como | J H*(M) = D'(M), concluimos que u € D'(M).
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3.2 Operadores Invariantes em L*( M)

Nesta secdo recuperamos os resultados obtidos no capitulo anterior para o caso H* =
C*(M) e H = L*(M), sendo M uma variedade fechada. Como visto na se¢do anterior,
considerando E' um operador diferencial elitico autoadjunto positivo, podemos decompor o
espago L*(M) como
o0
(M) =P Hj,
j=0
em que cada [ é o autoespago de E associado ao autovalor \; com dimensio finita d;.
Seja {ef; j € Ngel <k <d;} uma base ortonormal fixada para o espago de Hilbert
L?(M) tal que {€5}'=*=% ¢ uma base ortonormal para [, para cada j € INo. Assim, qualquer

f € L*(M) pode ser escrita como

Fo=>) (fee
7=0 k=1
oo dj N
= > > ke,
§=0 k=1

sendo F(j, k) = {f, e¥) = / F(2)e (2) da.

Teorema 3.4. Seja M uma variedade fechada e T : C°(M) — L*(M) um operador linear.
Supondo que o dominio de T* contém C* (M), as seguintes condigcdes sdo equivalentes:
(i) Para cada j € Ny, temos T(H;) C H;.

(ii) Paracada j € Nge 1l < k < dj, temos TEe;? = ETeé?.

(iii) Para cada { € W, existe uma matriz o(f) € C%*% tal que, para todo ef,

—

Tek(l,m) = o (0)midje.

(iv) Para cada { € N, existe uma matriz o(f) € C%**% tal que

~

TH(0) = a(O](0),
para todo f € C*(M),

Além disso, se T pode ser estendido a um operador linear continuo T' : D'(M) —

D'(M), as propriedades (i) — (iv) também sdo equivalentes as condigdes:
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(v) Para cada j € Ny, temos TP; = P;T em C>™(M).
(vi) TE = ET em L*(M).

Demonstragdo.

A equivaléncia entre (), (#i7) e (iv) e as implicagdes (i) = (ii) e (iv) = (ii) sdo
consequéncias diretas dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3, pois nao dependem da estrutura do espago.
Faremos a demonstracdo de (i) = (i), (i1) = (iv) e a equivaléncia entre (i) e (iv), pois alguns
detalhes precisam ser vistos com mais cuidado, como a boa defini¢do de ET@? e TEe? no item
(i1) e aextensdo de T : C°(M) — L*(M) para um operador continuo 7" : D'(M) — D'(M).
(i7) = (1) :

Mostremos primeiramente que E7' e T'E estao bem definidos em cada e;‘? . De fato,
como F € operador diferencial elitico e eé‘? € C®(M), paratodo j € Npel <k < dj;, temos
que Eef € C(M) e, portanto, TEe estd bem definido. Além do mais, T} € L?(M) e,
como L*(M) C D'(M), ET€} também estd bem definido.

A implicagao segue da demonstragdo (E) = (A) dada no Teorema 2.7 na pagina 19.
(v) = (i) :

Tomemos f € H;. Assim, P;f = f € C*(M), uma vez que H, C C*(M), para
todo ¢ € INy. Assim,

Tf=TPf=PTf e H;.

LOgO T(Hj) C Hj.
(1) = (v) :
Assumimos agora T" continuo em D'(M). Sejag € H;- C L*(M). Por (2.2), podemos

escrever

dg
g = ZZ(Q: €]Z>€l§a

L#£] k=1

com a convergéncia em L*(M ). Como T € continuo, temos

dg
Tg - ZZ(Q: 65>T€§7

4§ k=1
com a convergéncia em D'(M). Por (i), Te}f € H, C HjL, para ¢ # j. Logo T'g € HjL e, em
particular, ;Tg = 0.

Mostremos agora que 7'P; = P;T em C*°(M), paratodo j € INy. Seja f € C*(M) e
escreva f = hj+g;,comh; = Pjfeg; € Hjl. Note que h; = P;jfecomo h; € H; C C*(M),
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temos que g; € C>°(M) e, por (i), T'h; € H;. Assim,
BiTf = PiT(h; +g;) = PiTh; + PjTg; = Th; = TF;,

uma vez que P;T'g; = 0 pela propriedade mostrada acima.
(17) = (vi) :

Temos

oo dj
-3 S

=0 k=1
com convergéncia em L*(M), e consequentemente em D’(M). Assumindo 7' continuo em

D'(M), como E também é continuo em D’ (M), temos ET e T'E também continuos em D’ (M).

Assim,

ETf = ET iZf(j,k)ef

O

SeT : C®(M) — L*(M) é um operador que satisfaz alguma das propriedades (i) —
(1v), dizemos que 7' € invariante, ou um multiplicador de Fourier, em relacdo a F, ou ainda
que 7' é E/—invariante ou um F—multiplicador de Fourier. Note que isso recupera a nogao de
operadores invariantes com respeito a decomposicio H; dada pelo Teorema 2.1. Neste caso, 0s
espacos f; sdo os autoespagos do operador elitico .
Definicao 3.5. Se T for um operador invariante em relacdo a E e puder ser estendido a um

operador continuo T : D' (M) — D'(M), dizemos que T é fortemente invariante em relagdo a

E.

O simbolo matricial de 7', ou apenas simbolo de 7', € uma sequéncia de matrizes,
possivelmente de diferentes dimensdes, dadas pelas propriedades (7ii) e (iv). Vamos denotar

por o7 o simbolo do operador 7' e a classe de simbolos por

Y= {o: Ny 3l o(f) € CUr ¥},
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Observacao 4. Seja F' uma fungdo para a qual vale o teorema espectral e T' = F(E), entdo
orm)(J) = F(A\j)1a;,

sendo 14, € C%*% q matriz identidade.

De fato, para j € Ny fixado, obtemos
UF(E)(j)mk = <F(E)€§7 @}n> = <F()‘j)€§7 6}”) = F(/\j)(Skm.
Logo o(j) = F(Aj)1a,.

Como a expressao para o simbolo depende apenas da decomposi¢ao do espago, esta

nog¢do de simbolo de 7' coincide com a que vimos no capitulo anterior.

Definicao 3.6. Dizemos que o € Y possui crescimento moderado se existem N € N e C' > 0
tais que

lo (D)l < C1+ )Y,

para todo { € N. A classe dos simbolos de crescimento moderado é denotada por S'(%)

Proposicao 3.7. O operador invariante T, associado ao simbolo o pode ser escrito da seguinte

maneira: .
00 0 R 00 R T
(@) =3 > (@O FO)nei (@) = Y [o(OF@0)] e, (3.3)
=0 m=1 =0
para todo [ € C*®°(M), em que e;(z) = (e}(z),- -+ ,ef(x))". Em particular,
d;
Tgef(m) = Z o (f)mre] (). (3.4)
m=1

Além disso, se 0 € §'(X) e f € C®°(M), a convergéncia em (3.3) é uniforme.

Demonstragdo. A formula (3.3) segue do item (iv) do Teorema 3.4, pois

oo dyg -
Taf<£L‘) - ZZTaf<€am)ezn($)
= ST )
=0
= S [e0f)] etw)
=0

Em particular,
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£=0

= Z Z ))meg" ()

/=0 m=1

- ifﬁ(z mzew) )

=0 m=1 i=1

oo f [

= E E E mz ]Edkzeg -1')
(=0 m=1 i=1
d;

= Z U(])mk€;n<x)

m=1
Vejamos agora que quando o € S§'(X) e f € C°°(M) a convergéncia da série em (3.3)
¢ uniforme.

Como o € §'(X), existem C' > 0e N € IN tais que
lo(Oll 2y < CA+ M),

para todo ¢ € IN,.
Note que

-~ ~ ~

(@O O)mei |2 = o (OF(O)mlller ([ 2y = [T (€)f (€))ml

Assim,
dy . dg
D IO FO)medllzon = Y 1(@()f(0))
m=1 m=1
= Ha(é)ﬂ@ul
< Vdio(0)f
< Vo0 1£(0)
< C\/d_e(1+>\z)N||f(€)l|-
Considere M € N tal que M — N > 2n. Como f € C*°(M), existe C), tal que, para
todo / € IN,

IFON < Cur/de(1 4 Ae)™

Deste modo,

STOVAAMNFON <Y COMd(1+ Ag) "M
=0

£=0
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< KZd@(l + )\g)_2n < 0.
=0

Portanto, pelo M-teste de Weierstrass, segue o resultado. 0O

O préximo resultado € uma versao do Teorema 2.8 adapatado para operadores invari-

antes em L*(M).

Teorema 3.8. Um operador invariante T : C*°(M) — L*(M) pode ser estendido a um opera-

dor linear limitado de L*(M) em L*(M) se, e somente se, seu simbolo o satisfaz
sup [|o(6) | 2(m,) < oo,
£eNg

em que ||o({)| (u,) denota a norma do operador em Hy induzido pela matriz o({). Além disso,

temos

|T|| 2L2(ary) = sup ||o(0)|| 2,
LNy

Podemos ainda mostrar que sob certas condig¢des sobre o crescimento de ||o(£)|| #(s,)s
€ possivel extender o operador 7' para espacos de Sobolev. Para isso, serd util a seguinte propo-

si¢do, que € consequéncia direta da Proposi¢ao 2.9:

Proposicao 3.9. Sejam S, T : C(M) — L*(M) operadores invariantes com respeito a E. Se
o dominio de S o T contém C™(M), entdo S o T : C>*(M) — L*(M) também é invariante
com respeito a E. Além disso, se og e or denotam, respectivamente, os simbolos de S e T’ com

respeito a mesma base ortonormal, entdo
080T = 080T,
ou seja, osor(j) = os(j)or(j), para todo j € N,.

Corolario 3.10. Seja T' : C*(M) — C°°(M) um operador linear E-invariante, com simbolo

or, para o qual existam C' > 0 e m € R tal que

m
e
J

lor ()]l () < C(L+ o)

para todo { € Ny, sendo e a ordem de E. Entdo T pode ser estendido a um operador linear

limitado de H*(M) em H*~" (M), para todo s € R.

Demonstragao.
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Mostremos primeiramente que 7'f € H*~"™ (M), paratodo f € H*(M). Pelo item (c)
da Proposicao 3.3, temos que
TfeH ™M) (I+E)™rTfel’(M)s ) (1+ A)ETET ()P < oo
=0

J

Como f € H*(M), temos

o0

ST+ NETETIGI = Y@+ AT o () F ()P

7=0 =0

<
Il

(1 4+ A2 (), I ()P

o agk

<
Il

< O X+ X2 FG)? < oo

=0
Logo, T'f € H*™(M).

Pela Proposicao 3.3, a condi¢do de T : H*(M) — H* ™(M) ser limitado é equi-
valente ao operador S = (I 4+ E)=™)/¢ o T o (I + E)~*/¢ ser limitado em L?(M). Pelas

Proposicoes 3.9 e 3.3, temos
os(l) = (L4 X)Ly - op(0) - (1+ X)Ly, = (1+ X)) ™ or(0).
Como ||or(0)|| 2, < C(1+ A\¢) ¢, para todo ¢ € N, concluimos que
los(O)l| 2, < C.

Assim, pelo Teorema 3.8, o operador S € limitado e, portanto, 7' : H*(M) — H*"™(M) é

limitado. 0O

Podemos ainda traduzir para o contexto de operadores invariantes em L?(M) a carac-

terizacdo das classes de Schatten, feita no Teorema 2.10.
Teorema 3.11. Seja 0 < r < co. Um operador invariante T : L*(M) — L*(M) pertence a

S, (L*(M)) se, e somente se, Y |lor(0)||s < oo. Neste caso,
=0

o0
”THE'T(LQ(M)) = Z lor (O[5, -
=0
Em particular, para a classe de traco S1(L*(M)), temos

Te(T) = > Tr(or(0)).
=0
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Exemplo 3.12. Seja H = L*(T") sendo T™ = R"™/Z" o toro flat n-dimensional. Considere a

decomposicdo de L*(M) nos subespagoes de dimensédo 1
H; = span{e*™*}  j € 7",

Os operadores invariantes com respeito a decomposi¢do {H;}czn sdo as translagdes invari-
antes no toro T". Considere agora os autoespacos ]7@ do operador Laplaciano em T", isto
é,
H, = @ H; = span{e*™*; j € Z" e |j|* =}, (€ N,.
li1>=¢

Assim, os operadores invariantes em T" com respeito a particdo {H;}czn também
sdo invariantes em relagdo a decomposig¢do {E}gemo. Além disso, podemos ainda construir
operadores invariantes em relacdo a decomposicdo {E}gemo como combinacgoes lineares de

translacoes invariantes compostas com phase shifts e conjugacoes complexas.



Capitulo 4

Hipoeliticidade Global para Operadores

Fortemente Invariantes

Neste capitulo iremos estudar a hipoeliticidade global de operadores diferenciais inva-
riantes através de propriedades de seu simbolo. Para isso, iremos recuperar os resultados obtidos

por Greenfield-Wallach em [10] utilizando a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores.

4.1 Operadores Diferenciais Invariantes

Denotamos por £/ um operador diferencial elitico autoadjunto positivo de ordem e
definido sobre a variedade fechada M. Seja L : C*°(M) — L?(M) um operador diferencial
linear que comuta com o operador elitico . Como L satisfaz a condi¢ao (vi) do Teorema 3.4,
segue da defini¢do 3.5 da pédgina 32, que L € um operador fortemente invariante em relacdo a

E. Assim, para cada ¢ € N, existe o(£) € C%* tal que

~

Lf(0) = a(0)F(2),

para todo f € C*°(M).

Vejamos que a relag@o acima ainda é satisfeita para elementos de D' (M).

Proposicao 4.1. Seja L um operador diferencial linear em D'(M) fortemente invariante em

relacdo a E. Entdo, para todo u € D'(M) e ¢ € N,

—

Lu(t) = o (0)a(0). 4.1)

38
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Demonstracdo.
Seja u € D'(M) e {u;};en uma sequéncia em C*°(M) tal que u; — u em D'(M).
Como L € um operador diferencial, temos que Lu; € C°(M) e, pela continuidade de L em

D'(M), obtemos Lu; —» Lu em D’(M). Fixados j € Nye 1 < k < d;, temos
Luy(j, k) — Lu(j, k).
Como L ¢ fortemente invariante com relacdo a £/, por (4.1), temos que
Lus(j, k) = (0 (D)@ ().
e, pela Proposicao 3.2,
W), k) — A, ).

Assim,
Lui(j. k) — (a(5)a(j)), -

Logo m(j, k) = (o(j)u(y)), e, portanto,

Lu(t) = a(0)a(e).

4.2 Condicao LMR

Definicao 4.2. Seja P um operador diferencial em M. Dizemos que P é globalmente hipoelitico

em M se para todo v € D'(M), a condi¢do Pu € C*(M) implica que u € C*°(M).

7z

Por exemplo, o operador identidade [ : D’ — D’ é globalmente hipoelitico. Além
disso, operadores diferencias eliticos também sdao globalmente hipoeliticos. Ver o comentério
apos a Proposi¢ao 1.13.

Vejamos agora como a hipoeliticidade global de um operador invariante esté relacio-
nada com seu simbolo. Para isso, consideremos os seguintes nimeros associados ao simbolo

do operador P.

Definicao 4.3. Sejam P : C>°(M) — L*(M) um operador invariante com relacdo a E e o seu

simbolo. Definimos, para cada { € Wy, os seguintes niimeros:
m(o(0)) = nf{[lo(O)v[l;v € C* e [lv]| = 1},

M(o(0)) = sup{[lo()v];v € C" e ||v]| = 1}.
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Note que M (0 (¢)) = [[o(£)]| £ (ca € que o(£) € invertivel se, e somente se, m(o({)) #
0. Além disso, se o (¢) é invertivel, entdo M (o (¢)~!) = m(c(£))L.
Vejamos agora como caracterizar a hipoeliticidade global de um operador diferencial

invariante através de seu simbolo.

Teorema 4.4. Seja P : C>*(M) — L*(M) um operador diferencial fortemente invariante em
relacdo a E. Entdo P é globalmente hipoelitico se, e somente se, existem constantes L, M e R,
com L > 0, tais que
m(o(j)) = LL+A,) %, Vj=R (4.2)

Demonstracdo.

(<) Como m(o(j)) > L(1 + /\j)%, para todo j > R, temos que m(c(j)) # O e,
portanto o(7) € invertivel para todo j > R.

Sejau € D'(M) tal que Pu = f € C°°(M). Pela Proposicdo 4.1, temos que, para
todo ¢ € IN,

Por hipétese, para j > R, o simbolo () é invertivel e podemos escrever

~

a(g) = o)~ ()
Deste modo, para j > R,

@l = lle@) Gl
< o) IO
= m(a()IFG)I

1 M
FA+ )T

IN

Dado N € N, considere K € N tal que K > N — % Como f € C*(M), pelo item
1 da Proposigdo 3.3, existe C'x > 0 tal que Hf(j)” < Cg/d;j(1 4+ ;)" %, para todo j € IN,.

Assim, para j > R,

@I < ~(1+3) 170

L

C y
< TK\/dj(HAj)—TK
< % T(L+ A,

Pela Proposi¢do 3.3, concluimos que u € C*°(M) e, portanto, o operador P é global-

mente hipoelitico.
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(=) Procedendo por contradigdo, construiremos um elemento f € D'(M)\C>(M)
tal que Pf € C*(M), o que provard que P ndo é globalmente hipoelitico, gerando uma
contradicao com a hipotese.

Suponha que para quaisquer L, M e R dados, seja possivel encontrar j,,, . > R tal

que
M0 (Joan)) < LA+ AG )
Assim, para L = R = 1e M = —e, existe j; > 1 tal que m(o(j1)) < (14 \;) 7,
logo existe aj, € C% com |jaj, || = Le|lo(ji)as | < (1+ ;)"

A seguir, para L = 1, M = —2e e R = j;, existe jo > j; tal que m(o(j2)) <
(14 X;,) 72, logo existe a;, € C%z com |laj,|| = 1€ ||o(j2)as;] < (14 Aj;,) 72
Prosseguindo desse modo, por indugéo, obtemos uma sequéncia {a;, }rew, com a;, €

C%x e |jaj,|| = 1, para todo k € NN, tal que se [ > k, entdo j; > ji e

loG)az | < (1+ X0~ (4.3)
Agora considere
oo dp
f= Z (¢,m)ey’,
=0 m=1
sendo
~ aj,, sel = jp,paraalgumk c IN

0, sel+# jx,Vk € N.
Note que

o~

e ||f(O)| =0, sel +# ji, para todo k € IN;

~

o ||f(O)| =1,sel = jg, paraalgum k € IN.

~

Assim, || f(0)|| < (1 + A), para todo ¢ € N e segue do item 2 da Proposi¢ao 3.3 que
feD(M).

Além disso, como visto na pagina 25, a série (3.1) converge, logo

fm VAL =0
. Pelo item 1 da Proposicdo 3.3 concluimos que f ¢ C°°(M), pois caso contrdrio, Hf(ﬁ)H — 0,
o que leva a uma contradicdo, pois || f(j)|| = 1, para todo k € IN.
Mostremos agora que Pf € C°°(M). Como P ¢ fortemente invariante em respeito a
E, temos que

[e'] djk
Pf = > 3 Pf(ji i),

k=0 i=1
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= > Y (ol elie) i),

o
k=0 =1

~

Assim, por (4.3), temos que

IPFG = oG FGI < (1+ X) 7™

Seja N € N. Para k£ > N, temos que

IPFGDIS (L2507 < (127,

pois 1 + \;, > 1. Parak < N,
IPFGRI < (L4 X507 = (L4 XN (1427,
Seja Cy = 1131%)%{(1 + )\ij_k} e note que Cy > 1. Assim, obtemos
IPFGRI < Onl1 4+ 23) ™Y < Ondy, (14 25,) 7Y, ke,

Logo, pela Proposi¢do 3.3, Pf € C*°(M), o que conclui a prova. 0
Definicao 4.5. O expoente de hipoeliticidade h(P) de um operador diferencial P globalmente

hipoelitico é o supremo dentre todos os M € R tais que a condicdo (4.2) é satisfeita. Se P ndo

é globalmente hipoelitico, definimos h(P) = —oc.

Note que se P € um operador diferencial fortemente invariante em relacio a £ e glo-

balmente hipoelitico, entdo a propriedade (4.2) vale para todo M < h(P).

4.3 Estimativas Subeliticas

Nesta secdo apresentamos algumas propriedades que operadores fortemente invarian-
tes e globalmente hipoeliticos possuem. Primeiro, recordemos os seguintes resultados bastante

conhecidos, cujas demonstragdes podem ser encontradas em [1] e [10].
Lema 4.6 (Rellich-Kondrachov). Se t < s, entdo a inclusdo i : H*(M) — H*(M) é compacta.

Lema 4.7. Se P é um operador diferencial em M e ker P C C*(M), entdo ker P possui

dimensdo finita.
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Proposicao 4.8. Seja P um operador diferencial fortemente invariante em relacdo a E. Entdo,

para todo j € N, existe C; > 0 tal que

-~ ~

le ()= CillFGII,
para todo f L ker P em H*(M).

Demonstragdo. Provemos primeiramente que para cada j € IN,

~

lo () f G # 0,

-~

paratodo f 1 ker P em H*(M), com f(j) # 0.
De fato, suponha que existe j € Ne f L ker P em H*(M) com |lo(7)f(j)]| =0e

F(j) # 0. Considere f = % 70, k)ek. Note que, por construgdo, Pf = (0()F(j)Te; = 0.
Desta maneira, f € ker P ke_,luma vez que f L ker P, concluimos que (f, f), = 0. Portanto
f( j) = 0, 0 que gera uma contradigdo.

Provemos agora a proposi¢dao procedendo por contradi¢cdo. Fixado ;7 € IN, suponha

que exista sequéncia { f;} com f L ker Pem H*(M) e ﬁ(]) # 0, tal que

lo () Je()| < Ellﬁ(j)ll-

R :
Assim, para hy = ——— > fi(j, 7)€, temos que hy, # O e
(DI =1
D 1
lo (DA < 7 (4.4)
Ainda, temos que
d;

hall? =371+ X2 By (5,02 = dy (1 + Ag)2e,

i=1
para todo k£ € INg. Deste modo, a sequéncia {hy }ren € limitada em H'(M), para todo ¢ € R.
Pelo Lema 4.6, temos que {hy} possui, para cada ¢t € R, uma subsequéncia convergente. Em
particular, denotando ainda por {h;} a subsequéncia convergente, existe ¢ € H*(M) tal que
hi. — g, em H*(M), o que implica que ||g||s = /d;(1 + A;)*¥/°.
Como hy L ker P, para cada k € IN, temos que g L ker P. Pela continuidade de P,
temos que Phy — Pg. Por (4.4), temos Ph;, — 0. Deste modo, Pg = 0 e g € ker P. Portanto
g = 0, contradizendo o fato de ||g||s = \/d;(1+ X;)*/°.
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Proposicao 4.9. Seja P um operador diferencial fortemente invariante em relacdo a E e glo-
balmente hipoelitico. Entdo existe C' > 0, tal que para todo m < h(P),

WPflls = Cllfllstm, quando f L ker P em H*(M) e ker P C C*°(M). 4.5)

Demonstragdo.
Como P ¢é fortemente invariante em rela¢do a F/, podemos expressar a norma de P f

em H*(M) como

IPfI? = Z (1+ X))o () F()IP

Ho

> Z (L+X)* o () DI + D (1 + X m(a (7))L ()1

j=R
O operador P sendo globalmente hipoelitico, a condicao (4.2) do Teorema 4.4 € satis-

feita. Assim, tomando m < h(P), temos

m(o(f)) = L(1+ )",

paratodo j > R.
Como f L ker P em H*(M), temos que f( 0) = 0 e considere

C = 1r<mn {C;(1 + X;)~™¢}, no qual C; sdo as constantes dadas pela Proposigdo anterior.

Finalmente, para C' = min{C, L}, temos que C' > 0 e

o0

IPFIZ = Do+ X)o7

J=0
1

S+ AP GFGIE + D001+ A emlo ()T

J=R

v

R-1

O (14 Ap)ermle| FG)IZ A+ L2y (14 Mg)2etm/e| £ ()12
j=1 j=R

C* Y A+ XA F )P = I |2

J=1

v

v

O

Nosso objetivo agora € mostrar que todo operador diferencial P que satisfaz a desi-

gualdade (4.5) € globalmente hipoelitico.

Proposicao 4.10. Para qualquer operador diferencial P definido na variedade fechada M e

m > 0, a propriedade (4.5) é equivalente a existir K > 0 tal que

[fllstm < K([flls +[[Pflls), V[ eC=(M). (4.6)



Hipoeliticidade Global para Operadores Fortemente Invariantes 45

Demonstragdo.
(4.5) = (4.6):

Se f € C*(M), podemos escrever f = f; + fo, com f; € ker Pe f L ker P em
H*(M). Note que Pf = P fy e |7 = [If1llZ + || f2]I3. Em particular, || f[|s = || fils-

Como ker P C C*°(M), pelo Lema 4.7, ker P tem dimensao finita e, portanto, todas

as normas em ker P sdo equivalentes. Assim, existe K; > 0 tal que

”gHs-i-m S Kl”gHs, Vg € ker P.

Por (4.5), ||P f2lls = C|| fals+-m- Logo, tomando K = max{C~!, K},
[ llstm < Mfillsm + 1 f2llsm
< Killfils + €7D folls
< Ki|flls +C7Dfs
< K(|[flls + [I1DfIls)-
(4.6) = (4.5):

Mostremos primeiramente que ker P C C*°(M). Seja f € ker P. Assim, f € D'(M)

e Pf=0.ComoD'(M) = U H*(M),existe s € Rtal que f € H*(M). Assim, (4.6) implica
seR
que f € H*™™(M) e, utilizando novamente (4.6), temos que f € H*T2™. Assim, obtemos que

fe ﬂ H*(M) = C*(M). Portanto, ker P C C'*°(M).

< Provemos agora a desigualdade em (4.5). Suponha que a desigualdade € falsa, assim,
podemos construir uma sequéncia { f;}; com f; L ker P em H*(M) e || f;||s+m = 1 para todo
j € N, tal que ||Pf;||ls — 0. Como {f;} ¢é limitada em H*"" (M), pelo Lema 4.6, existe
subsequéncia (que ainda denotamos por { f;}) convergente em H*(M): f; — g € H*(M).
Como P € continuo, Pf; — Pgem H*¢(M). Como || Pf;||s — 0, temos que ||Pf;||s—a — O.
Logo, Pg = O e, portanto, g € ker P.

Como f; L ker Pem H*(M)e f; - g € H*(M), temos que g L ker P em H*(M).

Assim, g € ker P N (ker P)*, logo g = 0. Por outro lado, por (4.6),

Fazendo j — oo, temos que 1 < K|g||s = 0, o que gera uma contradi¢gdo. Portanto vale a

desigualdade em (4.5).



Hipoeliticidade Global para Operadores Fortemente Invariantes 46

Proposicao 4.11. Seja P um operador diferencial definido na variedade fechada M e m > 0.

Entdo (4.6) implica que

ker P C C™(M) e P(C™(M)) é fechado em C*>°(M) com a topologia relativa de D'(M),
(4.7)
ou seja, se Pf; — g em algum H*(M), com f;,g € C*(M), entdo g = Ph, para algum
h e C*(M).

Demonstragao.

A demonstragdo de que ker P C C*°(M) é a mesma dada na Proposigao 4.10. Mos-
tremos que P(C*(M)) é fechado em C*°(M) com a topologia relativa de D'(M).

Seja {f;}; € C>°(M) tal que Pf; — g em H*(M), com g € C*(M). Podemos
ainda supor f; L ker P em H*(M). De fato, para toda f; € C°°(M), podemos escrever
fi = fij + foj, com fi; € ker P e fo; L ker P em H5(M). Como ker P C C™(M) e
f; € C®(M), temos que fo; € C°(M) e, além disso, Pfy; = Pf; — g.

Primeiramente, suponha que a sequéncia {||f;|/s} ¢ limitada. Como {Pf;} é con-
vergente em H°(M), a sequéncia {||Pf;|,} ¢ limitada. Logo, por (4.6), concluimos que
{I| fills+m} € limitado. Assim, pelo Lema 4.6, a sequéncia { f;} possui subsequéncia conver-
gente em H°(M), a qual ainda continuamos denotando por {f;}: f; — h € H*(M). Pela
continuidade de P, obtemos P f; — Phem H*~%(M). Como Pf; — gem H*(M)e s—d < s,
temos que Ph = g. Por fim, mostremos que h € C*°(M). Por (4.6),

1Plls4m < K(I[2]ls + 1PR[s) = K([[Alls + lglls)-

Como g € C*(M), temos que h € H*t"™(M). Continuando esse processo, concluimos que

he()H (M) =C®(M).

seR
Suponha agora que {|| f;||s} ndo é limitada. Assim, podemos extrair uma subsequéncia
(a qual ainda denotamos por f;) tal que || f;]|, — oco. Defina f; = ﬁ Como Pf; — g em
7lls

H*(M), asequéncia {||Pf;||s} € limitada. Dessa forma,

Pl
I25ills
1515

1P f5lls =
logo vaj — O0em H*(M). Por 4.6,

1 fillssm < K f5lls + 1PF),

o que implica que {HE ||s+m } € limitada e, pelo Lema 4.6, possui subsequéncia convergente em

H#*(M), a qual continuamos denotando por {f;} Assim, f; — t € H°(M) e Pt = 0, logo
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t € ker P. Porém, f'; 1 ker Pem H*(M), logot L ker P e, portanto, ¢ = 0. Por outro lado,
el = T 150 =1

o que contradiz ¢ = 0. Logo {||f;||s} deve ser limitado, apés tomarmos como perpendicular a

ker P. 0

Teorema 4.12. Qualquer operador diferencial definido na variedade fechada M que satisfaca

a condicdo (4.7) é globalmente hipoelitico.

Demonstracdo. Seja P um operador diferencial definido em M e suponha que Pf = g, com
feD(M)ege C°M). Como D' (M) = U H*(M), temos f € H®(M), para algum
s € R. Pela densidade de C*°(M) em H*(M), f)%]l:emos uma sequéncia { f;};jexy em C°(M)
tal que f; — fem H*(M), e portanto Pf; — Pf = g em H*%(M). Logo, por (4.7), existe

h e C>®(M)talque Ph=ge
P(f=h)=Pf—Ph=g—g=0,

ou seja, f —h € ker P. Como ker P C C*(M), temos que f — h € C*(M). Logo,
f=(f—h)+heC>®M)e P é globalmente hipoelitico. O
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