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Resumo

Neste trabalho consideramos agoes e co-acoes de adlgebras de Hopf em algebras com uni-
dades locais e estendemos a caracterizacao de extensoes H-fendidas de algebras unitarias
como produtos cruzados para este caso. Este resultado é obtido por meio de colimites em
categorias. Esta ferramenta também nos permite estender, com algumas restri¢oes, o teo-
rema de Doi e Takeuchi sobre a caracterizagao de extensoes de (Galois com a propriedade
da base normal. No entanto, o fato da extensao A« c A ser H-Galois ndao implica que
as extensoes das subalgebras unitarias de A sejam H-Galois. Neste sentido, estendemos o
conceito de conexoes fortes para H-comodulo algebras com unidades locais e mostramos
que se A possui conexao forte, entdo a condicao de Galois em A transmite esta mesma
condicao as suas partes unitarias.

Palavras-chave: Algebras de Hopf. Extensoes de Hopf-Galois. Algebras com
unidades locais. Conexoes fortes.



Abstract

In this work we consider actions and co-actions of Hopf algebras on algebras with local
units and we extend the characterization of H-cleft extensions of unital algebras as crossed
products in this case. This result is obtained using colimits in categories. This tool
also allows us to extend, with some restrictions, the Doi and Takeuchi theorem about
the characterization of Galois extensions with the normal basis property. However, if
the extension A“H c A is H-Galois it doesn’t imply that the extensions of the unital
subalgebras are H-Galois. In this sense we extend the concept of strong connections to
H-comodule algebras with local units and we show that if A has strong connection, then
the Galois condition in A transmits the same condition to its unital parts.

Keywords: Hopf algebras. Hopf-Galois extensions. Algebras with local units.
Strong connections.
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Introducao

Consideremos k um anel comutativo. Por uma categoria k-linear ¢ ou k-categoria en-
tendemos que os objetos 6 formam um conjunto, o conjunto dos morfismos ,%, de um
objeto x em um objeto y é um k-modulo e a composicao de morfismos é k-bilinear.

Seja G um grupo e ¥ uma categoria k-linear. Uma G-graduacao de % ¢ uma
decomposi¢ao de € em soma direta; isto ¢, cada espago de morfismos ,%, é soma direta

de subespacos vetoriais ,% indexados pelos elementos s € G

yCr = EBy(g:cg
geG
satisfazendo , €7 ,€! c , €5t para todo x,y € 6 e para todo s,t € G.
Em [CM], C. Cibils e E. Marcos mostraram que a cada G-graduagao de uma categoria
k-linear & pode-se associar a seguinte categoria produto smash €#G:
A categoria produto smash ¥#G de uma categoria G-graduada 4 tem como
objetos 6y x G. Para (z,s), (y,t) € (€#G)o, o k-modulo de morfismos é definido por:

) (CHG) 05y = yCL .

A composicao provém da composicao de €

(z,u)((g#G)(yﬂf) ® (y,t) (%#G)(CL‘,S) > (z,u) (%#G)(ac,s)

onde, do lado esquerdo tem-se Z‘fyu_lt ®,%"'s e do lado direito tem-se , € 5.
Se k é um corpo, podemos considerar a categoria de Kronecker K, dada por dois
objetos s, t, espacos de morfismos (K, e K; uni-dimensionais, J; = 0 e dimy g = 2.

Escolhendo uma base {«, 5} de (K, podemos representar K pelo seguinte diagrama:

S _Oéi t
Uma Z-graduacao de K pode ser dada por:
KO = (), (k-espaco gerado por «)
S = (), (k-espago gerado por [3)
K =0, sen#0,-1
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K =K,
SKr=0,n#0,
K = s,
L =0,n=%0.

A categoria produto smash K#Z tem por objetos os pares (s,n), (t,n), para todo
n € Z, e espagos de morfismos:
(tm) KHEL) (5.n) = SO = 1KY = (@),
(tn+1) KCHL) (s.0) = S0 = KL = (B),
(tna) (KH#L) (sn1) =0, se ny #ng,n9 - 1,
(s0) (KHL) (s.0) = S = (KO = s,
(t,n)(’C#Z)(t,n) = S = K = K,

Podemos representar esta categoria pelo seguinte diagrama:

(57 2) — (t7 2)
B1

a1

(s,1) ———(t,1)
Bo

(S’ O) — (t7 O)

Agora, para G = Zs, uma Zo-graduacao de K pode ser dada por:

iKY = (o),
K5 = (B),
K = 5K,
KD = Ky

A categoria produto smash K#Z, tem por objetos os pares (s,0), (s,1), (¢,0) e (¢,1)

e podemos representar esta categoria pelo seguinte diagrama:

(t.1)
(s,0) (s,1)

(,0)
A categoria produto smash é uma G-categoria livre, isto ¢, ¢ uma categoria k-linear

com uma a¢ao de G nos objetos e morfismos de k-modulos s : ;& — 5, s, para cada s € G
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e para cada par de objetos x e y verificando s(gf) = (sg)(sf), quando a composi¢ao de f
e g faz sentido. Além disso, para elementos t, s € G e um morfismo f, tem-se (ts)f = t(sf)
e 1f = f,onde 1¢é o elemento neutro de G. Se a acao de G ¢ livre em %, isto é, se st =
implica que s = 1, entao, dizemos que % é uma G-categoria livre.

A categoria quociente ¢’/G de uma G-categoria ¢ sobre k é a categoria sobre k
cujos objetos sao as G-orbitas de %,. Para duas 6rbitas a e 5 0 k-mdédulo de morfismos
de v em (3 é

@i -( @ el

rea,yef

A composigao em €/G é deduzida da composigdo em € e esta bem definida porque a
acao de G nos objetos ¢ livre. Por definicao, um recobrimento de Galois ¢ o funtor
projecao de uma G-categoria livre em seu quociente F': 4 - €/G.

No artigo citado acima, os autores mostraram que se % é uma categoria G-graduada,
entdo, (€#G)/G = €. Assim, a categoria produto smash €#G define um recobrimento
de Galois de .

Assim, se G = Z e K é a categoria de Kronecker, temos um recobrimento de Galois
F:K#7Z — K dado por:

F((s,n)) = 5,

F((t,n)) =1,

F(ay,) = a,

F(B,) = B,
para todo n € Z.

Neste mesmo artigo, [CM]|, os autores definem a categoria skew €’[G], um anilogo
da algebra de grupo skew, e mostram que existe uma Dualidade de Cohen-Montgomery
conectando estas construcoes:

Seja ¢ uma G-categoria sobre k. A categoria skew %[G] tem os mesmos objetos de
¢ e morfismos ,(€[G]), = Bseq yCse- A composicao de morfismos provém da composicao
de € com o devido ajuste. Para tornar clara a localizagdo dos morfismos usa-se a notacao
f = fs para f €,Cs,. Assim, se sz =s'x com s # s/, temos que f; # fo. Seja g =g, € ;€ €
f=fs€,Cu. Entdo, gf =go (tf).

No mesmo ano, os conceitos de acoes e coacoes de uma algebra de Hopf em categorias
sao apresentados por C. Cibils e A. Solotar em [CS| como um meio de compreender os
resultados anteriormente citados em um contexto mais abrangente:

Uma categoria k-linear ¥’ ¢ uma H-mdédulo categoria se cada espago de morfismos é
um H-modulo, cada dlgebra de endomorfismos é uma H-modulo algebra e as composicoes
sao morfismos de H-modulos, onde o produto tensorial de H-modulos é considerado como
um H-moédulo via a comultiplicagdo de H. De maneira andloga, define-se H-comoédulo
categoria.

Entao, a seguinte definicao de produto smash ¥#H ¢é introduzida:
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Seja H uma algebra de Hopf e ¥ uma H-moédulo categoria. A categoria k-linear
¢#H tem como objetos os mesmos objetos de ¢ e morfismos ,(6#H), = , ¢, ® H. A

composicao de morfismos
Z(%#H)y ® y((g#H)m - z((g#H)x

é dada por
(ygpy ® h) © (yd}x ® h,) = Zz%py © (hl y¢x) ® th,7

onde a comultiplicacdo A de H é dada por A(h) =Y hy ® hy e o denota a composi¢ao em
% .

Consideremos a algebra de Hopf H = (kZy)*. O produto smash K#(kZy)* tem como
objetos os mesmo objetos de KC, isto é, (K#(kZ2)*)o = {s,t} e morfismos , K, ® (kZ5)*,

com z,y € {s,t}. Em diagrama:

Cs==1D

Esta definicao é muito mais proxima da definicdo original para &lgebras e, mostra-
se que, se ¥ ¢ uma H-mddulo categoria com um ntumero finito de objetos e a(%) ¢ a

k-algebra obtida pela soma direta de todos os k-modulos de morfismos de €, isto é,

(€)= D .
z,ye%0

munido do produto usual de matrizes (,a,)(yb:) = (X, ya © ,b;) combinado com a com-
posicao de €, entao, as k-algebras a(%)#H e a(¢#H) sao canonicamente isomorfas.
Mesmo que % nao seja finita, o resultado continua valido, porém, neste caso, as algebras
nao possuem unidade. Essas &lgebras possuem unidades locais, como veremos adiante.

Agora, seja G um grupo finito e consideremos k&, a algebra de grupo dual do grupo
G, que é uma algebra de Hopf. Se ¥ é uma k-categoria G-graduada, entdao ¢ é uma k&-
modulo categoria. Cibils e Solotar consideraram a categoria €#k& e mostraram que a
categoria smash €#G e o produto smash % #k& nao sao isomorfos, talvez nem equivalen-
tes, mas sao sempre Morita equivalentes. O mesmo vale para o par €[G] e €#kG quando
% é uma kG-moédulo categoria. Novamente, vale uma Dualidade de Cohen-Montgomery
para o produto smash. A demonstracao é surpreendentemente semelhante a demonstra-
¢ao original para algebras. A vantagem em considerar o produto smash €#k& ao invés
da categoria smash €#G, é que esta tltima nao possui uma estrutura de kG-modulo,
enquanto que a primeira é uma kG-modulo categoria usando a estrutura de kG-moédulo
a esquerda de k& fornecida por td, = d,-1. Assim, os autores associam ao recobrimento
de Galois €#G de € a extensao smash (€#kY) - (€#kE)#KE.

No ano seguinte, Herscovich e Solotar, [HS], definem extensoes de Galois para catego-
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rias: Sejam ¢ e Z categorias k-lineares, onde Z é uma H-comddulo categoria e € = 2°H,
ou seja, 6, = (,Z.)°" ={f € ,2. | p(f) = f® 1y} para todo z,y € € = P, onde p de-
fine a estrutura de H-comoddulo. Diz-se que € ¢ ¥ é uma extensao de Galois se a

transformacao natural §: Y ®4 ¥ - Y ® H definida por,

xﬁy: m(‘@@)(tf‘@)y - w(@®H)y
fesg — (fog)®g

é um isomorfismo, para x,y € €y, f € ;Z., g € .%,. O produto tensorial sobre € é definido

como segue:

M ®y N = (EB Ml,®xN)/({m.f®n—m®f.n:meMx,neyN,fexcﬁy})
ze6p
onde M e N sao %-modulos a direita e a esquerda, respectivamente, isto é, N é uma
colecdo de k-espacos vetoriais {,V },cz, com uma acao a esquerda
y6: ® ;N - N,
onde a imagem de , f, ® ;n é denotada por , f,.,n, satisfazendo os axiomas usuais
Sy (yGean) = (2 fyyGe) -2,
olp.gn = 2N,
Os morfismos de ¥-modulos a esquerda sao transformagoes naturais e da mesma forma
define-se €-modulo a direita.
Os autores consideraram a élgebra de Hopf H = kG com sua estrutura usual e mostra-
ram que se Z é uma categoria G-graduada e € é a componente 2!, isto &, a categoria dos
coinvariantes de &, entao, ¢ é fortemente graduada se, e somente se, ¥ c Z é kG-Galois.

Por categoria fortemente graduada entende-se uma kG-comodulo categoria % tal que

Dyeto 26y yCh = C Vx,z €%, Vs, t €@, ou equivalentemente,
-1
Zyecgo xcg; y(gs = a:%g;la Vse G

Os autores ainda citam diversas propriedades da extensao de Galois € ¢ Z que sao
analogas ao caso de algebras com unidade.

A teoria de H-modulo/comodulo categorias continuou a ser desenvolvida, mais recen-
temente, por Stanescu; On Hopf-Galois extensions of linear categories, [S], e Stanescu e
Stefan; Cleft Comodule Categories, [SS]. Mais uma vez, vérios resultados importantes da
teoria classica, como a caracterizagao das extensoes de Hopf-Galois para 4lgebras gradua-
das e a caracterizagao de extensoes fendidas ("cleft extensions") como produtos cruzados,
sao validos neste contexto e as demonstragoes seguem na mesma linha das provas originais.

Esta situacao sugere que deve haver algo mais forte do que uma simples analogia
com a teoria classica. De fato, uma H-(co)mddulo categoria é sempre o colimite de suas
H-(co)modulo subcategorias plenas tendo um nimero finito de objetos, e estes, podem

ser identificados com H-(co)moédulos algebras unitarias com um sistema de idempoten-
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tes ortogonais. Além disso, muitas construcoes classicas, tais como o produto smash,
sao funtoriais, e varios isomorfismos da teoria de H-(co)modulo dlgebras sao isomorfis-
mos naturais entre esses funtores e, portanto, induzem isomorfismos entre os colimites
apropriados.

Estendendo estes conceitos, introduzimos acoes e coagoes de uma algebra de Hopf em
algebras com unidades locais, definimos produtos cruzados e analisamos extensoes fendi-
das neste contexto. No Capitulo 2, os principais resultados sao a correspondéncia entre
extensoes fendidas e produtos cruzados, a classificagiao de produtos cruzados e o teorema
da base normal para H-extensoes. Desta forma, estendemos alguns dos principais resul-
tados de [SS] a respeito de H-comodulo categorias usando uma técnica completamente
diferente deste e de outros artigos previamente publicados envolvendo H-acgoes e coagoes
em categorias lineares.

Vale ressaltar que nem tudo pode ser estendido por meio de colimites. Nao se pode
esperar, por exemplo, que uma extensao de Galois seja simplesmente o colimite de ex-
tensoes de Galois de subalgebras unitérias. Motivados por esta questdo, encontramos
uma interessante condicao que torna valida esta afirmacao. Trata-se da conexao forte.
Em [BHO04|, mostra-se que, para caso de algebras com unidade, uma H-comodulo algebra
tem conexao forte se, e somente se, ela é principal, ou seja, é H-Galois e H-equivariante
projetiva. No Capitulo 3, estendemos este conceito para algebras com unidades locais e
mostramos que se a algebra possui uma conexao forte, as subalgebras unitarias também

possuem, o que torna a afirmacao em questao verdadeira.



1 Pré-requisitos

1.1 Categorias monoidais

1.1.1 Definicoes e exemplos

As estruturas de algebra, coalgebra, (bi)-moédulo e (bi)-como6dulo podem ser estendidas
para categorias. Para isto, consideraremos categorias k-lineares 4" onde k é um corpo, ou
seja, categorias em que o conjunto de morfismos Homg (X, Y") é um k-espago vetorial, para
todo X,Y € %y, e as composicoes de morfismos sao aplicacoes k-bilineares. Além disso,
precisamos de um funtor que traduza para o ponto de vista categorico as propriedades de
um produto tensorial entre espagos vetoriais. A categoria que possui tal funtor é chamada

de categoria monoidal. Maiores detalhes podem ser vistos em [ML].

Defini¢ao 1.1.1 Uma categoria monoidal (ou tensorial) ¢ wuma sectupla
(¢,®,a,1,l,1) onde, € é uma categoria, ® : € x € — € € um funtor, I € €y € um
objeto de € (unidade) e

a(X,Y,Z): (XeY)eZ > X®(Y®Z)
rx: X®I->X, Ix:IeX > X

sao isomorfismos funtoriais em X,Y,Z € 6y, satisfazendo:

o Azioma do pentdgono

WeX)e(Y®Z)

AWeX,Y,Z AW, X,Y®Z

(WeX)®Y)eZ We(Xe((Y®Z))
aW,X7y®Z W®aX7yyz
(We(XeY))eZ avxers We(XeY)eZ)

15



16

o Azioma do tridngulo

(X®I)®Y = Xeo(IoY)
XY

Quando nao houver confusdo, a notagao (¢,®,a,,l,r) sera abreviada simplesmente
por % .

Uma categoria monoidal € ¢é dita estrita se os isomorfismos a,l e r sdo as identidades.

Observacao 1.1.2 A unidade de uma categoria monoidal é Gnica, a menos de isomor-

fismo.

Exemplo 1.1.3 Seja k um corpo. A categoria Vecy de todos os k-espacos vetoriais é
uma categoria monoidal onde ® = ®, 1 =k e os morfismos a, [, sao os naturais.
Generalizando, podemos trocar k por um anel comutativo com unidade e definir a

categoria R — mod dos R-modulos.

Exemplo 1.1.4 Seja k um corpo e A uma k-algebra. A categoria 4 M4 dos A-bimo6dulos
¢ uma categoria monoidal com o produto tensorial ® 4 de A-bimo6dulos. A unidade é I = A

e os isomorfismos de associatividade e unidade sdo os naturais.

Exemplo 1.1.5 Seja H uma bidlgebra sobre k. Se M e N sao H-moédulos & esquerda,
entao, o produto tensorial M ®, N é um H-moédulo a esquerda com a aplicacao - dada
por:

h-(men) =Y (hi-m)® (hy-n).

(A demonstragao pode ser vista na Proposicao A.16).

Assim, a categoria y M dos H-modulos a esquerda (veja Exemplo B.3) é uma categoria
monoidal com ® = ®, 1 = k com a estrutura de H-médulo trivial, a associatividade é
dada por axyz((zr®y) ® 2) =2 ® (y ® 2) e os morfismos rx e [y sdo os isomorfismos

candnicos. Analogamente, a categoria My dos H-mo6dulos a direita é também monoidal.

Exemplo 1.1.6 Analogamente ao exemplo acima, a categoria M dos H-comodulos a
direita (veja Exemplo B.4) ¢ uma categoria monoidal. A estrutura de H-comddulo do

produto tensorial M ® N ¢é dada por:
p(men) = Zmo ® ng ® MmNy .

(A demonstragao pode ser vista na Proposicao A.20).
De maneira analoga, a categoria ¥ M dos H-comoédulos a esquerda também é uma

categoria monoidal.
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Em particular, podemos considerar o caso em que H = kG, isto é, H é algebra de

grupo do grupo G (veja Exemplo A.10).

1.1.2 Algebras em categorias monoidais

Seja (¢, ®,1) uma categoria k-linear monoidal.

Defini¢ao 1.1.7 Uma algebra (ndo unitdria) em € é uma dupla (A,m), onde A € 6

em:A®A— A é um morfismo em € tal que o sequinte diagrama comuta:

(A A)@A—2 A (A®A)—2" . A®A
- l’” (L1)
A® A m A

Observagao 1.1.8 Uma algebra unitaria em % é uma tripla (A, m,u), onde (A, m)
¢ uma algebra em ¥ e u: I - A é um morfismo k-linear tal que o seguinte diagrama

comuta:

A® A (1.2)
u®A A®u
I®A m Al
\ /
A

Exemplo 1.1.9 Observe que, pela definicdo de k-algebras, as algebras (unitarias) na

categoria Vecy sao exatamente as k-algebras (unitarias).

Recorde que uma H-moédulo algebra & esquerda é uma k-algebra que ¢ um H-modulo
a esquerda satisfazendo h - (ab) = Y (h1-a)(ha-b) e h-14 = e(h)la, para todo h € H e
a,beA.

Proposicao 1.1.10 Seja H uma bidlgebra. Entdao, uma k-dlgebra A é uma H-mddulo

dlgebra a esquerda se, e somente se, A € uma dlgebra em yM.

Demonstracao: Pela Proposicdo A.16, o produto tensorial A ® A é H-moédulo via
h-(a®b) = (hy-a)(hy-b). Temos que, m é morfismo de H-modulo se, e somente se,

o diagrama abaixo comuta:

HoAoA—12" _HeA

Ao A A

m

Isto significa que m é morfismo de H-mddulo se, e somente se, h-(ab) = Y (hy-a)(hs-b).
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Da mesma forma, temos que u é um morfismo de H-modulo se, e somente se, o

diagrama abaixo comuta:

Heok—"% . geA

K A

u

isto é, h-14 =¢e(h)14, onde k & H-modulo via h ® k — e(h)k.

Observacao 1.1.11 De maneira anéloga, dizer que uma k-algebra A é uma H-comoédulo

algebra é equivalente a dizer que A é uma algebra em M.

Exemplo 1.1.12 A unidade I de uma categoria monoidal ¢ é uma algebra em %. Neste
caso, o morfismo m: I ® I - I procurado serd o morfismo [; (ou r;, pois pode-se mostrar

que I; =r7). A unidade sera u = Id;.

1.2 Limites em categorias

Os limites serao de fundamental importancia ao longo deste trabalho. Por meio dele
poderemos estender resultados conhecidos de algebras com unidades para algebras com
unidades locais. Porém, isto pode ser feito usando os resultados conhecidos, ou seja, nao
se trata de provar tudo novamente para o novo caso, mas sim, usar o que ja temos e

estender usando esta ferramenta: os limites.

Definigao 1.2.1 Seja (I,<) um conjunto parcialmente ordenado. Um sistema direto
sobre I em uma categoria € € um par ((A;)ier, (jou)ic;) onde os Als sio objetos de € e

joy Ap > A; sao morfismos em € tais que:
Z) QG = 1Ai7 Vie [7

i) Sei<j<k, entdo, yo . ;0 = gy, isto €, o sequinte diagrama comuta:

kO
A — Ay

kO

A

J

Definicao 1.2.2 Seja I um conjunto parcialmente ordenado e ((A;)ier, (jo)icj) um sis-
tema direto em €. O Colimite do sistema {A;, jou} € um par (A, (a;)er), onde A € um

objeto de € e a;: A; > A sao morfismos tais que:

i) a.j0u = o sempre que i < j; isto €, o sequinte diagrama comuta:
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a;
; A

[/

P
A

<

ii) Se X é um objeto de € e f;: Ai > X sao morfismos tais que f;.jou = f;, para i< j,

entao, existe um unico 0: A - X que faz o diagrama comutar:

,,,,,, E
A A, =X
@ fi
o jait fi
A

Neste caso, usaremos a notagao: li_r)n((Ai)id, (ji)ic;) = (A, ()ier), ou simplesmente

li_r)nAZ- = A, quando os morfismos forem facilmente identificados.
Observacao 1.2.3 O colimite, quando existe, ¢ tinico.

Exemplo 1.2.4 Em uma categoria linear %, o pushout (ou soma amalgamada)

(P,{p1,p2}) de dois morfismos f;: Z - X e fo: Z > Y & o colimite do sistema direto
((vavz)a(fth))'

P2
-

»

P Y
10
X Z

De fato, desde que py o fo = py o f1, a condigdo i) da Defini¢ao 1.2.2 é satisfeita. Além

S

f1

disso, se existe um objeto () e morfismos ¢, ¢ que fazem o diagrama abaixo comutar,

entao, existe um unico u: P - ) que também faz o diagrama comutar:

Q 4
(S
AN
u N\
p2
-~ Y
q1

N
P

PlT f2
X~—7

f1

Observacao 1.2.5 De maneira dual, podemos definir um sistema inverso sobre I:
((Bi)ier, (iB)i<j), neste caso, ;5; : B; —» B; sempre que ¢ < j. O limite (ou limite in-
verso) deste sistema serd um par (B, (;):c;) que satisfaz as mesmas condi¢oes do colimite

invertendo-se as flechas. Neste caso, teremos o seguinte diagrama:
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........ E A
B £ Bi B, i X
B;

O pullback (ou produto fibrado) (Q,{q1,q2}) de dois morfismos ¢g; : X - Z e g :
Y — Z é o limite do sistema inverso ((X,Y,2),(g1,92))-




2 Algebras com unidades locais

Ao longo deste capitulo, k denotard um corpo, € serd uma categoria k-linear monoidal,
H sera uma &algebra de Hopf e A uma k-algebra sem unidade (salvo quando mencionado

o contrario).

2.1 Definicoes e exemplos

Usaremos a definicao de k-algebras com unidades locais de acordo com a definicao de

anéis com unidades locais encontrada em [W|.

Definigao 2.1.1 Uma k-dlgebra A serd dita uma k-dlgebra com unidades locais se

existir um conjunto uw={e; |ie€l} c A tal que,
i) e;e; =e; para todo i€ I, isto €, cada e; € idempotente;
i) para cada subconjunto finito F c A, existe e; € u tal que e;a = ae; = a para todo a € F.

O congunto u satisfazendo as condigoes i) e ii) é chamado de sistema de unidades

locais para A.

Observagao 2.1.2 Encontramos na literatura, veja por exemplo [DES|, a seguinte defi-
nicao de algebra com unidades locais: Diz-se que uma algebra R tem unidades locais se
para cada r € R existe €2 = e € R tal que r € eRe, ou de modo equivalente, re = er = r. Esta
defini¢ao é equivalente & dada acima. De fato, suponhamos que {ry,...,r,} seja um sub-
conjunto finito de R. Primeiro vamos mostrar que existe y € Rtal que ry =r;, i =1,...m.
Observe que dados a,b € R, existem, x1,x2 € R tais que ax; = a e (bxry — b)xy = bxy — b.
Tomemos y = x1 + 2 — x12x2. Note que y nao é necessariamente idempotente. No entanto,
temos que:

ay = ari+ars—ariry = a+ary-—ary = a, e,

by = bry+bry—brixs = bry— (brixy—bry) = bry—(bx;-b) = b

Logo, podemos mostrar esta propriedade para um nimero finito de elementos, isto é,
existe y e R tal que r;y =7;, i =1,...,m.

Agora, seja f = f? tal que yf =y. Entao, r; =r;y =ryf =r;f,i=1,...,m. Conside-

remos o conjunto finito {ry,...,r,, f} ¢ R. Podemos mostrar, de modo analogo ao que
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fizemos acima, que existe z € R tal que xr; =r;, i=1,...,mexzf = f. Tomemos e2=c€ R
tal que ex = x. Entao, temos que r; =xr; =exr;=er;,, 1=1,...,me f=xf =exf =ef.

Finalmente, seja ¢/ = e+ f — fe. Entao, pode-se verificar que ¢’ é idempotente e:

rie! = rile+f-fe) = rie+rif-rife = re+rif—-rie = r
er; = (e+f—-fe)yry = erj+ fri—fer; = ri+fri—fri =
1=1,...,m,isto é, r;ee’Re’,1=1...,m.

Proposicao 2.1.3 Cada subdlgebra de A definida por A; = e;Ae; € uma Kk-dlgebra unitd-

ria, com unidade dada por u;(k) = ke;.

Demonstragao: A multiplicagdo em A; é dada por m; =m |4,. De fato, m(A; ® A;) c A,
pois m(e;ae; ® e;be;) = e;ae;be; € A;. Por outro lado, m;(u; (k) ® e;ae;) = ke;ae; = mi(e;ae; ®

Definicao 2.1.4 Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado I ¢ direcionado se

para cada subconjunto finito F c I, existe i € I, tal que f <1 para todo f € F.

Se A é uma k-algebra com um sistema de unidades locaisu = {e; | i € I} e ; # e; sempre
que 7 # 7, podemos definir uma ordem parcial em I. Diremos que i < j se, e somente se,
eie; = eje; = ;. Observe que I é um conjunto parcialmente ordenado direcionado. De
fato, se I = {i,}}_, ¢ um subconjunto finito de I, consideremos as unidades locais e;,,
k=1,...,n. Entdo, o conjunto {e;,...,e; } ¢ um subconjunto finito de A, logo, existe
e; € u tal que ee;, =e;, e, =¢;,, para todo k=1,...,n, ou seja, i, <t, Vk=1,...,n. Logo,
cada colegao finita de subélgebras A; estd contida em uma outra subélgebra A;. Além
disso, as subalgebras A; formam um sistema direto sobre I = (I,<) de maneira canonica:
se 7 < j, o morfismo associado jo; : A; = A; € a inclusao.

Estamos interessados em introduzir o conceito de algebras com unidades locais nas ca-
tegorias de H-modulos e H-comddulos, onde H é uma algebra de Hopf. Nao encontramos
estas definicoes na literatura e, entao, propomos uma definicao de algebras com unidades

locais em categorias monoidais em termos de colimites.

Exemplo 2.1.5 Seja ¥ uma categoria pequena, isto é, %, ¢ um conjunto. Define-se a
k-algebra a(¥) por:
a(€) = EB yCa,

2,960
onde o produto é dado pelo produto usual de matrizes (ya,)(,b:) = (X, ya. o .b,) combi-
nado com a composi¢ao de €. Se % ¢ infinito, a(¢’) tem uma familia de idempotentes
ortogonais indexados pelos objetos de &: para x € 6, tomemos E, € a(%) o elemento
com a identidade de = na posicao (z,z) e zero nas demais. Seja Py;,, (%) o conjunto dos

subconjuntos finitos de €j. Entao, para cada i = {xy,...,2,} € Prin(%6s), define-se a soma
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finita £; = Y7, E,,. O conjunto u = {E; | i € Pyin(6p)} forma um sistema de unidades
locais para a(%).

Definigao 2.1.6 Uma dlgebra A em uma categoria monoidal € serd dita uma dlgebra
com unidades locais em € se existe um conjunto parcialmente ordenado direcionado I
e uma tripla ((A;)ier, (i )ier, (jou)icj) tal que:

i) A; € uma dlgebra com unidade em €, para todo i€ l;
ii) a;: A; > A sao monomorfismos de dlgebras em €, para todo i€ l;

W) jo; 0 Ay — A; sao morfismos de dlgebras em €, sempre que i < j, tal que,

((Adier, (jai)icj) forma um sistema direto em € ;
w) Im(4;, joq) = (4, o).

Proposicao 2.1.7 A ¢ uma dlgebra com unidades locais em € = Vecy se, e somente se,

A ¢ uma k-dlgebra com unidades locais.

Demonstragao: (=) : Pelo Exemplo 1.1.9, dada uma élgebra com unidades locais A em
%, temos que A é uma k-algebra.

Seja ((Ai)ier, (04)ier, (jou)icj) a tripla que satisfaz as condigdes da Definicao 2.1.6.
Desde que A; é uma &algebra unitaria em %, existe uma unidade u; : k > A;. Denotemos

u; (1) = e;, para cada i € I e, entdo, definimos:
€ = a;(e;).

Assim, cada &; é idempotente. De fato, €;.€; = a;(€;).a;(e;) = aii(e;.e;) = ay(e;) = &.

Agora, para cada ¢ € I, definimos:

AZ:OéZ(AZ) e ZZUAZCA

Deste modo A é uma subélgebra de A. Com efeito, sejam a,b € A. Entao, a =
a;(a’) para algum o’ € A; e b = ;(b') para algum b’ € A;. Desde que I é direcionado,
existe t € I tal que a/,b' € A;. Entdo, a.b = o;(a').a;(V) = ay(reu(a’)).cu(ra;(V')) =
ar(rai(a’).co (b)) € A, c A.

Queremos definir ja; : A > A_j, para todo ¢ < j, de modo que o seguinte diagrama
comute:

A —2 A (2.1)

Qj
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Desde que cada «; é monomorfismo (e monomorfismo em Vecy é funcdo injetora) e

A; = o (A;), podemos definir:

— (V. 0 (Vs -1
JO = o0 .

Deste modo, ((A;)ier, G&i)icj) € um sistema direto sobre I. De fato,
) 5 =000  =a 0l 007t = 1o, para todo i € [;
ii) dados i < j <k, temos,
—_ — _ -1 -1
kO O 504 = Oékok(l/joaéj o o0 0y
= QO gQ; ojaioai’l

= apopwoq;

= Oy

Por construgao, h_r)n(z, Ga)) = (A, (@@)), onde @; : A; > A sdo dadas pelas inclusdes
para todo 7 € I.
Como A é o colimite dos A;’s e o diagrama 2.1 comuta, existe um tnico morfismo

a:A— Ac A que faz o diagrama abaixo comutar:

Logo, a = Id e, portanto, A = A.

Observe que se i < j, entdo, A; A_] De fato, se = € A;, existe a € A; tal que
z = a;(a) = ai(eae;) = aj(jai(eiae;)) = a;(jai(a)) € Aj, pois, jai(a) € Aj.
Para finalizar, seja F' um subconjunto finito de A. Entao, F c U}‘zlA_i].. Como [

¢ direcionado, existe ¢ € I tal que i; <t para todo j = 1,...,n. Assim, F' c Ay, logo,
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fe;=¢f = f para todo f € F.

Portanto, u = {€; | i € I} é um sistema de unidades locais para A, ou seja, A é uma
k-algebra com unidades locais.

(<) : Seja A uma k-algebra com um sistema de unidades locais u = {e; | ¢ € I}.
Entao, I é um conjunto parcialmente ordenado direcionado, A é uma algebra em % e
cada subélgebra unitaria A; = e;Ae; é uma algebra unitaria em 4. Os monomorfismos
a; A > Ae jo; 0 A > A; quando ¢ < j, s@o as inclusoes. Assim, ((Ai)ier, (ju)i<j)
forma um sistema direto. Resta mostrar que lim(4;, jo;) = (A, ;). Primeiro observe
que «; o oy = a; sempre que ¢ < j. Agora suponha que X é um objeto de Vecy e, para
cada i € I, f; + A; = X é um morfismo tal que f; o ;o; = f;, sempre que i < j. Seja
a € A, entdo, existe i € [ tal que a € A;. Definimos 6 : A - X por: 0(a) = fi(a). Assim,
0 estd bem definida, pois, se a € A; com 7 # j, existe t € I tal que ¢ <t e j <t e,
portanto, fi(a) = fi(zai(a)) = fi(a). Analogamente, f;(a) = fi(t;(a)) = fi(a), ou seja,
fi(a) = f;(a).

,,,,,,, L
Qi jail /
A

Pela definicao, 6 faz o diagrama acima comutar. Resta mostrar que 6 é tinica. Seja ¢
um morfismo tal que para todo i € I, poa;(a) = fi(a) para todo a € A;. Assim, se a € A,

entao, a € A; para algum i€ I, e

p(a) = poai(a) = fi(a) = 0(a).

Logo, segue que li_r)n(AZ-,jai) = (A, «;). Portanto, A é uma algebra com unidades locais
em €.

(o

Passaremos a estudar agora os H-modulos e H-comddulos algebras com unidades

locais que sao os nossos principais objetos de estudo.

Proposicao 2.1.8 Se A € uma dlgebra com unidades locais em € = g M, entdo, A possui
um sistema de unidades locais uw={¢; | i€ I} e cada €;Ae; é uma H-mddulo dlgebra, isto
€, YVhe H eViel, temos:

h-e =¢e(h)e;. (2.2)

Demonstracao: Desde que A é uma &algebra com unidades locais em g M, existe uma
tripla ((A;)ier, (@)ier, (o )icj) que satisfaz as condigdes da Definicdo 2.1.6. Consideremos

o funtor esquecimento U : y M — Veck. Entao, pela Proposicao 2.1.7, temos que A é uma
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k-algebra com unidades locais u = {€; | i € I}, onde & = a;(¢e;) e e; € a unidade de A;.
Assim, cada e; Ae; é uma k-algebra unitaria, ou ainda, uma algebra com unidade em Vecy.

Agora, a acao de H em A restrita & ¢;Ae; faz desta subélgebra um H-moddulo e,

como a multiplicacdo m : A® A - A é um morfismo em zM, a restricao m; = Ml
é um morfismo de H-modulos. Além disso, consideremos a unidade de e;Ae; dada por
u; (k) = ke; = kay(e;) = a;(ke;). Como «y; € um morfismo em y M, temos que u; é também
um morfismo de H-mo6dulos, logo, pela Proposicao 1.1.10, e;Ae; é uma H-mo6dulo algebra.

Pela Definigao A.24, temos que h-¢; = ¢(h)e;.

Proposic¢ao 2.1.9 Se A é uma dlgebra com unidades locais em € = MH | entao, A possui
um sistema de unidades locais u = {&; | i € I} e cada € A€; é uma H-comddulo dlgebra,
1sto €, Yie I, temos:

p(e)=e®ly. (2.3)

Demonstracao: A demonstracao segue de forma similar & proposicao anterior, temos

que e;Ae; é uma k-algebra unitaria e os morfismos m; = m e u; sao morfismos de

e Ag;

H-comodulo algebras. Isto significa que temos os seguintes diagramas comutativos:

61'./462‘ ® €Z‘A€i . eiAei k - 61'1461'
P& Pe;Ae; Px pe;Aeg
— = — p— m;@H A= wueH
e;Ae; ®@e;Ae; @ H . e, Ae; @ H ke H ——— GiA€i ® H

Aplicando o segundo diagrama em 1) obtemos a equacao desejada: p(€;) =€ ® 1y.
(o
Cibils e Solotar [CS| definem uma H-modulo categoria &, onde € ¢ uma categoria
k-linear e H é uma &lgebra de Hopf. Esta definicdo se equipara & definicao de uma

H-modulo algebra:

Definigao 2.1.10 Uma categoria k-linear € ¢é uma H-mddulo categoria se cada espago
de morfismos 6, ¢ um H-mddulo, cada k-dlgebra de endomorfismos , €, ¢ uma H-mddulo
dlgebra e as composicoes sao morfismos de H-mddulos, onde o produto tensorial de H -

mddulos € considerado um H-mddulo via a acao padrao.

Em outras palavras, existe uma familia de morfismos k-lineares p1 = {1y 0y : H ® ,, —
v6: | T,y e}, onde h® f— h D> f, que definem uma estrutura de H-mo6dulo para cada
y G, tais que:

hD(ng)=(h1[>f)O(h2[>g), paracadafez‘fy,gey(fx
h > 1, =e(h) 1, para cada identidade ,1,.
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Observacao 2.1.11 Se % é uma H-modulo categoria com % finito, a(%) é uma H-
modulo algebra via h > (ya,) = (b D> ya,). Se €y nao é finito, a(%) tem um sistema
de unidades locais, veja o Exemplo 2.1.5. Neste caso, as unidades locais satisfazem
h > E; = e(h)E; para cada i € Py, (%5). Portanto, cada subalgebra A; = E;a(%)E; é

uma H-modulo algebra e a(%) é uma H-modulo algebra com unidades locais.

Analogamente, uma categoria k-linear 4 é uma H-comoédulo categoria se existe uma
familia de morfismos k-lineares p = ({py. : € = ,Cx ® H})yzyew, que definem uma
estrutura de H-comoédulo para cada ,%, tais que:

Pze(f9) = Pz (f)Py2(9), para cada f € .%,,g € ,%,
Pra(ely) =21, ®1, para cada identidade ,1,

Exemplo 2.1.12 Seja G um grupo. Uma categoria k-linear G-graduada, definida em
[CM], é uma categoria k-linear ¢ tal que cada espaco de morfismos ,%, é a soma direta de
subespacos vetorias ,%7%, indexados por elementos s € G tais que , ¢! , 65 ¢ ,6*, para todo
T,y € 6y e para todo s,t € G. Consideremos algebra de Hopf H = kG com sua estrutura
usual. Entdo, a estrutura de kG-comddulo categoria dada por p, . : 6, — %6, ® kG onde
Py leva f e € em f®ge, 6 ®kG, corresponde & definicao de categoria k-linear G-
graduada. Observe que, neste caso, a(%) é uma algebra G-graduada onde cada unidade

local tem grau e (o neutro de G).

2.2 Produtos Cruzados

Para uma acao fraca de uma &lgebra de Hopf H em uma categoria k-linear ¥ e um
2-cociclo o, Stanescu e Stefan [SS| definiram um produto cruzado de categoria P#,H.
Para isso, os seguintes conceitos foram introduzidos:
Uma familia de morfismos k-lineares (- : H ® yZy = y D)z yes, define uma acao fraca

de H em Z se satisfazem as seguintes condigoes:

hoyw (fof)=2(ht g [)o(he 2w f1);

hoow Lo =e(h)1y;

1u Yz r=17
para cada f€,9,,f' €.P, e he H.

Uma familia de morfismos 0 = (0, : H ® H - %, )z, define um 2-cociclo se:
S - 0 ) © 0y ) = 3 72y ) © 07, iy 1)

para cada h,h',h" € H e x € %y. Um 2-cociclo ¢ em & se diz normalizado se para todo
h € H, temos:

0oL, h) = 00 (hy 157) = £(h) 1,

Um cociclo o é invertivel se cada morfismo o, é invertivel por convolucao e, diz-se que
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a agao fraca satisfaz a condi¢ao de H-modulo torcido se para todo h,h' e H e fe,9,, a

seguinte condigao é satisfeita:

> (ha- (- f)) e oy (ha, By) = ) ow(ha, 1) o ((h2hs) - f).

Agora, definindo as transformacoes lineares ;0% : (,Z,® H)® (2.9 H) - (2. ® H)

por:
(f®h) ol (ff@h')=) fo(hi-f)o0.(hs,hi)®hyhy

tem-se que o produto cruzado P#,H é uma categoria k-linear, onde (2#,H )¢ := %, e
A DH#.H)y=,2,9H, tal que {1,®1p },c9 sao os morfismos identidade e as composicoes
sao dadas por ,oY. Disto segue que P#,H ¢ uma H-comddulo categoria e as categorias
lineares (Z#,H )" e 2 sao isomorfas.

Observe que, para cada x € %, a algebra de Hopf H age fracamente na algebra , %,
e o, : H® H - .9, ¢ um 2-cociclo normalizado que satisfaz a condicao de modulo
torcido. Em particular, para cada x € %, pode-se construir o produto cruzado de algebra
Dt H.

Os autores mostraram, no referido artigo, que uma H-comdédulo categoria é isomorfa
a um produto cruzado de categoria se, e somente se, ela é fendida. Com este resultado
provaram que produtos cruzados de categorias sao aquelas que sao extensoes de Galois
de categorias lineares e possuem a propriedade da base normal. No presente trabalho
mostramos resultados analogos para algebras com unidades locais, ou seja, estendemos os
resultados de Stinescu e Stefan, no sentido de que, se ¥ é uma H-comddulo categoria,

entao, a(%¢’) é uma H-comddulo dlgebra com unidades locais.

2.2.1 Definicoes e exemplos

Para definir o produto cruzado em uma k-algebra com unidades locais A, precisamos
observar como uma algebra de Hopf H age em A de maneira que, ao restringir esta acao

em cada subalgebra A; = e; Ae;, tenhamos uma acgao em A;.

Definigao 2.2.1 Seja A uma k-dlgebra nao unitdria com um sistema de unidades locais

u={e;|iel}. Dizemos que H mede A por H® A - A denotada por h® a— h > a se:
i) h >ab= (hqy >a)(he >b);
ZZ) h >e; = E(h)@i.

para todo a,be A, he H eie€l.
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Note que esta definicao fornece uma medida para cada A;. De fato,

h > (eiaei) (h(l) > GZ)(h(Q) > a)(h(g) > 67;)
E(h(l))ei(h(g) Da)s(h(g))ei

€Z(h [>a)ei € A“ Vae A.

Agora, consideremos uma familia o = (0;) € [[Hom(H ® H, A;) onde cada 0, : HQ H —

A; € um 2-cociclo normalizado para A;, ou seja:
1) (hl > O'i(kl, ll))O'i(hQ, kglz) = O'i(hl, kl)O'i(thg, l),
11) O'z(h,l) =O'Z'(].,h) =€(h)€i.

para todo h,k,l € H.

Além disso, queremos que, ao definir o produto cruzado A#,H, cada produto cruzado
Ai#o,H seja uma subdlgebra deste produto e as inclusdes A;#, H < A;#, H sejam
morfismos de algebras sempre que ¢ < 7. Para isso, precisamos de uma compatibilidade

sobre os os:

Definicao 2.2.2 Um 2-cociclo normalizado para uma k-dlgebra com unidades locais
A € uma familia o = (0;) € [[Hom(H ® H, A;) tal que, cada o; € um 2-cociclo normalizado

para A; satisfazendo:
e,-aj(h,k) = O'Z'(h,]f)7 Vi Sj, Vh,l{} e H.

Dizemos ainda que A é um H-moédulo torcido com respeito a o se cada A; € um

H-mddulo torcido com respeito a o;, ou seja, 1 > a = a, para todo a € A; e:
(h1 > (/ﬁ > a))ai(hQ, kg) = Ui(hl, /ﬁ)(hzkg > a),

para todo h,k e H e ae A;.

Agora consideremos as inclusoes ;3; : Ai#o, H — A;j#,,H. Entao, temos que

iBi(a#th); Bi(b#k) = a(hqy > b)oi(hea), kay)F#he)ke)

= a(hq)y >b)eo;(he), kay)#heke)

= a(hq) >b)oi(he), ka))#he)ke)

= ;Bi(alhqy > b)oi(hy, kay)#he ko))
iBi((adth) (b#k)).

Assim, desde que os ;f; sao apenas inclusoes, ¢ simples verificar que formam, de fato,

um sistema direto de algebras.
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Definigao 2.2.3 Seja (A,u) uma k-dlgebra com unidades locais tal que H mede A por
>, e seja o um 2-cociclo normalizado para A. O produto cruzado A#,H € o espaco
vetorial A® H com a sequinte multiplicacao: Dados a® h e b® k em A#,H, existe i € I
tal que a® h e b® k estao em A; ® H. Entao, o produto de a ® h por b® k ¢ dado por:

(a®@h)(be k) = a(hq) >b)oi(he), k) © his)ke).

Daqui em diante os elementos a ® b em A#,H serao denotados por a#b.

O produto estd bem definido por causa da compatibilidade exigida para os o}s. De
fato, se existe j # ¢ tal que a#h e b#k estao em A; ® H, entdo, existe t € I, com 1 <t e
j <t, tal que a#h e b#k estao em A; ® H. Assim,

a(hy >0)oi(he), kay)#h@ke) = alha) B b)eoi(he), ka))#h@ k)

a(h(ry > b)or(h). ka))#he) k).

Analogamente, a(h(1) > b)oj(h2y, kay)#h@yke) = alhay D b)o(hay, kay) #he ko).
Além disso, este produto é associativo, pois, dados a#h, b#k e c#l em A#H, podemos

escolher i € I tal que a#h, b#k e c#l pertencem a A; ® H. Portanto, A#,H é uma k-

algebra. Agora, considere u’ = {e;#1 |i € I'}. Entdo, u’ é um sistema de unidades locais

para A#,H e cada subalgebra

(A#H); = (ei#f1)(A#o H)(ei#1) = Ao, H
é uma k-algebra unitaria.

Exemplo 2.2.4 (Cociclo trivial)
Suponha que H mede uma algebra com unidades locais A. Considere a familia o = (0;) €
[THom(H ® H, A;) das aplicacoes o;(h, k) = e(hk)e;. Entao:

i) 0 = (0;) é um 2-cociclo normalizado para A;
ii) A & um H-moédulo torcido com respeito a o se, e somente se, (b > (k >a)) = hk > a;

iii) o produto cruzado A#,H coincide com o produto smash.

Observagao 2.2.5 Seja A uma algebra com unidades locais em MH. Desde que A#,H
¢ uma k-algebra com unidades locais e um H-comoédulo & direita via p = Id ® A,
temos que, A#,H ¢ uma algebra com unidades locais em M, Seja Alg(MHT) a
subcategoria de MH cujos objetos sao as algebras em M e seus morfismos. En-
tao, o par ((Ai#o,H)ier, (jBi)ic;) forma um sistema direto sobre I em Alg(MH) e,
M ((Ai# o, H)ier, (;8:)i5) = ((A#6H), (Bi)ier) em Alg(M™), onde f; : Aigto, H > A, H

sao as inclusoes.



31

2.2.2 Extensoes fendidas e produtos cruzados

Doi e Takeuchi [DT] mostraram que, no caso de H-comdédulo élgebras unitéarias, uma
extensao fendida é um produto cruzado com cociclo invertivel. A reciproca também é
verdadeira, e foi mostrado por Blattner e Montgomery [BM|, estendendo uma versao
mais fraca apresentada anteriormente em [BCM]. Pretendemos estender este resultado
para o caso de H-comddulo algebras com unidades locais.

J& vimos que uma algebra A na categoria dos H-como6dulos é uma k-algebra. Além
disso, pela Proposicao 2.1.9, se A é uma algebra com unidades locais u = {e; | i € I}
em MH  cada subalgebra e;Ae; é uma H-comodulo algebra. Isto nos sugere a seguinte

definicao:

Definigao 2.2.6 Seja H uma dlgebra de Hopf. Dizemos que A é uma H-comdbdulo al-
gebra com unidade locais se A € uma k-dlgebra com unidades locais e um H-comddulo

a direita via p: A > A® H tal que, para todo a,be A:
1) pab) = p(a)p(b);
ii) p(e;) =e;® 1y, para todo i€ 1,
onde u={e; |1 el} é o sistema de unidades locais para A.

Usaremos a notacao p(a) = ag ® ay, assim, se A é uma H-comddulo éalgebra com
unidades locais, temos p(ab) = agby ® a;b;. O conjunto dos coinvariantes de H em A sera

denotado por A%H  isto é,

A ={ae Alpla)=a®ly}.

Observe que cada A; = e;Ae; ¢ uma H-comobdulo élgebra unitaria com p; = p|, . De
fato, temos que p(e;ae;) = p(e;)p(a)p(e;) = (e; ® 1)p(a)(e; ® 1) = e;p(a)e;. Desde que as
inclusoes jo; : A; = A; sao morfismos de algebras e aplicagoes H-colineares a direita, segue
que (A;, ja;) é um sistema direto em M¥#. Além disso, as aplicagoes ja; sao ASH-lineares

a esquerda. Por outro lado, temos que jo; (A7) c A%, Togo, ((Ai)®H, ja

ACOH) é tam-
7
bém um sistema direto de algebras em M. A fim de organizar todas estas informagoes

em um tUnico sistema direto introduziremos uma nova categoria:

Definicao 2.2.7 Definimos a categoria dos pares € = (A, ') como sendo a categoria cujos
objetos sao dados por pares (A, M), onde A € uma k-dlgebra e M ¢é uma H-comddulo
dlgebra a direita e um A-mddulo @ esquerda. Os morfismos (armnyfiamy @ (A, M) -
(A, M") sao pares f = (f1, f2) onde f1: A— A" é um morfismo de dlgebras e fo: M - M’
¢ um morfismo de H-comddulo dlgebras e de A-mddulos, considerando a estrutura de A-
mddulo em M’ dada por fi. A composicio de (arnmyfany = (fi, f2) € (am e Gear vy =

(91,92) € dada por: go f=(g10 fi,920 fa).
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Proposicao 2.2.8 Seja A uma H-comddulo dlgebra com um sistema de unidades locais
u={e;|iel}. Entao,

m((AF7, A)ier, o™ )ig) = (A7, A), (af™)ier)

em (A,T), com ;™7 : (A%H A) - (A", Aj) dada por M) - (il georr , j0i) onde
ot Ay > Aj € ainclusao, sempre que i< j; e, aZ(A’F) D (APHA)) » (Al A) é dada por

OzEA’F) = (q

eoi 5 ), onde ot Ay > A € a inclusdo, para todo i€ 1.
1

Demonstragdo: Denotemos por A; = A" e a5 = ;o

A
Seja (B, M) € (A,T") e suponhamos que, para todo i € I, existem morfismos (f;,¢;) :

(A;, A)) - (B, M) em (A,T), tais que, para i < j, o seguinte diagrama comuta:

(A, A,) _ ) (B, M)

(Aj; 4;5)
Queremos mostrar que existe um tnico morfismo (f,g) € (A,T') que faz o diagrama

abaixo comutar:

(ACOHv A) _________ = (Bv M)

Existéncia: Como A®H = li_r)nAf"H em k-Alg, existe um tnico morfismo f: A°H - B
em k-Alg, tal que fo@; = f;. Da mesma forma, como A = lim 4; em Alg(MH), existe
um unico morfismo g : A - M em Alg(MH), tal que, go a; = g;. Agora, para ver que
(f,9) € (A,T), resta mostrar que g ¢ um morfismo de A®H-modulos: De fato, se x € A,
entao, por construcao, g(z) = g;(x). Sejam a € A« e x € A, entdo, existem ¢,7 € I tais
que a € A" x e A; e existe k € I tal que i,j < k. Assim, a € ALH, v e Ay, ax € Ay e
temos que: g(ax) = gp(azx) = agr(z) = ag(x), desde que gy, : Ay > B & A¢°H-linear.

Unicidade: Qualquer morfismo (f,g) : (A®H,A) - (B, M) fornece morfismos f :
Al > Be g: A—> M que sao solugdes dos problemas correspondentes (de limites) em

k-Alg e Alg(MH) que tem solugdo tnica.

Proposigao 2.2.9 Seja A= B#,H uma H-comddulo dlgebra com um sistema de unida-

des locais w = {e; | i€ I}. Entao,

Um((Bi, Bi#o, H )ier, (B )ie) = (B, B#H), (B )ier).
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onde ]ﬂi(A’F) = (o

todo i€ 1.

B, ]61

. AT
Bi#oiH)’ sempre que 1 < J, € 51( )~ (o Biﬂ6i|Bi#0'iH)} para

Demonstragao: Desde que A°H = B, A, = Bi#, H e A" = B;, o colimite segue pela
proposicao anterior.

(o

Se A é uma H-comodulo algebra com unidade, diz-se que a extensdo A“H c A é

fendida se existe um morfismo de H-comodulos v : H — A®H invertivel por convolugao.

Agora, para uma H-como6dulo algebra com unidades locais vamos pedir que cada extensao

A ¢ A; seja fendida e que haja uma compatibilidade entre os respectivos morfismos

sempre que ¢ < J:

Definigao 2.2.10 Seja A uma H-comddulo dlgebra com unidades locais. Dizemos que a

H-extensao A°H c A é fendida via v = (;) € [1,e; Hom(H, A;) se:
i) A c A; é fendida via v;, Vi;
i) i = eiry; = €, sempre que i< j;

i) vt = eﬁj‘l , sempre que i < j, onde v;7' € a inversa por convolugdo de v;, para todo
1el.

Esta definicao nos permitirad estender para k-algebras com unidades locais, o resultado
de Doi e Takeuchi [DT] citado anteriormente. Em [M, pag 106], podemos encontrar
uma demonstracao deste teorema para as algebras unitarias. Por um lado, a ideia da
prova consiste em mostrar que se a H-extensao B c A é fendida por uma aplicacao
H-colinear v : H - A, com ~(1) = 1, temos uma acao de H em B dada por h > b =
~v(h1)by~1(hsy) e um cociclo invertivel dado por o(h,k) = v(h1)y(k1)y ' (heks). Assim,
o produto cruzado B#,H é um H-como6dulo a direita via b#h — b#h; ® hy e temos
o isomorfismo ¢ : B#,H — A dado por b#h — by(h) que é morfismo de B-moddulo
a esquerda e de H-comddulo a direita. A saber, a inversa de ® é ¥ : A - B#,H
definida por ¥(a) = agy~'(a1)#az. Por outro lado, se A é isomorfo a B#,H, define-se
~v:H — B#,H por y(h) = 1#h. Assim, v é invertivel por convolu¢do com a inversa dada

por 7' (h) = 071 (S(h2), h3)#S(h1).

Teorema 2.2.11 Seja A uma H-comddulo dlgebra com um sistema de unidades locais

u={e;|iel}. A extensio A" c A ¢ fendida se, e somente se, existe um isomorfismo
6: AHa [T > A

de H-comddulo dlgebras e A" -mddulos a esquerda, onde o = (0;)ie; € uma familia de

. . P . ~ . -1 _ -1 . .
cociclos invertiveis por convolugao tais que e0; =0, , sempre que 1 < J.
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Demonstragao: (=): Suponha que A®HY c A é fendida por v = (v;). Assim, cada
extensdo A c A; é fendida por ~; : H - A; e, desde que A; ¢ unitaria para todo i, temos

0s isomorfismos

0; : AfOH#aiH - A
a#qh — avy(h)

de H-comodulo algebras a direita e A®H-modulos a esquerda como explicitado acima,
onde o;(h,k) = v;(h1)7i(k1)v; ' (hok2) € um cociclo invertivel para A; e H mede cada 4;
por h >; a =~;(hy)ay; (hs).

Definimos a aplicacdo >: H ® A - A por

h>a=hrD;a,

onde a € A; para algum i € I. De fato esta aplicacdo estd bem definida pois, se existe j # i
tal que a € A;, entao, existe t € [ tal que ¢ <t e j <t. Logo,
h >;a =5i(h1)av; (he) = v (ha)esaei v (ha) = vi(hi)avy; (he). Analogamente,
h >ja=7v;(h)ay; (he) = w(h)ejaen; ' (he) = yi(h)ar; (he).
Além disso, a familia o = (0;);; € um 2-cociclo normalizado para A. Com efeito, se

1 < 7 temos a compatibilidade:

ai(h, k) Yilhi) (k1) i (hoks)

——— P —

= ey (ha) (ke eyt (haks)
= e (h1)v;(k)eny;' (hoks)

= e;v;(h1)eiy; (k1)v; " (hoks)

= eieiyi(h)j(ka)v;t (haks)
= e (ha)v;(ka)v; " (haks)

= e;0;(h,k).

Desde que o; ' (h, k) = vi(hik1)7v; ' (k2)7; " (ha), segue que e;o;" = 07! sempre que i < j.
Agora consideremos os morfismos 6" : (A« AHy HY) - (A®H A;) em (A,T)
dados por 9§A’F) = (Id georr,0;). Podemos verificar que o diagrama abaixo comuta sempre

que ¢ < J:

9§A,F)

(Agett, Attt H ) (A, Ai)

e 0]

(A;OH’ A§0H#gj H) (A§OH7 A])

(AT)
ej
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basta ver que se a € A;?OH, temos:

0;(;Bi(a#ts,h)) = 0;(a#ts,h) = av;(h) = aeiy;(h) = avi(h) = 0;(a#s,h) = jai(0;(atts,h)).

Pelas Proposicoes 2.2.8 e 2.2.9 e pela condi¢ao do colimite, existe um tnico A1) =
(I,0): (At AccHi H) - (A« A) que faz o diagrama abaixo comutar:

_3een
(choH7 AcoH#aH/) T (AcoH’ A)
\ (A1) /
6
(At A, H) (A A)
coH CLOH 9§AYF) colj{
(Aj 7Aj #ajH) (Aj 7Aj)

Portanto, temos 0 : A" 4 H — A que é um morfismo de H-comddulo algebras e
A _modulos & esquerda.

Podemos proceder analogamente com as aplicagdes 671, isto é, temos morfismos
(0, = (Tdyeon, 0;1) = (APT, Ay) — (AT, A4, H) e, novamente pela proprie-
dade do colimite, existe um tnico (6-1)(AD) = (1,071) : (A«H A) —» (AceH  AcoHdt H).
Neste caso, #~1 é a inversa de 6.

(<) : Queremos mostrar que a extensao A®H c A é fendida. Desde que A é iso-
morfo a A«H4 H. vamos mostrar que para qualquer produto cruzado B#,H, a ex-
tensdo B ¢ B#,H é fendida. Assumindo que B possui unidades locais {e;};s, defina
vi(h) = e;#,,h, para todo i € I. Assim, 7, é invertivel por convolu¢do com inversa dada por
Y (R) = 071 (S(ha), hs)#,,5(h1), isto &, cada extensdo B; ¢ Bi#,,H ¢ fendida. Além
disso, sempre que ¢ < j, temos:

o e;(h) = (e#1)(e;#q,h)

= ei(1 >ej)oj(l,hi)#e,1.hy

= eie(1)eje(hi)ej#tq ho

= eiej#ajh = €i#ajh = ei#aih = %’(h);
o vi(h)e; = (ej#o,h)(ei#l)

= ¢j(h1 >e;)oj(ha, 1)#s,h3.1

= eje(hy)eic(ha).e;#o,hs

= ejeieittoh = eifto,h = ei#oh = vi(h);
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o e (h) = (ei#1)(0;'(S(h), ha)#o;S(h1))
= (1 >oj'(S(h2), h3))oj(1,5(hi)1)#S (h)2
= €07 (S(h2), h3)e(S(h1)1)e;#S (ha)e
= 071 (S(ha), h)es#e(S(h)1) S (h )
= 0 (S(ha), ha) #S ()
= 0, (S(ha), ha)#S(h1)

= 77 (h).
Portanto, B ¢ B#,H é fendida por v = (7;).

2.2.3 Equivaléncias de produtos cruzados

O teorema a seguir nos fornece condi¢oes necessarias e suficientes para que dois produtos
cruzados sejam isomorfos. Novamente, para o caso de k-algebras com unidades locais,
precisamos de uma compatibilidade para termos a analogia com o caso classico mostrado
por Doi em [D89]. Uma demonstragido deste teorema pode ser visto em [M, Teorema
7.3.4].

Teorema 2.2.12 Seja A um H-mddulo torcido por (>,0) e por (»,7) e ¢ : A#,H —
A#. H um isomorfismo de H-comddulo dlgebras com unidades locais que é A-linear a es-
querda e fiza os idempotentes e;#1. Entao, existem morfismos invertiveis por convolu¢ao
w; € Hom(H, A;) tais que para todo a € A;, h,k e H,

Z) ¢(@#ah) = aui(h(l))#rh(2)7
i) hra=u'(hay)(he >a)u(hs),
i) 1;(h, k) =u; (hay) (b > u;t(kay))oi(hey, key)uwihwkas)),
W) u; = eu; sei<j.
Reciprocamente, se existem morfismos invertiveis por convolugao u; € Hom(H, A;) que

satisfazem (ii), (iii) e (iv), entdo, o morfismo ¢ em (i) é um isomorfismo de H-comddulo

dlgebras com unidades locais.

Demonstracgao:
(=): Definimos u;(h) = (Id ® €)¢(e;#h). Desde que ¢ fixa os idempotentes, temos
w; » H - A;. Entdo, pela demonstragdo para o caso classico mostrado em |[M, Teorema,

7.3.4], obtemos imediatamente (i), (ii) e (iii) para cada i € I. Para mostrar (iv), observe
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que se ¢ < j, entao,

£

=
>

N
1

(Id®e)gp(ei#h)
(Id®e)p(eie;#h)
(Idee)[(e;® 1)p(e;#h)]
e;u;j(h).

(«<): Suponhamos que valem (ii), (iii) e (iv). Entao, do caso classico, temos que para
cada i € I, as aplicacoes ¢; : Ai#,, H - Ai#,, H dadas por ¢;(a#s,h) = av;(hay)#h2),
para todo a € A; e h € H, sao isomorfismos de H-comodulos a direita que sao A;-lineares
a esquerda. Consideremos, sempre que 4 < j, as inclusoes ;8; : Ai#o, H — A, H e

iVt Aiftr, H = Aj# . H, entao, o seguinte diagrama é comutativo:

o

Ai#aiH Al#nH
Ljﬁv‘, Lﬂi
Aj#UjH AJ#T]H

J

De fato, sejam a € A; e h € H. Entao,

i(@ila#tah)) = jyilaui(hi)#r,h2))
= aui(hﬁ#rjhz
= aeiuj(hl)#Tjh2
= auj(hl)#Tth
= ¢j(a#s,;h)
= ¢;(;8i(at#q,h)).

Assim, se ngA’F) = (Ida,, ¢:) : (Ai, Aitto, H) = (A;i, Ai# ., H) na categoria (A, I"), temos

o seguinte diagrama comutativo:

¢§A7F)

ljBi(A,F) lj'Yi(A’F)

(Aj, Aj#q,H) L (Aj, Aj#- H)

J

onde, ;B = (jau, 18;) e A = G, ).

Além disso, na categoria dos pares (A,T") temos que li_n>1(Ai,Ai#oiH) = (A, A#,H)
e li_r)n(Ai,Ai#ﬂ.H) = (A, A#,H). Logo, desde que cada gbZ(A’F) é um isomorfismo, temos
que existe um tnico isomorfismo ¢ (A, A#,H) —» (A, A#.H) tal que o seguinte

diagrama comuta:



38

3! D)

T (A A% H)

A,

(Aj, Aj#to, H) o (Aj, Aj#.,H)
ou seja, se a € A; e h € H, temos que, ’yi(A’F)(qbgA’F)(a,a#mh)) = (b(A’F)(ﬁZ.(A’F)(a, a#q.h)).
Esta claro que se oA = (f, ¢), entao, f = Id,. Por outro lado, temos que,

¢(ﬁz(a#ozh)) = 71(¢Z(a#01h))7

isto é, ¢(a#,h) = vi(au;(hy)#-,hs) €, portanto, temos o isomorfismo

¢(a#ah) = aui(hl)#7h27

quando a € A;.

2.3 Extensoes de Galois

Para uma H-comoddulo algebra com unidades locais A, usaremos a notagao: B = A®H e
B; = (A;)H (= e;A®He,).

Lembremos que se A é uma H-comodulo algebra a direita com unidade, com coacao
dada por p: A - A® H, entao diz-se que a extensao B = A®H c A é H-Galois se a
aplicacao canonica can: A®g A -~ A® H dada por a®b — (a®1)p(b) é bijetiva. Usaremos
esta mesma definicao para H-comodulo dlgebras sem unidade.

Em geral, se A é uma H-comodulo algebra com unidades locais u = {e; | i € [}, segue
que:

can(e;A®p Ae;) c A; ® H,

pois can ¢ um morfismo de A-bimédulos. Tomando as restrigdes can; = can|, ag, a¢;» Para

todo 7 € I, temos o seguinte diagrama comutativo:
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can

/\\

A®p A A® H
GiA®B AeiLAiQDH
6jA®B ABjT‘Aj@H

considerando as respectivas inclusées. Como li_r)n(eiA ®p Ae;) = A®p Ae h_r)n(Az ® H) =
A® H, temos que, se as restricoes can; sao bijetivas, entao, can: AQg A - A® H também

¢ bijetiva, ou seja, a extensao A“H c A é H-Galois.

Definicao 2.3.1 A H-extensio B c A serd chamada extensao H-Galois com unida-
des locais se cada extensao B; c A; é H-Galois, i.e., se 0s morfismos can; : A; ®p, A; -

A; ® H dados por can;(a ®b) = ap(b) sao isomorfismos.

Para o proximo teorema precisamos definir a propriedade da base normal para H-
comoddulo algebra com unidades locais. Novamente pediremos uma certa compatibilidade

sempre que 7 < 7.

Definigao 2.3.2 Se A é uma H-comddulo dlgebra com unidades locais, dizemos que a
extensao B ¢ A tem a propriedade da base normal se eriste um isomorfismo H-

colinear a direita e B-linear & esquerda ¢ : B® H — A tal que:

i) o(B;® H) c A;, Yiel, e as restricoes ¢; = ¢|p,on : Bi ® H - A; sao isomorfismos

Bi-lineares;
i) ¢;j(e; ® h)e; = ¢;(e; ® h) para todo h € H sempre que i < j.

O proximo resultado é a caracterizacao de extensoes fendidas que estende o conhecido
teorema de Doi e Takeuchi [DT, Thm 9], onde mostra-se a equivaléncia entre extensoes
fendidas e extensoes de Galois com a propriedade da base normal para o caso de algebras
com unidade. Supondo que a extensao B c A é fendida por v, tem-se diretamente que A
é isomorfo ao produto B#,H, logo, segue que A tem a propriedade da base normal. Para
mostrar que A é H-Galois, constroi-se a inversa da aplicagao canonica can(a®b) = ap(b).
Esta aplicacao ¢ dada por a(a ® h) = ay'(hy) ® v(hs). Por outro lado, se a extensao
B c A é H-Galois e tem a propriedade da base normal, entao, can é bijetiva e existe um
isomorfismo ¢ : B® H - A que é morfismo de A-médulo a esquerda e H-comddulo a
direita. Neste caso, define-se v : H — A por v(h) = ¢(1 ® h). O fato da extensdo ser
H-Galois se faz necessaria para mostrar que v ¢ invertivel por convolugao; sua inversa é
dada por pu(h) =m(Id ® g)can™'(1® h), onde g = (Id ® €) o p~1. Maiores detalhes desta

demonstragao podem ser vistos em [M, Thm 8.2.4].
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Teorema 2.3.3 Seja A uma H-comddulo dlgebra com unidades locais, B = A«H A, =

e;Ae; e By = (A)H, para cada i€ I. Entao sao equivalentes:
i) A H-extensiao B c A é fendida,

ii) A H-extensao B ¢ A € uma extensio H-Galois com unidades locais e satisfaz a

propriedade da base normal.

Demonstracgao:

(i = i) : Suponhamos que B c A é fendida por v = (7;)i.;- Entao, cada extensao
B, c A; é fendida por v; e temos a compatibilidade «; = e;; = 7;€;, sempre que ¢ < j. Do
caso classico, segue que cada extensao B; c A; é H-Galois e, portanto, a extensao B c A
é H-Galois com unidades locais. Agora, pelo Teorema 2.2.11, temos um isomorfismo
0: B#,H - A que é morfismo de H-como6dulo algebras a direita e B-modulos & esquerda.
Pela construcao de 6, temos que, 0(B; ® H) c A; e os morfismos 0; = 0|, : Bi® H > A;

sao isomorfismos B;-lineares para todo i. Além disso, se 7 < j, temos,
Qj(ej ® h)ez = ejvj(h)ei = %(h)el = ’)/Z(h) = GZ’%(h) = 07,(61 ® h)

Portanto, B c A tem a propriedade da base normal.

(it = 1) : Se B ¢ A é H-Galois com unidades locais, temos que, para todo i € I, a
extensao B; ¢ A; ¢ H-Galois. Além disso, se B ¢ A tem a propriedade da base normal,
existe um isomorfismo ¢ : B® H - A que é H-colinear & direita e B-linear a esquerda, tal
que, para cada i € I, ¢; = |p,om : B;® H - A; & um isomorfismo B;-linear e ¢;(e; ® h)e; =
¢i(e; ® h) sempre que i < j. Assim, do caso classico, temos que cada extensdo B; c A; é

fendida por 7;(h) = ¢i(e; ® h). Agora, seja i < j. Entao,
eivj(h) = €ipj(e; ® h) = e;p(e; ® h) = P(eie; ® h) = dp(ei ® h) = ¢;(e; ® h) =i (h),

desde que ¢ é B-linear. Por outro lado, temos que v;(h)e; = ¢;(e;®h)e; = ¢;(e;®h) =v;(h).
Portanto, B c A é fendida por v = (7;)ics-

(o

O proximo capitulo sera dedicado a mostrar uma condicao para a algebra A tal que,

se a extensao B c A é H-Galois, entao, cada extensao B; c A; é H-Galois, ou seja, A é

H-Galois com unidades locais. Trata-se de uma conexao forte para A.



3 Conexoes fortes

Uma vez que a extensao A°H c A ¢ H-Galois, nada se pode afirmar a respeito das exten-
soes A%H c A;, onde cada A; é uma subalgebra unitaria de A. A finalidade deste capitulo
é mostrar uma condicao suficiente para a H-comodulo algebra com unidades locais A tal
que a condicao de Galois em A implica na condicao de Galois para as suas partes A;.
Veremos adiante que a conexao forte para A cumpre este papel. Porém, encontramos
na literatura esta condicao apenas para algebras com unidade, mas, o que se precisa,
mais especificamente, é que o espago vetorial A ® H possua elementos (denotaremos por

(1® h)nr) que preservem a estrutura de A-bimodulo no seguinte sentido:
a-(1®h)y=a®h,
(1®h)r-a=ay® hay,

paratodoaec Ae he H.
Isto é possivel utilizado-se o conceito de multiplicadores da algebra para bimddulos.

Este serd o tema da proxima secao.

3.1 Multiplicadores da algebra

A principal referéncia para esta se¢io é [D-A08].

Sejam k um anel comutativo e A uma k-algebra com ou sem unidade. Diremos que um
A-mobdulo & esquerda (ou a direita) X é ndo-degenerado se = = 0 sempre que az =0 (ou
za = 0) para todo a € A. Um A-bimo6dulo X é dito nao-degenerado se é nao-degenerado

como A-modulo & esquerda e como A-modulo a direita.

Definigao 3.1.1 Sejam A uma k-dlgebra com ou sem unidade sobre k e X um A-
bimddulo nao-degenerado. Denotaremos por Ma(X) o espago dos pares (1,r) de aplicagoes

k-lineares de A em X satisfazendo:
al(a") =r(a)ad

para todo a,a’ € A.
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Agora, para todo (I,r) € Ma(X) e a,a,a” € A, temos que
r(aa")a" = aad'l(a") = ar(a’)a”.

Como X é nao-degenerado (como um modulo a direita), temos r(aa’) = ar(a’). Ana-
logamente, como X é nao-degenerado como um modulo a esquerda, temos l(aa’) = [(a)a’.

Usaremos a seguinte notacao: Se w = (I,7) € M4(X) denotaremos:

w-a = l(a),
a-w = r(a).
Assim, w- (aa’) = (w-a)a’, (aa’) - w=a(a"-w) e (a-w)a’' =a(w-a').

Proposicao 3.1.2 Sejam A uma k-dlgebra e X um A-bimaodulo nao-degenerado. Entao,
Ma(X) é um A-bimddulo com as sequintes agoes: Sejam w € Ma(X) e be A, entdo, bw

¢ dado por:
i) bw-a=(b-w)a;
ii) a-bw=a(b-w), Ya e A.
Analogamente, sejam w e Mo(X) el € A, entao, wb' é dado por:
iii) wb' -a=(w-V)a;
) a-wb' =a(w-b'), Va e A.

Demonstragao: Primeiro, vejamos que bw € M4(X). De fato,
a(bw-a") =a((b-w)a’) = (a(b-w))a" = (a-bw)a’.

Analogamente, wb € M4(X). Agora, sejam b, b’ € A, entdo (bw)b' = b(wb'). De fato, se

a € A, entao,
(bw)b'-a=(bw-b")a=((b-w)b)a=(b(w-b"))a=(b-(wb))a=0b(wd")-a.

E, da mesma forma, a- (bw)b’ = a-b(wb'). Portanto, M4(X) é um A-bimddulo.

Definigao 3.1.3 Para cada v € X, definimos de maneira natural 1(x) € Ma(X) da se-

guinte maneira: Se 1(x) = (I,,7.), entdo,

l.(a) = za

r.(a)

axr
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para todo a € A.

Pelas propriedades de bimodulos, +(z) estd bem definido: r.(a)a’ = (ax)a’ = a(xa’) =
al.(a’).

Proposicao 3.1.4 A aplicagao 1x : X - Ms(X) dada por x — 1(x) é uma aplicag¢ao

mgetiva de bimodulos.

Demonstracao: A aplicacao 1x é injetiva pois X é um modulo nao-degenerado.
Além disso, dados x € X e a € A, temos:
1(ax)-a’ = (ax)a’ = (a-1(zx))d’ = a(x)-d; e,

a(a-1(z)) = a-a(x), paratodo a’ € A.
Portanto, ¢(ar) = ar(x). Analogamente, podemos provar que (za) = 2(z)a.

a-i(ax) = d(ax)

Observagao 3.1.5 Se A é uma algebra unitaria e X é um A-bimédulo unitério, isto é,
la.x =x =x.14, para todo x € X, podemos identificar X com M,4(X). Primeiro, observe
que w-14 =14-w para todo w e M4(X), de fato, w-14=1a(w-14) = (1a-w)la=14 w.
Agora, defina uma aplica¢do m: Ma(X) - X onde m(w) =w-14 (ou 14-w). Entao,
i) vom=1Id,(x). De fato,
(m(w))-a=1(w-1a)-a=(w-14)a=w-(lga)=w-a
a-i(m(w))=a-((lg-w))=a(ls-w)=(aly) w=a-w
Assim, o(7(w)) = w, para todo w € Ma(X).
ii) mou=1Idx. De fato,

w(1(x)) =1(x) 14 =2x.14 = x, para todo z € X.

Definicao 3.1.6 Seja f: X — Y um morfismo de A-bimddulos. Definimos a extensao
FiMa(X) = Ma(Y) como seque:

f(w)-a
a- f(w)

f(w-a)
fa-w)

para todo we My (X) e ac A.

Podemos ver que f(w) € Ma(Y). De fato, (a- f(w))a' = f(a-w)a’ = f((a-w)a’) =

fla(w-a")) =af(w-a) = a(f(w)-a).
Proposicio 3.1.7 f € um morfismo de A-bimddulos.

Demonstracao: Se w e M4(X) e a,a’ € A, temos,
Flaw)-a' = faw-a’) = f((a-w)a') = f(a-w)a’ = (a- f(w))a’ = af(w) o', e
a'- f(aw) = f(a'-aw) = f(a'(a-w)) =d'f(a'-w) =d'(a- f(w)) =a-af(w).
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Portanto, f(aw) = af(w). Analogamente, podemos mostrar que f(wa) = f(w)a.

Exemplo 3.1.8 Seja A uma H-como6dulo algebra com a estrutura de comédulo dada por
p. Desde que A® Ae A® A® H sao A-bimddulos via:

a(a’®a"”) = ad’ ®a" a(a’®b® h) aa'’ @b h
(d®ad")a = a'®a"a (a®@V ®h)b = a®bby®hb;

temos que [d ®p: A® A > A® A® H ¢ um morfismo de A-bimo6dulos e pode ser estendida
a:ld®@p: My(A® A) > Ma(A® A® H), que é também um morfismo de A-bimédulos.

Proposicdo 3.1.9 Se f: X - Y € um morfismos de A-bimddulos, entio foux =1y o f,

1.€., 0 sequinte diagrama € comutativo:

X ! Y
-,k
Ma(X) Ma(Y)

Demonstracgao: Sejam z € X e a € A, entao
FOx(@))-a=f(x(2)-a) = f(za) = f(@)a =1y (f(2))-a, e
a- fix(x)) = fla-ix(2)) = f(az) = af () = a2y (f ().

Proposicao 3.1.10 Sejam f: X - Y eg:Y — Z morfismos de A-bimddulos. FEntao,
gof=gof.
Demonstracao: Para cada we Ma(X) e ace A:
goF(w)-a=(go N(w-a) = g(f(w-a)) = o(Fw)-a) = g(T(w)) -a = (G0 T)(w) 0.
a-go f(w)=(ge f)(a-w)=g(f(a-w))=g(a f(w))=a-g(f(w))=a-(gof)(w).

Com estes resultados podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.11 Seja A uma k-dlgebra. Entao,
i) Ma:aMag— aMy € um funtor,

i) v:1d jpm, & Ma € uma transformagao natural.
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3.2 Conexoes fortes e extensoes principais em algebras

com unidades locais

Daqui em diante, H serd uma algebra de Hopf com antipoda bijetiva e A serd uma H-
comodulo algebra & direita com a estrutura de comoédulo dada por p: A - A® H denotada
por p(a) = ap ® a;. A existéncia da inversa da antipoda nos permite definir uma coagao
a esquerda A : A > H ® A dada por a —» S7'(a1) ® ag. Isto faz de A um H-comddulo
a esquerda e uma H-comodulo algebra & esquerda. A subélgebra de coinvariantes em

relacdo a \ é a mesma em relacdo a p, a qual denotamos por B = A«H,

Observacao 3.2.1 Vimos no Exemplo 3.1.8 que a aplicacao [d ® p: A® A > A A® H
pode ser estendida aos multiplicadores: Id ® p: Ma(A® A) - M4(A® A® H). Da mesma
forma, podemos estender A®Id : A®A - HOA®AaA®Id : My(A®A) - My(H®A®A),
onde a estrutura de A-bimédulo de H ® A ® A é dada por:

a(h®bec)
(h®a®c)b

hS=(a1) ® agb ® ¢,
h®a® cb.

Uma conexao forte em uma H-como6dulo algebra unitaria [H-PM96|, onde H é uma
algebra de Hopf com antipoda bijetiva e éan é o levantamento de can a A® A, é uma

aplicacao linear ¢/ : H - A ® A satisfazendo:
1) (Idep)ol=(Leld)oA;

i) (A®ld)ol=(Id ®)oA;

iii) cano/=1@®1d.

Ou ainda, uma conexao forte ¢ satisfaz os seguintes diagramas comutativos:

i) H < A®A i) H : A®A
Al lld®p Al LA@Id

) H L . A®A

éan
k j

A H

Usando a notagao de Heyneman-Sweedler ¢(h) = £(h)<"> ® ¢(h)<*, podemos escrever

as propriedades acima da seguinte forma:

i) 0(h)<> @ L(h)sZ ® ((h)? = ((hy)<"> ® ((h1)<® ® ho,
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i) S7H(h)F) ® £(h)§" @ £(h)<?> = hy ® L(h2)<"> ® L(he)<?,
iii) L(h)<>l(h)§® ® ((h){* =1® h.
Aplicando Id ® € na tltima equacao obtemos a formula:
C(h)<0(h)*?> = e(h).

Observacao 3.2.2 Se B é unitario, o produto cruzado B#,H possui uma conexao forte.
De fato, temos que a extensao B c A é fendida, digamos por 7. Se 0 é a inversa por
convolucao de v, entao, £(h) = d(h1) ® y(hs) define uma conexao forte para A:
i) (Id @ p)ol)(h) = (Id ®p)(6(h1)®@~(h2))
= 0(h1) ® (pory)(he)
= d(h)®((y®Id)oA)(hy) (v é morfismo de H-comddulo)
= 3(h1) ® y(ha1) ® ha
= d(h11) ® y(h12) ® hy
= ((hy) ® hs
= ((eld)(hi ®hs)
= ((leld)oA)(h)

ii) Primeiro vejamos que:
S_l(é(h)1)®6(h)0=h1®5(h2). (31)

De fato, seja 7: VoW - W @ V a aplicagao tor¢ao dada por 7(v ® w) = w ® v para
quaisquer dois k-espacos V e W. Entao,

S=1(5(h)1) ®d(h)o (S71eld)(d(h)1®d(h)o)
((S'e®ld)oTo(pod))(h)
((Steld)oTo[(d®S)oToA])(h)
((S7'®@ld)oTo(d®S5))(hy®hy)
((S'eld)or)(0(hy) ® S(h1))
(St eld)(S(h1) ®d(he))

= h1®d(hs)

+ Uma demonstragao de que pod = (d®S) o0 A pode ser vista em |[M, pag 106|

Il Il * 1l

Dai, temos que:
(A®Id)ol)(h) = (A®Id)(6(h1)@7(h2))
= 57(0(h1)1) ® 6(h1)o ® (he)
Dy @ 6(hig) @ y(he)
h1 ® 6(h21)7(h22)
hy ® ((hs)
((Id ® £) o A)(h)
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iii) (cano £)(h) = can(d(h1) ®v(h2))
= 0(h1)p(v(h2))
= 0(h1)(yeld)(A(he))
= 0(h1)y(ha1) ® hao
= e(h1)1l®hy
= 1®h

A propriedade de conexao forte, para o caso em que se tem unidade, estd intimamente
relacionada com o conceito de principalidade [BH04]. Usaremos, para o caso sem unidade,

a mesma definicao de comodulo algebras principais que se tem para algebras unitéarias:

Definigao 3.2.3 Seja A uma comddulo dlgebra o esquerda (com ou sem unidade) sobre
uma dlgebra de Hopf H com antipoda bijetiva, e seja B = A®H g subdlgebra dos coin-
variantes. A comddulo dlgebra A € chamada principal se as sequintes condigoes sao

satisfeitas:
1. a extensao Bc A é H-Galois;

2. a comddulo dlgebra A é H-equivariante projetiva a direita como um B-mddulo a
esquerda, i.e., existe uma cisao da multiplicacio B ® A - A que é H-colinear a

direita e B-linear a esquerda.

Observagao 3.2.4 Se A ¢ H-equivariante projetiva a direita como um B-mo6dulo & es-
querda, existe uma cisao da multiplicacao m : B® A - A que é H-colinear & direita e
B-linear a esquerda, isto é, existe s: A > B® A tal que mos=1d. Logo, se A é principal,
can: A®pA > A®H ecan™': AQ H - A®p A podem ser levantados a can: A® A - A® H

ecanl: A® H - A® A, respectivamente, conforme podemos observar nos diagramas:

A®p A < A® H A9 H n A®p A

7 N
Ve N
Id®BmT s AN lld@Bs
Ve N
Ve N
A®pB®A —< AepB® A
7 N
~ Ve N ~
_T // \A l_
A® A A® A

Assim, éanocan™! = 1d 4ep.
Desde que ¢an e can~! sao morfismos de A-bimddulos, com a estrutura de A-bimodulo
de A® H dada por:

a(a’®h) = ad' ®h,
(a’®h)a

a'ag ® hay,

podemos estender estes morfismos aos multiplicadores: ¢an: M (A® A) > Ma(A® H) e
can!: MA(A(X)H) - MA(A(X)A)
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Se A é principal (com unidade), pode-se mostrar que ¢(h) = can~'(1 ® h) define uma

conexao forte em A. Agora, dada uma conexao forte £ em A, a aplicacao:

AH - A®pA
a®h +— al(h)>®pl(h)?*,

define a inversa da aplicacao canonica can, ou seja, A é H-Galois e a aplicacao:

A - B®A

a ~ agl(a))P @ l(a;)?,

define uma cisao da multiplicacado B ® A - A. Logo, A é principal. Assim, temos o

seguinte teorema, cuja demonstragao pode ser vista em [BHOA4]:

Teorema 3.2.5 Seja A uma H-comddulo dlgebra com unidade. Entdo, A possui uma

conexao forte se, e somente se, a extensao A" c A ¢ principal.

Adaptando a definicao de conexdo forte para algebras com unidades locais, obtemos
um resultado anédlogo sob algumas condigoes e, mesmo que o conjunto I seja infinito,
mostramos que a propriedade de conexao forte em A mune cada A; com a mesma propri-
edade. Porém, desde que A nao tenha unidade, como dito anteriormente, recorremos aos

multiplicadores e precisamos das seguintes aplicacoes:

Definigao 3.2.6 Seja A uma H-comddulo dlgebra a direita. Definimos as aplicagoes

lineares:

i) F:My(A® A)®@ H—> Mu(A® A® H), dada por,

Fweh)-a
a-Flweh)

w - ag ® hay

a-w®h
para todo a € A, we My(A® A) e he H.

i) G: HO Ma(A® A) > Ma(H® A® A), dada por,

hew-a
hS=t(a1) ® ag-w

G(how)-a
a-G(hew)

para todo a€ A, we Ma(A® A) e he H.
De fato, F e G estao bem definidas:

i) (a-Fweh))a' =(a-w®h)a' = (a-w)aj ® ha} = a(w-a}) @ ha} = a(w - af ® hal) =
a(F(w®h)-a'),



49

i) (a-G(hew))a' = (hS(a1) ®ag-w)a’ =hS™(a1)® (ag-w)a’ = hS(a;) ®ag(w-a’) =
a(h@w-a')=a(G(heow)-a).

Definicao 3.2.7 Seja A uma H-comddulo dlgebra a direita. Definimos, para cada h € H,
um elemento (1® h)y em My(A® H) dado por,

(1®h)r-a=ap® hay,

a'(1®h)M=a®h,
para todo a € A.

De fato, (1 ® h)s estd bem-definido:
(a-(1®h)p)a' = (a®h)a’ = aay ® ha! = a(ay ® ha}) =a((1® h) - a’).
Com estas aplicacoes e com o elemento da Defini¢ao 3.2.7, podemos definir conexoes

fortes para algebras com unidades locais.

Definicao 3.2.8 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva e can : Ma(A ®
A) - Ms(A® H) a extensao do levantamento de can ¢ A® A. FEntdo, uma conexao
forte em uma H-comddulo dlgebra & direita A (nao unitdria) é uma aplicacdo linear
(:H - Ms(A® A) satisfazendo,

i) Id,®@pol=Fo(leldy)oA,
i) A@Id s0l=Go(Idy ®() oA,
iii) Ganol=(1®1Id)yy.

Em diagramas, temos:

i)

Heo H Ma(A® A)

Z®Idj lld@p
Mjs(A® A)o H Ms(A® A® H)

ii)
H
/ \

HeoH Ma(A® A)

Id®€j LW
He My(Ao A) Ms(H® A® A)




50

iii)

H L Mi(A® A)

MA(A ® H)
Para o préximo resultado precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2.1 Seja A uma H-comddulo dlgebra e : H® A - A® H a aplicacdo dada por
(h®a) =ay® hay, entdo, se A é H-Galois, temos:

i) (Id ® p)ocan”!
i) (A@ld)ocan™

(can' ®Id) o (Id ® A) (3.2)
(Id ®can ™) o (' ®1d) o (Id ® A) (3.3)

Demonstragao:
i) Temos que,
((can®ld)o(Id ® p))(a®b) = (can®ld)(a® p(b))

= can(a®by) ® by
= ap(by) ® by
= a((peld)p(b))
= a((Id ® A)p(b))
= (Id ® A)ap(b)
= (Id ® A)can(a®b)
= ((Id ® A)ocan)(a®b)

Compondo a esquerda por can™! ® Id e a direita por can™!

, obtemos a expressao
desejada.
ii) Primeiro observe que, se ¥)(h®a) = ap® hay, entdo, ¥ tem inversa dada por =1 (a®h) =
hS='(a1) ® ag. De fato,
(Poyp)(a®h) = P(hS™(a1)®ao)
= ago® hS ' (ay)an
= ag®he(ay)

= a®h
Por outro lado,

(W lop)(h®a) = Y '(ap® hay)
= hals‘l(am) ® ago
= he(ar) ® ag

= h®a
Agora, temos que,
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((p®ld)o(ld ®can)o (A®Id))(a®b) = ((¥v®Id)o(Id ®can))(S'(a1) ® ap®Db)
= (Y®Id)(S*(a;)®can(ay®b))
= (Ypold)(S'(a1) ® aphy ® b1)
= agoboo ® S~ (a1)ao1bor ® by
= apboo ® e(ay)bor ® by
= abgy ® bg1 ® by
= can(a®by) ® by
= ((can®Id)o(Id ® p))(a®D)

= ((Id ® A)ocan)(a®b)
Compondo a esquerda por (Id ® can ™) o (¢! ® Id) e a direita por can™!, obtemos a

expressao desejada.

Teorema 3.2.9 Se A ¢ principal entao A tem uma conexdo forte.

Demonstracao: Desde que A é principal, A ¢ H-Galois, i.e., existe uma inversa da
aplicagao canodnica can: A®p A > A® H. Definimos: (: H - Ms(A® A) por:

0(h) =can 1 ((1® h) ).

Entao, ¢ é uma conexao forte em A.
De fato,

i) [da®pol=Fo(l®Ildy)oA:

([T p) (@ (18 M) -a

(1d & p) (@ (18 W)y )
(Id ® p)(can~!(ap ® hay))

2 (canl@1d) o (Id ® A)(ap ® hay)
can-l' ® Id )(ao ® hiay; ® heays)

= (
= (can‘l ® Id )(CLO(] ® hlaOI ® h2a1)
=C

((Id ® p) o £)(h) - a

e —

an(agg ® hiag1) ® hoay

a-((Idep)ol)(h) =a-(Id®p)(can((1®h)u))

= (Id ®P)(Cf'“c;37:1((1®h)M))

=(Id ® p)(can"H(a- (1 ®h)pr))

= (1d ® p)(can(a ® )

@2 (Canl @1d) o (Id ® A)(a® h)
= (can" 1 ®1d)(a ® by ® hy)
=can ' (a®hy) ® hy

Por outro lado,



(Fo(t@ld)oA)(h)-a =(Fo(l®ld))(h ®hs)-a
= F(can (1@ hy)p) ® ho) -a
= can - ((1® h1)ur) - ao ® hoas
= can L ((1® hy)ar - ag) ® haay
= c’zm‘i(aoo ® hiagr) ® haay

a-(Fo(l®Id)oA)(h) =a-(Fo(f®ld))(h ®hs)
=a-F(can ' ((1© h1)yr) ® ho)
=a'$((1®h1)]\4)®h2
=can'(a- (1® hy)a) ® ho
=can ' (a®hy) ® hy

i) \@Id ol=Go(Idy®()oA

(AeId)ol)(h)-a =(A&ld)(can 1 ((1®h)y))-a
=(A®Id)(can ' ((1®h)y - a))

= (A®Id)(can"(ag ® hay))

B (1d @ can1) o (Y1 @ 1d ) o (Id ® A)(ap ® hay)

= (Id ® can‘l) o (77[)_1 ® Id )(CLO ® hiay; ® hg(llg)

= (Id ® can™1)(hya11.5  (ap1) ® ago ® haagz)
= (Id ® can 1) (hye(ar) ® ag ® haas)
= (Id ® can 1) (hy ® ag ® heay)
:h1®cafﬁ—:1(a0®h2a1)
a-(NeId)ol)(h) =a-(Aeld)(can'((1®h)y))
= (A@ld)(a can((1@h)u))
=(A®Id)(can(a-(1®h)y))
- (A®Id)(can"'(a®h))
) (1d @ can1) o (v 1@ 1d) o (Id ® A)(a® h)
= (Id ® can1) o (¢! @ Id ) (a ® hy ® hy)

= (Id ® can‘l)(hls‘l(al) ® ag ® hg)
= hlS‘l(al) ® can*l(ao ® hg)

Por outro lado,

02
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(Go(Id ®0)oA)(h)-a =(Go(Id ®€))(h ®hs)-a
=G(hi@can ((1® hs)u))-a
—hi®@can ' ((1®hs)y)-a
= hy®can ((1® hy)y - a)
=h1®ca’?‘/1(ao®h2a1)

a-(Go(Id®0)oA)(h) =a-(Go(Id ®0))(h ® hs)
:a'g(hl@’&m((l@hz)M))
= S (a1) ® ap - can-L((1® o) as)
= h1S1(a1) ® can1(ag - (1® hs) )
= h157(a;) ® can1(ag ® hs)

iii) canol=(1®Id)y

De fato, can o £(h) = Ganocan-1((1®h)y) = canocan- (1@ h)y) =Id((1®h)y) =

Usaremos as seguintes notagoes para o par de aplicagoes de £(h):

a g(h) — g(h)<a,1> ®€(h><a’2>
f(h) - E(h)<l’b> ® f(h)<2’b>
Usando estas notagoes, a expressao i) da definigdo de conexao forte nos da a seguinte
formula:
((h1)*" @ £(hy) " @ hy = £(h)**" @ £(h)§"* @ [(h);"* (3.4)

De fato,

a- (1@ p)(((h))
(1d 4 ® p)(a- (1))
(1d 4 ® p) (£(h)*" ® (1))
g(h)<a 1> ®€(h)<a ,2> ®£(h)<a 2>

a-((Ids®p)ol)(h)

Por outro lado,

Q

a-(Fo(l®ldy)oA)h) = a-(Fo({®ldy))(A(h))
(Fo(l®ldy))(hi ® hs)
~F(l(hy) ® hy)

= a-l(hy) ® hy

— é(hl)«l’b ®£(h1)<a’2> ® h2

I
Q

I
Q
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De maneira analoga, aplicando a do lado direito desta mesma expressao, obtemos a

formulas:

0(hy)<"0> @ £(hy)2> ® hoby = L(R)MP ® £(h)5>" © £(h) TP (3.5)

A expressao ii) da defini¢do de conexdo forte nos dé as formulas:
h1S7H(ar) ® £(hy) < @ £(hy)<®® = STH(U(h)T") @ £(h)s™" ® L(h)<+* (3.6)

hy ® £(hy)<" ® £(hy)<** = S7H(L(R)P) @ L(R)gHY ® £(h)<>¥ (3.7)

E, com esta notagao, a expressao iii) fornece:
0(h)< ()™ @ L(h){"* =a®h (3.8)

ORI 0(R)52" @ €(h) " = by ® hiy (3.9)

De fato, temos que a-(1® h)y = a ® h, e, por outro lado,

a-(@nol)(h) = a-(G@n(E(h))
= an(a-L(h))
— éﬁﬁ(f(h)q“b ®€(h)<a’2>)

= U © ()i

Aplicando Id ® € na equagao (3.8) temos a formula:

0(R)<>0(h)<% = as(h) (3.10)

Para a reciproca do Teorema 3.2.9 precisamos pedir que o k-médulo A seja k-plano,
veja a Definicao B.8. Observe que, se k é um corpo, esta condicao é satisfeita, isto é, todo

k-espaco ¢ k-plano quando k é um corpo, logo, a reciproca do teorema é verdadeira.

Teorema 3.2.10 Se A tem uma conexao forte e A € k-plano, entao, A € principal.

Demonstrac¢ao: Dada uma conexao forte £: H - M4(A® A) em A, definimos:

st A - A®A

a = Qg .£(a1) = [(a1)<ao,1> ® g(a1)<a0,2>.

Entao,

m(s(a)) =m(l(ay)<®> @ l(ay)<w0?>) = l(ay)<w>l(a;)<%0?* = qpe(ar) = a.

Assim, s é uma cisao da multiplicacao m : A® A - A. Precisamos de uma cisao da
restricao de m ao dominio B® A. Denotando esta restricao por mpg, temos que mpg = mot,
ondei: B® A—-> A® A é a inclusao.
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Temos ainda que s é B-linear & esquerda. De fato, sejam be B = A e g € A, entao,

usando o fato de que ¢(h) € M4(A® A) para todo h € H, temos:
s(ba) (ba)o - £((ba)q)

(bag) - £(1.aq)
(bao) - £(a1)
b(ag-l(ay))
bs(a)
Pelo item ii) da Defini¢ao 3.2.8, temos:

ap-G(Id ® ))A(ay) = ag-G(a1 ®l(ay))
= S (ay) ® ag - £(az)
= e(a1)lg ®ag-L(az)
= lg®e(ar)ap-¥(az)
1y ®ag-l(ay)

— 1H ® E(a1)<a0,1> ® g(a1)<a072>
Por outro lado,

ag-(A®Id)l(a;) = (A®Id)(ag-l(ar))
_ ()\ ® Id)(g(a1)<a0,1> ®€(a1)<a0,2>)
= Alar)™) @ Lay)™0*

* g(ay)ag = (S (a1))ap = e(a-1)ap = a, onde A\(a) = a_y ® ao.

Portanto, ((1z ® Id ® Id) o s)(a) = ((A®1d) o s)(a).

Observe agora que A tem a mesma subdlgebra de coinvariantes com relagdo a p e & A
e, portanto, B = A«H & o equalizador de X\ e 1y ® Id, (veja Definicdo A.22 e Observagao
A.23).

B—— A Heo A

1y®ld

Assim, desde que A é k-plano, temos que B® A é o equalizador de A®Id e 1z®ld ®1d,
veja a Observacao B.9. Logo, existe s: A > B® A tal que i0o5=3s. Temos que mgos =

(moi)os=mo(ios) =mos =1d 4, e, portanto, 5 é uma cisao da multiplicagio B® A — A.

A®Id

BA— " .~ AQA HeA® A
A 1y®Ild®ld

J1 5l %’
|

A

Como 5(A) c B® A, podemos mostrar que 5 é H-colinear a direita: Seja a € A, entdo,



(pes)(a) = p(5(a))
= plao-£(a1))

o6

- p(g(al)qzo,b ®£(a1)<a0,2>)

= g(a1)8a071> ®€(CL1)

= f(a1)<“071> ®€(6L1
= f(a1)<“0’1> ®€(CL1

<ap,2> ® E(al);ao,bg(al);amb

<ap,2> ® 1'€(a1);a072>

<agp,2>

<ag,2>

® €(a1 1

= €(a11)<a071> ® g(a11)<a0,2> ® a9y

— g(a01)<a0(),1> ® g(a01)<a0072> ® ay

= ano '6(&01) ®a1

= §(a0) ® aq

= (5eld)(p(a))

= ((5®ld)op)(a)
Portanto, A é H-equivariante projetiva.

Seja mg: A® A > A®p A a sobrejecao canonica. Definimos: #: AQ H > A®p A por

0(a®h) = wp(a-L(h)) = £(h)< @p £(h)<e?.

Entao, 6 é inversa da aplicacao candnica can, isto é, A é H-Galois. De fato,

(canof)(a®h)

Por outro lado,

(ocan)(a®pb) =

(3.8)

Can(g(h)«z,b Rp g(h)<a,2>)
g(h)<a,1>£(h)(<)a,2> ®£(h);a’2>

a® h.

O(aby® by) = aé(bl)d")’b Qp g(bl)<b072>

= a®p (b)) L aepbye(h)

= a®phb.

Portanto, A é principal.

3.3 Conexoes fortes e subalgebras unitarias

Em [HKMZ|, os autores mostram que a propriedade de conexao forte de uma H-comodulo

algebra unitaria fornece esta mesma propriedade a um ndimero finito de H-comdédulo

algebras unitarias {A; | i € I} desde que, m; : A — A; sejam sobrejegoes e Ny ker A; =

{0}. A reciproca também é verdadeira. A fim de estender este resultado para éalgebras

com unidades locais, onde podemos ter infinitas subélgebras, precisaremos colocar uma
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condicao sobre as projecoes ;:
Seja A uma algebra com unidades locais u = {¢; | i € I} e considere as subélgebras
A; = e;Ae;. Vamos supor que cada projecdo m; : A - A; dada por m;(a) = e;ae; ¢ um

morfismo de algebras, isto é, e;ae;be; = e;abe; para todo a,be A.

Exemplo 3.3.1 Seja A uma k-algebra com unidades locais u = {e; | i € [}. Se os idem-
potentes e; sdo centrais, para todo 7 € I, entdo, as projecoes m; : A > A; sdo morfismos de

algebras.

Exemplo 3.3.2 Considere a k-dlgebra das matrizes triangulares superiores, com indices
em Nx N, com um namero finito de entradas nao nulas. Entao, u={E" =Y, F; | n € N},
onde FE; é a matriz que tem a unidade na posi¢ao (i,7) e zero em todas as outras, é um
sistema de unidades locais idempotentes. Observe que, em geral, E"A + AE™, mas, se
mn(A) = EPAE", entao, 7, é um morfismo de algebras, ou seja, E"AE"BE" = E"ABE".

Para o proximo teorema, observe que, desde que cada A; é uma algebra unitaria, A; é

principal se, e somente se, A; tem uma conexao forte (no sentido cléssico).

Teorema 3.3.3 Seja A uma H-comddulo dlgebra com unidades locais u={e;|iel}. Se
A tem uma conezxao forte e as proje¢oes m; : A - A; dadas por m;(a) = e;ae;, sao morfismos

de dlgebras, para todo i € I, entdo, cada A; tem uma conexdo forte.

Demonstracao: Seja ¢ : H - M4(A®A) uma conexao forte em A e defina ¢;: H - A;® A;
por ¢;(h) = (m; ®m;)(e; - £(h)). Entao, ¢; é uma conexao forte em A;. De fato,
i) (dep)oli(h) = (Id®p)(mem)(eiL(h))
= (Id ® p)(el(h)<cit>e; ® e;l(h)<ci-?>e;)
= el (h)<eite; @ el (h)s % e; @ L(h) T
eil(hy)<¢1>e; ® e;l(h1)<¢?>e; ® hoy
= (mem)(l(hy)!> @ L(h)¢?*) Q hy
= (mem)(e-l(h)) ® hy
= ((;®1d)(h; ® ho)
= ((;®1d) o A(h);
ii) (A®Id)ol;(h) = (Aeld)(mem)(e-L(h))
= (Aeld)(el(h)<c>e; ® el(h)<c-?>¢;)
= SR @ el (R)sF T es ® el (h)<ci?>e;
GO h1S1(1) @ el (ha) < >e; @ el (hy)<i>e,
= ho(mem)(e-L(h))
= (Id ®4;)(h1 ® hs)
= (Id ® ;) o A(h);
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ii) cnoly(h) = @mn(eil(h)<e; ® eil(h)<?e;)
= el(h)<e el (R) P e, @ ((h) P
= eig(h)@"’bg(h)ée"bei ® g(h)fei’b, (m; € mosfismo de algebras)
= ei(L(h)<= > 0(h)g P @ L(h) ;™ e

ei(e;® h)e;

= 6i®h.
<

Enfim, a principalidade de A transmite esta mesma condicdo as suas partes A;, em

particular, a condicao de Galois em A implica na condicao de Galois em A;, para todo :

Corolario 3.3.4 Seja A uma H-comddulo dlgebra com unidades locais w = {e; | i € I'}.
Se A € principal e as proje¢oes m; : A - A; dadas por m;(a) = e;ae;, sGo morfismos de

dlgebras, para todo i € I, entao, cada A; € principal.

Demonstracao: Se A é principal, entao, pelo Teorema 3.2.9, A tem uma conexao forte.

Assim, pelo Teorema 3.3.3, cada A; tem uma conexao forte. Desde que cada A; é unitaria,
temos que cada A; é principal.

(o

Consideremos agora as inclusoes o; : A; = A, Viel e ja; : A; > Aj, Vi < j. Entao,

temos que o o joy = o, sempre que ¢ < j e podemos estender as conexoes fortes dos A;’s

para A desde que tenhamos uma certa compatibilidade:

Teorema 3.3.5 Se cada A; tem uma conexao forte (;: H - A;® A; tal que (jo;® joy)ol; =

U; sempre que © < j, entdo, A tem uma conexao forte.

Demonstracao: Uma conexao forte £ : H - My(A® A) para A, pode ser dada como
segue:

Para he H e a € A, existe i € I tal que a € A;. Entao, definimos:
a-l(h)=ala; ® a;)l;(h).

Esta aplicacao estd bem definida. De fato, se a € A; com ¢ # j, existe t € [ tal que ¢ <t e
j <t. Entao,

a(a; ® a;)l;i(h) = alag oo @ o )li(h) = alay ® ay) (o @y )i (h) = a(oy ® ay )y ().
Analogamente,

ala;®a;)l(h) = a(agoro; @00 )li(h) = alau®@ay) (v ® )i (h) = a(ay®@ay) i (h).

Portanto, a(a; ® a;)¢;(h) = a(a; ® a;)l;(h).

De forma similar, para he€ H e a’ € A, existe j € I tal que a’ € A; e definimos:

((h)-a' =(a;®a;)l(h)d.



99

Agora, para cada h € H, temos que {(h) € May(A® A). Com efeito, dados a,a’ € A,
existe ¢ € I tal que a,a’ € A;, entao:
a(f(h)-a") =a((o; ® a;)l;(h)a’) = (a(o; ® a;)l;i(h))a’ = (a-L(h))a’.

Observe que €an o (a; ® ;) = €an,;. Entao, se a € A, existe i € I, tal que a € A;. Assim,

a-(G@nol)(h) = a-(Gn(((h)) = cn(a-l(h))
= can(a(o; ® a;)l;i(h)) = a.can((a; ® a;)l;i(h))
= a.can;(4;(h)) = a.(e;®h)
= a®h = a-(1®h)y

a-(1e1d)y(h)

As demais igualdades para mostrar que ¢ é uma conexao forte para A seguem de
maneira similar.

(o

Finalmente, é natural perguntar se vale a reciproca do Corolario 3.3.4, ou seja, se cada

A; ser principal implica que A é principal. Em geral, a H-equivariante projetividade dos

Als nao implica a H-equivariante projetividade de A, precisaremos novamente de uma
compatibilidade.

Seja s; : A; > B; ® A; a cisao da multiplicacao B; ® A; - A; para cada 7 € I. Suponha

que ;i 0s; = s; 0 ja;, sempre que ¢ < j, onde ;3; é a inclusao B; ® A; - B; ® A;. Assim,

temos que A é H-equivariante projetiva, pois, podemos estender por colimite.

3
A;:;\\ iB®A
Az’ i Bz ® Az
Ljai jﬁv‘,j
Aj 5; Bj ® Aj

Proposicao 3.3.6 Se cada A; é H-equivariante projetiva e ;3; 0 s; = s; 0 joy, sempre que

1< j, entao, A é H-equivariante projetiva.
&

Exemplo 3.3.7 Considere um produto cruzado A#,H. Cada subalgebra A;#,, H é prin-
cipal, desde que as extensoes A; c A;#,,H sao H-Galois, para todo ¢ € I. Temos as

seguintes cisoes da multiplicacao:

sit Ai#eH - A @ Ai#H.H
a#,.h - a®eF#H,.h
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No entanto, ao considerarmos as inclusoes como no teorema acima, nao temos a com-

patibilidade desejada, pois, se i < j e a € A;, temos,

jﬁi o sl(a#h) =a® €Z#h
s;j 0 j0;(aF#h) = a ® e;#h

Corolario 3.3.8 Se A possui um sistema ortogonal de idempotentes que € uma k-base

para A e cada A; € H-equivariante projetiva, entao, A é H-equivariante projetiva.

Demonstracgao: Pela Proposicao 3.3.6, basta mostrar que existem cisoes s; das multipli-
cacoes m; : B; = A;, tais que, se ¢ < j, entao, jf;0s; =5;0 0.

Seja {u;} um sistema de idempotentes ortogonais para A. Entdo, se i € I, existem

li,... 1y, com l; # [, sempre que s # ¢, tais que e; = uy, +...+uy,,. Se a € A;, a se escreve
de maneira tinica como combinagao k-linear de {u;,,...,u, }:
n
a = Z /\kulk,
k=1

onde \, ek, para k=1,...,n.

Definimos .
si(a) = Z A (ug, ® uy,).
k=1

Entao, s;(a) € B; ® A;, pois, s;(a) = Yi_ w, ® \pwy, e w, € B;, para k=1,...,n. Assim,

s; € uma cisao da multiplicacdao m; : B; ® A; = A;. Com efeito,

(m;os;)(a) =m(si(a)) = mz(}i Ak (U, ® ) = ;Akulk =a.

Temos ainda que s; é B;-linear a esquerda e H-colinear a direita. De fato, se b € B;,

b= Y51 0kuy,, com 0 €k para, k=1,...,n. Dai, ba = Y;'_; dp sy, e

si(ba) = Z ek (ug, ® uy,).

k=1

Por outro lado,

bsi(a) = (li 5kulk)(1§; Ar(uy, ® uy, ) = é%/\k(ulk ® uyy ).

Para mostrar a H-colinearidade observe que:

(posi)(a) = p(é Ae(uy, ® uy, ) = ékk(uzk Du, ®1), e,
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((s:®1d) 0 p)(a) (si@»ld)(p(éAkuzk)):(si@»ld)(émuzk@m

Z )\k(ulk ® uy, ® 1)
k=1

Agora, se ¢ < j, existe t € I tal que e; = e; + ¢, com e;e; = 0. Suponhamos que
m ~ m
€1 = Dpens1 Ui, €0LAO, €5 = D10 g, .
Se a € A;, entdo, a = Y01 Ay, = Yopeq Ay, com A\, =0, k=n+1,....m.

Assim,

sj(a) =Y ey, @ uy,) = Y Ay, ® wy) = si(a).
k=1 k=1

Portanto, se ¢ < j, temos a compatibilidade ;5; 0 s; = s, 0 ;a, e, portanto, A é H-
equivariante projetiva.
(o
Observe que apenas a compatibilidade da cisao exigida na Proposicao 3.3.6 nao garante
que a principalidade das subalgebras As implique na principalidade de A, pois faltaria
verificar a condicao de Galois. Até o presente momento nao foi possivel provar que se as
extensdes A ¢ A; sdo H-Galois para todo i € I, entdo, a extensao A c A ¢ também
H-Galois. Tampouco encontramos exemplos onde esta condicao nao se verifica. Este

problema sera alvo de nossos estudos em trabalhos futuros.
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A Algebras de Hopf

Por todo este apéndice, k denotard um corpo e o produto tensorial ® sera sobre o corpo

k, salvo quando mencionado o contrario.

Definicdo A.1 Uma k-algebra (com unidade ou unitdria) é um k-espago vetorial A
com duas aplicacoes k-lineares: a multiplicacio m: A® A - A e a unidade u:k - A,

tais que os sequintes diagramas comutam:

a) associatividade b) unidade
Ao A A" . AgA As A
N
idgm ™ k®A m Aok
Ao A = A \ /

A

Observacao A.2 Uma algebra sem unidade ¢ um k-espago vetorial com uma multi-
plicacao associativa, porém, nao possui uma aplicacao unidade que satisfaca a comutati-
vidade do segundo diagrama acima.

Apenas neste Apéndice, quando nos referirmos a uma k-algebra sera considerado uma
k-4lgebra com unidade.

Para a multiplicagdo, utilizaremos a nota¢ao m(a ® b) = ab.

Definicao A.3 Seja A uma k-dlgebra. Dizemos que B ¢ A é uma subdlgebra de A se B

¢ um k-subespaco vetorial de A e B é uma k-dlgebra com as restricoes da multiplicacao e
da unidade de A.

Definicao A.4 Para dois k-espacos Ve W a aplicacao torcao 7 : VW - WV é
dada por T(v@ W) =w @ v.

Definicao A.5 Dada uma k-dlgebra A, chamamos de dlgebra oposta de A e denotamos
por A°P q dlgebra obtida usando A como espago vetorial mas com uma nova multiplicacao

dada por m? =moT. Se A possui unidade, entao, A possui a mesma unidade de A.

64
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Defini¢ao A.6 Uma k-coalgebra (com co-unidade) é um k-espaco vetorial C' com
duas aplicacoes k-lineares: a comultiplicacio A : C - C @ C e a co-unidade € : C — K,

tais que 0s sequintes diagramas comutam:

a) co-associatividade b) co-unidade
= CecC C
RN
A asid ke C A Ceok
CeC—22.CeCoC TN LT

Usaremos a notagao A(c) =Y ¢; ® ¢o e, caso ndo haja margem para duvidas, escreve-

remos apenas A(c) = ¢; ® co.

Proposicao A.7 Sejam (A,m,u) uma k-dlgebra e (C,A,e) uma k-codlgebra. Entao
Homy (C, A) é uma k-dlgebra com o produto convolugio * dado por (f * g)(c) = m(f ®
9)A(c) e unidade dada por uoe.

Podemos escrever o produto convolugao da seguinte forma:

(f+g)(e) =) fler)g(ca).

Definicao A.8 Seja k um corpo.

1. Dadas duas k-dlgebras (A,ma,us) e (B,mp,up), dizemos que a aplicacio f: A —

B ¢ um morfismo de algebras se fomy=mpo(f® f) e fouy =up.

2. Dadas duas k-codlgebras (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep), dizemos que a aplicagdo g: C —

D ¢é um morfismo de coalgebras se (g® g) o Ag=Apogeec=¢cpog.

Definigdo A.9 Um k-espaco vetorial B serd chamado de bialgebra se (B,m,u) for
uma k-dlgebra, (B, A, e) for uma k-codlgebra e uma das condigoes (equivalentes) abaizo

for satisfeita:
1. A e e sao morfismos de dlgebras.

2. m e u sao morfismos de codlgebras.

Exemplo A.10 Seja G um grupo. A algebra de grupo kG é uma k-algebra e também
uma k-coalgebra com A(g) =g® g e e(g) = 1k, para todo g € G. Além disso, A e ¢ sao

morfismos de dlgebras. Portanto, kG é uma bialgebra.
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Definicao A.11 Seja H uma bidlgebra. Uma aplicacao k-linear S : H - H € chamada
uma antipoda em H se S ¢ a inversa da identidade I : H — H com respeito ao produto

convolugao da k-dlgebra Homy(H, H), ou seja, S+ =1xS=uoe.

Em outras palavras, isto significa que,
e(M)1y = (S*I)(h) =) S(hi)hs

€(h)1H = (I * S)(h) = Zhls(hg),
ou ainda,

Zhls(h2)=€(h)1H:ZS(h1)h2 (A].)

Definicao A.12 Uma bidlgebra que possui uma antipoda € chamada de algebra de
Hopf.

Exemplo A.13 Vimos no Exemplo A.10 que kG possui uma estrutura de bidlgebra. A
aplicagdo S : kG — kG definida por S(g) = g1, para todo g € G, satisfaz a equacao A.1.
Logo, kG é uma algebra de Hopf.

Definicao A.14 Seja A uma k-dlgebra. Um A-mobédulo a esquerda M € um k-espaco

com uma aplicacao k-linear -: A® M — M tal que os sequintes diagramas comutam:

A® Ao M "M A9M koM —"2M _AeM

A M 4 M M

Definicao A.15 Sejam M e N dois A-mddulos a esquerda. Dizemos que f: M — N é

um morfismo de A-mddulos se o sequinte diagrama comuta:

AeM—2%1 AN
']\/[l jN
M 7 N

Proposicao A.16 Seja H uma dlgebra de Hopf. Se M e N sao H-mddulos a esquerda,

entao, o produto tensorial M ® N € um H-modulo a esquerda com a aplicagcao - dada por:

h-(men) =Y (hi-m)® (hy-n).

Definicao A.17 Seja C' uma k-codlgebra. Um C-comdédulo a direita M ¢é um k-espaco



67

com uma aplicacao k-linear p: M — M ® C' tal que os sequintes diagramas comutam:

M & MeC M L . MeC

pl lM@A \ le

MeC MeCeC Mok
pC

Usaremos a notagao p(m) =Y. mo®m; € M ® C, ou simplesmente p(m) =mg® m;.
Exemplo A.18 Qualquer k-coalgebra C' é um C-comodulo & direita usando p = A.

Exemplo A.19 Se C = kG, entao, M é um kG-comoddulo a direita se, e somente se, M

¢ um espaco vetorial G-graduado, isto é, M = @4 M,.

Proposicao A.20 Seja H uma dlgebra de Hopf. Se M e N sao H-comddulos a direita,

entao, o produto tensorial M ® N é um H-comddulo a direita com a aplicacao p dada por:

p(men) =Y my®ng®mn.

Definigao A.21 Seja M um H-comddulo & direita. Entao, o conjunto M«H = {m e M |

p(m)=m®1} é chamado de coinvariantes de H em M.

Definicao A.22 Dados dois morfismos f,g: B - C, o equalizador de f e g ¢ um par
ordenado (A, e), com foe = goe que é universal com esta propriedade, isto €, se q: X - B

satisfaz foq=goq, entao existe um unico q¢': X - A comeoq' =q.

A—Ss>B—=(C
A g
oA

X

Observagao A.23 Em M (veja B.3), o equalizador de f e g é (ker(f —g),e) onde
e:ker(f-g) — B éainclusao. Assim, (B = A« B < A) é o equalizador de p e Id ® 1.

B—— A A9 H

Id®ly
De fato, a € ker(p—(Id ® 1)) < p(a)—a® 1y =0<p(a) =a® 1y < a€ B.

Definicao A.24 Dizemos que uma k-dlgebra A € uma H-mo6dulo algebra a esquerda

se,

i) A é um H-mddulo a esquerda, via h® a - h-a;
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ii) h-(ab) = ¥(hi-a)(hs-b);
ZZZ) h'1A=5(h)1A,
para todo h e H,a,be A.

Observacao A.25 Dizemos que H mede A se ii) e iii) da defini¢do acima forem satis-

feitas.

Definicao A.26 Uma k-dlgebra A é uma H-comoddulo algebra a direita se:
i) A é um H-comddulo & direita, via p(a) =Y ap ® ay;
ii) p(ab) =¥ apby ® a1by, para todo a,be A;

iii) p(1a) =14 1.



B Categorias e Funtores

Definigcao B.1 Uma categoria € consiste nos sequintes elementos:
1) uma classe de objetos 6y;

2) para cada par ordenado de objetos (X,Y') de 6y, uma classe de morfismos denotada
por Homy (X, Y) ou y€x;

3) para cada X € 6, um elemento 1x € Hom(X, X);
4) para cada triple (X,Y,Z) de 6y, uma aplicagao:

o:Homy(X,Y) x Homg (Y, Z) - Homg (X, Z)

sujeitos aos sequintes ariomas:

a) para f € Homg(X,Y), g € Homg (Y, Z) e h e Homg (X, Z):
ho(gef)=(hog)ef

b) para cada f € Homgy(X,Y):
]_y0f=f01X

Exemplo B.2 Os objetos na categoria Sets sao os conjuntos, os morfismos sao fungoes

e a composicao é a composicao usual de funcoes.

Exemplo B.3 Seja A uma k-algebra. A categoria 4 M tem como objetos os A-modulos
a esquerda e como morfismos os morfismos de A-moédulos com a composicao usual. Analo-
gamente, podemos definir a categoria dos A-moédulos a direita M 4, ou ainda, a categoria

dos A-bimodulos 4 M 4, onde os morfismos sao os morfismos de A-bimddulos.

Exemplo B.4 Seja C' uma k-codlgebra. A categoria AM tem como objetos os C-
comobdulos a esquerda e como morfismos os morfismos de C-modulos com a composicao

usual. Analogamente, podemos definir a categoria dos C-moédulos a direita M.

Definicao B.5 Sejam € e & duas categorias.

69
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1) Um funtor covariante F : € — & associa a cada objeto X € 6y um objeto F(X) € Dy
e a cada morfismo f: X =Y em € um morfismo F(f) : F(X) - F(Y) em 2 tal

que:
a) para cada X € 6y, F(lx) = 1x(x);
b) para cada par (f,g) € Homgy(X,Y) x Homg (Y, Z), temos F(go ) =F(g) o F(f).
2) Um funtor contravariante F : € — 2 associa a cada objeto X € €, um objeto
F(X) e Dy e a cada morfismo f: X =Y em € um morfismo F(f): F(Y) - F(X)
em 9 tal que:
a) para cada X € 6y, F(lx) = 1x(x);
b) para cada par (f,g) € Homgy(X,Y) x Homg (Y, Z), temos F(go ) =F(f) o F(g).

Definicao B.6 Sejam € e & duas categorias e F,G: € — & dois funtores covariantes.
Um morfismo funtorial (ou transformacao natural) ¢ : F - G associa a cada objeto
X € Gy um morfismo ox : F(X) - G(X) em P tal que para cada morfismo f: X -Y

em €, o sequinte diagrama comuta:

F(X)——G(X)

Lf = ]:(f)l lg(f)
y F(Y) G(Y)

LY

Dizemos que o morfismo funtorial p € um isomorfismo funtorial se px é um iso-

morfismo para cada X € 6.

Definicao B.7 Um funtor covariante T : y M — Ab é um funtor exato se para cada

sequencia exata de k-modulos

G SEQUENCLO
0—=T(N')—=T(N)—=T(N")—=0

€ exala.

Definicao B.8 Dizemos que um k-mddulo M € k-plano se o funtor M ® — € exato.

Observacao B.9 Desde que o funtor M ® — preserva cokernels, entao, M é k-plano
sempre que uma aplicacao injetiva ¢ : N’ - N implica que a aplicacao Id ® i : M @ N’ —»

M@ N também é injetiva. Assim, se M é k-plano, entao, o funtor M ® — preserva Kernels.
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