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RESUMO

Neste trabalho e apresentado um ensaio visando a deﬁinié@o
dos pa/zﬁmexjwb de ouen/tacc_t"o geocémca para o Sistema Geodesico Brasilfed
no (datum Chua). O problema € tratado segundo 04 principios da.Geodesdia FL
sica. Uma discussao do metodo §isico e nealizada com o objetivo de apresen
tan um Zexto de iniciacao a quantos venham necessitar de infonmacses bas4
cas sobre o assunto. Modelos grafdicos e analiticos para o -caleulo do veton
de ornientacdo geocentiica 4ao apresentados. Sendo que o0s analiticos Ac'_io
abordados a £itulo de notlcia, ja que o autor nao teve acesso a dados sufd
cientes pawn testan a congiabilidade dos modelos. Resuliados numericos sa0
expostos para Chua e outrnos pontos astrogeodesicos em suas imediacoes. 0
nesultados nao devem ser encarados como definitivos, trabatlhos —complementa
res de campo pOMX.bLU/ta)LZx_'o a obtenc&o de valores mais precisos. Na forma
de adéndOAAéﬁo-diacutLdéb temas de interesse geodesico, destacando-se o que
da uma visao do estado atual dos Levantamentos gravimetricos no Brasil e o
wltimo em que se conjugam dois metodos de -ajuste polinomial-para  obtencao

de valonres -medios.



RESUMEE

Dans ce travail on a en vue de presenter un essal afin  de
deginin Les parametres d’ornientation geocentrique pour Le Susteme — Geodesd
que Bresilen (datum Chua). Le probleme est apponte selon Les principes de
La geodesie gravimetrique, On fait une discussion de La methode gravimetri
que en vue de presenter un ouvrage d’initiation a tous ceux que viennent a
se preccuper avec Le probleme. Des modeles graphiques et analytiques poun
Le caleul du vecteur d’onientation geocentrique sont presentes. On  appede
L attention sun Le fait que Les methodes analytiques sont traites d’ une
maniene generale, des que £’auteurn n’en a pas des donnes suffisants pour
pouvoin confiern dans Les modeles. Des nesultats numeriques sont — exposdes
powr Chua et pour des autrnes points, astregeodesiques proches. On ne peut
pas considenen Les resuliat - conme deﬁin&t&ueé. D’ autnes trhavails  devront
2the entneprnis dans Le sens d’amelionen Les donnes pour obtenin des resul-
tats plus prEeis. On a soin, d’autre pant, de traiten en forme  d’adendum
plusiewr sujets. imporntant pour £’ utilization de La methode gravimetrique.
On appelle £’ attention switout powr Le dernien, qui substitue deux — metho

des de polynomes d’ajustment em vue d’awiiver a des valeurs moyennes.
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INTRODUCAO

Nos Ultimos anos uma quantidade expressiva de estacoes gra
vimetricas tem sido acumulada na area do datum Chua, numa tentativa de se
obter um lastro de informacoes que possibilite a definicao do vetor de ori-
entacao geocentrica para o Sistema Geodesico Brasileiro.

A quantidade e distribuicdo das estacdes gravimetricas moti
VOu-nos a ensaiar uma caracterizacdo do vetor geocentrico atraves da Geode
sia Fisica.

Nesta pesquisa procuramos descrever as tecnicas utilizadas
e os resultados obtidos. Contudo, nao temos a pretensao de apresenta-los de
uma forma definitiva, mas sim obter indicadores que possibilitem o planeja-
mento de trabalhos complementares de campo e gabinete visando maior preci
sao nas determinacoes futuras.

A falta de uma bibliografia geodesica nacional que sirva de
orientacao aos estudantes e profissionais que militam no campo cartografico,
nesta especie de atividade, motivou-nos a redigir este texto de maneira que
os conceitos fundamentais da Geodésia Fisica ficassem registrados. Nao ti
vemos a pretensao de apresentar um compendio sobre o assunto, mas apenas re
unir os elementos necessarios para iniciar o leitor em Geodesia Fisica.

Dentro deste pensamento os conceitos foram grupados em
seis capitulos e quatro adendos.

No primeiro capitulo procuramos introduzir o conceito de
Sistema de Coordenadas em Geodesia e Sistema Geodesico, caracterizando as
diferentes relacoes entre Sistemas de Coordenadas e Transformacoes entre
Sistemas Geodesicos.

No segundo capitulo tratamos os conceitos envolvidos na de
finic3o do campo gravitacional terrestre. Destacando-se o uso do desenvol-
vimento em harmonicos esféricos do geo e esferopotencial, alem da obtencao
do elipsoide gravimetrico.

0 terceiro capitulo € dedicado ao estudo das diversas cor-
rentes que tratam o problema de obtencao do vetor de orientacao geocentrica
do ponto de vista teorico e pratico. Destacando-se a noticia a respeito
dos metodos analiticos.

0 quarto capitulo e dedicado ao estudo dos diferentes mode
los de reducao gravimetrica e seu uso em geodesia.

No quinto capitulo & apresentada uma tecnica que recorren
do a dados mixtos; astros-geodesicos e gravimetricos, possibilita a obten
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cao das componentes do desvio da vertical devidas ao efeito das zonas dis
tantes. 0 nivelamento astro-gravimetrico e encarado do ponto de vista te@

rico-pratico.

0 sexto capitulo e a -sintese do trabalho; nele sao discuti
das as facetas da caracterizacao do Sistema Geodesico Brasileiro, os dados
existentes para obtengao do vetor de orientacdo geoceéntrica e as providenci
as a serem adotadas'pafa a definicao de parametros mais precisos.

0s adendos sao constituidos por quatro capitulos em que sao
apresentados elementos comp]émentares aos anteriores. Destacando-se o aden
do 10, onde & apresentada uma ‘tecnica de ajuste polinomial de alto rendimen
to e precisao na obtencao de valores medios para o campo anomalo.

Os nossos objetivos com este trabalho sao modestos e espera
mos que seja de valia a quantos a ele recorram.



1. SISTEMAS DE COORDENADAS EM GEODESIA

1.1 - CONCEITO DE POSICAO:

0s objetivos da geodesia sao primariamente geometricos, ou
seja: a determinacao dos parametros definidores da forma e dimensdes da
Terra e o estabelecimento de bontos de controle que sirvam de apoio as tare
fas de'mapeamento; Para que estes objetivos sejam atingidos € necessario
que se defina um sistema de coordenadas que sirva de referencia e, desde
-que 0s -problemas geodesicos ocorrem no espaco, um sistema tri-dimensional
.em -que todos os pontos de controle serao locados.

A posicdo de um ponto sobre a superficie terrestre e defini
da como -sendo a posicao relativa a uma superficie de referéncia, utilizada
em mapeamento como umé substituta da redl. Em geodesia as superficies comu
mente utilizadas como referencia sao: a do elipsoide (bi ou tri-axial) e
as superficies equipotenciais do campo gravitacional terrestre.

0 sistema de coordenadas ideal sera aquele em que a superfi
cie. terrestre seja apresentada com o maior grau de aproximacao possivel pe
la referéncia. A superficie adotada devera permitir a reducao imediata das
medidas de campo e o0s calculos correspondentes a determinacao de posicoes,
sem grande dificuldades.

1.2 - COORDENADAS ASTRONOMICAS:

0 sistema de coordenadas astronomicas e um sistema natural
em- que a posicao de um ponto sobre a superficie terrestre e definida pela
orientacao da vertical e a cota geopotencial.

Uma superficie perpendicular em todos os seus pontos a dire
cao da vertical sera uma superficie equipotencial do campo gravitacional
terrestre. A cada ponto da superficie terrestre corresponde uma e somente
uma equipotencial.

A superficie equipotencial que mais. se aproxima do nivel me
dio dos mares em repouso-e denominada geoide, sendo utilizada como referen-
cia em geodesia (geoide fisico). ‘

Desde que a forma de uma superficie equipotencial do campo
gravitacional depende da irregular distribuicao da massa terrestre, sua apa
rencia-sera irregular-mas sem discontinuidades.

Contudo,a curvatura apresentar-se-a descontinua onde a den
sidade das massas contidas pela equipotencial variar. A vertical tera as
mesmas propriedades; sera uma curva irregular no espaco, porem sem descon
tinuidades, sua curvatura as admitira onde a densidade das massas intercep-



tadas variar. A tangente a vertical contem a direcdo do vetor gravidade,

sendo denominada de vertical astronomica.

As coordenadas curvilineas neste sistema serao definidas se
gundo a direcao fundamental da vertical e o plano do equador instantaneo,
definido pelo eixo polar instantaneo de rotacao.

. A Latitude Astronomica e definida pelo angule formado entre
a vertical astronomica e sua projecao no plano do equador, fig.(1.2. - 1)

Vertical Astrondomico,

== GEOP de (P)

FIG(1.2—1 )— A LATITUDE ASTRONOMIGA

0 plano que contém a vertical astronomica em (P) e & parale
lo ao eixo instantaneo de rotacao denomina-se plano meridiano astronomico
de (P).

0 plano meridiano -de Greenwich, como fixado pelo "Bureau In
ternacional de 1° heure", e definido como sendo o plano paralelo ao do meri
diano de Greenwich, e-utilizado como origem de contagem das longitudes, e€s
tando posicionado a 0",418 E do observatorio de mesmo nome, BOMFORD, pag.92.

0 angulo (A) entre o plano meridiano medio de GREENWICH e o
meridiano de (P); & denominado de longitude astronomica.

As longitudes sao contadas positivamente para Oeste de 09 a
1809 e negativas para Leste de 09 a 1800, pelos astronomos. Os geodesistas,
principalmente os europeus, admitem como positivas as longitudes de 00 a
1800 a -Leste do meridiano de Greenwich e negativas a Oeste.

Em 1967 na Assembl&ia Geral de Lucerne a AIG padronizou a
contagem de longitudes de Leste para Oeste de 09 a 3609.

Pontos da mesma latitude (mesma longitude) estao situados
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no mesmo paralelo (meridiano). O0s paralelos e meridianos astronomicos nao
serao curvas regulares; terao irregularidades devidas as variacoes de mas

sa.

0s polos astronomicos sao definidos como os pontos de inter
secao do eixo instantaneo de rotacao com a superficie equipotencial passan

te pelo ponto em que se realizam as observacoes.

0 plano ortogonal a vertical astronomica em (P) e o plano
do horizonte do lugar. 0s planos que contem a vertical sao denominados de
planos verticais.

0 azimute astronomico de um ponto (P) em relacao a (Q) e de
finido como sendo o angulo formado pelo plano meridiano de (P)é o plano ver
tical de (P) que contem (Q), e medido no plano do horizonte de (P) e conta
do de 00 a 3600 SONE.

A terceira coordenada e definida pela cota geopotencial, ob
tida a partir de medidas gravimetricas associadas a determinacdo de altitu-
des em relacao ao geoide (nivelamento geometrico). A cota geobotencia] e
expressa em unidades geopotenciais (ugp). As altitudes ortometricas (H) de
finem, aproximadamente, a terceira coordenada no sistema astronomico.

No sistema astronomico as coordenadas sao obtidas por obser
vacoes diretas.

A principal desvantagem para o uso geodesico intensivo do
sistema astronomico esta vinculada as suas propriedades métricas, que de mo
do geral envolvem calculos complexos de dificil utilizac3o pratica, MARUSSI/
79/.

As coordenadas astronomicas como definidas anteriormente
sao denominadas instantaneas ou obserVadas. Variam com o tempo em  fungao
do movimento do eixo polar; migracao do polo. Desde que para diferentes
pontos de observacao temos diferentes superficies equipotenciais, as obser
vacoes astronomicas dar-se-ao segundo diferentes superficies de referencia.
Devido a estes fatos as coordenadas nio sio utilizadas diretamente como ob
servadas, tornando-se necessaria a definicio das coordenadas media ou redu
zidas. 4

As coordenadas reduzidas sao definidas como anteriormente,
sendo que o plano fundamental e o do equador medio, definido pelo polo mé
dio da epoca 1900-05 na forma fixada pelo "Interna;iona] Polar Motion Servi

ce". 0 geoide e a superficie de referencia a que s3o reduzidos os valores

observados atraves da correcao de altitude.



1.3 - COORDENADAS GEODESICAS:

No sistema de coordenadas geodesicas a superficie de refe-
rencia e a do elipsoide (bi ou tri-axial) melhor adaptado ao geoide; esta
Ultima condicao embora desnecessaria do ponto de vista teorico e desejavel.
na pratica.

0 elipsoide de revolucao & definido por seus semi-eixos;

maior {(a) e menor (b).

Outra maneira de se definir o elipsoide e atraves da dimen

sao de um dos seus semi-eixos, (a) por exemplo, e por uma das quantidades

/“b v/Zf-f ...(1.3.1)

A direcao fundamental neste sistema € a da normal & superfi.

auxiliares, |9]:

. achatamento: f= iég

. primeira excentricidade: e

. segunda excentricidade: e

cie elipsoidal. 0 plano fundamental e o do equador geodesico, definido co
mo sendo o plano ortogonal ac eixo de rotacao do elipsoide, e que contem. o
seu centro de gravidade.

Um ponto (P) na superficie do elipsoide e definido pelas co
ordenadas:
(¢) latitude e (A) lTongitude geodesicas.

A latitude geodesica e representada pelo angulo formado- .en
tre a normal no ponto (P) e sua projecao no plano do equador. A longitude
geodesica: € definida pelo angulo entre o plano meridiano paralelo ao de
GREENWICH, tomado como origem de contagem, e o meridiano do lugar.

Comumente nos -calculos geodesicos introduzimos duas Tlatitu
des auxiliares, fig. (1.3.1). A latitude geocéntrica_(y) definida pelo an
gulo formado entre o raio vetor de (P) e sua projecao no.plano do equador.
A latitude reduzida (p) definida pelo raio do circulo envolvente: da elipse
meridiana, orientado em direcao a (P), e sua projecao sobre o equadar. As
relacoes entre estas e a jatitude geodésica sao |31] e |74]:

tag. y = 2. tag u=%2 tag ¢

tag. ¢ = (1 - f). tag u=(1 - f)% tag ¢

tag. ¢ =/ 1 - e?. tag u=(1 - e®). tag ¢ ...(1.3.2)



Os planos que contém a normal geodesica de um ponto sao de
nominados de planos geodesicos normais. Suas intersecoes com a superficie
do elipsoide definem as secoes normais. Os dois principais raios de curva
tura sio: o da secdo normal coincidente com o meridiano geodesico e o da
secao que lhe & ortogonal. Estes raios de curvatura sao denominados de rai
o de curvatura meridiana (M) . raio de curvatura transversal ou primeiro
vertical (N).

FIG(1.3-1)- LATITUDES AUXILIARES

Os rajos de curvatura podem ser calculadas a partir das relacoes, |31]:

mo—2a(t- )
(1 - e .sen ¢) 3/
.(1.3.3)

a
(1 - e°.sen®¢)2/2

0 azimute geodesico (o) de um ponto (P) em relacao a outro
{Q) e definido pelo angulo entre o plano do meridiano geodésico de (P) e o
piano- normal de (P) que contem (Q). O azimute & medido no horizonte geode-
sico de (P), e contado de 00 a 3600 no sentido SONE, fig. (1.3.2).



FIG.{ 1.3 -2 )~ AZIMUTE GEODESIGO

A terceira coordenada neste sistema e a altitude elipsoidal
(h), que define o afastamento ao longo da normal, entre o ponto na superfi
cie terrestre e sua projecao sobre o elipsoide, fig. (1.4.2.1).

Neste sistema as coordenadas sao obtidas a partir de obser
denadas ao longo das redes de triangulacao, trilateracao ou caminhamentos po
ligonais ‘de precis3o. Para a realizacao do transporte de coordenadas & ne-
cessario que se definam as coordenadas geodésicas de um ponto que sera toma
do como origem: o datum.

0s sistemas de coordenadas geodésicas e astronomicas nao ad
mitem qualquer expressao analitica que possibilite.a transformacao direta
de coordenadas, contudb suas diferencas em coordenadas:
-9 =¢
(A-2X).cosd=n ...(1.3.4)
denominadas componentes do desvio da vertical (afastamento angular entre a
vertical astronﬁmiéa e a normal geodesica) e a diferenca de cotas:

H-h-=N ...(1.3.5)

denominada de ondulacao geoidal ou geo-ondulacao (afastamento entre as su-
perficies de referéencia nos dois sistemas); podem ser determinadas , permi
tindo a transformacao de coordenadas entre os sistemas.

A conhecida equacdo de LAPLACE relaciona o azimute geodesi-



co (a) ao astronomico (A):
a=A-n. tag ¢ ...(1.3.6)

As relacoes anteriores deixam antever a possibilidade de se
definir as coordenadas geodesicas do datum a partir das astronomicas medias
e das diferencas (£), (n) e (N).

1.4 - SISTEMAS DE COORDENADAS CARTESIANAS
1.4.1 - COORDENADAS CARTESIANAS TERRESTRES

Para definirmos as coordenadas geodesicas e astronomicas
recorremos a duas aproximacoes para a forma da Terra: o elipsoide e a equi
potencial coincidente com o nivel medio dos mares — o geoide. Associemos,
agora, 3 superficie terrestre um terno cartesiano, de maneira a distinguir-
mos:

(a) - COORDENADAS CARTESIANAS TERRESTRES INSTANTANEAS:

Definidas segundo um terno cartesiano com a origem coinci-
dente com o centro de massa da Terra.

0 eixo das cotas e direcionado para o polo norte instanta-
neo, o eixo das abcissas e orientado para a intersecao do meridiano astrbh§
mico medio-de GREENWICH com o equador instantaneo; ‘0_eixo das ordenadas - &
‘oriéntado a 900 do anterior, para Leste.

As coordenadas (U,.V, W) de um ponto na superficie terres-
tre,neste sistema, variam em funcao do movimento do polo.

(b) - COORDENADAS CARTESIANAS TERRESTRES MEDIAS

Definidas segundo'o terno cartesiano com a origem coinciden
te.com.o.centro-de-massazda.Terra. -0 eixo das cotas_e dirigido para o polo
medio. da epoca 1 900-05, conforme definicao do IPMS; o eixo das abcissas &
direcionado paralelamente ao plano meridiano astronomico de GREENWICH e‘ 0
eixo das-ordenadas e plotado a.900 do anterior, no sentido Este-Oeste.

As coordenadas (u, v, w) de um ponto na superficie terres-
tre sao invariaveis, abstraindo-se as marés da crosta e a .deriva continen
tal.

A fig. (1.4.1.1) representa os sistemas anteriormente des-
critos. A transformacao de coordenadas entre estes pode ser facilmente ob
tida a partir de duas rotacaes;' uma em torno do eixo das abcissas do siste
ma terrestre médio e outra em torno do eixo das ordenadas do mesmo sistema.
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PNM - POLO NORTE MEDIO
PNI- POLO NORTE INSTANTANEO

y=0=270° PNM
|
: .
P iyp.
PNI

FIG.(14..1)-0OS SISTEMAS DE COORDENADAS CARTESIANAS TERRESTRES:

Antes de expressarmos matematicamente as relacoes, iremos
introduzir o conceito de matriz de rotacao R. (0).

A matriz R, (0) rota um sistema coordenado cartesiano ao re
dor de seu eixo (i) de um angulo (©). As expressoes das matrizes de rota-
¢30 para um sistema cartesiano dextrogiro e (@) no sentido anti-horario sao,
MUELLER |921:

/ N
R(G)=[1 0 0
0 cosO send
4 0 - sen® cos®
L J
.
R,(0) = [ cos@ 0O - send )
0 1 0 . (4.1.2)
sen®@ 0 cos®
“~ Ve

R, (0) = ( coso seno 0)
-send cos0 0
0 0 t
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Observando a figura anterior podemos escrever a relacao:

u
v =AR2(-xp). Ri(-yp). v
W ' W Lo (1.401.2)
‘em que (xp e yp) sao as coordenadas do polo instantaneo em relacao aomedio.

Estas coordenadas sao publicadas pelo IPMS (relatorio anual) e pelo BIH(cir
cular da serie D).

As relacoes entre as coordenadas astronomicas instantaneas
e medias sao também expressas em funcao das componentes (xp, yp)através das
relacdes, MUELLER |92]:

¢ - 0. = yp . sen Ai' xp . COS Ai

9 - o, =—(xp. sen A +y . coS Ai)’ tag ¢ .. (1.4.1.3)

p

Ay - A =-(x_. sen A,+y, . cos Am). sec o,

P

1.4.2 - COORDENADAS CARTESIANAS GEODESICAS:

0 sistema cartesiano geodesico e definido em relacao ao
elipsoide. 0 centro de gravidade do solido e a origem. 0 eixo das cotas &
tomado- coincidente com o eixo menor do elipsdide e dirigido positivamente
para 0 norte; o eixo das abcissas e posicionado no plano do equador, inter -
secao com o meridiano de GREENWICH, e o eixo das ordenadas e tomado a 909
Este do anterior.

Podemos distingllir tres tipos de coordenadas.. cartesianas
geodesicas: as absolutas, as relativas e as Tocais.

Um sistema cartesiano geodesico absoluto, origem coinciden
te com o centro de massa da Terra e do elipsoide, da origem as—_coordenadas-
geocentricas.

As relacoes entre as coordenadas geodésicas (¢),(1),(h)e as
cartesianas (x, y, z) podem ser obtidas da fig. (1.4.2.1).

£ = (N* + h). cosd . cos A

Y = (N* + h). cos¢ . sen )

Z = |N* (1-e®) + h|. sen ¢ ... (1.4.2.1)
ou em termos do raio vetor e latitude geocentrica (nao confundir a latitude

geocentrica com a latitude geodesica geocentrica):
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X =‘(p + h). cos §. COSA
Y = (p + h). cos ¢. senr
Z=(p+h). seny ...(1.4.2.2)

A transformacao inversa e bem mais complexa, em virtude de
(N*) ser uma funcao da latitude geodesica.

A longitude e obtida a partir da relacao entre a abcissa e
ordenada, LEVALLOIS |74]:

Y tag A
_ X
0 que nos-da:

A

arc tag Y/X e..(1.4.2.3)

Quadrando (X) e (Y) e somando vem:

SXe Y = (N + h). cos é ... (1.4.2.4)

NORMAL

49
Y=2=90°
A
PLANO
X PLANO MERIDIANO DO
MERIDIANO DE LUGAR Fig. (1.4.2-1)-0 SISTEMA CARTESIAN(
GREENWICH GEODESICO

da expressao para (Z) nas (1.4.2.1) tiramos

Z + N*. e . send = (N* + h). send ...(1.4.2.5)
tomando-se a razao entre a (1.4.2.5) e a (1.4.2.4) vem:

_Z &N+ €. sen ¢

/X2 o+ vz ...(1.4.2.6)

um processo iterativo quando aplicado a expressao anterior converge rapida-

mente, fornecendo o valor de (9).
A altitude elipsoidal e obtida a partir das expressoes para

(X) ou (Y) nas (1.4.2.1):
X. secd . sec. A - N*
Y. sec$ . cos A - N* ...(1.4.2.7)

h
h
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As coordenadas cartesianas geodesicas relativas e locais,
definem-se da mesma forma que as anteriores, somente que a origem do terno
cartesiano nao coincidira com o centro de massa da Terra. No item (1.5) ré
tornaremos aé assunto.

1.4.3 - COORDENADAS CARTESIANAS TOPOCENTRICAS:

0 sistema topocentrico e caracterizado por ter sua origem
na superficie terrestre ou no ponto correspondente sobre o elipsoide ou o
geoide. Desta forma distinglliremos:

(a) - COORDENADAS CARTESIANAS TOPOCENTRICAS ASTROMOMICAS:

Sao definidas para um terno cartesiano cujo €ixo das cotas
e tomado coincidente com a direcao da vertical astronomica e orientado para
o exterior da superficie terrestre. O0s eixos (x*) e (y*) pertencem ao pla
no ortogonal a vertical e tangente a origem. 0 eixo das abcissas e tomado
tangente ao meridiano da origem e orientado positivamente para o Sul e o ei
xo das ordenadas e tomado a 900 oeste do anterior. Veja fig.. (1.4.3.1)

(b) - COORDENADAS CARTESIANAS TOPOCENTRICAS GEODESICAS:

Sao definidas para um terno cartesiano cujo eixo das cotas
e tomado coincidehte com a normal geodesica e orientado positivamente para
0 exterior. 0 eixo das abcissas (x*) @ tomado ao meridiano geodesico da
origem e orientado para o sul; o eixo das ordenadas (y’) & orientado a 909
oeste do anterior. Veja fig. (1.4.3(a)).

A transformacao das coordenadas entre os sistemas topocen-
tricos e realizada atraves das componentes do- desvio da vertical; (n) no
plano do meridiano e (&) no primeiro vertical, e da geo-ondulagao (N), (1.4.
3.1(b)).

X* ? 0
y*| =R (-n). R, (- E). |y’ + |0
z* z’? N

...(4.3.1)
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»»
VERTICAL NORMAL z *
P v P Y 3
3
X X x¢
(o)
zZ (b)
A A
Yl»
| (Yo
i b
/
!
! /4
P~ JF & X
(c) ~Pn Xy
Fig.(1.4.3.1)~ SISTEMAS DE GOORDENADAS TOPOGENTRICAS.

1.5 - CONCEITO DE SISTEMA GEODESICO:

Un sistema geodesico e caracterizado pelo conjunto das coor
denadas geodesicas de todos os pontos de controle (rede geodesica fundamen-
tal) referidas a um so datum e superficie de referencia.

Destarte definimos um sistema geodesicc a partir de cinco
pzrametros:
a) - dois definidores do elipsoide utilizado como figura geometrica da
Terra, por exemplo, o semi-eixo maior (a) e o achatamento (f);

b) - tres que fornecem a orientacao do e]ipsBidé no ponto datum, que po
dem ser representados pelo vetor de orientacao geocentrica (£,, no,
No), pelas coordenadas geodesicas do datum (¢, Ags, hg) ou ainda pe
las coordenadas cartesianas geodesicas (XO, Yo, ZO) do datum,

0 metodo de determinacao das quantidades fundamentais (&,
No» Nb) qualifica o sistema geodesico; distingllimos entre sistemas absolu
tos, relativos e locais.

Um sistema geodesico local define-se com anteriormente, soO
que as coordenadas do datum sao tomadas identicas as astronomicas, ou seja,
definimos:

8o =M= Ny =0

0 que equivale a tomar o elipsoide tangente ao geoide no datum; coincidéﬂ
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cia da vertical astronomica com a normal-elipsoidica, fig. (1.5.1). Este
procedimento e arbitrér%o, ja que dificilmente as igualdades anteriores se
verificarao, entretanto € plenamente justificado se for utilizado em cara-
ter provisorio até a definicao do vetor de orientacao geocentrica.

v
? NORMAL = VERTICAL

Fig- (1.5.1)— SISTEMA GEODESICO LOGAL

No Brasil podemos citar, a titulo de exemplo, como sistemas
geodesicos. locais:

- 0 sistema geodesico Corrego Alegre, que tem como datum o
vertice Corrego Alegre da Triangulacao do paralelo 209, e o elipsoide inter
nacional de 1927 (HAYFORD) como superficie de referéncia. As coordenadas
geodesicas do datum foram arbitradas identicas as geodesicas, ou seja,

(£, =n,= N, = 0);

- 0 sistema geodesico da Comissao da Carta Geral do Brasil,
que tem como datum o Observatorio da Carta em Porto Alegre, o elipsoide de
Hayford @ a superficie de referencia, e as coordenadas geodesicas do datum

sao identicas as astronomicas;

- 0 sistema geodesico Chua Astronomico, que tem como datum
o vertice Chua da Triangulacao do paralelo 200, o elipsoide internacional
de Hayford como superficie de referencia, da mesma forma que 0s anteriores
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foi imposta a coincidencia da normal com a vertical.

1.5.1 - DETERMINAGCAO DO VETOR DE ORIENTACAO:

A definicao do vetor de orientacao pode se processar atra
ves de qualquer dos tres metodos geodesicos; o geometrico, o gravimetrico
ou fisico e o celeste, ou ainda atraves de qualquer combinacao apropriada
destes.

Todos os metodos apresentam vantagens e desvantagens de apli
cacao, alem de erros caracteristicos aos processos de calculo, que impedi-
rao a definicao precisa do vetor de orientacao.

(a) - 0 METODO GEOMETRICO. O azimute astronomico e sua cor
respondente reducao ao geoide no ponto datum garantem a orientacdo da rede
geodesica fundamental. Contudo,os erros de observacao introduzidos no de
senrolar das redes tendem a deteriorar aquela orientacao inicial. A intro
ducao dos pontos astronomicos, mais conhecidos na pratica como pontos de
LAPLACE, a intervalos relativamente curtos, minimiza os erros no transporte
de coordenadas e possibilita a reorientacao dos esquemas fundamentais. Nos
pontos em que se realizam determinagoes deste tipo temos as duas classes de
coordenadas, o que lhe garante a denomincacao de pontos Astro-Geodesicos.

Os pontos astro-geodesicos permitem o calculo de duas das
componentes do vetor de orientacao, (£) e (n) atraves das formulas (1.3.4).

A terceira & calculada em funcao das anteriores componentes astro-geodesicas.
do desvio da vertical, atraves do Nivelamento Astro-Geodesico.

Considerando dois pontos infinitamente proximos e 1ligados
por um arco elementar (ds), o desnivel (dN) do gedide em relacao ao elipsoi
de escreve-se:

dN = 1. ds
. (1.5.101)

Sendo (i) a componente do desvio segundo (ds), cujo azimute
€ (o). Considerando dois pontos (1) e (2) nao muito afastados, entre 0s
quais possamos admitir uma variagao linear da componente do desvip, vem:

(2)
Ny - N, = i. ds

(1) ...(1.5.1.2)

onde i=&. cosa+n. sena
expressao que representa a esseéncia do nivelamento astro-geodesico.

Como este procedimento baseia-se no calculo de desviveis, a

semelhanca do nivelamento geometrico, teremos que conhecer a altitude geoi
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dal de um ponto de partida. Por outro lado as componentes do desvio- geod§
sico da vertical dependem das coordenadas do ponto datum e dos parametros

definidores da superficie de referencia.

Un sistema geodesico caracterizado por um vetor de orienta-
¢3o determinado por este procedimento sera relativo. A terminologia e ple
namente justificada ja que as quantidades fundamentais assim determinadas

serao dependentes da cota inicial (No), relativa.

As componentes do desvio da vertical (§) e (n) no datum po
dem ser determinadas a partir de uma geo-ondu]acao (No) pre-fixada,combinan
do-se convenientemente os dados astro-geodesicos em grandes regioes. Um
exemplo de sistema geodesico relativo de muito interesse para o Brasil e o
Sistema Geodesico Sul-Americano de 1969 (SAD-69).

0 SAD-69 foi determinado com base em extensos trabalhos de
determinacoes astronomicas, cobrindo as malhas Triangulares de quase  todos
os paises Sul-Americanos. FISCHER |27| define:

'SISTEMA GEODESICO SUL-AMERICANO DE 1969:

(i) - Superficie de Referencia:
Elipsoide Internacional de 1967:

a =16 378 160 m

t

f = 1/298,25

(ii)- Ponto Origem:
Vertice Chua da rede de triangulacao brasileira(proje
to paralelo 209):

Coordenadas Astronomicas:

o= - 190 45° 41%°, 34 + 0,05
A= 480 06° 07>, 80 W.Gr % 0> ,08
a= 2719 30 05, 42 I 0°’,21(SONE-para o ver

tice UBERABA)

Coordenadas Geodesicas inferidas com base nos pontos astro-
geodesicos de todo o continente Sul-Americano:

o= - 190 45° 41776527
A= 480 06° 04°°,0639 W.Gr
A= 2710 307 04,05 (SONE)

ondulacao geoidal (imposta) = N, = Om
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(b) - 0 METODO FTSICO: A utilizacdo das anomalias da gravi
dade (Ag) em transformacoes que recorrem a analise dos harmonicos esfericos
ou a aplicacao da integral de Stokes, possibilita o calculo das ondulacoes
geoidais. Da mesma maneira que as formulas de Vening-Meinesz fornecem as
componentes do desvio da vertical.

0 metodo fisico recorrendo as formulacoes citadas possibili
ta a determinacao do vetor de orientacao geocentrica, i. e, a definicac ab
soluta de um sistema geodesico.

As dificuldades -para aplicacao deste metodo estao vincula-
das ao fato de que as:observacaes-gravimétriéas existentes nao sao uniforme
mente distribuidas sobre a superficie terrestre, alem de existirem extensas
areas sem informacoes desta natureza, sendo a maior de todas em territorio
brasileiro (adendo.7).

Sendo o erro em posi¢ao horizontal maior do que o vertical
e sendo os valores de (Ag) de maior Thf]uéncia nas proximidades do ponto de
calculo sobre as formulas de Vening-Meinesz que sobre a de Stokes, Heiskanen
e outros geodesistas tem defendido a tese de que o método gravimétrico deve
ra ser aplicado com cautela e em pontos convenientemente escolhidos, nas
areas com intensa distribuicao de estacoes gravimetricas, HEISKANEM § VENING
-MEINESZ {47].

As mais extensivas. aplicacoes do metodo foram realizadas
por RICE |98| em 16 estacOes do territdrio dos Estados Unidos e  SZABO
[111] em 6 estacBes nos Estados Unidos e 23 na Eurasia.

As determinacoes limitadas as areas de denso material gravi
metrico tem provavelmente p]ofado os sistemas geodesicos, em relagcao ao cen
tro de massa da Terra, com erros inferiores a * 30 m, KAULA |59]. A estima
tiva deste erro & por demais dificil; a influencia das variacoes sazonais
do campo gravitacional nao sao perfeitamente conhecidas.

Geode$istas de diversas partes do globo tem tentado. minimi
zar as variacoes sazonais realizando os calculos por comparacao de dados
astro-geodésiéos e gravimetricos, em escala mundial. Os principais traba-
lhos foram realizados por FISCHER |24| e KAULA |58].

No estado atual de distribuicao dos dados gravimetricos em
escala mundial, n3o se pode esperar grande precisdo nas determinacoes com o
metodo fisico.

A caracterizacao de um sistema geodésico absoluto, atraves
do emprego da metodo]ogia-f?siéa, admite a seqliencia de operacao esquemati-
zadas na fig. (1.5.1.1).

0 primeiro item, definicao da formula da gravidade a ser
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adotada, caracteriza a superficie elipsoidal de referencia, os demais refe
rem-se a posicao do ponto de origem em relacao a superficie de referencia.

DEFINICAO DA FORMULA
DA GRAVIDADE

|

DETERMINACAO DAS COORDENADAS
ASTRONOMICAS DO PONTO DATUM
E DO AZIMUTE ASTRONDMICO

|

CALCULO DAS QUANTIDADES FUNDAMENTAIS
E |n_|N

0 o| o
CALCULO DAS COORDENADAS GEODESICAS
ABSOLUTAS DO DATUM

%= %" &

A= Ao- 'no.sec¢o

FIG.(1.5.1.1) - DEFINICAO DO SISTEMA GEODESICO ABSOLUTO

(c) - 0 METODO CELESTE: 0 avanco da tecnologia aeroespaci
al, principalmente em satelizacao para fins cientificos, gerou uma nova 1i
nha de ac3o na tentativa de se caracterizar um sistema geodesico.

0s procedimentos dinamicos com uso de satelites artificiais
tem possibilitado a obtencao dos coeficientes no desenvolvimento do potenci
al gravitacional em harmonicos esfericos, com alto grau de precisao. A uti
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lizacao destes resultado tem conduzido a definicao das ondulacoes geoidais
em escala mundial. Sendo no momento o mais completo trabalho neste sentido
o desenvolvimento por GASPOSCHKIN & LAMBECK [30].

0 potencial utilizado nos calculos orbitais admite alguns
termos do desenvolvimento em harmonios esfericos como nulos, o que equivale
a confundir o centro de massa da figura de referencia com o da Terra. Como
a transformacao das posicoes geodesicas das estacoes de rastreio para 0
sistema coordenado inercial do satelite realiza-se a partir de uma simples
rotacao em torno do eixo polar terrestre, ao escrevermos as equacgoes de qg
servacoes para a orbita, estaremos obrigando que as coordenadas das esta-
coes pertencam ao mesmo sistema do satelite, ou seja ao sistema de coo}déhg
das com origem no centro de massa da Terra.

A determinacao das coordenadas da estacao de acompanhamen-
to do satelite, atraves do metodo orbital, e absoluta. Quandooprocessa da
Triangulacao ou da Trilateracao Espacial for aplicado a determinacao de po
sicoes, as coordenadas nao serao geocentricas, a menos que sejam as esta-
coes de enlace.

0 procedimento a satelites nao esta livre de erros; duas
dificuldades limitam sua precisao: (1) - erros na definicao da posicao das
estacoes de rastreio em relacao ao sistema geodesico convencional e (2) - o
grande numero de fatores perturbadores do plano orbital, gerados principal
mente pelo campo gravitacional.

A mais recente aplicacao do metodo celeste,com uso de saté
lites artificiais na caracterizacao de um sistema geodesico, foi realizada
nos Estados Unidos sob a supervisdo do Prof. MULLER [93].

A precisao do processo esta em torno de Y 10 m, em relacgdo
ao centro de massa da Terra, KAULA |59].

Dentro do metodo celeste a utilizacao de cameras lunares
MARKOWITZ |78|, e das tecnicas de ocultacdo LAMBERT |68|, merecem mengdo co
mo possiveis elementos para definicao de um sistema absoluto.

Neste trabalho iremos desenvolver a teoria e modelos priﬁi
cos somente para o metodo fisico, pormenores sobre os demais serao obtidos
nas referencias bibliograficas anteriores.

1.5.2 - Transformacao de coordenadas entre sistemas geodesicos:

A reducao das coordenadas dos pontos de controle de um sis
tema geodesico para outro e relativamente simples, e podera ser processada
atraves das coordenadas geodesicas. Contudo a introdu¢ao das coordenadas
cartesianas no espaco facilita o tratamento numerico, principalmente em ter



mos de computacao eletronica.

Formulas para reducao atraves das coordenadas geodesicas po
derao ser encontradas nos textos classicos, como por exemplo o BOMFORD |9|;
neste trabalho utilizaremos as transformagoes por coordenadas cartesianas.

Tres modelos para reducao de "data" utilizando coordenadas
cartesianas foram desenvolvidos pelos geodesistas BURSA |16,  MOLODENSKII
|86] e VEISS [121|. O tratamento mais geral, do problema transformacao, e
utilizando formulacao matricial € apresentado por BADEKAS |4].

0s trés modelos sao matematicamente equivalentes e aselecao
de qualquer um deles deve ser baseada sobre outras consideracoes que nao ma
tematicas.

0 modelo de VEISS € o mais acessivel as mudancas de data,
ja que associa o terno cartesiano topocentrico geodesico a um dos pontos
datum envolvido na transformacao.

De MULLER |93| temos a expressdao para transformacdao de coor
denadas cartesianas geodesicas em terrestres medias:

n ’ N\ 7N N N
*
u d Uy Xo AX AX
— *
vi = |d Vol + Yo + Rt AY| + €|AY
w|(Q dw z * AZ AZ
() (Y L0 - L ...(1.5.2.1)
onde
(u, v, w) - coordenadas de qualquer ponto (Q) da superficie terrestre no

Sistema cartesiano terrestre medio;

(x>, Y°, Z°) - coordenadas do mesmo ponto (Q) no Sistema cartesiano geodési
co local;

(duo, dvo, dwo) - coordenadas geocentricas da origem do terno cartesiano ge
odesico, corrigido, no sistema terrestre medio;

(x0 * yo*, zo*)- coordenadas do datum no sistema cartesiano geodesico Tlo

cal;

(Rt) - matriz que realiza as rotacoes necessarias a transformacao de coorde
nadas.

(AX, AY, AZ) - vetor das diferencas entre coordenadas cartesianas geodesi-
cas locais de um ponto qualquer(Q) eas do datum:
AX = X? - xg*

AY = Y’ "'yO*
A = 7% - zg* ...(1.5.2.2)



€ - coeficiente para reducao de escala.
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FIG.(1-5-2-1)- ESQUEMA DA TRANSFORMA GAO ENTRE SISTE -
MAS GEODESICOS

No desenvolvimento das atividades geodesicas sobre um deter
minado sistema geodesico local ou relativo, as coordenadas cartesianas geo
desicas relativas ou locais s3ao diferentes das terrestres medias.

A adogao de valores distorcidos para as componentes do des
vio da vertical no ponto datum; erros na determinacao da latitude e longi-
tude astronomica e a introducao de uma superficie de referéencia inadequada,
introduzem um deslocamento da origem do sistema cartesiano geodesico em re
lacao ao geocentro. Os erros na determinagdo do azimute astroncmico no
datum introduzem rotacoes entre dois sistemas. Principalmente na passagem
de coordenadas de um sistema geodesico para outro, o fator escala deve ser
considerado.

Como estes erros se refletem nao so na definicao do datum,
mas em todas as coordenadas do sistema geodesico, eles deverao ser conveni
entemente considerados nas formulas de transformacao.

Consideremos a fig. (1.5.2.1), inicialmente vamos introdu-
zir uma transformacao de maneira que o terno cartesiano geodesico local(X’,
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Y*, Z°), correspondente ao topocentrico (x*, y*, z*), torne-se paralelo ao
terrestre.
Apliquemos uma translacao de modo que o sistema (X*) se des

loque para a origem do (X*):

- Y _ *
AX = X Xo
AY = ¥° - yo* ...(1.5.2.3)
A = 7° - ZO*
As rotacdes Ry (- 1)) e R, | - (900 - ¢6)| tornam os eixos

coincidentes em diregao, a menos dos erros em azimute (da) e as perturba-
coes locais das componentes do desvio (d£) e (dn). Como as quantidades an
teriores s3o de pequeno valor numerico, podemos associa-las aos senos e va
Tor- 1 aos éeus co-senos, de maneira que:

1 da -dg&
{a} = Ry (dn) R, (d&) R, (do) = -da 1 dn
d¢ -dn 1

...{(1.5.2.4)

rotacoes que deverio ser consideradas para se obter a coincidencia dos ter
mos cartesianos. O paralelismo com o sistema terrestre estara garantido pe
las rotacaes R, (AO) R, (900 - ¢0), desta forma podemos escrever as coorde-
nadas no sistema cartesiano geodesico paralelo ao terrestre:

g N ~ ~

X AX xX*

Y| =R, (- AR [- (900 - ) [{a}Ry (A IR,(900 - ¢ ) [aY| + |y

A Az

L L t?*od

‘ou-realizando os produtos matriciais

-

’ W ~ / N - T

X Rii Ry Ris AX x;

Y| = [Rax Rz Ris| [AY] + Yg

Z R31 R32 R33 Az z*

L N J L . ©J ...(1.5.2.6)
R11 =1
Ris = sen(D0 do - cos@O d

Ris =—cos¢O sen‘xO da - cos AO dn - sen ¢O sen AO dg
R21 =-sen¢o do + cos¢o dn
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R22 = 1

R,; = cos ¢o cosxo do - sen xo dn + sen¢o cos AO dg

Ryy = COS ¢ senxo do + cos xo dn + sen¢  sen A, dg

Ry, = -cos ¢O do + sen Aoda + senko dn - sencpo cosko dg

R = 1 ...{(1.5.2.7)

As coordenadas cartesianas terrestres serao obtidas a par-

tir de uma translacao da origem:

N 3\ 4 N
u 41X du
o)
vi = |Y] + ldv
0
w A dw
N/ ) L O/ ..o(105.2.8)

0 vetor (duo, dvo, dwo) pode ser decomposto em duas partes,
VEISS |121]; uma devida as componentes do desvio da vertical e a altitusz
geoidal, outra que traduz as variacoes dos parametros definidores da super
ficie de referencia:

1 2
du = du_ + du
[¢] (o] [¢]
1 2
dvO = dvo + dv o
1 2
dwy = dwy + dw ...(1.5.2.9)

A primeira parcela e dada por:

raugi /é;\
dvil= Re (A). Ry (909 - ¢ ) N
0 (¢]
dw1
0 (o]
) ( / ...(1.5.2.10)

onde (go, Ny NO) e o vetor de orientacao geocéentrica determinado atraves
das formulas de Vening-Meinesz e Stokes. Realizando os produtos vem:

/d PAN g N 7’ N

u seng . COSA seni - C0S¢$_ . COSA

0 % o o % o Eo_

dvif = | send¢_ .senr  -cosi - cosp_ .senx | . | n.-
0 o o 0 o o o

dw! -cos¢ 0 - sen¢ N
ol o (@] (e}

AN ~ ~ 7 ~ P

...(1.5.2.11)
com (go) e (no) em unidades lineares,
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As expressoes anteriores refletem o deslocamento da origem
do sistema cartesiano geodesico local quando se introduz o vetor de orienta
cao geocentrica.

Se a superficie de referencia for alterada, uma outra parce
la sera introduzida; a contribuicao das diferencas dos parametros definido
res das superficies de referencia. Esta parcela e dada pelo vetor (duz,dvé,
de) representado pelas relacoes:

/ ;~ /s w / N
duO aX?/ oa 9X?/ de?
dv; = [3Y?/ sal.da + |3Y’/ de?| . de?
2
dwO 3Z°/ aa 32’/ de?
S ~ e N J ...(1.5.2.12)

onde as derivadas parciais sao ¢alculadas a partir das expressoes (1.4.2.1)
no ponto datum: -

- N ~ N

1/2
9X?*/ 2da cos¢,, - cos>\o /(1 - e? sen?¢ o) /
. 2 2 1/2
3Y*/ da| = |cos¢ - sem /(1 -e sen¢ ) = |s]
2 2 2 1/2
9Z°/ da senp .(1-e ) /(1 - e sen ¢ )
o o
\ - - ~
...(1.5.2.13)
e s ~ _
> 2 2 . )
30X/ de a sen®¢_ cos ¢_ COSA_ /2 (1 - e2 sen? ¢O)3/2
2
3Y?/ 3e = |a sen?¢_ cos ¢_ senk /2 (1 - e? sen? ¢ )3/ =|7]
s M
39Z°/ de? (—z--sen?-q)O - N*o) seng
S~ ~ k -
...(1.5.2.14)

onde (M)) e (N*,) sEo 0s raios de curvatura das secoes normais principais
no datum. As quantidades (da) e (de?) sao dadas por:

da

a a .
novo - antigo

de = 2(1 - f antigo) (fnovo j%ntigo)
Desta forma podemos escrever:

r
du sen . COSA sen -C .
o ¢o o AO os¢0 cos)\O £

dv {=! send . senr -cosh - cos¢ . senmr |. |n |+|S|.da + |T|.de’
(0] (8] 0 0 (o} (o] ’

dw: k\-cosq)o sen¢O N

0 ...(1.5.2.16)
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Caso uma redefinicao da escala do sistema geodesico tenha
sido realizada, torna-se necessaria a introducao do termo corretivo.

¢ ~
X - x*
(0]
Y’ - y; . €
f’ -z ...(1.5.2.17)

E facil verificar que em todas as dedugoes anteriores consi
deramos a transformacao de um sistema geodesico local em absoluto. Contu-
do este procedimento nao invalida a generalizacao das expressoes anteriores.

Resumindo, podemos estabelecer o roteiro para transformacao
de um sistema geodesico local em absoluto quando-ha alteracdo dos- parame-
tros da superficie de referencia, erros sensTveis em azimute'e nas componen
tes do desvio, alem de a]téracﬁo da escala:

(a) - Calculo das- coordenadas cartesianas geodesicas locais
a partir das formulas (1.4.2.1) ou (1.4.2.2) para o

datum:
* _ *
X*¥ = (NO + ho) COS$_ COSA
* — *
y*, = (NO + ho) Cos¢_ seni
2= N2 (1 -e?) +h | seno

(b) - Calculo das coordenadas cartesianas geodesicas locais

de todos os pontos de controle; pelas  relacoes
(1.4.2.1) ou (1.4.2.2), e calculo das diferencas (1.5.
2.2);

(c) - Calculo da matriz de transformacdo [R. | a partir da
(1.5.2.7);

(d) - -Calculo das coordenadas cartesianas geodesicas, corri
gidas, (X, Y, Z) pela (1.5.2.5);

(e) - Calculo da posicao da origem do sistema corrigido pe
la expressao (1.5.2.16).

(f) - Calculo da correcao de escala pela (1.5.2.17);

(g) - Calculo das coordenadas cartesianas geodesicas absolu
tas (identicas as terrestres medias, a menos doserros
na obtencao do vetor de orientacdo geocentrica), atra
vés da soma |(b) + (d) + (e) + (f)];
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A transformacdao de um sistema geodesico local (A) noutro ab
soluto (B) realiza-se dentro do mesmo esquema, somente que na matriz ‘lRt|
o termo (da) € a diferenca entre os erros independentes. "No calculo das
coordenadas da origem do terno geodesico considera-se a diferenca entre os
parametros das superficies de referencia, se forem diferentes, no esquemz:

da = 2B - 9A

de*= 2(1 - f,) (fg - f,)

A transformacao de um sistema geodesico relativo em absolu
to obedece ao mesmo esquema, somente que no calculo das coordenadas da ori
gem teremos:

1 h ¢ h

du sendg . COSA _ seni -C0S¢$ . COSA EB - EA

0 o 0 o} o} o .

dvi|=| send .senr -cosn_  -cosé .senr | . |™B - TA
0 o) 0 0 o* 0

dw’ -Cos¢ 0 send NB - NA
o) o) o)

N - ~ ~ [\

~
...(1.5.2.18)

Para a transformacao de um sistema relativo (A) no absoluto
(B) vale a observacao anterior.

A expressao geral (1.5.2.1) pode ser reduzida. A simples
consideracao de que as malhas geodesicas apresentam-se com uma consisténqi
a interna da ordem de 107° em posicao, e que o0s erros de orientacao e esca
la sao menores, da ordem de 10-°, reduz a (1.5.2.1) a um significédo pura
mente teorico. Conseqlientemente podemos expressar as -formulas de transfor
mac3o por:

N e \ ~
(o X3 ﬁ:o ou AE
2
v = yg + R, (¢O) R, (900 - d)o) Ny Ou _An + Isl da + |Ti de
W z3 N, ou AN
N\ Ve < v,

N - ...(1.5.2.19)

quando houver alteracao dos parametros da superficie elipsoidal de referen
cia, caso contrario podemos escrever:

N O\ N
(u x; (go ou Ag
v = y; + R, (q>o) R, (900 - ¢o) - {n, ou An
w z* N ou AN
L o) L © ) ...(1.5.2.20)
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Quando a posicao do datum for determinada pelo metodo celes
te teremos que deduzir as quantidades fundamentais para que possamos apli
car as formulas anteriores na reducao de outros sistemas geodésicos a este

novo sistema.

0 metodo celeste permite a obtencao direta de (uo, Vs wo)

no datum, que a menos dos erros de determinacao coincidem com as coordena
das cartesianas geodesicas absolutas (XO, YO,.26). Com isso podemos calicu
lar (¢O, Ags ho) a partir das (1.4.2.3), (1.4.2.6) e (1.4.2.7). O0s parame
tros de orientacao serao dados pela (1.5.2.11):

ANt \ A Y fdu )
ng . coshr_ send .senr -
EO se ¢o CosA ¢o seni | cosq)O u,
n_t=| seni -COSA 0 1dv
o} o} o} o}

N L:C°S¢o‘ COSA -COSP  .senhA  -sen¢ | |dw ...(1.5.2.21)

e}
L -/ P Y /

Com esta-explanacao -introdutoria do conceito de sistemas de
coordenadas em geodesia, estamos em condicao de analisar a potencialidade
do metodo fisico aplicado a obtencao do vetor de orientacao geocentrica de
um sistema geodesico.



2. 0 CAMPO GRAVITACIONAL TERRESTRE
2.1 - A GRAVIDADE

Tomemos sobre-asuperficie terrestre-um ponto material (A);
na aproximacao esferica temos a situacdao representada na fig. (2.1-1). 0
ponto material estd sujeito a acao de duas forgas (abstraindo-se a atracao
luni-solar): a de atracao (F) e a centrifuga (P), dirigida perpendicular-
mente ao eixo de rotacdo. A resultante dessas duas forgas e que denomina
mos de gravidade e passaremos a representar por (g).

De acordo com a definicao anterior podemos expressar a gra
vidade pela soma vetorial,

g=F+P ...(2.1-1)

Fig.(2.1-1) __ ATRAGCAO E FORGA CENTRIFUGA

Supondo a Terna esferica e introduzindo as designacoes:(m),
massa de um ponto material (A)na superficie terrestre e (M) a massa da Ter
ra de raio (R), a forca atrativa e dada pela Lei Newtoniana da Gravitacao:

F -6 o
_ R _ ...(2.1-2)
onde (G) e a constante universal da gravitacao. ‘
Nas mesmas condicoes a intensidade da forca centrifuga e de
finida:
P - maw’r . (2.1-3)

onde, (r) e a distancia do ponto (A) ao eixo de rotacao e (w) e a velocida
de de rotacao.
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A rigor deveriamos considerar uma terceira forca, Forca de
Coriolis, que age sobre um corpo em movimento. A forca de Coriolis expres
sa a relacao entre a velocidade de deslocamento de um corpo de massa(m)e a
velocidade de rotacao do sistema de referencia. Se tomarmos o corpo em re
pouso na superficie teérrestre esta forca sera anulada. Como em Geodesia,
comumente, lidamos como instrumentos ‘em repouso relativo a Tekra, esta for
¢a nao sera considerada nos desenvolvimentos. Desde que se considerem so
mente as situacoes em que os processos de medicao sao estaticos. Convém ob
servar que nas medicoes efetuadas com instrumental em bases moveis, tere-
mos que levar em conta os efeitos da forca de Coriolis, tal € o caso das me
didas gravimetricas maritimas e aereas.

2.2 - 0 POTENCIAL ATRATIVO

Consideremos dois pontos materiais (A) e (B), de coordenadas
(x, y, z) e (x>, y*, 2°), fig. (2.2-1). A massa em (A) e representada por
(m) e a de (B) tomada unitaria, afastada de (A) por uma distancia (r).

A atracao mutua (A) - (B) e dada por:

Gm
F=3 L (2.2-1)

em que: r=(x - x’)2+ (y - y’)2+ (z - 2°) ...(2.2-2)

FZ
A(m)
r Ve
() /F
r of.
Fl
> '
X
P
Fy o

Fig. (2.2-1) — COMPONENTES DA ATRAGAO
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e as componentes segundo os eixos coordenados:

FX = F.cosa

F = F.cos

y B

FZ = F.cosy ...(2.2-3)

onde &, B e y sao os angulos diretores, dados por:

X - Xx?

Cos a

"

<
1

<

cos B

cos ¥ ... (2.2-8)

Substituindo em (2.2-3):

r3 ...(2.2-5)

Definamos agora uma nova funcao:

m
Vo= & ..(2.2-6)

pesquisemos suas derivadas em relacao aos eixos coordenados:

Vo m or
~ = G. — , =

2

r 9X ...(2.2-7)

3
d

onde (3r/ 3x) € obtida a partir da formula (2.2-2):

oar _  x-x°

ax r

..(2.2-8)
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substituindo:
aV \\
Sl GmXx - X
r3
analogamente:
LI - > ...(2.2-9)
a_y_ _Gmy y
r\3
oV _ G m z -2°
9z -
_J
Comparando com a (2.2-5) vem:
oV A
3x - fx
...(2.2-10)
3V _ ¢ >
ay y
9 _
37 - fz
/

A fungao (V) cujas derivadas parciais ao longo dos eixos co
ordenados sao iguais as componentes da forca de atracao ao longo dos mes

mos eixos, denominamos de funcao potencial ou simplesmente potencial atra-
tivo.

Se o ponto (B) e atraido nao mais por um ponto material(A),
mas sim por uma distribuicao discreta de n particulas de massa m;, a resul
tante sera obtida a partir da composicao vetorial das atracoes individuais
atraves do Teorema de CARNOT, F = & Fi’ de maneira que:

F.- g ™_

i
l,.2

tendo em vista as expressoes (2.2-3) e (2.2-4) vem:

...(2.2-11)

_ (X5 - x°)
Fix = &M s

F.o-gm Yi-y) ...(2.2-12)

1
1y 3

Z: _ s
Fo-qm Fi-z")
17 1 l"3
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A resultante tera suas componentes dadas pelas somas das

componentes individuais: 3
Foog 1 om iox)
X j=1 r3
n = v
Fo-g .z om i ¥) > ...(2.2-13)
y 1=1 Y'3
F.=G .2 m, (%5 - 2°)
Z 1=1 1 Y‘3
J

‘Se considerarmos a-distribui¢ao continua, as somatorias passam a ser defi-
nidas pelas integrais:

Fo= 6| y-yt o ... (2.2-14)
3

/

onde o indice (M) nos simbolos de integracdo indicam que o processo & apli
cado a todos os pontos da distribuicao. Por outro lado o potencial sera:

dm
V=G T

‘M ...(2.2-15)

Se a massa volumetrica e expressa por (8), temos, |[77]:

dm = § dx.dy.dz ...(2.2-16)

e 0 potencial:

Vv=gi] -f—dxdydz
) ...(2.2-17)
(M)

Procuremos uma correlacao fisica para o potencial. Suponha
mos que o ponto (B), de massa unitaria, move-se na direcio (B A) para uma
nova posicao (B1), devido a atracdo exercida pela massa (m) concentrada em
(A) e seja (r1) a distancia de (Bi) a (A). 0 trabalho realizado pela for
ca (F) para mover a unidade de massa em (B) para (B,), sera expresso pela



somatoria dos trabalhos elementares, de maneira que:
N n

F dr = G L~%§ dr
r

—
n

...(2.2-18)

integrando

-3
n

11
o [r ‘”1] ...(2.2.-19)

a medida que r, tende ao infinito temos:

m
r= 6+ ...(2.2-20)
Comparando com a (2.2-6), concluimos: O potencial atrativo e igual ao tra
balho realizado pela atracao para deslocar a massa por uma distancia infi-
nita.

2.3 - 0 POTENCIAL CENTRIFUGO

Fazendo-se m = 1 na expressao (2.1 - 3) obtemos:

P=wir ...(2.3-1)

Consideremos um sistema coordenado cartesiano de maneira
que o eixo dos (z) coincida com o eixo de rotacao e o plano (xy) confunda-
se com o do paralelo que contem (A), fig. (2.3 - 1). A componente desta
forca segundo o eixo dos (Z) sera nula. Pela figura vemos que as componen
tes da forca centrifuga serao:

P X

Fig.(2,3-1) — COMPONENTES DA FORGCA
CENTRIFUGA.
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P = P cos a

Py = P cos B ...(2.3-2)
como:

X =7r cosa

y =rcos B ...(2.3-3)
e pela (2.3-1) vem:

P = 0’ r cosa = w? x ]

Py=w2rcosB=w2y>

P, =0 ...(2.3-4)

As componentes sao as derivadas parciais, em relacao a ori-
entacao dos eixos coordenados, da funcao:

Z “’2(x2 2 2.3-5
=—2—‘ +y) ...(a")

que representa o potencial centrifugo, senao vejamos:

9L _ _

3—)-(-'—0.) X = PX &

0L _ 2 2.3-6
37= w-y = Py ...( «J= )

2.4 - 0 POTENCIAL GRAVITACIONAL:

Conforme vimos em (2.1) a gravidade e definida como a resul
tante das forcas atrativa e centrifuga. Designando o vetor gravidade por
g e de acordo com (2.1-1)

G-F+P
ou )
) Y
9= Pyt Py = =x * 3¢
) YRS ...(2.4-1)
S Fyr Py =y ey
) v i
9= Fz+ Py =%z Yz

Consideremos a funcao:

2
W=V+7Z=0G JM l%ﬁ- + —%— (x%+ y%) ...(2.4-2)
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tomando suas derivadas primeiras em relacao a x, y e z e tendo em vista as
relacoes (2.4-1) vem:

oW _ aV + oL W

oX ~ 9X ax - Ix

oW 3V oL

5 " 3y + 5y - gy > ve.(2.4-3)
oW _ aV + oL

9z =~ 9z 0z gz

de acordo com o conceito de potencial emitido em (2.2) e considerando que a
funcao (W) e a soma dos potenciais atrativo e centrifugo, a (2.4-2)represen
ta o Potencial Gravitacional.

0 vetor gravidade em funcao de suas componentes e dado:

g = ggT + gyj + giK e..(2.4-4)

em que 1, J e K sao os versores fundamentais; tendo em vista a (2.4-3)vem:

— oW+ oW« oM
9=gx T+gyd+t5+K ...(2.4-5)

X
:]r'*'%-ﬁa

-

utilizando o operador gradiente, cartesianamente dado por é}1+~§-
vem:
g = Grad W

0 gradiente da funcao potencial gravitacional caracteriza o
vetor gravidade.

2.5 - Superficies Equipotenciais e Linhas de Forca

Consideremos um ponto (A) de coordenadas (x, y, z) e um pon
to (A®), de coordenadas (x + dx, y + dy, z + dz), afastado de (A) por uma
distancia elementar ds, fig. (2.5-1).
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Fig.( 2.5-1)- QUANTIDADES ELEMENTARES

Definindo os angulos (s, x), (s, y) e (s,z) como os diretores de (s), vem:

dx = ds cos (s, x)
dy = ds cos (s, y) > ...(2.5-1)
dz = ds cos (s, z)

0 potencial gravitacional em (A’), sera obtido aJpartir dos incrementos so

fridos durante o deslocamento (A A’):

Y AW W
dW = J X dx + oYy dy + 37 ¥ ...(2.5-2)
ou
dW = gxdx + gydy + gidz ..(2.5-3)

Substituindo na anterior as relacoes (2.5-1) vem:
dW = [gx cos(s, x) + g, cos(s, y) + g, cos(s, z)]ds

' ...(2.5-4)

mas o termo abrangido pelos colchetes nada mais e do que a componente da

y

gravidade segundo uma dada orientacao (s), entao:
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dW = g cos(g, s) ds = g ds ...(2.5-5)
dW 9
ds ~ ...(2.5-6)

A componente da gravidade numa direcao qualquer pode ser ob
tida a partir da derivada, segundo esta direcao, do potencial gravitacional.

Consideremos o caso particular em que cos (g, s) = 0, situa
cao em que o deslocamento (A A’) e ortogonal a direcao da gravidade:

a—s- = O o~-I-(2.5-7)
em decorrencia

W (x, y, z) =c.te ...(2.5-8)

Como (W) e uma funcao de x, y, z a equacao (2.5-8)representa
uma familia de superficies que ser3ao obtidas a partir dos valores da cons
tante. As superficies definidas pela equacao anterior s3do denominadas Su
perficies Equipotenciais ou de Nivel.

As superficies equipotenciais apresentam uma propriedade im
portantissima para a Geodesia; a imagem geometrica do vetor intensidade de
campo & tangente a. linha de forca, em qualquer ponto da superficie. Em con
seqliencia,ndao existem componentes jacentes no plano tangente.

Da familia de superficies equipotenciais do campo gravitacio
nal terrestre a mais importante e a definida pelo nivel medio dos mares em
repouso, livre das singularidades climaticas e suposta prolongada analitica
mente sob os continentes. Esta superficie particular foi proposta por GAUSS
como a "Figura Matematica da Terra", c.f. |48|, e mais tarde denominada GE
OIDE por Listing.

As linhas de forca do campo gravitacional terrestre sao deno
minadas Linhas de Prumo, sendo o vetor gravidade tangente em qualquer de
seus pontos. Na fig. (2.5-2) representamos esquematicamente as superficies
equipotenciais e linhas de prumo do campo gravitacional.
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\ Linha de Prumg

W=W, (Geoide)

Fig.{2.5-2) ___ SUPERFICIES EQUIPOTENCIAIS E LINHA DE PRUMO.

2.6 - As funcoes Harmonicas

Antes de prosseguirmos no estudo do campo gravitacional ter
restre torna-se necessario estabelecer alguns conceitos importantes com re
lacao a certas fungoes, comumente denominadas harmonicas.

Uma funcao (S) continua juntamente com suas primeiras deriva
das, e dita harmonica, numa regiao (R) do espaco, se satisfaz a equacao de

LAPLACE: , , ,
2¢ _ 9°S 3°S 9°S
A%S = 9x? oy? 9z 0

...(2.6-1)

Existe uma grande variedade de funcoes que satisfazem estes
requisitos, em conseqliencia, diversas funcoes harmonicas. Em geral sao fun
¢oes transcendentais que nao admitem representacdo por meio de funcoes sim
ples, relacionadas a um numero finito de operacoes aritmeticas elementares.
Sao freqllentemente expressas em series, sendo, portanto, conveniente termos
um conjunto de funcoes harmonicas a partir das quais possamos exprimir  as
series. Contudo, nao existe um conjunto de harmonicas melhor adaptado a
qualquer expansao em séries, mas sim grupamentos de funcoes que atendem a
determinadas aplicacoes. As mais importantes, do ponto de vista geodesico,
sao as harmonicas esfericas ou de Laplace e as elipsoidais de Lame, alem
destas, poderemos citar as cilindricas ou de Bessel, e as toroidais deHicks.
Neste topico nos ocuparemos das harmonicas esfericas; pormenores podem ser
obtidos em [17| [77] e |97

2.6.1 - Harmonicos Esfericos

Um harmonico esferico e uma funcdao harmonica, homogenea em
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X, y e z. 0 grau de homogeneidade (n), podera ser real ou complexo e sera

denominado de grau da funcao. As condicoes para que uma funcao seja harmo
nica foram comentadas anteriormente; para que seja homogenea € necessario
que satisfaca a correlativa equacdo de Euler, |77] e |97|. Se (S) €  uma
funcao harmonica de grau (n), ela satisfaz as equacoes:

— de Laplace:
A%S = 0 ...(2.6.1-1)
— de Euler:
-%;-x + éﬁ} y +-%§-z =ns ...(2.6.1-2)

A equacao de Laplace em coordenadas polares (v, colatitude;
A, longitude; r, raio vetor), escreve-se; |17| e |48|:
2
9 |.2 3s 1 L) as 3 S

—_|r + - sen v +
ar or sen v Jv v

senz von = 0 (2.6.1-3)

fazendo a substituicao, S = o Y, s onde Yq e independente de (r), obtemos:

n
= | r == |=n (1) My, ...(2.6.1-4)

levando a (2.6.1-4) em (2.6.1-3) e eliminando o fator comum " vem:

nin + 1) Y, + 32Yn +ctgv a¥n + 1 32n _ 0
‘ JvZ oV sen?v  3Az

..(2.6.1-5)

Qualquer solucdo (Yn) da equacdo anterior & denominada de
Harmonico Esferico de Superficie ou Funcao de Laplace. Realizando a substi
tuicao (n) por -(n+1), o fator n(n+1) permanece inalterado, portanto, exis
tem duas solucoes da (2.6-3) das quais Yq e um fator, ou seja, " Yy e
r'(”+1>yn, denominadas de Harmonicos Esfericos Solidos de grau (n)e -(n+1),
respectivamente.

Como o grau de homogeneidade (n) pode assumir qualquer valor
real; rly,, r2 y?, ..., serao solucoes da (2.6.1-5) e como a combinacao 1i
near das solucoes parciais & tambem uma solucao,|21|, vem:

7]
~—
wn
it

§ " Yolv, A)

" n=0
Y, (v,2) > ...(2.6.1-6)

b) Sp = nEO r(n+15
J

que s3o as expressoes gerais de um Harmonico Esferico Solido. Demonstra-se,
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[17] e |77|, que uma funcdo harmdnica no interior de um solido e representa
da pela (2.6.1-6(a)) e no exterior pela (2.6.1-6(b)).

2.6.1.1 - Harmonicos Esfericos de Superficie

No topico anterior estabelecemos a expressao geral
de um harmonico solido como a solugao da equacao de Laplace, onde os ter
mos parciais sao os harmonicos esfericos de superficie (Y,), para os quais
procuraremos um desenvolvimento.

Como (Y,) & uma funcdo de v e A podemos expressa-
-To na forma:

Y (v, A) = f(v) F ()

...(2.6.1.1-1)

substituindo na (2.6.1-5) e multiplicando por sen? v temos:

flv) F()\)

_;%37!— sen v.f"(v) + cos v.f*(v) + n(n+1). sen v.f(v)|= - -%i%%)

...(2.6.1.1-2)

em que (*) representam a ordem das derivadas. Como cada membro da (2.6.1.1

-2) @ expresso em termos de uma das incognitas, poderemos iguala-los a uma
2

constante (m ):

b) sen v sen v.f" (v) + cosv f’(v) + n(n+1) senv f (v)|= m® >
flv)
...(2.6.1.1-3)
ou ainda \

a) F" (X)) +m® F(A) =0

n ] m2 -
b) senv f"(v) + cosv f>(v) + { n(n+1) senv - v f(v) =0 >

J

...(2.6.1.1-4)
com estes artificios obtivemos uma equacao a derivadas parciais,(2.6.1.1-2),

em termos de duas equacoes diferenciais ordinarias (2.6.1.1-4). A(2.6.1.1-4
(a)) e uma equacao diferencial linear de 22 ordem, de solucao imediata:

(A)
(A)

F COS mA
F sen M)

...(2.6.1.1-5)
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que poderdo ser verificadas mediante simples substituicao.

A (2.6.1.1-4(b)) € a conhecida equacao diferencial
de Legendre, que so tem significado quando m e n sao inteiros e sem < n,
[17|. Uma das solucdes € obtida a partir das funcGes de Legendre Ppy(cos v)
|21]:
f(v) = Ppy (cos v)
" ...(2.6.1.1-6)

Desta maneira as solucoes da (2.6.1.1-2) serao da forma:

f(v) F (A) = P__ (cos v) cos mA

nm

f(v) F () = P__ (cos v) sen mx

nm
.. (2.6.1.1-7)

como (n) e (m) podem assumir quaisquer valores reais, a combinacao  linear

das solucoes parciais sera tambem uma solucao, de maneira que:

Yn(V, A) = nEO mEO [%m]an(cosv)cos mA + by Py (COsV)sen mA
...(2.6.1.1-8)

nm) e (bnm) sao coeficientes constantes. A formula (2.6.1.1-8)repre

senta o desenvolvimento dos harmonicos esfericos de superficie. Substituin

onde (a

do nas (2.6.1-6) obtemos o desenvolvimento dos harmonicos solidos:

\

a) s= % b rn(anm cos mA + bpy sen mA) an(cos v)
n=0 m=0
®© © 1 >
b) S,= I r ———— (a__cos mx +b__ senmr) P_ (cos v)
NS C meo  p(nH) nm nm nm
7

...(2.6.1.1-9)

Resta-nos obter as expressoes das Funcoes de Legen

dre an (cos v).

2.6.1.2 - As Funcoes de legendre

As funcoes an(cos v) introduzidas como solucao da
equacao diferencial (2.6.1.1-4(b)) sao denominadas Funcoes de Legendre, e
os indices (n) e (m) representam o grau e a ordem da funcao, respectivamen-
te.

Para simplificar a notacao introduzimos a conven
cao (cos v = t), e as funcoes an (t) serao obtidas a partirdafﬁrmu]aJ17|:

(n+m)
1 ,ym/z2 d 2 n
an(t) = 2nn!(1-t ) -EETHIET—(t - 1)

...(2.6.1.2-1)
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ou explicitamente, [33|:
R
k=0 - kI {n-k)}T(n-m-2k)!

(n-m-2k)

P.(t) = 27"(1-t2) t

...(2.6.1.1-2)
onde in-ml significa o maior inteiro contido em (n-m/2). A formula(2.6.1.2
Z

-2) oferece vantagens sobre a (2.6.1.2-1), ja que evita a obtencao das deri
vadas de ordem (n+m), o que e de grande importancia na utilizacao em compu-
tadores eletronicos.

No estabelecimento da solucao da equacao diferen-
cial de Legendre, foi feita a mencao de que n e m deveriam ser inteiros,
alem de n € m, sendo (n) o grau da funcao e (m) a ordem; tres situacoes pe
culiares se apresentam, ou seja: m =0, m=nem < n; analisemos cada ca
SO:

- As fungoes de Legendre an(t) de ordem nula(m=0)

sao de grande-importancia em Geodesia, e sao normalmente expressas por Pio

(t)= Pn(t) e denominadas de Polinomios de Legendre. Os polinomios sao obti
dos a partir da formula (2.6.1.2-1) fazendo-se m=0:
1 d" 2 n
Pn(t) = oMl dt T (t - 1)

...(2.6.1.2-3)
conhecida como formula de Rodrigues. Da mesma maneira que a (2.6.1.2-1) te
mos que determinar as derivadas de ordem igual ao grau do polinomio que se
pretende representar. Em termos de calculo eletronico e conveniente a  ob
tencao dos polinomios a partir da formula de recorrencia, |33]:

1)
Pa(t) = = Eraety Prat (V)= Emey Poet (1)
...(2.6.1.2-4)

0s Polinomios de Legendre sao funcoes harmonicas
em (t) de grau (n), apresentando-se com (n) zeros reais e pertencentes ao
intervalo |-1, +1|, o que poderd ser concluido apds a substituicdao dos valo
res particulares de v (0 < v < 7), nas expressoes obtidas a partir de uma
das formulas anteriores. 0s harmonicos variam de sinal (n) vezes no inter-
valo |[-1, +1|. Representando sobre uma esfera os polinomios, esta serd di
vidida em (n) zonas, retratando cada uma a regiao de predominancia do sinal,
fig.(2.6.1.2-1 (a)). Estas funcOes sao conhecidas tambem como  Harmonicos
Zonais ou de Zona.

- Os harmonicos em que n >m, para m # 0, sao deno

minados de Funcoes Associadas de Legendre. Distingllindo-se para m=n os Har
monicos Setoriais e para n > m os Harmonicos Tesserais.
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As funcoes associadas de Legendre mudam de sinais
(n-m) vézes no intervalo (0 < v < ¥), [17], enquanto que (cos mA)e (sen mh)
apresentam-se com (2m) zeros no intervalo. Quando representamos a harm6qi
ca com n= m sobre uma esfera, so teremos variacoes de sinal em longitude, e
esta sera dividida em (2m) setores ou fusos, fig. (2.6.1.2-1(b)). Para n
< m a superficie sera dividida segundo uma malha de quadril3teros esfericos
(tessera), dados por (n-m) e (2m).

ZONAL SETORIAL

TESSERAL

Fig.(2.6124) ___ AS FUNGOES DE LEGENDRE.

Podemos facilmente verificar que um Harmonico Esf§
rico de superficie (Yn) possue (2n+1) Funcoes de Legendre, assim distribui
das, |97|:

- 1 harmonico de Zona de grau n;

- 2 harmonicos setoriais de grau n e ordem m(n=m);

- (2n-2) harmonicos Tesserais de grau n e ordem va

riando de 0 a m, (m # n),
com o total de (2n+1) termos no desenvolvimento de um determinado grau.

Resta-nos obter os coeficientes constantes anm e

b .- Consideremos as relacoes de ortogonalidade das funcoes de Legendre,



que expressam ofato de ser nula a integral, sobre a esfera de raio unitario,
do produto de duas quaisquer funcoes harmonicas.

r \

0an(t) Psr(t) cos mA cos rix do

) 3 sesznour=m

. B . ou ambos
0an(t) Psr(t) sefn m\ sen ri do

1}
[ew)

1}
o

r J
P (t) Psr(t) cos mA sen rix do = 0 (para qualquer caso)
...(2.6.1.2-5)

Para o produto de duas funcoes iguais temos:

0an(t) cos mi an(t) cos mA do = 49 /(2n+1)
_ 21 (n+m) !
0an(t) sen m\ an(t) sen m\ do = Corse) (n-m)T"(m;tO)

...(2.6.1.2-6)

Multiplicando a (2.6.1.1-8) membro a membro por
Psr(t) CoS r A= Tsr(v, A), fazendo-se f(v, A)= Yn(v, A) e integrando sobre
a esfera de raio unitario, temos:

sr

f(v, A) Tsr(v’ A) do = a [ Tsr(v’ A)] do
o o

..5(2.6.1.2—7)

Tendo em vista as relacoes de ortogonalidade, o se
gundo membro da (2.6.1.2-7) sera dado pela (2.6.1.2-6). Analogamente para
bsr’ multiplicando por uma osr(v, A):Psr(t) sen r A, e integrando sobre a
esfera de raio unitario, resulta:

2n+1
ano = ﬁ— f(v, )\) Pn(t) dG

LN

o)

a = 2n+1 (n-m)! flv, A) an(t) cos m A do
nm- 21 (nem)! £>

_ 2n+1 (n-m)! f(v, A) P

m(t) senm A do
MM 20 (nm)!

n

°°0 ...(2.6.1.2-8)

7

em que Jo indica que o processo de integracao e realizado na superficie da
esfera de raio unitario, onde do e um elemento de superficie.
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2.7 - 0 Potencial Gravitacional em Harmonicos Esfericos

0 potencial gravitacional e dado pela soma dos potenciais
atrativo e centrifugo:

=
1}

V+Z ...(2.7-1)

onde, (2.4-2): \

M > ...(2.7-2)

LYY 2
7 = - W (x* +y)
7
0 potencial centrifugo e de obtencao imediata, enquanto que

o atrativo e mais complexo. Como o potencial atrativo & uma funcdo anali
tica, poderemos desenvolvé-lo em séries. 0 desenvolvimento ideal e obtido
em series de harmonicos esfericos, para tanto consideremos as propriedades
gerais de uma funcao potencial, que segundo [RAMSEY, 97|, enunciam-se:

a) A atracao, por unidade de massa, € o gradiente de uma funcao potenci
al (U) tanto para o interior quanto exterior da massa geradora do
campo:

b) Em qualquer ponto do espaco nao ocupado pela massa atrativa a funcao
potencial satisfaz a equacao de Laplace, A2U = O;

c) Em qualquer ponto do espaco em que existe materia, de massa volume-
trica 8, o potencial satisfaz a equacao de Poisson, A%U = 4m$, ou se
ja:

3%U  3%U  3%U
+ +
3 x% 9 y? 3 z2
d) Quando existe uma superficie simples, limite da distribuicao de mas

= =478,

sas, a funcao potencial assume os valores U, e U, nos lados opostos
da superficie, mas na superficie elas satisfazem as condicoes:

Ul = U2
e
3U; U, _
E IR T

em que (m) e a massa especifica da matéria e (on) € um elemento da
normal dirigida do espaco externo (1) para o interno (2)".

0 potencial atrativo, em pontos externos a Terra, podera
ser desenvolvido em séries harmonicas, propriedade (b). E sua expressao
geral sera, (2.6.1.1-9(b)):

w N 1 _
“7Zo mio ;zﬁsz—(amncos mA+ b,nsen mA) an(?zs7vi )

V(v, X)
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em que as constantes a e b . dependem da massa encerrada pela superficie

m
terrestre.

2.7.1 - 0 Potencial Atrativo em Harmonicos Esfericos

Consideremos a fig. (2.7.1-1); o sistema coordenado (x,
Yy, z) e tomado geocentrico e de maneira que o eixo dos (z) coincida com o
eixo instantaneo de rotacao da Terra, orientado positivamente para onorte.
Os eixos x e y sao tomados ortogonais e jacentes no plano equatorial. A po
sicao da unidade de massa e dada pelas coordenadas (x, y, z) retangulares
ou esfericas (¢, A, p). A posicao da massa elementar atraida e dada pelas
coordenadas (x°>, y*, z°).

Fig.(2.71-1 ) __ DISTRIBUICAO DE MASSAS E
PONTO EXTERNO.

dr
V=2_G - .. (2.7.1-1)
M
do AOPP’ tiramos as relacoes:
2 2 2 )
a) r = p*+p"-2pp’ cos Y
2 psz
b) r =p2 |1+ -2 L cosy | > ... (2.7.1-2)
0? P

2 H
fazendo-se |s= JZ;—- 2 £ cos Y| e substituindo vem:
p P

r = o(les) . (2.7.1-3)
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tomando-se o inverso da distancia:

1 -1/2
7= 5 (1+s) . (2.7.1-8)
desenvolvendo em série o binomio (1+s)'1/2 vem:
(1+s)_1/2= 1- %rs + %-sz- %%—S3+ %%%v§*- é%%-ss+ ces

...(2.7.1-5)

considerando-se o valor de (s) é substituindo em (2.7.1-4)

y 2 N
%.=-% &+—%§ cosy + %—(%;) (coszw - %—)+§—(£%03(cos3w - %-cos ¥) + ..l

...(2.7.1-6)

fazendo (cosy=t) e tendo em vista que:

P, (t) = 1

Py(t) = \

p,(t) = g_ t2 - %r v (2.7.1-7)
\ J
r 3

P () _ 2 e 2t
L 7

sao os Polinomios de Legendre; a (2.7.1-6) escreve-se, para (p > 0);

11 e (22" p (1)
F‘anO[T] n ... (2.7.1-8)
Substituindo na (2.7.1-1) vem:

Vog ¥ 1 o°N Pn(t)dm e..(2.7.1-9)
) M

A relacao do segundo membro com as coordenadas v e A e es
tabelecida atraves da distancia angular y. Na fig.(2.7.1-2), onde a esfe
ra tem raio unitario, do triangulo esferico PNPP’ vem:

CoOsS P = COS Vv COS v’+ sen v sen v’ cos (A-2A%)
...(2.7.1-10)
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Fig.(2:71-2) __ DISTANCIA ESFERICA .

A formula (2.7.1-9) demonstra a possibilidade de se desen
volver o potencial atrativo em harmonicos esfericos de Zona, demonstracao
que podera ser estendida ao mais geral harmonico esferico de superficie.

Pela formula de decomposi¢do de um harmonico de zona, |3,
pag. 370|:

_ . N (n-m)! |, .
P (cos y)=P (cos v)P (cos v*)+2 m§1 Them)T [fcos mA €COS MA® + sen mA

senm A’) an(cos v) an(cos v’ﬂ

e (2.7.1-11)

a (2.7.1.-8) escreve-se:



% = n§o E—é;SET;z-O P (cos v*)+ 2 m§1 E:;:;i ?;:1) (cos mA cos mA’+
+ sen m\ sen mA®) an(cos v) an(cos v?) . (2.7.1-12)
substituindo na (2.7.1-1) vem:

V=261 .2, EHS;EET;E— p’ P (cos v*) + 2 mz1 E:;g%i p?;:1) (cos mA

e

cos mA® + sen mA sen mA®) an(cos v) an(cos v )I

.{2.7.1-13)

fazendo-se
R ’n H
Ano = G p> Pp(cos v?) dm
M
Pno cos mA’
= (n-m)! G I 0" an(cos v’) dm
Bno (n+m)! M sen mi
) ..(2.7.1-14)
obtemos:
v % 3
= nZo m&o

(Anm cos mA + Bnm sen m\) an(COS\/ﬂ

..(2.7.1-15)

A formula (2.7.1-15) € analoga a (2.7.1-9), e representa o
desenvolvimento do potencial atrativo em harmonicos esfericos de superficie.

A convergencia das séries de harmonicos esfericos pode ser

analisada a partir dos criterios enumerados em (2.7), para o potencial a

trativo, de maneira que estas series convergirao para pontos externos a
distribuicao de massas e serao divergentes na superficie e no interior da
distribuicdo. Estudos dos critérios de convergencia sao realizadosem |17|

e |48].
2.7.1.1 - 0 significado dos Termos de Baixo Grau

0 desenvolvimento do potencial atrativo em termos
de harmonicos esfericos nao deve ser interpretado como mero artificio mate
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matico, principalmente no que concerne aos termos de baixo grau, que admi
tem uma interpretacao fisico-geometrica.
Considerando o desenvolvimento da (2.7.1-15) res
trito aos termos de 29 grau, com cos v = t, vem:
P
- Aoo Poolt) ) AL, Plo(t)+A20 on(t)+ A cosaPy, () B cema 11(t)+
o p? p® p? p?
A21COSAPu‘t) 821senAP21(t) Azzcoszxpzz(t) + BzzCOSZAPzz(t)
p3 p3 p3 p3

o (2.7.1.1-41)

utilizando as formulas (2.7.1-14) e considerando que:

X> =
y’ =
z’ =
A00=G dm’:GM
‘M
Ao, =G ( p’> cosv’ dm = G| z’> dm
M M
A11 =G| p?> cosA? senv’ dm = G | X
M
Azo =G |p’? COSZV’-—;—- dm=—g—l
M
J
(-X’Z - ysz + 2292) dm
A21 = G| p’? cosA’ senv’ cosv® dm =
M
=G| x>z dm
M
A =G| p*>cosr’ sen?v’ d
22 = T p’ cosA’ sen?v’ dm =
M
G 2
= —(x*" - y’2)d
4J( y*2) dm

PN
b

p’> senv® cos A’

p*> senv’ sen A’

p> cosy’®

.

>

... (2.7.1.1-2)

811= G I p> sen A’ senv’dm=G|y’>dm
M

821= G| p*2 senA® senv’ cosv® dm =
L
=G| y’ z’ dm
M
_ 1 32 s s _
Bzz— T GJMp sen2)’ sen?v’ dm =

G
= X* y* dm
7,

...(2.7.1.1-3)



.52.

0 termo A e o produto da massa da Terra (M) pela
constante da gravitacao (G).

As integrais f x* dm, S y’> dm e S z’> dm, que apa
recem nos termos A;o A;; e Bii, correspondem as coordenadas do centro de
gravidade da massa atrativa. Se o sistema de coordenadas e escolhido de
maneira que a origem.coincida com o centro de massa, estes termos serao nu
los. Nas aplicacoes geodesicas o sistema coordenado € comumente geocen-
trico, justificando o abandono destes termos no desenvolvimento:

Aro= Ay1 = By =0 .. (2.7.1.1-4)

Da mecanica classica, |113]|, sabemos que os produ
tos de inércia sao expressos por:

r

D=1| x>y dm

7/
r

E =1 x>z dm >> e..(2.7.1.1-5)

F=1]y>2z>dm

/

comparando estas expressdes com as de A,,, B,, e B,, em (2.7.1.1-3) vem:

A, =GE
B,,=GF ... (2.7.1.1-6)
Bzz': GD/2

Os momentos de inércia sdo definidos, |113]:

~

A = (y** +2°%) dm
‘M

B = | (x** +2°%) dm. > e (2.7.1.1-7)
JM

C = | (x% + 2°%) dm
M

combinando os momentos, vem:

A+ B -2C

1t
—

}
>

...(2.7.1.1-8)
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comparando com as relacoes de (2.7.1.1-3) vem:

N

é} (A+B - 2C)

pJ
]

20

- & ;.-
A= 4 (B-A)

e..(2.7.1.1-9)

Se 0 sistema coordenado for orientado de maneira
que os eixos coincidam com os principais de inercia, os produtos de inéi
cia D, E e F serao nulos. No nosso caso o eixo dos (Z) coincide com eixo
instantaneo de rotagao, que se confunde com o eixo de inércia maxima, 0s
produtos E e F serdao nulos. Se for admitida a simetria rotacional de mas
sas, 0 produto de inercia referente ao plano coordenado (xy), sera nulo e
os momentos de inercia A e B serao iguais. No caso da Terra este produto
sera nulo admitindo-se a simetria rotacional, ou melhor, se um dos eixos
principais de inercia estiver contido no plano meridiano da elipticidade e
quatorial. Admitindo-se o sistema coordenado nas condicoes:

— origem coincidente com o centro de massa da
Terra;

— 0 eixo de rotacao coincidente com um dos de
inercia;

os coeficientes dados em (2.7.1.1-3) escrevem-se

Ryy = G M By, = B,, =B, =0

A=A, =0 Byo = Bsy = 0

A - 5 (A +B-20) B,, =

A, =0

Aoz = 4 (B - A) . (2.7.1.1-10)

com estes coeficientes o potencial atrativo dado por (2.7.1-15) sera

p p3

% (A+B-2C) (1 - 3cost)+.§ (B - A) sen2y

COS2A + % D sen2?v sen2) |+ termos de ordem mais elevada

e (2.7.0101-11)
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Podemos observar que o primeiro termo da expres-
sao anterior nada mais e que o potencial atrativo num ponto externo a uma
distribuicao esferica de materia, |77|. Se tomassemos a aproximacdo esfé-
rica como a forma da Terra, o seu potencial atrativo seria expresso median
te a consideracao, na serie (2.7.1.1-11), somente do primeiro termo. Pode
mos encarar os demais termos como correcoes a aproximacao esferica.

Procuremos estabelecer uma correspondencia geome-
trica para os termos do desenvolvimento em harmonicos do potencial atrati-
vo.

0 significado geometrico podera ser obtido a par
tir da analise de sinais das funcoes envolvidas no desenvolvimento, e da
distribuicao de massas. Consideremos a Terra representada numa projecao
cilindrica, onde as massas continentais nos fornecerao a base de compara-
cao. Este tipo de comparacao tem sido utilizada por diversos autores no
estabelecimento da expressao do potencial atrativo, |35| e |117] s3o exem
plos.

Consideremos a parte geometrica das relacoes(2.7.
1.1-3), de maneira que:

A, #f (cos v?)

’ ’ . (2.7.1.1-12
All#ﬁf (sen v?® cos A?) - ( 1.1-12)

B,,7T (sen v’ sen X°)

4

onde:

00 < v< 1800 ou - 900 < v < 900
00 < A < 3600 ou -1800 <is +1809

em conseqliencia:

> 0 no hemisferio Norte

A < 0 no hemisfério Sul

{> 0 no hemisferio Ocidental
B

11t

< 0 no hemisferio Oriental

> 0 para 09<A< 900 e 00>x> - 900

A < 0 para 900<XA< 1809 e - 900 >x> -18090

representados graficamente na fig. (2.7.1.1-1).
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W 180° 90° o° 90° I8O°E
9 0°N

90°s
wi8Q° S0° o° 90° 1I80° E
T 90°N
B Hsenv/senN _
1] % 0° o°
] 90°s

wis0° 90° o° 90° I80°E
9o°N

00

00 ‘ A”# senv’ cos X
¥

90°s

Fig.{2.711-1)_ REPRESENTAGAO GEOMETRICA DOS TERMOS DE GRAU UM NO DESENVOLVIMENTO
DO POTENCIAL ATRATIVO EM HARMONICOS ESFERICOS.
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Se considerarmos o sinal (+) como correspondente
a um excesso de massa e o (-) como deficiencia de massa podemos interpre
tar as figuras (2.7.1.1-1).

0 excesso de massa em determinados hemisferios im-
plica num deslocamento do centro de gravidade em sua direcao. A existen
cia destes coeficientes esta vinculada a oscilacdo do centro de massa da
Terra. Tendo um sistema coordenado geocentrico como condicao inicial, jus
tifica-se o abandono destes coeficientes no desenvolvimento do potencial.

Os .termos de segundo grau pelas relacoes (2.7.1.1
-3) sao:

50 # % [coszv’-% :I

A sen v’ cos v*® cos A’
21 7

\

A

A - sen’v? COS2\’ >- +..(2.7.1.1-13)
2

821 A 3 sen v? cos v’ sen\’

B . 4 sen’v? sen2\’

analisando os sinais:

7/

A (0 <vi< 540 44°) (1259 16°<v’< 180°)
20
(54° 44° <y2>< 1259 16°)

< 0 (09 <x<t 900 com 09<v< 909) e (+£909<A<+1800 com 900<v<1809)

21 15 0 (09 <A<+ 900 com 909<v< 1800) e (+900<A<+1800 com 00<v< 900)

> 0 (00 <x<t 450) e (+1350 <A<+1809)
22

< 0 (#8459 <A<%13509)

> 0 (09 <v< 909 com 09 <A< 1809) e (909<v<1809Q com -1809 <i< 09)

21 1< 0 (09 <v< 909 com -1800<A<09) e (900<v<180Q com 09 <A< 1800)

> 0 (00 <A< 900) e (-1800<i< -900)

22 1< 0 (909<A< 18009)e (- 900<x< 09)

a representa¢ao encontra-se nas fig. (2.7.1.1 - 2).



I80°*E wiso*® 90°* o 00°"

9o°N

| sa®ad'n

&0=I§ (3 cofvi- 1)

0o

621=3 senv’cosv/sen »

SEW'S g $

- - 2 4
A22' ~sen- v/ cos 2 X

52 2° sen visen2 ¥

90°s

¥
wiso® 135 90° -45° -o0* 45° 90° 135 180° E wigo* 90°* o 90°

180°E

. ’
Fig.(2.711-2 ) — REPRESENTAGAO GEOMETRICA DOS TERMOS DE GRAU DOIS NO DESENVOLVIMENTO DO POTENCIAL ATRATIVO EM HARMONICOS.

‘g
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0 coeficiente (Azo), representando um excesso de

massa na Zona equatorial, Timitada por 550N e 5595, nos sugere o achatamen
to terrestre, representado por uma deficiencia de massas nas regioes pola
res. No desenvolvimento do potencial € o termo de maior valor, devendo
sempre ser considerado.

0 coeficiente (AZI) apresenta-se positivo no he
misferio Norte entre as longitudes de 909 E a 900 W e no  semi-hemisferio
diametralmente oposto. De imediato esta situacao nos sugere o  movimento
do eixo principal de inercia em torno do eixo de rotacao, i.e., a ndo coin
cidencia do eixo de rotacao com um dos principais de inércia. O movimento
e real e apresenta caracteristicas de periodicidade, dependente da elasti-
cidade do material componente da Terra. Lambert, |67|, calculando o  des
vio dos eixos encontrou 0,1", justificando desta maneira o abandonc daste
termo no desenvolvimento. 0 coeficiente (B,;) nos leva a identicas conclu
soes.

0 coeficiente (Aéz) depende somente da longitude,
apresentando-se positivo de 450 E a 450 W e de 1350 E a 1350 W em longitu-
de. 0 excesso de massa nestes setores opostos tendo o meridiano de Green
wich como central, sugere a elipticidade equatorial. 0 (8,,) nos levara a
identicas conclusoes somente que o meridiano central apresenta-se desloca-
do de 459, dando uma outra ideia quanto a orientacao da elipticidade equa-
torial. |

0 coeficiente do zonal de 39 grau leva-nos a con
sideracao da Terra Piriforme ("pear-shape") segundo a teoria desenvolvida
por 0’Keefe, |95|, a partir das and]ises orbitais do sat&lite "Vanguard".

A, # ;-(cosav’ -% cos v?)
da analise de sinais

> 0 (+ 509 46° <v< 900)e(-500 46°<v’<09)
801< 0 (00 <v*<+ 509 46°) e(-500 46°<v><900)

A

Representado, esquematicamente, na fig. (2.7.1.1 - 3).
2.7.2 - 0 Geopotencial

0 potencial centrifugo pode ser expresso em termos do rai
o vetor (p), considerando a fig. (2.7.2 - 1) vem:

7 = %- w? pZsen®v . (2.7.2-1)

Levando em consideracao as explanacoes anteriores,

podemos escrever o potencial atrativo:
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50°4&'N

2] soose's

1 90°s

Kq =3 (cos® v-iCOSM

Fig.(2711-3) ___ O HARMONICO ZONAL .DE GRAU TRES E A TERRA "PIRIFORME"

-

V = = F Ly I 0 ——(—_ﬁ_ l.(A cosmA + Bnmsenmx) an(cos v)

sem o 21 ..(2.7.2-2)

de acordo com a (2.7 - 1) obtemos para o potencial gravitacional da Terra
real:

n
GM + nZZ . 0 —-—(—-T)_ [(Anmcosz+ Bnmsenm N an(cosv):] %—w 0% sen?y

sem o 21

W==

..(2.7.2-3)

Ao potencial dado pela (2.7.2 - 3) passaremos a
dominar de GEOPOTENCIAL.

A (2.7.2 - 3) tem sido apresentada nas publica-
coes geodésicas com diversas notacoes, das quais a mais usual e:
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WM 1+ % g ii-n C_cosmh + S senmA.—P (cos v)
0 n=2 m=0 |p nm nm nm

sem 021
. (2.7.2-4)

em que, (a) e o raio equatorial da Terra e os coeficientes Cnm e Snm rela
cionam-se aos anteriores pelas formulas, |33]:

A

n
—_— GM a Cnm

+G6Ma" s

Bnm nm ...(2.7.2-5)

Nos trabalhos de Geodesia Celeste e comum expressar o Geopotencial em ter
mos dos coeficientes de massa; (Jnm) e (Knm), com:

Inm =~ Chm

Kam = = Snm ve.(2.7.2-6)

ea (2.7.2 - 4) escrita na forma:

cos V)

n n
W= Z2-41 - &% LJ Jn Pn(cos V)+ L (Jnmcosmx + Knmsenmx) an(

P n=2 P m=1
sem 021

.. (2.7.2-7)

Observando as relagoes (2.7.1 - 14) vemos que os coefici
-~ - . . - 2 =2

entes Anm e Bnm sao dimensionados; no sistema CGS sao expressos em cm s
. . fu - - . . » »,
ou Gal.cm 0s coeficientes Cnm’ Snm’ Jnm e Knm sao adimensionais, G que
pode ser verificado pelas (2.7.2 - 5), este fato justifica a mudanca de no
tacao e a conveniencia de expressar o desenvolvimento do Geopotencial em

r t .
termos das constantes Cnm e Snm ou J e Knm

nm

2.8 - 0 Campo Normal

Ate o momento lidamos com conceitos e formula¢es ligadas
a Terra real. Da mesma maneira que em Geodésia Geometrica, definiremos uma
Terra normal que encera a mesma massa da real, porem limitada por uma su
perficie geometrica conhecida. Evidentemente as massas normais gerardao um
campo normal. Neste item estaremos interessados em definir o campo normal
e suas entidades representativas.

2.8.1 - 0 Esferopotencial

Se admitirmos a simetria rotacional e equatorial de mas-
sas e se definirmos o eixo de rotacao como o principal de inercia, teremos:
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D=E=F=0

nm = 0 para (m) maior que zero. E, ainda, se limitarmos o desen

volvimento do potencial atrativo aos termos de quarto grau, teremos defini

e Anm =B

do a Terra normal. O potencial da Terra normal sera denominado de ESFERQ
POTENCIAL, e se representarmos por U vem:

50 40
P

U= (1n+l j[AOOPOO (cos v)"'Azono (cos V)"'A P {cos v) |+ —;— w2 02 sen®v

A superficie equipotencial U = c.t@ e denominada de super
ficie esferopotencial ou “"Esferop".

A superficie do esferoide terrestre e utilizada em Geodesia
como a forma teorica da Terra. Pode-se demonstrar, |86|, que negligencian
do os termos da ordem da segunda potencia do achatamento, a superficie do
esferoide coincide com a do elipsoide de rotacao.

Um esferoide n3ao precisa ser, necessariamente, um elipsoide,
entretanto, os elipsoides de revolucao e o escaleno s3o utilizados como es
feroides terrestres.

0 esferopotencial do elipsoide escaleno nao sera dado pela
(2.8.1 - 1), diante do abandono do termo A,, que garante a elipticidade e
quatorial. Limitando o desenvolvimento a quarta ordem podemos escrever pa
ra o esferopotencial do elipsdoide escaleno:

22 22

Ve = 0 1n+1 {AOO Pio(cos V) + RyoP, (cos v) + A, P, (cos v) cos2 A +

+ B P (cos v) cos?x + A P (cos v)!|+ ! 0% ? senzv
22 22 [ 40 -2-

...(2.8.1-2)

Sempre que nos referirmos aesferopotencial ficara subenten-
dido o potencial gravitacional de um elipsoide de revolucaoc, a menos que
explicitamente facamos referencias ao contrario.

-

4

aZJ P( )aJP( 122 2
- 57 U 2COSV——p——l; qqcosv)+§w 02 sen“y

_ GM
p

U

...(2.8.1-3)

Tendo em vista as (2.7.1.1 - 10) e as condicoes (2.7.2 - 5)

e (2.7.2 - 6) vem:. ;. C - A

2 M a° ... (2.8.1-4)
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denominado na Titeratura mundial como fator de achatamento dinamico, ex-
presso em termos da diferenca dos momentos de inercia e do semi-eixo maior

do esferoide.

2.8.2 - A Gravidade Normal
Da mesma maneira que definimos para a Terra real as super
ficies equipotenciais:
W (x, y, 2) = c.t® ...(2.8.2-1)
e 0 vetor intensidade de campo, a gravidade, como:

9 = grad W, ...(2.8.2-2)

podemos definir as superficies equipotenciais da Terra normal como:

U(x, y, z) = c.te ...(2.8.2-3)
e a gravidade normal:

Yy =grad U
ou ...(2.8.2-4)

Y = g%$-ﬁ; onde 3n e um elemento da
normal .cujo versor e n ,

2.8.2.1 - Relacoes de Clairaut

A gravidade normal caracterizando um campo gra
vitacional tedrico sera obtida a partir de expressoes matematicas, ao con
trario da gravidade real, determinada a partir de medidas efetuadas na su
perficie fisica da Terra.

A gravidade normal pode ser calculada a partir
da (2.8.2 - 4), com U dado pela (2.8.1 - 3). Dentro de uma precisao admis
sivel, podemos confundir a normal com o raio vetor, sendo o erro introduzi
do da ordem de 5 ppm no calculo da gravidade l48|. De maneira que:

on op ...(2.8.2.1-11)
realizando a derivacao e limitando o desenvolvimento ao 29 grau:

2
7 - Eﬂz' 3 GMa JZL,PZ (cos v) + w? o sen2v

P P ...(2.8.2.1- 2)

considerando a derivacao realizada na superficie de um elipsoide e a (2.8.
1 - 4), |35] temos:

GMa® J, _ 26M f
03 a ...(2.8.2.1- 3)




em que f e o achatamento. Substituindo na (2.8.2 - 6) e tomado p = a vem:

2 2
Y = GM 1+ f - 3% w” + CO0S2vy %2 W _ 3 GM f
a2 2GM 2 a2

...(2.8.2.1- 4)

representando a razao entre a forc¢a centrifuga no equador e a gravidade
equatorial por (m) vem:

m= 3%
Ye ...(2.8.2.1- 5)
para uma esfera de raio (a):
. GM
Y = _
€ a? 455(2.8.2.1-6)
substituindo em (2.8.2.1 - 5):
me 20
GM ...(2.8.2.1-7)

a (2.8.2.1 - 4) escreve-se:

Y = ﬂ[ﬂ f - % m:l+[% a w2- M f:l cos2vy

a2 a2
...(2.8.2.1-8)

para um ponto equatorial:

Y = GM 1+ f - .3_ m
e” 2
...(2.8.2.1-9)

comparando com a (2.8.2.1 - 8) vem:

2 a2

<
I
=
+
f o
[s1)
e
1

3 GM f} cos?y

pela (2.8.2.1 - 7):

<
I

i S
Ye + —ar [2’ m - f] cos?v
...(2.8.2.1-10)

considerando a (2.8.2.1 - 6) e com 0 mesmo grau de aproximacao:

Y=Y [1 + [5 m - f]cosz%J
e 7 ]
...(2.8.2.1-11)

fazendo-se:

25—m S f-op ...(2.8.2.1-12)
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e considerando que ¢ = 900 - v temos:

Y = v, (1 +Bsen®y) ...(2.8.2.1-13)
para pontos polares:
Yp= Ye(1+8) ...(2.8.2.1-14)
donde: Yoy
g-_P-& _ 5. ¢ ...(2.8.2.1-15)
Yo 2

As relacoes (2.8.2.1-13) e (2.8.2.1-15) sao co
nhecidas como RELACOES DE CLAIRAUT, deduzidas por este notavel cientista
em 1743 ("Theorie de la figure de la Terre"). Estas relacoes sao de gran
de importancia para Geodésia, possibilitando o cdlculo da gravidade teori-
ca na superficie da Terra normal, alem de permitirem o calculo do achata-
mento terrestre (f) em funcao dos valores.da gravidade equatorial e polar.

Evidentemente as relacoes de Clairaut possibi
Titam o calculo da forma do esferoide terrestre, em consegtiencia, permitem
a obtencao de um dos parametros necessarios a definicdo de um sistema geo
desico, o achatamento (f). Convem ressaltar que o método gravimétrico pos
sibilita o calculo da forma mas nao das dimensoes do esferoide.

Um metodo pratico para a determinacao da gravi
dade equatorial e polar sera discutido no topico (2.8.2.5), quando ficara
demonstrada a possibilidade de determinacao da forma dc esferoide terres
tre, atraves da Geodésia Fisica.

2.8.2.2 - Relacoes de Ordem Superior

As relagOes apresentadas no topico anterior
sao consideradas de primeira ordem, pois em suas deduces os termos da or
dem do quadrado do achatamento foram negligenciados.

No seculo passado Laplace e Stokes desenvolve-
ram expressoes mais precisas que as (2.8.2.1 - 13/15), sem introduzirem
qualquer hipotese simplificativa. Neste seculo maiores atencoes foram dis
pensadas a deducao de uma formula para a gravidade normal, destacando-seos
trabalhos de Somigliana e Pizzetti, cujos desenvolvimentos podem ser encon
trados em [19], |48], |55] e |75].

Dentro da aproximacao de segunda ordem, BOMFORD
|03| e CASSINIS |20|, apresentam a seguinte formula para o cdlculo da gra
vidade:

v=y, (148 sen®¢ + B, sen?Z¢) ...(2.8.2.2-1)
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onde: =
1
- %%~mf + f2

T ...(2.8.2.2-2)
A formula de SOMIGLIANA, de terceira ordcm, e

apresentada na forma, |55]:
Y, cos?¢ + byp sen?¢
...(2.8.2.2-3)

'Y:
va® cos?¢ + b? sen?Z¢ !

Numa forma mais explicita,

onde a e b sao os semi-eixos do elipsoide.
|20] e |70], temos:

y=v_ (148 sen2¢ + B sen?2¢ + B,sen®¢ sen?2 ¢)
...(2.8.2.2-4)

com 1
81= ‘g— f (f = 28)
8 = L £2(2F + 38) - o £ (3F + 4B)
2 8 37
5
B =[—2— m - f]@(f)
@ (F)=le b F o e 2o o £ L
para m = ‘“ia ..(2.8.2.2-5)
e

2.8.2.3 - A Gravidade no Elipsoide Escaleno
SO-

bre um elipsoide escaleno teremos que considerar os termos dependentes da
CASSINIS |20| e SILVA [108]|, apresentam o termo em longitude

Na deducao de uma formula para a gravidade

longitude.

como sendo da forma:
1 2
?-fecos ¢ cos 2(x -AO)

onde (fe) e o achatamento da elipse equatorial e (AO) e a orientacao do se
Considerando a (2.8.2.1-1) com o termo em longitude vem:

mi-eixo maior,

Y=Ye[1 + BsenZ¢ + B sen?2¢ + %f cos2¢d cos 2(x- A )]
1 e 0
...(2.8.2.3-1)
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formula que nos permite o calculo da gravidade sobre um elipsdide triaxial.

Considerando a relacao de CLAIRAUT (2.8.2.1-15)
e acrescentando o termo dependente da longitude, |35|, obtemos:

5 1
fx_ M- B+ Z-fecos Z(A--AO)
...(2.8.2.3-2)
expressao que possibilita o calculo da elipticidade meridiana. No topico

(2.8.2.5) retornaremos ao assunto segundo uma visao pratica.

2.8.2.4 - Formula Internacional da Gravidade

Com o objetivo de garantir a homogeneidade das

determinacoes gravimetricas em todo o globo, a UGGI atraves da Assembléia
Geral de Stockholm em 1930, tendo por base os trabalhos desenvolvidos por

CASSINIS |20], Lambert |79|, Silva [108] e Heiskanen [43|, definiu o campo
gravitacional normal atraves da Formula Internacional da Gravidade, cujos

parametros basicos sao:
978 049,9 mgal

<
1

0,0052884
0,0000059

1
o achatamento para o esfergide calculado com estes parametros e de 1/297
analogo ao do elipsoide de referencia de Hayford, que dentro da precisan
de primeira ordem pode ser tomado como o esferdide terrestre.

Com isso temos:

y = 978 049,0 |1 + 0,0052884 sen?¢ + 0,0000059 sen?2¢

...(2.8.2.4.1)

0s parametros secundarios para:

G = 6,673 x 10°° cm®/gs?
M=5.973 x 10 g HHGI
W= 0,72821151 x 107" s™*

)

sao definidos:
0

2
GM= 3,986 329 x 10 cm3/s?
U

6 263 978,7 kgal metros
J

2

JH =-0,0000243.

0,0010920
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Os valores fixados para a formula Internacional
foram calculados por Heiskanem em 1928, utilizando o material gravimetrico
disponivel naquela epoca, correspondendo a defini¢do de valores medios pa
ra cerca de 1600 quadrilateros de 19 x 19,

Resultados mais recentes, apoiados em maior nu
mero de dados e, principalmente, com elementos obtidos a partir dos meto-
dos celestes, vieram demonstrar estarem os valores anteriores necessitando
de uma atualizacao e uma redefinicao dos parametros internacionais, com o
que na.Assembleia Geral de Lucerne, em 1967, foram redefinidos os parame-
tros de referencia, nao so fisicos como geométricos, passando-se aos valo
res , |116, pag.57-9]:

y = 978 031,8 mgal
e

B = 0,0053024
81= 0,0000059

correspondentes ao elipsoide de Referencia 1967, nova superficie de refe

rencia internacional, de parametros:

a

1}

6 378 160,0 m

t = 1/298,25

1}

Com estes dados a formula da gravidade passa a
ser:

y= 978 031,8 (1 + 0,005324 sen?¢ - 0,0000059 sen? 2¢)

...(2.8.2.4-2)

para a qual temos:
J = 0,001 082 7
2

Neste trabalho todos os resultados praticos encon
tram-se no antigo sistema.

2.8.2.5 - A Determinacao do Elipsoide Gravimetrico

As relacoes de Clairaut expressam a possibilidade
de se determinar a forma da Terra normal melhor adaptada a real a partir
do conhecimento da gravidade equatorial (y,). Heiskanen |43], ao desenvol
ver os trabalhos para a obtencao de uma formula para a gravidade, criou uma
sistematica de calculo que tem possibilitado a atualizacao do valor equa-
torial da gravidade e,indiretamente,o calculo da forma do esferoide corres

pondente, contudo, & necessario pre-fixar o valor do semi-eixo maior.

Consideremos a formula:
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Y = Y, (1 + B sen2¢ + Bysen?2 ¢) ...(2.8.2.5.1)

como sendo a que se pretende reavaliar. Suponhamos que x e y sejam as cor

recoes a serem aplicadas a Yo € B, de maneira que a formula reavaliada es
creve-se:

Y’= (ye + X) [} + (B +y) sen2¢ + B1 senZZ?J
...(2.8.2.5.2)

subtraindo membro a membro a (2.8.2.5-1) da (2.8.2.5-2), vem:

Y-¥=48y = x + XB sen?¢ + Xy sen?¢ + yyesen2¢ + Blsen2 2 ¢

desprezando as quantidades de segunda ordem:
AY = X + ¥ Y, sen® ¢ ...(2.8.2.5.3)

como os dados que contribuem para a avaliacao sao expressos em termos de
anomalias da gravidade (Ag = g - y), podemos escrever:

'’g=qg-% = - = - - Ay = Ag - Ay
A’g =g - Y g (y + Ay) g Y Y g . .(2.8.2.5-4)

assimilando A’g a um residuo e Ag a erros de observacao, podemos determi-
nar as corre¢oes mais provaveis x e y atraves do MMQ. Substituindo
(2.8.2.5 - 3) em (2.8.2.5 - 4) vem:

A’g = Ag - X + YY¥o sen2¢

ou
X+ ¥Yq sen2¢ - Ag = - v ...(2.8.2.5-5)

para cada anomalia conhecida correspondera uma equacao do tipo(2.8.2,5-5),
considerando (n) valores conhecidos temos:

2 .

X + yyesen ¢1-Agl- v1
n2 - = -

< X + yygse ¢2 Ag2 v2

| x vy sento-dg= - v, ...(2.8.2,5-6)

que correspondera ao sistema de equacoes normais:

( n n
nXx+vy Isen?¢y=2%Ag
€1 nnoqon

< n : n n

2 2 2
L sen“d, X + Yo L Agnsen ¢n % Agn sen® ¢

1 1 n

...(2.8.2.5-7)
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expressando:

( A ( )

n n

n ? sen2¢n X ? Agn

n i n
0 Y I sen*d y L Ag, sen®¢

€1 1
L J U \ J

[A] [X1=[C] ...(2.8.2.5-8)

cuja solucao sera da forma:

[X1=[A-*1LC] ...(2.8.2.5-9)

onde [A-'] & a matriz inversa de [A].

Resolvendo a (2.8.2.5) encontramos as  corregoes
a Yo © B8, que representaremos por Y’e e B’, com estes novos valores intro
duzidos na (2.8.2.5 - 1) e fazendo ¢ = 909, obtemos o valor da gravidade

polar Y’p' Utilizando a relacao (2.8.2.1 - 20) podemos calcular o achata-

mento do elipsoide correspondente aos novos parametros Yé Y,p ou seja:

f-_Cp Yo 5, ...(2.8.2.5-10)
Yo 2

onde (m) e dado pela (2.8.2.1-5).

Os valores de (Ag) usados na obtencao das equa-
coes (2.8.2.5 - 6) sdo valores médios calculados a partir de observacoes
realizadas em quadrilateros de 19 x 19 ou 590 x 59,

Para a determinacao do elipsoide tri-axial o pro
cedimento e identico, somente que:

Y=Y [ﬁ + B sen?¢ + B sen®2¢ + 0,5 f_ cos?¢cos? (A- A )}
e 1 € °

...(2.8.2.5-11)

para a qual obtemos as equagoes de observacao:

X + yy sen2¢ + 0,5 cos?¢cos 2 (A-A )f - Ag = - v
e e 0" e
..(2.8,2.5-17)

devolvendo cos 2(A-A_) e fazendo-se:
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Y*¥ = Yo A
Ye
2 =g ferosa, & ...(2.8.2.5-13)
Ye £
W = —2— esen2>\o
J
obtemos
X + y*sen®¢ + cos?¢_C0SZX 7 + c0S2¢. sen 2A W - Ag = - v
i i i i i i i
i=(1,2, ...n) ...(2.8.2.5-14)

para-as quais obtemos o sistema normal em notacao matricial:

A 1%, ] = ey ...{(2.8.2.5-15)

n
onde n z sen2¢n
1
n n
T senz¢ L sen“¢
1 n 1 n
AL = | n ,
- 2
1 ? cosz¢n cosZ>\n ? sen ¢ncos ¢n c052>\n
n n
2 2
? coschn senZAn % sen?¢_cos ¢n senZAn
|
n n
2 2
% cos?¢, cosZAn % cos ¢nsen2x
n n
2 2 2
? sen2¢n cos ¢nc052xn % sen ¢ncos ¢nsen2xn
n n
4 4
% cos ¢n cosZAn % cos ¢ncoszxnsen2xn
7 cos*¢_ Ccos2X_sen2A y cos“¢,_sen22)
1 n n noo n n
3 rn )
X %Agn
n
* 2
y ? Agn sen ¢n
Gl e R
1 1 n
2
z ? Agn cos ¢nc052xn
n
2
L W k% Agn coS ¢nsen2kn
J J

...(2.8.2.5-16)
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e cuja solucao sera:

1= o] e

Resolvido o sistema, os resultados serao introdu
zidos nas (2.8.2.5-13) a partir das quais obtemos os valores de y} s Bs fe
e AO.
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3. EQUACOES FUNDAMENTAIS DA GEODESIA FISICA

3.1 - 0 Potencial Perturbador, Ondulacoes Geoidais e Desvio da Vertical:

No capitulo anterior procuramos desenvolver os conceitos de
Geopotencial e Esferopotencial, como sendo gerado pelas massas rotantes da

Terra Real e da Terra Normal, respectivamente.

0 esferoide terrestre, por definicdao, tem a mesma massa da
Terra Real, com a restricao de que estas sao distribuidas uniformemente.
Como a Terra apresenta irregularidades internas (variacao de densidade) e
externas (topografia), justifica-se a desigualdade dos potenciais.

A diferenca existente entre o geopotencial e o esferopoten-
cial denomina-se de POTENCIAL PERTURBADOR, gerado pelas massas anomalas in
ternas e externas.

Com as consideragOes anteriores podemos escrever:
T (x, ¥, 2)8W (x, ¥, z) - U (x,y, z) ...(3.1.1)
onde T e o potencial perturbador.
Considerando a fig. (3.1.1), em que o ponto P na superficie
geoidal (W=Wo) e projetado ao longo da normal ao elipsoide de referencia(U

= Wo), a distancia PQ sera o afastamento entre o gedide e o elipsoide;
quantidade denominada ALTITUDE GEOIDAL ou GEO-ONDULACAO (N).

VERTICAL NORMAL

Gedide
(W:Wo)

Elipsoide
(Uo=Wo)

Fig(3.1-1)___ GEO-ONDULAGAO

A gravidade real em (P) e definida vetorialmente por (gp)
2 a normal em (Q) por (YQ). ANOMALIA DA GRAVIDADE e definida como  sendo



a diferenca entre os vetores intensidade do campo real e do normal:

A diferenca em direcao (i) e denominada DESVIO DA VERTICAL.

3.2 - A Equacao Diferencial da Geodesica Fisica:

0 esferopotencial em P, pode ser expresso em termos esfero
potencial em Q, acrescido da taxa de variacao ao longo da normal, ou seja:

U =u + @Y N ...(3.2.1)
p g oM

como a derivada direcional da funcao esferopotencial, ao Tongo da normal,

caracteriza a gravidade normal, vem:

U= U - +N ...(3.2.2)

Pela definicao do potencial perturbador, temos:

W= U -yN+T ...(3.2.3)
P Q
como NP=UQ=Wo, vem:
N= &
Y ...(3.2.4)

expressao conhecida como Formula de Bruns; de grande importancia para G
Geodesia Fisica, pois relaciona as geo-ondulagoes (N) com o potencial per
turbador (T).

Considerando a expressao (3.2.3) e derivando segundo a nor

mal, temos:
T _ W _ 30 N 3y
an ~ on an n ...(3.2.5)
como .
M
on . ...(3.2.6)
o _
an - " Y
substituindo vem:
ol Y
an =9tV N (3.2

pela definicao de anomalia da gravidade:

_ _ oT Y
Ag =g -y =~ 5+ N ...(3.2.8)
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equacao fundamental da geodesia fisica. Relaciona as anomalias da gravida
de, calculadas com a gravidade avaliada na superficie da Terra e reduzida
ao gedide, com o potencial perturbador. E interessante observar que as a
nomalias existem, em parte, como conseqliencia de g e y referirem-se a su
perficies equipotenciais distintas, fato expresso pelo termo de Bruns(N 3y/
an). 0 outro termo demonstra as influencias das massas anomalas, represen

tadas pelo potencial perturbador.

Analisando a equacao (3.2.8) vemos que esta e uma  equagao
diferencial a derivadas parciais, resolvivel desde que se conheca Ag em to
do o campo gravitacional. Como Ag e avaliado somente na superficie do ge
oide, a equacao so podera ser usada como uma condicao de contorno.

Substituindo a formula de BRUNS em (3.2.8) vem:

b3y oT
e T ...(3.2.9)

equacao equivalente a fundamental.

Considerando que g e conhecido sobre a superficie do geoide
e que (T) e (3T/3n), na (3.2.9), formam uma combinacao linear sobre este,
a obtencao de (T) se dara atraves da terceira condicao de contorno da Teo
ria do Potencial, [77]| e |97|. Com isso as geo-ondulacGes podem ser calcu-
ladas atraves da formula de BRUNS.

Introduzamos a condicao de contorno — a normal confunde-se
com o raio vetor de qualquer ponto da superficie, o que equivale a se to
mar a Terra esferica. Desta forma podemos escrever:

1 o9y 14 oY

Yy on T Ty oR ...(3.2.10)
e

3T . oT

= % = ...(3.2.11)
como vy = Sg vem:

oy _ . 2y

W T R ...(3.2.12)

com estas expressoes escrevemos:

o7 . of
- A9 =R T o5 ...(3.2.13)

A expressao (3.2.13) e identica a (3.2.8), somente que vali
da para uma aproximacao esferica.
0 elipsoide de refencia afasta-se da esfera por quantidades

da ordem do achatamento (=1/300). Contudo, se tratarmos o elipsoide de re
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ferencia como uma esfera nas equacoes que relacionem quantidades do campo
anomalo, teremos introduzido erros relativos da ordem de 3.107%, o que @
perfeitamente permitido para N, T e Ag. O efeito absoluto deste erro rela
tivo, sobre a altitude geoidal, sera da ordem de 3.10"° x N, como N, comu
mente, nao excede 100 m, este efeito sera inferior a 1 m. 0 que torna per
feitamente valida a aproximacao.

Desde que o potencial perturbador & uma harmonica, podemos
expandi-lo em Harmonicos Esfericos, alias o que nos garante a terceira con
dic3o de contorno expressa pela (3.2.13); conforme |48, pg 37| teremos pa

ra representa-lo:

o n+1
T (pa vV, A-) = ngo (%)

onde Y,(v, A) e o mais geral harmonico de superficie.

Yn(v, A) ...(3.2.14)

A (3.2.14) e uma das solugdes de nosso problema, que na for
ma integral corresponde a Formula de STOKES, outra solucao, considerada na
Titeratura geodesica como classica.

3.3 - 0 Potencial Perturbador em Harmonicos-Esfericos:

0 geopotencial (W) pode ser expresso pela equagao(2.7.2.3),
onde considerando o zonal de 40 grau explicitamente, temos:

1
pn+1

' P ® n
Aoo 0o(cos v) + AZO pzo(cos v) + A40 aplcos v) |+ 2

n=2 m=0
sem 20.21.40

W=

1 2 2y
|(Anmcos mA + Bnmsen m ) an(cos v)| + »w® p® sen (3.3.1)

o esferopotencial Timitado aos termos de quarto grau (2.8.1.1)

vt
- T

' 1 22
AOO Poo(cos v) + A20 P20(cos V) + A40 P4O(cos V) + 7w sen2y

...(3.3.2)

Pela definicao de potencial perturbador e fazendo-se p=R, vem:

1

n=2 m=0 Rn+1

(Anmcos mA + Bnmsen mA) an(cos v)

o0 n
Tn(Rg V, )\) = Z Z

...(3.3.3)

expressao que representa o potencial perturbador em harmonicos esfericos,
portantb atendendo a (3.2.14) e em consegllencia sendo uma solug¢ao do nesso
problema.

Como normalmente desconhecemos os coeficientes do desernvol
vimento anterior, torna-se necessario relaciona-los a quantidades conheci

das que nos facilitem os calculos. Sendo as anomalias da gravidade o ente
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mais representativo do campo e avaliadas diretamente, procuraremos o  seu

desenvolvimento em harmonicos.

Pesquisemos a derivada da (3.3.3) segundo o raio vetor
(= normal).

AT 9T - = B (ng1) ~
) i nEZ mgo -;ﬁ:?-(Anmcosmx + Bnmsen mA)an(cos v)

...{3.3.4)

Substituindo a anterior na (3.2.13), juntamentecon1a(3.3;3)

vem:
2 = 0 ® 0
-bg =g Ly oI, —EﬁiT(Anmcos my o+ B _sen mA)an(cos v) - nlr nlo
_(n+1) (A cos mA + B_sen mx) P_ (cos v)
(n+2) nm nm nm
...(3.3.5)

realizando a transposicao de (R) para o somatorio vem:

@ N (n-1) -
Ag (V,A) = nto o -;13127- Anmcos mA + B _sen mx an (cos v)

sem o 20,21,40
...(3.3.6)

formula que representa as anomalias da gravidade em harmonicos esfericos.
Resta-nos pesquisar os coeficientes (Anm) e (Bnm) que poderao ser obtidos
para cada ponto em que se conhega (Ag).

Considerando as expressoes gerais dos coeficientes, (2.6.1.
2.8), e tendo em vista que agora f(v, A) = Ag{v, A) vem:

T2

~2n+1 (n - m)! _ ‘

Am™ — a7 DL (2-5n,m)l JAQ(V, A)P, . (cos v)cos mr sen vdv dA
A

V=0
melm
{Ag(v, A)an(cos v)sen m\ sen vdv- dx

V=0 A=0

_2n+1 (n-m!
L O (2"5“’“‘)J

...(3.3.7)

em que dn, m e nulo para n = m e unitario sem = o,

Matematicamente o problema esta resolvido, so que temos uma
restricao; nao conhecemos Ag em toda a Terra (dominio de integracao nas
(3.3.7)), e em conseqliencia nao poderemos determinar precisamente os coefi-
cientes.

Este tipo de desenvolvimento foi utilizado pela primeira
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vez em 1952, por ZHONGOLOVICH[ The external gravity field of the Earth and

the fundamental constants connected with it. Leningrado, Acd. Sci. Publ.
Inst. Teor. Astron|, para calcular as ondulacGes geoidais com o material
gravimétrico existente naquela epoca. Os valores conhecidos (Ag)foram uti
Tizados no calculo-dos .coeficientes (Anm) e (Bnm). Os valores calculados
foram transformados pelo MMQ de maneira a se tornarem os mais representati
vos do campo gravitacional terrestre. O0Os coeficientes assim determinados,
foram introduzidos na (3.3.6) para a estima de (Ag) nas areas onde nao se
possuia valores anomalos.

Para melhor compreensao do procedimento utilizado por Zhongo
Tovich, tomemos as (3.3.7) aplicadas sobre uma distribuicao discreta de va
Tores anomalos:

Anm CO0S mA
_ 2n+1  (n-m)! (2-8n,m) g ;}ﬂ Ag. (v, A)P_ (cos v) . senv.
Bnm 4 (n+m)! veo teo 1 nm sen mAJ
LAVGAN
...(3.3.8)

onde Av e AX representam as dimensoes de uma quadrilatero na superficie da
Terra, para o qual determinamos a anomalia media Ag; (V, A). Desta manei
ra para um determinado grau e ordem (n, m) podemos calcular os coeficien-
tes para cada ponto conhecido (Agi) e atraves do MMQ obter valores repre
sentativos para toda a Terra.

Com estes coeficientes calculados podemos obter o potencial
perturbador pela (3.3.3) e mediante a formula de Bruns calcular as ondula
coes geoidais (N).

Diante dos resultados obtidos somos levados a pesquisa de
um desenvolvimento em harmonicos para (N).

Pela formula de Bruns:

N = —
-

considerando a (3.3.3) vem:

o N
N=d F o5

¥r nt2 nko —EHIT A COS mA + B__sen mi an(cos v)

Sem o 20,21,40
...(3.3.9)

onde Y1 e o valor da gravidade teorica média para a Terra.

Como muitas vézes e conveniente expressar as ondulacoes em
termos das anomalias da gravidade, multipliquemos e dividamos a (3.3.9)por
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1 e T oo R
N = ?? nZ2 mo Rn+2 (n-1) Anm cos mh + Bnm sen mA| nm (cos v)

comparando com a (3.3.6) vem:

_ R = Agplvyd)
Nvs A = 35k =T

...(3.3.10)

Desta maneira resolvemos o problema do calculo das ondula-

coes geoidais sem recorrer ao potencial perturbador.

Diversos trabalhos como por exemplo ‘Kaula|58| e Uotila|118],
sugerem a utilizacao destes desenvolvimentos no calculo das ondulacoes ge
oidais.

Como o desenvolvimento em harmonicos esfericos na superfi-
cie da Terra tem caracteristicas de divergéncﬁa, a utilizacao das formulas
anteriores deve ser encarada com um certo cuidado. Heiskanén1&Mdritz|48|,
aconselham Timitar o desenvolvimento entre o quarto e oitavo grau, onde as
caracteristicas de divergencia nao se manifestam intensamente.

0 problema da limitacao dos desenvolvimentos aos termos - de
baixo grau -tem sido contornado pela utilizacio dos procedimentos dinamicos
da Geodesia Celeste, principalmente a partir de analises orbitais de sate
Jites artificiais, associadas aos valores medios calculados na- superficie
terrestre, servindo como exemplo o recente trabalho de Gaposchkin & Lambeck
|30|, onde o desenvolvimento atinge os termos de 220 grau e 142 ordem.

3.4 - A Formula de Stokes:

A 1nfegra] ou formula de Stokes, publicada.pelaprimeira vez
em 1849, expressa a possibilidade de se determinar a forma de uma superfi
cie equipotencial (S), que encerra a massa geradora do campo, a partir de
uma outra (S?) conhecida em forma e avaliavel matematicamente, desde que
se determinem os valores do vetor intensidade de campo em todos ¢s pontos
de (S).

Esta formula integral possibilita a determinacao do geoide
a partir do esferoide de referencia, ou seja, as ondulacoes geoidais  (N)
calculadas como fun¢do de (Ag) a partir da formula integral de Stokes, pon
to a ponto.

Para o estabelecimento da formula de Stokes, seguiremos as
deducGes apresentadas em |35| e [47]|. Um estudo mais completo podera ser
realizado em |19], |48] ou |55|. Laplace e Dirichilet demonstraram a pos
sibilidade de uma funcao de posicdao qualquer, continua sobre uma esfera,
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ser desenvolvivel em harmonicos, [17, pg.386-90|, através da re]acao:

F(v, A) = % g%fil—»[ Pn(c051pﬁF(v’, A’ )dT

n=o T
...(3.4.1)

em que (dt) & um elemento de superficie da esfera de raio unitario.

Desde que a anomalia da gravidade e uma funcao de posicao
(depende da latitude e Tongitude), podemos aplicar a (3.4.1) com a distan
cia angular (y)-expressando o afastamento entre o ponto de calculo (v, })e
o elemento de-superficie-(v’,A°):

Ag (v, A) = i 3%%1_ 5 g%ﬂr.,Pn(cos v) AgT(V’, A’) dt
n=0 n=2 -
T ...(3.4.3)
fazendo-se:
L 2 n+l :
n=2 "~ n-1 Pn(cosw)= S () ...(3.4.4)

que desenvolvendo, nos da, |48]:

S(y) = cosec - 6 sen %} + 1 -5 cosy - 3 cosy Ln(sen%% +sen? %?)

r\>1-€—

...(3.4.5)

a conhecida funcao de Stokes, em que (Ln) indica logaritimo neperiano.

De acordo com a (3.4.4) podemos escrever a (3.4.3)

R

4ty
T

N(v, A) =

g, (s A)S ) 4

...(3.4.6)

expressao conhecida como formula ou .integral_de Stokes e na forma que apa
rece em |Stokes, G. G. - On the-variation of Gravity at the Surface of the
earth, In: Mathematical and Physical Papers, Vol. II, Cambridge, 1883[.

A integral representada em (3.4.6) pode ser colocada numa
forma mais conveniente, introduzindo um sistema de coordenadas polares )
bre a esfera, representado pela distancia angular ¢ e o azimute «. Consi
derando a fig. (3.4.1) em que (P) e 0 ponto de calculo, com coordenadas
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Fig(3.4-1) —___ A DISTANCIA ANGULAR ¢y E O ELEMEN.

TO DE SUPERFICIE dct

(v, A) no qual esta centrado o sistema coordenado polar, podemos escrever,

para a esfera de -raio unitario:

dt = sen Ydy d« ...(3.4.7.)

e substituindo
27 il
T =0 ‘Y=0

vem:

N(\P, “)_ = -W
= \‘):O

2 m
R } m { Ag(y, =) S () senpdy de
=0

...(3.4.8)

Algumas vezes e conveniente expressar as ondulacoes em

mos de coordenadas geodesicas (¢, A). Fazendo-se: -

dt = cos¢dédr

RASNN
T ¢=-m/2 ‘A=0

com isso a (3.4.6) escreve-se:

tei
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4 Z’IT Tr/z b ] b ] 3
N(d, A) = W Ag($>, A2) S (Y)cosy® do> dA

X’=0 J¢’=-11/2 ...(3.4.9)

com ¥ expresso pela (2.7.1.16)

cosy = sengsend’ + cos¢ cosd’ cos(A’ - A)
...(3.4.10)

Utilizando qualquer das formulas anteriores para o calculo
das ondulacoes, podemos. determinar. o geoide ponto a ponto,a partir do elip
soide tomado como referencia.

As. formulas anteriores foram estabelecidas para uma aproxi
macao esfeérica, portanto tem o mesmo valor teorico da (3.3.9). 0 erro in
troduzido pela aproximacao esta em torno de * 1m, atendendo a maioria dos
propositos praticos da geodésia [47[ e |48].

Desenvolvimentos mais precisos podem ser realizados com a
introducao da condicdo de elipticidade, a exemplo de MOLODENSKII |86] e
BJERHAMMAR |8|. As formulas desenvolvidas por BJERHAMMAR s3o as mais pre
cisas e foram exaustivamente comparadas com outras, estando a precisao em
torno da metade da obtida nas mesmas condicoes pela aproximagao esferica.

Convem -ressaltar que-as ondulacaes - calculadas com as—formu
las anteriores fornecem valores validos para as seguintes situacoes das
duas superficies:

1. 0 esferopotencial na superficie do elipsoide e igual ao geopotencial na
superficie do geoide, Uo = Wo;

2. 0 geoide encerra uma massa numericamente igual a da Terra M = M’;

3. Os centros de gravidade do geoide e do elipsoide sao coincidentes.

A deducao da -formula de STOKES pressupoe a gravidade medi
da diretamente sobre o ge0ide e a inexisténcia de massas perturbadoras ex
ternas e internas. Como as medidas gravimetricas sao realizadas na super-
ficie terrestre, sujeitas a acao das massas anomalas, torna-se necessiria
a reducao das mesmas ao geoide e a eliminacao do efeito de massas; sao di
versos os modelos de reducao e serao objeto de estudos no capitulo 4. Por
enquanto adiantaremos que estes processos de uma maneira ou- de outra alte
ram o potencial e/ou a massa do gedide; em conseqliéncia, as condicoes nao
sao perfeitamente obedecidas.
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Com o objetivo de corrigir as distorc¢oes impostas pelos
processos de reducao e manter valida a formula de STOKES, elementos corre-
tivos foram acrescentados por PIZZETI e HIRVONEN, que segundo |48| e |75|
escrevem-se; para (M) e (M) definindo as massas real e alterada durante

a reqularizacao:

— Se M* = M, mas Wo = Uo:

N=71‘T£‘T_[ [ Ag'S(w)—% dt
T ... (3.4.11)

no caso de se manter a igualdade de massas a integral original apresenta.

um termo corretivo desenvolvido por PIZZETTI:

_ "R Ag
NC-WYTJ J - dt
T ...(3.4.12)

— Se M? = M, masWo = Uo:

Nm’*—[ J tg [sw) - 1| ax
T T ...(3.4.13)

no caso de se manter a igualdade de potenciais a integral original apresen
ta um termo corretivo, para massas, desenvolvido por HIRVONEN:

Nc= Zi%?f-J ] Ag dT
T ...(3.4.14)

As formulas (3.4.11) e (3.4.13) sao mais precisas que a de
senvolvida por STOKES, entretanto sao validas somente na condicac dos po-
tenciais ou das massas se manterem iguais. Contudo quase todos os proces
sos de reducao alteram as duas condicoes, invalidando, tambem,as formulas
anteriores.

HEISKANEN & MORITZ em |48| apresentam uma discussio com a
respectiva solucao, para o caso em que a contracao ou extensao de uma das
superficies da-se paralela a outra, reduzindo a solucao do problema a sim
ples colocacao em escala. Embora este estudo represente um grande passo,
nao & a solucao definitiva.

HEISKANEN & VENING-MEINESZ em |47| afirmam que estas dis
torcoes podem ocasionar o deslocamento da ordem de 1m na coincidencia dos
centros de gravidade das figuras, portanto da mesma ordem do erro esperado

no calculo das onduiacoes.
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3.2 - Formulas de Vening-Meinesz

No topico (3.1) caracterizamos a direcao do vetor anomalia
da gravidade pelo desvio da vertical. Este desvio apresenta-se com duas
componentes, uma meridiana, Norte-Sul (g) e uma primeiro vertical,lLeste-Oes
‘te (n) fig. (375.1)

Como a direcao da normal e definida diretamente pelas coor
denadas geodesicas, latitude (¢) e longitude (X), as componentes £ e n pode
rao ser expressas em termos destas. A direcao da vertical (linha de prumo)
ou -do vetor gravidade, pode ser determinada astronomicamente, atraves. das

coordenadas (&) latitude e (A) Tlongitude astronomicas.

Vertical

Normal

Fig.(3.5-1) —— O DESVIO DA VERTICAL

A simples inspecao da fig. (3.5.1) nos permite escrever:

£E=9-9¢
n =(A-2A)cosd

...(3.5.1)

expressoes que relacionam as componentes do desvio da vertical as coordena

das astronomicas e geodesicas.

Consideremos a fig. (3.5.2), em que representamos um corte
transversal do geoide e elipsoide, por um plano de azimute qualquer. Se €
e a componente da deflexao nesta direcao, da figura vem:
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l\

Elipsoide

Fig.(35-2)_ COMPONENTE DO DESVIO DA
VERTICAL,

e gg ...(3.5.2)

onde o sinal e uma convencao arbitraria que torna compativeis os resultados
aqui obtidos com os da (3.5.1). Se o corte for tomado na direcio Norte-Sul,
teremos:

& e ds = ds, = Rdo

¢

m
1]

na direcao Leste-Oeste:

€ =ne ds dsA R cos¢ di

Os elementos dsy e dsy sao obtidos a partir da aproxima-
¢ao esferica, considerando a (3.5.2) vem:

fo.dN 1o

a5, R 9% | ...(3.5.3)
R ]

Sy Rcos¢ 9A J

que expressam a relacao existente entre as componentes do desvio da verti-
cal e as geo-ondulacoes (N).
Consideremos (N) dado pela formula (3.4.9) e derivando em

relagao a ¢ e A obtemos:
\

—senw%;%-= cos¢ send’ - send cosp’cos (A’-A)
r
—senw—§¥-= cos¢ cosd’ sen (A’-1) ...(3.5.4)
considerando a fig. (3.4.1) vem: :
seny cosa= Ccos$ send’- send cosd’ cos(A’-A)
}
seny sena= cos¢’ sen (A’-1)
) ...(3.5.5)
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comparando a (3.5.4) com a (3.5.5), temos:

L
9% e L ...(3.5.6)
J?%—: - cosd sen a
desde que
aS(w) _ S (y) oy
Y 36
’ . ...(3.5.7)
as(y) _ S (v) 3y
A 5V D)
obtemos: .
agéw) =‘BBS$P) Cos o
g ...(3.5.8)
dS(y) -3 S(y) cos¢sen a
A IR
derivando- (N) dado- pela (3.4.9) em relacao a ¢ e A vem;
3 ( 3
N . 3 S(v)
3¢ 30
R [
= Ag(e2, A*) < > cosd’ do’ dA?
aN > dmyy }x J, 35S (v)
Y ¢ 3
\ ) ...(3.5.9)
Substituindo as (3.5.8) na anterior, vem:
£ (¢, 1) | 1 2T (m/2 | | 0 %éw) cosa
= Ag(¢’,A° cos¢’de’ da’
n (¢, A) T 35 (W) (ong
A’=0 §=-m/2 oy
J
...(3.5.10)

estas expressoes sao denominadas FORMULAS-DE VENING-MEINESZ, e -surgiram pe
la primeira vez na literatura geodesica mundial em 1928,

_éjgégl‘é conhecido como funcao de Vening-Meinesz,

e obtido a partir da derivac3ao da funcao de Stokes (3.4.5), [47[:

.O termo

aS(y) _  cos(y/2) 1 - sen(y/2)
5T ?EEE?T$7?7'+ 8 senp - 6 cos (y/2)- 3 Son +

+ 3 seny Ln | sen (¢/2) + sen? (y/2)

...(3.5.11)
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As restricoes quanto a formula de Stokes aplicam-se as de
Vening-Meinesz. A importancia destas formulas para a geodesia justifica-se
por sua simples inspecao — o desvio da vertical obtido a partir da formula
(3.5.10) e absoluto, nao dependendo do Sistema Geodesico.

Da mesma maneira que a (3.4.8), podemos expressar as compo
nentes do desvio em termos das coordenadas polares sobre a esfera (Y, «):

...(3.5.12)

3.6 - 0 Co-Geoide

Anteriormente comentamos que a utilizacao da Formula de
Stokes pressupoe a inexistencia de massas perturbadoras em relacao a super
ficie geoidal, surgindo em decorréncia a necessidade das reducoes gravime -
tricas.

0s processos de reducao consistem basicamente na elimina-
cao ou transferéncia de massas, sendo facil compreender que ora ocorrera
uma alteracao do potencial ora de massas ou de ambos.

As ondulacoes geoidais obtidas a partir da formula de Sto
kes com valores anomalos reduzidos, representam a separacao entre o e]ipsai
de e a superficie geoidal resultante do processo de regularizacao. Esta su
perficie limitante das massas regularizadas e que denominamos de CO-GEDIDE.

A cada processo de reducao corresponde um co-geoide, que
dificilmente coincidira com o geoide real.

Com estas consideracoes introduzimos um novo problema, a
determinacao do afastamento geoide-co-gedoide, fig. (3.6.1). A correcao a
que nos conduz a solucao deste problema denomina-se EFEITO INDIRETO ou EFEI
TO BOWIE, obtida a partir do gradiente da gravidade entre as suas superfici
es, |42].
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P
S.F
et i i ~ _ _GO-GEOIDE
—— —_GEOIDE
N
ELIPSOIDE
FIG.{3.6-1) — 0 CO - GEOIDE

Para analogia com a formula de BRUNS, (3.2.4), obtemos:

]

N* = g ...(3.6.1)

onde AW expressa a variacao da potencial decorrente do processo redutivo.

A geo-ondulacdo & dada por: N= Ng + N?

onde Ns & a geo-ondulacao calculada pela aplicacao direta da integral de
Stokes. |

Da mesma maneira, o efeito indireto deve ser levado em
conta no calculo do desvio da vertical. Assim a (3.5.2) escreve-se:

3N _ aNs 3N
9s oS 23S ...(3.6.2)

e de acordo com as (3.5.3):

—
QL
=

-

e g
R 99 ...(3.6.3)
’_ 1. aN?
N~ Rcos ¢ Br

correcoe que aplicadas ao desvio calculado pelas formulas de Vening-Meinesz

nos conduzem as componentes referidas ao geoide, de maneira que:
[a £+£’]
v

ln

em que (£ ) e (nv) 550 as componentes calculadas pelas formulas de Vening-

it

n"m’j ...(3.6.4)
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Meinesz.

3.7 . Teorias Modernas

3.7.1 - Generalidades

As ondulagoes geoidais e as componentes do  des
vio da vertical obtidas & partir das formulas de Stokes e Vening-Meinesz re
ferem-se ao co-geoide, havendo a necessidade de introduzir o efeito indire
to para reduzir os valores calculados ao geoide. A afirmativa de queo efei
to indireto conduz a valores referidos ao geoide e valida dentro de certos
limites de precisdo, |48|, a rigor deveriamos considerar o efeito das mas
sas existentes entre o geoide e o co-geoide, pois a aplicacao das formulas
anteriores pressupoe a inexistencia de massas externas ao cb-geBide; intro
duzimos desta maneira o conceito de efeito indireto secundario. Da  mesma
forma que o potencial gravitacional & alterado na reducao ao gedide, 0 sera
na reducao ao co-gedide, surgindo o denominado co-geoide secundario. Pode
riamos pfosseguir aplicando reducoes e correcoes a cada novo passo, melho-
rando sensivelmente os resultados de calculo, contudo nunca chegariamos a

valores definitivos.

Devido a estas limitacoes nada mais natural que
se procurasse a redefinicao do principal prob1ema'da Geodesia-Fisica, de ma
neira que a incognita fundamental passasse a ser a superficie fisica da Ter
ra e nao mais o geoide. Dentro desta filosofia expressivos desenvolvimen -
tos tem sido acrescentados a literatura geodesica,principalmente, pelos geo
desistas russos.

A primeira solucdo, compieta, do problema da de
terminacao da superficie fisica, sem a introducao do geoide, foi estabeleci
da por N;D.MOISEEV, |82| em 1933, que obteve a equacao integral definidora
daquela superficie a partir das identidades de Green. A vantagem da utili-
zacao da superficie fisica fica demonstrada quando consideramos que os  da
dos gravimétricos podem ser usados diretamente e nenhuma hipotese ou conjec
tura a respeito da distribuicao interna de massas e necessaria. Um trata
mento mais efetivo dos conceitos firmados por Moiseev foi realizado por MAL
KINS em 1934 e MOLODENSKII em 1936.

A solucao mais precisa da equacao integral, in
troduzida por Moiseev, foi obtida bor MOLODESNKII em 1945 ]83[, a partir de
algumas modificacoes introduzidas nas identidades de Green. A solucao dife
re fundamentalmente das iniciais, onde o calculo de uma superficie eduipo -
tencial interna tornava-se necessario, entretanto esta utiliza uma superfi

cie auxiliar, intermediaria, cognominada de Quase-Geoide.

Recentemente algumas tentativas tem sido realiza
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das para a obtencao da equagao integral, destacando-se os trabalhos de LE
VALLOIS, apresentado na Assehb]éia Geral da UGGI em Toronto‘no ano de 1957,
e comentada em |75|. Levallois procurou estabelecer uma Tinha de desenvol
vimento para a obtencao da equacao integral, de maneira a tornar deshecessé
ria-a superficie intermediaria. Infelizmente nenhuma metodologia para al
cancar uma solucao e apresentada,a nao ser-a sugestao de uma técnica de apro
ximacoes sucessivas.

ARNOLD |1| apresenta uma equacdo integral obtida
a partir das identidades de Green sem qualquer modificacab. Contudo os es
tudos referem-se ao geoide no sentido classico, embora os resultados possam
ser aplicados a superficie fisica, ‘levando a solucoes- semelhantes as - obti
das por MOLODENSKII. Outro trabalho que merece aténcSo especial e o de
HIRVONEN, I52l, desenvolvido em 1960, com a introducao de um superficie in
termediaria cognominada de Teluroide, caracterizada por seu potencial  ser
jdentico ao potencial na superficie fisica (V=W), fig. 3.71-1(b)).

Os trabalhos citados anteriormente basearam-se
em resolventes esfericas; outras solugoes foram ensaiadas com resolventes
elipsoidais, destacando-se o trabalho pioneiro |ZAGREBIN, D. - Stoke’s for
mula for the case of an elipsoid level surface, Bill de L’Tust. Astr. de
L? acad de Sciences de 1a‘USSR. N.52, 1955[, seguindo'dos trabalhos de
MONIN [87| em 1962 e BJERHAMMAR, |8| nd' mesmo ano; embora os trabalhos te
nham sido apresentados independentemente os resultados sao analogos.
Bjerhammar demonstrou que a solucao dada atraves da integral de Stokes tera
uma precisao de * 1m sobre qua]quér gedide, portanto, perfeitamente compati
vel com a majoria das aplicacoes praticas.

0 geoide e utilizado como superficie intermedi
ria na reducao das medidas lineares e angulares, executadas na  superfici
fisica, ao elipsoide de referéncia. Desde que se consiga determinar uma su
perficie de referencia que mantenha relacoes geometricas e/ou fisicas com a
superficie terrestre e o-elipsoide, poderemos abandonar o gedide como inter

mediaria.
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S.F

TELUROIDE
GEOIDE — '

ELIPSOIDE P’
p’ ELIPSOIDE

S.F.

QUASE-GEOIDE
~

U=Wa ELIPSOIDE

FIG.(3.71-1)— DIFERENTES SUPERFICIES INTERMEDIA'RIAS EM
GEODES!IA.

Na fig. (3.7.1.1) representamos as - superficies
que tem servido como intermediarias nas reducoes de dados geodésicos. Resu
midamente o metodo geral de reducao consiste em se projetar um ponto(P) per
tencente .a.superficie fisica, ao 1ongo da normal sobre a superficie-de refe
réncia, em (P*). Tendo em vista as figuras podemos escrever as. relacoes:

a) -h=H4+N

r + H*

o

~—
1

=
1]

c) - h=1r¢+ H* ...("3.7.1.1)

onde (h) e a altitude geométrica tomada a partir da superficie de referen-
cia geometrica, (H) € a altitude ortometrica, (H*) a altitude normal e (g)
a anomalia de altitude, que nas teorias modernas substitui a ondulagao geoi
dal (N).

A diferenca conceitual -basica entre as duas teo-
rias esta no.fato de que as anomalias da gravidade (Ag), nao sao mais calcu
ladas em relacdao a superficie do gedide, mas o s3ao diretamente na superfici
e fisica:

Ag = - *
g gp YQ
onde y* corresponde a gravidade no Teluroide ou no quase-geoide, conforme
g q

tomemos a altitude normal H*.
HEISKANEN & MORITZ, apresentam na pagina 293 de
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|48 a formula
2

* > \H* H*
y* = y|1 - 2(1+f + m - 2f sen )7; + 3(—=)

a ...(3.7.1.2)

para o calculo da gravidade teorica, onde y e a gravidade normal sobre 0
elipsoide de achatamento (f) e semi-eixo maior (a).

De acordo com a formula de BRUNS, dedu;ida no

item 3.2 podemos escrever:
T
g =
7*'
‘sendo ' (T) o potencial perturbador referido a superficie fisica.
Com estas ideias e de se esperar que (z) seja da
da por uma formula analoga a de Stokes; como o Teluroide e o Quase - gedide
nao sao superficies geometricas regulares, a expressao para () nao- e tao

simples; contudo o problema pode ser resolvido por-iteracoes em que a for
mula de Stokes corresponde a uma primeira aproximacao.

3.7.2 - A Teoria de Molodenskii

3.7.2.1 -~ Anomalias de Altitude

0 primeiro passo para o estabelecimento da
equacao integral da geodesia fisica consiste em se aplicar.a terceira iden
tidade de GREEN, |97|, ao potencial gravitacional, que nos permite escrever
|37] e |48, pag. 296].

_omi + L J

onde (S) e a superficie fisica da Terra, (&) a distancia entre um ponto fi

E R 2’

) 1 1 oW 2 2 dv _
W Ey (=) - T ds + 271 w?(x2 + y2)+ 2 w [ J J =0

TERRA
...(3.7.2.1.1)

xo P, ao qual sao referidos o primeiro e terceiro termos, e um elemento de
superficie (ds), (n) @ a normal externa a superficie fisica em ds, (ow/3n)

e a componente do vetor gravidade, (z) € o eixo de rotac3ao da Terra, (w) @

e
a velocidade angular de rotacao e (2°) e

Tume (dv).

a distancia de P ao elemento de vo

A expressao (3.7.2.1.1) representa a formulacao
matematica do problema da determinacao gravimetrica da superchieterrestfe,
ou seja do problema de contorno da géodésia fisica. Nesta formula as quan-
tidades (W) e (dw/an) sao obtidas gravimetricamente e (2), (2°), (X) e (y)
sao determinadas para (S) através de medidas astronomicas. Concluindo, po
demos ver que esta equacao de alguma maneira pode ser resolvida de modo a
nos fornecer (S); sua Ghica incognita. Vemos que o problema reduziu-se ao
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calculo da superficie fisica da Terra a partir de elementos geometricos (de

terminados astronomicamente) e fisicos (o gepotencial e o vetor gravidade).

A equacao basica (3.7.2.1.1) pode ser colocada

na forma:
oW

F (S, W, ) =0 ...(3.7.2.1.2)

e teremos que resolve-la para (S).

Lamentavelmente esta.e uma equacao integral nao
linear e nao pode ser resolvida diretamente. Entretanto podemos aplicar
qualquer processo de linearizacao a partir de valores aproximados; neste ca
minho o potencial W e substituido pelo potencial W, ea solucao aproximada
de (S) sera o quase-geoide.

Tem sido a preocupacao dos geodesistas nos G]ti
mos anos, a obtencao de uma equacao integral linear que expresse a possibi-
lidade de se determinar a forma da Terra. Destacamos os trabalhos de KOCH,
|60], |62|, MATHER, |80| e de GRAAF-HUNTER, [37|, em que a equacdo & estabe
lecida a partir das identidades de Green.Molodenskii |86| e KOCH, |64| pro
curaram o desenvolvimento a partir das caracteristicas do potencial de uma
simples camada material. Neste trabalho seguiremos o desenvolvimento de
|86| com as modificacdes introduzidas em [61].

Se considerarmos o potencial perturbador expres
so em termos do potencial de uma simples camada material de densidade (u),
de acordo com |97| podemos escrever:

[
Q _ ...(3.7.2.1.3)
onde JQ) indica que o processo de integracao de desenvolve na superficie do

Quase-geoide, (r) e a distancia de um ponto fixo (P) a um variavel (Q) que
percorre a superficie do Quase-geoide (Q).

Diferenciando a (3.7.2.1.3) numa direcao qual-
quer (s) teremos:
3T (P)

3 1
= =~ (=) udQ-2 mucos B
o [QJ' s 'r

...(3.7.2.1.4)

em que (B) € o angulo entre a direcdo arbitraria e a normal (n) a superfi-
cie (Q) em P. Podemos relacionar as anomalias da gravidade aopotencial per
turbador pela condicao de contorno (3.2.13), em que temos uma esfera como
superficie de referéncia, sendo o raio (R) e considerando a altitude nor-

mal H*:
Cpq o T, T
9 = 3px* ReH )

...(3.7.2.1.5)
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Substituindo a anterior e a (3.7.2.1.3) na (3.7.2.1.4) teremos:

' o (1 2
2my cos B - JQ[ IW(?—)+ ?TR:W u dQ=Ag

...(3.7.2.1.6)

expressao conhecida como equacao integral de Molodesnkii para o potencial
perturbédor, |86,,pg. 104[. A vantagem desta equacao € que ela envolve so
-mente -anomalias da gravidade; nenhuma consideracao quanto as  componentes
do desvio da vertical foi introduzida.

Podemos escrever a equacao (3.7.2.1.6) numa ou
tra forma, desde que consideremos a condicao: de contorno dada por:

3T 1 9y
- + — T=2Ag
Shp Ty 3hy ... (3.7.2.1.7)

realizando a substituiciao da anterior e a (3.7.2.1.3) em (3.7.2.1.4) vem:

9 1 1 oy 1 _
2T cos B - JQ[ ‘ =5 ) - 7 R T udQ = Ag
...(3.7.2.1.8)
em que hp»é a altitude geometrica do ponto P.

A equacao (3.7.2.1.8) e uma equacao integral 1i
near de segunda especie; da mesma maneira que a (3.7.2.1.6)‘suas solucoes
‘podem ser obtidas a partir de qualquer metodo de resolucao de equacoes ihtg
grais, |76]. Utilizaremos o matodo das aproximacGes sucessivas.

Procuremos escrever.a (3.7.2.1.8) como uma apro-
ximacao esferica, o que significa em tomar o elipsoide de referencia  como
uma esfera e nao o Quase-geoide.

Considerando a fig. (3.7.2.1.1) vemos que os rai
os vetores de P e dQ serao:

r=R+nh
P P ...(3.7.2.1.9)

2 =R +nh

onde (R) e o raio medio para a Terra e (h) a altitude geométrica ou dentro
do mesmo grau de aproximacao a altitude ortometrica ou mesmo a altitude nor
mal.
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Fig.(3721-1)__ APROXIMAGRO  ESFERICA

Considerando o A OPdQ vem:

r=/r§+22-2rp2cosw

By 4y Tp-rcosy

ohp 'r 'arp v’ -7 r3
I T

Yp ohp 'p ...(3.7.2.1.10)

Substituindo na (3.7.2.1.7) vem:

9 (1) 1 Y 1T 3 N L%-rz2 p
= - N v 3
aﬁp r Yp aﬁp r ZrPr 2rp r
Desta maneira podemos escrever a (3.7.2.1.8) na forma:

_ 2 e
2wy cos B J J(Z 3 -+ % . rr3p)u dQ = Ag
Q p p
...(3.7.2.1.12)

Pela fig. (3.7.2.1-1) vemos que a projecao de dQ
no plano do horizonte (prolongamento de r) e dada por (dQ cos B), como (&)
€ o raio vetor de dQ e considerando do como um elemento de angulo solido,

|97|, podemos escrever (22dg), com isso:
dQ = 2%sec B do ...(3.7.2.1.13)

Substituindo em (3.7.2.1.12) vem:

2
. . 2 2
2wy cos B —J J(;’—r + 22 'rZD”) & sec B do = Ag
o o p
...(3.7.2.1.14)
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Se u e conhecido entao T e ¢ podem ser determinados pela (3.7.2.1.13) e po
demos escrever:
T=y c=[ f‘,ﬁ—!@z sec 8 do ...(3.7.2.1.15)
o

Consideremos agora uma outra aproxima¢ao, a equa
¢ao (3.7.2.1.14) aplicada ao gedide normalizado (livre de massas-perturbado
ras), temos:

h=h =8=20
D g

g =r =R
"p

e a equacao integral escreve-se:

AT igi-[ [ %%-do = Ag
o ...(3.7.2.1.16)

onde

~ Y
ro = 2R sen - ...(3.7.2.1.17)

T e N sao agora expressos em termos de p e pela
(3.7.2.1.15) temos:

T=YTN=R2[[% do
o ...(3.7.2.1.18)

onde vy e o valor medio da gravidade para -a Terra. Substituindo a anterior
na (3.7.2.1.16) vem:
b= (8g 4 o T) = o (g + ST N)
...(3.7.2.1.19)

Como N, na aproximagao esférica, e dado pela Integral de Stokes, temos:

2T = Ag + T%F [ JAg S(y) do

g ...(3.7.2.1.20)

Como esta formula representa u em termos de ano
malias da gravidade ela ser3a uma solucdo da (3.7.2.1.16). _Explicitando (T)

na (3.7.2.1.19) vem:

R (@m - a9)

—
1]

...(3.7.2.1.21)

considerando a (3.7.2.1.9)
h

P=R+h=R(1+ ) .
...(3.7.2.1.22)

vemos que (&) difere de (R) por uma quantidade menor que 1077, portanto me

nor que o erro introduzido pela aproximacao esferica. Da mesma maneira te
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mos r em relacao a R:

22 (R+h) _ R®
'?;—mﬁ—p—-)——-ﬁ— —-R ...(3.7.2.1.23)
22 - r? = (h - hp) (2+ rp) = 2R(h-hp)

p
Substituindo as relacoes anteriores na (3.7.2.1.14) vem:

_ h
2my cos B - I J(g$-+ Ei—Y(,QZ—B-)—)sec B do = Ag
o

...(3.7.2.1.24)

Podemos tambem simplificar (r), consideremos a (3.4.7.2.1.10-a)

2 _ g2 2
ré = 22 4 ™p Zq) 2 cos ¢

r2 = (R +'hp)2+ (R + h)?-2(R + hp)(R + h) cos y
: h .
r2 = 4R2 sen? %g(1 + h%TE—-+ DEQ_)+ (h - hp)2

tendo em vista a (3.7.2.1.17) vem:

rz2 = ro2 + (h - hp)2

ou

(h-hP),2"
rero /14 o) ...(3.7.2.1.25)

com estas consideracoes estamos habilitados a resolver a equacﬁq 1nfegra1
(3.7.2.1.24). 0 principio basico & utilizar uma expansdo em série de potén
cias das quantidades

h - hp

= e tgp ...(3.7.2.1.26)

A solucao da (3.7.2.1.24) sera dada por aproxima
¢oes sucessivas, primeiramente consideremos as quantidades (3.7.2.1.26) des

‘preziveis, de maneira que a (3.7.2.1.24) escreve-se:

: 3R u
2miy - U ro 49=76 ...(3.7.2.1.27)

onde substituimos Ag por GO. Se considerarmos esta aproximacao como sendo

de ordem zero em u, teremos:

_ 3R Mo
emig= Gt 5 U ro 40 ...(3.7.2.1.28)

esta equacao & analoga a (3.7.2.1.16) cuja solucdo e a (3.7.2.1.20), entao
por analogia:
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3
Zﬂuo = GO + g [O[ GO S (y) do

... (3.7.2.1.:29)

Se limitarmos essa aproximacao a primeira ordem,
vem:
= +
H “o Hi
portanto, resta-nos encontrar uma solucao par pi, para tal desenvolvamos as

quantidades (3.7.2.1.26) em serie:

h. 2
_ ~ _h-
r=roV/1 +(_F62)

"
=
o

1
/1 + tg? B

negligenciando os termos.quadricos (caracteristica da aproximacao de segun

cos B =

1 7}-tgz B+ ...

da ordem) temos:

r=ro
cos B = sec B = 1
e a (3.7.2.1.24) escreve-se:

U o r ¢ h-nh
2m (po+ u1) - %? [ J ot ' do - RZJ [ —~———B—-(uo+ u1) do = Ag
o o

ro ro3
...(3.7.2.1.30)
desprezando os quadrados e produtos cruzados de quantidades de primeira or
dem vem:
3R uo ' 3R [ [ wm h-h _
ZHUO-TJJFadO"FZTTU]_——Z—[[WdG-RZJJWp- ]JOdO-GO
o o 4
...(3.7.2.1.31)

comparando com a (3.7.2.1.28) vem:

2y - %ﬁ-[gj %%—do - R2 J [ E:QB gy do=0
o ...(3.7.2.1.32)

como somente os dois primeiros termos dependem de u, podemos escrever:

214 igi-J J %%‘d6'= Gy
g

cuja solucao e da forma (3.7.2.1.20), donde:

Gy + o Uel S () do |

...(3.7.2.1.33)

2“U1'

...(3.7.2.1.34)




e G, e dado pelos termos remanescentes da (3.7.2.1.32):

h -h
G].:RZII p H dO’
. ros o]

ee.(3.7.2.1.35)

Agora estamos em condicoes de estruturar uma sa
lucao para o potencial perturbador (T) em termos de u. Consideremos a solu
¢3o (3.7.2.1.15) obtida para uma aproximacdao esferica da superficie de refe
rencia e fazendo £=R:

T=R2[Jl;-sec 8 do
o ...(3.7.2.1.36)

ou

T = R? jJEdG+R2 I—Jﬁdo+...=T + T1+ c..
s T r 0

eeo(3.7.2.1.37)

Desde que po e u; satisfacam equacoes do tipo da
(3.7.2.1.16) e se relacionam a To e T, atraves de equacoes da forme (3.7.2.
1.18) por aplicacao da (3.7.2.1.21) obtemos:

To= %? (3ﬂuo - Go)
Ti= R (2m - &) .(3.7.2.1.38)

inserindo os valores dados nas (3.7.2.1.29) e (3.7.2.1.34) venm:

To= 2{%[ JGo S (p) do
o ...(3.7.2.1.39)

Ta= ZREJ IGl S (y) do
o
Pela formula de Bruns, g = T/y, vem:

z =120 + c1=1—%TIIAgSW) dY*‘z,’.%—T'IIGlS(w) do
g o

...(3.7.2.1.40)

onde G, € dado pela (3.7.2.1.35), substituindo Go pela (3.7.2.1.29) temos:

h-h
G = == JJTF*B(AQ"'EZYRLCO) do

...(3.7.2.1.41)
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A equacao (3.7.2.1.40) & conhecida como formula
"de MOLODENSKII para o calculo das anomalias de altitude, em substituicao as
geo-ondulacoes (N).

Observemos que na (3.7.2.1.40) o termo zo e dado
pela formula de Stokes, sofrendo um refinamento atraves da segunda parcela,
funcao de G, dada pela (3.7.2.1.41)

3.7.2.2 - 0 Desvio da Vertical

Anteriormente deduzimos as expressoes para as
componentes do desvio.da vertical em relacao ao geoide, como sendo dadas

por:
S Nt
) ...(3.7.2.2.1)
N = - aN, o1 N
asl R cosp oA

da mesma maneira estas compnentes na superficie da Terra serao dadas por:

f.. 1 2
R 3¢ ...(3.7.2.2.2)
N = - 1 9T
" Rcos ¢ 9dA

Convem ressaltar que a diferenciacao agora ocor
re seqgundo uma superficie de nivel (W=WP) passante pelo ponto de calculoP.
Por outro lado na resolucao da equacao de Molodesnkii obtivemos as anomali
as de altitude ao longo da superficie fisica da Terra (S).

Supondo que (S) & dado por uma expressio da FoE
ma:
S =W (¢, A) ...(3.7.2.2.3)

que e opotencial da superficie fisica, em termos das coordenadas geodesicas
(¢) e (X), as anomalias de altitude ao longo de S podem ser expressas por:

z =1t (¢, A, W) ...(3.7.2.2.4)

derivando em relacao a ¢ ao longo de (S) vem:

3Ly o (2% 00 W

3¢’s 3¢ 'W=WP oW 99 ...(3.7.2.2.5)
como (3W/dh = - g) podemos escrever:

9Ty 9g 14 dh

Ges = g duawr * R e

ou
38), o= (B - &
W=WP ¢’s ~ doh 93¢

...(3.7.2.2.6)
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a derivada parcial %ﬁ% e dada por:

3t _ _ Ag
Y ce(3.7.2.2.7)
e como
1 3h _ ah
® 3§ "95; 0 W9k ...(3.7.2.2.8)

onde B; € a inclinacao em relacao ao horizonte do perfil Norte-Sul do terre
no, vem:

...(3.7.2.2.9)
considerando as (3.7.2.2.2) vem:
_ 1
g = - (_R' a¢ )S tg Bl
- Ag
n-= (m ) - —= tg B>
...(3.7.2.2.10}

em que B, & definido como By para o perfil Leste-Oeste, fig.(3.7.7.7.1)

PERFIL DO TERRENO

H* E/
H

F1G6.(3.722-1) — DEGLIVES: N-S E L-0

Considerando as anomalias de altitude dadas pela
(3.7.2.1.40), em notacao abreviada:

: =TBFYTLJ(A9 +6) S (v) do

...(3.7.2.2.11)
A derivacao processa-se analogamente a obtencao

das formulas de Vening-Meinesz, de maneira que considerando nas formulas do
topico (3.5) (Ag) como (Ag+G,), obtemos:
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_ 1 [ 3 S (v) Ag

g = - 1———; Jo (Ag+Gy) —y s @ do - jr-tg B1
_ 1 [ 3 S (v) Ag

N=- q TrYT [Od (Ag+Gl) —alp"— sen o do - T tg B?_

...(3.7.2.2.12)
que s3o as expressoes de Molodenskii para o calculo das componentes do des
vio da vertical [110], agora referidas a superficie fisica e ndo mais ao
geoide.

3.8 - 0 Geoide e as Anomalias de Altitude

Vimos que as anomalias de altitude nos conduzem a determi
nacao da superficie fisica da Terra da mesma maneira que podemos orientar a
vertical nesta, atraves das componentes do--desvio a partir das anomalias re
feridas a superficie terrestre. Por outro lado,o nivelamento geometrico
possibilita-o calculo das altitudes ortometricas, que quando plotadas sobre
3 vertical, a partir da superficie terrestre, nos conduzem ao gedide com
uma simples inversao de sinais. Estas- consideracoes levam-nos.a pensar nu
ma associacao das teorias classica e moderna.

Considerando a fig. (3.7.1.1(a)) podemos escrever:
h=H+N
...(3.8.1)

sendo h a altitude geometrica contada a partir do elipsoide de referencia.
De acordo com a teoria de Molodenskii podemos escrever:

=
|

=H*+ ...(3.8.2)

comparando as expressoes anteriores -temos:
N-¢g=H*-H
...(3.8.3)
Concluimos que a diferenca existente entre s geondulacoes
e as anomalias de altitude sao identicas aquelas entre as altiiudes ortome-
trica. e normal.
Pela teoria das altitudes cientTficas, |6|, podemos escre-
ver: C

C
H=-L£ e H=-_P
=

3 ...(3.8.4)

em que Cp e a cota ou numero geopotencial; g e o valor médio da gravidade

ao longo da vertical; ¥ e o valor medio da gravidade teorica, ao longo da
normal, tomado entre o elipsoide e o quase-geoide.
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Subtraindo H* de H e eliminando Cp vem:

H-H*=.g—-7H

.

..(3.8.5)
comparando a anterior com a (3.8.3)-vem:
N=c+2 Y
Y ..(3.8.6)
considerando (z) como dado pela (3.7.2.1.40) vem:
N = R [ J(Ag +G1)S(y) do + 9-Y H
q ™1 =
g Y
...(3.8.7)

Podemos notar” que a formula (3.8.7) corresponde a aplica-
¢ao da integral de Stokes, com anomalias referidas a superficie fisica e
nao ao geoide, acompanhada de dois-termos corretivos; um em funcao de G,
que corresponde a uma correcao ao efeito da topografia como dado pela (3.7.
2.1.41); o outro g e ?’corrésponde a separacao entre o gedide e 0 quase-ge
oide.

0 calculo de g e y e realizado através das formulas, segun
do |6]:

G =g+ 0,0824 H.
...(3.8.8)

onde g e H referem-se ao ponto de calculo P e o termo constante(0,0424) cor
responde a densidade padrao de 2,67 g/cm3.

J— H*- *
Y =v{1 - (1+Ff+m-2 f sen? ¢) 5t 3T

...(3.8.9)

em que y e tomado segundo o e]ipsaide de referencia, dado por a e f; no
ponto de calculo.de latitude ¢ com altitude normal H*. (m) tem o mesmo seil
tido do capitulo (2) relacao entre a forca centrifuga no equador e a gravi-
dade equatorial.

Para o elipsoide de Hayford temos:

a =6.,378 388 m
f = 1/297
m = 0,00 344 986

A principal vantagem deste metodo para a determinacao das
geondulacoes (N) e que a densidade das massas acima do geoide entra indire-
tamente como um efeito sobre a altitude ortometrica do ponto de calculo.
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Em conseqliencia, as geondulacoes obtidas pelo metodo sao tao precisas quan
to as altitudes ortometricas, HEISKANEN & MORITZ |48, pg. 327].

3.9 - Tratamento Pratico das Fquacoes Fundamentais

A integral de Stokes e as formulas de Vening-Meinesz possi
bilitam o.calculo das geondulacoes e componentes do desvio da verticala par
tir de valores de contorno sobre a superficie do gecide. A principal vanta
gem desta formulacdo vincula-se ao fato do gedide ser uma superficie defini
vel fisicamente, méteriélizada_pe]o nivel dos mares em repouso e suposta
prolongada analiticamente sob os continentes, permitindo a elaboracao de mo
delos e formulacao de correlacoes geometricas na resolucao dos problemas ge
odesicos de carater aplicado. Sua maior desvantagem estd relacionada ao
desconhecimento da lei de variacao das densidades crustais, acarretando uma
certa imprecisao nos metodos de regularizacao utilizados na transformacio
dos valores de contorno para a superficie geoidal. Esta -imprecisao nao che
ga afetar a colimacdo da maioria-dos objetivos praticos da geddésié. |

A teoria de Molodenskii, utilizando valores de contorno'sg
bre a superfﬁcie fisica, independe da distribuicao interna de massas. A pos
sibilidade -de se comparar valores obtidos sobre e externamente a face da
Terra constitui sua principal vantagem. A formulacao de mode]oé'e correla-
coes e por demais complexa e nem sempre atingivel.

A decisao de que teoria deve ser hti]izada; dependera dos
objetivos e precisoes prE—fixadas para os resultados finais. No caso da
definicio de um sistema geodesico, em carater preliminar, qualquer das teo
rias podera ser utilizada, a margemde imprecisdo sera semelhante e estara
condicionada ao algoritimo de calculo utilizado.

Neste trabalho apresentaremos resultados obtidos a parti
da formulacdao classica. Os procedimentos de calculo poderao ser adaptados
a formulacdo de Molodenskii, mediante a introducio de valores anomalos refe
ridos 3 superficie fisica. Ao leitor interessado recomendamos |i3|, |86] e
|110] dentre outras que tratam os aspectos praticos das formulas envolvidas
na teoria de Molodenskii.

3.9.1 - Divisdo em Zonas de Calculo

As formulas fundamentais pressupdem 0s processos de inte
gracao realizando-se sobre toda a Terra. Como 1ongé estamos de conhecer in
tegralmente o campo gravitacional terrestre (adendo 7) e diante da impossi-
bilidade de obte-lo continuamente a partir de medidas terrestres, torna-se
necessaria a introducio de algoritimos discretos que possibilitem o calculo
preciso das 1ntegrais;

Em geral os algoritimos de calculo aproximam os valores
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das integrais numa regiao em torno do ponto em que estamos calculando as
quantidades fundamentais, a partir de levantamentos gravimetricos intensi-
vos. As anomalias das regioes distantes do globo sao compactadas em blocos
e seus efeitos calculados por processos aproximados;

0 uso de algoritimos que pressupdem a divisao da superfi
cie terrestre em regioes e garantido pelo comportamento das funcoes S (¢) e
s* (¢).
Considerando as formulas (3.4.5) e (3.5.4) podemos ver que
(csc y/2) tende ao infinito a medida que nos aproximamos do ponto de calcu-
1o (y » 0). Este comportamento implica em efeitos menores, sobre as quan;i
dades fundamentais, a medida que nos afastamos do ponto-de calculo. -Conse
qllentemente as anomalias gravimetricas em regioes distantes poderao ser me
nos precisas que as das zonas mais proximas. . '

A pratica tem demonstrado que a partir de valores mais ou
menos elevados de (¥) o efeito das zonas distantes varia muito pouco podeg
do em conseqliencia serem tomados como constantes em todos os pontos de um
elemento finito de drea sobre a superficie terrestre. As contribuicoes o
derdo ser definidas para os limites desta area elementar e o efeito medio
podér& ser estimado por simples interpolacao.

Iremos considerar a Terra dividida em trés zonas de calcu
lo; a primeira imediatamente vizinha ao ponto de cE]cu]o; onde as funcoes
esfericas S (p) e S* (y) sdo substituidas convenientemente por uma aproxima
cao plana que elimine a influéncia dos valores elevados de(cscy/2). A se
gunda e denominada de zona perima e estende-se dos limites da primeira ate
a transicao para a terceira que envolve o restante do globo.

3.9.2 - Efeito das Zonas Distantes

Nos calculos numericos as integrais (3.4.9) e (3.5.10)
sao substituidas pelas somas:

R m/2 2T
™T ¢-m2  A=0 i llp ¢ lQ ¢ )
...(3.9.2.1
i e Y T e \w(cp z) oo Q (¢, A)
= 9 s ’ )
™I ¢=-m/z A=0 ™
N" seno.(p,A)

...(3.9.2.2)

onde Q (¢, A) & um elemento de superficie que tem para valor anomalo medio
Ag“(¢, A) e dimensoes Ad e AX.
]
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A substituicao das integrais pelas somatorias e perfeita
mente justificada ja que a continuidade do campo gravitacional & substitui

da pela distribuicao discreta de valores anomalos medios.

0 uso de anomalias medias e valores medios das  funcgoes
S(y) e S’(y) -causa eertos erros nos resultados finais.. 0 erro seré‘—funcao
das dimensoes da area para a qual os valores medios sao tomados € da d1stan
cia ao ponto de calculo; contudo o erro final nao deve ser atribuido exclu
sivamente ao processo numerico. A falta'de informacOes gravimetricas-- con
tribui sensivelmente para a imprecisao dos resultados finais. UOTILLA|117]
considera o método suficientemente,pfeciso se 0 erro causado pelo . processo
numérico nao for maior que * 1m, para o calculo das-geondulacdes e  + 0,5"
para o dasAcomponentes do desvio.  Desde que existem a]guns-miJhares de ele
mentos de superficie, cada um contribuindo com a mesma parcela para 0s re
sultados, a'precisﬁo com que cada contribuicao sera calculada e-da ordem de
£ 1eme + 0,1, |51].

Na pratica e comum admitirmos elementos de superficie re
presentados por trapezios esfericos de 10'x 10 e de 50 x 59. Este procedi
mento permite a e1ab0racao de cartas mundiais com valores anomalos - medios,
evitando-se a man1pu1acac de dados gravimetricos em escala mundial para ca
da ponto de calculo. O material mais atualizado, e recentemente distribui-
do a comunidade mundial, foi catalogado pelo ACIC em |120| para trapezios de
10 x 19 e pelo BGI em |115| para 50 x 50.

A analise estatistica seletiva de prec1soes X d1mensoes
realizada por HIRVONEN |51|,definindo os trapézios de 10 x 10 e de 590 x 50
como de uso ideal em geodesia, tem 'sido aceita mundialmente. 0 mais comple
to estudo da distribuicdo dos trapézios segundo zonas em funcio da distan
cia esférica (p), foi realizado por UOTILLA [117], que fixa a distribuicdo:

— Para as areas distantes -serao admitidas duas sub-zonas:

(a.1) - No interior-do "retangulo” de 209 x 309 em torno do ponto de calcu
lo os efeitos serdo avaliados segundo trapezios de 10 x 19, exclui
da a zona proxima;

(a.2) - Na area externa a anterior, que envolve o restante do globo, os cal
culos serao desenvolvidos a partir de elementos medios para trapezi
0s de 59 x 59,

Dentro deste esquema elaboramos um programa em linguagem
FORTRAN IV para o computador BURROUGHS-6700, que realiza o calculo do efei
to das zonas distantes segundo valores medios de 19 x TQ e de 50 x 59, 0
programa foi denominado GEOZOD e sua -logica acompanha o diagrama de blocos
da fig. (3.9.2.1)
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As formulas auxiliares utilizadas no calculo das areas,
distancia esferica (y) e azimute esferico («) foram |107]:

Q (¢, A)=-Ax|sen-(¢_ +'%'A¢) - sen(¢ --%—A¢)|

m
...(3.9.2.3)
onde A¢p e AX s3o as dimensoes esfericas do trapezio.

- )
...(3.9.2.4)

cosy = sen ¢ sen¢_+ COS ¢ COS¢ COS (A,

onde (¢, A) sao as coordenadas-do ponto de calculo.

0 azimute esferico.
sen¢m - cosy send

o =
cos Seny cosé

...{3.9.2.5)

Os valores numericos adotados para os termos constantes
(R/4myt) e (p /4myt) foram:

R=6.371 000,0 m
"= 206 264,8062
vy = 979 800,0 magl

Estes valores-garantem a-geondulacao expressa em :metros
e as_componentes do desvio em segundos, sendo as anomalias medias-dimensiona
das em (mgal) o que nos da os somatorios em m/mgal no calculo de (N)e "/mgal
para (g) e (n).

Un dos trabalhos mais recentes em que se recorreu a for
mulacdo anterior & o de SIENBENHUNER|107].

No capitulo 5 apresentaremos um outro metodo para o cal
culo do efeito das zonas distantes sobre as componentes do desvio da verti -
cal.

3.9.3 - Efeito das Zonas Proximas

A zona proxima e considerada como sendo a contida num
circulo de raioy =39, onde se realizam levantamentos gravimetricos de deta-
Thes. Da mesma forma que a anterior esta regiao sera dividida em trapezios

e os efeitos serao avaliados segundo valores medios das fungoes S (y), S*(y)
e das anomalias.
0 estabelecimento do raio limite desta zona tem sido mo

tivo de polémica no meio geodesico internacional. _RICE |98| baseando-se em
estudos realizados sobre 16 vértices astro-geodesicos da triangulacao norte-
americana, concluiu serem estaveis os resultados acima de{ = 30. MOLODENSKII
ét ali|86|a partir de consieracdes tedricas e resultados praticos fixa este
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limite em torno de ¢ = 100, da mesma forma que ZAKATOV|128|.

0 raio da zona de influencia a ser considerada no cé]gg
lo das quantidades fundamentais, depende da situacao posicional do ponto de
calculo em relacdo as massas topograficas e as internas de compensagao, que
possam produzir valores anomalos elevados. Com isso a extensio da area de
influencia sera variavel de uma estacao de calculo para outra, tendendo a
ser menor nas regioes menos acidentadas topograficamente, ou de equilibrio i
sostatico mais acentuado. Desta forma uma vez atingido o limite alem do qual as
influencias externas se equilibram, o resultado final pouco sera influencia-
do pelos aumentos sucessivos do raio da zona.

0 procedimento mais conveniente em programas que tem co
mo objetivo o calculo das quantidades fundamentais, & estender progressiva -
mente os limites da zona até que se verifique uma estabilizacao dos resulta
dos finais. Contudo existem limites que podem ser fixados previamente, en-
quadrados pelos trabalhos anteriormente citados. O raio minimo devera ser
de 300 . km, abaixo do qual possivelmente perturbagoes mesmo locais terdo in
fluencias sensiveis. 0 limte maximo sera de 2000 km, somente aproximado em
areas de intensa perturbacao. De inicio os levantamentos gravimetricos deve
rao ser realizados no interior do circulo de 300 km, devendo-se estar prepa-
rado para ampliar este limite a medida que as analises progressivas de resul
tados a aconselhar. 0 estudo simultaneo de varios pontos contiguos da rede
geodesica e outra providencia aconselhavel, pois permitira a comparacao de
resultados e facilitara a identificacao de influencias locais. |

0 levantamento gravimetrico necessariamente cobrira toda
area, contudo a densidade em areas das estacoes podera ser decrescente, a me
dida que nos afastamos do ponto de calculo. ‘No adendo 7, tabela (7.0.2)apre
sentamos um critério para selecdo do -numero de estacGes por area de levanta-
mento. A tabela e perfeitamente aplicavel a programés deste tipo, sendo o
objetivo principal do levantamento permitir a elaboracao das cartas de isdg

nomalas para o -calculo de valores medios.

0s modelos numéricos para o calculo da influencia desta
zona baseiam-se nas -formulas (3.5.8) e (3.5.12), e na grande maioria sao mo
delos grafico-geométricos. Podemos destacar os modelos de HAYFORD|40| para
o calculo das geondulacbes, o de RICE |98| ideal para o calculo das componen
tes do desvio da verticé], podendo tambem ser dti]izado nos de geo-ondulacoes,
e finalmente o de MOLODENSKII|86| aplicivel com a mesma margem de precisio

no calculo das quantidades fundamentais.

Dentre os modelos analiticos podemos citar o de TSUBOI,
ITsuboi, C. - A new and simple method for calculating the deflections of the



.109.

vertical from gravity anomalies with the aid of the Bessel-Fourier series.
Proc: of the Japan Academy, 30(6), 1954[, onde o desenvolvimento em series
de Bessel-Fourier e utilizado na simulacao do campo gravitacional; mais re
centemente temos os trabalhos de BURSA |14| e |16, onde a simulacdo & reali
zada segundo polinomios ortogonais. |

Tanto os modelos analiticos quanto os grafico-geometri -
cos baseiam-se na sub-divisao da zona proxima em trapézios esféricos, dimen
sionados de maneira a permitir que a distribuicao anomala possa ser substitu
ida por valores medios sem comprometer a precisao final dos resultados e, no
caso dos geometricos,a facilidade dos calculos finais.

3.9.3.1 - Um modelo grafico de malha circular (Modelo de
Rice)

Um dos métodos mais usuais para gerar uma ma
1ha de trapezios esfericos consiste em se subdividir a zona proxima com cir
culos concentricos e linhas radiais.

Numa malha deste tipo a contribuicao de cada
trapezio pode ser escrita na forma:

Ag i pu cx:], +1 COS«x lp_i+1
. - —EE?¥— [ de [ Ag S*(y)seny dy
An". *5 seps ¢H

...(3.9.3.1.1)

R mi+1 a1+1
AN = 755?7 Jw.Ag S (y) seny dy [I; de
i i

...(3.9.3.1.2)

onde (i) e o codigo do trapézio, (*i)e (*i+1)sdo os azimutes das radiais que
o limitam lateralmente, (yi)e (yi+1) sao os raios dos circulos limites, fig.
(3.9.3.1.1).
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FIG.(3931-1) — POS}GAO DO TRAPEZIO
ESFERIGO

Os valores médios anomalos sao obtidos a par-
tir de 1nterpo1acao para o baricentro dos trapezios, em cartas de isoanoma -
las.

As integrais de S(y) e S’(y) envolvidas nas
formulas anteriores poderdo ser calculadas a partir de:

Pi+l
-7 . Y ;3 1
S(y) seny dy = [-cosy + cos2yY +2 sen & (53 COSY + =) -
wi+1

Pi

- %~sen2q;Ln (sen %4—sen2%? )

..(3.9.3.1.3)

Pi+l _ ,
J S’ (¢) seny dy = % Y + cos %--lggsen %— cos%? - 6 sen? %Lcos %— +
i 2

+ 13 sen3 %Lcos %% - 2 Ln tag q—+ (Q-W -3 sen-% cos %-+ 6 sen3 2-cos )
, $i+1
Ln(sen ¥ 4 senz ¥) -
2 2 vi
Pi+] P+l i+l
_ 3 Y cosy/2 4¥ ., 3 P sen /2 g9 3 y o1 g Y
seny/2 ~ 7 2 cos y/? 2 vi 7 cosy/Z2 ¢ 7

Pi Pi

..(3.9.3.1.4)

' A soma das tres ultimas parcelas pode ser escri

ta na forma de serie: pie
3 _3_ 2 1 3 3 [N 1 5 5 6 llJ
IR R A - 7 A e ab

..(3.9.3.1.5)
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SOLLINS|109],para (y) variando de 0,010 a 1809,
tabelou os valores das funcoes f(y) sen ¢, f (y) sen- ¥ e suas respectivas
integrais. Estas funcoes sao relacionadas a S(¢) e S’(y) atraves das expres
soes:

£y =25 (p)

...(3.9.3.1.6)

£(9) =5 S°(W)

As- tabelas de Sollins evitam o calculo das expressoes (3.9.3.1.3)e(3.9.3.14)

Nos metodos grafico-geometricos os limites(yi) e
(pi+1),bem como os-azimutes {«i) e (xi+1) s3o fixados -de maneira que qual-
quer trapezio esferico, independente de suas dimensoes e posicao contribua
com 0 mesmo quinhao por miligal de anomalia no calculo de uma das quantida -
des fundamentais. No modelo de Rice estes limites sao fixados demaneira que
cada compartimento contribua com a mesma parcela no calculo das componentes-
do desvio. Hayford desenvolveu o modelo-em que cada compartimento contribui
com 1 mm/mgal no calculo das geondulagoes. Estas caracteristicas de desen-
volvimento de modelos, embora desejéveis do ponto de vista de calculo,nao sao
essenciais em sua elaboracdo, tanto que no de Molodenskii a condicao fixa e
a de mesmo tamanho para os trapezios e suas contribuicoes sao variaveis.

Na expressao (3.9.3.1.1) se considerarmos o des
vio como sendo dado segundo uma direcao radial de azimute (=) qualquer e,tam
bem,as relacoes (3.9.3.1.5) poderemos escrever:

) A o <i+l i+t
S = Tos= T TWT Lidm Jw 29 F (v) send oy

...(3.9.3.1.7)
fixando os limites da primeira integral de maneira que («xi+! - «i =100),veni:

" ai+]
P < = "
_?E?}—'J . d= = 0,005840

]

...(3.9.3.1.8)
a contribuicao (3.9.3.1.7) escreve-se agora:

Pi+l

AEX = 0,005840 I Ag f2(y) seny dy
Pi
...(3.9.3.1.9)
impondo as condigoes:
Ag = 1 mgal
AE" = 0,001"
E;A

temos
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Pi+l
[ () seny dy = 0,1712168

v ...(3.9.3.1.10)
recorrendo~as tabelas de Sollins,podemos obter os limites de integracao (yi)
e (pi+1) que deverdo ser tomados como raios na divisao da zona pr6ximé, para
que qualquer compartimento contribua com 0,001" por miligal de anomalia me-

dia. ‘
Com este procedimento, RICE calculou a tabela

(3.9.3.1.1),a qual permite elaborar gabaritos em material transparente, re-
presentativos da zona proxima, que aplicados as cartas de isoanomalas permi
te-0.calculo-de anomalias médias. Os valores anomalos medios divididos por
mil e multiplicados por cos «<(senx) fornecem a contribuicado Agg(Ani“), 0 va
Tor final sera dado por:

i
= ...(3.9.3.1.11)
S EA
¥
Zong
proxima

As contribuicoes para as geo-ondulagoes sao obti
das multiplicando-se pela constante correspondente da tabela (3.9.3.1.1) -o
valor anomalo medio do comportamento.

Na figura (3.9.3.1.2) e apresentado esquematica-

mente o gabarito de Rice.

FIG. (3.93.1-2)-GABARITO DO MO DELO
DE RICE.
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A principal vantagem do metodo de Rice prende-se
ao fato de que com uma unica aplicacao do gabarito poderemosinterpolar os va
lores medios anomalos e calcular as quantidades fundamentais.

Os gabaritos de HAYFORD e "MOLODENSKII poderao
ser elaborados com base nas tabelas (3.9.3.1.2) e (3.9.3.1.3), as indicacoes
de uso constam das mesmas

3.9.3.2 - Um modelo grafico de malha retangular

Malhas de trapezios esfericos formados por ar
cos de paralelos e meridianos.tambem tém sido utilizadas no -calculo das com
ponentes_do desvio da vertical-e geo-ondulacOes,ver CAMPBELL|18| ou FISCHER
|25].

Dois-tipos de malhas retangulares tem sido uti
lizados: (a) malhas de espacamento constante e (b) malhas em expansao. Alem
de ser o ponto de calculo colocado em duas situacoes peculiares, ou.no cen-
tro de um dos trapezios ou num dos nos da malha. Nas fig.(3.9.3.2.1) repre
sentamos,esquematicamente os dois tipos de malhas:

o o

!

(o) {(b)

FiG. { 3.9.3.2-1 ) - TIPOS DE MALHAS RETANGULARES.




TABELA (3.9.3.1 - 1)

Raios e Contribuicoes para o Calculo das Geondulacoes
e Componentes do Desvio da Vertical no Modelo de Rice

N0 da Raio [NQ de _Influéncia para ag =1 ogal No da| . Raio [NO de Influencia para as=1 mgal
Zona Interno Trape Z - Interno {Trape
(xm) | zios £ n Nim/mgal) | 200 |y | zios| & n N{tm/mgal)
1 0,119 26 8,560 1,62
2 0,141 27 10,150 1,95 -
3 0,167 28 12,05 2,2
4 0,198 29 14,29 2,54
5 0,235 30 16,94 3,25
6 0,279 31 20,09 3,70
7 0,331 g 1,36 32 23,83 4,69
8 0,393 33 28,25 5,52
9 0,467 34 33,48 6,57
10 0,554 35 39,67 7,87
0l w w w
11 0,657 3 3 36 47,00 3 3 9,62
3 3 S 3
12 0,780 - o 37 55,66 o - 10,73
8 H 5 - H 5
13 0,926 3 a a 38 | 65,90 3 o e 13,46
= & & . £ &£
14 1,099 e “ c 39 17,97 2 “ < 15,60
< (=] G - o Q @
a w “w a. v 2]
15 1,304 o x = 0,27 40 92,22 o x = 18,21
16 1,547 5 S 0,32 41 |109,0 S > 21,85
Q_ Q_ c‘ °-
17 1,836 e e 0,33 42 |128,7 i @ 26,65
18 2,179 0,45 43 |151,9 30,51
19 2,586 0,52 4 1791 37,12
20 3,068 0,59 45 i210,9 12,92
21 3,641 0,n 46 (248,0 51,17
22 4,320 0,85 47 1291,2 59,63
23 5,125 0,97 48  [341,2 69,77
24 6,081 1,24 49  1399,0 81,41
25 7,216 1,43 50 [465,5 93,32

14



TABELA (3.9.3.1 - 2)
Raio e Contribuicdo para o Caiculo

das Geondulagoes no Modelo de HAYFORD

NO da Raio NO de Efeito _ de H Raio X0 de Efeito _ de
Zona Externo Trapazios| Y™ Trapezio Zona Externo Trapszios| Y™ Trapezio
(graus) p {nm/mqal) ! (graus}) p {nn/mgal)
i 2,175 4 5 16 2,341
2 t 0,325 17 2,480
3 0,480 18 2,620
4 0,630 19 2,760
5 10,775 20 | 2,90
v
6 0,920 3 21 3,040 @
o Il
- el
7 1,070 P “» 22 3,170 8
5 3 o )
8 1,225 & 8 23 | 3,300 5 s
8 © = ]
Nes - %]
9 1,360 ‘§ 5 24 3,430 'E g
10 1,505 hs - 25 3,450 ‘2 o
- E -
11 1,645 2 26 3,695 -
=
12 1,785 27 3,830
13 1,925
14 2,065
15 2,203

0BS.: A primeira zona & dividida em 4 quadrantes em vez de 18 compartimentos  como

nas demais.

TABELA (3.9.3.1 - 3}
Raios e Contribuicbes para o Calculo das 6Geondulacoes e Componentes
do Desvic da Vertical no Modelo de MOLODENSKII

'Ngonga I"R;ir‘;,o Tr:gég?os Influencia para Ag = 1 mgal _

{km) (3 n N.10
1 5,0 15
2 7,3 ' 22
3 10,7 32
4 15,7 47
5 22,8 ? 16 0",005 cos(A - 1809} 0”,005 sen(A - 1809) 69
6 33,3 101
7 48,5 149
8 70,¢€ 219
9 102,6 118
10 128,0 148
1" 159,6 186
12 198,6 ? 24 0",002 cos(A - 1809) 0",002 sen(A - 1809)| 232
13 246,7 288
14 | 305,4 262
15 357,8 304
16 418,1 353
17 487,64 | > 24 | 0,0015 cos(A- 1809) | 0”,0015 sen(A-1800)( 408
18 566 ,6 - 467
19 656,6 529
20 758.0 596

115,
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Em nossas deducoes iremos considerar um modelo de malha com es

pagamento constante. Contudo o tratamento e geral e podera ser estendido
ae outro tipo.

Consideremos na fig. (3.9.3.2.2) a representacao de uma malha re
taasgular de 2c x 2d trapezios esfericos e (P& como ponto de calculo e (Bi,
- o _C,
j) o baricentrp do trapezio (i, j) de area (AQij)'

TN
\.PP+C(A\?)
Bij
UPAS
: P
0 %d E
a¢
A X
\P—c(A\4’)
P
S
A +daX)
P %p—d(A%)
ANp
FI6.(3.93.2-2)-0 PONTO DE CALCULO E A
INFLUENGIA DE UM TRAPEZIO NA
MALHA RETANGULAR.

A contribuicao de um trapezio generico ao calculo das quantida-
des fundamentais no ponto (Pc’d) sera da forma:

Z. .
1,3,C,d Cos «

= T Ag S°(y) sen y dQ

1 ’\] AQ

7’. .
1:J9Csd sen &

...(3.9.3.2.1)
para as componentes do desvio e
1

AL .
1,3 75

Ti,j,c,d = Ag S(y) seny dQ

L)

...(3.9.3.2.2)

para as geondulacoes.
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Desde que n3o temos uma distribuicdao continua do campo anomalo
no interior do trapezio, mas sim uma discreta, podemos escrever a contribui
cao do trapezio (i,j) a menos da area:

‘Zi,j,c,d cose, j,c.,d
=370 5,c,0) S5 5, 895
274,3,c.d sen<; S c.d |
...(3.9.3.2.3)
Tijed = SWy 5.c.a) SeMyjeq 8945 59520

A contribuicao total da zona proxima no calculo final sera:

2 " 2c 2d 2d '-i,,j,C,d L Q (1 )
= z )X % ) AQ. . - 9J. 0.
T A get R e Jn
T]" Z)‘_ .
1,3,¢,d ...(3.9.3.2.5)
N R e . AQ.. (1 - aic ajn)
= .. . - 3ic 3jn A
Brvp g0y joq Tadeced TUHS ...(3.9.3.2.6)

onde (3) e o operador delta de Kronecher que tem as propriedades

an:i. _Jdl para i =c
dic = {0 para i # ¢
~iq _ |1 para j = d
8Jd = {0 para j = d,

a introducao deste operador nas formulas (3.9.3.2.5) e (3.9.3.2.6) tem a
finalidade de eliminar o trapezio que contem o ponto (Pc, d) a ser tratado
no calculo do efeito da zona vizinha.

0s angulos esfericos (¢) e (<) sao calculados pelas formulas
(3.9.2.4) e (3.9.2.5) e a area do trapezio dada por (3.9.2.3). As funcoes
S (y¢) e S’(yp) podem ser calculadas atraves das formulas (3.4.5) e (3.5.11)
ou substituidas por f(y) e f>(y) e os valores extraidos das tabelas de
Sollins.

_ 0 modelo de malha retangular e por demais complexo de ser execu
tado rotineiramente; envolvendo manipulacao de tabelas e maior volume de
calculos que nos modelos circulares. Sua principal vantagem liga-se ao fa
to de que as anomalias medias calculadas para uma malha de espagcamento cons
tante, por exemplo 5’ x 5°, 0 sao uma unica vez. A mesma divisao pode ser
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utilizada para qualquer outro ponto nas proximidades do primeiro, mediante

uma simples alteracao nos limites da zona vizinha.

Uma observacdo feita por HENRIKSON & NASH |49| merece citacao
destacada: — a malha nao sera necessariamente simétrica em relacao ao meri
diano e paralelo do ponto de calculo.

Os limites da superficie dividida em trapezios merecem as mesmas
observacoes feitas em (3.9.2); dependerao das caracteristicas topograficas
e geodesicas da area em estudo.

3.9.3.3 - Modelo Analitico

Tanto o modelo grafico circular quanto o retan
gular apresentam um grande inconveniente, interpolacao de valores anomalos
medios a partir de mapas representativos das anomalias. A obtencao destes
valores medios e a principal dificuldade no calculo das quantidades funda-
mentais. '

A procura de.um metodo analitico que possibili
te a simulacao do campo anomalo e a obtencao dos valores meédios sem a méni
nulacao de cartas, tem sido a preocupacao dos geodesistas nos ultimos tem-
pos. 0 desenvolvimento do campo anomalo em harmonicos esfericos com coefi
cientes calculados a partir de dados orbitais de satelites artificiais & a
grande esperanca para o desenvolvimento de modelos globais, contudo sua apli
cacao em areas restritas deve ser encarada com cuidado. A obtencao de ou
tras representacoes em series numéricas ou a partir de modelos estatisticos
|13], s3o bem mais representativas.

No momento estamos desenvolvendo um modelo ana
Titico para simulacao do campo anomalo .em series polinomiais. Iremos apre
sentar, somente,a 1d§ia em linhas gerais; resultados mais exatos serao di
vulgados oportunamente.

Num modelo analitico -poderemos aproveitar - os
conceitos de malha circular ou retangular ‘e- qualquer dos modelos podera ser
utilizado. A Unica substituicao - e na fase de interpolacao de valores me
dios, realizada analiticamente. |

Modelos polinomiais podem ser gerados por gru
pos de trapezios esfericos atraves de qualquer metodo numerico de ajuste de
curvas a pontos dados. 0 MMQ; o desenvolvimento em polinomios ortogonaisjy
series-de Fourier e outros poderao. ser utilizados.com sucesso nesta tarefa.

Encarando-se (Ag) como funcao de posicao, pode
mos obter funcOes polinomiais a partir das distancias esfericas (¢) e,poste
riormente, calculando-se a distancia media dos trapezios, poderemos obter a
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partir dos polinomios o valor anomalo medio. Os valores assim obtidos pode
rio ser usados com o0s esquemas dos modelos grafico-analiticos, ou  segundo
uma outra malha em que se usem as -formulas integradas.(3.9.3.1.3) e (3.9.3.
1.4). |

No adendo 10 apresentamos um metodo de geracao
polinomial que podera ser utilizado. A consistencia do ajuste podera ser
verificada segundo os blocos de trapezios, a partir da exclusdo de alguns
valores conhecidos durante o ajuste; posteriormente os va]orés substituy -

dos nos pclinomios permitirao a verificacao da qualidade da geometrizacao.

Infelizmente nao podemos dispor de dados sufi
cientes para testar a eficiencia desta ideia em tempo habil de ser apresen-
tado neste trabalho. Contudo as pesquisas em desenvolvimento serao divulga
das tao logo tenhamos oportunidade.

3.9.4 - Efeito da Zona Vizinha

Na avaliacao da contribuicao da zona vizinha para o -cal
culo das quantidades fundamentais,utilizaremos a aproximagao plana.

0 raio (yo),limite desta zona e tomado segundo uma dis-
tancia linear de uns poucos quilometros, sendo em consegliencia,perfeitamen-
te -valida a aproximacao plana.

Recorramos as coordenadas polares no plano (r, =) com:

r=Ryp = R senp = 2 R sen

e

um elemento de area sera expresso na forma:

R2d vy =r dr d=
com estas consideracoes podemos escrever:

. 2R
-+
. 2R2
rZ ...(3.9.4.1)

w
-
—_
<=
~—
1l

Tanto na integral de Stokes quanto nas formulas de Vening
-Meinesz o erro relativo desta aproximacao fica em torno de 1% parar = 10km
e 3% para r = 30km, |47].

As formulas integrais poderao ser escritas na forma:
1 2T d ,'Y‘O
NV= _21T_'YT— [ o« J Ag r dr

...(3.9.4.2)
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" " cosx r
E = - __._L_ Iz‘n da J © -A_g dr
" 2 ™1 Jasg |sens r

v ...(3.9.4.3)

Considerando-se um sistema coordenada cartesiano  bi-di
mensional com origem no ponto (P) de calculo e o 2ixo dos x coincidente com
a direcao Norte-Sul, podemos expressar as anomalias (Ag) atraves do desen-
volvimento em serie de Taylor no ponto (P):

Ag = Agp + Xg + ygy + é%—(ngxx + 2xygxy + yzgyy) + ...

...(3.9.4.4)

onde

< X
1} ]
S 3
[ ]
m O
S »n
] 3]

g

32Agy . _,9%Ag
(__E)-)TZ_)P’ gyy—( BYZ)P

ou escrevendo a (3.9.4.4) de outra forma:

XX~

2
Ag = Ag_ + r(gxcos X + g, sen X) + %r(gxxcoszm+ 2gxxcos<xsenm+ gyysenam)+...

P
...(3.9.4.5)
Substituindo nas integrais (3.9.4.2 e 3) e integrando as

funcoes trigonometricas vem:

L " IA $ ( + ) | dr
= gp T gXX g + ...

Y Y1 o Yy
...(3.9.4.6)
E,.“ " ro gx +
= - —7?——— J dr
0 YT o)
n gy +
v

integrando em r obtemos:

= — Ag

...(3.9.4.7)

vemos que a contribuicao da zona vizinha ao calculo das geondulagoes depen
de do valor anomalo no ponto de calculo e do raio limite da zona:
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gll . [ gX A
= - 0P ro_
mw . 2
T 1 qy

<

...(3.9.4.8)

a contribuicao da zona vizjnha ao calculo das componentes do desvio da ver
tical dependera diretamente dos gradientes norte-sul (gx) e leste oeste(gy)
do campo- anomalo em relacao ao ponto de calculo (P).

. Age - A9
_ (8 y _ B9 N
9,= (5% )P- — e
M. - ag S ...(3.9.4.9)
g - (88, —§ _—F

a formula (3.9.4.8) pode ser escrita em funcdo dos valores anomalos nas di
recoes basicas.

Ell ‘ pll Ags - AgN

4YT
n Ago - AgE

...(3.9.4.10)

As formulas (3.9.4.10) s3ao validas na suposicao de serem
as isoanomalas regulares, i-&, de serem 0s gradientes constantes no interi
or do circulo (P, ro). Em regioes perturbadas,esta caracteristica dificil
mente & manifesta e a aplicacao das (3.9.4.10) conduz a valores distorci -

dos.
3.9.4.1 - 0 metodo dos tres gradientes
RICE |96] sugere para eliminar as possiveisdis
torcoes da aproximacao (3.9.4.8),0 denominado metodo dos trés gradientes

que ,essencialmente,consiste no -calculo de tres gradientes na direcao norte-
-sul e na direciao leste-oeste, adotando-se para cada direcao fundamental a
media ponderada dos gradientes.

Pela figura (3.9.4.1) vem:
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th
NO Ve Iro NE
Fo
0 E
S0 SE
s
FIG.{ 3.94-1 )— METODO DOS TRES
GRADIENTES

A95 - Agy , P9se 49 - 89542950 ’I 1
2 ro /2 ro A p D+2p°
...(3.9.4.1.1)

9=

_ (%% P9 M908 | L Do %SNe 1
S |z Pt P P*| —ps2pe

vZ2' ro vZ2' ro
...03.9.4.1.2)

adotando-se os pesos p = 1 e p* = 0,5 e sendo Yo = 979 800,0 mgal, podemos
escrever: ‘

gllv

0,02625(AgS-AgN) + 0,01856(AgSE-AgNE+AgSO—AgNO)

3
<
|

= 0,02625(Ag¢-adg) + 0,01856(Ag =09 +A0y -0y )

...(3.9.4.1.3)

Uma rede gravimeétrica densa em torno da- esta-
¢ao e um pequeno sao as garantias de melhor precisio na obtencdo dos valo
res fornecidos pelas expressoes (3.9.4.1.3). O raio (ro) sera condiciona-
do pelo comportamento do campo anomalo, em‘princhio oraioro=5km & o
ideal, |47].

3.9.4.2 - Um modelo analitico para avaliacao do efeito
da zona vizinha
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Na avaliacao do efeito da zona vizinha  sobre
as componentes do desvio da vertical, a aplicacao de formulas de quadratura
de alta precisao numerica tem sido utilizada com bons resultados, ver BURSA
|14].

Se considerarmos a zonavizinha dividida em (v)
setores esfericos de azimutes (=i), podemos escrever as expressoes para O
calculo das componentes do desvio da vertical dadas pela (3.9.3.1.1) na for
ma:

£ ro (sen=j - sen=k) i

= P ; Ag(r)-dr
- ZﬂYT i=1 r
)

n il (cos=k - cos.«j) i

...(3.9.4.2.1)

v

em que (=j) e (xk) sao os azimutes das radiais limitantes do setor, dentro
do esquema da fig. (3.9.3.1.1).

A forma do integrando na expressao anterior,
onde a parcela (r™*) da.a sua principal caracteristica, garante a aplicacao
das formulas de quadratura.

0 inverso da distancia pode ser considerada co
mo uma funcdo peso p(r) = r"*,no intervalo |p, ro|, com (p) suficientemente
pequeno mas nao nulo. Nestas condicoes p(r) preenche todas as condicoes pa
ra uma funcao peso no intervalo p < r < ro => p(r) >0, alem de ser inte-
gravel em todo o dominio e ter seus momentos (Mg = 0 p(r) r° dr) finitos
para todo p>0 e qualquer p # 0. Sendo a funcao Ag (r) continua no mesmo
intervalo temos garantida todas as condicoes suficientes para dar inicio ao
processo‘de integracao numérica, HILDEBRAND |50].

Nosso prob]ema'é'encbntrar uma formula de integracao:

ro ro
I (p, ro) = [ r~ Ag(r) dr = J p(r) Ag (r) dr =
p p

|
e3>

= Co Ag(rs) + Rn

...(3.9.4.2.2)

em que o resto Rn seja.minimo.

Na expressao anterior temos (2n) parametros op
cionais ou seja n nodos re e n coeficientes CS’ conseqllentemente o0 resto
Rn sera minimo se Ag(r) for um polinomio de ordem (2n-1), LANCZOS |71].

Como Ag(r) e uma funcao de posicao,nada nos im
pede de expressa-lo na forma polinomial em potencias de (r).

Ag =B +Br+Br2 + Br3 + ... +8 r2n-1
o 1 72 3 2n-1 . .(3.9.4.2.3)
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onde (Bi) sao coeficientes constantes.

Uma das formulas de quadratura de alta preci-
s30 mais usual & a de GAUSS-LEGENDRE. Desde que consideremos o intervalo
de integracao |-1, + 1| e a func3o peso p(r)= 1, poderemos transformar  a
(3.9.4.2.2) numa forma possivel de se aplicar o citado metodo de quadratura.
Alterando o intervalo de integracao e o argumento (r) da (3.9.4.2.2) pode-

mos escrever.

re= %—(ro -p) Xg + %—(p + ro)
...(3.9.4.2.4)
I {p, ro) . (ro - p) g C_r-" A (r.)+Rn
e -7 o] S S g
...(3.9.4.2.5)
os coeficientes de peso (C.) serdo dados por, |50].
C.- 1 +1 Pn (x) dx
S P’n(Xsi 1 X Xg
' ...(3.9.4.2.6)

onde 0s argumentos (Xs) sao as raizes do polinomio de Legendre Pn (x).

Os argumentos (xs) e os correspondentés valores dos coeficientes de peso
(CS) tem sido tabelados em diversas obras que versam sobre analise matemati
ca, destacamos as tabelas de SECREST & STROUD |105].

' Desde que (XS) e (CS) sao constantes para qual
quer 1nterva]o,~|p, ro[ podemos escrever:

" - (sen«j - sen«k)

C. = = _197—— (ro -p)r." ¢
S T s 73 (coseck - cos«j)

...(3.24,2.7)
para cada setor («j, «k)

0 efeito total podera ser obtido a partir de:

e | e 0, 0|

n —
= +i81| sIy Cg 8glrg)

1'

n n" (0, p)
Vv

| ...(3.9.4.2.8)
0 resto Rn sera nulo se Ag(r) for um polinomio

de grau superior a 2n com exce¢ao de n=o.
0 comportamento dos nodos (rs) e irregular em
relacao a variacao da funcao integrando, diminui a medida que (r) aumenta.
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Este comportamento pode ser eliminado dividindo o intervalo |p, ro| em (n)
partes e aplicando a formula de quadratura para cada uma das partes com n=1.
Para os interva]os.parciais(pt,pu) podemos escrever:

c2 2Py ~0t) (3.9.4.2.9)
S =W PRPEN ed e Tl
¢ " ‘(Sen"‘j - Sencrk)
C=-—— ¢
by (cosek - cos«j)
...(3.9.4.2.10)
Para nodos
re = % (ou + pt)
podemos escrever:
g m V.
= 5Ly |2y €4 B9 (rg)
nll .l
v ...(3.9.4.2.11)

Podemos agora fixar modelos de aplicacao para
o método, em intervalos |pt, pul.

A divisao em setores podera ser realizada, a
semelhanca do metodo dos trés*gradiehtes, para v= 8 ou em maior numero; na

fig. (3.9.4.2.1) apresentamos o diagrama para v= 8.

0 €
4
5
S
Y-8
FI1G. (3.9.4.2-1) — GRA'FICO DOS SETORES

NA MALHA ANALITIGA
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Estabelecendo raios limites pt; Py podemos ar

bitrar o numero de partes por setores e calcular tabelas para valores C’S

por setores. BURSA[14,'p59.‘38-9[ apresenta tabelas-para v = 8 e n varian
dode 3 a 7.

' Gabaritos podem ser elaborados para interpolar

os valores anamalos em cartas de isoanomalas para os nodos (rs), em funcao

).

dos raios (pt) e (pu

Outra maneira de se obter os valores anomalos
dos nodos consiste em se gerar funcoes polinomiais para (Ag) a partir dos
valores . anomalos das estacoes localizadas nos setores.

A distribuicao das estacoes gravimetricas em
radiais coincidentes com os-azimutes medios dos setores, parece ser a ideal
para a obtencdao dos polinomios de interpolacao.

0 metodo que hora apresentamos carece de tes-
tes reais. Estamos trabalhando na obtencao destes dados em diversas partes
do pais, posteriormente divulgaremos os resultados desta pesquisa.
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4. Reducao dos Valores Gravimetricos

4.1 - 0 significado das reducoes:

A gravidade e, normalmente, determinada sobre a superficie
fisica da Terra; algumas vezes o-e -subcontinentalmente(minas-e tuneis); ou
tras no ar com equipamento aerotransportado, ou ainda sob ou sobre as aguas
oceanicas e lacustres. Os valores observados n3ao podem ser comparados na
forma em que sao obtidos, e nao & possivel usa-los para discutir a distri-

buicao de massas e suas influencias sobre as quantidades geod@sicas.

A gravidade observada dependebasalmente da posicao da-- esta
‘¢cao (latitude, ‘longitude e altitude). e secundariamente da.topografia em tor
no da estacao e da distribuicao de densidades nas camadas componentes da
crosta terrestre.

A formula de Stokes,da mesma forma que a de Vening-Meinesz,
pressupoe a gravidade observada sobre o geoide e a inexistencia de massas ex
ternas ao mesmo. Como-c valor medido esta referido a superficie- terrestre
e influenciado pelas massas externas e internas a superficie geoidal, surge
a necessidade de eliminarmos estas influencias.

0s metodos de redugdo, na literatura geodesica, cao classifi
cados segundo a consideracao ou nao do conceito de ‘isostasia. Sintetizando
temos as reducoes mais usuais:

(a) ~ Reducdes nao isostaticas:
.—Reducgo‘do ar-livre;
. Reducao de Bouguer;
. Reducgo por inversao de massas ou de RUDSKY;
. Reducao por condenéacﬁo de massas ou de HELMERT.

(b) - Redugoes isostaticas:
. Reducao no modelo Pratt-Hayford;
. Reduc@ao no modelo Airy-Heiskanen;
. Reducdo. regional de Vening-Meinesz.

Cada metodo possui vantagens e desvantagens que podem ser
aproveitadas para fins deprospeccao geologica ou geodesicos. Nos itens que
seguem estaremos interessados na aiscussﬁo sucinfa de cada uma das reducoes
anteriores e suas vantagens do ponto de vista geodesico.

4.2 - Reducoes nao isostaticas:

4.2.1 - Reducao do ar-livre:
A primeira reducao que se faz necessaria e a que torne pos
sTvel a comparacao dos valores observado sobre uma mesma superficie ou ni-
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vel, consagrada na literatura mundial como reducao do ar-livre.

Esta primeira reducao devera eliminar a influencia do afas
tamento entre as duas superficies, o que e possivel mediante o conhecimento
da taxa de variacao, gradiente vertical, do vetor gravidade no caminho A B,
fig. (4.21.1).

S.F

GEOIDE

ELIPSOIDE

Fig.(4.2.1-1)— O SIGNIFICADO DAS
REDUGOES GRAVIME TRICAS

A experiencia tem demonstrado que a gravidade diminui a me
dida que a altitude aumenta, este fato & plenamente justificavel ja que a
medida que nos afastamos das massas de atracdo o seu efeito diminui; alem
disso,a forca centrifuga aumenta. Como o efeito da atracao e da forca cen
trifuga sao antagonicos, justifica-se a diminuicao da gravidade.

Em paralelo ao efeito da altitude, as massas existentes en
tre a superficie geoidal e real exercerao uma certa influencia, entretanto
na deduciao das formulas representativas desta reducao partiremos do princi

pio de que estas massas nao acarretam qualquer efeito. Este procedimento e
aproximado, justificando-se a denominacao de ar-livre para o processo.

0 potencial gravitacional terrestre e composto de duas par
tes;. uma devida a atracdo e a outra resultante do movimento de rotacao ter
restre. Conforme vimos no capitulo 2, poderemos escrever o geopotencial:

W=V+1Z
...(4.2.1.1)

onde

Z =5 (x2 +y2) w?

N —

...(4.2.1.2)

e o0 seu laplaciano e escrito:

2 _ 2
A% = + 2 w ...(4.2.1.3)
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com isso temos:

W . 2W 92W

2t 3y2 =+ 2w ...(4.2.1.4)

ja que A%v=0.
Consideremos uma superficie equipotencial W = cte, repre
sentada pela equacao diferencial:

oW dx + oW

MW, o
o 3y dy + —— dz =0 ..(4.2.%)

0z

para o plano xPz, fig. (4.21.2), temos que dy = 0 e da (4.21.5) tiramos:

aw

. gz e (4.2.1.6)
dx

w
9z

Fig. (4.2.1-2)— SEGGOES NORMAIS

0 raio de curvatura (M) da intersecao do plano xPZ com a
superficie W= cl€, tangente a origem, e dado por, |31| ou |74]:

2
ez cee(8.2.1.7)
na origem:
dz _ oW _
=08 (gx)y =0 oo (4.2.1.8)
donde vem: 32w
1 Tox2 1 3% ... (4.2.1.9)
M - oW - Y 9x?

oz
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de maneira analoga, tomando o plano yPz e dx=0 vem:

11 3% ... (4.2.1.10)
N Ty oy

Substituindo as (4.2.1.9/10) na (4.2.1.4), obtemos o gradiente vertical da

gravidade.
2
) %%ﬁ;'= {E?'= - (f%- + ﬁQJ - 2 w? ..(4.2.1.11)

tendo em vista as expressdes de M e N*, |62]:

a a (1 - e?)
N*: eM:
(1-e2 sen2¢)1/? (1-e2 sen2¢) 3/¢
..(4.2.1.12(a))
a expressao da gravidade normal:
Y = Ye(1 + sen? ¢) ...(4.2.1.12(b))
e os valores numericos usuais (HAYFORD):
a -6 378 388,0 m Y, = 9,78049 m s
e2= 0,00672267 8 = 0,00528838
w = 729212 x 10710 pad s .. .(8.2.1.12(c))

resulta para o gradiente vertical por metro:

_gg_ - - 0,30855 - 0,00021 cos 24 mgal/m
. (8.2.1.13)

sendo (g) o valor observado na altitude (H), o valor reduzido aoc nivel me-
dio dos mares sera:

g, = 9+ (0,30855 + 0,00021 cos 2¢) H mgal

...(4.2.1.14)

A formula anterior foi deduzida para a superficie de refe

rencia, contudo a experiencia tem demonstrado que pode ser utilizada, em al

titudes medias (£1000m) sem perda de precisao. Quando necessario maior ri

gor, o gradiente nao podera ser admitido constante, e a introducao de um
termo corretivo faz-se necessario, |67| e |72].

- 0,000 072 (ﬂ§ﬂ92

Com este podemos escrever a formula rigorosa da reducao do ar-livre:
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g, = g + (0,30855 + 0,00021 cos 2¢ - 72.107° H) H mgal

...(4.2.1.15)

As anomalias obtidas a partir do valor (ga) dado pelas (4.
2.1.14 ou 15) sao denominadas Anomalias do ar-livre:

Aga =9 -y

...(4.2.1.16)

4.2.2 - Reducao de Bouguer:

No item. anterior estabelecemos a expressao-que -nos- permite
eliminar a influencia da altitude sobre os valores observédos da gravidade;
evidentemente a hipotese simplificativa.imposta, inexistencia de massas en
tre-o geoide e a superficie fisica, & irreal. As massas entre superficies
nao sao negligenciaveis e deverao ter seus efeitos eliminados.

Consideremos, numa primeira aproximacao, que a estacao de
observacao P situa-se sobre uma lamina material de espessura (H)tangente em
(P*); correspondente de (P) na superficie geoidal, fig. (4.2.2.1).

GEOIDE

Fig (422-1)— LAMINA DE BOUGUER

A introducao da lamina de massa (M) tende a aumentar o va
lor- da gravidade observada; em conseqliencia a eliminacio deste efeito far-
—se-3 atraves de uma correcao subtrativa ao valor observado da gravidade.

A atracao exercida por uma lamina .infinita, homogenea de
densidade (8), & relativamente facil de calcular. Considérando a fig.(4.2.
2.2), podemos expressar a componente vertical da atracao, em modulo, exerci
da pelo elemento de volume dx dy dz, pela expressao, |72|:

dx dy dz .

dA:GGX2+_y2+22

cosc ...(4.2.2.1)

como
rA

cos « = : :
(x2 + y2 + z2) 172 ...(4.2.2.2)
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temos:

rA
= d ...(4.2.2.3
dA =G § oy dx dy dz ( 3)

Estendendo-se a toda a lamina:

Z o 0
A = 4G 6 f dz [ dx [ ey
0 o (x% +y2 + 22)3/

0
...(4.2.2.4)
realizando as integracoes:
z < 1°
A =14G § J dz farc tg 2
© ° ...(8.2.2.5)
A = 276G 6z ...(4.2.2.6)

Podemos eliminar na expressao anterior a constante da gravitacao (G), usan
do a gravidade (g) que aproximadamente e dada por:

Mr g
g =G—'ﬁ2—‘=—3—TTGAR ...(4.2.2.7)
onde (R) e um valor medio para o raio da Terra e (8) o valor médio da densi

dade. Desta maneira obtemos para A,

.3 8 g
A=» z 7 H ...(4.2.2.8)

onde (H) & a altitude da estacdo, em substituicao a (z) na expressio geral
(4.2.2.6). |

Introduzindo os valores numericos: 8= 2, 67 e A= 5,576 e
0 raio medio para o elipsoide de Hayford vem:

A=0,1118 H

...(4.2.2.9)

0 termo corretivo anterior, calculado a partir da lamina
material, devera ser associado com a reducdo do ar-livre. A gravidade redu
zida sera escrita:

9 = 9, - A ...(4.2.2.10)

e a anomalia Bouguer sera:

Ag, = Aga - A

B

...(4.2.2.11)

A expressao anterior & denominada na literatura geodésica
de Anomalia Bouguer simplificada. Foi originalmente deduzida por  BOUGUER
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em 1749 |BOUGUER, P. - La Figure de la Terre, Paris 1749].

A expressao (4.2.2.6) foi deduzida para um platd de espes
sura (H) e horizontalmente infinito. Evidentemente esta concepcao & valida
para uma Terra plana.

A introducao da curvatura terrestre implica em considerar-
mos a chamada calota de Bouguer, i e, uma porcao da superficie esferica que
se estende do ponto estacao por uma distancia arbitraria (normalmente 166;7
km, coincidente com o limite da zona "0" de Hayford).

A introducao da calota e realizada indiretamente, conside-
rando-se na (4.2.2.10) mais um termo (B) que reduz o platdo a calota.-Na ver
dade esta parcela resulta da diferenca entre a componente vertical- da- atré
cao exercida pelo plato e a da calota (B); e conhecida na literatura geode
sica como "Termo de Bullard" e encontra-se tabelado em [32| e |47].

Na introducao do plato de Bouguer e posteriormente na redu
¢ao a calota esferica, tomamos a espessura igual a altitude da estacao. Com
este procedimento desprezamos as massas acima da cota da estacao e conside-
rarmos como tendo massa, as areas de cota inferior a de (P), fig.(4.2.2.3).
Torna-se necessaria a eliminacao destas massas excedentes, o que e realiza-
do atraves da correcao do terreno.

df dAdz

dx dy

v

Y

Fig. (4.2.2-2) — ATRAGAO EXERGCIDA POR UM VOLUME
ELEMENTAR.

A correcao do terreno e de amplitude menor que a correspon
dente associacao das anteriores, contudo exige maior volume de calculo e
boas cartas topograficas em grandes escalas.
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0 excesso de massa dos macicos montanhosos ou dos vales
preenchidos com a introducao do plato, tende a diminuir o valor observado
da gravidade, o que acarreta correcoes aditivas na eliminacao dos efeitos.

A consideracao do efeito do relevo e realizada em duas eta
pas. A primeira compreende o calculo do efeito correspondente ao relevo da
area limitada pela calota; a segunda leva em consideracao o restante da
Terra e o calculo e efetuado simultaneamente com a do efeito isostatico, es
ta parcela e normalmente denominada correcao topo-isostatica.

No calculo do efeito do relevo em torno da estacao, comu-
mente consideramos esta area dividida em prismas curvilineos. A contribui
cao de cada prisma e calculada a partir de expressoes analiticas consideran
do suas espessuras; diferenca entre a altitude media do prisma e a da osta
cao de calculo, como constantes. 0 efeito global e calculado a partir das
contribuicoes prismaticas individuais.

Fig. (4.2.2-3)-CALOTA DE
BOUGUER

A divisdo do terreno em prismas curvilineos e realizada com
0 uso de gabaritos do tipo apresentado na fig. (4.2.2.4). No interior de
cada trapezio esferico, correspondente a face superior do prisma, e estima-
da a altitude media a partir de cartas topograficas. A diferenca, altitude
media menos altitude da estacao, e tomada como altura do prisma e a contri-
buicao para a componente vertical da atracao e calculada.
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FIG.{4.2.2-4)- EXEMPLO DE UM

GABARITO PARA O GALGCULO DA
CORRECAO TOPOGRAFICA

Consideremos a fig. (4.2.2.5) em que desejamos calcular a
atracao do prisma (a b c d a’> b’ ¢c* d*). Se denominarmos por (ri) e (r]._”)
os raios dos circulos limites; (h) a diferenca de altitude e por (8) a den

sidade, a componente vertical da atracao sera dada por,. [103]:

.= ., . 4 - . . - .
F1 GS arco 1‘/ nr‘z1 + h?! /r21+1 + h2' + r1+1 r

1
L..(4.2.2.12)

Fig.{4.2.2-5)—ATRAGAQO DE UM
PRISMA CILINDRICO

Existem diversos procedimentos para divisao do terreno em
zonas concentricas; o mais dsual e o desenvolvido por Hayford, cujos raios
sao apreseﬁtados na tabela (4.2.2.1). Sao consideradas duas regices de -cal
cﬁ]o; uma limitada pelo -circulo de 166,735 km de raio e a outra estendendo
-se so limite anterior por toda a Terra. Na primeira regido as zonas sao
denominadas por letras de A a O(zonas literais de Hayford) e na segunda por
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numeros de 18 a1 (zonas numeradas).

0 calculo do efeito de cada compartimento e realizado a
partir de tabelas; a mais usual & a de LEJAY |172], desenvolvida a partir
das fundamentais.de CASSINIS, e .aplica-se as zonas literais de Hayford. Em
|32| & apresentada-a tabela devida a Bullard para o cdlculo da correco do

terreno.
0 efeito total sera representado por:
n -
C=.% GSarco=i (Vriz + i7" - 2. 1 hz2' +r. . -r.)
i=1 : i+ i+1 i
...{(4.2.2.13)

e a gravidade reduzida, levando em consideracao as tres correcoes, sera:

9gc = 9, - A -B +C

...(4.2.2.14)

TABELA (4.2.2.1)

-DIVISAG EM ZONAS SEGUNDO HAYFORD

ZONA | pierno |compaTINENTO|ZON|  EXTERND | COMPARTIMENTO
A 2 1 18| 1081130 1
8 63 4 171 15452 !
c 230 4 16| 2 1153 1
0 590 6 15| 23346 1
3 1280 8 14 ] 30305 1
F 2290 10 13] 41913 16
G 3520 12 12| 54634 | 10
H 5240 16 1| 75130 8
1 8440 20 10 | 10 44 6
J 12400 16 9| 14 09 4
i K 18800 20 8| 20 41 4
! L 28800 24 7| 26 a1 2
i M 58800 14 6| 35 58 18
QN 99000 16 5| 5104 16
; 0 166700 28 4| 7213 12
5 (1929°58") 3 {105 48 10
: 2 {150 s6 6
s 1 {180 00 !

e a correspondente anomalia:

AgBC = Aga -A -B +C°

) . ...(4.2.2.15)
denominada Anomalia Bouguer completa:

4.2.3 - Reducao por Condensacao ou de Helmert:
A reducdo de Bouguer realiza a e]fminacgo-das massas exter
nas ao geoide, transferindo-as para o infinito. Neste procedimento a massa
da Terra e alterada, o que implica na modificacao do potencial. Segundo |47 |
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as variacﬁes introduzidas no geaide, com o uso das anomalias de Bouguer, po
dem atingir em alguns lugares 500 m; 0 que invalida o uso destas para propé
sitos geodesicos.

Com o intuito de contornar as impossibilidades de uso da re
ducao de Bouguer,na eliminacao das massas anomalas, HELMERT | Helmert, F.ﬁj
- Die mathematischen und phyéica]ischen theorien derl8heren Geoddsie, vol.
2 Leipzig, B. G. Teubner, 1884 (Reimpresso em 1962)| idealizou um metodo em
que estas nao seriam mais transferidas e sim condensadas na superficie do
geoide.

A topografia agora e condensada de maneira a formar uma cama
da material sobre o geoide, fig. (4.2.3.1) de densidade

§ = pH

de maneira que- a massa- da:Terra_permanece inalterada. As massas sao deslo-
cadas, prensadas, ao longo da vertical.

,/’W"—___-““\\SF
/P H
GEGIDE
§-pH

ﬁg(4,2,3;1)REquKo DE MHELMERT

0 metodo desenvolvido por Helmert, admite as seguintes fases,
l35[:

- Remocao do plato de Bouguer -A = -2 G 7 p H

- Reducao do "ar-livre" Ag,

- Reducao topografica +C

- Condensacdo do plato e calculo de sua atracao em (P*)+2G

(p H)
ou seja:
AgH = Aga + C

...(4.2.3.1)

em regioes de topografia pouco acidentada, em que C=0, a anomalia de con-
densacao sera identica a anomalia do "ar-livre". Com isso podemos afirmar,
a simpies reducéb do "ar-livre" pode ser considerada como uma otima aproxi-
macao na obtencgo de valores de contorno sobre o geoide. Com o mesmo grau
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de aproximacdao o co-geoide "ar-livre" coincidira com o geoide.

Na aplicacao da reducdo por condensacdo podemos esperar afas
tamentos entre as figuras,inferiores'a 3m [10] e [59[. Em paises como 0
Brasil, em que a topografia e pouco movimentada pode-se esperar deformacoes
inferiores a 25 cm, |32].

4.2.4 - Reducao por Inversao ou de Rudsky

Rudsky em 1905 propos um metodo para eliminacao das massas
topograficas, em que estas seriam transferidas para a posicao éspecu1ar no
interior da superficie geoidal, sem qualquer alterac3do no pbtencial, BAES-
CHLIN |5]. ’

Consideremos o geoide como uma esfera de raio R, fig. (4.2.
4.1). Suponhamos que o elemento de massa (dm) em (P), e deslocado para um
elemento (dm) num certo ponto (P’) no interior do gedide sobre o mesmo raio

FIG(4.2.4.1)REDUGAO DE RUDSKY

vetor.

0 potencial devido a estes elementos de massa no ponto ge
oidal (PO) e:
dW =6 i? _ G dm
v r2 + R? - ZRr cos ¢

...(4.4.1)

dm? G dm’

d W G =
v rs2+ R% - 2Rrscos ¢

p T T

como o potencial nao deve se alterar temos:

dW =dW,
P P

0 que e verificado se:
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dm?’> = {;-d m
...(4.4.2)
e
r’ = R
T

A segunda condicao

rr>= Re=Cte

nos prova serem P e P’ pontos inversos.
Da primeira condicao vem:
dm’ = dm. R

e como r > R resulta dm’> < dm, significando que a invariabilidade do poten
cial exige que uma pequena parte das massas topograficas nao seja transferi
da. Normalmente negligenciamos esta diferenca e fazemos dm=dm’.

Desde que o potencial e mantido e a massa aproximadamente,
tambem €; o co-geoide de inversao e o geoide coincidirao; contudo o campo
externo a superficie da Terra e alterado, o que invalida as comparacoes com
os valores obtidos por geodesia celeste. A reducao por inversao nao tem
qualquer significado geofisico, [48[.

4.3 - Modelos Isostaticos:

As anomalias de Bouguer nas areas elevadas de topografia sua
ve sao quase sempre negativas. Nas regioes oceanicas em que substituimos a
lamina d’agua por um plato material com densidade igual a media da crosta,
as anomalias de Bouguer s3ao quase sempre positivas. Nas areas litoraneas
planas as anomalias de Bouguer sao quase nulas, fato que implica em conside
rarmos a distribuicao de massas como homogenea, a qualquer profundidade da
superficie do geoide.

As consideracoes anteriores levam-nos a afirmar que as regi
oes elevadas correspondem subcorticalmente regioes de material menos denso
que as correspondentes profundidades oceanicas com laterial mais denso.

Com estas consideracoes podemos enunciar o postulado da isos
tasia, que nos fala do estado de equilibrio da litosfera sob a acao da gra
vidade. Aos excessos de massa das areas continentais se contrapoem defici
encias de massa em relacao a superficie geoidal, verificando-se o  inverso
nas areas de deficiencia,oceanicas.

Desta maneira podemos dizer que uma regiao eacontra-se isos

taticamente compensada quando o equilibrio isostatico e atingido (Ag = 0).

Quando o equilibrio esta se processando a regiao e sub-com -
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pensada (Ag < 0). As regioes em que o equilibrio foi ultrapassado denomina
mos de super compensadas (Ag > 0).

Admitindo o equilibrio isostatico, aceita-se a igualdade em
modulo, dos valores das massas topograficas e de compensacao. Como as singu
laridades da superficie topografica e as correspondentes de compensagao apre
sentam efeitos de grande amplitude embora de sinais contrarios, o efeito
conjunto sera de pequena amplitude, o que de inicio nos coloca em posicao
vantajosa para o uso de altitudes medias extraidas de cartas topograficas e
batimetricas de precisao variavel.

Duas diferentes teorias para explicar os principios de com
pensacao foram desenvolvidas. Em 1854 J. H. Pratt apresentou ao mundo cien
tifico os resultados de suas analises da triangulagao indiana, principalmen
te sobre as discrepancias encontradas entre as coordenadas geodesicas e as
tronomicas dos vertices Kalianpur e Kaliana da referida triangulacao; con
tudo nenhuma conclusao ou teoria para explicar o fenomeno foi apresentada.
Posteriormente, em 1859, apresentou o sistema isostatico que recebe o  seu
nome. Em 1855, G. B. Airy utilizando os dados divulgados por Pratt em 1854
estabeleceu a teoria que leva o seu nome.

0 SISTEMA PRATT-HAYFORD, fci desenvolvido por Pratt e trata
do praticamente por Hayford, que o usou sistematicamente para propositos ge
odesicos.

0 principio do sistema esta representado na figura (4.3.1).
0 sistema admite uma profundidade de compensacao constante, segundo a qual
processa-se 0 equilibrio isostatico a partir das variacoes de densidade das
camadas internas a superficie geoidal, i e, sob as massas topograficas exis
te uma deficiencia de densidade e abaixo das bacias oceanicas um excesso em
relacao ao valor padrao correspondente as massas superficiais.

GEQIDE

T —

2,67 2,56 2,43 2,80

l NIVEL
S S S S s  SSSSSSS s7 7 lSOSTA'TlGO

/

Fig.(4.3-1) — SISTEMA ISOSTATICO
PRATT — HAYFORD

Supondo que (D) seja a profundidade do nivel de compensacao,
tomado a partir do geoide, e considerando (8o) como a densidade de uma colu
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na de altitude (D), entao a densidade (8§) de uma coluna (D + H) satisfaz a
equacao:
(D+ H)S§=D 8o

que representa a condicao de igualdade de massas. Tomando-se para (So) o
valor medio 2,67 g/cm3, a densidade (§) tera que ser menor que a padrao,
conseqlientemente existira uma deficiéncia de massas que sera dada por:

b3S =260-8= g do ...(4.3.1)

Para as areas oceanicas a condicao sera dada por:

(D-P)8s+P &, =D 6o

A
...(4.3.2)

onde 6A=1,027 g/cm*, corresponde a densidade da agua e (P) a profundidade o
ceanica. 0 excesso de massa da coluna suboceanica sera dado por:

P

(S -(SO:-D_—j

(8o - SA)

...(4.3.3)
Este modelo de compensacao e puramente teorico e esquematico,
e sua idealizacao na natureza so e conseguida aproximadamente. Valores pa
ra a profundidade de compensagao sao tomados, arbitrariamente, em torno de
100 km.
0 SISTEMA AIRY-HEISKANEN, o modelo foi proposto por Airy, e
Heiskanen deu-lhe uma formulacao precisa para propositos geodesicos.

Na fig. (4.5.2) encontra-se representado o principio do sis
tema. Os objetivos deste sao os mesmos do anteriormente descrito, variando
somente a forma com que sao atingidos. Enquanto no modelo de Pratt a densi
dade era suposta variar, mantendo-se constante a profundidade de  compensa
¢ao, no de Airy as densidades sao fixadas e o nivel isostatico € considera-
do variavel.

As massas topograficas, de densidade constante (§,=2,67) flu
tuam sobre um material de densidade constante superior ao das massas super
ficiais (6,=3,27).

Se representarmos a diferenca de densidades, 82 - §;, porAS,
com os valores numericos anteriores temos:

AS = 0,6 g/cm®
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-5- n — —1 —— GEQIDE
b
T 2.67 | 2.67 | 2,67 | 2.67
NS 77,
- ———t ]
,//,lllé t : ’//IIII
/’/ 7 /0 I/It
52= 3,27
Fig. (4%-2) — SISTEMA 1SOSTATICO
AIRY — HEISKANEN

a altitude da topografia por H e a espessura da correspondente "raiz" por
(t),a condicao de equilibrio sera:

Lo =i o, ...(4.3.4)
de maneira que:
t =S H-4,45H (4.3.5)
AG LY o0 e . .
Para os oceanos a condicao e:
t> AS = P(Gl- SA)
com isso 5, - GA
t’= ———+—P =2,74 P ...(4.3.6)
5, -8,

A espessura normal da crosta e representada por (T), valores
numericos em torno de 30 km sao utilizados como representativos.

0 SISTEMA REGIONAL DE VENING-MEINESZ ndo utiliza os  mesmos
principios dos anteriores. Neste sistema em vez de consideramos a compensa
cao como sendo local, massas de compensagao imediatamente abaixo das topo-
graficas, e utilizada a concepc¢ao regional.

Vening-Meinesz partindo da concepcao de Airy de um SIA1 flu
tuando sobre um magma fluido e mais denso, encarou as elevacoes topograficas
como esforcos capazes de deformarem a litosfera. Baseado nos estudos de
HERTZ, estipulou valores medios para a espessura e caracteristicas estati-
cas da crosta terrestre, estabelecendo com isso uma curva de flexao. Admi
tiu que as massas de compensacao estendiam-se horizontalmente ate uma  dis
tancia R (raio da regionalidade) da estacao de calculo, enquanto que a den-
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sidade de compensac59,<m5xima na vertical da estacao, diminuia proporcional

mente as ordenadas da curva de f]epr;,anu]ando-se a. distancia (R). Na fig.

(4.3.3) representamos esquematicamente a comparacao entre compensacio. 10
cal e-regional.

0 modelo criado-por Vening-Meinesz e mais realista que os an
teriores,contudo bem mais complexo nas aplicacoes praticas.

P
T
)
\\ - REGIONAL
LOCAL
Fig. {43-3)— SISTEMA 1SOSTATICO
REGIONAL DE VENING- MEINSZ

4.4 - Reducoes isostaticas

0 objetivo das reducoes isostaticas e regularizar a crosta
terrestre de acordo com um dos modelos anteriores. -As massas topograficas
nao sao completamente eliminadas como na reducio de Bouguer; elas sao.trans
feridas para o interior do geoide de modo a eqﬁilibrar as deficiencias de
massas que existem sob os continentes. No.modelo isostatico de Pratt-Hay
ford as massas topograficas s3o distribuidas entre o nivel de compensacao e
o nivel do mar, transformando as densidades crustais variaveis no valor pa
drao. No sistema Airy-Heiskanen as massas.topograficas superficiais Sao
transferidas para as suas raizes, transformando a densidade crustal cons
tante para o valor do magma (3,27 g/cm3).

Em suma, a topografiae removida junto com as correspondentes mas
sas de compensacdao e o resultado final, ideal, & uma crosta homogenea de
densidade iqual a padrao e espessUra constante (D) ou (T).

0 processo de reducdo realiza-se segundo tres aspectos basi
cos: . |

(a) - a topografia e removida;

(b) - as massas de compensacao sao removidas;

(c) - o valor observado e reduzido ao geoide (reducao do ar-
livre). '
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0s topicos (a) e (c) processam-se como na reducaode:Bouguer,
o (b) pode ser alcancado procedendo-se de maneira analoga a obtencao da cor
recao topografica.

' A regidao em torno da estacao de calculo e dividida em zonas
circu]ares_concéntricés e por radiais, fofmando compartimentos ncs  quais
estimamos a altitude media por comparacao com cartas topograficas existen -
tes. A contribuicao de cada compartimehto e obtida a partir de valores ta
belados para constantes (T) ou (D) pre-fixados.

Para ¢ modelo Pratt-Hayford, temos a contribuicao, para a
atracao, de cada compartimento dada pela expressao, [42[. 7

AF = 27 s 1/ vz L o4 w2 v -

n i+1

)2

- V/r§¥1 + (D + H)?2 + /[}% + (D +H

...(4.4.1)
em que (n) e o numerode compartimentos em que a zona esta dividida, (ri) e
(r1+1) sao os raios limites da zona, (H) a altitude meédia e (D) a profunfi-
dade de compensacao. Evidentemente a atrac3o final sera:

Fr=ZAF

T
Para a divisao 'em zonas dada por.Hayford(tabela 4.2.2.1);
profuhdidade de compensagao D-=-113,7 km e densidade padrao §= 2,67 g/cm?,
HAYFORD e BOWIE apresentam em [42| uma tabela em funcao dé (H) e dos raios
limites da zona, que fornece o valor da contribuicao do compartimentc  por
metro de altitude, evitando-se o calculo da expreséﬁo (4.4.1). A tabela e
original; posteriormente sofreu modificacaes por LAMBERT, que considerou a
convergencia dos lados prismaticos em funcdo da curvatura terréstre [101].

Para o modelo Airy-Heiskanen, a atracao dos compartimentos
e dada por:

2

OF = = 6s ‘/rem s (T2 - el 4 (eT2) -

R T
- /fr21+1 + (H+T+t)2 4 /[rzi + (H+T+t)?

...(4.4.2)
onde as quantidades envolvidas tem o mesmo sentido da (4.4.1), a excecdo de
(T) que e tomado em torno de 30 km e (t) altitude da "raiz" dado pela (4.3.
5).

R semelhanca da anterior,o0s seus valores por compartimen -
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tos s?o tabelados em- funcao de (H) e para T = 20, 30, 40 e 60 km,por  HEIS
KANEN em |44]. -

Tabelas para a reducao. regional de Vening-Meinesz sao da

das ‘em |122].

Desde que-o efeito combinado das massas topograficas e de
compensac?o para as zonas numeradas de Hayford entre 1 e 18 varie linearmen
te,»podemos representa-1o na forma de mapas de isocorrecoes, evitando o usg
de gabaritos. A elaboracao de mapas deste tipo foi realizada pela primeira
vez em 1938 por HEISKANEN e NUOTIO, os mais recentes datam de 1961,

As anomalias isostaticas sao definidas a partir da gravida
-de reduzida:

91 = 95 - A-B+C+ CI

..'.(4;4.3)

onde (CI) é .a-correcao isostatica,-0s demais tem o-mesmo- significado-  dos
itens anteriores. A anomalia e dada por:

Ag

=Aga -A-B+C+C

L 1 ... (4.4.8)

4.5 - Efeito Indireto

Ao remover ou transferir as massas envolvidas nas reducoes,
o potencial gravitacional & alterado, em conseqtiencia o geoide. Esta alte-
racao do gedide & o efeito indireto das redugdes gravimetricas.

Como a ufi]izacgo da formula de Stokes e Vening - Meinesz
pressupoe a 1nex1stenc1a de massas perturbadoras bem. como sejam mantidas
re]acoes rigidas de potencial e massa,entre a Terra e o geoide, a 1ntroducao
destas anomalias nao nds conduzira a determinacao do geoideé, mas ao co- geol
de. A cada tipo de reducao correspondera um co-geoide diferente.

Supondo que a geondula¢do do co-gedide e (N°), a ondulagao
(N) do gedide real sera:
N =N+ dN

onde dN & uma componente gerada pelo efeito indireto e e dada pela derivada
da formula de Bruns (3.2.4) em que temos:

dW
Y

onde dW & a alteracao do potencial do gedide.

dN =

A variacao do potencial (dW)e dificil de ser calculada, en
tretanto existem tabelas que facilitam os calculos, como e o caso das de
LAMBERT |69] e as de LEJAY |73|. Como a variacao do efeito indireto entre
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pontos na superficie terrestre e linear, HEISKANEN e NISKANEN, |46[, e]abg
raram mapas mundiais em isolinhas que permitem a sua obtencao. Os mapas fo

ram elaborados com base na malha de Hayford.

0 efeito indireto & mais sensivel nas anomalias de Bouguer,
|48|. Nas anomalias isostaticas & sensivel, exigindo correcoes fornecidas
pelas tabelas e mapas anteriormente comentados. As anomalias do ar-livre

apresentam efeito indireto desprezivel, [47].

Ao final fica uma'indagacao, que metodo de reducao usar pa
ra propositos geodesicos? -

Em principio, todas as reducoes sao equivalentes e todas,
conduzem ao mesmo geoide, quando e considerado o efeito indireto. Contudo
na escolha do tipo de reducao a adotar devemos ter em vista alguns requisi-
tos que devem ser atendidos. Segundo HEISKANEN & MORITZ, |48, pg. |151],

enumeram-se:

(a) - As anomalias obtidas a partir dos valores ' reduzidos
deverao ser as mais representativas possiveis da are

a em sua vizinhanga;
(b) - A reducao deve ter significado geodesico;
(c) - 0 efeito indireto nao devera ser grande.

As anomalias de Bouguer, de grande significado geofisico
e com boas propriedades para interpolacao e extrapolacao, nao se prestam ao
.calculo do gedide pelo grande efeito indireto ‘que apresentam.

A anomalia de Rudsky nao tem nenhum efeito indireto, entre
tanto o processo de reducao altera o pofencia] extermo, de grande significa
do para a geodesia celeste e que deve ser mantido. As anomalias nao tem
qualquer significado geofisico; o uso geodesico deste tipo deve ser evita-
do.

A reducdao por condensacao ou de Helmert, e simples de ser
calculada, ja que podemoé condundi-Ta com a reducdo do "ar-livre". As anoma
Tias resultantes tem efeito indireto negligenciavel, alem de poésuirem sig
nificado geodésico. A estreita dependéncia destas em relacdo 3 topografia
praticamente as proscrevem para as técnicas de interpolacao.

As anomalias isostaticas tem significativo interesse geofi
sico, alem de serem ideais para o uso de técnicas de interpolacdo, o seu e-
feito indireto e relativamente pequeno.

Dentro deste esquema as anomalias do "ar-livre" e isostati
ca devem ser consideradas como as melhores para o uso geodesico. As anoma
lias do "ar-livre" apresentam uma grande vantagem sobre as isostaticas, a
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facilidade de calculo, n3ao estando na dependéncia da existéncia de cartas
topograficas e batimetricas para a sua obtencao.

0 material gravimetrico representativo do campo gravitacio
nal terrestre, catalogado e distribuido, esta expresso em termos de anomali
as dol"ar-livre", sendo indubitavelmente uma grande condicionante do uso da
reducao do "ar-livre" em detrimento da isostatica.
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5. NIVELAMENTO ASTRO-GRAVIMETRICO
5.1 - Introducao

Nos capitulos anteriores procuramos expor os principios da
determinacdo do gedide atraves do metodo fisico; nenhuma restricao foi im
posta quanto aos parametros definidores do sistema geodesico em que se rea
lizam os calculos, o que garante a caracteristica absoluta do metodo, sua
principal vantagem. Processando-se as integracoes sobre toda a Terra e f§
cil perceber a desvantagem do mesmo; longe estamos de conhecer o campo gra
vitacional terrestre em sua totalidade, pois inumeras s3do as regioes do glo
bo em que se desconhece ou precariamente se conhece o comportamento do cam
po, o que acarreta imprecisoes nas determinacoes fisicas.

Conforme comentamos no primeiro capitulo, a Geodesia Geome
trica atraves do nivelamento astro-geodesico nos conduz a determinacao do
geoide embora de maneira relativa, ja que os valores das geo-ondulacoes de
terminadas por este procedimento alterar-se-ao com a mudanca dos parametros
definidores do ponto datum e da figura de referencia. Sua principal vanta
gem e que o desvio da vertical e a geo-ondulacdo calculados num determinado
ponto encerram a influencia de toda a Terra.

Como ambos os metodos apresentam vantagens e desvantagens
em suas aplicacoes, nada mais natural do que procurar um procedimentomixto,
que aproveite as vantagens de ambos.

As determinacoes pelo metodo astro-geodesico envolvem o
efeito da influéncia de toda a Terra, enquanto que o gravimetrico so podera
ser utilizado com seguranca numa regiao restrita, em que se tenha perfeito
conhecimento das anomalias da gravidade. Aproveitando os elementos astro-
geodesicos de uma regido de trabalho conhecida gravimetricamente, poderemos
utilizar o nivelamento astro-geodesico para calcular os efeitos da regiao ex
terna a de trabalho (estendida dos limites desta a toda a Terra), e 0 métg
do fisico para avaliacdo no interior da primeira. Desta maneira conceitua-
mos o nivelamento Astro-Gravimetrico, introduzindo em 1935 por KRASSOWSKI e
desenvolvido por MOLODENSKII, [66] e |84].

A grande vantagem do metodo e expressa pelo fato de que
quando aplicado em paralelo com o gravimetrico poderemos dispensar a anili
se das anomalias na regiao externa a de trabalho.

5.2 - Fundamentos do nivelamento Astro-Gravimetrico:

Consideremos uma regiao (o) na qual pretendemos calcular
as componentes do desvio da vertical para um determinado ponto P. Nesta re
gi3o deverao existir alguns pontos astro-geodésicos, alem do  conhecimento
extenso das anomalias da gravidade. Envolvendo (o) consideremos uma regiao
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(S), conhecida gravimetricamente; e uma (S°) que se estende dos limites de
(S) a toda a Terra.

0 desvio astro-geodesico de qualquer ponto P pertencente a
regi?o (o) envolvera tres componentes: uma resultante das anomalias-da gré
vidade em (S); uma resultante das anomalias em (S’) e a ultima resultante
da diferenca angular, no ponto de calculo, entre o elipsoide utilizado como
superficie matematica e o esferoide normal da formula da gravidade teorica.

Caso as duas superficies coincidam, a ultima componente
deixara de existir.

Consideremos a fig. (5.2-1) em que temos representadas es
tas regioes, e no interior de (¢)_encontram-se dois pontos astro-geodesicos
(A) e (B), alem do ponto de calculo'P. O0s limites de (S) e (S’) serdo esta
belecidos de maneira que a variacao da influencia da regiao (S°), em qual
quer direcao no interior de (o), possa ser considerada como linear.

F16.(5.2-1)— REGIOES ENVOLVIDAS NO NIVELAMENTO
ASTRO- GRAVIMETRICO

0 efeito das zonas .distantes (S’) & obtido indiretamente a
partir do desvio astro—geodésiéo (S+S’), menos o gravimetrico de (S) somado
ao angulo entre as normais ao elipsoide e ao esferoide.

Antes de deduzirmos as formulas para o metodo, devemos es

tabelecer algumas denominacoes com base nas jdeias anteriores. O desvio da
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vertical serd representado pela letra (i) sobreposta aos indices (a) quando
a sua determinacdo for astronomica, (g) quando gravimetrico e (ig) quandore

sultante do nivelamento astro-gravimetrico, destas consideracoes vem:

- ia, (M) - a determinacao do desvio astro-geodesico  num

ponto generico M;

ig, (M, S) - a componente do desvio emM, obtida a partir
das anomalias da gravidade em (S);

- ig(M, S*) - & componente do desvio em M, obtida a par-

tir das anomalias em (S?);

- 1g(M) = ig (M, $*) + ig (M,.S) - o desvio total gravime
trico como obtido em(M)
a partir da soma das

componentes em (S*)e(S);

- iig(M, S) - a componente do desvio interpolado deduzido
a partir da consideracao das anomalias em(S);

- A1 (M) = ia (M) - 1g(M) - a componente do angulo formado
pelas normais ao elipsoide e

ao esferoide em M.

Inicialmente nas deducoes consideraremos um caso particu-
lar, cujo resultado generalizaremos em seguida.

Pela fig. (5.2-1) e tendo em vista as consideracoes anteri
ores,podemos escrever o desvio total (ii) num ponto P situado sobre a reta
AB como sendo:

i.(P) =i (P, S) + 1’9 (P, S?) + Ai (P) ...(5.2.1)

com as consideracoes de variacao linear no interior de (o), do efeito global
de (S’), podemos escrever:

ig(Py$°) =i, (A, $°) + & | i (8, 5°) - iy (A, 5°) |

g
...(5.2.2)
de maneira que a (5.2.1) toma a forma:
. e . sy @ | s sy s s .
11(P)_ 1g(P, S) + 1g(A, S?) < 1g(B,S )+1g(A,S Y+ Ai(P)
...(5.2.3)
como
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i (A) =i, (A) + Ai (A)

g a
vem: \
ig(A, S°) = ia (A) - ig(A, S) - Ai (A)
analogamente >. ...(5.2.4)
ig(B, S?) = ia (B) - ig(B, S) - Ai (B)

substituindo as (5.2.4) em (5.2.3) vem:

i.(P) = (RS)+%M)-@(&S)-M(M-3

S

iy i, (A) - i (A, S) - Ai(A)-

-%w1yg(m3)+m(m + A1 (P) ...(5.2.5)

Resolvendo o colchete:

i5(P) = ig(P, ) + i (A) - & 15 (A) - ig (A, S+ 21 (A, $)- a1 (A) -

g

a . a
- g bai(a) - 3

B(M;i&&S)LM(m+Ai@) ...(5.2.6)

considerando as reducoes dos termos semelhantes e tendo em vista que (s-a)=

= b vem:
i;(P) = ig (P, S) + 2| Ha(A) - ig(A, S)|- 2 |1, (B) - i (B, S)| + |ai (P)-
-%Aim)-gm(mi' ...(5.2.7)

Os - unicos termos desconhecidos na expressao anterior sao
os -angulos entre as normais, porem desde que se considerem bontos (A) e (B)
afaétados de 100 a 200 km, estes angulos poderao ser desprezados, ]84]. Por
outro lado, caso as figuras coincfdam, justifiéa-se o abandono destas quan-
tidades. Com isso podemos escrever:

b

Hw);g(mw+§ i (AN - i (A,S)

“a . )
g + < |1a (B) - 1g (B, S)

...(5.2.8)

0 erro e.do‘desvio da vertical interpolado, no que depende
da extensao de (S’), e dado pela diferenca entre ii(P, S) e 11 (P, S +S°):

(R, $*) - Si (B, S?)

dm=1gw;y)-%i .
...(5.2.9)

g
0 valor exato de €(P) so podera ser determinado quando se

conhece ‘a distribuicao da gravidade em (S’). Para o valor maximo E (P) de
e(P), MOLODENSKII, |84 e 86|, apresenta a formula empirica para o calculo:
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2
E(P) = 0412 22 EF g

max eeo(5.2.10)

em que Ag_ . e o valor maximo da anomalia da gravidade em (S°’), tomado nas
imediacoes de (S), e expresso em (mgal); (2=RB/2); (TP) e a distancia do
centro da reta AB ao ponto P e (p} € o diametro da regiao (S).

Os resultados obtidos para a interpolacao do desvio sobre
uma reta ligando dois pontos astro-geodesicos podem ser generalizados segun
do um procedimento bem simples. Suponhamos conhecidos em (o) alguns pontos
astro-geodesicos (no minimo de tres ndo alinhados), alem de ser Tlimitada
por um circulo de diametro (%), o menor possivel. A segunda regiao, que
contem (o), @ limitada por um circulo concentrico ao primeiro de diametro
(p) = 22. A precisdo estara garantida na escolha dos raios dos circulos 1i
mitantes, j3 que a influéncia de (S°®) devera ser linear no interior de (o),
o erro, nestas condicoes, sera inferior ao calculado pela (5.2.10). Garan-
tida a variacao linear em (o) podemos escrever:

ig (M, S*) + A1 (M) = Ax + By + C eoo(5.2.11)

onde A, B e C sao constantes para a regiao (p) e (x, y) sao as coordenadas
do ponto (M). Como Ai (M) e ig (M, S*) sdo normalmente desconhecidas e cg
mo estes atendem a relacao:

A (M) + g (M,8°) B (M) - g (M, 8)  LL(5:2.17)
em que as quantidades a direita sao conhecidas para todos os pontos astri-
geodeésicos em (o). Com mais de trés pontos ndo alinhados em (o) podemos es
crever para cada um, uma equacao do tipo:

Ax + By + C = iz (M) - ig (M, S) ee.(5.2.13)
em que as quantidades A, B e C poderao ser obtidas pelo MMQ.

Com as constantes calculadas podemos escrever:

i;(P) = ig (P, S) + Ax, + Byp_+ C .e.(5.2.14)

expressao que nos permite obter o desvio interpolado em P.

Resumindo podemos estabelecer as operacoes envolvidas no
calculo do desvio da vertical pelo metodo do nivelamento astro-gravimetrico:

a) - Calculo dos desvios gravimetricos devido a regiao (S), para todos os
pontos cujos desvios astro-geodesicos sao conhecidos e tambem para
aqueles em que queremos realizar a interpolacao;
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b) - Calculos dos coeficientes A, B e C pelo MMQ, em que as equacdes de ob
servacao sao do tipo (5.2.13); no -calculo serao envolvidos todos  os
pontos em que o desvio astro-geodesico e conhecido;

c) - Calculo dos desvios interpolados mediante a formula ...(5.2.14).

5.3 - 0 Calculo das ondulacoes geoidais:
De posse do desvio interpolado ii(P), calculado no perfil

AB, fig. (5.3.1), podemos calcular as ondulacoes geoidais em qualquer ponto

do perfil pela integral:

AN = |i.(P) ds ...(5.3.1)

ELIPSOIDE

GEQIDE

FIG. (5. 3-1)— AS ONDULAGOES GEOIDAIS E O NIVELAMENTO
ASTRO - GRAVIMETRIGO.

Para resolvermos esta integral, consideraremos um sistema
coordenado cartesiano centrado no ponto meédio do segmento AB e com 0 - eixo
das abcissas (x) coincidente com o segmento; desta maneira a distancia’ AB

sera S = 2 2, e podemos escrever:

AN = ien i (A, $7) + 5% 40 (B, $7) + ig (P, S) + A1 (P) | dx
= |7z g W 7y g ‘B ¢’
. ...(5.3.2)

integrando vem:

AN = % 1g (A, S?) + 19 (B, S*)|+ ANS + AN
...(5.3.3)

em que (ANS) e a diferenca de altura geoidal entre A e B, decorrente das
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anomalias conhecidas em (S), e (ANp) € a variacao de altura entre o elipsoi
de e o esferoide, no segmento AB.
Substituindo as (5.2.4) em (5.3.2) vem:

M = [ia (A) - ig (AS) - 81 (A) + 1 (B) - ig(B,5) + &1 (B)|2 + AN + N,
...{(5.3.4)

grupando os termos semelhantes:

L+ {ANs -2 ig (A, S) + ig (B, S)|}'+ {ANQ-2|A1 (A)+

+ Ai (B) |} ...(5.3.5)

AN = ‘13 (A) + iz (B)

A interpretacio da expressao anterior devera ser feita por
partes: a primeira parcela corresponde ao resultado do nivelamento Astro -
geodesico com interpolacao linear dos desvios astro-geodesicos; a segunda
dependente da distribuicao da gravidade em (S), corresponde a uma ecorrecao
gravimetrica do valor astro-geodesico; a terceira corresponde ao efeito do
angulo formado pelas normais ao elipsoide e ao esferoide, expresso em ter-
mos dos valores extremos da linha. Normalmente esta terceira parcela pode
ra ser negligenciada, |80].

A segunda parcela da (5.3.4) podera ser calculada a partir
do emprego das formulas de Stokes e Vening-Meinesz,tomando-se a Terra segun
do uma aproximacao plana, caso a distancia AB seja inferior a 100 km, |84|e
|8s5].

MOLODENSKII em |84| apresenta um metodo grafico que possi
bilita o calculo imediato da (5.3.4) sem o problema de calculos duplos de A
para B e de B para A, introduzindo um sistema de hiperboles e elipses confo
cais, cujos focos coincidem com os extremos do segmento em que se realiza a
interpolacao.

0 procedimento grafico de Molodenskii foi alterado com
grandes vantagens em 1958 por FAN CZJUN que introduziu em lugar da malha de
conicas uma retangular. Em 1961, ARNOLD, [02|, introduziu um novo procedi-
mento de calculo com a utilizac3o de uma malha dupla de circulos concentri-
cos.

N3o exporemos os metodos citados anteriormente, ja que o
nosso interesse, no presente trabalho, restringe-se ao calculo do desvio da
vertical.

5.4 - 0 NAG e o calculo do efeito das zonas distantes sobre as componen

tes do desvio da vertical.
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A potencialidade do Nivelamento Astro-gravimetrico verifi
ca-se, principalmente, no calculo do efeito das zonas distantes sobre as
componentes do desvio da vertical, ja que evita a manipulacao de dados gra
vimetricos de todo o globo e o cdlculo de anomalias medias na area externa
a de trabalho.

Neste topico apresentamos a sistematica adotada na utiliza
cao do NAS para o calculo do efeito das zonas distantes em tres regides: a
primeira contendo (n) pontos astro-geodesicos e conhecida graVimetriéamente
a segunda, tambem, conhecida gravimetricamente e mantendo com a primeira a
relacao de 3/1 nos raios limites e a terceira representando o-restante da
Terra, cujo efeito queremos calcular.

Tomemos a expressao (5.2.13) desmembrada em duas componen
tes (£en), sendo o ponto genérico.dado por suas coordenadas geodesicas em
graus, de maneira que:

0 - 0
A1¢M + B1AM + C1 = Ea>(M) - Eg (M, S)

0 - 0 - ' .
A2¢M + BZAM + C2 =, (M) - g (M, S) ...(5:4.1)

s30 as expressoes gerais. obtidas para cada ponto astro-geodesico. Adotando
este procedimento podemos formar para cada ponto astro-geodesico dois siste
mas de equacoes de observacdo, um para (£) e o outro para (n).

Considerando o sistema em (£) podemos escrever:

( : '
Ajg;0 + Bydjo + €= (1) - g (1,5)

--------------------------------------

--------------------------------------

Aq0n0 + B0 + Gy = g () - £g (n,S) ...(5.4.2)

Quando associamos o sistema (5.4.2) a um sistema de equa
coes de observacao, poderemos aplicar o MMQ para obter os termos constantes
A1, B1 e C1, 0s mais representativos para a primeira regiao.. Com 1isso podg
mos escrever o sistema normalizado; em notacao matricial:

n ) n n : n
Lo LA Lol | A Zag(M)e
1 1 1 1
n n n
2 - ¥|
X }\n z )\n B1 = ZAE(H))\n
1 1 : 1
n
n C1 TAE(M)
1 ...(5.4.3)
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em que Ag(M)

g5(M) - gg(M,S). Em notacao sintetica:

|A| x1] = |TI1| ...(5.4.4)
cuja solucao e da forma:

Al - |A]"! [T11] ...(5.4.5)
Analogamente obtemos o sistema para (n) cuja solucao e da forma:

Ix2| = |A]"! |T12] ...(5.4.6)

Obtidos os termos constantes podemos aplica-los a qualquer
ponto (P) no interior da regiao (o) e obter:

g; (P,S*)

A1¢p° + B1Apo + C1

ny (p,S?) A2¢po-+*BZApo + C e..(5.4.7)

2

Podemos estimar os erros devido ao procedimento, facilmen
te, a partir das diferencas:

e =|E5(P) - £4(P,S)| - £5(P,S*)
€, = [na(P) - ng(P,S)| - n;(P,S*) ...(5.4.8)

utilizando as expressoes para o calculo do erro medio de uma observacido iso
lada [102] vem:

+ / tez £

Me Tn-T

Mn =V EeZ n !

n-1 ...(5 £&.9)

Para utilizacao do metodo em computador, elaboramos o pro
grama GEONAG em FORTRAN IV, cuja estrutura baseia-se no diagrama de blocos
apresentado na fig. (5.4.1).
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6. 0 SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO - Ensaio para orientacao:

6.1 - Consideracoes Iniciais

No Brasil as atividades geodesicas de carater sistematico
e amplitude naciona]l foram iniciadas nos idos de 1940 com a estruturacﬁoda
atual Fundacao Instituto Brasileiro de Geografia e Estat1st1ca - IBGE. - De
inicio dois requisitos tiveram que ser atendidos para o perfeito de<envo]v1
mento da rede geodesica fundamental; adocao de uma superficie de referen-
cia e o estabelecimento do ponto inicial da triangulacao - o datum _hofiﬁoﬂ
tal. 4

A UGGI na Assembleia Geral de Madrid, em 1924, havia pro-
posto a adocao do elipsoide de Hayford como superficie de referencia inter-
nacional, prfncipa]mente para os paises em que as atividades geodesicas co
mecavam a esbocar-se. Nada mais natural do que adotar-se esta superchiecg_

mo modelo geometrico dos trabalhos brasileiros.

0 procedimento normal para o estabelecimento do datum era
eleger um dos vertices da .rede de triangu]acao em que se tivessem processé
do determ1nacoes astronomicas de 12 ordem, e impor a co1nc1denc1a da normal
com a vert1ca1, tangenc1a entre-as superficies do elipsoide e do geoide.

0 vertice Corrego Alegre da cadeia fundamental do paralelo 200S foi escolhi
do como datum; tendo as determinacoes astronomicas sido processadas em 1948,

Com estes elementos comecou a ser desenvolvido o  Sistema
Geodesico Brasileiro,caracterizado pelos parametros:
(a) - Superficie de Referencia:
. Elipsoide Internacional de 1924 (Hayford)

Semi-eixo maior = 6 378 388,0 m
achatamento = 1/297

(b) - Datum

. Vertice CORREGO ALEGRE
coordenadas™, l10l:

6, =0, = - 199 50° 14", 91+0",07
Aozon = v311Q 02> 18", 02:t0",07 EGR
ho= Hy = 683,81 m (NMM-Imbituba)

(c) - Orientacdo elipsoide-gedide:
E,70 |
N, =0 pre-fixados
N-=O}
c
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* As coordenadas sao as astronomicas determinadas em 1948 e reduzidas ao ge

oide, porém sem correcdo para o polo medio (CIO) 1900-05.

0 procedimento adotado no estabelecimento do datum era per
feitamente valido para a epoca. Contudo o desenvolvimento tecnologico .a]t
cancado nos ultimos-anos vem exigindo da Geodesia a definigcao de um Sistema
Mundial, na pesquisa do qual faz-se necessaria a substituicgo dos sistemas
geodesicos locais por absoTutos. Preocupado em acompanhar as correntes mun
diais, o IBGE em 1956 deu inicio ao programa para a determinacao do  vetor
de orientacao geocentrica-para-o SGB.- 0.méetodo fisico-selecionado como ré
solvente, os trabalhos de campo foram iniciados dentro das recomendacoes do
CIPGH, |11].

0 vertice Chua,da mesma cadeia do ponto datum atual, foi
escolhido como nova origem.

Dentro do esquema da fig. (1.5.1.1), para ensaiar a orien-

tacao absoluta, temos:

(a) - Adocdo de uma -formula para a gravidade teorica:
. Sendo o elipsoide internacional de 1924 o adotado no pais,
e por conseguinte a formula internacioha] dé 1930 para o0
campo normal, nao levaremos a contendo os calculos de wuma
nova formula, (Voltamos a frisar que na Assembleia  Geral
de Lucerne, em 1967, a UGGI passou a recomendar 0..Elipsoi-
de de Referéncia 1967 como a nova superficie geometrica da
Terra. -A adocdo desta superficie, e da correspondente for
mula da gravidéde, devera ser réa]izada ao menos para estu

dos cientificos).

(b) - Determinar as coordenadas astronomicas de Chua.
. Em 1966 o IBGE realizou as observacoes necessarias para a

definiciao das coordenadas astronomicas de Chua.

. Segundo uma lista de coordenadas do citado orgao temos:

® = - 199 45 41", 16 + 0",05
A= 31109 53° 52", 44 0",08 EGR
H= 763,18 m (NMM-Imbituba)

. As reducoes ao polo medio 1900-05 foram. por nos ca]cu]adas:

A®= -0",102
A= +0",036

(c) - Calculo das quantidades fundamentais em Chua e o corresponden

te vetor de orientacao geocentrica:
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- Os resultados da pesquisa ora apresentada pretendem aten
der esta ultima exigencia. Nao temos a pretensgo de apre
sentar resultados definitivos; mas somente elementos  que
possibilitem o 1évantamento das necessidades de complemen-

tacao de campo, visando resultados mais coerentes.

6.2 - Dados utilizados no ensaio
6.2.1 - Dados gravimetricos:

0s levantamentos gravimétricos necessarios a aplicagao do
metodo -fisico- . foram realizados pelo IBGE na area limitada pelos meridianos
de 3099 e 3150-EGR e os paralelos 170 e 220 30°S.

As estacoes gravimetricas foram estabelecidas com espaca-
mento de aproximadamente 15 km a0 longo da rede viaria da regiao. Todos os
testemunhos geodesicos de possivel ocupacao foram utilizados. Dentro deste
esquema foram fixadas 2113 estacoes. Na fig. (6.21.1) apresentamos,esquema
ticamente,a distribuicao das mesmas.

A ocupacao de testemunhos geodasicos simplifica os  traba-
Thos complementares de campo, i.e., os vertices de triangulacao, poligonais
e referencias de nivel, evitam as determinacoes de posicao e/bu altitude.
Como os-testemunhos Sao em pequeno numero, na maioria das estacoes a obten
cao direta ou indireta dos elementos complementares teve que ser realizada.

As determinacoes de altitude foram realizadas sequndo a me
todologia do nivelamento geoméfrico, para um grande-nﬁmerd de estacoes. Es.
te procedimento nao pode ser estendido a todas e o nivelamento barbmétricg
foi utilizado com resultados satisfatorios. Por ocasiao da manipulacdo des
tés'dados tivemos que abandonar 300 estacoes por falta de altitude ou com
esta determinada precariamente; erros suberiores a 1 m.

0 problema mais critico foi o da determinacao de posicoes,
os metodos convencionais de campo tornaram-se inoperantes diénte do grénde
numero de pontos a serem determinados. As técnicas de aerotriangulacao e
interpolacao em cartas topograficas,possibilitando a obtencao de coordena -
das com erros melhores que 0°,5, Timite de precisao fixado bor SHOKIN‘[106|
em levantamentos desta natureza, sao perfeitamenté aplicaveis a obtenchde§
tes elementos.

0 material inicialmente cedido pelo IBGE apresentava 255
estacoes com coordenadas determinadas no campo e cerca de 420 por aerotrian
gulacao. Posteriormente recebemos 80 pares de coordenadas resultantes de
aerotfiangu]ac6es executadas pela GEOFOTO S.A.. Com o intuito de ampliar
este numero, recorremos a interpolacao em cartas topograficas, chegando a
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obtencao de 987 pares de coordenadas. As areas em que foram uti]i;ados 0s

procedimentos de gabinete encontram-se representadas na fig. (6.21-2).

Considerando o abandono de estagoes por falta de altitude

e/ou coordenadas, o numero inicial ficou reduzido a 1742.

A existencia de alguns circuitos de reconhecimento-executa
dos pela PETROBRAS,a sudoeste do enquadramento citado, elevou o total ante

rior em mais 379 estacoes.

0 efeito da area externa ao enquadramento,anteriormente ci
tado, foi avaliado atraves de anomalias medias para blocos de 10 x 10 e
50 x 590. As anomalias medias para o territorio brasileiro foram calculadas
com base em 500 estagoes gravimetricas em 274 quadrilateros de 10 x 10; re
sultados apresentados-no adendo 9. Para o restante do globo foram utiliza-
dos os dados catalogados em {115 e [120[. Na fig. (7.0.9) do adendo 7, po

demos visualizar a area coberta por estes dados.

Os dados correspondentes as. zonas encontram-se. arquivados,
na forma de cartoes perfurados, no CEPG-UFPR e no INPE-Projeto GEOS. O ca
talogo [115] estda contido em 2582.cartdes e.o |120| em 37700.

As estacoes do IBGE e PETROBRAS utilizadas na avaliacio do
efeito da zona proxima tiveram que sofrer uma série de manipulacoes ate po
derem ser utilizadas de maneira racional. Alem do processo compiementar pa
ra determinacao- de posicoes,-as- estacoes foram classificadas e codificadas
segundovo‘sisfema internacional do BGI (adendo 8). 0s calculos de anomali
as foram realizados com o auxilioc do computador IBM-1130 da UFPR. Na tabe
la (6.21.1) apresentamos a]guné resultados selecionados dentre as 2121 esta
coes calculadas.

6.2.2 - Dados Astro-Geodesicos

Embora nao tenhamos recorrido a metodologia do nive
lamento astro-geodesico, os pontos de Laplace sdao essenciais a-aplicacio do
nivelamento Astro-gravimetrico.

Na fig. (6.21.1) encontram-se representados os pon-
tos astro-geodesicos subtendidos pelo circulo de 300 km em torno de Chua.

Com o objetivo de utilizar o procedimento  descrito
no capitulo 5, selecionamos o raio da regiao mais interna com 150 km; no iﬂ
terior desta encontram-se os sete pontos apresentados na tabela (6.22.1).



IZS0.000 (18G) EIZS0.000 (1GG)
\\\\\Q 1:100.000 (186G} % 11100.000 (I1GG)

EM ELABORAGAD
£100000
(186}

[:]AEROTRIANGULA(}EO
(186)
AEROTRIANGULACKO
7] (GEOFOTO)

FIG.(6.2.1- 2 )~ MATERIAL CARTOGRAFICO UTILIZADO NA INTERPOLAGAO
‘DE COORDENADAS DAS ESTAGGES GRAVIMETRICAS DA
AREA DO "DATUM BRASILEIRO"

‘€9l




164,

TABELA (6.21.1)

ALGUNS VALORES GRAVIMETRICOS DA AREA EM
TORNO DO PONTO DATUM CHUA

Estacso Coordenadas Altitude Anomalia do|Anomalia de
) A H(m) ar livre | Bouguer *
EG- 263] 199 282,33 480 127,81 867,86 - 32,5 = 129,5
EG- 380f 190 38°,27 479 51°,58 803,62 - 29,1 -~ 118,9
EG- 531| 200 37,57 470 072,03 1018,08 + 12,0 - 10,7
EG- 672| 200 157,38 469 59°,43 726,62 | - 23,7 - 113,91
EG- 728| 1890 50’;54 470 54°,35 982,70 - 4,0 - 113,9
EG- 824| 180 537,19 490 087,95 670,22 - 27,0 - 102,0
EG- 909| 200 37°,30 499 132,06 526,06 + 19,0 - 56,7
EG- 958( 200 58,92 489 50°,10 552,44 - 18,2 - 79,9
EG-1085| 200 26,92 479 082,49 1058, 31 + 20,9 - 107,4
EG-1102| 200 367,12 470 122,12 840,76 - 6,2 - 100,2
EG-1508| 200 37°,94 499 42°,56 529,39 - 3,9 - 63,1
EG-1737| 1990 52’;79 489 152,20 680,00 - 40,3 - 116,3
EG-1980( 199 45°,70 489,06°,07 763,83 - 36,1 - 121,5

* Simplificada




PONTOS ASTRO-GEODESICOS SUBTENDIDOS PELO CIRCULO DE

TABELA (6.22.1)

150 km EM TORNO DE CHUA:

COORDENADAS ASTRONOMICAS* COORDENADAS GEODESICAS* * |  Altitude Ao da

ESTACKO S A EGR S X EGR H (m) DET. AST.
Crrego Alegre | ~19950°14",910 | 48057°41",980 14",910 18,020 683,81 1948
Chua -19045°41" 160 | 48006°07",560 42" 225 55,743 763,18 1966
Uberaba ~19045°54" 450 | 47057°43",080 54" 552 20",593 805,95 1950
Araxa -19035°36",540 | 46055°24" 160 427,277 39", 955 1048,19 1950
Rib. dos Santos | -20038°20",960 | 48055°15",810" 20" 705 43" 487 587,41 1949
Lagoinha _20031°09",940 | 46959°40" 260 1,321 13,210 1249,21 1954
Mangaba -18037°11",110 | 47939°18" 850 16,198 46" ,334 911,48 1966

FONTE: Arquivos do IBGE e [10].
* As coordenadas astronomicas nao estao reduzidas ao polo medio.

**Datum Corrego Alegre.

"69l”
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6.2.3 - Critica aos Dados Existentes:

Na de]1m1tacao da area de estudos em torno de Chua nao hou
ve preocupac3o em se fixar uma 3area de pesquisa, para no interior desta rea
lizar todos os ensaios necessarios a procura de novos modelos de -calculo.

A area foi delimitada de acordo com as recomendacoes do IPGH,baseadas no

trabalho do Rice |98], conforme |11].

A escolha do datum foi mais ou menos arbitraria, as unicas
condicoes impostas foram as de que o ponto e a area dos trabalhos estives-
sem localizados numa regiao com levantamentos geodesicos bem desenvolvidos

e livre das influéncias das massas andina e atlantica, [11].

A regiao levantada foi dividida em duas zonas; uma vizi-
nha ao datum, delimitada por um circulo de 300 m e a outra estendendo-se dos
limites da anterior ate 300 km.

Na zona vizinha foram realizados caminhamentos gravimetri-
cos segundo radiais defasadas de 459 em azimute e estacoes afastadas de 30m.
Na fig. (6.2.3-1) apresentamos o mapa de iso-anomalas do ar-livre correspon

dente a este levantamento.

Na zona proxima os levantamentos deveriam obedecer a uma
distribuicao dispersiva dos limites da zona para a periferia do circulo de
300 km. Contudo em Chui este critério n50 foi observado; embora a disper-
sao esteja garantida, a concentracao na zona 20 km < r < 300m nao o esta.
Para 20 km < r < 300 mpodemos observar pela fig.|6. 3.2.2(a)]a existéncia de
somente 12 estacoes, numero insuficiente para se identificaraexisténcia de
qualquer perturbécgo local. Deste limite em diante a distribuicsec, excetu-
ando-se os vazios ocasionados pelo abandono de estacoes e o quadrante NE
da area levantada, apresenta-se mais ou menos uniformé.

0 recomendavel na determinacao das quantidades fundamentais
pelo metodo fisico e a ap]icacﬁo dos procediméntos de calculo em diversos
pontos da area de trabalho. A d1str1bu1cao das estacoes gravimetricas e 0s
Timites impostos evidenciam que esta recomendacao nao foi observada. A exis
tencia de sete pontos astro-geodesicos nas prox1m1dades de Chua da  condi-
coes ao desenvolvimento de determinacoes paralelas, como controle ao CE]CE
lo das quantidades fundamentais em Chud.

6.3 - Resultados:

Utilizando o material gravimetrico anteriormente descrito,
realizamos os calculos de acordo com os mode]os-épresentamos nos capitulos
3eb5.

Os modelos foram aplicados aos sete pontos astro-geodési
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cos existentes no interior do circulo de 150 km. Os resultados serao expos

tos em conjunto e segundo zonas de calculo.

6.3.1 - Avaliacao do efeito das zonas distantes:

0 efeito das massas distantes foi calculado segundo os pro
cedimentos da divisao em blocos de anomalias medias e do nivelamento astro-
gravimetrico.

0 calculo pelo metodo dos "quadrados" foi apoiado em 648
valores anomalos para trapezios de 10 x 19; a area envolvida foi de 200x200
em torno de Chua. Alem desta foram utilizados 2550 trapezios de 59 x 50 com
anomalias dadas pelos catalogos |115| e |120|. O programa GEOZOD, apresen-
tado no capitulo 3, foi utilizado no processamento destes dados. 0 elipsoi
de de Hayford e o de Referencia 1967 foram utilizados como superficie geom§
trica nos calculos finais apresentados na tabela (6.31.1).

0 nivelamento astro-gravimetrico foi igualmente aplicado
aos sete pontos, o programa GEONAG foi utilizado para os calculos. 0s re
sultados finais sao apresentados na tabela (6.31-2).

Comparando as tabelas anteriores verificamos discrepancias
sensiveis entre os pares de valores obtidos pelos diferentes metodos. Estes
afastamentos podem ser atribuidos, em parte, aos "vazios" gravimetricos exis
tentes na area de 209 x 400 em torno de Chua. No calculo consideramos ape
nas 74,6% da area como conhecida gravimetricamente, aos 25,4% restantes a
tribuiu-se anomalia media nula (vazio). Convem ressaltar que a maior area
de desconhecimento esta em territorio brasileiro, nas imediacoes da zona de
calculo, vide fig. (9.9.1).

Por outro lado a distribuicao dos pontos astro -geodesicos
nao e a ideal para aplicacao do nivelamento. Tendo em vista as observacoes
dos paragrafos anteriores, somos levados a atribuir maior grau de incerteza
aos resultados obtidos pelo metodo dos "quadrados".

Os erros medios para o nivelamento astro-gravimetrico fo-
ram:

1+

1,011

£ =

£

1+

e ==*1,6"

n
para o elipsoide de Hayford e

1+

1,2u

€ =

g
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para o elipsoide de referencia 1967.
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TABELA (6.3.1.1)
EFEITO DAS ZONAS DISTANTES - METODO DOS

"QUADRADOS"
ESTACAO ELIPSOIDE DE HAYFORD ECIPSOIDE DE REFERENCIA 1967

N m g" n" Nm g" n"
Chua 4,37 |+ 2,569 (- 2,509 23,26 |+ 1,059 |- 1,317
Corrego Alegre 3,06 |+ 1,385 (- 1,787 21,85 |+ 1,002 |- 2,678
Uberaba 4,55 |+ 2,511 - 1,963 23,44 |+ 1,994 |- 1,084
Araxa 4,69 |+ 3,807 (- 1,993 23,75 |+ 5,246 |- 1,192
Lagoinha 7,08 |+ 5,501 + 1,908 25,21 + 4,190 |+ 1,378
Rib.dos Santos 5,32 |- 1,172 |+ 1,932 23,32 |- 3,065 |+ 3,348
Mangaba 6,06 (+ 7,580 -12,352 26,35 |+ 7,971 -12,302

TABELA (6.3.1.2)
EFEITO DAS ZCWMAS DISTANTES
NIVELAMENTO ASTRO-GRAVIMETRICO
ELIPSOIDE DE HAYFORD ELIPSOIDE DE REFERENCIA 1967
ESTACAO
g" n' g" n"

Chua + 4,392 - 3,022 + 2,467 - 2,936
Corrego Alegre + 1,618 - 2,692 + 0,065 - 2,727
Uberaba + 4,808 - 2,967 + 2,819 - 2,862
Araxa + 8,390 - 3,898 + 5,958 - 3,644
Lagoinha + 6,037 + 2,306 + 3,474 + 2,542
Rib.dos Santos - 0,067 + 2,704 - 1,785 + 2,669
Mangaba + 8,319 -10,600 + 6,403 -10,444

Na caracterizacao dos resultados para Chua e os demais pon
tos iremos considerar os valores dados pelo nivelamento para as componentes
do desvio da vertical e os do metodo dos "quadrados" para as geo-ondulacoes.

6.3.2 - Avaliacao do Efeito da Zona proxima:
Na avaliacao do efeito da zona proxima o metodo de Rice,
com gabarito circular aplicado sobre um mapa de iso-anomalas do ar-livre,
foi utilizado.

Esta zona para efeito de calculo foi subdividida em duas;
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20 km < r < 3,08 km e 300 km < r < 20 km. Na primeira, os calculos de valo
res medios para os compartimentos foram realizados sobre um mapa de iso-an§
malas na escala de 1/100 000, com as curvas espacadas de 5 mga];' 0S mapas
utilizados sao apresentados nas figuras (6.32.1). Na segunda utilizamos um
mapa na escala de 1/1.000.000,com as curvas espacadas de 5 mgal; um trecho
do mapa e apresentado na fig. (6.32.2).

0 procedimento foi aplicado a todos os sete pontos. O pro
grama GEORIC foi utilizado no calculo e os resultados obtidos sao apresenta
dos na tabela (6.3.2.1).

0 metodo grafico com malha retangular foi aplicado somente
para Chua. 0 gabarito foi utilizado sobre os mesmos mapas, cobrindo uma
area de 60 x 69 dividida em trapezios de 5° x 5°. Como a area  levantada
corresponde ao interior do circulo de 300 km, diversos compartimentos fica
ram sem anomalias medias, o que acarretou grande margem de imprecisao para
os resultados finais. Obtivemos para o elipsoide de Hayford:

N =-20,2m
g" = -0",931m
n" = + 0",562

0 metodo analitico comentado no capitulo 3, foi wutilizado
seqgundo a malha circular de Rice e a retangular. Os valores medios  foram
obtidos pelo programa descrito no adendo 10, com trapezios em blocos de 6.
As areas perifericas sem levantamentos e aquelas em que abandonamos esta-
coes apresentaram-se com ajuste inconsistente. Resultados na tabela (6.3.2.
2).

Consideramos como grau de ajuste a media das diferencas en
contradas entre o valor calculado pelo ajuste polinomial ou interpolagao vi
sual, e o observado para o mesmo ponto.

Quando comparamos 0 ajuste numerico para o calculo de valg
res medios com o erro de interpolacao nos mapas de iso-anomalas,verificamecs
que apesar da inconsistencia do primeiro nas bordas, da area de trabalha,
o grau de ajuste e melhor. Para comparacoes 12 mgal no numerico e 19 mgal
na interpolacao.

A impossibilidade de calcular as quantidades fundamentais
para os demais pontos a partir dos ultimos tres metodos, levou-nos a consi-
derar somente os resultados da tabela (6.3.2.1)

6.3.3 - Avaliacao da Zona Vizinha:

Na avaliacao da zona vizinha empregamos o metodo dos tres
gradientes. Para os sete pontos o circulo de 3,08 km de raio foi tomado co
mo limite.
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TABELA (6.3.2.1)

EFEITO DA ZONA 300 km < r < 3 km-METODO DE RICE

179,

ESTACAD ELIPSOIDE DE HAYFORD ELIPSOIDE DE REFERENCIA 1967

N m glr o nn ’ N m En ’ nu
Chua -24,39 | - 0,730 |+ 0,683 | - 21,37 - 0,741 | + 0,686
Corrego Aleégre | -19,50 | + 1,100 |+ 0,406 - 16,841 + 1.102 0,412
Uberaba -23,90 | - 0,268 |+ 2,130 | - 21,22| - 0,271 | + 2,133
Araxa 212,35 | - 1,006 {+ 3,792 | - 9,62| - 1,009 | + 3,798
Lagoinha - 6,72 | - 2,828 |+ 0,289 | - 4,23 - 2,829 | + 0,292
Rib.dos Santos | -19,88 | + 0,478 |- 0,373 - 17,42) + 0,481 0,380
Mangaba 17,74 | - 2,672 |+ 3,603 | - 14,79 - 2,678 | + 3,610

TABELA (6.3.2.2)
ZONA PROXIMA - METODO ANALITICO
(CHUR)
Malha Circular |[Malha Retangular
" - 0,942 - 0,934
" + 0,675 + 0,622
N m -16,3 -20,7
grau de ajuste 12 mgal 9 mgal
TABELA (6.3.3.1)
EFEITO DA ZONA 3 km < r < Okm
METODO DOS TRES GRADIENTES
ELIPSOIDE DE HAYFORD ELIPSOIDE DE REFERENCIA 1967
ESTACAD - : ——
- Nm g" n' Nm g n

Chua - 0,11 |+ 0,028 |- 0,042 |[-0,11 [+ 0,028 (- 0,042
Correqo Alegre | + 0,07 |- 0,078 |- 0,093 |+ 0,08 |- 0,079 0,095
Uberaba - 0,10 |+ 0,069 |- 0,109 |- 0,09 |+ 0,069 0,109
Araxa 0,04 |+ 0,246 |- 0,533 |-0,03 |+0,245 |- 0,531
Lagoinha - 0,08 |+0,390 |- 0,652 |- 0,07 |+0,388 |- 0,651
Rib.dos Santos | - 0,06 |- 0,018 |- 0,028 |- 0,06 |- 0,018 0,028
Mangaba - 0,03 |+ 0,202 |- 0,107 |- 0,02 |+ 0,202 0,107
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Os resultados encontram-se na tabela (6.3.3.1). 0 progra
ma GEORIC foi utilizado nos calculos.

A dispersao das estacoes nesta area nao deu margem a uti]i
zacao do método analitico. Para Chua, Timite de 300 m, a integracdo e o me

todo dos tres gradientes apresentaram os mesmos resultados:

g" = + 0",015
nn - - 0";031
N =-0,05m

6.4 - Resultados Finais

Na tabela (6.4.1) s3ao apresentados os resultados finais pa
ra os sete pontos astro-geodesicos. Na fig. (6.4.1) estao representados gra

ficamente os mesmos resultados.

TABELA (6.4.1)
RESULTADOS FINAIS

_ ELIPSOIDE DE HAYFORD ELIPSOIDE DE REFERENCIA 1967
ESTACAO

N m Ell nll ~ N m EII nll

Chua 20,13 |+ 3,690 - 2,381 + 1,78 |+ 1,754

1
~No
-
~N
(Yol
™

Corrego Alegre 16,37+ 2,640 |- 2,379 |+ 5,09 |+ 1,088 |- 2,410

Uberaba - 19,45+ 4,609 |- 0,946 [+ 2,13 [+ 2,617 |- 0,838
Araxa - 7,70]+ 7,630 |- 0,639 |+ 14,10 |+ 5,194 |- 0,277
Lagoinha + 0,28]+ 3,599 [+ 1,934 [+ 20,91 [+ 1,033 |+ 2,153
Rib.dos Santos| - 14,62+ 0,393 |+ 2,303 |+ 5,84 |- 1,322 |+ 2,261
Mangaba - 1,71(+ 5,843 |- 7,104 |+ 11,54 |+ 3,927 |- 6,941

Com estes elementos temos a definicao da orientacao elip

soide de Hayford-gedide no vertice Chua:

g = + 3",690
n; - - 2",381 ,..(6.4.1)
Ng = - 20,13 m
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Com angarmula; de transformacao. apresentadas no capitulo
(1.0) poderemos ca1cp1ar o vetor de orientacao geocentrica do atual SGB _da
tum Corrego Alegre em relacao ao SGB - datum Chua (calculado): |

duO = - 47.633 m
dvO =+ 19,388 m ...(6.4.2)
dw = - 69,170 m

0

As coordenadas geodesicas absolutas para Chua sao agora'dg
finidas (Hayford):

190 45> 44" /850 S

©-
t

>
ft

3119 53 54" ,970 EGR ...(6.4.3)

h = 743,050 m

A estima dos erros medios dos valores apresentados na tabe
la (6.4.1) & complexa, -ja que temos diferentes distribuicoes de estacoes

gravimetricas para cada ponto astro-geodesico.

Molodenskii |86| apresenta uma formula direta para estimar
o erro medio das componentes do desvio db vertical, calculadas a partir de

modelos graficos apoiados em mapas de iso-anomalas:

mg = mn = 0",15 &g

onde (8g) @ o erro medio de representacao, i e, a precisao do mapa de iso-

anomalas utilizado na interpoiacao de valores medios.

A -formula anterior so € valida para as zonas vizinha e pro
xima, alem de pressupor que o levantamento gravimetrico cobre uniformemente
toda a area em estudo. No caso presente esta nao & a situacdo e a -formula

nao podera ser aplicada.

Mather |80| apresenta um metodo de avaliagao que podera
ser utilizado. O metodo consiste em se calcular as quantidédesfundamentais
para cada ponto astro;geodésico atraves do nivelamento astronomico, os valo
res sao entao comparados com os gravimetricos e 0S erros medios calculados
atraves das»expreSSBes:

2 il

& ' n-1
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_ 2
, (n, ng_)
n -1 ... (6.4.4)
2
R (Na_' Ng)
n -1

Para aplicar o procedimento consideramos os valores(6.4.1)

e calculamos as coordenadas geodesicas dos demais vertices em relacao  ao

ponto datum-Chua. Com estes elementos e as coordenadas astronomicas foi uti

lizado o nivelamento astrondmico na forma desenvolvida por Ney |94|, para

obtencao de (§., n. e N_) em cada ponto astro-geodesico. O0s resultados ob
; a’> 'a a -

tidos foram:

6.5 - Conclusoes:

m =+ 0",6
€

m =+ 0",6 ...(6.4.5)
n

my =% 0,8 m

Os resultados apresentados no item anterior sEosuficientes

para justificar uma serie de recomendacoes, que apresentaremos em seguida,

visando a obtencdo de valores mais consistentes em analises futuras.

(a) -

Como tivemos oportunidade de expor no item (6.2.3),

a primeira providencia a ser adotada e complementar

o levantamento gravimetrico no interior do circulo
de 300 km de raio. A determinacaoc de altitudes e
coordenadas das estacoes abandonadas nesta analise,
sera um dos aspectos a ser abordado de imediai: ;

. Intensificacao dos levantamentos gravimetricos nas

imediacoes de todos os pontos astro-geodesicos; num

cIrculo de 5 km de raio;

Determinacoes astronomicas complementares, visando a
formacio de um po]Tgbno inscrito no -circulo de 150km
de rajo. Esta providencia permitira a aplicacao do
Nivelamento astro—gra?imétrico com maior segurénca.
De inicio mais 3 estacoes astronomicas possibilitam.
a formacao de um octégbno 1rreguiar'no interior do
circulo;
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(d) - Ampliacao.da area de levantamento de maneira a se ob

ter um recobrimento homogeneo para todos os  pontos
astro-geodesicos.

Acreditamos que estas providencias tornarao as futuras de
terminacoes bem mais precisas que a atual.
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ADENDOS
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7. PANORAMA GRAVIMETRICO MUNDIAL E EM PARTICULAR DO BRASIL

As anomalias da gravidade constituem a principal ferramen
ta do metodo fisico em Geodesia, representando o afastamento do campo gravi
tacional normal em relacao ao real. A gravidade real e obtida a partir de
medidas efetuadas na superficie da Terra, enquanto que a normal mediante
formulas matematicas em funcao da posicao do ponto de calculo.

A determinacao da aceleracao da gravidade processa-se medi
ante analise de fenomenos fisicos que estejam em sua dependencia direta ou
indireta, tais como: o movimento de queda livre dos corpos no vacuo, num
1iquido, ou no ar; a oscilacao de um pendulo; a elongacao de uma mola  su
jeita a acao de uma carga; a ascencao de um liquido num tubo capilar; a
freqliencia de oscilacao de uma mola e outros. Entretanto, somente alguns
destes fenomenos possibilitam determinacOes precisas, compativeis com os ob
jetivos da Geodesia ou de outras ciencias aplicadas que utilizem medidas
gravimétricas na.consecucao de seus objetivos. Resultados satisfatorios sao
obtidos a partir da observacao do movimento oscilatorio de um pendulo, da
queda livre, oscilacao de uma mola de lamina e da elongacao ou qualquer ou
tra deformacao sofrida por uma mola.

0s metodos utilizados na medicao da gravidade costumam ser
divididos em dinamicos e estaticos, de acordo com o principio fisico wutili
zado na determinacido. Os metodos dinamicos, sao aqueles em que O movimento
de um corpo e observado e o tempo ou perjodo do movimento & medido direta-
mente. A analise do movimento de queda livre, do periodo de oscilacao de
um pendulo ou de uma mola sao exemplos de caracteristicas dinamicas utiliza
das na medida da gravidade, |47|. Nos metodos estaticos a posicao de equi
1ibrio de uma massa sustentada por uma mola e observada e o deslocamento 11
near ou angular da massa & medido, este e o principio utilizado nos gravime

tros modernos.

Qualquer que seja o metodo de avaliacao da gravidade, as
medidas gravimetricas sao classificadas em relativas e absolutas.

As medidas absolutas sao conduzidas de modo a fornecerem
o valor da gravidade diretamente no local da observacao. Para a sua execu
cao sao necessarios; o conhecimento do tempo e de uma grandeza linear; por
exemplo, o comprimento de um pendulo ou o caminho percorrido no movimento
de queda livre. As determinagoes absolutas sao caracterizadas por sua com
plexidade e por instrumental pesado, nao transportavel. Sao normalmente re
alizadas em laboratorios sob condicoes especiais. No mundo existem pouco
mais de uma dezena de estagoes absolutas.

As medidas relativas sao aquelas em que determinamos a di
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ferenca da gravidade entre dois pontos; sendo que num deles o valor real
devera ser conhecido, o do outro, apds a medida, sera obtido por simples so

ma algebrica ao conhecido da diferenca avaliada.

. 0 SISTEMA DE REFERENCIA INTERNACIONAL - POTSDAN

Para a realizacao de medidas relativas necessitamos conhe-
cer um valor absoluto que sirva de partida ao desenvolvimento dos trabalhos
de campo, em conseqliencia, qualquer pais ao iniciar suas atividades gravimé
tricas deve estabelecer uma estagao "absoluta", para servir como referencia
de seus trabalhos. Estas referencias nacionais sao ligadas umas as outras
por medidas relativas, diversas vezes, de maneira a se conseguir valores o0s
mais homogeneos possiveis. Nido & necessario que as referencias nacionais
tenham sido determinadas por medidas absolutas, podendo o valor absoluto de
referencia ser determinado por procedimentos relativos.

Devido a situacoes peculiares, as determinacoes absolutas
realizadas em lugares distintos, quando reduzidas relativamente,nao sao com
pativeis, i. e., apresentam desvios, que pelas caracteristicas de precisao
utilizadas nas medidas relativas, so podem ser atribuidos ao processo de me
dicao.

Com o objetivo de evitar a realizacao dos trabalhos de cam
po em sistemas absolutos distintos, a UGGI elegeu dentre as estacoes absolu
tas existentes no mundo,a do "POTSDAN GEODETIC INSTITUTE",na Alemanha, como
o Datum Gravimétrico Mundial, i.e., estacao a qual deveram estar conectados
os "data" nacionais, de modo a se obter um conjunto uniforme de valores da
gravidade em todo o globo.

A estacao Potsdan teve para primeiro valor da  gravidade,
981 174,0 + 3 mgal, |117|, conforme determinacao realizada em 1906 por
Khnen e Futwdngler, utilizando um dispositivo multi-pendular. Em 1936,
Heyl e Cook, realizaram determinacoes com pendulos reversiveis emWashington,
obtendo o valor g = 980 081,6+1,2 mgal, [103|. Em 1938, Clark em ledding
ton utilizando, tambem, pendulos reversiveis encontraramovalor 981183,1 +
+ 0,6 mgal. Quando reduzidos ao mesmo ponto, por medidas relativas, estes
valores diferiram um do outro de 4 mgal e em relacao a Potsdan por 17 e 13
mgal respectivamente. Determinacoes posteriores, em diversas partes do mun
do, quando reduzidas a Potsdan apresentaram discrepancias entre -9 e -17
mgal, sugerindo uma correcao ao valor determinado em 1906. Em 1949, Berroth,
revisando as medidas realizadas em 1906 chegou ao valor de 981 263,3 mgal
para Potsdan, o que veio confirmar as suspeitas de correcao ao antigovalor.
Em 1957 a UGGI, atraves da Assembleéia Geral de Toronto, recomendou que  se

fizessem novas determinacoes absolutas, nao so em Potsdan como em todo 0



.189.

mundo, e as respectivas reducoes ao datum mundial.

Na tabela (7.0.1) apresentamos algumas estacoes absolutas
com os valoreés observados e é respectﬁva-reducgo a Potsdan, analisando as
diferencas antevemos uma correcao de - 12,6 mgal.

Recentemente, hovas medidas foram realizadas por dois gru
pos de cientistas, encarregados da.correcao do sistema andia]; um dos grg
pos obteve resultados a partir da analise do movimento de queda livre e o
outro uti]i;ou.as-técnicas de movimento simetrico. O valor medio da corre-
¢ao obtida por queda livre foi de —12;7i0,6 mgal e o do movimento simetrico
de -13,8+ 0,04 mgal, [103].

Com base nas pesquisas realizadas a UGGI, atraves da Reso
lucao n9 22 da Assembleia Geral de Lucerne em 1967, redefiniu o Datum Gravi
metrico Mundial. Segundo os elementos extraidos de |47], |103]| e [117], de

fine-se:

A aceleracao do movimento de qu?da livre de um
corpo mergulhado no campo gravitacional terrestre e de:
g = 981 260,0 mgal

no ponto medio entre as duas colunas no canto Norte da sala
do pendulo, ao -nivel do solo, do "Potsdan Geodetic Institu

te”, AZemanha; tendo para coordenadas :
¢ = 529 22°, 86 N
A =139 04°, 06 E Gr.

H = 86,24 m

onde o valor de g e expresso com uma correcao de -14 mgal-em relacao ao de
1906, |117].

. ESTACOES GRAVIMETRICAS:

Existem diversos sistemas de classificacao para estacgoes
gravimetricas, segundo criterios de precisao, finalidades e de caracteris-
ticas. 0 sistema mais geral e o de caractérTsticas, envolvendo em sub-clas
ses os de precisao e finalidades, sendo assim o apresentaremos com algumas
modificacoes. Neste sistema as estacoes sao classificadas em:

-'Absoiutasg

- de Referencia Internacional;
- de Referéncia Nacional;

- de Deta]hes.
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TABELA 7.0.1
ALGUMAS DETERMINACOES ABSOLUTAS DA GRAVIDADE

ESTACRO ~ METODO gobs (nga1) [§ Teduzido [Diferen|pto 72

' a Potsdan|ca(mgal)|minacao
Potsdan Pendulo reversivel {981 274;013,0_ 981 274,0 0,0 1906'
Washington Pendulo reversivel [980 081;6 981 257,2|- 16,8 | 1936
Queda Tivre 101,8+0,3 260,8|- 13,2 | 1965
Teddington |Pendulo reversivel |981 185,2+0,6 261,2|- 12,8 | 1938
Mbvimento simetrico 181,8+0,13 260,31- 13,7 | 1967
Leningrado |[Queda livre 981-921,5i1,6 265,2)- 8,4 } 1956
Queda Tivre 918,7+0,4 261,9¢- 12,1 1956
Buenos Aires|Pendulo composto 979 696,0 265,0|- 9,0 | 1956
Paris Queda 1ivre 980 927,7 261,2|- 12,8 | 1958
Ottawa Queda Tlivre 980 613,4 260,31- 13,7 | 1960
Princeton Queda livre 980 160,4+0,7 259,9(- 14,1 | 1965

Media |- 12,6

Estacoes Absolutas - A finalidade do estabelecimento de estacoes absolutas
& montar um esquema de se1ecao e controle do datum grav1metr1co mund1a1

As dificuldades de operacao e}manutencao, limitam sua existéncia em pouco
mais de uma dezena de lugéres’no muhdo; normalmente em instituicaes cienti-
ficas. Na fig. 7.0.1,elaborada com os elementos de |103], [112] ¢ [117],
apresentamos a distribuicao das estécaes absolutas no globo. |

A precisdo de uma determinacdo absoluta esta condicionada
ao metodo empregado e aos>seus erros caracterTsticos. 0 metodo pendular, o
mais utilizado, apresenta resultados com um erro medio de + 1,0 mgal, sendo
sobrepujado em precisao, pela analise do movimento de queda livre, cuja pre
cisio estd em torno de + 0,5 mgal, |103]. A andlise do movimento de queda
livre tem suas proprias fontes de erro, em principio diferentes das apresen
tadas pelo metodo pendular, resultados mais exatos, da ordem de+0,1 mgal,
sEo atualmente obtidos pela analise do movimento simetrico.

Estacao de Referencia Internacional - As redes mundiais de estacoes de refe
réncias tem por ob3et1vo 0 estabelecimento de "data" nacionais e estacoes
de controle vinculadas ao sistema 1nternac1ona1 as estacoes de redes mund1
ais sao geralmente desenvolvidas por medidas relativas, através de disposi-
tivos“pendulares e gravimetricos de alta precisEo De tres a cinco instru
mentos sao utilizados simultaneamente em cada estacao coh este procedimen
to afasta se a possibilidade da existencia dos erros sistematicos inerentes

a um determinado instrumental.
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Fig.( 7.0-1 ) _ ESTAGOES ABSOLUTAS NO MUNDO

Atualmente existem mais de uma centena de estacdes gravime
tricas vinculadas a redes mundiais. Destas, cerca de 80 possuem aproximada
mente 500 medidas diferentes, o que garantiu o ensaio de ajustamento global
realizado por UOTILLA em 1958, tendo sido os erros medios quadraticos infe
riores a 0,45 mgal, [103] e [117]. Convém ressaltar que oajustamento foi
preliminar; a inclusao de novas estacGes e reocupacio de outras possibili-

tara um outro ajuste. Na fig. 7.0.2, apresentamos a que vem sendo conside

rada como rede mundial de primeira ordem |88].

Nao poderiamos deixar de registrar algumas informacoes a
respeito das atividades desenvolvidas pelo grupo de trabalho do Prof. George
Woolard, no estabelecimento de uma rede mundial de referenc1a 0 projeto
de 11gacao de aproximadamente 600 estacoes gravimetricas em todo o mundo
iniciou-se em 1948 sob os auspicios do "Office of Naval Research - U.S.A.",
cobrindo as Americas, Europa, Africa, Sudoeste da Asia, Australia e princi
pais ilhas oceanicas. Esta fase inicial do projeto foi encerrada em 1951 e
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Fig.(70-2) ___ PRINCIPAIS ESTAGOES DE REFERENCIA INTERNACIONAL.

os resultados publicados em 1952 |127|, apresentando-se as estacdes com um
erro medio de +1 mgal, embora alguns circuitos tivessem sido abaﬁdbnados no
calculo final. Por ocasiao do "Ano Geofisico Internac1ona1", 1957-8, sob o
patrocinio da Universidade de Wisconsin, as atividades foram re1n1c1adascon
a ocupacao de novas estacoes, principalmente nas Amer1cas~ Kfr1ca Antart1
da e Asié As operacoes desenvolveram-se até 1962 e:em 1963 os dados foram
publicados [124', os resultados apresentam-se um pouco mais consistentes que
0s da campanha anterior, o erro medio gira em torno de + 0,8 mgal. A Ameri
ca do Sul e Central, areas cnde se verificaram fortes discrepancias, foram
trabalhadas até 1963, sendo os resultados finais e descricio das estaces
publicados em 1966, |126].

Estacoes de Referencia Nacional - As redes nacionais de referenC|as sao exe
cutadas isoladamente ou nao das demais, mas sempre vinculadas a uma esta-
cao da rede mundial se]ec1onada como datum. O objetivo das redes nacionais
& formar um arcabouco gravimetrico que possibilite levantamentos regionais
ou locais sem ligacoes: constantes ao datum. Representam para a gravimetria
0 mesmo papel das redes de triangulacao para a Geodesia Geometrica.

As redes nacionais sao normalmente classificadas de acordo
com a precisao alcancada nos traba]hoé de campo, destacando-se as de primei
ra ordem ou fundamentais ,de alta precisgo + 0,05 mgal, [12], onde as esta
coes sao espacadas de 100a 30 km, desenvolvendo-se pr1nc1pa1mente ao longo
da rede rodoviaria. As de sequnda ordem ou regionais, correspondendo a den
sificacao da fundamental, tem precisio elevada, 1.0;10 mgal; e as estécGes
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sao espacadas de 50 a 10 km.

Estacoes de Detalhes - Constituem o levantamento gravimetrico em toda acep
cao do termo. S3o estacGes vinculadas a qualquer das classes anteriores; a
nrecisao com queASEO determinadas depende do fim almejado com o levantamen-
to. SHOKIN, |106[; comentando os critérios de precisEo; afirma - ... "para
a solucao da maioria dos problemas geodesicos e geologicos a precisao de
+ 1 mgal e suficiente”. Quando se utiliza o mapeamento de isoanomalas nao
se deve esquecer a relacao entre escala e densidade areal de estacoes, con
dicionantes da precisao.

Em Geodesia, a precisao dos levantamentos de detalhes vari
ara com a escala do mapa de isoanomalas a ser elaborado emrapoio ao calculo
das geondulacoes e componentes do»desvio da vertical. Nao existe um crité
rio absoluto paraAa fixacao do nlmero de estacoes para atender um determina
do fim, as caracteristicas topograficas e geo]Sgicas.variam de um local pa
ra outro, dificultando a fixacao dos limites de precisao e densidade; 0 que
se procura fazer e gerar limites animOS’qUe nos garantam uma determinada
precisao. Analisando criterios publicados em diversas obras; principalmen-
te em [12|, |64], [103] e [106] elaboramos a tabela 7.0.2, onde procuramos
estabelecer valores minimos, a topografia e geologia da area de trabalho de
verao ser cuidadosamente analisadas para que se atinja estes valores.

A distribuicao das estacoes de detalhes por todo o globo e
que expressam 0 grau de- conhecimento d0'cémpo gravitacional terrestre. A
sua distribuicao global e de grande importancia para a Geodesia fisica, ja
que nos proceséos de integracao a Terra € o dominio de variacao.

Em 1950 na "QHIO STATE UNIVERSITY", tendo a frente o Dr.
W. A. Heiskanen, foi dado o passo inicial para a revisao de todo o material
gravimetrico existente no mundo. Era a primeira iniciativa no sentido de
grupar e calcular anomalias medias em todo o globo, com o objetivo de forne
cer aos geodesictas os elementos essenciais ao calculo das quantidades ne
cessarias a definicao de sistemas geodesicos e definicao do geoide por meto
dos fisicos. A esté iniciativa seguiu-se o estabelecimento do Bureau Gravi
metrico Internacional, por parte da UGGI. Os resultados mais recentes des
tes esforgos foram publicados em Agosto de 1971 pelo "Aeronautical Chart
Information Center", |120[, onde se encontram registradas anomalias - medias-
em areas de 10 x 19, os -calculos foram realizados com o material ' co]etado
pela OSU. Com estes dados elaboramos a fig.‘7.0.3, que representa o conhe
cimento gravimetrico da Terra.

. LINHAS DE CALIBRACAO

A constante de um gravimetro e definida como sendo o coefi
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TABELA 7.0.2°

UM CRITERIO PARA SELECAO DE PRECISAO E DENSIDADE
DE ESTACOES NUM LEVANTAMENTO GRAVIMETRICO:

Escala da Intervalo das Precis?o das Densidade~de-Estac§e§
. Isoanomalas Estacoes * -
Carta Final (mgal) (m ai) 1 Estacao por|Distancia entre
g \mg (km?) ‘Estacoes  (m)
1:2 500 000 | 10 + 0,50 150 - 400 5 000 - 10 Q00 .
1:1 000 000
1:1 000 000 5 * 0,30 25 -100 2 500 - 5 000
1: 500 000
1: . 250 000 v2 + 0,25 4 - 10 1 000 - 2 000
1: 100 000
1: 100 000 1 + 0,20 1 - 4 500 - 1 000
1: 50 000
1: 50 000 0,5 £ 0,15 0,2 - 1,0 200 - 500
1: 25 000
1: 10000 | 0,2-0,25 | £0,i0 0,02- 0,1 50 - 150
1: 5 000
1: 5 000 0,1 + 0,05 0,002- 0,01 20 - 50
1 2 000
1: 1 000

* 0 erro inerente a estacao de referencia nao esta incluido.

ciente de reducao dos resultados observados a um sistema -de medidas absolu
tas CGS (mgal),'expresso em divisoes da escala do dispositivo de medidas;
sendo uma caracteristica de montagem do instrumento. Com o uso continuo,
pequenas deformacoes do sistema e]éstico alteram a esca]a; em consegliencia,
a constante de reduch, havendo necessidade de se determinar uma correcao ac
sistema, o que se consegue através da calibracao.

Nos gravimetros cujas escalas sio lineares, podemos repre-
sentar a diferenca da gravidadelmedida entre dois pontos, pela expressao:

(Ag) = k (Qi - 20)
...(7.0.1)
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onde k & a constante do gravimetro ou fator multiplicativo de escala do dis
positivo de medida; Zi e a leitura da escala num ponto qualquer (i); %5 a

leitura num ponto inicial.

Na calibracao procuramos determinar a constante multiplica
tiva (k). Existem trés metodos de calibracao; dois de laboratorio(inclina
¢ao e suspensao de uma massa)'e um de campo'(ocupacio de estacoes cujos va
lores graviméfricos sao conhecidos precisamente). 0 metodo de'campo-é 0
mais preciso, oferecendc otimos resultados tanto para sistemas de escalas

lineares quanto angulares.

A calibracao pelo metodo de ocupacao de estacoes com valo
res conhecidos @ relativamente simples, entretantovcomp1exo na montagem da
infra-estrutura necessaria a sua utilizacdo. Em esséncia o metodo consiste
em ocupar duas estacoes com valores conhecidos (g1 e gz); onde sao reaTi;g
das leituras de escalas (2 e 2,). Segundo [106], a constante de multipli-
cacao sera dada por:

kK = 9?-91‘: (Ag)

2, AL ...(7.0.2)

Aplicando a lei de propagacao dos erros, |102J, 5,éxpressgo.anterior, obte
mos para o erro cometido na determinacao da constante:

- 2 2
M = A% ™ (ag) * Mag ...(7.0.3)

2 _ - : ’ ;
onde m (Ag) e o erro na determinacao da diferenga de gravidade, conhecido

a "piori", entre as estacoes de calibracao, e

mZZ e o erro cometido no calculo da diferenca de leituras nas- esca
1as. '

0 erro cometido na determinacao da constante, m s sera um
erro sistematico. para toda diferenca de gravidéde que se-meca com 0 instru-
mento ca]%brado. Exemplificando, a calibracao e realizada com um erro rela
tivo de —75—-= 1.10'h, a diferenca medida, (Ag) = 1 gal, tera um erro sis-
tematico m(Ag) =+ 0,1 mgal, que nao podera ser reduzido com a repeticao das
observacoes.

Com o objetivo de minimizar oserros acidentais, cometidos
durante a operacao de calibracao, e comum observar-se diversos pares de es
tacoes, para tanto circuitos especiais de calibracao sao criados. 0s valo
res da gravidade nestas estacoes sao medidos. por meio de pendulos de alta’
precisao e gravimetros com coéficientes de escala de confiahca, a estes ciﬁ

cuitos e que denominamos de LINHAS DE CALIBRACAO.
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0 estabelecimento de 1inhas de calibracao. vem sendo consi
derado como fundamenta] a obtencao do campo gravitacional terrestre o mais
homogeneo poss1ve1 nao basta que conhecamos o valor da: grav1dade em d1ver
$0s pontos numa unica referenc1a mundwal, e tambem necessarwo que estes pon
tos tenham sido determinados com instrumentos que apresentem o mesmo valor
de escala para 1 mga], pois so assim estara garantida a unidade de medida.

No momento encontram-se estabelecidas tres linhas princi
pais de calibracao e tres secundarias,de carater mundial.

. Linha Americana para Ca]ibrach - (American Calibration Line - ACL) - Es
tende-se de "Po1nt Barrow" ; no A]aska pela costa leste da America do Norte
passando atraves da America Central e costa oeste da America doSul ate Bue
nos Aires. A ACL compreende tres lances; o primeiro de Point Barrow ate a
cidade do Mexico com 33 estacoes, sua amplitude & de 5 129 mda], apresentaﬁ
do um erro relativo de £ 3,5. 10'1f |103i 0 segundo da cidade doMexico ate
La Paz, as observacoes foram conduzidas com pendu]os ”Gu]f M“ e"Cambr1dge
0s resultados f1na1s ainda nao foram pub11cados 0 terce1ro de La Paz Ca
Buenos Aires, observado pelo APCS com gravimetros ”La Coste-Romberg", cujos.
résu]tados finais nao sao de nosso conhecimento.

. 'Linha Euro-Africana para Calibracao - (Euro-African Calibration Line-EACL)
Estende-se de "Hammerfest", na Noruéga, ate 'Mowbray", na Africa do Sul.
Dalmesma'maneira que a anferior, a EACL foi observada em 'dois lances. 0 phi
meiro conhecido como linha européia de calibracao, de Hammerfest ate Roma,
sua amplitude e de 2 500 mgal, apresentando um erro relativo de i"3.10'h;
|103[. 0 segundo de Roma pela costa leste da Africa até Mowbray, estando
totalmente observado com péndulos e gravimetros, mas, ainda nio foram divul
gados 0s resultados. -

. Linha Pacifico Oeste para Calibracao - (West Pacific Calibration Line -
WPCL) - A mais recente linha mund1a1; seu estabelecimento iniciou-se em
1965 por iniciativa do "Geophysical Survey Institute, Tokyo, Japan" com pen
dulos japoneses "GSJ" e "Gulf M".A linha iniciou-se em "Fairbanks" ,passando
por Toquio, Manila, Singapura, Brisbane e encerrando-se em Melburne, na Aué
tralia, posteriormente foi estendida ate Mc Murdo na Antartida.

Na fig. 7.0.4 representamos as linhas principais de cali-
bracdo com os elementos de |89|, [112] e [114].

As linhas secundarias de ca]ibracao foram estabelecidas en
tre 1965 e 1968 pelo "Army Photographic and Chartwng Service- USA"; ut1]1zan.
do quatro gravimetros "La Coste-Romberg", com o objetivo de atender as - are
as onde nao existiam pontos de passagem das linhas principais e propiciar e
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lementos para novas ligagoes das principais, |116].

. Linha Secundaria Americana para Calibracao - (ASCL) - Partindo de "Denver",
estacao pendular da ACL, passando por Miami, Caracas, Belem, Rio de Janeiro
e terminando em Buenos Aires. As estagoes foram estabelecidas em 1965 e
1967, com resultados publicados em |119], as estacOes sao intervaladas de
+ 100 mgal.

. Linha Secundaria Euro-Africana para Calibracao - (EASCL) - Partindo de Ro
ma, estacao da EACL, passando por Argel, M°Bour, Lagos, Leopoldville, e en
cerrando-se em Mowbray. As estagoes, tambem, espacadas de * 100 mgal.

. Linha Centro-Asiatica para Calibracao - (Central Asian Calibration Line -
CACL) - Foi estabelecida no sentido Norte-Sul, partindo de Nova Delhi e ter
minando no Ceil3o.A maior parte das estagdes componentes da linha, sao da
rede mundial estabetecida por Woollard em 1962 e reocupadas por APCS em 1967.
As estacoes s3ao desigualmente espacadas, com um intervalo medio de 75 mgal.

Na fig. 7.0.4, encontram-se representadas as linhas secun
darias de calibracao.

. PANORAMA GRAVIMETRICO DO BRASIL

No Brasil nao existe uma organizacao encarregada do plane
jamento, execucao e controle de levantamentos gravimetricos com objetivo ge
odésico. Os trabalhos realizados por alguns organismos governamentais, o
foram por esforcos individuais de tecnologos interessados na materia, sem
sequir um plany gravimetrico nacional.

No momento em que as esferas cientificas de todo o  mundo
voltam-se para o problema gravimetrico em termos de pesquisas e fomento ans
levantamentos das areas de "vazio", seria de bom alvitre a estruturacao de
uma politica gravimetrica nacional, ja que o Brasil e um dos maiores vazios
gravimetricos continental do mundo. Nao seria necessaria a criacao de um
orgao executor, os organismos cartograficos, como o IBGE que ja tem experi-
éncia em levantamentos gravimetricos, poderiam ter suas fungoes ampliadas,
de modo a se tornarem aptos a execucao de levantamentos desta categoria. Os
levantamentos além de atenderem a pesquisa geodesica, poderao servir de ele
mentos controladores e de apoio as tarefas cartograficas, alem de serem de
grande valor a pesquisa geologica.

Convem frisar que as criticas acima referem-se a execucao
e controle da gravimetria sistematica de carater extensivo, no campo especi
fico (aplicacoes geofisicas) nao poderiamos criticar o extraordinario traba
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Tho desenvolvido pela PETROBRAS. Os levantamentos executados por essa com
panhia estao restritos as bac1assed1mentares de interesse geologico, sem qé
rater extensivo nacional. Com o encerramento de suas atividades, nesta Etg
a, 0 vacuo gravimetrico existente se mantera, a menos que se defina uma es
trutura gravimetrica nacional.

. 0 DATUM GRAVIMETRICO BRASILEIRO

No inicio desta exposicao tivemos a oportunidade de comen
tar que das redes de referencias internacionais deveriam ser escolhidas as
estacoes "data" nacionais. No Brasil existem duas estagoes da rede mundial
de primeira ordem, localizadas nas cidades de Belem e do Rio de Janeiro,
|88]. A estacdo do Observatdrio Nacional do Rio de Janeiro €, segundo .'Mé
RELLI ]88[, a mais precisa, estando a de Belem carecendo de observacoes. 'A
estacao internacional do Rio de Janeiro tem sido utilizada como datum em’ a]
guns trabalhos desenvolvidos pelo ON e IBGE. Embora em muitos trabalhos’ ve
nha sendo citada como datum brasileiro, nenhuma decisao oficial foi tpmadq
pelas entidades cientificas envolvidas no labor ghavihétrico, estaea . ﬁg
zao porque a consideraremos como o provavel Datum Gravimetrico . Brasileiro,
sendo descrita por |29], 88| e [124].

A estagdo gravimétrica internacional do

Rio de Janeiro e definida pelo topo, rente aosolo;

de um pilar assentado na rochd a entrada da  ante

sala dos sismografos, no andar terreo do Observa-

torio Nacional. Tendo para valor da aceleragao da
gravidade:

g = 978 791,0 mgal (*)

e tendo para coordenadas:

¢ = 220 53° 42", 25
A = 439 13° 22", 5W GR
H =29 m (aprox.)

(*) wvalor no sistema Potsdan 1967.

Na estagao internacional do Rio de Janeiro foram realiza-
das determinacoes pendulares e graviméetricas, vinculadas a redes mundiais,
em epocas diversas. A primeira determinacao data de 1948, tendo sido reali
zada por SHELTON do USCGS, utilizando um dispositivo pendular BROWN. Segui
ram-se determinacoes em diferentes datas pelo grupo de trabalho  WOOLLARD,
utilizando pendulos "Gulf M" e "Cambridge" alem de gravimetros "Worden".
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A ultima determinacao foi realizada em 1967 pela USAF-APCS no estabelcimen-

to da ASCL com gravimetros "La Coste-Romberg". Na tabela 7.0.3 sdo apresen

tadas as principais determinacoes.

TABELA (7.0.3)

Determinacoes Gravimetricas no Observatorio Nacional

ANO AUTOR g (mgal) (* iDISPOSITIVO
1949 Shelton 978 790,8 .Pendulo Brown
1949 {Hardin 792,0 Gravimetro Worden
1951 Bon{ni 791,3 Gravimetro Worden
1952 |Black 792,3 Gravimetro Worden
1958 [|Iverson 790,6 Pendulo Gulf"M"
1958 |Jackson 791,0 Pendulo Cambridge
1958 Jackson 791,2 Pendulo Camﬁridge
1961 Kozlozky<dongf ld 789,7 Gravimetro LaCoste-Romberg
1963 |Woolard 790,8 Péndu]o Cambridge
1963 |Woolard 790,7 Gravaetro Worden
1963 |J. Rose 790,3 Péﬁdu]o Cambridge
1967l ASCL 790,8  [Gravimetro LaCoste-Romberg

(* valores na referéncia Potsdan 1967.

A estacao internacional de Belem, esta localizada ao lado

do tanque de tratamento d’agua, da perfeitura municipal, sendo sua posigao,

|124]:

com valor para a gravidade:

¢ = 010 23°S

A = 480 29°W Gr

H=10.7 m (aprox.)

g = 978 023,0 mgal, [114].

A tabela (7.0.4) representa as determinacoes mais recentes

executadas nesta estacio, os elementos sio os apresentados em [125] e |126].
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TABELA (7.0.4)

Determinacoes Gravimetricas, Recentes, em Belem

ANO "AUTOR g (mgal) DISPOSITIVO

1963 Woollard 978 023,0 Pendulo Cambridge

1963 Woollara 023,0 Gravimetro Worden

1963 J. Rose 023,4 Pendulo Cambridge

1967 | ASCL 023,1 Gravimetro LaCoste-Romberg
REDE BASICA

Analogamente ao que ocorre na Geodesia Geometrica, estabe
lecimento de redes de referéncias, nos levantamentos gravimetricos necessi-
tamos de referencias basicas que facilitem o desenvolvimento dos trabalhos

regionais e locais, estas redes e que sao denominadas basicas.

A inexistencia de uma politica gravimetrica nao constituiu
uma barreira ao desenvolvimento de redes de referencias. Orgaos como o 0b
servatorio Nacional e o Instituto Brasileiro de Geografié e Eétathtica, em
bora lutando com grandes dificu]dades, tém conduzido® levantamentos de campo

com o objetivo de estabelecer estacoes de referencia.

Instituicoes internacionais, dentro do programa gravimetri
co mundial, contribuiram ekpressivamente na estruturacao de algumas referéﬂ
cias em nosso territorio, tal & o caso do grupo de trabalho Woollard -e do
APCS.

Reunindo os elementos isolados podemos afirmar que cerca
de 40% do territorio nacional tem suas necessidades gravimetricas atendidas

por redes basicas, embora este atendimento nao seja homogeneo..

. Rede de Referencia do Observatorio Nacional - Em 1955, tendo a frente dos
trabalhos o Dr.-Lélio I. Gama, o ON iniciou uma -série de levantamentos gra
vimetricos que cobrem cerca de 30% de nosso territorio. Embora o "objetivo
inicial, definido em |7| e |29|, n3o fosse o estabelecimento de redes de re
ferencias, as precisoes obtidas e as caracteristicas dos circuitos desenvol
vidds, facilmente crédenciaram as estacoes de referencia. No momento encon
tram-se levantadas aproximadamente 2 800 estacoes, distribuidas ao longo das
principais estradas do paTs, acompanhando a rede de nivelamento de a]ta'prg
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cisao, desde Pelotas (RS) a S3o. Luis do Maranhao.

Na fig. (7.0.5) apresentamos, esquematicamente, a situacao
da rede basica do ON; as réferéncias estabelecidas integram quatrQ projetos
- Nbrdeste, Centro-Leste; Sul e Extensao da rede do-Nordeste. "0Os trabalhos
de campo foram realizados com gravimetros Worden e LaCoste-Romberg.

0 projeto Nordeste ou Rede de Referencia do Nordeste foi
desenvolvido em 5 circuitos com 91 bases e 241 estacaes de passaéem um " to
tal de 332 estacoes d1str1bu1das desde Sa]vador ate ForLa1eza em 3 1inhas
Os erros de fechamento por circuitos foram sempre inferiores a 0, 045 mga]
credenciando a rede como-de primeira ordem. "As descricoes de . 1oca11zacao
, 05 valores medidos e criterios de compensacao em

foram publicadas em |39
|29].

0 projeto Centro-Leste, compreendendo a ligacao da rede do
nordeste ao ON, e formado por 9 circuitos com 62 estacoes desde o Rio ate
Sa]vador, distribuidas em 5 linhas. Os erros de fechamento nao permitem a
classificacao desta rede como de primeira ordem,.Ja que 3 circuitos apresen
taram erros-de fechamento superiores a 0,05 mgal, no enténto a precisao e

.compativel com a:classificacao de segunda ordem. As descricoes e resulta-
dos sdo apresentados em |29] e |39], respectivamente.

0 projeto de extensao da rede do Nordeste compreende 5 cir
cuitos com 7 Tinhas e 450 estacoes, éstendendo-se desde Feira de Sahtana(BA)
a Fbrta]eza(CE), passando por Teresina (PI). 0 trabalho encontra-se em fa
se final de ajustamento, devendo os resultados e descricoes serem publica -
dos este ano.

0 projeto Sul e o mais antigo tendo as operacoes de campo
sido iniciadas em 1955 com um gravimetro "Norden posteriormehte'diversas
estacoes foram reocupadas e novos circuitos 1ncorporados ao projeto 1n1c1a1;
tendo sido os trabalhos complementares executados com um gravimetro'LaCoste
-Romberg". As redes Sul e-Centro-Sul -compreendem 10 circuitos e 5 ramais:
com umvtbta1 aproximado de 1500 estacoes. Os resultados do projeto  serao
publicados nos proximos meses.

Rede de Referencia do Instituto Brasileiro de Geografia

Em 1956, ao serem iniciadas as atividades gravimetricas pa
ra a determ1nacao do datum brasileiro, o IBGE desenvo]veu uma -serie de cam1
nhamentos gravimetricos ao longo das principais rodovias do Su]' 0 objetivo
era estruturar uma linha de ca11bracao que atendesse a manutencadi:nstrumen
tal a ser utilizado nos levantamentos extensivos, |100[ A prec1sao dos re

sultados, entretanto, possibilita a utilizacao destas estacoes como refereﬂ
cias.



.204,

so° 42° 34°
9 100 300 00 Xm

| S P . )

PIRIPIR; SOBRAL L FORTALEZA

PACAJUS \ ARACAT)

5
TERESINA
INATAL
PICOSR CRATO _‘
‘ Ploio
- PESS0A

PARANAMIRIM X

o

SENHOR DO
- BONFIM

PETROLINA €
’ MACE1G

|
V aracauy

ITABERARAY,

FFEIRA DE SANTANA

]
'RECIFE —_— 8

of

SALVADOR
anuu_mor ] {iEdute
R - VIT.DA 5 & 1LnE
RAS(LM conauisTR IAEUNAUS
ANAPOLIS , >
801aNtA €@
s
ANDRADINA
—~Li BAURY
- \
\. ITAPEVA
&-.-\'7 . A
{ ponTA oRossa s«“,
(-~ 0 (R cuniyiaa ‘
g BRASIL 24
Gruz P FLontandpoLis REDE GRAVIMETRICA —
ara Fob Dvacans ,
i - OBSERVATGRIO NACIONAL —
URUGUAIANA PSTA.
A MARIA  €h0RTo ALEGRE :
L.\.\ “RosdRI0 ; Dufum Gravimelfrico
. & . ‘
LIVRAMENTQ._BAGE '
R\ Geforas © o EstogBes de Refer€ncia
s Linhas
/
s50° 42° 34
. . ,
Fig.{ 70-5) REDE DE REFERENCIA DO (QBSERVATORIO NACIONAL.




.205.

42° 34°
o 100 300 500 KM
| ] 1 1 [ |
0°
(d
8.
16°
. .
3 QUELU
\
= S.PAULO
§ ' SANTOS
.’ CURITIBA.
(W
i JOINVILLE 241
! 1Tadal
7
- ~ /
/_ REDE GRAVIMETRICA
./ PORTG ARARANGUA - INST. BRASILEIRO DE GEOGRAFIA _
'/_\ . ALEGRE
N @ Estagdes Graviméliricas
M W
.
\_\‘ /~/Linhcs
[ 320
s0° 42° 34

A ~
Fig.( 720-6 ) REDE DE REFERENCIA DO

-—

(9]




.206.

As estacoes estao distrbuidas em 4 linhas; a primeira de
S3o Paulo a Santos, com 7 estacoes ao longo da antiga rodovia de Tigacao en
tre as duas cidades (Caminho do Mar), a segunda de Queluz a Itatiaia com 10
estacoes distribuidas nas RN ao longo da rodovia Presidente Dutra, a ter-
ceira de Curitiba a Porto Alegre com 81 estagdes e a quarta de Sao Paulo a
Queluz com 9 estagoes. Os itinerarios e valores sao apresentados em |101].
Na fig. (7.0.6) procuramos esquematizar a rede.

. Rede Woollard de Referencia

Anteriormente tivemos oportunidade de comentar a respeito
das redes mundiais estabelecidas pelo grupo de trabalho Woollard, no Brasil
encontramos perto de uma centena de referencias estabelecidas pelo grupo.

As primeiras atuacoes, em nosso pais, datam de 1949 quando
Harding utilizando um gravimetro "Worden" fixou 14 estacoes, publicadas em
1952, |127]|. Seguiram-se as determinacdes de Black em 1952 que reocupou as
anteriores e estabeleceu 33 novas estacoes. Embora as observacoes efetua-
das por Harding tivessem se apresentado com erros maximos de fechamento em
torno de 0,5 mgal, quando comparadas com os resultados obtidos por Black sur
giram discrepancias da ordem de 2 mgal, l125|, para dirimir as duvidas,Iver
son em 1958 executou nova campanha pelas Americas; infelizmente devido a
falhas instrumentais os resultados foram abandonados. No mesmo ano Jackson
utilizando pendulos "Cambridge" iniciou uma campanha de ligagao das princi
pais referéncias a estacoes absolutas, destacando-se em nosso pais a liga
cio do Rio de Janeiro a Buenos Aires; os resultados foram publicados e
1959, |53].

Em 1960 Kozlosky e Longfield, em cooperacao.com o IACS,
voltaram as atividades em nosso pais, ocupando 20 estagoes dos trabalhos an
teriores. As condicoes em que se desenvolveram os trabalhos garantiu a pre
cisao de + 0,1 mgal em todos os circuitos. Com base nestas observacoes de
finiram-se os erros existentes nos trabalhos de Harding e Black, ¢ que pos-
sibilitou uma selecdo e uma compensacdo preliminar, |125].

Data de 1962-63 a ultima campanha, desenvolvida por Wool-
lard e Rose utilizando gravimetros "Worden" e pendulos "Cambridge". Em 1966,
|125[, foram apresentados os resultados finais correspondentes ao ajustamen
to geral realizado para as Americas, em 1967 foram divulgadas as estacoes e
os valores selecionados em 1966, |126[. De posse destes elementos elabora
mos a fig. (7.0.7).

. Rede APCS no Brasil

Em 1964 o "Air Photographic and Charting Service" atraves
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do "1381 st Geodetic Squadron'of the USAF" iniciou o estabelecimento de uma

serie de conexoes gravimetricas dos aeroportos brasileiros, utlizando gravi

metros LaCoste-Romberg, fixando 55 referencias. 0s erros de fechamento sao
inferiores a 0,05, mgal, |119]. Em [124] e |125] estas estacles sdo
apresenLadas englobadas a rede Woollard, no entanto achamos conveninete 'ég
para- 1as, .ja que foram executadas em programas e com precisoes diferentes.
Na fig. (7.0.8) e representada esta rede.

. Linhas de Calibracao

Em fevereiro de 1955«um“équipe do Servico de gfavimetriado
ON estabeleceu uma _linha de controle para. grav1metros, part1ndo do - datum
gravimetrico ate o ATto do Corcovado (R1o), era a primeira tentativa de se
estruturar um circuito-no qual fossem aferidos os instrumentos utilizadosem
todo o pa¥s.-- Em-|28|.€.feita um apresentacdo do circuito e os valores das
estacoes, na pag. 7, 1e se - ..."Nao se destina esta base a ca11bracao de
gravimetros, mas apenas a ver1f1cacao das cond1coes de estabilidade dos 1ns
trumentos durante cada campanha, visto que a variacao maxima de g nesse per
curso nao e suficiente para uma determinacio. precisa dos fatores gravimétri
cos".

0 circuito e formado por nove estac5es; com uma amplitude de
153 mgal. Pequenas discrepancias de carater sistematico ou-defeito do mi
crometro ja serao acusados no percurso da linha, possibilitando alguns reé
juétes;

Em 1956 o IBGE,atraves da 43 D1v1sao de Levantamentos, se
diada em Sao Paulo, estabeleceu o circuito anter1ormente descrito em "Rede
de Referencia do IBGE", com o objetivo de calibracao dos grévaetros utili-
zados na area do datum geodesico brasileiro. 0 circuito apresenta-se  com
116 estacoes e uma amplitude de 1137 mgal, |101].

Pelas consultas realizadas somos levados a afirmar serem
estes os Unicos trabalhos existentes com o objetivo de calibracao, realiza
dos por organismos nacionais. O Servjco de Gravimetria do Observatorio ‘Na
cional tem como projeto para os proximos anos a reocupacao de diversas esta
coes de sua rede de referencia, entre Fortaleza (CE) e Pelotas (RS) numa so
1inha, utilizando diversos instrumentos com constantes de confianca, procu-

rando formar uma linha de calibracdao nacional.

0"Air Photographic and Charting Service" dentro do progra<
ma internacional de uma linha de ca11bracao secundaria para as Americas, em
1967,estabeleceu no Brasil cerca de 14 estacoes, de Belem a Porto A]egre,
pelo litoral. Na tabela (7.0.5) apresentamos a relacao destas estacoes com

seus respectivos valores,
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TABELA (7.0.5)

Estacoes da ASCL no Brasil

COORDENADAS
ESTACAO g(mgal)
LAT. S - LONG. WGr

Belem 019 23’ 489 28°,5 978 020,20 +
Fortaleza J 03¢ 47°,7 380 32°.,4 069,26
Recife J 089 08°,9 340 57°,2 152,58
Salvador B 120 59°,0 389 31° 312,57
Salvador J 120 542 .5 389 212 332,67
Caravelas B 170 44> ,2 390 15°,9 512,41
Caravelas J 170 44°,2 399 58,2 512,69
Vitoria B 200 18°,2 399 57°,5 643,04
Vitoria J 200 15°,9 400 17°,2 639,42
Campos B 210 46°,2 419 19°,5 722,29
Campos J 210 43°,8 410 21°,4 718,58
Rio de Janeiro A 229 53,7 439 13°,3 790.80
Sao Paulo 230 32° 469 39,2 636,78 +
Porto Alegre 2990 59’ .5 510 10°,5 ‘979 301,81 +

+ valores dependentes de confirmacas.

. LEVANTAMENTOS EXTENSIVOS

A inexistencia de uma politica gravimetrica nacicnal  tem
restringido os levantamentos extensivos is areas de interesse geologico ou
mais precisamente de pesquisa petro]Tferé, 0 que tem nos garantido a denomi
nacao, pouco lisonjeira, de um dos maiores “"vazios gravimetricos" do mundo.

Os levantamentos gravimetricos existentes, intensivos, fo
ram executados pela PETROBRAS ao longo das principais bacias sedimentares e
umas poucas regioes de interesse geologico. Ao encerrar suas atividades
gravimetricas poésui em seus arquivos aproximadamente 400 000 estacoes con
tinentais e cerca de 60 000 oceanicas (plataforma continental). Mais de
200 000, destas estacoes, est50>1oca]i;adas na Bacia Amazanica, 150 000 no
Reconcavo Baiano e as-restantés 50 000 em circuitos de reéonhecimento ao
]ongo das demais bacias e outras areas de interesse geologico mais restrito.
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As 60 000 na plataforma continental distribuem-se desde o delta do Sao Fran
cisco a desembocadura do Rio Doce. 'Os. numeros sao bastante expressivos, la
mentavelmente em outras areas nio. houve preocupacao de pelo menos atingir
uma parcela do esforco desenvolvido pela PETROBRAS.

Nao poderTamoé deixar de citar o trabalho desenvolvido pe
1o IBGE numa area de 69 x 69 na regiao do datum geodesico brasileiro, onde
encontramos uma concentra¢ao de aprokimadamente 2 000 estacoés. O Centfq
de Estudos e Pesquisas em Geodésia da UFPR; embora sendo um centro de forma
cao academ1ca, .ja contribui para o conhecimento gravimetrico do pais com
cerca de 1 200 estacoes na area de Curitiba (PR) e Florianopolis (SC), alem
de outros.-levantamentos no Parani.

‘Seria fatidiosa a c1tacao de trabalhos 1so]ados achamos
conveniente apresentar ao leitor uma visao g]oba] da s1tuacao grav1metr1ca
atraves da fig. (7.0.9). Lamentavelmente nao nos foi poss1ve1 apresentar
uma d1str1bu1cao quantitativa. ma1s precisa, embora a PETROBRAS possua o mai
or acervo grav1metr1co -do pa1s, por razoes de seguranca e sigilo nao. pode
ceder os dados 1ntegra1mente, a dxstr1bu1cao € restrita ao maximo de 15 es
tacoes por area de 19 x 10, Este fato jusfifica a nossa consideracao de
areas graVimetricamente conhecidas aquelas em que existam no minimo trés es
tacdes em (190 x.12), sem hierarquizécio de densidade areal.

Encerrando, enumeraremos algumas atividades gravimetricas,
que deverao ser realizadas tao logo se definam as diretrizes de levantamen-
tos no Brasil: '

- Reducao das redes de referencia isoladas numa Unica; dentro do possivel
amp]iéndo—se 0 numero de eétacSes A rea]izacio desta atividade implica
em reocupacoes e 11gacoes das estacoes ex1stentes, com a execucao de- um
ajustamento global, pois, so desta maneira estaremos garant1ndo a un1f0r—
midade dos 1evantamentos gravimetricos no pais.

- Como decorréncia natural da anterior surge a necessidade de reduzir as es
tacoes de detalhes, de todos os levantamentos Ja executados, a escala das
redes de referencias ajustadas.

- Classificacao de todos os levantamentos -ja executados no paTs, com o obje
tivo de se iniciar o mapeamento gravimetrico, que de inicio podera ser re
alizado na escala de 1:1 000 000.

- Realizacao de trabathos de campo visando a fixacao de pelo menos cinco es
tacaes em areas de 10 x 19, em que nao existam levantamentos gravimetricos
0 ob3et1vo desta atividade e fornecer os elementos essenciais a co11macao

do objetivo do item anterior, alem de poss1b111tar o calculo de anoma11as
medias.
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'8. 0 ARQUIVO DE DADOS GRAVIMETRICOS

Em gravimetria podemos distingllir duas especies de arqui-
vos; o descritivo e o numerico. Basalmente o objetivo dos dois sistemas e
o mesmo, gerar um tipo de codificacao que permita a interpretacao e o uso

dos elementos levantados no campo, em qualquer epoca.

Os sistemas diferem quanto ao veiculo utilizado na codifi-
cacao. No primeiro o lancamento & realizado em fichas descritivas, normal-
‘mente preenchidas a maquina, onde conctam informacoes sobre o instrumental,
posi¢ao plani-altimetrica da estacao, as quantidadés'gravimétricas eo ro
‘teiro de localizacdo; & utilizado, comumente, pelos organismos executores.
0 segundo, e formado por cartoes perfurados, de uso imediato em computadores,
dos quais constam informacoes numéricas de posicao e gravidade. E mais uti
lizado em instituicdes cientificas, embora a]guné executores mantenham este
tipo de arquivo em bara]e]o ao primeiro.

No Brasil os arquivos descritivos sao-mais utilizados, e
nas mais variadas formas de fichas. O problema do afquivo descritivo come
ca na coleta de dados, como as fichas sao usadas dos dois lados, a compilg
cao torna-se dispendiosa. Na fig.(8.0.i) apresentamos um modelo de ficha
em que so um dos lados e ocupado.

Da existencia de arquivos numéricos-temos noticia do imp]ag
tado no CEPG da UFPR, onde a padronizacao seguida e a recomendada pelo"Bureau
Gravimetrique International”. Com a difus3do do processamento eletronico de
dados, surgiram diversos modelos de cartdes gravimetricos; com o  intuito
de normalizar o uso deste tipo de arquivb, a UGGI atraves do BGI, fixou: um
modelo de codificacao em que sao utilizados dois tipos de cartoes, um indi
ce e o outro comp]ementar. Do cartdo indice constam os e]emenfos caracteri
zadores da posicao e gravidade, do éomp]ementar constam elementos referen-
tes 3 geologia e topografia da regiio em que esta localizada a estacao e ou
tros dados necessarios. Na”fig.»(8;0.2) sao apresentados os dois.modelos.

. CARTEO INDICE - faremos uma breve descricao do cart3o indice com os res
pectivos codigos.  Seria de todo interessante que os orgdos executores, que
disponham de equipamento para processamento eletronico, adotassem este mode

lo de arquivo, o que auxiliaria a cessao e aproveitamento de dados.
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FICHA GRAVIMETRICA —

1

ESTAGAO: | ] OCUPADA EM: [ ]
POSIGAO:
LAT: ESCALA:| |
LON: .
ALT. ORGAO : | |
PRECISAO CAMPO ? CARTA ?
GRAVIMETRIA:
INSTRUMENTO [ ] G- MEDIDO | |
INFORMAGOES: ANOMALIAS:
EST. DE REFERENCIA FREE - AIR
CALIBRAGAO BOUGUER
DENSIDADE ISOSTATICA
LOCALLIZAGAO:
gstapo: | ] MUNiciPio: [ ]
ROTEIRO:
EQUIPE:
CAMPO ROTEIRD [ ]
CALCULO '
FIG. (8.0-1)- MODELO DE FICHA GRAVIMéTRIGA.
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A descricao apresentada segue o roteiro; designacao do cam

po, as colunas abrangidas e as informa¢oes a serem lancadas.

CAMPO COLUNAS OBSERVACOES

Codigo do cartao 1 0 numero:
1. cartao indice
2. cartao complementar

-----------------------------------------

.Numero de coordenacao | 2 - 3 | Pode-se usar estas colunas para estabe-
lecer as relacdes entre o cartdo indicee
o complementar.

Tipo de observacao 4 Codigo:

0 - estacoes comuns de detalhes e levan
tamentos de 33 e 43 ordem:
estacoes nacionais de 23 ordem;

2. estacoes nacionais de 12 ordem;
estacoes pertencentes a linhas de
ca]ibfacﬁog
Observacgo isolada no mar;
Observacao no mar ou ar, obtida por
interpo]écgo em observacoes continu
as;

6. Observacoes costéiras:comuns;

Observacoes em portos

9. Observagoes constantes de trabalhos
internacfonais,obtidas de  publica
coes especializadas.

A distincdo entre estacio pendular e

gravimetrica pode ser feita através de

um sobre-furo nesta coluna.

Latitude 5 -10 | Deve ser lancada em graus; minutos e

centésimos de minuto. 0 ponto ou virgu

la decimal ndo & utilizada, os dados en
tram. como inteiros.

0 sinal pode ser colocado na forma de

sobre-furo na coluna 5 ou atraves de-c§

digo nas colunas 73 - 80.
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CAMPO

COLUNAS

OBSERVACOES

Longitude
Altitude do ponto de

observacao

Precisao da altitude

Tipo da-altitude

Altitude ao nivel do
solo

1 - 17

18 - 23

24

25

26 - 31

Em graus, minutos e centesimos de minu-
tos, sendo -validas as observacoes do an
terior.

A unidade e o metro.

0 ponto decimal e omitido, e @ lancada
ate o centimetro. 0 sinal sera especifi
cado na coluna 25,

0 erro (e) da altitude e definido da se

guinte maneira:

1. e<0,1m
2. 0,1 e ¢ 1
3. 1<eg 2
4, 2<eg¢ 5
S. 5<exg 10
6. 10 <ceg 20
7. 20 < exg 50
8. 50 < ex 100
9. e > i00
H >0

0 - medidas na superficie fisica da Ter-
ra;

1. Torre ou edificios (sobre furo para

med. no ar);

Mina ou-tunel;

Em barco sobre um lago;

Na superficie de um lago;

N B W N
e & e e

Sobre uma geleira.
H<0
6. Em terra, abaixo do nivel zero;
Sobre a plataforma continental;
8. Em barco maritimo ou lacustre(submer
s0);
H="10
9. A superficie do mar.

A unidade e o metro.

Algumas vezes a altitude do ponto obser
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CAMPO

COLUNAS

OBSERVACOES

Valor da gravidade ob
servada

Precisao da gravidade

Est. de Referencia

32 - 38

39

40 - 46

vado nao e a mesma do solo e como esta
e importante nas reducoes, serao especi
ficadas neste campo. As altitudes aqui
definidas sao dependentes do codigo lan
cado na coluna 25:

0ab - mesmo valor das (18 - 23);
1, 2 e 7 - a altitude e a externa;
3e8 - altitude da superficie d’agua;
4 e9 - altitude -do barco;

5 - altitude da superficie rochosa.

0 ponto decimal nao e utilizado e o si

nal e sobre furado na 26.

0 nove inicial e desprezado e os wvalo-
res sao Fancados ao centesimo do mili-
gal. O ponto decimal nao € utlizado.
Ex.: 9|78 272,57 mgal

valor lancado sem a virgula

Codigo

0 - 1g < 0,05 mgal
1 - 0,056 <19 < 0,t
27~ 0,1 <1g< 0,5
3~ 0,5 <1g< 1,0
4 - 1,0 <1g< 3,0
5- 3,0 <1g< 5,0
6 - 5,0 < 1g < 10,0
7 - 10,0 < 1g < 15,0
8 - 15,0 < 1g <.20,0
9 - 1ig > 20,0

0 erro e retirado do fechamento dos cir
cuitos durante a compensacao.

Esta estacao e a base a qual esta vincu

lada a lancada. Esta estacao sera:

- Uma estacdo da rede de Referencia Na
cional;

- Uma estacao primaria das redes mundi-
ais;

- Em poucos casos, uma estacao qualquer
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CAMPO .

COLUNAS

OBSERVACOES

|A) - Definicao de posicao:

que . posteriormente sera conectada as
estacoes de Referencia Nacional.
0 sistema de classificacao esta assim
estruturado:

- 6 colunas para definir a posicao da
estacao;

- a setima para diferenciar .os-varios va
lores adotados em cada estacao.

a) primeiras tres colunas - locali
zacdo do quadrado de 109 x 100
em due se enquadra-a estacao de
referencia, segundo as. expres -
soes:

Quadrante I - 36 + 36 (¢X) - A

Quadrante II - 1 + 36 (¢X) + AX
Quadrante III -325 + 36 (¢X) + AX
Quadrante IV -360 + 36 (¢X) - A

1800W 09 - 1800E
900N
I II
09
I11 IV
900S
by - algarismo da dezena de grau em la-
titude. Sem sinal;
AX - algarismo da dezena de grau em lon

gitude com o algarismo da centena
de graus. Sem sinal;
b) - as duas posicoes seguintes:
40 - unidades do grau em ltatitude;
50 - unidades do grau em longitude;
c) - o sexto -digito - e usado para dis
tingllir a situacao da esta¢ao. CoO-
digo de A a I - estacoes estaveis
(observatorios, instifutos, ved)
as demais para locais nao fixos.

B) - Valor:
0 setimo digito caracteriza o va-
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CAMPO

COLUNAS

Informacao de calibracao

Formula teorica

Anomalia Free-Air

Anomalia Bouguer

47 ~ 53

54

55 - 58

59 - 62

ta por ser estipulado.

OBSERVACOES
lor adotado para- a estacao, dentre
diversas determinacoes.
Exemplo: - suponhamos que num de

terminado servico o Observatorio Na
cional do Rio de Janeiroé a estacao
de referencia.

229 53° 42",25
430 13> 22" ,5W Gr

b
A

Quadrante IT1I

3725 + 36(2) +4&: 40T
49 2
50 3
codigo: 40123

como a estacao e estavel e o valor ado-
tado e o de SHELTON, p. ex., vem:

40123A1 | =cod. - ON

Esta zona permite conhecer a escala da
rede do trabalho gravimetrico, da qual

a estacao faz parte. 0 codigo ainda es

Codigo:

0 - Internacional de 1930
1 - Helmert de 1901

2 - Bowie 1917

3 -

4 - ...

5 - Helmert de 1915

6 - Heiskanen de 1924

7 -

...........................

E lancada em mgal, ate o centesimo e
sem o ponto decimal. 0 sinal e sobre fu

rado na coluna 55.

idem ao anterior, sendo 0 sinal sobre fu
rado na 59.
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CAMPO COLUNAS OBSERVACOES
Informacoes sobre a Ané_ Codigo:
malia Bouguer 63 Plato horizontal sem o termo Bullard.
0 - sem a correcao topografica
1 - correcao topografica para r= 5 km
2 - correcao topografica para r= 30 km
3 - correcao topogréfica para r=100 km
4 - correcao topografica para r=167 km
Plato horizontal com o termo de Bullard
5 - sem correcao topografica
6 - idem 1
7 - idem 2
8 - 1idem 3
9 - idem 4
Densidade 64 - 66 | E lancada ao centésimo e o ponto deci-
mal e omitido.
Tipo de red.isostatica {67 - 68 | Codigos:
0 - Sistema Pratt-Hayford
01 - 50 km + efeito ind. (tab Lejay)
02 - 56.9 km
03 - 56.9 km + efeito ind.(tab Lejay)
04 - 80 km
05 - 96 km + efeito ind. (tab. Lejay)
06 - 96 km
07 - 113,7 km + efeito ind.(tab.Lejay)
08 - 113,7 km
1 - Sistema Airy-Heiskanen
10 - T = 20km (tab.Heisk./31)
11 - T = 20km + efeito ind.(Lejay ouf
Heisk./38)
12 - T = 30 (idem 10)
13 - T = 30 + efeito indireto(idem 11)}
14 - T = 40 (idem 10)
15 - T = 40 + efeito indireto(idem 11)
16 - T = 60 (idem 10)
17 - T = 60 + efeito ind.(idem 11)
2 - Regional de Vening-Meinesz

20

T=20kmT=230km T =40 km
R= 0km30 R =0 km 40 R=0 km




222,

CAMPO COLUNAS OBSERVACOES

21 - 29,05 -3t 29,05 41 29,05
22 - 58,10 32 58,10 42 58,10
23 - 116,20 33 116,20 43 116;20
24 - 174,30 34 174,30 44 174,30
25 - 232,40 35 232,40 45 232,40

6 - Anomalias combinadas ou:quase isos
taticas.
|66 - Bouguer modificada

R =166,7 km; T = 30 km

8 - varias hipoteses

80 - Helmert (21 km)

81 - Helmert (condensacao ao-nivel do
mar)

84 - Rudzki - (Tabela de Klavido’s)

Anomalia isostatica 69 - 72 |E lancada em mgal até o cent@simo sem o
sinal e o ponto ou-virgula decimal. Si:
nal em sobre furo na 69.

73 - 80 |Estas colunas sao deixadas livre para
| lancamento de codigos pela instituigao
que usara o cartao. (Ver nota que se
gue).

NOTA: - 0 BGI ag definiro tipodg cartao indice para dados gravimétricos,éei
xou livre o campo (73 - 80) para que 0s usuarios estabelecessem
qualquer tipo de codificacao, que atendessem um determinado fimpar
ticular.

Ao desenvolvermos o arquivo gravimetrico do CEPG da UFPR,
procuramos classificar as estacoes dentro de um esquema que melhor se adap
tasse ao uso geodésico mundial, onde as utilizamos, normalmente, segundo
areas de 190 x 10. 0 codigo da Carta Internacional ao Milionesimo abrange to
da a Terra, possibilitando classificacoes de qualquer especie, dentro de’
uma area de 40 x 69. Aproveitando o chigo, 0 desmembramos a exempio da
classificacao de cartas na escala de 1:250 000, de modo a cobrir areas de

10 x 19; o codigo contem cinco figuras, por exemplo:

SF-22-k
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- A letra (S) especifica o hemisferio no qual esta localizada a estacao, ao
mesmo tempo que possibilita uma codificacao para o sinal da latitude, ne
gativa ao sul (S) e positiva ao Norte (N).

- A letra (F) enquadra a faixa de 49 em latitude, na qual esta contida a es
tacdo. A partir do equador s3do desenvolvidas faixas de 49, sendo atribui

das a cada uma, uma letra do alfabeto, ex.:

00
A 49
B 80
c

129

ooooooooooooooooooooooo

- Os dois digitos seguintes enquadram o fuso com 69 de amplitude que envol
ve a estacao. Os numeros indicativos do fuso, podem ser calculados a par
tir da expressdo:

A
FUSO = 30 - ——6'—
Exemp]o:
480
30 - — - 22
onde X representa os graus em longitude e o calculo e efetuado com  nume

ros inteiros.

- A letra (k), quinta figura, representa a area de 10 x 10 enquadrada naori
ginal de 40 x 69, ver fig. (8.0 - 3).

540 489
200
A B c D E F
210
G H I J K L
220
M N 0 p Q R
230
S T U v W z
249
539 520 510 500 490
FIG.(8.0-3) ENQUADRAMENTO DE ESTACOES GRAVIMETRICAS EM 19x19

- CARTAO COMPLEMENTAR - O cartao complementar e utilizado como um apendice
do anteriormente descrito; contem informacoes de interesse geologico e
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topografico, necessarios ao calculo de redugoes, estabelecimento de cor

relacoes e outras aplicacoes especificas.

CAMPO COLUNAS OBSERVACOES
codigo do cartao 1 1 - indice
2 ~ complementar
Numero de coordenacao 2 -3 Analogo ao do cart3o anterior.
Precisao da determina 4 Utilizado somente paramedidas aereas e
cao Geografica maritimas
0 - observacoes terrestres
1 - r< 20m
2 20<r < 100
3 - 100<r < 200
4 - 200<r < 500
5 - 500<r <1000
6 - 1000 <r <2000
7 - 2000 < r <5000
8 - 5000<r
Latitude 5 -10 Idem cartao indice
Longitude 11 -17 Idem cartio ndice
Altitude 18 Codigos de'classificacéo para a determi
nacao de altitudes
T - n3o ha informacoes
0 - levantamento gebmétrico
1 - levantamento barometrico
2 - levantamento trigonometrico
3 - interpolacao em mapas
4 - dados apreéiados diretamente ao ni-
vel dos mares
5 - medidas de depressao do horizonte
6 - sondagem maritima |
7 - profundidade medida diretamente
8 - medida com radar ou radio-altimetro
Altitude media da regi| 19 -23 A altitude da regiaovizinhapode ser ava.
ao vizinha liada em cartas tobogréficas segundo rai
0s de:
r = 10 km - nenhum sobrefuro
r = 100 km - sobrefuro 2 - x
o r = 200 km - sobrefuro 12- R _
Correcao a altitude 24 -26 Eventualmente uma correcao seria somada a

altitude medida (18-23 do cartio indice),
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CAMPO COLUNAS OBSERVACOES

caso esta tenha sido referidaaumnivel
totalmente arbitrario como,porexemplo,.
alguns nivelamentos na Antartida.

0 ponto decimal nao e perfurado e o lan
lcamento & feito ao decTmetro.

27 - 28 Campo livre bara futuras correcoes, de

ordem geodésica, as coordenadas geogra-

ficas.
Informacoes Geologi-
cas 29 - 32 A serem definidas pelo BGI.
Instrumento utiliza-
do na medida de g 33 - 34 Codigos:

0- Pendulos construidos antes de 1932
00- Repsold

01- Defforges

02- Sterneck (19 instrumento) ’

03- Sterneck (c/espiral de He]ﬁotz)
04- Mendenhall - USCGS (bronze)

05- idem -(invar)

06- Lenox - Conyngham

07- Mioni

08- ...

09- Tripendular de Vening-Meinesz

1- Pendulos recentemente construidos
10- Askania (4 péndulos, Tnvar s/espi
ral de He]mofz)
11- Askania (idem com a espiral de
Helmotz)
12- Cambridge (3 péndulos, invar, s/
espiral)
13- Cambridge (idem c/espiral)
14- USCGS - Mendenhall (4 pendulos)
15- Dominion (2 pendulos)
16- Comissdo Geodesica Italiana
17- Gulf (2-p§ndulos)
18- GSI (3 péhdu]os), japoneses
19- PAS (6 péndu]os), russo
3- Gravimetros (continentais)

30- Thyasm (balanca de Torsao)
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CAMPO

COLUNAS

OBSERVACOES

31

32
33
34
35
36
37
38

140 -

a1
42
43
44
45
46
47
48
49

51
52
53
54
55
56
57
58
59

60
61
62
63
64

Ising e Holweck-lejay (Haste elas-
tica)

Haalck (a gas)
Rindbald
Gilbert (corda vibrante)

Schweyden, Baroth, Tomascheck(sis-
tema de dois fios)

Gravimetros c/mola de metal(conti-
nentais)

Hartley, Atlas, Matt-Schimidt

Askania (GS - 4, 9, 11.e 12)
Gulf, Hoyt (mola helicoidal)
North American

Ocident

- LaCoste-Romberg

Gravimetros c/mola de quartzo(con-
tinentais)

Frost

Norgard

GAE-3

Worden normal

Worden (c/termostato)

Worden geodesico

GAK (317, 4139, 6M, HP)

Gravimetros submergiveis
Gulf

Ocident
North American
LaCoste-Romberg




227,

CAMPO COLUNAS OBSERVACOES
65 - ...
66 - Worden
67 - ...
7 - Gravimetros p/medidas em superfici
es aquosas
70 - Graf-Askania
711 - ...
72 - LaCoste-Romberg
73 - ...
74 - Gal e Gal F
75 - ...
76 - Tokio Surface Ship Gravity Meter
8 - Gravimetros p/medidas -aereas
80 - LaCoste-Romberg
81 - ...
82 - . Graff-Askania
Informacoes nas redu 35 Precisao da Anomalia Free-Air
coes de anomalias 0 - e < 0,05
1 - 0,05<e<0,
J2 - 0,1 <exg 0,5
3 - 0,5 <ex 1,0
4 - 1,0 <e < 3,0
5 - 3,0 <ex< 5,0
6 - 5,0 <e<x10,0
7 -10,0 <e<15,0
8 -15,0 < e <20,0
_ _ 9 - e >20,0 _ _
Correcao topografical| 36 - 38 Valor da correcao topografica em deci-
mos de mgal, sem o ponto decimal. 0
valor do raio de calculo & enquadrado
na coluna 63 do cartao indice.
Gradiente da Anomali 39 0 gradiente, variacao de Ag/km calcula

a Bouguer

do na direcao normal das isoanomalas pa
ra uma distancia de 5 km, e enquadrado
no codigo.

0 - grad <0,01 mgal/km

1 -0,01<grad <0,05
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CAMPO

COLUNAS

OBSERVACOES

Tipos locais de Ano-
malias isostaticas

Anomalia isostatica
local

Tipos regionais de
anomalias isostati-
cas

Qutras anomalias

Referencias gerais
Ano da observacao

Ano de registro

Origem da Informacao

40 - 41

42 -45

46 - 47

48 - 51

52 - 53
54 - 57

58 - 59

60 - 63

64 - 65

66 - 67

73 - 80

‘0 algarismo da deiena (64) devera

N

- 0,05 <
- 0,1 <
- 0,5 <
- 1,0 <
2,0 <
- 3,0 <
- 4,0 <
- grad

grad
grad

IN
—_ O O
-

(e B S N

grad

NN
aS]
[S)

grad
grad

N

(O8]
-

o

grad

A
=Y

-
o

grad

A

5,0
5,0 mgal/km

W 00 ~N O O B w N
|

\%

Mesmos codigos do cart3ao indice quanto
ao tipo de anomalia, ressalvando que
agora sao calculadas para uma area res

trita, com densidade particular.

Lancada ate o -decimo do mgal, sem o pon
to decimal, o sinal e sobre-furado na 42.
Mesmos -codigos do cartdo indice, normal
mente 30, 33 e 35.

Valor da regional.
Outros tipos de isostaticas.
Valor da segunda regional.

Codigo de tipo identico ao do cartao in

dice.
Valor da anomalia.

F lancada a dezena e unidade caracteris

tica do ano, para o seculo XX.

XIX,

con

Quando a observacao for do seculo

ter um sobrefuro.
Lancar o ano em que o cartao for perfu-

‘rado.

Sera codificado de acordo com as neces-
sidades do arquivista. ‘Nao esta preso
a qualquer convencao internacional.
Livres para codificacoes especiais.
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9. ANOMALIAS MEDIAS EM AREAS DE 10 x 10 EM TERRITORIO BRASILEIRO

A anomalia média e definida como sendo o valor anomalo me
dio mais representativo da area analisada. Sao normalmente calculadas para
trapézios esféricos de 10 x 19 ou de 50 x 59 e a reducao do ar-livre e mais

largamente utilizada na obtencao de valores anomalos.

As anomalias do ar-livre podem ser consideradas como isos
tasticas ,tomando-se a espessura da crosta como nula. Ja que a compensacao i-
sostatica n3o ocorre ao nivel do mar, mas a profundidade entre 20 e 50 km,
as anomalias sao localmente correlacionadas as elevacoes do terreno. A ob
servacao tem demonstrado serem as anomalias de maior valor algebrico nas re
gides montanhosas que nos vales vizinhos. Esta relacao se mantem tambem pa
ra as regioes oceanicas; as grandes profundidades correspondem anomalias
menores que nas areas vizinhas mais elevadas. A correlacao sugere a  seme
lThanca das curvas de isoandmalas do ar-livre em relacio aos planos denivel,
representativos da topografia da regiao em que se da a analise gravimetrica.

Geodesistas de diversas epocas tem chamado atencao para a
dependencia dos valores anomalos em relacao a altitude. 0 valor medido da
gravidade sobre a superficie terrestre e uma funcao das coordenadas do pon
to de observacao:

g=F(¢’ A)

e desde que a altitude do mesmo ponto (H) pode ser considerada, tambem como
uma funcao das coordenadas:
H=f(¢, A)

podemos admitir que o valor observado de g e uma funcao complexa das coorde
nadas geodesicas associadas a altitude (H). Conseqllentemente, podemos expres
sar as anomalias (Ag)_em series com a ajuda de funcoes esféricas, ainda que
a existencia dos termos de mais alta ordem possam intervir na convergencia.
Desprezando os termos perturbadores de ordem elevada podemos representar
(Ag) como a soma de duas componentes:

Ag = a(¢, A) + b(¢, A) H ...(9.0.1)
uma das quais expressa a dependencia em relacao as coordenadas geodesicas

[a(¢, X)], a outra em re]acgo a altitude.

Analises praticas comprobatorias da validade da expressao
(9.0.1) foram exaustivamente realizadas por UOTILA|117| que apds analisar
valores de 131 compartimentos em todo o globo chegou a conclusao de que o
valor numerico de b(¢, A), para areas continentais, aproxima—sé da constan-
te utilizada na redugao de Bouguer (0,1119 mga]/m);que como o esperado re

presenta uma aproximacao do equilibrio isostatico. As mesmas conclusoes
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foram estendidas as regioes oceanicas onde o valor medio de(b)e 0.069mgal/m
Estas conclusoes apoiam o uso da expressao (9.0.1) no calculo devalores ano
malos medios.

Para regioes em que existe farto material gravimetrico po
demos encontrar valores constantes das funcoes a(¢, A)e b(d, A) mais repre
sentativos, a partir de equacoes do tipo (9.0.1) aplicadas as diferentes es
tacoes gravimetricas em que tenhamos associadas altitudes e anomalias. Os
valores medios representativos poderao ser obtidos a partir do MMQ se asso
ciarmos as equacoes (9.0.1) a "equacoes de observacao".

0 sistema considerado como de observacao para as estacoes
em que se conhecem (H) e (Ag) sera da forma:

(

A + BH]_ = Agl

A + BH, = Ag,
A + BH; = Ag, .(9.0.2)
LA + BH = Agn

que normalizado e resolvido por qualquer algoritimo de calculo numerico for
necera os valores mais provaveis de (A) e (B) para a regido em analise. Ob
tendo-se o valor medio da altitude (Hm) para a mesma regiao, a partir de
cartas:onde a topografia seja representada por isolinhas ou gamas hipsometri
cas, poderemos calcular

| Bay = A+ Bl ...(9.0.3)
onde (Ag_) € a anomalia media;
m

0 procedimento deve ser encarado com certo cuidado,pois a
d1str1bu1cao das estacoe< gravimetricas, de valores (Ag) conhecidos, influi
ra sensivelmente nos resultados finais. Os valores mais representativos se
rao obtidos quando as estacoes forem bem distribuidas em altitude e posigao,
além de serem em numero suficiente para a reso]ucao dos sistemas.

Teoricamente dois pontos poss1b111tam resolver o sistema,
contudo a aplicacao do MMQ exige a superabundancia de observagoes, que no
caso e garantida bara 3 ou mais estacoes gravfmétricas. Esta condicdo ndo
deve ser encarada pelo minimo necess&fio;difici]mente tres estacoes repre-

sentarao a topografia da regiao, sendo necessario um numero superior.

Na obtencao de aromalias em trapezios de 10 x 19 para )

territorio brasileiro seguimos o roteiro:

1 - Calculo de altitudes medias dos trapezios a partir de
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cartas em escalas diversas.

As folhas da carta de 1:500 000 e 1:1 000 000 do IBGE
e as de 1:1 000 000 da USAF, foram as mais utilizadas.
Com este material obtivemos 885 valores (Hm) medios em
territorio brasileiro, os resultados encontram-se ar
quivados no CEPG-UFPR na forma de cartoes perfurados,
sendo a classificacdao adotada segundo as coordenadas do
baricentro do trapezio;

2 - Calculo de anomalias medias a partir de 8500 estacoes
gravimetricas. 0 material utilizado foi o descrito no
adendo 7.
0s resultados finais estao representados na fig.(9.01)
e cobrem "quadriliteros" de 10 x 10. 0s valores mé-
dios fora& obtidos direfamente atraves de calculos nu
mericos pelo computador IBM-1130; com os dados codifica
dos em cartoes tipo BGI,como descrito no adendo 8. O
programa necessario 3 execucio dos cilculos foi escri
to em linguagem FORTRAN,seguhdo o diagrama de blocos
apresentando na fig. (9.0.2), um exemplo de saida pode
ser observado na fig. (9.0.3).

0 ajustamento linear foi utilizado para trapezios com no
minimo tres estacoes.

Para os que possuiam menos estacoes ou o ajustamento era
impraticavel, o valor médio foi calculado sequndo a media aritmética das
anomalias. Este procedimento nao tem nenhum fundamento teorico-matematico,
o adotamos -ja que a consideracio de valores nulos (ausencia de valor anoma
lo médio), na maioria dos casos conduziria a um erro bem maior que a cohsi
deracao de valores medios aritmeticos.

| Foram consideradas como de ajuste linear impraticavel os
trapezios que apresentavam estacoes gravimetricas mal distribuidas; concen
tradas em niveis topograficos particulares ou numa determinada parte da re
giao em estudo. Com este procedimento eliminamos a possibilidade de valo-
res nao representativos. |

Nos graficos das fig.[(9.0.4) - G e H| podemos observar,as
condicoes de pessimo ajuste quando da ocorrencia de niveis e posicoes parti
culares.

Os graficos da fig. |(9.0.4) A, 8, C, D, E, F| representam
os casos de ajuste aceitavel.
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Programa para‘o Lalculo de

Anomalias Medias

Nimtero de Casos a Serem Monta Mstriz de
Resolvidos (KASOS) | Observagao

Calcula Matriz

Normal

(" -L& fgstagdes : ( xasos = 0 ) Sim
Nao

Gravimetricas

—

Calcula x ey

] im o | Realfza o Calculo de KASOS =
Calcula Anomalias ? Anomalias por KASOS - 1
Estagao e

Le Altitude Media

Nao

Calcula Parametros da
Matriz de Observagao

Calcula Anomalia

Media

Nao '
4#( O1timo Cartdo ? )

Sim

Fig. (9.0-2) - DIAGRAMA DE
FLUXO PARA O CALCULO DE
ANOMALIAS MEDIAS

"Safda de
Resultados'

‘ezt




LOCALIZACAD LATITUDE LONGITUDE ALTITUDE G MEDIOO AOMALTAS DENSIDADE

MA=~27=X 0 0.20 49 ..31 2429 978032241 -9.88 -10413 2467
PMA=22=% D 0.27 49 21.32 0.26 970027.67 “21.21 -21.29 2.67
MA=DD~X 0 l.08 49 41.10 2.71 $78025.27 -22+89 -23.19 2.67
MA=22=X 0 3.4% 49 36e 40 2.97 978022.65 -25.43 -25.76 2.67
MA=22=X 0 3.92 49 39417 2.87 978022436 ~25.75 -26.08 267
NA=272= 0 4415 49 24458 ~0.76 978026413 ~23.11 -23.02 2467
NA=22=X 0 4453 49 49 413 2.71 978029463 ~18.53 ~-18454 2467
NA=27=X 0 5432 4G 32.95 ~1.14 G78#0214:0 -27.56 -27443 2.67
MA=22-X 0 5.33 49 7294273 Del? 978022412 -26482 ~26.84 2.67
MA=22=X% 0 5467 49 53452 2.07 978036459 -11.7¢ -12.01 2467
MA=22=X 0 15.77 49 59408 1.50 972043,88 . 023 Ue06 2.67
NA=27- 0 2.0% 49 45,67 0410 978024463 ~24436 -24 437 2467
NA=2 2= 0 9.67 49 564873 3.98 978025.21 -12.60 -13.05 2.67
NMA=27=X 0 19.17 49 36.08 065 978016.52 -32.31 -32 .38 2.67
NA=22=X 9 11475 49 45410 2.27 978020 45 -27.90 -28416 - 2.67
NA=22=X 0 12.53 L9 40485 2422 978017435 -31.03  =31.2¢% 2.567
NA=22=X 5 12.67 49 29,75 2.30 978016450 ~321.,55 -3l.81 2467
MA=22=X 0 144568 49 31.00 1.76 978014459 -33.95 -34415 2.67
NA=27=X% 2 16415 49 432487 2.53 978016454 -31.79 -22.07 2.67
NA=22=X 0 17447 49 50493 -0.34 978021442 -27.81 -27.78 2.67
MA=22=X 0 12.00 49 47475 1.70 978019.99 -28.62 -28.51 2.57
FIA=22=X 0 1£.50 49 56443 1.00 978044 .64 -4.19 -4 431 2.67
BMA=22-X 0 21.32 49 20452 ~11.57 972052.75 -0.02 127 267

ESTATISTICA DO QUADRILATERO
LATITUDE = 0.5
COORDEMADAS MEDIAS
- LOMGITUDE = 310.%
FIG. (9.0-3) - EXEMPLO DE SAIDA DO ALTITUDE MEDIA = -2,00
NUMERO DE ESTACOES = 23
PROGRAMA ~ GEOANM AMCMALTA FREF=AIR MEDIA = =10.69 MGAL
AMOMALTA BOUGUER MEDIA = -9,79 MGAL

" ezt
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10.. UM METODO DE AJUSTE POLINOMIAL PARA O CALCULO DE VALORES MEDIOS

Em muitos problemas corriqueiros de analise cientifica e
necessario encontrar funcoes representativas de resultados obtidos experi
mentalmente. 0s resultados comumente vem expressos em termos de dois ou
mais conjuntos de valores emque um deles & dependente dos demais.

A obtencao de funcoes representativas pode ser encarada sob
dois aspectos: (1) encontrar a funcao que representa uma curva passante por
todos os pontos resultados ou;(2) encontrar uma curva qué mostre a tenden-
cia de dispersao dos resultados sem necessariamente passar por todos os pon
tos.

0 primeiro problema e resolvido pelos polinomios de inter
polacao, ver KOPAL |63 ou outro metodo semelhante; o segundo que nos in
teressa no momento; pode ser resolvido pelo MMQ, particao de dados em con
juntos parciais ("spline-functions") e outros metodos, ver SCARBOROUGH[104L

0 metodo mais geral e comumente usado para obtencao da
equacao de uma curva que mostre a tendencia de um certo conjunto de pontos
dados; e o do MMQ aplicado na minimizbtﬁodas distancias verticais dos  pon
tos a curva; fig. (10.0.01).

Se lXi, le & um conjunto de (n) pontos e

X ’ ? m (10.0.1
Y=a,+ a,X + a2X + a3X Foae. + amX cen .0.1)

e uma curva com (m) parametros (m,n), entao o MMQ dara os valores dos coefi
cientes que minimizam:
n

E - {yi _vixi)| ...(10.0.2)

i=1

0 que pode ser obtido anulando-se as derivadas parciais
com respeito aos coeficientes, ou seja:

5E N vty
5 - - 2 (y1 - Y(X],)._____.___.___aa. =0 .-.(10.0.3)
J =1 J
(J = 091:2 m)
ou explicitamente:

[ 3E n 2 m .
330 = 121 2(aO A Xy Ay Xyt +a X, - y]) =
I 2x.(a + a,x. + a X + va X -y.)=0

% ay i=1 it7o 1714 2 i T m 1
of g 2x.™(a_+a, x.+ a, X “ +a X" _y.)=0
EEN 1 %7 92 % S TS T
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donde obtemos o sistema de (m+1) equacoes simultaneas ou normais(em notacio

matrjcia]):

AY

g

x¥

FIG.( 10.0 -1 )— DISTANGIA VERTICAL NO AJUSTE

PELO MMAQ.
lc]. [A] = |7] ...(10.0.5)
onde
n £X: IX. ... ok,
1 1
)3x1. ZX]-2 Zx_i.3 . Zx.m‘H
lc| =
(m x m)
inm ZX?H4 me+2 ..: ZX]_Zm
e
ao 'ZY1
3 2X3Y
LY e |T| - ...(10.0.6)
(mx 1) (mx 1)
m
A in Yy
cuja solucao sera:
Al = dcl™ | ...(10.0.7)
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Se considerarmos o conjunto |xi, le com diferentes pesos

W 0 0 ... 0

o W, o...o0

Wl =10 o W,...o0
(m x m)
0o o 0 Wm |
vem:
*T % =1 *
Al = [¢"ow. ¢ ], [c ! w. 8] ...(10.0.8)
Sendo a matriz C* a dos coeficientes das equacoes normais
ponderadas.

As equacoes (10.0.7) e (10.0.8) fornecem os coeficientes
(ai) da expressao polinomial (10.0.1), que representa a tendencia de disper
sao do conjunto Ixi, le-

Quando os |x,, y;| apresentam-se com erros similares em or
denada e abcissa, e conveniente realizar a minimizac3ao da distancia normal
de cada ponto a curva, em-vez da distancia vertical. Este minimo correspon
de ao comprimento-da normal, subtendido entre o ponto e a curva, ver fig.

(10.0.2).
YA
0
FIG.{ 10.0-2 ) — DISTANGIA DO PONTO DADO
™ CURVA

SCARBOROUGH|104| apresenta um metodo de ajustamento pelo
MMQ que minimiza a soma dos quadrados das distancias normais, contudo o pro

cedimento e limitado aos termos de primeiro grau. A sequir apresentamos um
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metodo que realiza o ajuste seguindo este esquema para polinomios de qual
quer grau.

0 calculo da distancia & fundamental. Existem dois meto-
dos para realiza-lo; um deles minimiza a distancia da curva ao ponto e o
outro procura a perpendicular da curva ao ponto dado.

A distancia de qualquer ponto sobre a curva Y = f(X) ao
ponto (Xi’ yi) e:

2

D = /(Y - y) (X - x) ...(10:0.9)

0 (Xi) que torne (Di)»anima e encontrado a partir de:

oD,
——é'xj— = 0 ...(10.0.10)
.i
para D, # 0. Quando D;= 0 a solucao e trivia]<(Xi= X; e Y1=y§). Segundo

(10.0.10) (Xi) deve satisfazer:

Y,

i - yil AL (X; - x:) =0

axi i i ...(10.,0.11)
uma vez encontrado o (Xi) obtemos Yi= f(Xi) e a equacgao (10.0.9)podera ser
usada no calculo de (Di)'

0 segundo metodo pode -ser-denominado das tangentes -sucessi
vas. Inicialmente um ponto sobre a curva, nas vizinhancas do ponto dado, e

encontrado. Esta aproximacao inicial pode ser designada [Xi, f(X.)], e uma

linha reta e tracada neste ponto, tangente a curva. Isto pode se; feito u
sando f(Xi) e f’(Xi) ou f’(Xi) e f(Xi + AX). Neste Ultimo caso AX & um in
cremento arbitrariamente pequeno. Uma vez encontrada a tangente e tracada
a perpendicular a curva passando por (Xi’ yi). Este proceséo - e repetido
ateé que dois sucessivos (Xi) possibilitem o -calculo de duas (Di) cuja dife

renca seja-inferior a uma taxa de precisao pre-definida.

0 ajuste sera baseado em:

n
E LWy D" ...(10.0.12)
1=

sendo (Di) dado pefa (10.0.10). Para minimizar a equacdao anterior e necés
sario resolver um conjunto de (m) equacOes normais:

n .
=2z Wi D. 321 .
i=1 b oody ...(10.0.13)

(j=1s 23 35 LI m)
Em geral este sistema e nao linear, para resolve-To um pro

cesso iterativo e algumas vezes usado (metodo das correcoes diferenciais),
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[104|. Inicialmente uma expansao em Serie de Taylor para (Di) e realizada
em termos de a;; aT, ...a;. Desde que (Di) e uma funcao conhecida, a expan

sao pode ser escrita:

— m a_D_‘ 1 52 Di
D.(a_, a,, a,, ..., a ) =D; + I LI g —_——— Aa Aa
i‘%o? 12 2 m 7 da, Tr.r,g=1 aaraa2 r [}
...(10.0.14)

onde .

D; = Dj (ao’ a1 ’ am) L
e ...(10.0.15)

Aar= ar - ar

admitindo somente os termos de baixa ordem em Aa e substituindo a (10.0.14)
em (10.0.13) vem:

m .
W.(D; + £ =1 Aa))

n
z =0 ...(10.0.16)
s 1T 2y T r’ 33
G =1, 2, > m)
Pela (10.0.9) vem:
i _ _ Yi - yi aYi ...(10.0.17)
Bar Dj Bar
onde
Voza +aX +aX, ax."
Yi=ag v agky + ak + gk ...(10.0.18)
Agora podemos escrever:
0 _
Y
= - syl ) 2N
AJ 1§1 W (Yi y1) oa .
i J N ...(10.0.19)
e - - _ _
C.= T w; (—=—"1) ! L

, ir % ...(10.0.20)

(J = 15 23 cee m)
Com isso encontramos a equacao procurada para o ajuste da
conjunto de (n) pontos [x., y.|.

0 procedimento para ser aplicado pressupoe o conhecimento
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dos parametros iniciais (36, 31,'5 5 esas Eh). As distancias de cada ponto
dado a curva serao encontradas usando um dos metodos anteriormente comenta
dos, e (Aj) e (er) a partir das equacoes anteriores e resolvidas para A,
Aa1, ces Aam. 0s novos coeficientes sao calculados:

. = a, + hag ...(10.0.21)

Este novo conjunto de parametros e ent3ao utilizado como
iniciais de um novo ciclo. As iteracoes sdo realizadas ate que a,_ convirja
(Aar <<<ar).

Para realizar os calculos necessarios aos dois metodos an
teriores elaboramos um programa em linguagem FORTRAN-IV denominado “sistema
SAJMMQ", para ser utilizado no computador Burroughs-6700.

A arvore da estrutura do programa encontra-se representada
na fig. (10.0.3). 0 sistema consta de um programa principal denominado SAJ
MMQ que desempenha o papel de supervisor. Sua funcao e controlar a armaze-
nagem de dados e a chamada das subrotinas de primeiro nivel, segundo especi
ficacoes do usuario.

0s cartoes tipicos de dados encontram-se esquematizados na
fig. (10.0.4).

As principais variaveis do programa sao: (N) numero de pon
tos dados; (M) grau do polinomio a ser encontrado; (LL) numero de casos
analisados com o mesmo conjunto de dados; (NPERFU), variavel-ldgica que in
dica se a perfuracao dos resultados sera ou nao realizada; (AJUS)variavel-
logica que indica se o ajustamento pelo sequndo método aqui descrito sera
realizado, (AEST) variavel-logica que indica se uma analise estatTstica ru
dimentar sera realizada.

A variavel (LL) e uma alternativa interessante, permite a
manipulacao de (LL) conjuntos (yi) para 0 mesmo (xi). Nos problemas geode
sicos de simulacao do campo anomalo esta variavel e importante ja que para
uma mesma abcissa poderemos atribuir dois ou mais valores (maximo de quatro)
de ordenadas.

0 diagrama de fluxo do programa SAJMMQ e das respectivas
subrotinas sao apresentados nas figuras anexas.

ORDENA-Subrotina que realiza a ordenacao dos dados de en
trada segundo dois niveis (x e y). Ocorrendo valores duplos de ordenadas
para uma mesm. abcissa, a subrotina armazena em (x) a media das ordenadas.

RESOLV-Subrotina que utiliza a tecnica inicialmente descri
ta para distancias verticais. A Subrotina de sequndo nivel IESMAT & chama
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da para resolver o sistema de equacoes normais. Esta subrotina consta de
diversos manuais de programacao, a aqui utilizada encontra-se descrita em
McCALLA. |[81]

ANEST-realiza uma analise estatistica rudimentar dos resul
tados da subrotina RESOLV, sera utilizada somente se a variavel AEST for
"verdade". Calcula as distancias verticais e realiza o calculo dos elemen
tos estatisticos: erro re]étivo, variancia, desvio padrao e coeficiente de
correlacao.

A Subrotina AJUSTE e opcional, utilizando os resultados .de
RESOLV como parametros iniciais realiza o ajuste dos dados pelo metodo das
distancias normais. Para a sua realizacao chama as subrotinas de  segundo
nivel; IESMAT e FUNGAO. |

A subrotina FUNCAO realiza os calculos de valores caracte

risticos y; = f(xi) e as suas derivadas.,

As tecnicas de calculo utilizadas em cada subrotina pode-
rao ser facilmente compreendidas mediante inspecao dos fluxogramas apresen-
-tédos. |

0 sistema ora apresentado foi desenvolvido para atender ao
calculo de valores anomalos medios nos metodos analiticos comentados no ca
pitulo 3. Os resultados obtidos mostram ser o primeiro metodo (RESOLV) de
caracteristicas muito gerais, devendo ser utilizado somente quando se pre
tende obter as caracteristicas de dispersao dos resultados. 0 segundo, em
bora tenha a tendéncia de aproximar mais a-curva ao conjunto de dados, nao
obtem uma fuhcao representativa de todos os pontos; mantem as caracterTsﬂi
cas de tendencia so que particularizando ocorrencias da distribuicao.

Fig. (10.0.5) - Conjunto das subrotinas integran
tes do sistema SAIMMQ.

(a) - Programa principal

—_
o
~—

]

Subrotina ORDENA

(c) - Subrotina RESOLV

—
ja N

~—
]

Subrotina AJUSTE

—~
[p>]
S~
!

Subrotina FUNCAO

jo/...
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