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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo das solugdes cosmolégicas em dois modelos
de gravitagdo em dimensoes reduzidas. O primeiro modelo, em duas dimensoes espago-
temporais (2D), parte da teoria de Jackiw-Teitelboim e inclui um termo néo linear no escalar
de curvatura (R). O segundo modelo, em trés dimensoes espago-temporais (3D), se serve
da dindmica gravitacional escalar proposta por Cornish e Frankel e inclui novamente um
termo nao-linear em R na sua dinidmica. O fluido cosmolégico (a fonte gravitacional) é
modelado em todos os casos pela equacdo de estado de van der Waals. Focalizamos em
particular o estudo das transi¢oes entre regimes de aceleracdo e desaceleragao do fator de
escala césmica. Estas transi¢oes podem representar tanto universos (2D e 3D) jovens saindo
do regime inflaciondrio, como universos velhos em que a energia escura comeca a predominar

sobre a matéria.



Abstract

In this work, we present an analysis of the cosmological solutions coming from two gravi-
tational models in lower dimensions. The first model, in two space-time dimensions (2D),
takes as starting point the Jackiw-Teitelboim model and adds a non-linear term in the scalar
curvature (R). The second formulation, in three space-time dimensions (3D), uses the scalar
gravitational model proposed by Cornish and Frankel and also includes a non-linear term
in R. The sources, in all cases, are modelled by the van der Waals equation of state. In
particular we focus on the analysis of transitions between accelerated and decelerated regi-
mes. These transitions could describe, in one hand, young (2D and 3D) universes leaving the
inflationary era and, in the other hand, old universes where dark energy starts to dominate

over matter.
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Introducao

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein é um dos grandes trunfos da Fisica do
século XX, utilizando, entre outras, a idéia revolucionaria de espago-tempo dinamico para
descrever o comportamento da interacdo gravitacional. Uma das dreas onde a Relatividade
Geral mostrou fortemente seu potencial é a cosmologia. O papel das diferentes formas de
matéria na expansdo do Universo, a importancia da radiagao eletromagnética na dinamica
césmica e a possibilidade da existéncia de outros tipos de fontes foram colocados em evidéncia
gracas a teoria gravitacional de Einstein.

Um ingrediente importante na dindmica dos modelos cosmoldgicos é o comporta-
mento da aceleracdo do fator de escala césmico a(t). No caso particular de um universo
jovem, pode-se utilizar o modelo inflacionario que postula uma expansao extrema do uni-
verso nos primeiros instantes apds o big bang (mas fora da era de Planck), fornecendo uma
expansdo com aceleragdo positiva. Um outro resultado muito importante é a descrigdo do
universo atual, também em expansdo com aceleragdo positiva, cuja fonte seria a chamada
energia escura, postulada sobre uma das evidéncias experimentais mais importantes de toda
a cosmologia observacional.

Na tentativa de refinamento dos modelos cosmolégicos comegam a aparecer dificul-
dades de ordem técnica e conceitual na medida em que novos ingredientes comecam a ser

incorporados tais como novos constituintes, interacoes nao gravitacionais entre esses cons-



tituintes, ou modelos anisotrépicos. Da mesma forma as tentativas de inclusao de efeitos
quanticos na gravitacio tem sido em muitos casos infrutiferas e nas melhores situacdes, mo-
destas. Focalizados nesses problemas os modelos em dimensées reduzidas (2D e 3D) foram
propostos nos anos 80. Desde o comego estes modelos apresentaram resultados promisso-
res. Em 1981 Polyakov apresentou uma formulacdo de gravitagdo 2D efetiva onde os efeitos
gravitacionais eram obtidos a partir de uma agdo semi-cléssica (apés a integragdo sobre os
campos de matéria) [1]. Um modelo “parente” da teoria de Polyakov é o modelo de Jackiw-
Teitelboim (JT) que se afirmou como uma outra formulagdo consistente bidimensional [1].
Este modelo foi investigado de diversas formas, inclusive dentro do contexto cosmoldgico.
O papel da radiagdo, da matéria, e o caso inflaciondrio foram investigados em trabalhos
recentes [2, 3].

O caso da energia escura vem recebendo uma forte atencdo da comunidade cientifica.
Diversas maneiras de se formular a sua contribuigdo para a evolugdo do universo foram
propostas: a constante cosmolégica, um campo escalar, equagoes de estado exdticas, etc.
Recentemente tem sido proposto na literatura uma nova idéia utilizando termos nao lineares
[4,5]. Como dissemos os termos ndo lineares foram propostos para simular os efeitos da
energia escura dentro de uma interpretagéo geométrica. A inclusdo desses efeitos é feita com
uma modificacdo da acdo de Einstein em que um termo nao linear no escalar de curvatura
é adicionado ao termo candnico. Os resultados incluem aceleragdo cosmolégica positiva via
energia escura para uma era atual e transicdo entre os periodos desacelerado do passado,
dominado pela matéria, e o acelerado de hoje.

A simulacdo geométrica da energia escura pode ser testada em modelos cosmolégicos
2D e 3D. Nesta dissertacdo pretendemos investigar os efeitos produzidos pela inclusao de
termos nao lineares em R nessas formulagdes. A dindmica de partida é a do modelo de
Jackiw-Teitelboim em 2D onde incluimos o termo R~!, um invariante natural por trans-
formacses gerais de coordenadas. Com esta equagdo para o campo gravitacional e a equagao
de balanco obtida pela lei de conservagédo do tensor energia-momento temos um sistema de

equacoes diferenciais nao lineares cujo comportamento é analisado via solucoes numéricas



(as solugdes analiticas conhecidas correspondem a regimes cosmoldgicos triviais). A andlise
é dividida para tempos pequenos em que a contribuicdo do termo n&o-linear é irrelevante,
devido & presencga do tensor energia-momento da matéria, e para tempos grandes onde aquele
comeca a se tornar importante. Em particular, pretende-se verificar a possibilidade do termo
geométrico ser responsdvel por um universo (2D) velho acelerado positivamente, desempe-
nhando portanto o papel de energia escura. Obtemos a evolugao temporal do fator de escala
césmico para descrever a expansdo do Universo, a evolucdo da densidade de energia para
descrever o comportamento das fontes gravitacionais e finalmente a aceleracdo que pode ser
utilizada como norma para a classificacdo dos diferentes regimes cosmoldgicos.

Em 3D partimos do modelo escalar proposto por Cornish e Frankel que entre outras
caracteristicas importantes apresenta um limite newtoniano [6]. Nos modelos de Einstein 3D
o tensor de Riemann é zero fora das fontes, assim nao hé propagacao de ondas gravitacionais
e conseqiientemente o limite newtoniano é perdido nessa formula¢do. Todavia, no contexto
cosmoldgico o espago-tempo 3D é preenchido completamente pelas fontes e portanto em
muitos casos segue um comportamento regular. Os ingredientes bédsicos desses modelos sao
as equagdes de campo gravitacional (onde sdo consideradas as equagbes de Einsten ou uma
dindmica alternativa) , a lei de conservagdo do tensor energia-momento, a equagéo de estado
das fontes e suas equagoes de campo correspondentes, na descrigdo usual de espago-tempo-
curvo. Consideramos nesta dissertagdo a possibilidade de se obter regimes de trés eras
que podem corresponder a um periodo inicial inflaciondrio em 3D, seguido por uma era de
desaceleragdo dominada pela matéria (ou radiacdo) e finalmente um perfodo de aceleragao
dominado pela energia escura que é representada pela contribui¢do do termo néo-linear do
escalar de curvatura.

A dissertagdo estd estruturada da seguinte maneira: no capitulo um apresentamos
os ingredientes bésicos da RG e da cosmologia em 4D; no capitulo dois analisamos modelos
de gravitagio em dimensdes reduzidas (2D e 3D) e solucdes cosmoldgicas com regimes de
aceleracao e desaceleragdo. No capitulo trés estudamos modelos em 2D e 3D que incluem

um termo nao-linear do escalar de curvatura na dindmica para simular perfodos dominados



pela energia escura e por ultimo finalizamos com nossas conclusées.
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Gravitacao e Cosmologia

2.1 Gravitagao

E conhecida da literatura a incompatibilidade da gravitagdo Newtoniana com a Re-
latividade Especial [7-9]. Face a este impasse Albert Einstein propds uma nova teoria de
gravitagdo hoje conhecida como teoria da Relatividade Geral (RG). Um principio bésico,
tanto da dindmica de Newton como da dindmica ndo gravitacional de Einstein, é o da rela-
tividade dos sistemas inerciais, ou seja, ndo hé referenciais iniciais privilegiados, todos sao
equivalentes. Em outras palavras, as leis da dindmica sdo invariantes por transformagcoes
de Lorentz [7]. Essa universalidade porém é quebrada para transformacdes de coordenadas
entre sistemas acelerados, que devem ser considerados quando sdo levados em conta efeitos
gravitacionais. A RG substitui a invaridncia de Lorentz pela invaridncia por transformacoes
gerais de coordenadas (TGC) como simetria fundamental dos sistemas que incluem a forga
gravitacional.

Nesta secao apresentamos os elementos basicos do calculo tensorial que representa a

linguagem da RG de Einstein.
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2.1.1 Tensor Métrico

Numa variedade pseudo-euclidiana temos o tensor métrico de Minkowski 7,3 que

caracteriza o espaco-tempo na Relatividade Restrita.
ds? = Napdz®dz?, (2.1)

é o elemento de linha em funcao de 7,3, onde

1 0 0 O
0 -1 0 O
Nap = (2.2)
0O 0 -1 0O
0 0 0 -1
e 7% = (20, 2, 22, 23).

Para o caso de variedades curvas ( conhecidas como variedades de Riemann [7] ) o
elemento de linha é dado por

ds* = g, dztdz”, (2.3)

que é um invariante natural por TGC. O tensor métrico g,, obedece & seguinte lei de trans-
formagéao

P o
9w =9 0a” D7 (2.4)
4 po o't Oxv’ ’
que caracteriza qualquer tensor de segunda ordem. Duas propriedades bésicas sao que o
tensor métrico é simétrico por troca de indices e que sua versdo contravariante define a sua

inversa,

O = Gup gu)\g“l’ = 5; (25)

2.1.2 Equacgao de Movimento da Particula Teste

Consideremos uma particula em queda livre em relagdo a Terra cujo movimento,
quando observado de um referencial inercial local £, é regido pela dindmica de particula

livre

12



d2€a _

dr?

onde 7 é o tempo préprio.

15t

&

Fig. 2.1: Referencial inercial €% e referencial arbitrario .

De acordo com o principio da covaridncia geral a inclusdo dos efeitos gravitacionais

implica na mudanca de descrigdo para um sistema de referéncia arbitrario denotado por z*

e cujo tensor métrico é g,,. A equacdo de movimento da particula em presenga do campo

gravitacional é obtida pelo principio da acao minima

6S=5/ds=0,

onde ds é o elemento de linha caracterizado pela métrica g,,

ds® = gudatdz”,

escrevendo ds em funcao do pardmetro \ da curva z# = z#(\)

assim

entao

dz* dz¥ 7
ts= (055 ) @
do* dz* \ ?
5S=5/(gw,%\——d%—> d\ = 0,

dz* dz” = 1 dxtdz®
65 = v S9pv T TN d\ = 0.
/(9“ d\ d,\> 5(29“ ) d)\)
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Utilizando as equagbes de Euler-Lagrange e simetrizando as derivadas do tensor

métrico encontramos que

d’z# 1 (Ogus Ogux Ogu )\ dzt dz”
Iunpe T3 (8$” T o T ax~> > (2.12)
multiplicando por ¢*", temos
d*z” , dzt dz”

que é a equagdo de uma curva geodésica, onde

1 09uc  O0ux O
T _ KT — 2.14
P 27 (82:" T oo T 0o ) (2.14)

sao os simbolos de Christoffel [7,10]. De acordo com as expressoes (2.13) e (2.14) o termo
dependente no simbolo de Christoffel refere-se aos efeitos gravitacionais das fontes sobre a

particula teste.

2.1.3 Tensor de Riemann

Pode-se construir um tensor que expresse os efeitos gravitacionais a partir do tensor
métrico e suas primeiras derivadas, conhecido como tensor de curvatura ou tensor de Rie-
mann [7]. Embora o tensor de curvatura dependa da escolha de um sistema de coordenadas
a curvatura caracterizada em termos da métrica é uma quantidade intrinseca. A nao nuli-
dade deste tensor implica na existéncia de campos gravitacionais e no espago-tempo plano
ele desaparece [2].

Em termos do simbolo de Christoffel o tensor de curvatura de Riemann é dado por

81_‘0‘}‘ 81‘11& a T T lo'
z)\n: 8.73/; - 83;‘ TR A Tt pkT TN (215)

O tensor de Riemann covariante é definido como
Ra#)\,i = gaﬁRZAK,‘ (216)
Obtém-se o tensor de Ricci pela contracdo do tensor de Riemann

R,tm =R, = ga,\Rau/\m (217)

naK
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com a contragao do tensor de Ricci, tem-se
R= glmR;m = g!mga)\Ra/,L)\m (218)

que é o escalar de curvatura.

O tensor de Riemann é simétrico em relacido a troca dos pares de indices e antis-

simétrico em relagdo a troca de indices de cada par

A

Ra,u)\n = R)\nau ) Ra,u)\n - "R,u.a)\n ) Rap)\n = _Ra;m)\- (219)
Das propriedades de simetria segue que a soma ciclica é nula
RCI,U)\K/ + Ra;{p,)\ + Ra,\,{u == 0 (2.20)

Adotando um referencial inercial local e derivando em um dado ponto x, Fﬁ,\ desa-

parece mas suas derivadas ndo. Entdo pela equagéo (2.16)

10 [ 0%an  O%u 0% dg
Ropree = = - 2 =~ ke 2.21
GNE T 9 Dk (axnaxu z°9z%  0zrds: azAaxa) ! (2:21)
permutando Ak e £ obtém-se
Roprnie + Rapexin + Roprgr = 0, (2.22)

que é conhecida como identidade de Bianchi.

2.1.4 Leis de Conservagao

Uma das mais importantes leis da fisica é a lei de conservagao de energia, em relativi-
dade especial aprendemos que matéria e energia sdo equivalentes e que as leis de conservagao
separadas precisam ser substituidas por um novo principio que as integre, em cosmologia
precisamos ter este fundamental principio em mente.

Do fato do Universo ser homogéneo e isotrépico em larga escala as fontes podem
ser comparadas a um fluido perfeito chamado de fluido cosmolégico. Neste fluido todos os

constituintes, desde particulas fundamentais até galdxias, sdo tratados como particulas.
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Podemos modelar as fontes gravitacionais do universo como um fluido tendo em cada
ponto uma velocidade ¥ [7,11]. Supondo um referencial em que o fluido estd em repouso,

neste ponto do espago-tempo o tensor energia-momento toma a forma
T'I’J = pé'ij) Tio = TOi = O, TOO = p) (2.23)

sendo p a pressao e p a densidade de energia.

Tomemos agora um outro referencial em que o fluido se move com velocidade 7.
O referencial em repouso é o referencial de laboratério. A conexdo entre as coordenadas
coméveis Z° e as coordenadas do laboratério é z* = A%(7)Z°, com A =y ey = (1—v?)71/2,

onde estamos fazendo ¢ = 1, assim

(v=1)

Ay = i, A;- = b5 + Uil A? = 7Yj- (2.24)

Mas T*# é um tensor, assim em um referencial de laboratério temos

T8 = A%(v) A5 ()T, (2.25)
ou explicitamente
T9 = péi; + (p+ p)f—}%, T = (p+ p)%, T% = (p+p0)3 igﬁz, (2.26)
e de forma mais geral
T°% = pn°? + (p + p)UU®, (2.27)

onde U2UP é o quadri-vetor velocidade, sendo U® = (vc, v7).
Por outro lado, as fontes do campo gravitacional podem ser compostas por um fluido
fora do equilibrio. Entdo o tensor energia momento, no caso de um Universo homogéneo e

isotrdpico, é escrito da seguinte forma

™ = <Z[Pi +pi] + w) urU® — g <ZP¢ + w) : (2.28)

onde p; e p; (i = 1,2,...n) sdo a densidade de energia e a presséo hidrostética das fontes, res-
pectivamente e w € a pressdo dindmica que estd relacionada a interacao entre os constituintes

através do campo gravitacional.
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Pela lei de conservacao do tensor energia-momento a derivada covariante desse tensor
deve ser igual a zero

T = 0. (2.29)

A formulacao da lei de conservagdo com um campo gravitacional precisa considerar

o quadri-momento da matéria mais energia bem como o quadri-momento do préprio campo
T+t =0 (2.30)

onde t4 é a contribuigdo do campo gravitacional [8].

2.1.5 Equacgoes de Campo

A teoria de gravitagdo de Einstein descreve a evolucdo do campo gravitacional a
partir de um conjunto de expressoes conhecidas como equagoes do campo. Elas sao equagoes

diferenciais parciais nao-lineares que na forma tensorial sao dadas por

o = BTG (2.31)
C

onde G* é o tensor de Einstein e T"” o tensor energia-momento das fontes. O significado
desta equacdo pode ser resumido nas palavras de Wheeler: “ O espago diz & matéria como
se mover e a matéria diz ao espago como se curvar “ [12].

Aplicando o principio de agdo minima para uma varia¢do na métrica g,
08 =055+ 05, =0, (2.32)

onde S, é a agdo do campo gravitacional e Sy, a acdo da matéria. Considerando as duas
agoes

3
167G

58, = 5 / RV—=gdQ, S, = 2_16 / T,,69"/—gdQ, (2.33)

com a contracao dos simbolos de Christoffel e do tensor de Ricci e a defini¢ao de divergente

mais a lei de Gauss [7, 8], obtém-se

c? 1
z — 2.34
05, = T6nC / (R,“, 2g,“,R> Yo PRvs gdS2, ( 34)

17



assim, encontramos que

IrG

3 1
5= Terc / (RW ~ 9wt = Tw) 89/~ gd2 =0, (2.35)

sendo dgH” arbitrarios, tem-se finalmente as equacoes do campo de Einstein

1 8¢
R/.w - *QWR = _7

5 Ty, (2.36)

o lado direito da expressao esté relacionado as fontes gravitacionais e o esquerdo & geometria
do espago tempo. Em que
1

G;u/ = R;w - §guuR> (237)

é o tensor de Einstein.

18



2.2 A Relatividade Geral e a Cosmologia

Nesta se¢ao apresentamos os elementos bésicos da relacdo entre a Relatividade Geral

e a Cosmologia.

2.2.1 Principio Cosmolégico

O Universo é o mesmo em todas as diregdes (ponto a ponto), ou seja, ele é isotrépico
e homogéneo, esse fato é conhecido como principio cosmoldgico. Esse principio, porém,
s6 é valido para grandes distancias, da ordem de 100Mpc; em sistemas como galaxias isso

naturalmente néo é verdadeiro [7,13].

2.2.2 Coordenadas Comoveis

Apesar do Universo ser o mesmo em todas as diregées ele nao é estético, e é necesséario
ter em mente modelos consistentes com essa realidade. Pela adog@o do principio cosmolégico,
consideramos que os coeficientes métricos sdo sempre os mesmos, ou seja que nao dependem
da localizacao espacial nem da diregdo. A métrica usual do espago-tempo plano de Minkowski

da relatividade especial,
As? = (cAt)? — (Az? + Ay? + AZ?) (2.38)

¢ um exemplo de uma métrica homogénea e isotrépica, pois seus coeficientes sao constantes
mas ela é uma métrica estdtica. N6s podemos generalizar esta métrica incluindo uma funcao

de escala arbitraria que varie no tempo,
As? = (cAt)? — a®(t)(Az? + Ay? + A2?) (2.39)

o coeficiente a(t) é denominado fator de escala césmica.
Se o fator de escala cresce com o tempo e duas particulas, em repouso em relacao ao
referencial comével, estao separadas por uma certa distdncia, em um tempo posterior esta

distancia ser4 maior. Na forma da equagéo (2.39), as coordenadas (z,y,2) sdo chamadas
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Fig. 2.2: Coordenadas comoveis.

coordenadas comdveis; isto é, elas permanecem fixas, a distdncia entre elas é que muda
através do fator de escala. Podemos utilizar um baldo como analogia, suponha linhas de
latitude e longitude sobre a superficie de um baldo, observe figura (2.2). Se o baldo comega a
encher, e as linhas se expandem com ele, as suas coordenadas relativas a seus pontos porém
nao se alteram. As coordenadas espaciais na métrica cosmolégica nao mudam com o tempo,

a variagdo do Universo com o tempo ¢ totalmente descrita pelo fator de escala a(t) [14].

2.2.3 Meétrica de Robertson-Walker

A métrica (2.39), que foi introduzida para descrever a dindmica do universo, é
apropriada apenas para uma geometria plana, entretanto podemos prever outros tipos de
geometria que continuem respeitando o principio cosmolégico. Uma métrica assim foi cons-
truida em 1936 por H. P. Robertson e A. G. Walker independentemente; eles mostraram que
a métrica espaco-tempo mais geral para um universo dindmico, homogéneo e isotrépico pode

ser escrita na forma

Ar?

As® = (cAt)? — a*(t) (1_?55

+r2AG? + rzsen29A¢2> , (2.40)

onde nds usamos coordenadas esféricas comdveis, com uma distancia radial 7.

A parte espacial tridimensional do espago-tempo é especificada pela constante de
curvatura k. Existem trés geometrias possiveis para um universo homogéneo e isotrépico, se
k = 1 temos uma geometria esférica, se kK = 0 uma geometria plana e finalmente se k = —1

uma geometria hiperbdlica.
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Fig. 2.3: Geometria do universo.

Na figura (2.3) estdo representadas as trés geometrias possiveis que estdo associadas
a expansao do universo. Se o universo possuir geometria hiperbdlica ele se expande para
sempre (figura do topo, ao lado aparece o gréfico da evolugdo temporal do fator de escala);
se, por outro lado, ele for plano o universo é aberto (figura do meio), mas se o universo

possuir geometria esférica ele caracteriza um universo fechado (figura inferior) [14].

2.2.4 Expansao do Universo

Em 1912 Slipher descobriu que as linhas espectrais das estrelas na galdxia M31 mos-
travam um enorme deslocamento para o azul, indicando que esta galdxia estd se aproximando
do Sol a uma velocidade de 300km/s. Slipher demonstrou, depois de um levantamento sis-
temdatico, que a maioria das galdxias apresentam deslocamento para o vermelho, indicando
que elas estao se afastando, descobriu também que quanto mais fraco era o brilho da galdxia e
portanto mais distante, maior era o deslocamento para o vermelho indicando uma velocidade
maior [13,15].

Em 1929, Hubble provou que as galdxias se afastam com velocidades proporcionais

as suas distdncias, observe o diagrama da figura (2.4). A velocidade de recessdo é dada por

(2.41)
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Fig. 2.4: Diagrama obtido por Hubble usando redshifts.

e é na mesma direcdo de 7. Mas r = ax no referencial comével, entao
a
— =Qaz = -T, 2.42
dt a (2.42)
podemos escrever entdo a equagdo (2.41) em termos da func¢do de Hubble H = a/a

v = Hr, (2.43)

a equagdo (2.43) é conhecida como a lei de Hubble.

Fig. 2.5: Lei de Hubble demonstrada para trés galdzias.

Observe, na figura (2.5), a lei de Hubble sendo aplicada a trés galdxias; o pardmetro
de Hubble é constante no espago devido ao principio cosmolégico, mas nao é constante
no tempo, podemos definir um valor completamente constante a partir das medidas desse
parametro no tempo atual

v = Hyr (2.44)
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onde Hj é conhecida como constante de Hubble.

2.2.5 Modelo Padrao

O primeiro modelo de Universo foi proposto por Lemaitre e Friedmann independen-
temente. Eles encontraram solugbes das equacdes de Einstein que descrevem um Universo
de acordo com as observagdes de Hubble, este modelo se tornou conhecido como Modelo

Padrio.

Escrevemos as equagoes de campo da Relatividade Geral

1
R, — §9WR = —81GT,., (2.45)

com uma métrica de Robertson-Walker dada a hipétese de homogeneidade e isotropia do

Universo
dr?
1— kr?

ds® = (cdt)?® — a?(t) ( +r2df? + r2sen29d¢2> : (2.46)
encontramos as componentes ndo nulas do tensor de Ricci

Roo = _3%, R = P (ai + 2a% + 2k). (2.47)

i
a2
Com as fontes sendo descritas pelo tensor energia-momento de um fluido perfeito

T = pg"” + (p + p)U*U", (2.48)

onde p a densidade de energia, p a pressiao do fluido e U* = (1,0, 0,0) é a quadri-velocidade
no referencial comével. O traco do tensor energia-momento é (p — 3p) e as componentes nao

nulas sao dadas por

Too = —p, Tii = —pgi;. (2.49)

Das equagdes de Einstein (2.45) e das equacdes (2.46)-(2.49) encontramos duas equagoes

independentes
i i a\®  k
—3- =47G(p + 3p), —+2 <-> +— = 4rG(p — p), (2.50)
a a a a
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onde admitimos ¢ = 1. Podemos reescrevé-las da seguinte forma

&G k a dn G
H?= ") — el
3 poy 7 3 (p + 3p), (2.51)

onde H = a/a, p e p sdo fungdes exclusivas do tempo como conseqiiéncia das hipSteses de
isotropia e homogeneidade.
Os modelos que incorporam estas equagoes sdo chamados de modelos FLRW, devido

a Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

2.2.6 Densidade e Energia Escura
Densidade Critica

Embora a densidade média de matéria do universo seja uma quantidade medida
apenas indiretamente, pois ela é determinada através do brilho das galéxias, seus movimentos
e suas interagbes com as vizinhangas, tem grande importancia em cosmologia.

Podemos reescrever a equagdo de Friedmann do seguinte modo

D=1+ 22 (2.52)
onde
G

é o parametro de densidade e estd ligado a geometria do universo. Se kK > 0, > 1, a
densidade do universo é maior que a densidade critica, mas se k£ < 0, 2 < 1, a densidade
do universo é menor que a densidade critica e ele se expande para sempre. Se, todavia, o

universo for plano, ou seja k = 0, teremos uma densidade critica associada a ele e Q =1 [14],

3H?

= , 2.54
pe= o7 (2.54)

como conhecemos o valor da constante de Hubble no tempo presente, calculamos a densidade

critica atual

pe(t) = 1,88h210" 2 kgm 3, (2.55)
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convertendo massa para massa solar e distancias em megaparsecs
pe(t) = 2, 78R~ 110 M/ (h™t Mpc)?, (2.56)

onde h = 0,72+ 0,08 [13].
Da densidade critica, podemos redefinir o pardmetro densidade (2, especificando a

razdo entre a densidade de massa-energia atual e a densidade critica
Q=2 (2.57)

As medidas atuais apontam para um parametro de densidade da matéria 0y = 0,25 £0,1,
somando matéria escura, barions e neutrinos; e para o da energia Qg = 0,7+0, 1 englobando

fétons, neutrinos ndo massivos e energia escura. O pardmetro total fica, entdo, por volta de

Qr=1+0,1

Parametro de Desaceleracao

A razdo de mudanca do fator de escala a, fornece a expansdo do universo, d € a
aceleracao do universo e denota como a prépria expansdo muda com o tempo. O negativo
da aceleracdo é, entéo, a desaceleragdo definida por —d; porém podemos defini-la como uma

quantidade adimensional
i

_ & 2.58
T (2.58)

q_—_

Fisicamente o parametro de desaceleracdo nos diz se a velocidade estd crescendo ou
decrescendo. Realmente, até o inicio da década de 1990, os cosmélogos acreditavam que o
universo fosse constituido basicamente por matéria, sendo que a contribuicdo da radiagao
de fundo para a densidade de energia do universo, sob a forma de f6tons e demais reliquias
relativisticas, é desprezivel na era atual. De acordo com a cosmologia padrao, num Universo
constituido apenas por matéria existe uma conexao entre a geometria e o seu destino, como

vimos na segao anterior.
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Nucleossintese

A abundancia de elementos leves ( *He, D, He,” Li ) é certamente a maior evidéncia
do modelo padréo, pois estes foram criados nos estdgios primordiais do universo enquanto
que a maioria dos elementos pesados foram produzidos mais tarde no interior de estrelas.

A aproximadamente 180s apds o Big Bang & temperaturas e densidades muito eleva-
das, néutrons e prétons puderam se unir diretamente para formar o nucleo de deutério.

O deutério é formado pela reacdo n+p +— d+~ onde - é o féton liberado. O deutério
se combina facilmente com um préton, ou outro deutério formando nicleos de hélio. Todos
os hélios do universo, incluindo os do Sol, foram criados nessa época.

Se todos os 4tomos tivessem sido ndo-energéticos no final da época dos hédrons,
quando o nimero de néutrons e prétons era aproximadamente o mesmo, entdo todos os
prétons do universo teriam se combinado imediatamente com os néutrons se unindo con-
tinuamente a hélios tornando a existéncia dos hidrogénios impossivel. Devido a este fato
Gamow, Alpher e Hermann propuseram que o Universo jovem precisava ter um bilhdo de
fétons por particula de matéria, e que depois da nucleossintesse esses fétons continuaram
permeando o universo dando origem a radiagdo césmica de fundo.

O hidrogénio é atualmente o elemento mais comum no Universo seguido do hélio, a
maior parte dos outros elementos sdo bem menos abundantes. Entretanto, os outros nicleos
criados na nucleossintese tem importantes implicagdes cosmoldgicas ja que suas quantidades
podem ser medidas atualmente. A abundancia de deutério depende muito das condigdes do
universo durante a sua formacéo, especialmente sobre a densidade de bérions.

A nucleossintese é inteiramente controlada pela temperatura e pela razao entre néutrons
e prétons. Certos modelos cosmoldgicos dependem de fatores como a taxa de expansao e a
geometria, influenciando a nucleossintese apenas indiretamente, afetando principalmente o
tempo césmico em que o Universo atinge a temperatura apropriada, bem como pelo controle
da densidade de ntcleos e a razao néutron/préton no inicio da fusdo. A determinacado da

densidade de deutério somente é relevante para a densidade total de massa se o Universo
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presente for composto apenas de barions. Mas esse ndo é o caso, é possivel que a maior parte
da massa seja devida a algum tipo de particula exética, entdo o limite do deutério d4 apenas

a fragdo da massa total de bérions [13].

Recombinagao

No final da nucleossintese, o Universo era um mar de fétons, neutrinos e matéria
ionizada (elétrons, prétons, nicleos de hélio, deutério e litio) onde os elétrons espalhavam
continuamente os fétons, tornando o Universo opaco, esta era caracteriza a era dominada
pela radiagdo. A medida que o Universo se expande a densidade decresce proporcionalmente
ao fator de escala; no caso da matéria, com o fator de escala ao cubo, e da radiacdo numa
quarta poténcia dentro do modelo padrdo [14]. De tal maneira que, em aproximadamente
10's as densidades se igualaram e o fator de escala estava entre t2 (Universo de radiagdo) e
t3 (Universo de matéria), como mostrado na figura (2.6). Esta época estd associada também

a formagdo de estruturas.
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Fig. 2.6: Fuvolugdo das temperaturas e densidades do Universo.

Em torno de 10'3s, a temperatura do universo caiu para aproximadamente 3000K, os
elétrons foram atraidos pelos campos dos niicleos e os fétons aumentaram seu livre caminho
médio, dando lugar a recombinagdo. Dois eventos significativos ocorreram entao, o Universo

se tornou transparente, e a radiagdo mais a matéria safram do equilibrio térmico.
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Matéria Barionica

No inicio do Universo, as escalas caracteristicas da mecéanica quantica e da gravitacao
eram semelhantes, e a gravidade podia ser comparada, em seus efeitos imediatos a outras
forgas. Sabemos que a gravidade controla a expansdo do Universo principalmente porque
ela é exclusivamente atrativa, mas precisarfamos de uma gravitacdo quantica para estudar
os primeiros momentos do Universo.

Durante a época de Planck ( de 0 até 10™**s) todas as quatro forcas fundamentais da
natureza (gravidade, eletromagnetismo e as interagdes nucleares fortes e fracas) compunham
uma unica for¢a. No final dessa época a gravidade se descoplou das outras forgas produzindo
a primeira quebra de simetria no Universo. A aproximadamente 10~3%s, época da unificacéo,
as outras trés forgas se unificaram formando uma unica e indistinguivel forga. As teorias
que explicam o comportamento das particulas e a unificagdo das trés forgas nessa época
sao conhecidas como Grandes Teorias Unificadas (GUT). A GUT discute a interagdo das
particulas fundamentais, os hddrons. Os férmions elementares se dividem em duas familias,
os hadrons e os léptons. Os hadrons participam das interagoes fortes, sdo massivos e se
constituem de pequenas particulas denominadas quarks. A teoria prevé seis espécies de
quarks. Os hadrons podem se quebrar em barions e mésons dependendo de sua construcao
e a espécie de quarks presentes. Os mésons sdo compostos de um quark e um anti-quark,
possuindo uma meia-vida bastante curta. Os béarions constituem-se de trés quarks sendo a
maioria nucleos, prétons e neutrons.

Na época da unificagdo, sob as condigoes da GUT, as leis da conservacao do nimero
de bérions foi violada levando a um excesso de matéria, conhecido como bariogénese. Se a
bariogénese néo tivesse ocorrido, ndo existiria matéria atualmente, toda particula se destrui-
ria a si mesma através de sua anti-particula. Essa assimetria entre matéria e anti-matéria

levou a criacdo de todo tipo de matéria que conhecemos hoje e constitui a matéria baridnica.

A figura (2.7) mostra os principais momentos da histéria do Universo desde o Big
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Fig. 2.7: Grandes momentos da histéria do Universo.

Bang até os tempos atuais.

Matéria escura

A matéria escura foi introduzida em cosmologia para explicar as curvas de rotacao
das galédxias e suas velocidades em aglomerados de galédxias, maiores que as explicaveis pela
matéria luminosa. Esta observagao foi feita pelo astrénomo suigo Fritz Zwicky [13].

Quando as leis da gravitagdo de Newton sdo aplicadas aos movimentos das galdxias
em ciimulos de galéxias detecta-se que a massa é muito maior que a massa visivel em estrelas
e gas. Logo, existe ali um tipo de matéria que ndo emite radiagao eletromagnética.

Se a matéria escura fosse 5 ou 10 vezes a matéria luminosa poderia ser constituida
por bérions em buracos negros, ands marrons e planetas, mas se ela for 100 vezes maior

temos que considerar um tipo de particula exdtica que ainda nao foi detectado.

2.2.7 Radiagao Césmica de Fundo

Em 1989, o COBE ( Cosmic Background Explorer ) revelou uma concordéncia precisa

entre as medicoes do espectro da radiagdo de fundo de microondas césmicas e a esperada
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natureza térmica da radiacdo do Big Bang, confirmando a imagem de que a matéria do
Universo, por volta dos 300.000 anos apés o Big Bang estava, de fato, num estado de plasma
quente.

Por volta desta era, o plasma era tdo quente e denso que os elétrons livres espalhavam
os fétons, reduzindo seu livre-caminho-médio e tornando a matéria plasmética opaca. Mas
em 300.000 anos, aproximadamente, o Universo esfriou o suficiente, para que os elétrons
pudessem se combinar aos prétons, constituindo uma massa de gés hidrogénio transparente.
Ha 15 bilhGes de anos que os primeiros fétons escaparam, no “momento de dltimo espalha-
mento”, sofrendo um subseqiiente alongamento de seu comprimento de onda associado, em
virtude da expansao do Universo, até a escala de microondas atual.

Com os fétons e a matéria carregada fortemente acoplados, na época do plasma, a
competicdo entre a gravidade e a pressdo de radiagdo produziu regioes de lenta contragao
e expansdo oscilatérias. Mas estas oscilagdes geraram alteracgoes locais da curvatura do
espaco-tempo, produzindo um “desvio para o vermelho” da radiagdo e fazendo o fundo de
microondas parecer mais frio naquelas dire¢oes em que o “desvio para o vermelho” foi maior.

A CBR é a melhor evidéncia do principio cosmoldgico; um Big Bang verdadeiramente
homogéneo e isotrépico produz uma reliquia césmica de fundo que é um corpo negro perfeito
em todas as diregdes, excluindo possiveis interagdes com a matéria desde a fonte até nossas

antenas.

2.2.8 Problemas com o Modelo Padrao

O Big Bang obteve grande sucesso porque criou uma base fisica para explicar a
expansao (observe figura e a radiagdo césmica de fundo. Mas ele ainda é incompleto no
sentido de explicar alguns problemas fundamentais em cosmologia, como o problema do
horizonte e da planura. Por isso alguns modelos incluem a idéia de inflagdo para os primeiros
momentos do Universo (observe a figura (2.8)).

A figura mostra a diferenca entre o Modelo Padréo e o inflaciondrio para o fator de

escala e a temperatura em funcdo do tempo. No modelo inflaciondrio existe uma fase de ex-
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Fig. 2.8: Comparacgao entre os dois modelos.

pansédo exponencial que resulta de um répido esfriamento. No fim da fase inflacionéria ocorre

um reaquecimento onde a energia do vdcuo é convertida para uma forma mais convencional

de energia [14].

Horizonte

Considerando um universo plano, temos que uma distancia cosmolégica é definida

como

d=a(t) /O "dr. (2.59)

Sendo a distancia percorrida pela luz

2 dt
& o = S (2.60)

2 _ 232 2
ds® = c*dt a(t)l—kr2 ")
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Fig. 2.9: Universo observdvel.
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O problema do horizonte refere-se a comunicagao entre diferentes regices do Universo.
Se nés olhamos para leste detectamos radiagdo césmica de fundo, mas se, por outro lado,
olhamos para oeste detectamos radiagdo césmica de fundo com exatamente a mesma tempe-
ratura que a outra. A luz que vemos vindo de lados opostos do céu, pontos A e B da figura
(2.9), viaja desde o desacoplamento (superficie do tltimo espalhamento) até nés; o senso
comum nos diz que as radiagoes de leste e oeste ndo poderiam estar conectadas causalmente
porque a informacgdo nao pode viajar mais rapida do que a luz. Porém durante a inflagdo o
Universo se expandiu mais rapido do que a velocidade da luz e regides que estavam préximas

foram levadas para regides muito afastadas.

Planura

Consideremos €2 para tempos remotos, em um tempo particular ele é dado por

AN

P + m (2.61)

Isso mostra que se o espago é curvo, {2 envolve 1/(H?a?).

Fig. 2.10: Estrutura do Universo antes e apds a inflagdo.

Podemos supor um Universo aberto fazendo a constante de curvatura negativa, obser-
vamos que §) decresce com o acréscimo do tempo tendendo a zero com ¢ tendendo a infinito.

Entretanto, dessa maneira o Universo seria fechado no passado e extremamente fechado nos
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primeiros segundos do Big Bang. Mas dados astronémicos mostram que o valor de €2, no
presente, é aproximadamente 1; ou seja préximo da densidade critica, isso quer dizer que ele
deveria ter tido uma densidade muito mais baixa no passado.

Por outro lado, se admitimos uma fase inflacionéria, figura (2.10), o fator de escala

teria se expandido tanto a ponto de se tornar o termo de curvatura desprezivel e Q — 1.

2.2.9 Universo Inflacionario

Em regimes de altas energias, temperaturas maiores que 108K, segundo as teorias
da unificagdo, as trés forgas se unificaram numa super-forca generalizada. Em temperaturas
mais baixas esta super-forga se dividiu em forca eletromagnética, forte e fraca. Aproxima-
damente 10~34s apés o Big Bang, com temperaturas abaixo de 102K, o Universo entra, por
um curto espac¢o de tempo, em um estado instdvel chamado de “falso vacuo”. Ou seja, o
espaco vazio adquire uma pressao tdo alta que acelera a expansao do Universo. Este periodo
é conhecido como a época da inflacao.

O propulsor da expansdo inflaciondria seria um campo escalar ¢(z,t) cujas confi-

guracoes obedecem & seguinte equagao de estado

p=—p. (2.62)

Nas equacoes de Einstein relacionamos a energia do vécuo a constante cosmolédgica
A, porém nao como um termo geométrico, mas como um termo de fonte incluido no tensor

energia-momento

1
Ryw = 50w R = —81G(Tyw + Th), (2.63)
onde
A
T = g9 (2.64)

a densidade de energia do vacuo deve ser constante, entao

A

— . — _ 2.65
pa PA el ( )

33



num Universo dominado pela energia do vécuo, a equacio de Friedmann se torna

2 = 8mC (2.66)
3
temos, assim, a solugao para o caso inflacionério dado por
a(t) o eB, (2.67)

onde

B = \/ %p/\. (268)

Entretanto em modelos com campos em estados meta-estdveis a inflagdo ndo tem fim,

o que contradiz a observagao.
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Gravitacao e Cosmologia em

Dimensoes Reduzidas

Os mecanismos bésicos da interacdo gravitacional classica estdo contidos na teoria da
Relatividade Geral e sdo o ponto de partida para a andlise de qualquer sistema que envolva
a forca da gravidade. Porém, em alguns casos a complexidade técnica dos célculos dificulta
uma analise apropriada. Por outro lado a incompatibilidade da Relatividade Geral com a
Mecénica Quéntica ¢ um problema em aberto [16] e o casamento destas teorias é fundamental
para entender com propriedade os primeiros instantes de existéncia do Universo. Tendo em
vista essas dificuldades diversos modelos em dimensoes reduzidas (2D e 3D) foram propostos
na literatura. No caso particular de 2D existe um processo de quantizagdo consistente
proposto por Polyakov nos anos 80 [1,17,18] no caso de 3D as suas peculiaridades geométricas
dao, por exemplo, um papel importante a presenca de tor¢do [1] e abrem a possibilidade de
se trabalhar com modelos escalares [6]. Neste capitulo apresentamos os elementos bésicos

dos modelos de gravitagdo em 2D e 3D além de suas aplicagdes em modelos cosmoldgicos.
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3.1 Gravitacao e Cosmologia em 2D

Nesta segao tratamos de modelos com uma dimensédo espacial e uma temporal, isto
é 2D; como foi mencionado na introdugéo teorias de gravitagdo em 2D s3o de importancia
pois servem como laboratoérios tedricos e em particular servem para testar ’diversas idéias em
modelos cosmoldgicos, como veremos a seguir.

Da Relatividade Geral temos as seguintes equagoes de campo

1
R, — §g“UR = —81GT, (3.1)

que descrevem a evolugdo do campo gravitacional. As equagdes de Einstein (3.1) no entanto,
nao fornecem dindmica na gravitacdo em duas dimensoes. De fato, a acao de Einstein-Hilbert

em 2D é

/ d*z/—gR, (3.2)

esta quando é submetida ao principio da acdo minima produz um tensor de Einstein identi-
camente zero, G, = 0 [7].

Uma outra forma de verificar este fato é através do tensor de Riemann, que no
caso bidimensional, possui apenas uma componente independente, Ro101, podendo entao ser

reduzido & féormula

Ro101
R)\m‘t/ = (g)\v'g;w - gAuguT)(;—1> (33)

onde g é o determinante de g,,. Contraindo A e 7, obtemos o tensor de Ricci e contraindo

novamente p e v temos o escalar de curvatura
R0101 2R0101
R,,,V = gwj—g—’ R= T (34)

Assim, substituindo as equagoes (3.4) no tensor de Einstein (3.1), obtemos
1
Gy = Ry = 59w R =0. (3.5)

O resultado acima mostra que a teoria de Einstein em 2D ndo é uma teoria de gravitagao

consistente, j4 que nao fornece dindmica para a interagdo gravitacional. Uma proposta
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alternativa para solucionar esse problema foi apresentada por Jackiw e Teitelboim em 1985
[19], mais conhecida como teoria JT adquiriu expressivo interesse por parte dos campistas e
cosmdlogos nas duas ultimas décadas [1-3, 16,20-24]. Em seguida veremos os fundamentos

bésicos da teoria de Jackiw-Teitelboim e suas diversas aplicacoes em modelos cosmoldgicos.

3.1.1 Modelo de Jackiw-Teitelboim

A idéia bésica de Jackiw e Teitelboim foi apontar que toda a informacgao geométrica
em 2D esta contida no escalar de curvatura, de modo que uma escolha natural para a equagao
de campo no véicuo seria R — A = 0, sendo A a constante cosmoldgica.

Como ¢é sabido da literatura uma teoria de campos fundamental deve respeitar o
principio de gauge, e uma maneira de respeita-lo é possuir uma formulacdo variacional.
Para conseguir uma agao invariante por ti"ansformagées gerais de coordenadas o modelo JT

pode incorporar um campo auxiliar n(x) de acordo com
Sy = /dzx\/—_gn(R —A), (3.6)
a variacdo em relagdo a g,, produz uma equagdo de movimento para 7,
Miuw +-;—Ag,wn = 0. (3.7)
e a variagdo em relacdo a 7 fornece a dindmica desejada
R—A=0. (3.8)
Considerando agora a acao da matéria
Sp = SWG/dzx\/—_gT, (3.9)

onde T é o traco do tensor energia-momento da matéria, fazendo x = 8wG escrevemos a

acgao total,
S— / 2/=gn(R — A + KT), (3.10)
resultando na seguinte equacdo de movimento
R=A—-kT, (3.11)
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que preserva a esséncia da nogao de Einstein de que “curvatura=matéria”.

Mann em 1991 [20] utilizou a teoria JT em cendrios que incluem buracos negros e
fisica de estrelas (colapso gravitacional); em 1992 a aplicou a modelos cosmolégicos, obtendo
solugoes para o Universo com matéria e radiagdo, como mostraremos a seguir [21].

Partindo da hipétese de um Universo homogéneo e isotrépico utilizamos uma métrica
de Robertson-Walker em 2D
ds® = dt* — a®(t)dr?, (3.12)

onde as fontes sao descritas pelo TEM de um fluido perfeito
Ty = 9w + pU Uy, (3'13)

com a métrica (3.12) e as definigdes do tensor de Riemann e do simbolo de Christoffel do
capitulo 1 encontramos as componentes ndo nulas dos simbolos de Christoffel, do tensor de

Ricci e do escalar de curvatura

I{1)1 =-—aa 1-\(1)1 = %) (314)
a . 2a
Roo = —, R11 = —aa, R= -, (315)
a a
com esses resultados na equagédo (3.11) obtemos a seguinte equacédo de movimento

a

o>

- (o -9), (3.16)

e a lei de conservagao do tensor energia-momento 7),,,» = 0 nos fornece a equagéo de balango

p= —%(pﬂo). (3.17)

Considerando que o fluido seja descrito por uma equagao de estado barotrépica p = (y—1)p
que obedece & condicdo 1 < v < 2, é possivel obter solugdes separadas para matéria e
radiacdo ou incluir uma descrigdo do Universo composto por matéria e radiagdo com um
regime de aceleracdo positiva desde que a condic¢do de energia fraca (pm > 0, pr > 0, em que
pm corresponde & densidade de matéria e p, de radiagdo) seja violada [21]. Solugdes com
Universo acelerado ou desacelerado e transicoes entre esses dois regimes foram obtidas por

Devecchi e Kremer em 2002 e 2003 [2, 3, 24].
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3.1.2 O Modelo CGHS

Veremos agora uma teoria de 1992 proposta por Callan, Giddings, Harwey e Stro-
minger [25] conhecida como modelo CGHS, um parceiro natural 2D da teoria de Brans-Dicke
proposta em 1961 [7]. O modelo de Callan et.al [26] foi inspirado em teoria de cordas, onde
o dilaton ¢ é um campo dinidmico.

A agdo toma a forma

S= / Poy/=g (e (R + 40,60"p + J) + KT, (3.18)

onde J é o termo de fonte do dilaton.
A partir desta agéo, utilizando-se o principio variacional obtém-se duas equagtes de

movimento, uma para as componentes da métrica e outra para o dilaton
e 2[Ry, — 2V, V8] = —kT,,, R—4(VF$)?+4V3p+ J =0. (3.19)

Da suposi¢ao de Universo homogéneo e isotropico com uma métrica de RW,

ds® = dt® — a®(t)dr?, (3.20)

encontramos
G _ Koy Gb o A Ko a¢ 5
- R€(p—p)t—+o+5, ¢=ze (p+p)+a- (3.21)

Nesse modelo, também é possivel obter-se a transicao de um periodo inflaciondrio para um
periodo desacelerado, porém essa transicdo dependerd fortemente das condigoes iniciais do
campo do dilaton.

Um outro modelo que pode ser citado é a teoria gravitacional semi-clédssica proposta
por Polyakov em 1981 [1]. Neste modelo a ac@o efetiva era obtida a partir da integragao
funcional sobre os campos de matéria, obtendo-se uma agédo exclusivamente gravitacional.
O modelo ganhou relevancia na literatura por ser a primeira teoria gravitacional com uma

versdo quéntica consistente [1].
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3.1.3 Modelos em 2D com inflagao e energia escura

A existéncia de solugdes com aceleragdo positiva no modelo de JT dependiam, como
vimos, de uma condi¢do nao usual para a densidade de energia (p < 0). Uma alternativa
foi substituir a equagéo de estado barotrépica pela equagdo de van der Waals [2,24,27]. A
equacao de van der Waals foi proposta no contexto cosmoldgico em [28]. Esta substituicdo
permite o aparecimento de um periodo inflacionario, seguido de um periodo dominado pela
matéria.

A equacdo de van der Waals é um refinamento da equacdo de estado barotrépica
quando o volume das particulas e suas interacoes sao levados em conta no caso em que se

lida com um fluido denso,

bp

= — Bp? 3.22
P= T o Bp*, (3.22)

sendo que 3 = 3p.v2, a = v./3 e b = c?/c?, onde p, e v, sdo a pressdo e o volume critico,
cs é a velocidade do som e ¢ é a velocidade da luz. Em um contexto cosmoldgico pode-se
desprezar o termo responsével pela interacdo entre as particulas e a equag@o de estado de

van der Waals é escrita entdo da seguinte forma

p=—2_ (3.29)
1—ap

onde b e a sdo constantes. Observe que quando o — 0, recuperamos a equacdo de estado
barotrépica.

Da equacao de Jackiw-Teitelboim
R=A—-kT, (3.24)

e novamente adotando uma métrica de RW da suposi¢do de um Universo homogéneo e
isotrépico

ds? = dt* — a®(t)dr?, (3.25)

e o tensor energia momento de um fluido perfeito T,,, = pgu, + pU,U,, temos a seguinte

a A K bp
—=———\p- . 3.26
a 2 2(’0 1—ap) (3.26)
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E pela lei de conservagao T),,.» = 0 temos a equagao

p=—g(p+ bo >. (3.27)

1l—ap

As solugoes destas equagdes foram obtidas numericamente com a imposicéo de certas
condicoes iniciais sobre o fator de escala césmica a(0), a velocidade do fator de escala a(0)
e a densidade de energia p(0), apresentadas na tabela abaixo. A tabela também mostra os

valores dos parametros da equagao de van der Waals e da constante cosmolégica.

Condigoes iniciais e parametros da equagao de vdW.

a(0)=1,0 a(0)=1,0 p0)=1,0

a=0,5 b=0,8;0,9 A = 0,002

No grafico da figura (3.1) estd representado o comportamento da aceleragao cosmica
sendo regida pela equacao de van der Waals, em tempos pequenos, no periodo inflacionario.
Em tempos maiores, quando a equacdo de vdW comega a se aproximar da equagdo ba-
rotrépica o Universo passa para um perfiodo dominado pela matéria e a aceleragao assume
valores negativos. Uma segunda transigao ocorre quando a constante cosmolégica assume va-
lores nao nulos, o Universo entra num periodo de aceleragdo positiva, dominado pela energia

escura (quadro menor).

Fig. 3.1: Aceleragdo do fator de escala cdsmica com vdW em 2D.
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A curva do fator de escala aparece na figura (3.2), os pardmetros do equacgio de
van der Waals e a presenga ou ndo da constante cosmoldgica influenciam na velocidade de

expansao do fator de escala podendo em alguns casos gerar até mesmo recolapso (big-crunch).

25 . T T

20~

a(t)

— =05 w=09 A=0.002|
- w=0.8
- o=03 L

0 5 10 15 20

tempo

Fig. 3.2: Ewvolugdo do fator de escala em 2D. Onde w € o pardametro b da equagdo de vdW.

Sobre a densidade de energia do gréfico a seguir, figura (3.3), vemos um comporta-
mento esperado, j& que em qualquer uma das situagdes, com ou sem A, a densidade esta

decrescendo em acordo com a expansao permanente do universo 2D.

0.5 T

0.4

---- g=08 -
e g =0.7
— =09 4

o
W

energy density

o
)

0.1

time

Fig. 3.3: Evolucdo da densidade de energia em 2D. Onde g € o pardmetro b da equagao de
vdW.
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Encerramos aqui, nossa discussdo sobre o modelo com inflagio e energia escura a
partir da teoria de JT, parceira da teoria de Einstein em 4D. Porém, ainda fazemos um
comentdrio sobre as solugdes obtidas pelo modelo CGHS com van der Waals em [2,24]; a
evolucao do fator de escala césmica e sua aceleracdo mostram um comportamento comple-
tamente diferente do obtido em JT, e com uma forte dependéncia do dilaton.

Na proxima secao falamos de teorias de gravitacdo em 3D e algumas de suas aplicagoes

cosmoldgicas.

3.2 Gravitagao e cosmologia em 3D

Num espacgo-tempo tridimensional a gravitacdo é descrita pelas equagdes de Eins-
tein com a constante gravitacional renormalizada (G4/(d — 2) — G4) para garantir a nao

divergéncia das equagoes de campo [6]. Entdo as equagdes sdo dadas por
1
By = 59w R = —27GiT,. (3.28)

Devido ao fato dos tensores de Einstein e de Riemann serem equivalentes em 3D, o
espaco tempo é plano fora das fontes; isto €, ndo hd campo gravitacional livre nem limite
Newtoniano.

Podemos ver isso considerando as componentes do tensor de curvatura com apenas
dois indices diferentes, Ragas. Escolhemos entdo o par off de trés maneiras diferentes entre
os valores 0,1,2; assim pelas relagdes (2.19) encontramos uma Unica componente indepen-
dente para cada par e mais trés componentes independentes com trés indices diferentes
Ropan, somando ao todo seis componentes independentes para esse tensor e igualmente seis
componentes independentes para o tensor de Ricci, F.

Podemos entéo escrever o Riemann em funcao de um tensor qualquer A, que obedega

as mesmas propriedades de simetria do Ricci

R/.w)\p = Au)\gup + Aupgp\ - A,upgu)\ - Au)\g,upy (329)
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contraindo A e y encontramos que

Rup = g)\'uA,u)\gyp + g/\uAypgu)\ — g/\'uAMpg,,)\ — g)\'uAU)\gup, (330)

contraindo novamente

R= gypgA“AuAng + gUpg)\NAVpgu/\ - gUpg)\uA,upguA - gupg)\uAt/Agupa (3.31)

entao
1 1
A= ZR = A,=R,- ZRg,,p, (3.32)

que substituindo na equagédo (3.30) produz
1
A,p,=R,— ZRg,,p, (3.33)

de tal maneira que podemos expressar todas as componentes do Riemann por meio do Ricci

e do tensor métrico

1
R;w)\p = gp/\Rup + gupR,u/\ - gupRu/\ - guARup - _R(gu/\gup - gﬂpgu)\)' (334)
2

Uma alternativa é modificar a acdo de Einstein-Hilbert acrescentando termos de
ordem superior para que haja propagacao,

1 1 ,
CcH = %ewﬁ(}zaﬁ - ZgaﬁR):", (3.35)

em que C,, é conhecido como tensor de Weyl [1]. Conseqiientemente temos a seguinte
equagao de campo

1 1
R, — §g,wR + EC’“/ = —KT, (3.36)

onde kK = 2rG. Em um espaco-tempo de N dimensoes, o tensor de Riemann pode ser

decomposto da seguinte forma

1
Ruvxp = N -2 (gurBoptgup Run— GupFvn— Gua Ryup) — (

) (gu/\ Gvp—GupGu ) +CpuAp;
(3.37)

N-1)(N -2

onde Cjz, corresponde a parte do trago nulo do tensor de Riemann. O nimero de compo-

nentes independentes depende da dimensao do espago-tempo, N,

2
Cy = %(Nz ~ 1), (3.38)
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e para o tensor de Ricci
1
Ry = §N(N + 1), (3.39)

de maneira que para IV = 3 temos C3 = R3 = 6 e neste caso Cj», = 0. Novamente temos o
tensor de Riemann escrito completamente em fungéo do Ricci [7]. Em geral quando néo hé
fontes a curvatura depende exclusivamente do tensor de Weyl. Calculando C*” para uma
métrica de RW, que obedega ao principio cosmoldgico, obtemos C*” = 0 e neste caso as
equacoes de campo recaem novamente nas equagdes de Einstein [1].

Vejamos o que acontece quando inclui-se uma constante cosmoldgica. As equagoes

de Einstein sao escritas entao da seguinte forma
R, — —;—g#,,R + Agu = —KTp,, (3.40)
onde K = 21(G5, que escrito em funcéo do Ricci fica
Ry =2Agu — 6(Tw — 9, T), (3.41)
substituido esta equagdo no tensor de Riemann (3.34) obtemos
Ry = KlguoeTon+ 93 Tup— 90 Top — GupTun+ T (GupGur — 9uague)] + A GupGur = Gupgun)- (3.42)
No vécuo (T, = 0) e a equagdo anterior fica
Ry = A(Qupgu/\_ ~ GupGvr)s (3.43)

assim a curvatura serd positiva se A > 0, negativa se A < 0 e zero se A = 0.

3.2.1 Solugoes Cosmoldgicas Estaticas e Esféricas

Vamos supor que o Universo seja constituido por um fluido em repouso onde a
densidade é em todo o lugar a mesma. A pressdo do fluido também é considerada constante
j& que o fluido é em todo lugar o mesmo.

Utilizando uma métrica estdtica e circularmente simétrica dada pelo elemento de
linha

ds? = e t? — M2 — r249? (3.44)
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com as seguintes equagoes de campo

1
RIW - —z—g#l’R = Ii[(p + p)uuuv - pguu]a (345)
obtemos
62)\(1"))\/ 62)\(7')1//
Kp = , Kp= (3.46)
T r
E por integracao
e =1- %M(r) (3.47)

onde M(r) = [2mp(r)rdr e v/ = kpr/(1 — (k/m)M) e a constante v’ é escolhida para que a
origem faga parte do espago-tempo.

Para uma fonte pontual p = Mé(r) e p = 0, temos
e =1- S, /=0 —  v=0. (3.48)
s
Encontramos entdo o seguinte elemento de linha

ds? = dt? — i—_—ﬂ%/[—(}jdvﬂ — r2dg?, (3.49)

Para preservar o sinal impomos que M < Z. Uma mudanca de coordenadas revela que o

espaco € plano exceto por uma singularidade na fonte, em r=0,

:v=< 1M> r = 0<z<o0, (3.50)
1-— /{371:
My M\
¢=<1—/€—> 6 = 0§¢§27r(1—/£—~) , (3.51)
T s
temos entao que
1 M
2 2 2 _ o 2 52
de (1—/{%)d¢’ dr (1 nﬂ)dac, (3.52)
de modo que o novo elemento de linha serd
ds® = dt* — dz® — zd¢*. (3.53)

A restricdo imposta sobre o dngulo ¢, que varia entre 0 e 2m\/1 — kM /7, mostra que a parte

espacial possui a geometria de um cone.
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3.2.2 Solugoes Cosmolégicas Nao-Estaticas

Obtemos as solugdes cosmoldgicas considerando um Universo homogéneo e isotrépico
com um fator de escala varidvel no tempo tal que o elemento de linha possa ser descrito por

2

ds® = dt® — a?(t) <1 irkﬂ + r2d92>. (3.54)

Calculamos os simbolos de Christoffel, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura

considerando o lado esquerdo das equagdes de Einstein (3.36) para a métrica (3.54)

; 1
i, =T2, = g My=as, I§=r%a, Th=- Th=-n (3.55)
a Gii (. | .2 2ad + @
Roo = 2, Ry = =(d +a%), R=2——75—, (3.56)
a a a

e as componentes ndo nulas do tensor de Einstein

SN\ 2
Goo = — (ﬁ) o Ga=%s =12 (3.57)
a a

Resolvendo as equagdes de campo (3.36) encontramos

k .
H? + -2 = P, % = —KD. (3.58)

e pela lei de conservagdo T%” = 0 no referencial comével temos
p+2H(p+p) =0, (3.59)

note que pela equacdo (3.58) um regime de aceleragdo positiva é possivel com a quebra da

condicdo de energia forte (p > 0, para o caso 3D) [29].

3.2.3 Limite Newtoniano e a Teoria R = kT em 2+1 dimensoes

Um ponto importante na discussdo da gravitagdo 3D é o limite Newtoniano. No
limite de baixas velocidades com campos fracos e estéticos ndo hd um limite Newtoniano
como em 4D, pois em 3D a relacdo das fontes com o campo leva a equagdo de Laplace.

Vejamos a justificativa a seguir.
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O primeiro passo é obter as equagdes de campo de Einstein pela aproximacéo de
campo fraco. Nés assumimos que o campo é estético e a velocidade das particulas é muito
menor que a da luz, tal que

o vk
7 <<L Gapo=0, g* = — <<Lk=12 (3.60)
onde P é o potencial gravitacional.

A equagdo de movimento de uma particula com energia potencial U = m#@, onde m

¢ a massa e 0 é o potencial gravitacional Newtoniano, toma a forma

o0d

O = —m@,

(3.61)

uma vez que a pressdo é muito menor que a densidade de energia da fonte (p << p) a tnica
componente do tensor energia-momento que nao desaparece é Tpy = p, portanto T = 0,
com o tensor de Ricci

Roo = —Tho; = V79, (3.62)

que substituindo nas equacgoes de Einstein produz
V2@ =0, (3.63)

que mostra explicitamente o desacoplamento entre o potencial gravitacional ® e as fontes.
Portanto o modelo carece de limite Newtoniano.

Por outro lado, um limite Newtoniano pode ser encontrado se substituimos a gra-
vitagdo de Einstein pelo modelo escalar proposto por Cornish e Frankel [6]. Um maneira
de mostrar que neste modelo existe um limite Newtoniano é utilizar a chamada métrica

conformalmente plana [1]:
guw = (1) = (1 + 20)0 = [1 + 260(r) ]y, (3.64)

onde utilizamos novamente uma aproximacao de campo fraco em primeira ordem de e . O

escalar de curvatura é neste caso
d2
= —4e—80. 3.65
R €3 (3.65)
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No limite de campos fracos temos também T = p, assim se queremos o limite Newtoniano

com uma forca gravitacional atrativa devemos usar
R = —kT, (3.66)

e assim garantimos a equagao esperada V20 = kp. A equacdo (3.66) é a proposta de modelo
escalar gravitacional de Cornish e Frankel [6]. Nesse trabalho diversas das suas solugdes
cosmoldgicas foram analisadas. O ponto de partida é novamente a hip6tese de homogeneidade

e isotropia do Universo 3D representada pela métrica de R-W,

ds® = dt? — a*(t) dr + r2d? (3.67)
1—kr? ' '
Assim as equagoes de movimento sdo dados por
2% (O 4 B G p) (3.68)
a a a2 = am p p ) :
d d
E(PCLQ) + p‘dg(az) =0. (3.69)

As solugdes destas equagoes foram analisadas por Cornish e Frankel. O caso analisado nesse
trabalho foi considerar um constituinte em perfodos dominados por radia¢do ou matéria. O

modelo forneceu resultados consistentes [6].

3.2.4 Modelo com inflagao e energia escura em 3D

Apresentamos aqui brevemente alguns resultados obtidos para um Universo com
inflacio em um modelo escalar inspirado na dinamica de Einstein 3D [28], onde é utilizada a
teoria cinética dos gases relativisticos e dois constituintes a matéria e um campo escalar, que
simula a presenca do inflaton para um Universo jovem e a energia escura para um Universo
velho.

No modelo de Einstein 3D as equagoes de campo sao dadas por
1
R, — 59’“’R = —KT L, (3.70)
a homogeneidade e isotropia é representada pela métrica de Robertson-Walker
ds® = dt* — a(t)*[dr® + r2d6?). (3.71)
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As fontes do campo gravitacional podem ser vistas como um fluido fora do equilibrio onde
a interagao entre os constituintes se dé através de um termo de pressdo dindmica no tensor

energia-momento das fontes. O tensor energia-momento correspondente é entio

THY — (Z[pz +pi] + w> UrUY — g (sz + w) , (3.72)

1
onde p; e p; (i = 1,2,...n) sdo a densidade de energia e a pressdao hidrostédtica das fontes,
respectivamente e w é a pressao dinamica, relacionada a viscosidade do fluido cosmolégico.
O tensor energia-momento satisfaz a lei de conservagdo T%” = 0, que num referencial

comével produz
a
Eip+a{§i [p+p]+W} 0 (3.73)

Das equagoes de Einstein (3.70), da métrica (3.71) e das defini¢bes do capitulo um, encon-

tramos as seguintes equacoes de movimento

HQZ/{Z/){ , %:—/ﬁ} (Zpi—l-w). (374)

onde H é o pardmetro de Hubble.
Para o caso da energia escura as fontes podem ser modeladas por um campo escalar

(¢). Isso torna necessédrio escrever a equagao de Klein-Gordon no espago-tempo curvo
¢+2Hp=-V'(¢) (3.75)

onde V é o potencial e ¢ depende exclusivamente do tempo. Tomando o caso particular da
lei de conservacdao de energia e momento pode-se separar em duas relagdes independentes.

Assim o sistema de equagoes pode ser escrito como
H? = k(pm +py) , H+H>=—(pm+ps+w), (3.76)
pm + 2H(pm + pm+ @) =0 ,  ps+2H(pg +pg) = 0. (3.77)
O comportamento dos constituintes é regido por
Pn==1pn , pp=(v—1)ps, (3.78)
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w=—alpn+ps)® , (6=VFrU, =2H), (3.79)

onde o é um pardmetro de viscosidade. A combinagdo destas expressdes produz o seguinte

0 2v 2v

Pm 2 1 1
m=1+52 ) B2 (= Cope=(=) , .
P < p‘;) (a> i <a> (380)

sistema

: A—v 1\*
— 2
H = (2aH — \)H* + m (a) ) (3.81)

onde 09 / pg € a razao entre as densidades de energia em t=0. A tabela a seguir mostra os

valores das condigdes iniciais e os parametros da equacdo de estado.

a(0) 1,0
a(0) 1,0
= p%./0% 0<r<0,5
viscosidade 0<axl

equagao de estado da matéria | 1 <y <2

equacao de estado do inflaton | O <v <1

Os resultados da andlise numérica do sistema (3.79-3.81) podem ser observados nos

graficos a seguir.

T T T T T T —
— =05 v=095 y=15 pmolpoo=0
- =03

- y=19

..... V=0.8S

= p,/p, =05

a(t)

Fig. 3.4: Comportamento da acelera¢io durante a inflagido para diferentes parametros

A figura (3.4) mostra uma transicdo para pardmetros com valores tipicos logo apds

um regime de aceleragio exponencial no periodo da inflagdo para um regime de desaceleragao
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no inicio do periodo da matéria. Os resultados mostram que dados valores pequenos para o
parametro « a transicao é mais lenta. Com um acréscimo na razdo entre as densidades de

energia para t = 0 a transigdo para o regime desacelerado também é mais lenta.

I T T U T T T T
— 7=15 a=0,001 v=05 p p,’=2 )
30H--- Y=19 A
== v=03 d
=== 0=005

Y P...U/px°=1'5

20 -

a(t)

time

Fig. 3.5: Evolugdo no tempo do fator de escala a(t).

A figura (3.5) apresenta o comportamento do fator de escala durante o perfodo de
inflacdo, o aumento da viscosidade a implica numa expansdo mais rapida. Por outro lado
valores grandes de «y e v, das equagdes de estado, fornecem uma expansdo mais lenta. Com
o aumento do quociente dado por r a expansao é novamente lenta.

A figura (3.6) mostra a evolugéo temporal das densidades de energia. A representagao
de p, estéd numa escala logaritmica. Com o passar do tempo a matéria comega a predominar
em detrimento do inflaton de acordo com a transicao do grafico da figura (3.4). Observe que
o quociente p / pg ¢ essencial para a classificacdo das transigdes, para tempos pequenos hé
uma clara predominéncia da energia do inflaton. Mas para o caso da energia escura ocorre
o oposto da situagdo inicial, isto é fundamental para se obter a transicdo entre o periodo
inicial de desaceleragdo para o periodo final de aceleracao.

No préximo capitulo apresentaremos modelos escalares em 2D e 3D com transicao de
regimes de aceleracdo utilizando termos néo lineares do escalar de curvatura nas dindmicas

de JT em 2D e modelos escalares em 3D.
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Fig. 3.6: Evolugdo no tempo das densidades de energia do campo escalar e da matéria.
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Cosmologias 1/R

Foi proposta recentemente na literatura [4,5] uma formulagio geométrica para a con-
tribuicdo da energia escura na evolucdo de universos 4D. A idéia bésica é adicionar um
termo nao linear do escalar de curvatura nas equagoes de Einstein e substituir a variagao
de Einstein-Hilbert pela de Palatini. Obtendo desse modo equagbes de segunda ordem. A
contribui¢ao do termo nao-linear se torna importante para tempos grandes e pode ser qua-
litativamente associada ao dominio da energia escura no universo atual, adjudicando a essa
energia escura um carater geométrico, ao contrario das formulagoes usuais onde esse consti-
tuinte é enxergado como uma particula hipotética (classicamente enxergado como um campo)
ou regido por uma equagdo de estado exética (como no caso da equagdo de Chaplygin). Estes
resultados inspiram a investigagdo de corre¢bes néo lineares para modelos cosmolégicos em
dimensoes reduzidas e de sua interpretacdo. Apresentamos neste capitulo diferentes anélises
de modelos cosmolégicos 2D e 3D que incluem um termo 1/R na sua dindmica e identifica-
mos em que casos a contribuicdo ndo-linear pode ser associada a presenca da energia escura

entre os constituintes de universos 2D e 3D.
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4.1 Modelo 1/R em 4D

Nesta secao apresentamos uma alternativa proposta por [4] para a descri¢ao do com-
portamento da energia escura. A idéia é introduzir uma corre¢io nas equagoes de Einstein,
considerando-se que a curvatura é pequena em largas escalas.

As equagoes de campo seguem da variacdo da agao

S=/(——2—1;L(R)+LM> Vi d's, (4.1)

onde Kk = 871G e L) é a Lagrangeana da matéria. Considera-se uma variacdo de Palatini
para a agao, onde gy, e I'j, sdo tratadas como varidveis independentes.

Variando funcionalmente a acao em relagado a g,., temos
1
L'(R)R,, — §L(R>9uu = —kT . (4.2)

Contraindo a equagao anterior, obtemos

RL'(R) — 2L(R) = —KT . (4.3)
Variando a agdo em relagdo a I'},, ganhamos
ValL'V59"] 5 V|1V 162 = 0. (4.4
Contraindo sobre « e p, temos
ValL'v/9g"] = 0. (4.5)

Agora considere a Lagrangeana
L(R) =R - —, (4.6)

onde o é um constante positiva com as mesmas dimensdes de R e o fator 3 foi introduzido
para simplificar futuras equacoes.

As equagbes de campo para esta Lagrangeana sao

a? 1 a?
(R - @) RMV — 5 (R — ﬁ) g’uyR - —KJT“U. (47)

b))



Contraindo os indices, encontramos
R*—kTR=-0*=0 (4.8)
e a solucao desta equagdo algébrica é

R= -;- (fiT + VRIT? | a2) . (4.9)

Para | T' | grande a equagdo acima se reduz a R = T, que segue das equacdes de Einstein.
Assim, se T' > 0 seleciona-se o sinal positivo da raiz e se T < 0, o sinal negativo. Em
tempos grandes, como 7" — 0, o universo se expande de forma acelerada. O termo 1/R
foi introduzido para substituir os campos escalares, constantes cosmoldgicas ou equagdo de

estado barotrépica na dindmica de Universo com energia escura.

4.2 Modelos 1/R em 2D

Nesta sec¢do estudamos os modelos cosmoldgicos em 2D, com a inclusao de um termo
1/R na dindmica, partindo do modelo JT apresentado no capitulo 2.
A contribui¢do nao-linear do escalar de curvatura na dindmica é controlada por um

parametro w. A equacdo de movimento do campo gravitacional é dada por

2

R—%-{-FLT:O, (4.10)

onde k é a constante de acoplamento gravitacional em 2D. E importante mencionar que o
termo 1/R adicionado diretamente nas equagdes de movimento néo viola o principio de gauge
pois este termo é um invariante por transformagoes gerais de coordenadas (que representa
o grupo de gauge da gravitagdo). De fato, R é um invariante por TGC. Podemos afirmar
também que a inclusdo dessa corre¢do poderia ser feita via principio variacional, analoga-
mente aos procedimentos usados no modelo JT [1], com vistas a uma versdo quéntica do
modelo.

A equacido acima é algébrica em R, e pode ser resolvida usando a férmula de Baskara

—kT +VK2T? + 4w?
5 )
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No contexto cosmoldgico as hipéteses de homogeneidade e isotropia estdo embutidas na

métrica de Robertson-Walker em 2D,
ds® = dt* — a®(t)dr?, (4.12)
substituindo o trago do TEM de um fluido perfeito em 2D
" =pg" + (p + p)UU", (4.13)

obtemos (p — p) e a lei de conservagdo correspondente, de acordo com que vimos no capitulo

2, T;» = 0 obtemos as seguintes equagoes dindmicas,

26 —k(p—p) £ /K2(p— p)? + dw?
% _ (o —p) \/2 (o —p) . alo+p) +ap=0. (4.14)

Onde o constituinte das fontes é regido pela equagao de estado de van der Waals, apresentada

no capitulo anterior

__be
Cl—ap

p (4.15)

O sistema de equagoes diferenciais (4.14), é um sistema nao linear que pode ser resolvido
numericamente. As seguintes condicoes iniciais normalizadas, foram usadas: a(0) = 1,
a(0) =1 e p(0) = 1. Estas condigdes simulam um Universo 2D jovem, no comego do periodo
inflacionario.

Na figura (4.1) apresentamos a evolugdo temporal do fator de escala a(t) no periodo in-
flaciondrio para diferentes valores dos parametros. As curvas mostram, invariavelmente, uma
expansdo eterna. Os resultados mostram que neste periodo a presenga do termo nao-linear
nao altera qualitativamente a expansdo do Universo 2D (observe que somente a variacao
em b modificou a curva, as curvas com variacoes em w ficaram sobrepostas) pois o trago do
TEM torna desprezivel a contribui¢io do termo em w (vide equagéo (4.11)). Este fato é um
primeiro indicativo de que o termo seja um candidato para a descricdo do comportamento
da energia escura 2D (que deve se tornar importante para tempos grandes). Com a modi-
ficacdo do pardmetro b e  dos valores da equagdo de van der Waals a expansao se torna

gradativamente mais lenta na medida em que b ou a é aumentado. Portanto, em resumo, no
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Figura 4.1: Evolugdo do fator de escala, modelo nao-linear 2D, periodo inflaciondrio.

caso do Universo 2D jovem a dindmica acaba sendo, em excelente aproximacao, regida pelo

modelo JT com um constituinte de van der Waals (ver capitulo 2).
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Figura 4.2: Evolugdo do fator de escala, modelo nao-linear 2D, periodo inflaciondrio.

Na figura (4.2) a variagao ¢é feita sobre as condigdes iniciais. O aumento da velocidade
proporciona uma expansao mais rapida, por outro lado se fixarmos esse valor e diminuirmos
b aumentando «, simultaneamente, a expansao torna-se mais lenta.

Na figura (4.3) estd representado o comportamento da densidade de energia com o
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Figura 4.3: Evolugdo da densidade de energia, modelo nao-linear 2D, periodo inflaciondrio.

passar do tempo. Os resultados mostram neste caso que o aumento do parametro b ou o
faz com que a queda da densidade de energia seja mais rdpida. Estes resultados estdo de
acordo com os obtidos no caso do fator de escala. A relagdo entre a densidade p(t) e o fator
de escala a(t) é simples pelo fato de que neste modelo é considerado apenas um constituinte.
Notem que novamente as curvas com w nao nulo estao sobrepostas.

Um ponto fundamental é, para os nossos propdsitos, investigar o comportamento da
aceleracdo d(t). Os resultados numéricos obtidos se encontram na figura (4.4) e (4.5).

4 — : .

T
\ T

T T T T T T T T

A — =0 a=05 b=07 — o=0 a=05 b=09

\
\
N e «=0,001 10 Voo ®=0,1 |
Voo == 0=001 K --- ©=0 a=06 b=09
L \ - @=0,1 i

‘\

Y \
\ — b=0,9 \
N \
\

aceleragio
~N
I
aceleragdo

3

Figura 4.4: Aceleragao, modelo nao-linear 2D, periodo inflaciondrio.
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Em primeiro lugar, figura (4.4), modificagdes em w ndo alteraram qualitativamente
o comportamento da aceleracdo (a curva pontilhada e a curva tracejada estdo sob a curva
cheia). Por outro lado o aumento de b incrementa o valor da aceleracéo inicial e torna a sua
aproximagao de zero mais lenta. Finalmente para o maior o valor da aceleracao inicial sobe

mas o tempo de queda ndo é qualitativamente modificado.

v T T v T v T 3 y T T T T T T T

— =0 a=0,7 b=0,7 v(0)=0,5 — =0 a=03 b=09 v(0)=1
..... ®=0,05 2.5

--- 0=0,1 .
i— @=0 v(0) =2 —

v(0)=0,5

aceleragio
w

0,5

Figura 4.5: Aceleragao, modelo nao-linear 2D, periodo inflaciondrio.

Por outro lado queremos observar o comportamento do modelo com mudancas nas
condigdes iniciais. Observamos que o aumento da velocidade inicial torna o tempo de queda
menor pois @(t) se aproxima de zero mais rapidamente, figura (4.5). Outras observagdes,
que ndo aparecem na figura, foram feitas. Verificamos que a melhor variagao é feita sob o
fator de escala inicial; pois sobre a densidade de energia inicial ou sobre a velocidade inicial
implica sempre num universo mais oscilatério.

Estes sao os resultados para tempos pequenos, do periodo inflaciondrio. Agora vere-
mos os resultados para tempos grandes, periodo de dominio da matéria.

Na figura (4.6) est4 representado o comportamento do fator de escala. Na figura (a)
foram utilizadas as seguintes condi¢des iniciais: a(0) = 1,264; a(0) = 1,288 e p(0) = 0, 61;
Pode-se obsefvar que o recolapso do fator de escala acontece antes quando w aumenta.
Embora néo esteja ilustrado no grafico, o aumento no valor de b atrasa o recolapso. O grafico

da figura (b) apresenta novos valores para a equagdo de vdW onde as condigdes iniciais, de
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(a) C.1: ap =1,264; ap = 1,288; pp = 0,61. (b) C.I: a(0) = 2,4; a(0) = 1,92; p(0) = 0, 2.

Figura 4.6: Fvolug¢do do fator de escala, Universo 2D, dominio da matéria.

acordo com os valores no final do perfodo de inflagdo, sdo: a(0) = 2,4; a(0) = 1,92 e
p(0) = 0,2. O aumento do valor de « indica colapso em tempos posteriores (observem
a linha cheia e a linha com um trago e um ponto). Podemos reafirmar a antecipagao do
recolapso com a presenca de w. Notem como isso se torna evidente comparando a linha com
um traco e um ponto, que poderia representar um Universo em expansdo eterna. E a linha

com um trago e dois pontos que representa, sem divida, um Universo com recolapso.
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0.2

tempo

(a) C.L: ap = 1,264; ag = 1,288; po = 0,61. (b) C.I: a(0) = 2,4; a(0) = 1,92; p(0) =0, 2.

Figura 4.7: Evolugdo da densidade de energia, Universo 2D, dominio da matéria.

A figura (4.7) mostra o comportamento da densidade de energia, as condigoes iniciais

sao as mesmas dos graficos anteriores. Na figura (a) a densidade comega decrescendo mas logo
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em seguida volta a subir, de acordo com o recolapso obtido pelo fator de escala. Podemos ver
que o aumento de w, como era de se separar, torna esse intervalo de tempo menor. No grafico
da figura (b) o aumento de o provocou uma queda na densidade de energia inicial (linha cheia
e linha com um trago e um ponto). Valores de w abaixo de 0,05 ndo produzem modificacoes
(a linha tracejada estd sob a linha cheia). No entanto, vejam como um w suficientemente

grande aumenta a densidade de energia final (linha cheia e linha pontilhada).

— =0 a=05 b=09
o1l . ®=0,1
---- ®=0,01
--- ®=0 a=06 b=09

aceleragio
\

(a) C.L: ap = 1,264; ao = 1,288; pp = 0,61. (b) C.1.: a(0) = 2,4; a(0) = 1,92; p(0) =0, 2.

Figura 4.8: Ewvolugdo da aceleragao, Universo 2D, dominio da matéria.

Na figura (4.8) estd representado o comportamento da aceleracdo com as condigdes
iniciais da figura (4.6). Como estamos representando o perfodo dominado pela matéria
a aceleracdo é negativa. O gréfico da figura (@) indica um intervalo muito pequeno para
esse perfodo em desacordo com a realidade; todavia, o termo ndo-linear torna possivel a
transicdo para um periodo de dominio da energia escura (linha cheia e linha com um trago
e dois pontos). Na figura (b) 0 aumento de o aproxima a curva de zero (linha cheia e linha
tracejada), w torna a desaceleragéo maior e é responsavel pela segunda transi¢do (linha cheia
e linha pontilhada).

Como tltimo caso consideramos a situagdo em que o modelo ndo apresenta limite de
JT. Nesta situacdo a escolha da raiz da equagéo de segundo grau (4.10) néo estd condicionada
ao sinal do traco do tensor de energia-momento T'. Nos graficos (4.9)-(4.13) s@o apresentados

os resultados para o fator de escala, a densidade de energia e a aceleracao.
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Figura 4.9: Evolucdo do fator de escala e da densidade de energia.

Na figura (4.9), gréfico a, estd representado o comportamento do fator de escala.
Vemos que a expansao é eterna e que o fator de escala comecga a crescer mais rapido, em
tempos grandes, com a utilizagdo do termo nao-linear (linha cheia e linha pontilhada). O
decréscimo no valor de o faz com que a expansao se torne mais lenta, abaixo de 0,4 o Universo
comega a apresentar colapso (linha tracejada e linha com dois tragos e um ponto). No grafico
b, vemos que a densidade de energia nao é alterada qualitativamente com a inclusdo do termo
nao-linear (a linha pontilhada se encontra sob a linha cheia). No entanto, se diminuimos o
a queda se torna mais lenta.

Finalmente no caso da aceleracdo aparece o resultado mais importante. O gréfico a
da figura (4.10) mostra que o universo possui um regime de trés eras onde o termo nao-linear
é responsével pela segunda transi¢do (linha pontilhada e linha tracejada). No gréfico b a
reducdo do valor de o diminui o valor da aceleracéo inicial e o periodo de desaceleracao é
maior. Embora nédo esteja representado no grafico, notamos que quando « € inferior a 0,4
a aceleracdo é sempre negativa e o retorno para valores positivos, com w diferente de zero,
¢ muito dréstico. Por outro lado, se aumentamos muito o valor de b a aceleracdo comega
com valores mais altos e para valores préximos de 0,9 a aceleragdo assume apenas valores

positivos.

Por outro lado queremos observar o comportamento do modelo com mudangas nas
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Figura 4.10: Evolugao da aceleragao.

condigoes iniciais. Na figura (4.11), partimos do fato de que para as condicoes iniciais
normalizadas (a(0) = 1, a(0) = 1, p(0)=1) ocorre recolapso, assim utilizamos um valor dife-
rente para a velocidade a(t) nos graficos anteriores, agora retornamos ao valor normalizado

a(0) = 1 e variamos a(0) ou p(0).
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Figura 4.11: Evolugao do fator de escala e da densidade de energia.

Vemos que no grafico do fator de escala, figura a, quanto menor for o valor de a(0)

mais o Universo se aproxima de uma expansao eterna (compare a linha tracejada com a linha
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pontilhada). Em contrapartida a reducdo da densidade de energia inicial leva o Universo a
um recolapso (observe a linha com um trago e dois pontos, a(0) = 1 e p(0) = 0,5). Na figura,
b apresentamos os resultados para a densidade de energia. A reducdo de a(0) faz com que a
densidade se aproxime mais rdpido de zero (linha cheia e linha pontilhada); por outro lado,

a redugao de p(0) tarda ainda mais essa aproximagdo (linha com um traco e dois pontos e

linha com dois tragos e um ponto).
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Figura 4.12: Aceleragdo com variagdo nas condigoes iniciais.

Na figura (4.12) estd representado o comportamento da aceleracdo em fungio do
tempo. No grafico a, a variagdo em a(0) produziu aceleragdes iniciais menores para valores
cada vez menores, além da aproximacdo de zero ser mais rdpida (linha cheia e linha pon-
tilhada). A redugdo de p(0) fez com que a aceleracdo assumisse apenas valores negativos,
embora a aproximacao de zero também tenha aumentado (linha com um trago e dois pontos).
Através do grafico b é possivel notar que o decréscimo de a(0) produziu uma aceleragao sem-
pre negativa no perfodo de dominio da matéria (compare a linha cheia com a linha tracejada).
A inclusdo do termo nao-linear neste caso é responsével pelo aumento do periodo de dominio
da matéria e pela passagem da aceleracio para valores positivos no perfodo dominado pela

energia escura (linha com um trago e dois pontos).
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Figura 4.13: Aceleragao com a(0) fizo.

Na figura (4.13) apresentamos a aceleracao quando as modificacdes sao feitas somente
sobre @(0) e p(0). Ao contrario do que acontece com a variagio do fator de escala, o universo
passa a apresentar comportamento oscilatorio com a reducao de um destes dois parametros.

Na préxima segdo estudamos modelos escalares 3D para universos com regime de
trés eras e energia escura associada a efeitos geométricos produzidos pela inclusao do termo

nao-linear.
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4.3 Modelos 1/R em 3 D

Como foi apresentado no capitulo anterior existe também a possibilidade de se estu-
dar modelos comolégicos em 3D onde diferentes formulagdes foram testadas [2,18,28]. Nesses
modelos o papel da energia escura é desempenhado por constituintes que sdo comumente
usados nos modelos 4D, ou seja, pode ser modelada por um campo escalar [28], pela equagdo
de Chapligyn [2], ou por uma constante cosmoldgica [18]. Nesta secdo pretendemos analisar,
de maneira anédloga ao caso 2D, a contribui¢cdo de um termo nao-linear em R e verificar a
possibilidade de se interpretar essa contribui¢do como a correspondente energia escura num
Universo 3D.

Os modelos que apresentamos a seguir estao baseados, em principio, nas equagoes de
Einstein. A primeira alternativa é trabalhar com o modelo escalar que segue diretamente da
contragao das equagdes de Einstein em 3D. A segunda é preservarmos o limite Newtoniano
usando o modelo de Cornish e Frankel mencionado no capitulo 2. Invariavelmente nesses
dois casos acrescenta-se um termo nao-linear em R na dindmica na tentativa de se simular
geometricamente a presenca da energia escura para valores grandes de .

Comecgamos a andlise e escrevemos a equacao dindmica em 3D como
R? - 2kTR — w* =0, (4.16)

onde k = 2mrG, é a constante de acoplamento gravitacional 3D e Gy = 1 em unidades
naturais.

Resolvemos a equacao acima para R e encontramos
R =27T + V4n?T? + w? = 0. (4.17)
Da suposi¢ao de um Universo homogéneo e isotrépico segue a métrica de RW em 3D,
ds? = dt* — a?(t) (dr® + r*d6?), (4.18)

onde consideramos k = 0 de acordo com um universo de curvatura espacial zero. Calculamos
os simbolos de Christoffel, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura correspondentes,

' 1
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Roo=2-,  Ri= %(a+a2), R=2222T% (4.20)

assim a equacao do campo gravitacional se torna

. . 2 W
22 4 <9> —aT 4 YL (4.21)
a a 2

as fontes sendo representadas pelo trago do TEM (p — 2p) em 3D e a lei de conservagio

T,u:0 =0, obtemos as seguintes equagdes de movimento

a®>  am(p—2p)  ay/4m(p —2p)® + w2
= 4 + ,
2% 2 4

p+2H(p+p) =0, (4.22)

onde o constituinte das fontes é regido novamente pela equacdo de estado de van der Waals,

apresentada no capitulo anterior

bp
= . 4.2
e — (4.23)

Neste modelo o traco do TEM é positivo ndo ocorrendo inversao de sinal.

O sistema de equagoOes diferenciais (4.22), é um sistema néo-linear que pode ser
resolvido numericamente. As seguintes condigdes iniciais normalizadas, foram usadas: a(0) =
1, a(0) = 1 e p(0) = 1. Estas condigbes simulam um Universo 3D jovem, no comego do

periodo inflacionério com transi¢do para o dominio da matéria.
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Figura 4.14: Evolugao do fator de escala, universo 3D.

Comecamos a andlise com a evolucao temporal do fator de escala que é apresentada

na figura (4.14). No gréfico a podemos observar na maioria dos casos uma expansao eterna.
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A excegdo sao os regimes em que se tomam valores altos do pardmetro b (préximos de 0.9,
compare a linha com dois tragos e um ponto com a linha pontilhada), em que ocorre um
recolapso do Universo 3D (“ big crunch”). Por outro lado, gréfico b, mantendo os outros
pardmetros fixos, a reducéo do pardmetro o provoca uma expansdo mais rapida. Valores

muito pequenos de w nao alteram o comportamento do fator de escala (a linha pontilhada

estd sob a linha cheia).

—_— 1 —

4 -=-- =0 a=05 b=0.215
- a=0,4
_ 0,8 — a=0,3 ]

— ®=0001 =03 b=0.2 v(0) =07 [
‘= ©=001 @=05 b=09 v(0)=0,99
..... b=0.213 v(0) =1

b=015 — 0.6~ .

densidade de energia

densidade de energia

02 -

Figura 4.15: Fvolu¢do da densidade de energia, universo 3D.

A seguir analisamos os resultados referentes a densidade de energia do constituinte
de van der Waals. Na figura (4.15) estéo representadas as curvas correspondentes. As curvas
sdo todas decrescentes confirmando o acordo com a expansido permanente do Universo (via
conservacao da densidade de energia) e conseqiientemente a queda de densidade. O termo em
w praticamente nao afeta o comportamento do fator de escala nem da densidade de energia.
Este resultado tem a mesma interpreta¢ao que no caso 2D: no universo jovem o termo nao
linear, que deveria corresponder a contribui¢do da energia escura, € muito pequeno.

Finalmente observamos o comportamento da aceleragdo. Na figura (4.16) apresenta-
mos as curvas correspondentes. No grafico a vemos que para tempos pequenos, existe uma
forte dependéncia no pardmetro b da equagdo de vdW; para b > 0,213 a aceleragdo comega
negativa, uma caracteristica muito improvavel para o comeco do periodo inflaciondrio. Por

outro lado, se b < 0, 15 a aceleragido permanece positiva para todos os instantes e desta forma

69



T T T T T T T T . T T : I . l i ' —
O,Si B --- ©=0 a=05 b=0,215
0,6 - a=04 R
- =03
— L P @001
0,6 - i |
A
S 1 3 04f i
g — =001 «=05 b=02 v(0)=1 :{ !
204 . b=0213 £ |
o 'y’ = | g -
s b=0,15 g |
{
I
] 021 |
0,2 J
] -
OL‘ ......................... —
0
— e N T B R B
4 6 8 10 0 2 s L L |
e tempo
(a) ®)

Figura 4.16: Fvolucdo da aceleragao, universo 3D.

a transicdo para a matéria ndo estd sendo corretamente descrita pelo modelo. Em outra si-
tuacdo, se aumentamos o parametro «, mantendo os outros pardmetros fixos, a aceleragao
comega com valores cada vez maiores, por outro lado se diminuirmos « diminui também o va-
lor do pico da aceleragio (como mostra a figura do gréfico b) até que finalmente a aceleragao
comece com valores negativos. Todas estas propriedades acontecem a despeito da presenga
do termo nao-linear em R pois para tempos pequenos sua contribuicao é desprezivel.

Para tempos grandes (observe a linha pontilhada da figura b) comega a se notar
a importancia da presenca do termo ndo-linear. De fato gragas a inclusao desse termo a
aceleracdo entra num terceiro regime (com aceleragéo positiva). Através do grafico é também
possivel ver que fazendo w = 0 esta terceira era ndo aparece. Este resultado mostra que o
termo nao-linear é responsdvel pela expansao com aceleragdo positiva para tempos grandes
e portanto pode ser qualitativamente associado a uma representagdo geométrica da energia
escura em universos 3D. O aumento de w antecipa a transi¢do reduzindo o intervalo em que
o Universo é dominado pela matéria. A mudanca de sinal de w torna a solugao inadequada
pois gera raizes negativas. Como ja afirmamos qualquer mudanga dréstica nos parametros

da equacdo de vdW pode levar a casos indesejados, como uma aceleragdo completamente

70



negativa, por exemplo.

Finalmente é importante lembrar que esta dindmica nao possui um limite Newtoni-
ano. A seguir veremos que tipo de resultados podem ser obtidos quando preservamos esse
limite.

Como descrevemos no capitulo 2 o modelo que incorpora o limite Newtoniano em 3D
é a formulacdo de Cornish e Frankel. A dinidmica gravitacional neste é escrita da seguinte

forma:

R*+2kTR - w® =0, (4.24)

onde k = 27G5 e Go = 1. A solugdo da equacgdo algébrica fornece

R = —2rT + V4nm?T? + w? = 0. (4.25)

Partindo novamente da suposi¢gdo de um Universo homogéneo e isotrépico utilizamos

uma métrica de RW em 3D,
ds* = dt* — a®(t) (dr® + r*d6®) (4.26)

onde consideramos novamente k£ = 0 (geometria plana). Calculando os simbolos de Chris-
toffel, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, mais o trago do TEM (p — 2p) em 3D e a

lei de conservagdo T),.;» = 0, obtemos as seguintes equagoes de movimento

@’ _am(p—2p)  av/im(p—2p)* +w?

5+ 2H =0 4.27
50 5 1 , p+2H(p+p)=0, (4.27)

i=—

as fontes sdao regidas pela equagdo de estado de van der Waals, apresentada no capitulo

anterior

bp
- 4.28
P=1- ap’ (4.28)

neste modelo o traco do TEM é negativo néo ocorrendo inversao de sinal.
Apresentamos a seguir o comportamento da evolugdo do fator de escala, da densidade
de energia e da aceleracao através dos graficos obtidos pela integracdo numérica, com as

seguintes condicdes iniciais, a(0) = 1, a(0) =1 e p(0) = 1.
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Figura 4.17: Evolugdo do fator de escala, universo 3D.

Na figura (4.17) estd representada a evolugao do fator de escala para diferentes valores
dos parametros e das condigdes iniciais. Na figura a, o grafico mostra que a reducao de b
torna a expansdo mais lenta (linha cheia e linha tracejada); por outro lado, o aumento de w
torna a expansdo mais répida (linha pontilhada e linha tracejada). No grafico da figura b,

observamos que o aumento de « implica também em uma expansao mais rapida.
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Figura 4.18: Fvolug¢ao da densidade energia, universo 3D.

Na figura (4.18) apresentamos o comportamento da densidade de energia. Em acordo
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com um Universo em expanséo, a densidade é sempre decrescente. O decréscimo de b torna

a queda mais suave (figura a), o aumento de « torna a queda mais abrupta (figura b).
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Figura 4.19: Evolucao da aceleragao, universo 3D.

A figura (4.19) mostra o comportamento da aceleragdo. Na figura a, vemos a primeira
transicao de um Universo dominado pelo inflaton para um Universo dominado pela matéria.
No quadro menor podemos ver que o termo em w € capaz de fazer o universo passar para um
terceiro perfodo governado pela energia escura. O aumento de b torna a queda da aceleracao
mais lenta e fornece um valor inicial maior. O mesmo acontece com o aumento de o no
grafico da figura b, observamos também que a redugdo desse valor aproxima a aceleragao

mais rapidamente de zero.
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Conclusao

w Neste trabalho estudamos diversos modelos cosmoldgicos em dimensoes reduzidas: os
chamados modelos 2D e 3D. Com vistas a este objetivo foi feito um estudo da Teoria
da Relatividade Geral de Eintein em que foi focalizada a sua parte operacional. A
importéncia do campo gravitacional (g,.,) e sua agdo sobre a matéria, da curvatura
representada pelo tensor de Riemann, de uma formulacdo covariante para as leis de
conservagao e finalmente as préprias equagoes de campo. A partir desse ponto foram
analisados os ingredientes basicos dos modelos cosmolégicos que tomam como base a
RG. Dada a observagao do principio cosmoldgico investigamos quais sao as métricas que
devem ser adotadas, e que leis podem descrever a expansdo do universo. Analisamos
também os mecanismos correspondentes a um universo que tem um perfodo inicial de
inflagdo e que apds sua evolugdo possui uma densidade préxima da densidade critica

que provoca no universo uma geometria plana.

vt O seguinte passo foi o estudo de modelos em dimensoes reduzidas, envolvendo siste-
mas com forcas gravitacionais, e em particular num contexto cosmolégico. Em 2D
analisamos o modelo de JT e de CGHS, onde o primeiro se comporta de modo mais
promissor no contexto cosmolégico incluindo uma descri¢do de universo com inflagdo

e energia escura. Em 3D estudamos diversos modelos em que sdo incluidos tor¢ao,
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constante cosmoldgica, solucOes estéticas e nao-estéticas, entre outros. Estudamos
também uma teoria em 3D com limite Newtoniano que é chamado de modelo escalar
de Cornish-Frankel. Finalmente analisamos um outro modelo escalar, sem limite New-
toniano (obtido a partir da contragdo das equagdes de Einstein em 3D), que utiliza
teoria cinética dos gases relativisticos e dois constituintes para simular inflacio em

universos jovens e energia escura em universos velhos.

Finalmente os nossos resultados originais estéo ligados ao estudo do papel de termos
nao lineares nas teorias cosmoldgicas em 2D e 3D. No caso de 2D foi observado que
o modelo que incorpora um limite teérico definido por JT néo é adequado para des-
crever o comportamento do universo num periodo de dominio da matéria pois o leva
impreterivelmente a um recolapso. Em outra situagdo focalizamos um modelo 2D que
nao possui limite de JT, que demonstrou um comportamento mais adequado. Embora
neste caso os resultados estejam fortemente ligado as influéncias das condigoes iniciais
e aos valores dos pardmetros da equacdo de vdW o modelo é eficiente na descricao
de um universo 2D com trés eras. Um ponto importante aqui é a redugao do valor
normalizado do fator de escala césmico inicial a(0) eliminou o carater oscilatério do
universo, garantido um perfodo de aceleragdo negativa sem a mudanga natural de sinal.
O modelo apresenta também um terceiro periodo, com uma transicao suave, somente

através da adigdo do termo néo-linear 1/R.

No caso 3D estudamos um modelo escalar, sem limite Newtoniano. O comportamento
do fator de escala mostrou uma expansao eterna acompanhada de uma densidade
de energia sempre decrescente. O termo nao-linear ndo influencia o universo jovem
mas se torna importante em tempos grandes onde propicia um novo periodo com
aceleracdo positiva. Em outra situagdo, utilizamos um modelo com limite e trago do

tensor energia-momento sempre negativo. A evolugdo temporal do fator de escala e
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da densidade de energia possuem comportamento semelhante ao outro modelo. Estes

regimes sao obtidos para valores especificos dos pardmetros e das condigdes iniciais.
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