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RESUMO

A macro e a micro-estrutura dos materiais dielétricos 
são sensíveis à sua história térmica, mecânica e elétrica.
Foi estudada, do ponto de vista teórico e experimental, a 
teoria da resposta dielétrica de Curie-Schweidler-Gross, vista 
tanto pela abordagem da teoria de circuito como da teoria de 
campo. O assunto é visto dentro da teoria geral da relaxação 
dielétrica, particularmente o efeito posterior em materiais 
dielétricos sólidos. O efeito posterior compreende a descarga 
interna de dielétricos préviamente carregados e sua dependên­
cia com o intervalo de tempo de carga e a formação de uma ten­
são de retorno em dielétricos préviamente carregados, e curto- 
circuitados por um intervalo de tempo finito. São apresentados 
resultados de ensaios de determinação de curvas de tensão de 
retorno em capacitores com dielêtrico de celulose, polipropi- 
leno, mica e poliester.
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Abstract

The macro and micro-structure of the dielectric 
materials are sensitive to their thermal, mechanical and 
electrical history. The Curie-Schweidler-Gross's dielectric 
response theory, on both theoretical and experimental 
standpoint, was studied on the approach of the circuit theory 
and field theory. The subject is considered with the help of 
dielectric relaxation general theory, specially, the 
after-effect on dielectric materials. The after-effect 
embraces not only the internal discharge of dielectrics with 
previous charge and its dependence on charging time, but also 
the build-up of a return voltage in dielectrics with previous 
charge and short circuited for a finite time. Return voltage 
curves are given for capacitors with dielectric made of 
cellulose, polypropylene, mica and polyester.
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INTRODUÇÃO

109Segundo Maxwell (p.450) , dieletrico e o meio no
qual, como consequência da aplicação de um campo elétrico, 
ocorrem os fenômenos de indução e condução, simultaneamente.
O material dieletrico é, portanto, diferenciado tanto do iso- 
lante perfeito (onde sõ ocorre a indução) quanto do condutor 
perfeito (onde sõ ocorre a condução).

É dentro desta definição que será utilizado aqui o ter­
mo dieletrico. Além disso, os dielétricos podem ser divididos 
em ideal (perfeito, não-absortivo), com resposta rápida à 
aplicação de um campo elétrico, e real (não-ideal, não-perfei­
to ou absortivo), aqueles que além da resposta rápida, apre­
sentam uma resposta lenta, originando os fenômenos que serão 
tratados aqui.Neste sentido, um capacitor ideal é aquele for­
mado com um dielétrico ideal, e um capacitor real, com um die- 
létrico real. A menos que se especifique o contrário, o termo 
dieletrico sem nenhuma indicação adicional, será usado aqui 
para designar os dielétricos reais.

O objetivo principal aqui é mostrar o estudo do efeito 
posterior ("after-effect") em dielétricos sólidos reais. 0 
efeito posterior, denominação dos fenômenos de tensões de cir­
cuito aberto, compreende a descarga interna de dielétricos 
préviamente carregados e sua dependência com o intervalo de 
tempo de carga e também, a formação de uma tensão de retorno
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em dielétricos previamente carregados e curto-circuitados por 
um intervalo de tempo finito. 0 efeito posterior diferencia 
profundamente um dielétrico real de um ideal; o dielétrico 
ideal não apresenta o efeito posterior (sua descarga interna 
independe do intervalo de tempo de carga e não se observa o 
aparecimento da tensão de retorno).

0 efeito posterior é um efeito separado porém, intima­
mente relacionado com a forma da resposta dielétrica a uma ex­
citação. É fundamental observar-se que qualquer teoria da res­
posta dielétrica terá que, necessariamente, prever e explicar 
a ocorrência do efeito posterior.

A principal característica da resposta dielétrica é o 
efeito memória, pelo qual o comportamento no tempo presente 
depende da história passada do dielétrico. 0 efeito memória 
nos dielétricos é finito, significando que excitações ocorri­
das em um passado remoto não afetam o estado atual (um exemplo 
de efeito memória infinito é o fusível, o qual jamais "esquece" 
a corrente que ultrapassou seu valor nominal de interrupção).
A existência do efeito memória nos dielétricos é explicada 
normalmente pelo princípio de superposição. Quando um campo 
elétrico é aplicado ao dielétrico, seus constituintes sofrem 
um deslocamento da posição de equilíbrio e ocorre a polariza­
ção elétrica, que pode ser de vãrios tipos; ao ser retirada a 
excitação, o equilíbrio se restabelece após um intervalo de 
tempo finito, denominado tempo de relaxação. Nos dielétricos 
reais, a componente lenta da resposta implica em um grande tem­
po de relaxação, possibilitando variações apreciáveis do campo 
aplicado durante este intervalo de tempo, de modo que a
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relação excitação-resposta pode adquirir um caráter de não- 
instantaneidade, ocasionando o efeito memória, ou como também 
ê conhecido, a dispersão temporal. Neste sentido, o valor da 
polarização elétrica no instante de tempo atual depende de 
valores do campo elétrico em instantes de tempo passados, e 
esta "memória" pode se estender, na prática, a intervalos de 
tempo tão longos como horas, dias ou mesmo mais.

No caso geral, a resposta dielétrica ê não-linear com 
a excitação. Entretanto, todo tratamento citado aqui é feito 
na aproximação linear, supondo-se válido o princípio de super­
posição. Além disso, outra hipótese básica assumida ê a vali­
dade do princípio de causalidade, pelo qual o efeito é sempre 
posterior à causa.

Na física dos materiais dielêtricos o fenômeno de rela­
xação é a interação mais importante entre campo e matéria. 
Contudo, uma característica interessante no estudo da relaxa­
ção ê que não se está restrito aos dielêtricos, isto é, os fe­
nômenos de relaxação podem ser também, mecânicos, magnéticos, 
óticos, nucleares e outros. Tal fato faz com que os métodos de 
estudo sejam necessáriamente interdisciplinares, e o entendi­
mento dos vários mecanismos de relaxação nos materiais em uso 
atualmente (geralmente, de estrutura complexa) seja fonte de 
pesquisas as mais diversas.

Apesar de algumas considerações sobre a estrutura mi­
croscópica dos dielêtricos ser feita, o tratamento da resposta 
dielétrica citado aqui está basicamente dentro do escopo da 
teoria fenomenológica. Neste contexto, o dielêtrico é visto 
como uma "caixa preta" e os fenômenos aí existentes são
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descritos em termos de variáveis observáveis, tais como a cor­
rente e a tensão. Neste sentido, não se está preocupado com a 
estrutura interna microscópica do material dielêtrico, e uti­
liza-se modelos que relacionem as variáveis observáveis e con­
duzam a resultados compatíveis com a experimentação |Bunge 
(p.67-90)13|.

As equações de Maxwell são compostas de quatro equações 
fundamentais, às quais se juntam outras, descrevendo o compor­
tamento nos diversos meios, denominadas relações constituti­
vas. Os novos materiais em uso atualmente são meios para os 
quais relações constitutivas simples não são válidas. O obje­
tivo do estudo dos dielétricos é justamente o estabelecimento 
de relações constitutivas que mais se aproximem do comporta­
mento dielêtrico real.

Algumas restrições são feitas aqui. Assim, o estudo é 
restrito aos dielétricos sólidos, sendo entendido por sólidos 
aqueles que apresentam estrutura não só cristalina mas também, 
amorfa ou parcialmente amorfa. O comportamento dos gases e lí­
quidos pode, muitas vezes, ser profundamente diverso do citado 
aqui e, no caso dos líquidos, estes se aproximam muito mais do 
comportamento previsto por Debye para um dielêtrico, do que os 
sólidos. Outra restrição feita é a consideração apenas de fe­
nômenos isotérmicos. Assim, para o caso não-isotêrmico, são 
citados apenas de passagem as correntes térmicamente estimula­
das e o efeito eletreto, o qual origina uma polarização perma­
nente em dielétricos.
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No capítulo 1 é mostrada uma retrospectiva histórica, 
desde o início do século até os dias de hoje, do estudo de 
alguns aspectos do comportamento dielétrico. Neste capítulo 
não se estã particularmente interessado nos fenômenos em si, 
nem se tenta esclarecê-los definindo todos os termos emprega­
dos. Basicamente, é com a cronologia dos acontecimentos e 
descobertas, por assunto, que se estã interessado.

No capítulo 2 é mostrado o estudo do efeito posterior 
em dielétricos. A abordagem ê feita tanto pela teoria de cir­
cuito como pela teoria de campo e, além disso, são apresenta­
dos modelos de plano de campo-zero que tentam explicar a for­
mação da tensão de retorno. As teorias do efeito memória e 
dos fenômenos de relaxação preveêm e tentam explicar a ocor­
rência do efeito posterior.

No capítulo 3 faz-se uma revisão de alguns aspectos do 
estado atual do estudo dos fenômenos de absorção dielétrica 
(aparecimento de uma corrente de longa duração no dielétrico, 
apôs a aplicação de um campo em forma de função degrau), e de 
relaxação dielétrica. O estudo da relaxação se faz com o uso 
de funções de relaxação dielétrica que descrevem a resposta 
dielétrica a uma excitação em forma de pulso unitário. 0 efei­
to posterior ê causado pela absorção dielétrica e esta, por 
sua vez, estã intimamente relacionada com a relaxação dielê- 
trica.

No capítulo 4 é mostrado o estudo das perdas dielétri- 
cas. Com o uso da teoria da resposta dielétrica pode-se deter­
minar as perdas no dielétrico real, considerando desta forma 
não sõ as perdas pela corrente de condução (efeito Joule) mas
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também, as perdas por relaxação, perdas por ressonância e 
perdas por heterogeneidades (efeito Maxwell-Wagner). 0 estudo 
citado compreende perdas para excitações senoidais e não- 
senoidais.

No capitulo 5 é mostrada a expressão geral da resposta 
dielétrica e a partir dela, as hipóteses necessárias que per­
mitem tomar-se a aproximação linear, como um caso particular.

No capitulo 6 são mostrados resultados experimentais do 
levantamento de curvas de tensão de retorno em capacitores com 
dielétricos de vários tipos,e algumas soluções da equação ín- 
tegro-diferencial de Schweidler-Gross para o efeito posterior, 
considerando para a função de relaxação dielétrica a forma ex­
ponencial.

No apêndice A ê mostrada a equivalência das abordagens 
pela teoria de circuito e teoria de campo do efeito posterior 
em dielétricos.

No apêndice B é mostrada a resposta dielétrica no domí­
nio da frequência, de grande utilidade prática e experimental.

No apêndice C é mostrada a transformação de Hilbert e 
as relações de Kramers-Kronig, de grande utilidade na inter­
pretação de dados dielétricos.



CAPlTULO 1 
ASPECTOS HISTÓRICOS

109Desde antes de Maxwell , os materiais dielétricos 
são reconhecidos ter um caráter absortivo. Esta denominação 
remonta ainda aos tempos em que a eletricidade era considera­
da um fluído, o qual seria então absorvido pelos materiais 
dielétricos. Desde então a absorção dielétrica tem sido obje­
to de intensa pesquisa.

81 ~Em 1887, Hopkinson mostrou, por sugestão do próprio
Maxwell, a carga residual nos dielétricos utilizando determi­
nados vidros usados na confecção das garrafas de Leyden. O 
autor observou que o comportamento dos dielétricos apresenta­
vam efeitos retardados semelhantes aos descritos por

g
Boltzmann , em 1874, no seu estudo sobre comportamento dos 
corpos elásticos. Hopkinson estabeleceu então correspondên­
cias entre as grandezas elétricas e mecânicas. O tratamento 
matemático dado por esses autores a estes fenômenos conduziu 
à consideração de equações integrais e íntegro-diferenciais.

Nas primeiras décadas do século XX, os fenômenos deste 
tipo foram apresentados por Vi to Volterra'*'^ *163 ,164 ,165, Q

qual cunhou a expressão fenômenos hereditários para designã-
1 £ C

los. Segundo o autor citado , fenômeno hereditário é aquele 
que depende não somente do estado atual do sistema mas também
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dos estados anteriores pelos quais o sistema tenha passado,
ou seja, o fenômeno dependeria da história do sistema.

151Em 1907, von Schweidler publicou um trabalho, ainda
hoje fundamental, onde apresentou os fenômenos hereditários

151em dieletricos. von Schweidler mostrou particularmente os 
fenômenos de carga, descarga e perdas sob tensões senoidais. 
Este trabalho foi ainda desenvolvido, em 1915, por F.Tank^"^.

Em 1937, B.Gross e P.S.Rocha"^'̂ ^ ^ i n i c i a r a m  a 
publicação de uma série de artigos onde procuraram mostrar o 
comportamento de um dielêtrico real, diferenciado do dielé- 
trico perfeito por uma série de fenômenos por eles denomina­
dos de anômalos. Ressaltaram, entretanto, que o termo anoma­
lia não significaria que tais fenômenos fossem raros ou alea­
tórios; com anômalo quiseram dizer que tais fenômenos não 
obedeceriam a teoria de Maxwell em sua forma clássica. A de­
nominação de anômalo foi em seguida abandonada, pois tratava- 
se de fenômenos fundamentais dos materiais dielétricos.

O aparecimento destes artigos marca o início da elabo­
ração de uma teoria fenomenolõgica do comportamento dielêtrico 
pelo grupo de Gross. Tomando como hipóteses fundamentais a va­
lidade do princípio de superposição e do princípio de causali­
dade, Gross estabeleceu, utilizando a teoria de circuito, que 
a corrente I(t) que atravessa um capacitor formado com um ma­
terial dielêtrico sólido, submetido a uma tensão V(t), ê dada 
pela equação íntegro-diferencial:



Kt)- —  + c dV/í) + /  </>lt-r) d't (í.i)
* cít / d r

-  00

onde é a função de memória, função de relaxação dielé-
trica ou função resposta.

Gross dividiu os fenômenos anômalos em dois grupos 
distintos. No primeiro estudou os fenômenos que se processam 
com as armaduras do capacitor ligadas a um circuito exterior: 
carga, descarga e perdas; no segundo, estudou os fenômenos 
que se processam apesar do isolamento entre as armaduras: 
descarga interna e regeneração (tensão de retorno).

0 primeiro grupo de fenômenos já havia sido estudado 
por von Schweidler^^ que obteve a equação (1.1) e propôs a 
função de memória na forma

/
=/2Í (1.2)

onde
3, a constantes
( 3>0, 0<a<l )

71Gross estudou em particular os fenomenos do segundo 
grupo denominando-os efeito posterior ou fenômenos de tensões 
de circuito aberto. Nestas condições, l(t)=0 e a equação (1.1) 
é reduzida a

v ( 0  c d v i t )  4   + - d(é-~) dZ - O (13)
R d t

_ co
35 71Ainda nestes artigos, Gross ' encontra uma solução 

qualitativa para a equação Integro-diferencial (1.3) adotando 
para a função de memória um somatório de exponenciais negati­
vas. A solução foi confrontada com dados experimentais obtidos
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pelo próprio autor , sendo os resultados considerados satis­
fatórios. Uma outra solução, aproximada, foi ainda obtida por

3672 ~ ~Gross ' adotando agora para a função de memória a forma
(1.2), proposta por von Schweidler. A confirmação experimen­
tal foi também realizada, restando porém, dúvidas quanto ao 
valor inicial da função de memória. As soluções aproximadas 
obtidas pelo autor citado, apesar de lançarem alguma luz na 
compreensão dos fenômenos anômalos em dielêtricos reais, não 
foram suficientes para a confirmação rigorosa dos dados expe­
rimentais .

A dificuldade foi resolvida com a obtenção da solução
analítica rigorosa da equação (1.3), tomando-se como função

151de memória a forma (1.2) proposta por von Schweidler . A
124 125primeira solução foi encontrada por F.M.Oliveira Castro '

em 1939, segundo ele, animado pelo próprio Gross. Através de
uma mudança de variáveis na equação (1.3), Oliveira Castro
transformou-a em uma equação integral de Volterra de segunda
espécie, cujo núcleo era uma função conhecida. Utilizando
então o método dos núcleos iterados, proposto pelo próprio
Volterra^"^, Oliveira Castro‘S  ̂ »125 encontrou a solução geral

da eq. (1.3) e ainda, mostrou o caso particular do condensador
anômalo perfeitamente isolado (R-»-00) . Esta mesma equação foi

147 148tambem resolvida por A.de Moraes e M.Schenberg ' , em 1940.
Estes autores, utilizando mudanças de variáveis semelhantes ás 
de Oliveira Castro, chegaram também a uma equação integral de 
Volterra de segunda espécie, resolvendo-a pelo método da 
transformada de Laplace, obtendo uma solução bastante geral. 
Mostraram também casos particulares e estabeleceram a equiva­
lência de sua solução com a de Oliveira Castro. Estes e outros

71
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aspectos desenvolvidos na teoria dos dielétricos fazem parte
da história da Física no Brasil e podem ser vistos, por exem-

74pio, no depoimento de B.Gross em (p.127) e tambem em 
(p.71-73)31.

As equações integrais de Volterra, cuja ligação com os 
fenômenos hereditários já estava firmemente estabelecida des­
de o próprio Volterra^^, têm sido, desde então, utilizadas 
nesta conexão, para os fenômenos hereditários em dielétricos
sólidos reais. Em 1952, Grosŝ "*" mostrou um método de inversão

127desta equaçao e ja em 1985, Oliveira Castro chegou a mesma 
solução obtida por ele anteriormente, utilizando agora o cál­
culo operacional de Heaviside, conseguindo considerável sim­
plicidade na solução.

A obtenção da solução analítica da equação (1.3) com a 
função de relaxação tomada na forma proposta por Schweidler, 
permitiu a Gross a formulação de uma teoria fenomenolõgica
completa do comportamento dos dielétricos reais. Assim, em

39 401940, este autor ' estabeleceu relações gerais entre as
curvas de tensão de descarga interna e de tensão de retorno.

41 47Em 1942, o mesmo autor ' mostrou as curvas limites e os 
valores iniciais das curvas de tensão de descarga interna e 
tensão de retorno, estabelecendo também, relações entre elas.

Em 1941, ainda como resultado dos trabalhos anteriores,
45Gross elaborou uma teoria das perdas dieletricas sob solici-

42taçoes senoidais. Para tanto, o autor considerou um capaci-
tor formado com um dielétrico real, submetido a uma tensão se-
noidal, definindo para o mesmo uma capacitância e uma condu-

4 3 4 4 46 48tancia aparentes. O autor ' ' ' estabeleceu, em seguida,
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relações entre estas grandezas, utilizando transformações in­
tegrais, possibilitando desta forma o cálculo das perdas. 0 
estudo pode ser considerado uma continuação de trabalhos an­
teriores, tais como os de Manning e Bell^*^ e Boning^, sendo 
continuado por Whitehead e Eager^*^. A validade das transfor­
mações integrais empregadas (basicamente as transformações de 
Hilbert) foi mostrada também por outros autores, como
B.Levi^^ e Hylmar Silva^ ' . 0 trabalho de Gross é

21contemporâneo ao de Cole que tambem empregou relações do 
tipo Kramers-Kronig aplicadas ao tratamento de dados de per­
das dielétricas. Em 1974, Lovel'*'^ trabalhou com relações 
análogas ás empregadas por Gross na interpretação de dados 
dielétricos, no que foi alertado pelo próprio autor^, logo 
em seguida.

0 estudo fenomenolõgico dos dielétricos reais foi fei­
to, como citamos, tratando-os em uma aproximação linear. Em 

541956, Gross elaborou uma teoria geral dos sistemas físicos 
lineares, de modo a fundamentar não somente o estudo dos die­
létricos reais mas também, o comportamento de outros sistemas 
físicos lineares que igualmente constituiam áreas de seu in­
teresse, tal como a viscoelasticidade. Em 1980, Oliveira 

126Castro publicou um trabalho sobre a representação analíti­
ca da relação excitação-resposta dos sistemas físicos lineares, 
passivos, causais e com hereditariedade invariável no tempo, 
mostrando que esta relação se exprime com o uso do princípio 
de superposição em um espaço vetorial topolõgico do conjunto 
das excitações e das condições referidas anteriormente.
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Os trabalhos pioneiros de Gross foram seguidos de
muitos outros estudos, não somente dele próprio como também
de vários outros autores. Em um recente relato de seus estu-

6 3dos, publicado em 1986, Gross afirma que as pesquisas rea­
lizadas por ele em dielétricos e eletretos, nos últimos cin­
quenta anos, obedeceram a uma sistemática de desenvolvimento
e que existiria uma relação lógica entre os sucessivos passos

63 ~dados. Segundo o autor , a procura de uma explicação para o
efeito posterior em dielétricos sólidos reais e o efeito ele- 
treto levou-o â pesquisa do armazenamento de cargas em dielé­
tricos e do mecanismo responsável por este fenômeno, ou seja, 
a absorção dielétrica. A observação de que a absorção dielé- 
trica é um fenômeno linear, ou pelo menos, pode ser assim 
considerado em um extenso intervalo de correntes e tensões, 
levou-o a considerar a hipótese da existência de uma polari­
zação volumétrica no dielétrico. Pesquisas realizadas sobre a 
absorção dielétrica mostraram ser ela causada pela relaxação 
dielétrica, característica presente em todos materiais dielé­
tricos. 0 estudo da relaxação dielétrica se fez, então, com o 
uso das funções de relaxação dielétrica. Desde von Schweidler
foi reconhecido que esta função não era dada na forma exponen-

25ciai decrescente, tal como previsto por Debye para os dielé­
tricos perfeitos, sendo muitas outras formas propostas por di­
versos outros autores. A tentativa de resolver o problema do 
desvio da função exponencial foi feita, por dois modos diver­
sos: um grupo de pesquisadores propôs diversas formas analíti­
cas para a função de relaxação dielétrica; outro grupo consi­
derou que não existiria somente um tempo de relaxação mas sim,
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uma distribuição destes tempos e propôs, inicialmente, o uso 
de funções de distribuição de tempos de relaxação para a cor­
rente e tensão e, posteriormente, o uso de funções de distri­
buição de energias de ativação. Gross mostrou, ainda, diver­
sos problemas de natureza matemática originados com o uso de 
funções de distribuição. Entretanto, existe a dificuldade de 
se associar estas funções de distribuição com propriedades 
estruturais dos dielétricos (existência de sistemas elementa­
res independentes com tempos de relaxação próprios). Em con­
sequência, há uma rejeição em se atribuir um significado fí­
sico á estas funções. Isto levou outros autores a teorias ba­
seadas em interações de muitos corpos, sendo proposta, inclu­
sive, uma lei universal da resposta dielétrica.

Devido à formulação matemática dos fenômenos de rela­
xação dielétrica e dos fenômenos de relaxação viscoelãstica 
ser exatamente a mesma, Gross os estudou conjuntamente, esta­
belecendo uma perfeita correspondência entre as grandezas

- 55eletricas e mecanicas. Em 1953, o autor elaborou sua teoria
completa da relaxação viscoelástica.

Os estudos deste autor sobre o fenômeno eletreto en­
volveram não somente pesquisas sobre fenômenos que ocorrem a 
uma determinada temperatura, mantida constante (fenômenos 
isotérmicos) como os relatados até aqui mas também, fenômenos 
não-isotérmicos, dando lugar à intensa pesquisa que se faz 
hoje sobre as correntes térmicamente estimuladas em materiais 
dielétricos.

Dentro deste quadro, Grõss35,36,38,40,47,63,69,70,71,72

apresentou o efeito posterior em dielétricos, tais como as 
relações gerais de tensões de circuito aberto, considerando-o
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como um efeito separado porém, relacionado com a absorção
dielêtrica. Estes estudos foram elaborados com base na teoria
de circuito, supondo-se um capacitor formado com um dielétri-
co sólido real e considerando-o como um elemento de circuito.

132Em 1965, Perlman e Meunier mostraram o decaimento de car­
ga em eletretos de cera carnaúba, continuando um trabalho an-

172terior de Wiseman e Feaster , publicado em 1957. Em ambos
os trabalhos utilizou-se elementos da teoria de campo. Em

331966, Garcia-Moliner obteve as funções de resposta linear 
para os fenômenos viscoelásticos, nas mesmas bases anteriores. 
Os estudos mais completos apareceram em 1967, quando 
Tilley'1' ^ ' publicou sua teoria fenomenolõgica da resposta 
dielêtrica onde o autor dá um tratamento unificado a uma va­
riedade de experimentos, obtendo, inclusive, as relações de 
Gross para as tensões de circuito aberto. Esta teoria fenome­
nolõgica de Tilley para os fenômenos isotérmicos em dielétri- 
cos sólidos foi obtida a partir da teoria de campo. Uma teoria 
para os fenômenos não-isotérmicos em dielétricos, também a 
partir da teoria de campo, foi obtida em 1968 por 
Perlman^^' .  A abordagem pela teoria de campo é baseada na 
validade dos princípios de causalidade e superposição e na 
hipótese de que a resposta em polarização do material dielé- 
trico, submetido a um campo elétrico E(t), é da forma

t

~p ít) = / X  (t -?) £(?) (1.4)
- ao

onde x(t-T) é a função resposta do material dielêtrico.
Em 1978, Adamec e Calderwood^, em um artido de revisão 

sobre fenômenos de condução e polarização em materiais
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dielétricos poliméricos, apresentaram alguns resultados sobre 
tensões de retorno de capacitores carregados sob condições 
isotérmicas e não-isotérmicas. Os resultados foram os mesmos 
que os obtidos por Gross e outros anteriormente, no que foram 
alertados pelo próprio autor*^, em 1979. Em 1987, os estudos 
da tensão de retorno em dielétricos sólidos ganharam novo im­
pulso com a publicação de um artigo elaborado por R.Coelho e 

19outros . Segundo este autor, os estudos fenomenologicos ba­
seados na função de memória produziram pouco entendimento fí­
sico do processo real de formação da tensão de retorno.
R.Coelho elaborou, então, dois modelos simples baseados no 
deslocamento de cargas no material. Estas cargas injetadas 
estariam ou sobre um plano de carga localizado a uma certa 
profundidade da superfície (modelo do plano de carga) ou dis­
tribuída na camada entre o plano de carga e a superfície 
(modelo de carga distribuída). 0 movimento deste plano de 
carga em direção ã superfície após o curto-circuito seria, 
então, responsável pela formação da tensão de retorno. 0 mo­
vimento destes planos de campo-zero após o curto-circuito em

- - 68dielétricos carregados já havia sido mostrado por Gross e
seu grupo, desde 1972. A atenção de R.Coelho foi despertada
pela publicação entre 1982 e 1986 de alguns artigos de pes-

•  ̂ • 96,174,175 . . . . , ,quisadores japoneses ' ' cujo interesse no estudo de
fenômenos de tensão de retorno em dielétricos se deveu à pos­
sibilidade de utilização destes fenômenos em ensaios não-des- 
trutivos para deteção do estado de degradação de isolamento 
de cabos,especificamente devido aos fenômenos de arborescên-

QC 191 1 P7 1 Tlcia (kuwabara et.al. , Ohi et.al. , Okamoto ' ,
Schaefer^^^).
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8 7Em 1987, Jonscher apresentou as equações que gover­
nam a carga e descarga de capacitores não-ideais, obtendo ex­
pressões analíticas para as transformadas de Laplace de cor­
rentes e tensões funções do tempo, associadas com a carga e
descarga através de aplicação de uma tensão em forma de fun-
~ 88 çao degrau. Com isto, ainda em 1987, Jonscher obteve as ex­

pressões analíticas para as perdas dielétricas de capacitores
dispersivos (reais) sob solicitação de tensões do tipo função

8 8degrau continuando um trabalho do próprio autor , de 1972, 
quando calculou as perdas dielétricas sob solicitações tran­
sitórias .

fí ̂Conforme observou Gross , em 1986, a absorção dielé-
trica tem sido objeto de uma pesquisa sem fim. Em 1945, o 

6 5mesmo autor mostrou a formação de cargas permanentes em
dielêtricos sólidos, trabalho este completado por ele 

49 50proprio ' , em 1949. Nestes artigos, Gross apresentou o
comportamento dos dielêtricos sob condições não-isotérmicas. 
Neste aspecto, em 1972, o autor'^'"^ mostrou a aplicação dos 
modelos de Maxwell e Wagner ao estudo dos dielêtricos, con­
cluindo que a equivalência destes modelos sob condições iso­
térmicas deixa de ser valida em condições não-isotérmicas.

6 6Em 1985, Gross e Figueiredo completaram e tornaram rigoro­
sos estes estudos, ratificando a conclusão anterior.

A absorção dielétrica, como citamos, está intimamente 
relacionada com a relaxação dielétrica, propriedade caracte­
rística de todos dielêtricos sólidos e tem sido estudada em 
uma aproximação linear, supondo válidos os princípios de
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superposição e causalidade com os quais pode-se relacionar as 
várias funções usadas para estudar o comportamento dielétrico. 
Estes cálculos são feitos utilizando-se a função de relaxação 
dielétrica.

143Em 1956, Ross Macdonald apresentou em um artigo re­
sumo, as relações de transformações integrais usadas em sis­
temas lineares, apontando as formas mais convenientes para o

139uso em cálculos. Em 1961, o mesmo autor aplicou muitas
destas expressões ao estudo da relaxação viscoelástica. Em

1421963, Ross Macdonald mostrou tambem, em um artigo resumo, 
as relaxações dielétrica e viscoelástica, estabelecendo rela­
ções da equivalência entre as duas e resumindo as relações
gerais utilizadas com o princípio de superposição. Em 1968,

133muitos resultados foram agrupados e resumidos por J.Perret
134 135Este trabalho foi ampliado pelo próprio autor ' em 1970 

e 1974.
A função de relaxação dielétrica, suposta inicialmente

na forma de uma exponencial decrescente, desde Schweidler^^^
tem sido proposta em outras formas que melhor se ajustam aos
dados experimentais, não se chegando, ainda hoje, a uma forma
aceita como definitiva. Várias expressões analíticas para a
função de relaxação dielétrica foram propostas por diversos

151autores como, por exemplo: em 1907 por von Schweidler , em
1941 por Cole e Cole^, em 1950 por Davidson e Cole'*'^, em

16 8 841971 por Williams e Watts , em 1977 por Jonscher . A forma
84 - ~ ^proposta por Jonscher ê uma generalização da função de

von Schweidler^^ e pretende representar uma resposta univer­
sal dos dielétricos, baseado em interações de muitos corpos.



19

Esta universalidade da resposta dielétrica foi contestada por
63 ~Gross , em 1986, com base no princípio de superposição

56 57tempo-temperatura, mostrado pelo próprio autor ' , em 1968.
Uma comparação entre as funções de relaxação dielétrica pro-

168 84posta por William e Watts e por Jonscher foi realizada
63 ~ainda em 1986, por Gross . Três trabalhos recentes

nr 16 7 117(P.Hedvig , G.Williams e Multhaupt e Hertz ) revisaram 
diversos aspectos da pesquisa em relaxação dielétrica e ana­
lisaram, em particular, diversas formas propostas para a fun-
~ 75çao de relaxaçao dieletrica. Assim, em 1984, P.Hedvig mos­

trou diversos aspectos experimentais utilizados atualmente
167na pesquisa da relaxação dielétrica; em 1985, G.Williams

analisou o comportamento da relaxação dielétrica em polímeros
117e, em 1987, G.Multhaupt e H.Hertz publicaram um artigo re­

sumo sobre eletretos, onde analisaram os aspectos de relaxa­
ção dielétrica.

Uma outra tentativa de se resolver o problema do des­
vio da função de relaxação dielétrica da forma exponencial
decrescente, observada experimentalmente, foi feita com a in­
trodução do conceito de funções de distribuição de tempos de
relaxação, proposto inicialmente na forma gaussiana por 

173Yager , ainda em 1936. Esta forma apresentou dificuldades 
em intervalos de tempo muito curtos e muito longos. Outras
distribuições de tempos de relaxação foram propostas por

20 24Cole e Cole , em 1941 e Davidson e Cole , em 1950. Em 1983,
79Hill e Dissado apontaram a ambiguidade de se ter duas fun­

ções de distribuição, para a corrente e para a tensão. Neste
86 -mesmo ano, Jonscher jã apontava a dificuldade de se dar um
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significado físico âs funções de distribuição de tempos de 
relaxação em termos de sistemas elementares com tempos de re­
laxação próprios. A distribuição de tempos de relaxação pode 
ser transformada em uma distribuição de energias de ativação 
assumindo que a relação entre o tempo de relaxação de uma
unidade polarizãvel elementar e a temperatura seja dada pela

~ 63equação de Arrhenius (Gross ). Tal estudo foi apresentado
por este mesmo autor^em 1967 e por Wintle e Sribney^^ em 
1984, sem que, com isto, o problema de se ter um significado 
físico para estas funções fosse, de fato, resolvido. 0 pro­
blema foi, apenas deslocado para o de encontrar, agora, um 
significado físico para as funções de distribuição das ener­
gias de ativação.

52 53 67Em 1956, Gross ' ' propôs uma forma de se visuali­
zar o papel das funções de distribuição, utilizando o modelo 
de Bueche para a relaxação mecânica. Neste modelo, Bueche 
representou as cadeias de polímeros como uma sequência de 
unidades moleculares igualmente espaçadas, ligadas por molas
(forças elásticas) realizando movimentos atenuados por forças

6 3viscosas. Utilizando as analogias eletro-mecânicas, Gross
estabeleceu um modelo para os dielétricos, com os parâmetros
continuamente distribuídos. Utilizando a equação de difusão,
o autor calculou uma função de relaxação cujo caso limite é
justamente a função de von Schweidler^^.

90Em 1984, Kita mostrou as funções de distribuição 
para um sistema Maxwell-Wagner de polarização interfacial,
concluindo que uma relaxação dielêtrica do tipo Davidson-Cole
~  ̂ 62 nao era possível neste caso. Em 1985, Gross chega a conclu­
são oposta â de Kita e mostra que a distribuição de tempos de
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relaxação do tipo Davidson-Cole pode aparecer em um dielêtri-
141composto por camadas heterogeneas. Em 1987, Ross Macdonald 

apresentou as funções de distribuição de energias de ativa­
ção, considerando as distribuições exponencial e gaussiana, 
concluindo, provisoriamente, que um modelo de distribuição 
gaussiana de energias de ativação levemente assimétrico con­
corda melhor com os dados experimentais disponíveis. Ainda em

1401987, Ross Macdonald publicou um artigo resumindo diversos 
aspectos relativos ãs funções de distribuição de tempos de 
relaxação e de energias de ativação.

O uso das funções de distribuição gerou dificuldades 
não somente quanto a sua interpretação física mas também, de
ordem matemática, neste caso pelo uso de integrais sobre fun-
~ 64çoes impróprias e de espectros truncados. Em 1987, Gross

analisou estas dificuldades matemáticas e solucionou-as, dan­
do uma nova interpretação para as funções de distribuição, 
vistas agora como componentes imaginárias de duas funções 
analíticas complexas que seriam as funções geradoras de todas 
as outras funções na teoria da relaxação dielétrica e da re­
laxação viscoelãstica.



CAPlTULO 2
EFEITO POSTERIOR

2.1 ABORDAGEM PELA TEORIA DE CIRCUITO
Um capacitor ideal, construído com um dielétrico per­

feito, formando um circuito RC submetido a uma tensão V(t), 
conforme mostrado na fig. 2.1.a, é atravessado por uma corren­
te I(t), na forma

onde V(t) ê a tensão aplicada, C a capacitância e R a resis­
tência no circuito equivalente do capacitor ideal.

R àt
(2.1)

FIGURA 2.1 - CIRCUITO RC

I ( t )

C

6- (0) TbT

(a) tensão V(t) aplicada no circuito RC
(b) circuito RC sem tensão aplicada
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Na eq. (2.1), o primeiro têrmo do lado direito, V/R, é 
a corrente de condução e o segundo, C dV/dt, é a corrente de 
deslocamento.

Agora, estando o capacitor carregado, ao abrir-se a 
chave K no circuito RC mostrado na fig. 2.1.b, a tensão V(t) 
nos terminais do circuito RC decai segundo a forma

d m  s 0  { 2 - 2 )

* dt

donde

~V kc
[/(t) = V0 e ( 2 . 3 )

onde VQ é a tensão existente no capacitor antes da chave K 
ser aberta e o têrmo RC é denominado constante de tempo.

Se, por outro lado, estando o capacitor C descarregado, 
abrir-se a chave K no circuito RC mostrado na fig. 2.1.b, 
nenhuma tensão serã observada nos terminais do circuito RC.

Um capacitor não-ideal, formado com um dielétrico só­
lido real, tem um comportamento que se afasta desta forma 
simples. Gross^ descreveu os fenômenos que ocorrem neste ca­
pacitor real, dividindo-os em dois grupos: os que ocorrem com 
o capacitor ligado a um circuito exterior (carga, descarga e 
perdas) e os que ocorrem com o capacitor isolado (descarga 
interna e tensão de retorno). No primeiro caso, observa-se 
que a carga e a descarga não são instantâneas e as perdas são 
maiores que as previstas pelo efeito Joule; no segundo grupo, 
a descarga interna não se processa em todos os casos de acor­
do com a constante de tempo RC mas sim, depende acentuadamen- 
te do tempo de carga e, ainda, com a interrupção do curto
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aplicado ao capacitor previamente carregado, observa-se uma 
regeneração da tensão com a formação de uma tensão de retorno.

Todos estes fenômenos, observados experimentalmente, 
contrariam a forma simples da equação (2.1). A abordagem de

no dielétrico real, uma terceira componente da corrente, i, 
escrevendo

onde i(t) é denominada corrente posterior, sendo causada por 
variações da tensão.

válido o princípio de superposição de Hopkinson e Boltzmann 
e o princípio de causalidade que remonta a Aristóteles. 0 
princípio de superposição, aplicado neste caso, estabelece 
que a uma determinada variação de tensão, a corrente i produ­
zida será sempre a mesma que aquela obtida se o sistema esti­
vesse em equilíbrio, ou seja, não importam as variações de 
tensão anteriores que determinaram o estado atual do sistema, 
a corrente posterior i se superpõe às outras porventura exis­
tentes. O princípio de causalidade estabelece que somente as 
variações de tensão anteriores ao instante de tempo conside­
rado terão influência no valor da corrente posterior (a causa 
é sempre anterior ao efeito).

É assumido que uma variação descontínua da tensão AV, 
no instante t , produz uma corrente posterior i^y» no instante 
t, dada por

1 ( 0 ,  *01 (2.4)

0 cálculo da corrente posterior foi feito supondo-se

(2.5)
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onde (J>(t-x) é a função de memória, função de relaxação die- 
létrica ou função resposta. Assim, os princípios de superpo­
sição e causalidade permitem expressar a corrente posterior 
i(t), em um instante t, produzida por uma variação contínua 
da tensão, na forma

-oo
Considerando-se a variação contínua da tensão a partir do 
instante t=0, escreve-se

res causadas por variações da tensão anteriores ao instante

Levando a eq. (2.7) na eq. (2.4), obtem-se a expressão 
geral da corrente que atravessa um dielétrico sólido real, 
submetido a uma tensão continuamente variável desde o instan­
te t=0 em que perdura a corrente posterior ±q (t) proveniente 
de variações da tensão anteriores a este instante t=0

(2 .6 )

t

(2.7)
o

onde iQ(t) representa a superposição das correntes posterio-

t=0.

(2 .8 )
0

. 0 . . .. 151 _ _ ,156 _ 35,40,70,(von Schweidler , F.Tank e Gross ' ' )35,40,70

Os fenómenos de tensão de circuito aberto, aqueles
69classificados por Gross no segundo grupo de fenomenos
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característicos dos dielétricos reais, foram estudados consi­
derando-se as placas do capacitor isoladas. Neste caso, 
tem-se

I(t) = 0
e a eq. (2.8) se reduz a

t

4 C d_X<J] + (t) + í d v j j j  ^  ( t _ r ) à x  _ o (2 9)
«• d ̂ /  d?

o

A eq. (2.9) é uma equação íntegro-diferencial que fornece a 
tensão V(t) que aparece entre as placas isoladas do capacitor 
real. Com esta equação pode-se estudar os fenômenos mostrados 
na fig. 2.2.

As três curvas mostradas na fig. 2.2 representam o 
efeito posterior em dielétricos sólidos que são os fenômenos 
de tensão de circuito aberto que ocorrem nos dielétricos 
reais:

a) o capacitor é carregado com uma tensão constante 
V , durante um intervalo de tempo infinitamente 
longo. O circuito é subitamente aberto em t=0, ins­
tante este em que não existe nenhuma corrente pos­
terior proveniente da aplicação de V . Neste caso, 
a tensão de descarga interna decai lentamente;

b) o capacitor esteve curto-circuitado durante um in­
tervalo de tempo infinitamente longo e, apôs isso, 
a tensão VQ é aplicada durante um intervalo de tem­
po t finito e pequeno em relação ao intervalo de 
tempo de carga anterior. O circuito é, então, subi­
tamente aberto em t=0. Neste caso, a tensão de



EFEITO POSTERIOR EM DIELÊTRICOS SÕLIDOS
/  ̂ 39,40 .( Gross ' )

FIGURA 2.2

( a )

(b)

(c)

V

VA

X —

TENSÕES DE CIRCUITO ABERTO
(a) tensão de descarga interna após carga completa (V̂ )
(b) tensão de descarga interna após carga parcial (V2 )
(c) tensão de retorno (V̂ )
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descarga interna decai rapidamente e depende acen- 
tuadamente do intervalo de tempo de carga t (quanto 
mais curto o intervalo de tempo de carga, mais rapi­
damente decai a tensão de descarga interna);

c) o capacitor foi carregado durante um intervalo de 
tempo infinitamente longo. Após isto, o capacitor é 
curto-circuitado durante o intervalo de tempo tQ.
0 circuito é subitamente aberto em t=0 e, neste ca­
so, observa-se a formação de uma tensão de retorno 
(a tensão de retorno sobe rapidamente e depois decai 
lentamente).

Este efeito foi observado experimentalmente 
(Gross^' ̂ ) , mostrado com a utilização da eq. (2.9) 
(Gross^'"^'^'^) , inter-relacionado (Gross^'^) e ainda, 
foram obtidas as curvas limites para estes fenômenos 
(Gross^'^) .

De modo a permitir uma comparação entre os dados expe­
rimentais e a teoria fenomenolõgica elaborada deve-se, pois, 
proceder a resolução da eq. (2.9). Esta equação íntegro-dife- 
rencial pode fornecer a forma analítica da tensão V(t) entre 
as placas do capacitor para os diversos casos de interesse, 
desde que se conheça a corrente posterior iQ (t) que perdura 
no instante t, proveniente de variações da tensão ocorridas 
antes do instante t=0 e também, se tenha uma expressão para 
a função de relaxação dielêtrica (p (t) .

Algumas soluções aproximadas foram tentadas
35,36,38,63,71,72, , . ̂(Gross ), admitindo-se algumas hipóteses sim-

plificadoras.
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Primeiramente, supõe-se a função de relaxação dielé-
trica na forma de uma soma de exponenciais decrescentes

n
Pi t (2.10)

L = /
onde

n
£  /*<• = 0(o)
i = i

(2.11)

e os índices A^, y.̂ , e n são determinados experimentalmente. 
A tensão V(t) é suposta, então, ter a forma

m

V(b) = VÁ * (2.12)

As correntes posteriores para os três casos mostrados 
na fig. 2.2 podem ser colocadas em uma forma única, escreven­
do-se

<c (é) = fc V0 tf (i + tv) (2.13)
onde

/ 0 para o caso (a)
Ç = • 1 para o caso (b)

-1 para o caso (c)
A solução é obtida determinando-se V^, e m de modo 

que a eq. (2.9) seja satisfeita. Assim, levando as eqs.
(2.10) - (2.13) na eq. (2.9), resulta

m

AC
z
Ui

yL

n -Pc i
e-Pi (-c A

(2.14)

- O
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de modo que pode-se anular separadamente os termos das funções 
exponenciais, resultando

4<-

di -  y
- o (2.15a)

m

(2.15b)

Com estas equações obtem-se a solução procurada, pois 
da eq. (2.15a) tem-se (n+1) raízes v^, resultando disso que

m = n + 1 (2.16)

Levando-se as (n+1) raízes na eq. (2.15b) obtem-se 
um sistema de n equações para as (n+1) incógnitas V^.
As tensões ficam determinadas em função de uma constante 
de integração, Vn+ ,̂ determinada pelas condições de contorno 
em cada caso.

Uma discussão qualitativa foi feita tomando-se somente
35 63 VIum termo na expansão da eq. (2.10) (Gross ' ' )

tf li) = /f e
t

(2.17)

A eq. (2.15a) fornece, então, duas raízes e V2 

! -) 4_ V
C C p - V

Assim, tem-se para o caso da tensão de descarga interna

(2.18)



31

com

donde
V(0) = V0

V2 =  V0 -  V 1 
Fica, utilizando-se a eq. (2.15b) com Ç=1

vii), lí
-M to

JU

vT

/- àL
- < u t Q \  _ v /  t
e' I e

(2.19)

A eq. (2.19) mostra que as curvas de tensão de descarga inter­
na têm a forma alterada com o crescimento do intervalo de tem­
po t (como V2 > v^, o termo e vl*" prevaleceria e, com isto, a 
descarga interna se processaria mais lentamente).
Para o caso da tensão de retorno, tem-se

-V, £ _y>zt
V(t) r V', * + Yz e

com

donde
V(0) = 0

V1 = ~V2
Fica, utilizando-se a eq. (2.15b) com Ç=-l

-

V(í) = v/0

_  /



32

ou,

e -  e (2.20)c -v, ;

A eq. (2.20) mostra que as diversas curvas de tensão 
de retorno, para os diversos intervalos de tempo de curto tO
diferem entre si pelo termo e ^o. Além disso, o instante de
tempo t em que a tensão de retorno atinge seu máximo é inde-

independente de t .
A solução citada anteriormente sofre a fraqueza teórica 

de considerar a forma da função de relaxação dielétrica como 
uma soma de exponenciais decrescentes, o que não ê observado 
experimentalmente.

Uma outra solução aproximada, mais realística, foi ten­
tada considerando-se a forma da função de relaxação dielétrica 
como a função de Schweidler^'*' (Gross^ ' ̂ ^ )

com 3 e a constantes, e

( 3 > 0, 0 < a < 1 )

A tensão de descarga interna ê calculada considerando-se dois

pendente do intervalo de tempo de curto t , pois

(2.21)

7casos: para intervalos de tempo de carga muito longos (Gross
3 8e intervalos de tempo de carga muito curtos (Gross ), ambos 

considerados em um instante de tempo t pequeno.
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No primeiro caso, com intervalos de tempo de carga 
muito longos, a corrente posterior que perdura no instante de 
tempo t=0 é nula, de modo que a eq. (2.9) fica reduzida a

Ï 1È1 + c
R

d V ( t )  
d t

A

( t - r )
(2 .2 2)

A aproximação que se faz, neste caso, é considerar 

ci V dç) n? cfv(t)

à 't dt

ou seja, o termo dV(x)/dx pode ser retirado do sinal de inte­
gração. Desde que o valor da integral na eq. (2.22) depende

~ ~ — ~ —ctda variaçao da funçao dV(x)/dx em relaçao a funçao $(t-x) ,
no intervalo 0<x<t esta aproximação pode ser considerada vá­
lida tomando-se o intervalo pequeno (ou seja, para pequenos 
valores de t) e ter-se em conta que a tensão, depois de uma 
carga completa, não variará significativamente em relação â 
função de von Schweidler neste intervalo; ou para a=l.
Assim, a eq. (2.22) fica reduzida a uma equação diferencial
ordinária, na forma

V( i )  r  dVU) Z3+

OU,
H

I

d V(0 
d t

-t i
(!-«)

d Vit) 
dt

= 0

dVlt j
Vit) dt

introduzindo

p. c I + ■A
C ( I-d)

T  ~  « c I -h A
(1-4)

(2.23)
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resulta

— c/ v/  -  - l i -  c/t  ( 2 . 2 4 )

W  t )  7

A eq. (2.24) tem a mesma forma que a tensão de descar­
ga interna do capacitor ideal porém, com uma "constante de 
tempo" dada por T, que como mostra a eq. (2.23) é função de 
tempo. 0 conceito de capacitância para um capacitor real deve, 
pois, ser revisado, não tendo mais o sentido de constante 
(Gross^) .

No segundo caso, com intervalos de tempo de carga muito 
curtos, a eq. (2.9) dá

V (*)
  -f c + jzí i f t . )  f  / j n . r)  dz *
R dt / c / r

o

A mesma aproximação de retirar a derivada de dentro do 
sinal de integral, como a realizada após a eq. (2.22), é feita 
e, considerando-se para a função de relaxação dielétrica a fun­
ção de von Schweidler, eq. (2.21), resulta, desprezando-se V/R

V0 -  V l i )  /  ( t  + t 0 )
dt

V6 C J  1 + t
o c

Fazendo-se ainda outra aproximação, considerando-se 
agora que para instantes de tempo muito curtos, e sendo a=l, o 
denominador dentro da integral varia lentamente, podendo ser 
considerado constante, resulta finalmente

Vt + é '~*
/3

(2.25)
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As soluções aproximadas apresentadas anteriormente
permitem facilmente o acesso a uma expressão analítica, pos­
sibilitando uma análise qualitativa dos fenômenos de tensão 
de circuito aberto em dielétricos sólidos reais. Por outro 
lado, estas aproximações impossibilitam uma comparação preci­
sa com os dados experimentais disponíveis pois, eventuais di­
vergências não poderiam ser atribuídas, rigorosamente, a 
nenhum motivo em particular (erros introduzidos pelas aproxi­
mações feitas, erros de medição ou mesmo erros advindos de 
enganos na formulação das hipóteses fundamentais).

Entretanto, a equação íntegro-diferencial (2.9) foi 
trabalhada matematicamente e possui solução analítica rigoro­
sa, tomando-se para a função de relaxação a forma proposta 
por von Schweidler151 (F.M.Oliveira Castro124,125,127,
A.Moraes e M.Schenberg147'145) .

riãveis que transformaram a equação íntegro-diferencial (2.9) 
em uma equação integral de Volterra de segunda espécie e,

Para tanto, supõe-se a função de relaxação dielétrica 
na forma de função de Schweidler

Uma primeira solução foi feita mediante mudança de va-

apõs isto, resolvida pelo método dos núcleos iterados, pro­
posto pelo próprio Volterra (F.M.Oliveira Castro124,125).

0  I f )  = f t  l ~ * (2.26)
faz-se a mudança de variáveis

(2.27)
dk

(2.28)
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/
AC

K (X,í) = A 

}tt) = -

/>-/

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Tem-se, então

v/í*} = y/o; y- J  y (y) d x

o

Levando as eqs. (2.26) - (2.33) na eq. (2.9), resulta

(2.33)

A.
y / ° ;  -t J  y' t r ) ciy

0 0

é
f (t) + j  ̂  IX) A £/-/■ * (í '?)

'O

Z V ( o )  4 iílil

p -1
dX

ou.

ÍJ (t) ± y (r) k  ct, t ) dX -=./ d ) (2.34)

A eq. (2.34) está na forma de uma equação integral de 
Volterra de segunda espécie, com o núcleo K(x,t) e a função 
f(t) conhecidas. De modo a obtê-la, supôs-se conhecida a fun­
ção de relaxação dielétrica (dada pela função de Schweidler)
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e, também, a corrente posterior iQ (t) Çlue perdura no instan­
te t, proveniente de variações de tensão anteriores ao ins­
tante t=0, nos casos (a), (b) e (c) da fig. 2.2, dada pela
eq. (2.13).
A solução da eq. (2.34) é dada por

t

f (é) = /  (t) + J J  n) £  (?,t) ÒX

o núcleo resolvente S(x,t) é fornecido pela série
03

th )i ( r, é) = <> K ' ' (rcit)
h=i

/ \
onde k (x,t) são os núcleos iterados, dados por

K (>} t f ,  t )  -  -  K t f ,  b)

K <h) tf, t) = /  K lh~l) i< “} (A , è)

A solução final da eq. (2.13) será
t  t  t f

v  ( i )  = V ( o )  +  j  f t ? )  -b d t f  j  f t * )  $  (a , X )  d  A

o o

ou, usando a identidade de Dirichlet 
?

tf / / M  ) $ (A. X ) d A =  I à A j  / (A) $ ( A, X  ) d?

o o

resulta finalmente

( i )  = V( o)  + /  o ( * . t )  /  I *  ) d  A (2.35)
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onde
t

Ç (a , b) - I + /  4 IA, 'l'j d X

A

(2.36)

A eq. (2.35) é a solução geral da equação íntegro- 
diferencial (2.9), que satisfaz a condição

V  (t) - V ( o )
i * o

As formas explícitas para a solução da eq. (2.9) são
124 125mostradas a seguir (F.M.Oliveira Castro ' )

h _ y *  -  /
MJ n c— /

K ir.t) = (-•>) 2L [ v
9=o 7* (h- V + V P )

6 frt) « |  í V j  (M f# “ ' r)
h=, v-o v '

A} - V +»,/> -/

?  ( h - v

(2.37)

(2.38)

G, (A,i) = I +  (-*) 2 i
V r 0

(T ̂ tt"*)
A-v+v/>

T [ h - V  +vp -+1 )

onde

<T = /3 R 7  (p)

(2.39)

(2.40)

fh

)>t ( h - v ) í
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e o signo r denota a função gama
00/  ~~ t z* —I( ï )  = /  e t  d t  (  / l e i  > o )7>

0

Alguns casos particulares foram apresentados a partir 
desta solução geral. Assim, o caso quando o intervalo de tem­
po de carga e o instante de tempo considerado são pequenos, 
foi obtido considerando-se a resistência R tendendo a infini­
to (R->-«>) pois, nestas condições, a corrente ohmica V/R é des­
prezível em relação â corrente posterior i (t) (F.M.Oliveira
Castro124'125).
Neste caso, tem-se

.t

7> /n'ï n./\')P J(^) d/1 (2.41)V (h) = V(o) -t ! E 
i P

J
0

'11 ?(p) li-*)
c

com
J- ( A )  = - Í í L ^

onde, Ep é a função de Mittag-Leffler, definida por
co A

£ (y) = cL — — -----  (2.42)
' o ? (h p + / )

Uma comparação da solução analítica rigorosa com as
soluções aproximadas obtidas por Gross ' D'~>°' ,x' m o s t r o u
que estas últimas são simples, úteis e, para instantes de
tempo pequenos, bastante rigorosas (F.M.Oliveira Castro ).

Na solução analítica rigorosa citada anteriormente, o
trabalho maior fica para o calculo dos núcleos iterados, eq.
(2.37). 0 uso do cálculo operacional de Heaviside permitiu
obter imediatamente a forma geral dos núcleos iterados

127(F.M.Oliveira Castro ). Assim, a eq. (2.9) dá:
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\/íP) C dV(b) / j--- + L   + /   <j> (b'?) d~Z
R d é J  d't

o

Introduzindo a mudança de variável

dv(è)

= -i0 <t) (2.43)

VU)-
dh

(2.44)

e, adotando a notação

RC

j in = - L *v,o) + ^  ]

(2.45)

(2.46)

y  r  J L  p o -  <f) (2.47)

onde

<f O) -z p  í ' função de von Schweidler

tem-se
é A  ^

^(í) + 'X m r )  d r ± y  _ ^  r ) y (X) d ?  = 4 <t)
J  J  T(>- *)0 o

(2.48)
Utilizando-se o método operacional de Heaviside, para f(t)=l 
(função unitária de Heaviside),fica

-o_ (p) + A .Al -t- y -n- íp) p * = I
P
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ou.

_rz (p) ^

I -h X <*-!

donde,

JX (ri - é  <-*h z  ( i )
h, 0 v*o

h ) V h - ^
y x h ~ cx'p

ou, tomando-se a transformada inversa

œ h-V h-

T>

(2.49)
Uma comparação com a eq. (2.39) mostra ser ela idêntica â 
eq. (2.49).
Agora, para um f(t) qualquer, a solução da eq. (2.48) pode 
ser escrita na forma

i

y  té) -  J -  i  $ ( t - r )  / í r )  d Z  
dt

e, usando a mudança de variáveis, eq. (2.44), resulta final­
mente

{

V(t) = V/o) +- j (-)(£-?) /I?) dü (2.50)

o

tal como obtido pelo método dos núcleos iterados.
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Por último, a solução da equação íntegro-diferencial
(2.9) foi obtida com o uso da transformada de Laplace

148(A.Moraes e M.Schenberg )
Para tanto, considera-se a eq. (2.9)

t
Vlt)
A

t  c
dl dZ

(j> (l-r) d r  = -t0 (6)

Integrando esta equação de 0 a x, obtem-se a equação integral 
de Volterra de segunda espécie, na forma

/

V  í * ) - F(x) + / K l x - i ) V it) d t (2.51)

onde

K(X-t) - — ~ ]_ + tf(x-é) 
A (2.52)

F (*) = v(0) + —  Wt ^ / <t> (t) dl - J_ f te (t) dt

C  h  C
(2.53)

Tomando—se a transformada de Laplace em ambos os membros da 
eq. (2.51), vem, lembrando que a transformada de uma integral 
de convolução é o produto da transformada das funções,

a  ( i )  = / ( i )  + *  (?) u r?)

OU,

u ( b )  _ (2.54)/- *(i)

A funçao V(t) ê, então, obtida tomando-se a transformada in­
versa de Laplace da eq. (2.54), ou seja:
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V(t) =

Q+t 00

tè /(})
di- (2.55)

As formas explícitas para os termos envolvidos na eq.
(2.55) são mostradas abaixo, onde considera-se para a função 
de relaxação dielétrica a forma de von Schweidler, eq. (2.26), 
e para a corrente posterior i (t-), a expressão dada na eq. 
(2.13) .
Tem-se

*  U) =  L . J. /L P ( 1 - 4 ) 3 *  '
Fc i c

J d )  = W  o) +
t-°<

I -

(2.56)

+ V (i-*) V(0) i

> /3 ko? o(-z
- f V0 IL p d-d) e ? +

-h £  -------- e
âo ?■

c !-<* zco y
(~o t0

y+z - °<

V=0 y y+ 2 - o<

(2.57)

A solução pode ser consideravelmente simplificada com 
o uso das funções de Green (M. Schenberg'*'^) .
A solução da eq. (2.9) é dada por

t

v(é) = / ci U-r) F (?) d ?  (2.58)
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onde G(t-t) é a função de Green, no caso, dada por
Q +1 co

6 , ( 6 ' * )  =

li-'*)*

I- H(t)
d  è (2.59)

0 caso particular em que (1/R)=0 é estudado simplificando-se
148a eq. (2.56) para (A.Moraes e M.Schenberg )

* n )  - -JL v a-°()z * 1
C

ou,

* r - 1 (2.60)

onde

Neste caso, tem-se

cj (t-V = £
/ - ef  - I

d a - ? )  + r(é- x)

(2.61)
onde E^_a é a função de Mittag-Leffler de ordem (1-a) e <5 ê 
a função delta de Dirac.
E, finalmente

é

v(t) = vi d) ~ J—  / e -d (i- r)
/-*(

(e n) d r

(2.62)
da mesma forma que a eq. (2.41), solução obtida para o mesmo 
caso, com o método dos núcleos iterados.
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Além disso, o mesmo tipo de solução com a redução a
uma equação integral de Volterra e o uso das transformadas de
Laplace para resolvê-la, foi utilizada para uma equação mais

14 8geral que a eq. (2.9), da forma (A.Moraes e M.Schenberg )

n

v éy J V  cn  + i a) = (7
c/t

(2.63)
onde

lOi
V U) = v H)

div

Os estudos das soluções das equações integrais de 
Volterra, intimamente relacionadas com a dispersão temporal, 
continuam a ser desenvolvidos e muitas técnicas têm sido usa­
das com a finalidade de se obter soluções analíticas rigoro­
sas, utilizando-se ferramentas matemáticas as mais diversas

41 M 14 l f i l  Q9(Gross ' , Byron e Fuller , Tricomi , Krasnov et.al. ,
Petrovski^^, Mikhlin^^, Rabotnov^"^, Mathews e Walker^^^,

7J.G.Blom e H.Brunner ).
Obtidas as soluções analíticas rigorosas que permitiram

uma comparação precisa com os dados experimentais, foram,
ainda, estabelecidas relações simples entre as curvas de ten-

39 40sao de descarga interna e tensão de retorno (Gross ' ) e
4147determinadas as curvas limites para estas tensões (Gross ' ) ,

independentemente da forma particular da função de relaxação 
dielêtrica.
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De modo a estabelecer relações entre as curvas de ten­
são, considera-se os três casos mostrados na fig.2.2, sendo 
válida a eq. (2.9). Nestes casos, as correntes posteriores 
provenientes de variações da tensão ocorridas antes do ins­
tante t=0, estão indicadas na eq. (2.13) |para o caso (a) 
esta corrente é nula e para os casos (b) e (c) tem a mesma 
forma com sinais trocados|. 0 estabelecimento de relações 
entre as tensões V^(t), (t) e (t) permite, a partir do
conhecimento de uma delas, o cálculo das outras duas e, ainda, 
como admite-se válido o princípio de superposição, o cálculo 
de situações mais complexas como uma combinação linear dos 
três casos simples mostrados na fig.2.2. Tem-se, então: 
a eq. (2.9) pode ser escrita na forma

A eq. (2.64) pode ser escrita, com a utilização do operador

t

o
(2.64)

onde
0 , para o caso (a)

i(t) = “S • Para ° caso (b)
-iQ (t) , para o caso (c)

(2.65)

com
c0 (í) = V0 4  l i  + t o )

linear F, na forma

(
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F [ v í f ) J  = -<( t )  (2 .66)

A

A linearidade do operador F é mostrada pela relação

F L v> (0 ] + f L vz = F [v, li-} -t Vz (ir) J (2.67)

Valem então, as relações

F C vt (F) ] - ° ' com Vx(0) = VQ (2.68)

A

F L vz Ur) J - - (0 (0 , com V2 (0) = VQ (2.69)

F L V3 (t) J = 1 o ' r/ , com V3(0) = 0 (2.70)

Somando, membro a membro, as eqs. (2.69) e (2.70), vem

F L vz {̂  FV3 li) ] = ° , com V2 (0) + V3 (0) = 0 (2.71)

Comparando as eqs. (2.69) e (2.71), resulta

v, d) - vz + Y? I à) (2.72)

A eq. (2.72) é a primeira relação desejada e mostra 
que conhecidos dois casos, o terceiro é obtido diretamente.

Outra relação pode ser obtida, utilizando-se a solu­
ção da eq. (2.9) realizada por F.M.Oliveira Castro^^^' .
A eq. (2.9) pode ser transformada em uma equação integral de 
Volterra de segunda espécie, na forma da eq. (2.34)

/
P  l i )  -h /  f  ( ?)  K ( t ~ t )  d X  = }  (2.73)

^o
onde, das eqs. (2.26) - (2.32), tem-se

+ tt). dVit) 
d t
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X t é - v   ̂ [/ + /ifi. <é-r>
- ■+

í(t) - ~
v(o) ilt)

— '  +  -------------------------------

fiC c
com.

élk) = /3 é
-  *

Para os três casos considerados, tem-se

f(t) =

-Vo
RC

-Ig
RC

i0 <t>

, para o caso (a)

, para o caso (b)

, para o caso (c)

(2.74)

As equações para os três casos ficam, explicitamente
t

^ ti) i- A", (?) K lé-r) d r =
RC

(2.75)

^  (t) t /  ^  fr; k (b-?) d ?  = -

% té) + / (?) K ( é -?) d? = - i„ lf)

(2.76)

(2.77)

Agora, a partir da eq. (2.73), pode-se mostrar que sen­
do f (t) constante e igual a A e a solução correspondente

(t), uma outra solução qualquer pode ser obtida pela relação 
39(Gross )
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f(t) = —  
dt

y  <7 - r )  Z' r r ;  d x  * (2.78)

Note-se que o caso (a) possui f (t) constante, igual a 
( -V0/RC ), com a solução correspondente i|>̂ (t). Deste modo, 
toma-se o caso (a) como referência e aplica-se a eq. (2.78) 
para os casos (b) e (c), obtendo-se

é

4 c0 (Í-?)'i (Í) - % i r )  d *

tt-?) 4; 17) ctt

cuja integração fornece, finalmente
t

V, ti) 4 — (?) to ( t - r )  d x
d X

v, a) = -R.
cb (è - 1) d X

(2.79)

(2.80)

Assim, com as eqs. (2.72), (2.79) e (2.80) obtem-se as
relações simples entre as curvas de tensão de descarga inter­
na e tensão de retorno. Elas mostram que o conhecimento da 
curva de tensão de descarga interna após uma carga completa 
e da expressão para a corrente posterior, permite o cálculo

das curvas de tensão de descarga interna e tensão de retorno
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para quaisquer intervalos de tempo t de carga ou curto, 
respectivamente. Note-se que estas relações são válidas in­
dependentemente da forma particular da função de relaxação 
dielétrica (Gross^).

Finalmente, ainda com o uso da equação Integro-dife-
„ 47rencial (2.9) foi mostrada a absorçao dieletrica (Gross ),

determinada a inclinação inicial das curvas de tensões de
47circuito aberto (Gross ) e estabelecidas relações entre as

4147curvas limites destas tensões (Gross ' ).
Assim, a equação do capacitor absortivo (2.9) pode 

ser colocada na forma da equação de um capacitor não-absor- 
tivo, ideal: 
da eq. (2.9), vem

d\J (t)

d t

i

dv(Z)

dt
^ lt~^) d t 4

tl
- 0

-oo

dt C V ít) 4 dVl?)

d t
-CO

/  - 7 ) dé d *

J
d v( { ) = o

d í
C V(t) 4 4 y(t) = o

J(?10 
dt

vlt)
= o (2.81)
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com
i-**

Ç  ( 0  =  a V U ) (2.82)

onde Q(t) é a carga armazenada, no instante t, pelo capacitor; 
CV é a carga armazenada pela capacitância geométrica e o ul­
timo termo no lado direito representa a absorção dielétrica.

Com a eq. (2.9) pode-se, ainda/ calcular a inclinação 
inicial das curvas de tensões de circuito aberto mostradas 
na fig. 2.2. Assim, considerando-se o instante t=0 em que o 
circuito é subitamente aberto, a integral na eq. (2.9) se 
anula e resta

/ dV(é)) -vlo) i io)

cl i / 0 fZ C c
(2.83)

para o caso (b), tensão de descarga interna após um interva­
lo de tempo de carga tQ, com a tensão aplicada V , tem-se

V2 10} * V0

i b i t )  = 0 ( t  + t o )

L0 (0) - V0 4> tto )

donde,

íclVz) -Vo V0

d i  J0 R C C
t a.) (2.84)

para o caso (a), tensão de descarga interna após uma carga 
por um intervalo de tempo infinitamente grande, tem-se

H o  )  0
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donde,

e, para o caso (c), tensão de retorno, tem-se 

Vj 10) = 0

t„ lt) -- - v° +t° ')

10 10) - -K ttto)

donde,

\ V0 r/ / /■ )   =.   0 ICoJ ( 2 . 8 6 )

c / í  K  c

Por último, os fenômenos de tensões de circuito aber­
to em capacitores absortivos foram mostrados possuirem cur-

41 47vas limites (Gross ' ). As curvas mostradas na fig. 2.3
representam estas curvas limites, onde:

V (t) ê a mais lenta de todas as curvas de tensão de3.
descarga interna, obtida após uma carga com
tensão contínua V , durante um intervalo deo
tempo infinitamente longo;

V^(t) é a mais rápida de todas as curvas de tensão de 
descarga interna, obtida quando a tensão de 
carga VQ é aplicada por um intervalo de tempo 
extremamente curto de modo que não existe absor­
ção pelo capacitor;

V (t) é a mais rápida de todas as curvas de tensão deO
retorno, obtida quando apôs uma carga com a ten­
são VQ por um intervalo de tempo infinitamente
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FIGURA 2.3
CURVAS LIMITES DAS TENSÕES DE CIRCUITO ABERTO

47(Gross )

(V ) a mais lenta das curvas de tensão de descarga interna 
(V̂ ) a mais rápida das curvas de tensão de descarga interna 
(V ) a mais rápida das curvas de tensão de retorno
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longo, o capacitor é curto-circuitado por um 
intervalo de tempo t extremamente pequeno, de 
modo que o capacitor só perdeu a carga armaze­
nada na capacitância geométrica.

A partir da eq. (2.9), foram obtidas as seguintes re-
4147laçoes entre estas curvas limites (Gross ' )

V, = - £ C  (2.87)
4 a

vc = V* -  Vh (2.88)

Vc va + R~C _à^çL (2.89)
d t

As eqs. (2.87) - (2.89) mostram que as curvas de tensão de 
descarga interna são limitadas por duas curvas limites, a 
mais rápida proporcional à declividade da mais lenta e que 
a diferença das duas dá a curva limite para a tensão de re­
torno, independentemente da forma particular da função de 
relaxação dielétrica.
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2.2 ABORDAGEM PELA TEORIA DE CAMPO
Uma tentativa de abordagem pela teoria de campo, dos 

fenômenos eletromagnéticos considerando-se os aspectos de dis­
persão temporal, foi feita ainda por Volterra (p. 194-195) .
Este autor usou a teoria dos funcionais e chegou â seguinte 
equação integral, considerando o efeito hereditário numa apro­
ximação linear, em um meio homogêneo e isotrôpico

/ T°
p(é) - 6 € (é) + /  't) c ({- ~) d X (2.90)

o

onde ? ê a polarização, Ê o campo elétrico e a função here­
ditária positiva, decrescente e nula para t=T (duração de
hereditariedade).

165Volterra observa ainda, de passagem, que a aproxima­
ção linear é insuficiente para explicar alguns fenômenos de 
eletrodinâmica.

A teoria desenvolvida por von Schweidler^^, Tank'*'̂ ^
40 47e Gross ’ foi feita através de uma abordagem destes fenôme­

nos pela teoria de circuito, conforme citado no item anterior.
72Entretanto, o proprio Gross observa a necessidade de se uti­

lizar a teoria de campo no estudo dos dielêtricos absortivos, 
como forma de torná-lo geral e rigoroso.

Alguns aspectos da teoria fenomenolôgica do comporta­
mento dielêtrico foram estudados, utilizando-se elementos da

172teoria de campo, inicialmente por Wiseman e Feaster e, em
132seguida, por Perlman e Meunier

172Wiseman e Feaster utilizaram uma funçao de relaxaçao 
dielêtrica, por eles denominada de função de polarização
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empírica, tt (t) , e consideraram que a polarização ?(t) em um 
dielétrico absortivo, submetido a um campo elétrico em forma 
de função degrau, Ê(0), é dada por

7  li) = c (o) ir li) (2.91)

Utilizando o princípio de superposição, estes autores 
determinaram que a polarização, após a aplicação de um campo 
elétrico em forma de pulso, Ê(0), durante um intervalo de tem­
po t , é dada por

P (i) — £(0)[li(lr) - 7T (t-fjj (2.92)

132 ~ ,Perlman e Meunier estenderam a aplicação do princí­
pio de superposição para o caso do campo elétrico variando 
continuamente e propuseram a polarização P(t) na forma

/
7(0 = 7(o)jílt)i /  J(é-r) dX (2.93)

/ dX 'o

Nos dois trabalhos, a confirmação experimental foi fei­
ta com o uso de cera de carnaúba.

Uma tentativa de formulação geral, usando a análise da
33funçao resposta linear foi feita por Garcia-Moliner em cone­

xão com os fenômenos de relaxação e ressonância viscoelástica.
0 tratamento unificado, com a utilização da teoria de 

campo, dos fenômenos de polarização considerando-se a disper­
são temporal, foi feito por Tilley^"^' para os fenômenos 
isotérmicos e por Perlman^"^' para os fenômenos não-isotêr- 
micos.
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Limitando-se aos fenômenos eletromagnéticos na condi­
ção isotérmica, Tilley '̂*̂ ' fêz a hipótese fundamental de 
que a polarização do material dielétrico absortivo pode ser
dividida em duas componentes: uma resposta rápida e, outra, a
resposta lenta que seria a superposição de todos os campos 
elétricos aplicados prêviamente.
Assim, tem-se

U) = 7C (t) + PA lê) (2.94)
onde, a resposta rápida, P^(t), é dada por

%lt) % c 7íê) (2.95)
e a resposta lenta, P (t), por

/* ’
e  l r > ( 2 - 9 6 )

-  Oo
A função resposta x~(t) deve obedecer às condições,

a) x (t) = 0 , para t < 0s
b) xc (t) 0 , quando ts

(2.97)

Levando as eqs. (2.95) e (2.96) na eq. (2.94), obtem-se para 
a polarização total

tf
p lê) = TCC é ( t) + [ XA (ê-Z) ? (?) dZ

-a?

p it) = /  xv c' n)  (Tf t -r)  dZ + ! xA i i - z )  7 n )  dt

-00

(2.98)

-a?
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onde
X  t t )  = <T( Í )  *  K  l t )  ( 2 . 9 9 )

é a função resposta, relacionada com a função ir(t) das eqs. 
(2.91) - (2.93), por

1/ t i )  d'" ^Xltj  ---    (2.100)
d t

Além disso, a função de relaxação dielétrica <J> (t) usa­
da por Gross e citada no item anterior, ê proporcional à fun­
ção resposta x(t)*

A eq. (2.98), integral de convolução expressando a va­
lidade dos princípios de superposição e de causalidade no ca­
so de aplicação de um campo elétrico continuamente variável a
um material dielétrico, pode ser colocada em diversas formas

142 143equivalentes (Ross Macdonald ' ).
A função x(t) ® a resposta do material dielétrico a um 

campo elétrico em forma de pulso unitário. Assim, seja um cam­
po elétrico em forma de pulso unitário, 2.̂ (t) , aplicado a um 
material dielétrico

£ (t) - n c 0 lt)
c

onde n é o vetor unitário da direção do campo elétrico.
A resposta em polarização, (t), é da eq. (2.98)

/ 00
t>- (é)  ̂ n c0 x  ( r  ) ei (( - v)  d t  0

OU,

((-) = n <='0 OC (è)
V  (2 .1 0 1 )
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A eq. (2.101) mostra justamente que a função x(t) é a 
resposta do material dielétrico a um campo elétrico em forma 
de pulso unitário.

Agora, o deslocamento elétrico é dado por
? U) = £0 e (O ■+ Tlb) (2.102)

Levando a eq. (2.98) na eq. (2.102), vem
t +

£>({)= K (6-'?) ã (?) d? (2.103)
-oo

onde
K (O - Sc cT tb) -+ X(i) (2.104)

A eq. (2.103) mostra que o deslocamento elétrico é a 
superposição das contribuições de todos os campos elétricos 
aplicados préviamente.

As funções x(t)/eQ e K(t)/eQ» definidas nas eqs.
(2.99) e (2.104) são, respectivamente, a suscetibilidade elé­
trica generalizada e a constante dielétrica generalizada, como 
denominadas por Tilley^^.

Algumas observações devem ser feitas sobre as eqs.
(2.98) e (2.103) que expressam a hipótese da validade dos 
princípios de superposição e de causalidade, determinando a 
dispersão temporal nas relações entre a polarização e o deslo­
camento elétrico com o campo elétrico.

Os vetores campo eletrico E e deslocamento eletrico D 
diferem dentro de um meio material dielétrico, onde existe o 
campo adicional P, a polarização elétrica. Dependendo do pe­
ríodo do campo elétrico aplicado, um ou mais tipos de cargas 
podem contribuir para a polarização do material. A polarização
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pode ser considerada, então, ter duas componentes, uma atual 
que acompanha a variação do campo simultâneamente e, outra, 
lenta que responde com um retardo em relação à variação do 
campo. A polarização rápida é originada pela contribuição dos 
elétrons internos; a polarização lenta é originada pela con­
tribuição dos íons ligados e pelos multipolos.

Assim, quando o período do campo aplicado ê pequeno em 
relação ao tempo de relaxação do material, somente a polari­
zação eletrônica ê envolvida. Neste caso, a polarização P em 
um determinado instante de tempo t é determinada pelo campo 
eletrico E neste mesmo instante de tempo.

0 tempo de relaxação define a forma de resposta do ma­
terial dielétrico a um estímulo como não-instantânea, ou seja, 
se o estímulo é subitamente retirado, as cargas envolvidas na 
polarização não voltam instantaneamente âs suas posições de 
equilíbrio mas sim, após o tempo de relaxação t . Tal comporta­
mento dã origem aos fenômenos de relaxação, caracterizados por 
interações entre as partículas carregadas. A polarização é, 
neste caso, originada por íons ligados e por campos de multi- 
polo, sendo que os fenômenos de relaxação envolvem os dipolos.

Estes fenômenos ocorrem quando o campo elétrico aplica­
do ê lentamente variável, ou seja, quando o seu período é 
maior que o tempo de relaxação do material. Neste caso, a re­
lação entre a polarização P e o campo elétrico E exibe uma 
dispersão temporal. Agora, a polarização P(t), num determinado 
instante de tempo t, dependerá dos campos elétricos E(t-x) 
aplicados em instantes de tempo anteriores, ou seja, da histó­
ria do material dielétrico.
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Além disso, no intervalo de frequências próximas das 
frequências atómicas, a permissividade elétrica torna-se de­
pendente da frequência, daí a denominação dispersão temporal.

Estes aspectos do comportamento dielêtrico, considera­
dos em uma aproximação linear, são tratados por diversos auto-

97res, por exemplo: Landau (p.295-298) , Levich (p.416-419 e
p. 540-549) Kompaneyets (p.376-385), M.Brédov et.al.
(p. 245-264) 1;L, E.Durand (p. 155-158) 27, Frolich (p.4-9)32,
von Hippel (p.l8-40)3<\  F.Brown (p. 119-133)32, Bottcher e
Bordewijk (p.5-44)10, V.Daniel (p.66-77)23, Smyth (p.51-63)154,

1 7R.Coelho (p.62-69) , Jonscher (p.36-42) , Jackson (p.236-
83 3 144241) , Bagguley (p.22-31) , J.Rossel (p.244-247) ,

T „ .133,134,135 _ _ . 28J.Perret ' ' e C.Enngen
No item anterior citamos o estudo do efeito posterior 

em dielêtricos sólidos reais realizados por Gross e outros, 
através de uma abordagem pela teoria de circuito |eq. (2.8) |. 
Este efeito foi também estudado por Tilley e outros, usando 
uma abordagem pela teoria de campo |eq. (2.98)|. Espera-se que 
as duas abordagens sejam equivalentes e produzam os mesmos re­
sultados. No Apêndice A é mostrada a equivalência entre as 
duas abordagens.

Além disso, a eq. (2.98) representa a resposta dielé- 
trica no domínio do tempo. Uma abordagem alternativa, bastante 
poderosa, é considerar-se a resposta dielêtrica no domínio da 
frequência, isto é, a resposta a excitações harmônicas. No 
Apêndice B é mostrada a relação entre as respostas dielêtricas
no domínio do tempo e no domínio da frequência.

Como citamos, as abordagens pelas teorias de circuito 
e campo, mostradas serem equivalentes no Apêndice A, devem
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produzir os mesmos resultados. Nesta conexão Tilley^“̂ '
obteve as relações de Gross para os fenômenos de tensões de 
circuito aberto |eqs. (2.72), (2.79) e (2.80) |, usando, agora,
como hipótese básica a eq. (2.98). O autor trabalhou matema­
ticamente as eqs. (2.94) - (2.103) com o uso de cálculo ope-

diferença entre a transformada de Laplace e o cálculo opera­
cional de Mikusinski ê que o símbolo s na primeira ê uma va­
riável complexa e, no segundo, um operador diferencial. Em 
cálculos formais eles são tratados da mesma maneira em ambos 
os casos, não importando se ele denota uma função analítica
ou um operador, embora os dois cálculos não sejam equivalen-

112tes, matematicamente |Mikusinski (p.339) |.

(2.105b)

A primeira integral no segundo membro da eq. (2.105b) 
representa a contribuição devida a campos elétricos existentes

112racional, inicialmente, o calculo operacional de Mikusinski 
e, posteriormente, a transformada de Laplace^'̂ . A principal

160Assim, Tilley trabalha com a transformada de Laplace
- i 94 iestendida para um lado, com limite interior 0 |Kuo (p.121) |.

Para o campo elétrico, tem-se
ao

(2.105a)
0

Para a polarizaçao lenta, tem-se 
da eq. (2.96), vem

o~
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antes do instante t=0, para a componente lenta da polarização.
Denotando esta contribuição por P^ít), tem-se

0~

%A <t-r) c (T) dx (2.106)

-co

Para a polarização total, tem-se das eqs. (2.98) e (2.99)
0~  o -

p tt) = / Vc £ ( r )  + /  xA a - r ) ̂  d r
-co

ti-
+ / x  í t - r )  T  ( x )  d x  (2.107)

No segundo membro da eq. (2.107) a primeira integral é 
nula pois o instante de tempo t estã fora do intervalo de in­
tegração e a segunda integral é a contribuição P^ít), da 
eq. (2.106).
Então, resulta

P = Pb lt)  + / X í t - r ) C (?) d ? (2.108)

Tomando a transformada de Laplace e lembrando que a 
transformada da integral de convolução é o produto das trans­
formadas das funções isoladas, tem-se

~p ( A) « P6 (A) + %  (A) C (A) (2.109)
/•X/ ^

Para o deslocamento elétrico, tem-se 
da eq. (2.103), vem

/
t +

T) l i )  = / K l t - r )  c f t ) d x  +  /  K i t - t )  c M  d X (2.110)
~oo
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Levando as expressões para a constante dielétrica e a susce-
tibilidade elétrica generalizadas, eqs. (2.104) e (2.99) na
eq. (2.110), resulta

o’ o~

7  lt) = J  é0 ^ n ) cT (t-r) dr + J JKt- ?  (7) d  (í-T) cJ? +
-oo -co

+ / ( * - ' * )  T(r) dr + /  K iir-7) T/r) d r

-a> 0~

As duas primeiras integrais no segundo membro da eq. 
(2.11) se anulam, pois o instante de tempo t está fora do in­
tervalo de integração, a terceira integral é a contribuição

<P^ít), da eq. (2.106), de modo que
^  t +

T  / / ) = pi> ,fr) + / k ( / - r )  ? t r )  c/ r (2.112)
'0~

Tomando a transformada de Laplace, resulta

2>{a ) = ) ■+ KIA) d Ia ) (2.113)
~  ^  ~

As eqs. (2.109) e (2.113) representam, no domínio da 
frequência complexa, as relações entre os campos e a susceti- 
bilidade e a constante dielétrica generalizadas. O termo 
Pĵ ís) difere estas equações daquelas que seriam obtidas con­
siderando-se a polarização total somente com a componente 
atual.

As eqs. (2.109) e (2.113) podem, ainda, serem apresen­
tadas na forma de análise de circuito. Para tanto, seja um 
dielétrico absortivo ao qual estão conectados eletrodos. A 
equação da continuidade na interface eletrodo-dielétrico dá:
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± L Í L J .  7 / t )  -  c T u )  ( 2 > 1 1 4 )
dt

onde J(t) é a densidade de corrente de condução e oí(t) é a 
corrente ohmica no dielétrico.
Tomando-se a transformada de Laplace, tem-se

/> 7  (A) _ 7  (ír) = 7  (A) - (F €. (A) (2.115)

Levando a eq. (2.113) na eq. (2.115), resulta

P. (A) 4 A  K M j  6 (A) - J> (0~) - J  (A) - (T C (A)/> rí>

t (A) - ? (A )
O/ ~

J (A) - Jb (A)
,4̂ /

(2.116)

onde

2 (a ) -
<F -4 A x í a )  

■'\y
(2.117)

Jb Ia) = ys Pò,a) -  7(0') (2.118)

Nestas equações z(s) pode ser interpretada como a im-
r\S

pedância no domínio da frequência complexa e J^ts) como a
''V-/ +

densidade de corrente de curto-circuito |valor de J(s) quandoA/
Ê(s)=0|. Ê justamente o termo J.(s) que inclui os efeitos dos
•"V v̂/
campos que existiam antes do instante t=0.

Utilizando-se as eqs. (2.94), (2.96), (2.101) e (2.106),
pode-se calcular a seguinte expressão para a densidade de 
corrente de curto-circuito

7&(A) = /> Pò (a ) - P6 (o~) __ (60 4Xi) 7 0 (2.119)

OU i
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j, (&) è Pb t ir i 
d k

-  ( 6 ,  4  * i ) (2.120)

As eqs. (2.116) - (2.118) podem ser utilizadas para 
calcular-se as relações entre as tensões de circuito aberto 
em dielétricos absortivos, representadas na fig.2.2 e calcu­
ladas por Gross, a partir da teoria de circuito, tal como ci­
tado no item anterior |eqs. (2.72), (2.79) e (2.80) |.
Tilley^^ já as havia obtido utilizando o calculo operacional
de Mikusinski. Mostraremos a seguir que o mesmo resultado pode
ser obtido utilizando-se a transformada de Laplace, conforme

160sugeriu o proprio Tilley 
As relações de Gross têm a forma

cf li) = Çj (+) 4 tj ti) (2.121)

e,

z li) * e, (t) + <r d < r '  n )  z  - t )  d X
dl

(2.122)
Assim, usando-se as eqs. (2.106) e (2.119), para os três casos 
considerados, tem-se

-  -  ** E0 - ( to Xi ) c '( (2.123)

(2.124)

J,■ = — f_ X  it + ) J (2.125)
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Somando-se, membro a membro, as eqs. (2.124) e (2.125) e 
comparando com a eq. (2.123), resulta

7a Jb^ + J63 (2.126)

usando, então, a eq. (2.116), com J=0, vem, depois de tomar-/V
mos a transformada inversa

e, Ct) = + e3 ( t) (2.127)

que é a primeira relação de Gross |eq. (2.72) |, obtida ante­
riormente, na abordagem pela teoria de circuito.
Agora, tomando novamente a eq. (2.116) com J=0, para os três 
casos considerados, tem-se

/ K è

t j = Co è C X ( t +  t o )  J

As eqs. (2.117) e (2.128) dão

/ $ £ , - € < >  - - (T ^

A eq. (2.129) fica

T  = K eo ? - Z  * £ * ( * * * < > ) ]

7Z  = 7  3  <T~' ( A  7  -  70 )  c  X  ( t  +  t o )  J

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

\̂y
<f-/ <fê,

d t
(2.132)
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Tomando a transformada inversa de Laplace da eq. (2.132) , 
resulta finalmente

f. tt) - e l t) + /  — -----  z  (i +t0 - r )  o/Z
7 d?

o

(2.133)
A eq. (2.133) é exatamente a outra relação de Gross |eqs. 
(2.79) e (2.80)|, obtida no item anterior, na abordagem pela 
teoria de circuito.

2.3 MODELOS DE PLANO DE CAMPO - ZERO

Uma tentativa de explicação da formação da tensão de 
retorno foi feita por pesquisadores japoneses ( Yoshino 
et.al.^^, Yamanaka et.al.^^, e Kyokane et.al.^). Estes 
autores realizaram experimentos com amostras de filmes finos 
dielétricos (tais como de polietileno) e, confirmaram vários 
fenômenos já previstos na teoria tais como: a tensão de retor­
no aumenta com a tensão aplicada e com o intervalo de tempo de 
aplicação desta, tendendo à saturação com cerca de uma hora;
a tensão de retorno decai com o aumento do intervalo de tempo

175de curto-circuito (Yoshino et.al. ).
A explicação qualitativa foi feita considerando-se que 

quando da aplicação da tensão estabelece-se no material die- 
létrico uma distribuição de carga espacial, formada com porta­
dores do próprio dielétrico e outras, injetadas dos eletrodos. 
Durante o curto-circuito ha uma redistribuição de carga e após
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isto, com o circuito aberto ocorre um rearranjamento da dis­
tribuição de carga com migração dos portadores, resultante de 
um desequilíbrio de carga no eletrodo e na amostra originando 
um campo de carga espacial. Este rearranjamento dã origem à 
formação de tensão de retorno. A saturação da tensão de retor­
no com o intervalo de tempo de aplicação de tensão em cerca de 
uma hora é explicada pela formação de uma distribuição de car­
ga quasi-estãtica neste intervalo de tempo. Um modelo simples 
foi construído, considerando-se que somente elétrons são inje­
tados dos eletrodos e não levando-se em consideração a geração
e recombinação de portadores do material dielétrico (Yoshino
4. i 175 > et.al. ) .

Neste caso, o número de partículas que atravessa uma 
unidade de área do plano x, no instante de tempo t, é a soma 
da corrente de condução e a corrente de difusão |R.Coelho 
(p.99)17 | .

<7= z r\ * <*' ) -  6 (2.134)

onde J é a densidade de corrente, e é a carga do elétron, 
y a mobilidade, D a constante de difusão, e a constante dielê-
trica, n(x,t) a densidade de carga na posição x e instante de
tempo t e E(x,t) o campo elétrico na mesma posição e instante 
de tempo.
A conservação da carga, dã

Qn(Xi+)
—  + e (2.135)
■o* D i

e, ainda, tem-se
X i )

= e n fX' * ) (2.136)
/O c ( * '  t )
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As eqs. (2.134) - (2.136), fornecem 

(x { +- At ) - n (<,t)n /D n (x,t) e (x,t)

-+ D O 2 n (x, t )
x

dt

X +  & X

C (x + A  K ' t )  - £ ( * • * )  +

(2.137)

(2.138)

(2.139)
J

V I  i r) =  /  e  (Jc,  t  )  d x
o

Com as hipóteses adotadas na obtenção das eqs. (2.134)—
(2.136), existe uma razoável concordância com os resultados

175experimentais (Yoshino et.al. ).
Além disso, considerando-se que no instante do curto- 

circuito, o campo elétrico no interior do material dielêtrico 
deve ser nulo em um determinado plano xq, denominado plano de 
campo-zero, tem-se, desprezando a componente de difusão 
(Lindmayer^*“*"̂, Gross e Perlman^^)

jlt) = _ a C ,6) d *0 
dt

(2.140)

_ 174e, a tensão de retorno e dada por (Yamanaka et.al. )
to 11)

- «
Vlt) = (T (*0 ,t) d x.

c A
(2.141)

io)

onde a(xQ,t) é a densidade de carga no plano de campo-zero, e 
a ê a área do eletrodo.
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Estes estudos de pesquisadores japoneses visavam a con­
firmação da possibilidade de utilizar-se medidas de tensão de 
retorno para determinar-se o estado de degradação do isolamen­
to de cabos utilizados em redes de distribuição de energia 
elétrica (kuwabara e t . a l . O h i  et.al.^2  ̂e Okamoto^22' .

Uma teoria recente da formação da tensão de retorno em
19materiais dieletricos foi elaborada por R.Coelho et.al.

Esse autor alertou para o fato de que os estudos baseados na 
função de memória ou função de relaxação dielêtrica, realiza­
dos pelo grupo de Gross, apesar de produzirem bons resultados, 
compatíveis com os dados experimentais disponíveis, pouco con-
tribuiram para o entendimento físico do processo real de for-

~ 19maçao da tensão de retorno (R.Coelho et.al. ).
A observação da similaridade na formação da tensão de 

retorno em lâminas de vários tipos de materiais dieletricos 
(poli-imida KAPTON, polietileno ou poliester), carregadas de 
muitas maneiras diferentes (eletrodo, feixe de elétrons ou 
corona) e curto-circuitadas durante um intervalo de tempo fi­
nito, também com técnicas diferentes (vácuo, aterramento), 
levou-o à formulação de modelos que dessem uma interpretação 
comum deste fenômeno. Em todos os experimentos realizados, a 
lâmina é carregada e, então, deixada livre por um intervalo 
de tempo no qual o potencial de superfície decai (Batra
et.al. Chudleigh^, Mizutani et.al. R.Coelho et.al. e

102 -  ~T.Lewis ). Apôs isto, a lâmina é neutralizada (ou por ater­
ramento ou por técnicas de vácuo) e observa-se então, a for­
mação da tensão de retorno, de forma independente da técnica 
experimental utilizada.
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Dois modelos foram elaborados: o modelo do plano de 
carga e o modelo de carga distribuída. Em ambos, considerou- 
se que as cargas superficiais, formadas apôs o curto, rever­
tem a direção da força eletrostãtica atuando nas cargas inte­
riores, originando desta forma um movimento de arraste respon-
- 19savel pela formaçao de tensão de retorno (R.Coelho et.al. ).

0 modelo do plano de carga foi elaborado, tomando-se 
uma amostra de espessura SL, â qual foi aplicada a tensão V , 
antes do curto-circuito, e que apresenta, após a formação da 
tensão de retorno, o valor limite para a tensão Vb/ medida no 
instante de tempo t^. Considera-se válidas, as seguintes hi­
póteses simplificadoras:

a) a amostra está sobre uma superfície plana aterrada;
b) as cargas injetadas se localizam num plano de carga, 

a uma profundidade X abaixo da superfície. Neste 
plano tem-se, então, uma densidade uniforme de carga

c) a única carga considerada é a injetada, todas as 
outras sendo negligiveis;

d) o processo de difusão ê ignorado.
A fig. 2.4 apresenta o modelo do plano de carga.
Na fig. 2.4.a é mostrada a distribuição do potencial e, 

na fig. 2.4.b, a distribuição de campo. Os valores assinalados 
com primos representam valores após o curto-circuito.

Antes do curto-circuito, a superfície está a um poten­
cial VQ e a carga injetada forma uma densidade de carga,

— 2a Cm , sobre um plano de carga a uma distância da superfície P
3 = l - d (2.142)



MODELO DO PLANO DE CARGA
19( R. Coelho et.al. )

FIGURA 2.4

(D) decaimento natural
(R) tensão de retorno
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0 campo E^, entre o plano de carga e a superfície livre, ê 
nulo e o plano de carga está, então, no mesmo potencial VQ 
que a superfície. Nestas condições, o plano de carga é atraí­
do pela substrato formado pela camada de comprimento d. O 
plano de carga desloca-se, pois, nesta direção.

Considerando o plano de carga na posição X, no instan­
te do curto-circuito, tem-se, no instante seguinte, que o po­
tencial na superfície é nulo devido â formação de uma densi-

- 2dade de carga de neutralizaçao, a Cm , que recobre a cargas
do material dielétrico. Neste caso, o campo entre o plano de
carga e a superfície, E|, não é mais nulo e a densidade de
carga na superfície, o , ê menor que a densidade de carga,
a , no plano de carga, pois P

e se move em direção â superfície livre. O potencial na su­
perfície varia, então, de zero no instante do curto-circuito 
até um valor limite que é alcançado quando o plano de car̂  
ga atinge a superfície livre, no instante de tempo tw.

Deste modo, ocorre a formação da tensão de retorno, a 
uma taxa dada por

f = £ {*,' ' €1 ) = -<rs - £ e. (2.143)

Após o curto-circuito, as quantidades a^, ag, E£ e E£
permanecem invariantes e o plano de carga o fica sujeito a

Ir

um campo resultante

(2.144)

z
(2.145)

àt

onde y é a mobilidade da carga eletrônica.



Os resultados finais do modelo do plano de carga são 
mostrados a seguir

c vo + '/óo= 6   (2.146)

7 - — — —  /
K + ̂ oo

(2.147)

Voo ,iz
^  ~  T  * —  (2.148)

V0 - Vco I'to
As eqs. (2.146) - (2.148) dão as expressões para a 

densidade de carga o^, a profundidade do plano de carga X e 
para a mobilidade u em função de quantidades mensuráveis

< v  v» e •
O modelo do plano de carga ê bastante simplificado e 

os resultados (2.146) - (2.148) devem ser generalizados, com 
o uso de outro modelo, mais próximo da realidade. Tal é al­
cançado com o uso do modelo de carga distribuída (R.Coelho 
et.al.19).

Neste modelo, conforme mostrado na fig. 2.5, a carga 
injetada, q, é considerada formar uma distribuição p(x) na 
camada entre d e i (d < x < ü).

Na fig. 2.5.a ê mostrada a distribuição do potencial e, 
na fig. 2.5.b, a distribuição de campo. A área sombreada re­
presenta a carga distribuída.

Antes do curto-circuito, a superfície livre está a vim 
potencial V , dado por



MODELO DA CARGA DISTRIBUÍDA
1 9( R. Coelho et.al. )

FIGURA 2.5

(a )V( X)

(b)E(X)

(D) decaimento natural
(R) tensão de retorno

O 
t>
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onde
l

ê a carga injetada 
e.

£ ~ (2.150)

X - —  / (2.151)

é a abcissa do centrõide da carga.
Após o curto-circuito, o potencial na superfície livre

varia de zero, no instante do curto, a Vm dada por

= t 2- - = í y  - / J  V, <2-152)

Denotando X, a profundidade do centrõide de carga em 
relação a superfície livre, tem-se

^ = l - k
OU,

* - X (2.153)
vo * V»

Os campos através do material dielêtrico, antes e após 
o curto-circuito (E e E', respectivamente) são uniformes na 
camada entre 0 e d e, variam entre dei,. Além disso, E' se 
anula em x=x*, dado por

l
yix*) = * —  (2.154)

No modelo de carga distribuída, o mecanismo de formação 
da tensão de retorno é semelhante ao descrito no modelo de 
plano de carga, envolvendo movimento do plano de campo-zero 
(R.Coelho et.al."^, Lindmayer^^, Gross e Perlman^, Iwamoto
4. *i 82,et.al. ).
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Agora, no modelo de carga distribuída, o aumento do po­
tencial da superfície livre de zero a (no instante de tem­
po tro, quando o plano de campo-zero atinge a superfície livre) 
não ê mais linear como no modelo de plano de carga. R.Coelho^ 
considera que o cálculo completo da função V(t) ê trabalhoso 
e realizou, apenas, o cálculo da taxa inicial do aumento do 
potencial devido ao arraste da carga espacial de espessura 
(i.-d). Tem-se

,1

f(y) c'(y) dx (2.155)
'd*  í  *

onde

■ux)
t £

(2.156)

é o campo na abcissa x, após o curto-circuito e,
■ i
f(y) dX (2.157)

x
Resulta, após integração

~ ; / =   ( v* ~ v° J (2.158)
lo *tZ

A eq. (2.158) mostra que a taxa inicial da formação da 
tensão de retorno não depende da distribuição inicial da car­
ga mas sim, da mobilidade da carga e, dos potenciais e V . 
Entretanto, como ela foi deduzida para uma distribuição qual­
quer da carga, ela é mais geral que a eq. (2.145) do modelo 
de plano de carga, da qual difere pelo fator 1/2.

Os resultados finais do modelo de carga distribuída 
são resumidos a seguir:
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(2.159)

V® (2.160)

(2.161)

Uma comparação das eqs. (2.159) - (2.161), resultados 
finais do modelo de carga distribuída, com as eqs. (2.146) - 
(2.148), resultados finais do modelo de plano de carga, mostra 
que as eqs. (2.159) e (2.160) que envolvem propriedades está­
ticas das cargas são idênticas âs eqs. (2.146) e (2.147), ge­
neralizando-se, apenas, X por X. Entretanto, as eqs. (2.161) 
e (2.148) envolvem propriedades dinâmicas das cargas e, assim,
a eq. (2.161) corrige a eq. (2.148), levando em consideração

19a distribuição da carga (R.Coelho et.al. ).

ram confrontados com dados experimentais concluindo-se pela 
validade deles. Além disso, conforme esperado, o modelo de 
carga distribuída foi considerado mais satisfatório que o de

do modelo de plano de carga, às hipóteses feitas de o plano de 
carga permanecer não-pertubado no tempo e a de que os elétrons 
incidentes não sofrem influência do potencial anteriormente já 
adquirido pelo material dielétrico. No primeiro caso, mesmo 
que o plano de carga existisse no instante t=0, não poderia

Os resultados finais dos modelos de plano de carga fo-

19plano de carga (R.Coelho et.al. ).
As eventuais discordâncias foram atribuídas, no caso
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permanecer infinitamente fino e, no segundo caso, a profundi­
dade X, real é aquela correspondente â energia (V - V)
(onde V é o potencial anteriormente adquirido pelo material 
dielêtrico), menor que aquela correspondente à energia V .
No caso do modelo de carga distribuída foi negligenciada a 
contribuição da carga espacial injetada pelo substrato, forma­
do pelas cargas no material dielêtrico na camada entre 0 e d

19(R.Coelho et.al. ).



CAPlTULO 3 
RELAXAÇÃO DIELfiTRICA

3.1 ABSORÇÃO DIELfiTRICA
O fenômeno de absorção dielétrica é caracterizado pelo 

aparecimento de uma corrente de longa duração, apôs a aplica­
ção no material dielêtrico de vima tensão em forma de função 
degrau. A absorção dielétrica ê observada ser linear em um 
extenso intervalo de correntes e tensões, e isto ê considera­
do como uma indicação da presença de polarização volumétrica 
pois, qualquer outro mecanismo (polarização de carga espacial
devido a portadores intrínsecos ou extrínsecos, corrente de

~  63perda superficial) causariam efeitos não-lineares (Gross ).
A absorção dielétrica é causada pelo fenômeno de relaxação
dielétrica, devido a uma redistribuição dos portadores nos
defeitos da rede cristalina do material dielêtrico, anterior-

63 157mente submetido a uma tensão (Gross , Tareev ).
A aplicação de um campo elétrico a um material dielé- 

trico faz com que as cargas livres e ligadas se movimentem, 
causando o aparecimento de uma corrente, denominada corrente 
de absorção, no circuito exterior. A corrente de absorção pri­
meiro decai e depois se torna estável.

0 fenômeno da absorção dielétrica ê conhecido há mais 
de cera anos e a pesquisa neste campo se faz intensamente desde 
então. Em condições normais (campos elétricos não-muito
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intensos e temperaturas não-extremas) vários processos acon­
tecem com a aplicação de um campo a um material dielêtrico: 
carga completa da capacitância geométrica de vácuo, polariza­
ção do tipo rápida, polarização do tipo lenta (relaxação), 

corrente de condução, relaxação do tipo Maxwell-Wagner em 
dielétricos micro ou macro-heterogêneos, polarização dos ele­
trodos e captura de portadores carregados no interior do die­
létrico. Estes são os fenômenos mais comuns (Adamec e 
Calderwood^).

Uma explicação teórica para o fenômeno de absorção, de 
aceitação geral e consistente com os dados experimentais dis­
poníveis parece não existir, ainda, nos dias de hoje.

Adamec e Calderwood'*' deram um tratamento unificado na 
descrição do comportamento dos materiais dielétricos polimê- 
ricos. Estes autores observaram que apesar do uso cada vez 
maior destes materiais como isolantes elétricos, pouco se 
conhece sobre o mecanismo de transporte de portadores carrega­
dos no interior dos polímeros e, também, do mecanismo de 
transferência através da interface dielétrico-metal. Além dis­
so, os polímeros são materiais que dependem de sua história 
térmica, mecânica e elétrica e, ainda, cuja estrutura parcial­
mente amorfa ê complexa. Adamec e Calderwood^ afirmam que as 
várias teorias e hipóteses formuladas para explicação do fenô­
meno de absorção além de serem frequentemente contraditórias, 
não podem ser transferidas de outros grupos de materiais sem 
que considerações específicas sobre os polímeros, polares ou 

não, sejam feitas. Assim, o decaimento da corrente de absorção 
é atribuída por alguns autores á redução do campo no interior
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do material devido à ação de iam campo contrário, produzido 
por cargas acumuladas nos eletrodos. Adamec e Calderwood^ 
mostraram que mesmo no caso dos eletrodos totalmente bloque- 
antes, a carga acumulada seria insuficiente para reduzir o 
campo dentro do material. Outra hipótese levantada por alguns 
autores é a de que a corrente seria de carga-espacial-limita­
da. Adamec e Calderwood^ mostraram que tal não se verifica em 
um grande número de dielétricos. Além disso, como a corrente 
de absorção, na condição de baixos campos, ê reversível, a 
hipótese de que existe fuga de cargas livres do dielétrico 
fica também descartada. A conclusão final de Adamec e 
Calderwood'*' é de que a única hipótese teoricamente concebível, 
consistente com os dados experimentais disponíveis, é a basea­
da no conceito de captura de portadores carregados livres du­
rante seu movimento devido ao campo aplicado. Além disso, 
estes autores demonstraram experimentalmente que os portadores 
carregados livres têm origem no interior do material dielétri­
co e não da injeção dos eletrodos.

Assim, da aplicação de uma tensão em forma de função
degrau, como mostrado na fig. 3.1.a, resulta uma corrente de
absorção e outra de reabsorção, fig. 3.1.b, onde:
a corrente de absorção, resultante da aplicação da tensão

6 3constante V , ê (Gross )

I (t) - V0 $ (l ) -h c Vo <fU ) (3.1)
a.

onde <f>(t) é a função de relaxação dielêtrica, R e C são a re­
sistência e a capacitância geométrica de um capacitor formado 
com o material dielétrico e 6 a função delta de Dirac.
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A corrente de absorção, como mostra a eq. (3.1), é composta 
de três parcelas, uma componente transitória, uma componente 
constante e outra capacitiva.

FIGURA 3.1 
ABSORÇÃO DIELÉTRICA 

( Gross^ )

(a) tensão aplicada
(b) correntes de absorção e reabsorção
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A corrente de reabsorção, resultante do curto-circuito 
aplicado após o intervalo de tempo de carga t é, supondo vã-

«r ~ 63lido o princípio de superposição (Gross )

! ( { ) =  V0 t u )  -  v0 4 l t - t 0 ) - V 0 c  d ( é - i 0 ) ( 3. 2)
(io < t < 00 )

Se t °°, ou seja, o capacitor for curto-circuitado 
somente quando a corrente de absorção ter decaido a quase ze­
ro, as correntes de absorção e reabsorção tornam-se iguais e 
opostas. Esta reversabilidade confirma que a absorção dielé- 
trica linear tem como consequência o armazenamento de carga 
(Gross^' ̂  ^ . Neste caso, a carga absorvida tende a um 
valor constante e define-se a capacitância de polarização,
C , na forma P

(3.3)

rCP -  /  f U t )  à i  (3.4)
JÙ

onde <J> (t) é a função de relaxação dielêtrica.
Aqui, tratou-se da absorção em materiais dielétricos 

sob condições isotérmicas. Ainda nestas condições porém, a 
diferentes temperaturas constantes, observa-se que a condução 
em corrente contínua aumenta mais fortemente que a absorção, 
com o aumento da temperatura (Gross^). Os efeitos não-isotér- 
micos na absorção dielêtrica dão origem aos importantes fenô­
menos de correntes térmicamente estimuladas, objeto de intensa 
pesquisa nos dias atuais. A consideração destes efeitos bem
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como de outros intimamente relacionados, tais como o efeito
eletreto, não serã feito aqui. Sobre estes assuntos ver 

6 3Gross , um resumo do estado atual das pesquisas nestes cam­
pos, e também bibliografia indicada no Item 3.2.

A absorção dielêtrica é também dependente das condi­
ções do meio em que se encontra o material dielétrico, tais 
como o tipo de gás no ambiente, pressão e umidade do ar 
(R.M.Faria et.al. ).

Os fenômenos de tensões de circuito aberto, denominado 
efeito posterior, é um efeito separado porém relacionado com 
a absorção dielêtrica. A dependência do decaimento das ten­
sões de circuito aberto com o intervalo de tempo de carga e o 
surgimento da tensão de retorno após a aplicação de um curto- 
circuito durante um intervalo de tempo finito em um capacitor 
préviamente carregado, são consequências da absorção dielétri-
ca dependente do tempo, ou seja, da formação de uma polariza-
~ ~ 63 1ção função do tempo (Gross ). Adamec e Calderwood afirmam

que os mecanismos sugeridos para explicação do fenômeno de 
absorção devem dar conta dos fenômenos de tensões de circuito 
aberto observados experimentalmente. Estes autores desenvol­
veram então uma teoria do efeito posterior, supondo válida a 
função de von Schweidler. Os resultados obtidos foram, poste­
riormente, mostrados iguais às soluções aproximadas de Gross

- 61 (citadas no Item 2.1) pelo próprio autor



87

3.2 FUNÇÕES DE RELAXAÇÃO DIELgTRICA
No domínio da física dos materiais dielêtricos, os fe­

nômenos de relaxação são as interações mais importantes entre 
campo e matéria.

Os estudos dos fenômenos de relaxação incluem não so­
mente os materiais dielêtricos mas, também, os mecânicos, 
óticos, magnéticos e outros. Desta forma, os métodos de estu­
do são necessariamente interdisciplinares. Além disso, os ma­
teriais dielêtricos de uso prático nos dias de hoje consti­
tuem sistemas complexos e o entendimento dos mecanismos de
relaxação nestes materiais são, muitas vezes, fronteiras da

120pesquisa basica (K.L.Ngai et.al. ).
O comportamento dielétrico é descrito por várias fun­

ções e, através do princípio de superposição, pode-se rela­
cioná-las, ou seja, o conhecimento de uma delas permite o 
cálculo das outras. Para tanto, é imprescindível o conheci­
mento da forma analítica para a função de relaxação dielétri-

-  63ca, ponto de partida para os cálculos (Gross ).
Segundo Pellat |autor do início do século, citado por 

Gross^ e Bottcher (p.38)^|, o decaimento da polarização 
existente em um material dielétrico, em um instante de tempo 
t, apôs a retirada do campo aplicado, seria independente da 
história do dielétrico e proporcional ao valor da polarização 
volumétrica naquele instante

-- l̂  = — —  (3.5)
di V

onde x ê o tempo de relaxação, característico de cada material.
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Com o campo Eq, ainda aplicado, tem-se 

dPtè)  , Piá) X _  +   -   co (3.6)
dt x  X

onde x ® a suscetibilidade elétrica.
A corrente de absorção, citada no item anterior, é proporcio­
nal à variação da polarização

T^U) = a í i M  (3.7)
d t

onde a é a ãrea da amostra.
A solução da eq. (3.6), com 
P(0) = 0

E
° d

y  \A " é /Z
P U )  - ----- (i- e ) (3.8)

d
donde,

ánÈi = (3.9)
d t  d  r

Levando as eqs. (3.8) e (3.9) na (3.7), resulta

= Cn — e r p ( - ^ - l  (3.10)

com
r  *  r - Q —P *

onde a ê a ãrea da amostra, d a espessura e C a capacitância 
de polarização.



89

Assim, das eqs. (3.1) e (3.10), resulta

( + ) .  Y.4 1 Í)

donde,

$ (í) - 01°) e*p (y ) (3.12)

com
Cp

0<°) = ~^T (3.13)
ou seja, neste caso, a função de relaxação dielétrica obedece 
a uma lei exponencial decrescente; com um tempo de relaxação 
único.
Desde que | Bottcher (p. 14-38) ̂ , R.Coelho (p. 74)^, V.Daniel
(p. 18) 23 |

£ (uj) = foD + ( ís- £oc) _í_ ;/ / -ÉlíL ( (3.14)
7 L CP J

onde eg denota a permissividade de baixas frequências, 
a de altas frequências e ^  , a transformada de Laplace, tem-se

êi - í ao
íiuj) - £oo +   (3.15)

/ -f i (M t
Separando as partes real e imaginária na eq. (3.15), resulta 

a'(w) „ ín + Jf (3.16)
4- CA/ C

*• \ / v

é  ̂ — ---— ---- (3.17)
J-f

As eqs. (3.15) - (3.17) são conhecidas como equações de 
25Debye que foi quem as primeiro deduziu e, os dieletricos 

para os quais elas são válidas são ditos terem um comportamen­
to de Debye. As equações de Debye foram deduzidas em bases
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moleculares e pressupõe que o campo local não é diferente do 
campo aplicado, a condutividade do material dielétrico é ne- 
gligível, e que todos os dipolos têm o mesmo tempo de relaxa­
ção t. As correções a serem feitas quando as duas primeiras 
hipóteses não são válidas podem ser vistas em R.Coelho 
(p.76-79)17.

Quanto ao tempo de relaxação hã duas maneiras de se 
ver o problema. Um grupo de pesquisadores considerou que a 
função de relaxação dielitrica não é dada por uma exponencial 
decrescente, e propôs novas formas analíticas para esta fun­
ção. Outro grupo de pesquisadores contornou o problema consi­
derando que não existe um tempo de relaxação único mas sim, 
uma distribuição destes tempos e, assim, propôs diversas fun­
ções de distribuição de tempos de relaxação.

A pesquisa da forma analítica da função de relaxação ê 
centenária e muitas expressões foram e têm sido propostas. 0 
confronto com os dados experimentais fêz com que a forma expo­
nencial decrescente, eq. (3.12), fosse abandonada ainda nos 
primeiros estágios da pesquisa sobre a relaxação dielêtrica. 
Entretanto, ainda hoje, considera-se que as formas propostas 
em alternativa à forma exponencial decrescente não estão emba- 
sadas teoricamente de maneira satisfatória e, não concordam 
integralmente com todos os dados experimentais disponíveis 
(Gross ).

A forma proposta por von Schweidler'*'^ e com a qual o 
grupo de Gross estudou as soluções analíticas para as tensões 
de circuito aberto (efeito posterior), conforme citado no item 

2.1, é considerada, ainda hoje, como uma das melhores
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aproximações para a função de relaxação dielétrica. A função
151 -de von Schweidler e da forma

-f)
0(é) - K , K>0 ( ocntl (3.18)

K, n constantes
0 fato da função de von Schweidler divergir para t -»■ 0 

e o mesmo ocorrer com a sua integral gerou sérios problemas 
no estudo dos materiais dielêtricos reais, tendo sido reali­
zados diversos experimentos com a finalidade de se comprovar
. . 35,36,38,63,69,70,71,72,isto (Gross ' ' ' ' ' ' ' ) .

104No estudo da relaxaçao viscoelastica, Lomnitz e 
Strick"^^ utilizaram a forma modificada

0 (é) - K í i f- -L \ (3.19)
L

como modo de se evitar a divergência na origem.
72Apesar da afirmaçao de Gross , feita de passagem, que 

uma forma modificada como a da eq. (3.19) poderia ser utili­
zada sem alterar substancialmente os resultados por ele obti-

84 86 ~dos, foi somente com Jonscher ' que aparece uma expressão
analítica para a função de relaxação dielétrica sem os incon-

~ 84 86venientes da função de von Schweidler. Jonscher ' afirma
que existem evidências experimentais suficientes para possi­
bilitar a proposição de uma resposta dielétrica universal.
Uma abordagem unificada poderia ser feita, baseada na intera­
ção de muitos corpos entre as partes constituintes do material
dielêtrico. A expressão da função de relaxação universal,

84 86 - ~ —proposta por Jonscher ' , é uma generalização da função de
Schweidler, na forma:
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4>K) =
K

/%✓L
t /'■VC

(3.20)

Uma outra expressão analítica para a função de relaxa-
~ - 168 çao dieletrica foi proposta por Williams e Watts ,, na forma

*(é) = *(0) 

ocn < 1

i-n
(3.21)

com

<t(k) - (3.22)

120 ,acompanhada pela relaçao (K.L.Ngai et.al. )

- (3.23)

onde Tp é uma constante de tempo macroscópica característica
e tq é uma constante de tempo microscópica. Williams e

168 ~ —Watts observaram que as curvas de dispersão e absorção ob­
tidas com o uso de sua função, eqs. (3.21) - (3.23), são não- 
simétricas em relação ao logarítimo da frequência de perda 
máxima, sendo o comportamento intermediário com aqueles obti­
dos com o uso das expressões propostas por Cole e Cole20

24Davidson-Cole , que sao, respectivamente
-  ( i - n )

n

#<t)*

T  T d m )

n

A /L

-(t+n)

U) - i -t T(n) £
-  ( l - n ) t

,para (t/x)<< 1

(3.24) 

,para (t/x)>> 1

(3.25)
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Na região de altas frequências, (t/t)<< 1, as três expressões 
têm a mesma forma de dependência com o tempo. Na região de 
baixas frequências, (t/x)>> 1, a função de Williams e Watts, 
eqs. (3.21) - (3.23) decai menos rapidamente que as funções 
de Davidson-Cole, eq. (3.25), e de Cole e Cole, eq. (3.24). 
Nesta mesma região, a função de Davidson-Cole, eq. (3.25) de­
cai mais rapidamente que a função de Cole e Cole, eq. (3.24).

<r 16 8A forma analítica proposta por Williams e Watts pa­
ra a função de relaxação dielêtrica é da mesma forma da fun­
ção utilizada por R. e F.Kohlrausch, ainda no século passado

1 9f)(K.L.Ngai et.al. ).

Uma comparação das funções propostas por Jonscher®^' 
eq. (3.20) e por Williams e Watts , eqs. (3.21) - (3.23), 
mostra que a função de Williams e Watts permanece mais próxi­
ma da função exponencial que a função universal de Jonscher,
pois para t -*■ 00 a eq. (3.21) tende a zero mais rapidamente

6 3que a eq. (3.20) |Gross |.
Uma interpretação física para a forma proposta por
84 86 ~ ~ ^Jonscher ' para a função de relaxação dielêtrica, como uma

resposta universal dos materiais dielêtricos, foi mostrada
7 9 _por Hill e Dissado em conexão com a relaxaçao viscoelastica.

Estes autores reelaboraram a teoria de Gross^ da relaxação 
viscoelastica considerando, agora, que mais de um processo de 
relaxação pode ocorrer no material. A partir disto, desenvol­
veram um modelo cooperativo baseado na interação de muitos
corpos, com formação de aglomerados que interagem entre si.

79 -r -Hill e Dissado concluíram que o comportamento elástico e
tal que o material apresentaria relaxações configuracionais
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limitadas equivalentes às reorganizações estruturais locais 
na região dos dipolos ativos, no caso da relaxação dielêtri- 
ca. Além disso, mostraram que, em particular, a relaxação me­
cânica é equivalente aos processos de dispersão em baixa fre­
quência que ocorrem em materiais dielétricos contendo cargas 
quase-livres, usualmente íons.

As formas analíticas propostas para a função de rela-
— -  8486xação dielétrica por Jonscher ' , eq. (3.20) e por Williams

168e Watts , eqs. (3.21) - (3.23), pretendem representar uma 
resposta universal dos materiais dielétricos. Esta universa­
lidade é contestada por outros autores e a diversidade de ti­
pos de materiais dielétricos parece contribuir para esta po­
sição. Assim, funções de relaxação dielétrica têm sido pro­
postas com validade definida para determinados tipos de mate­
riais. Uma argumentação contra a existência de uma resposta
universal dos materiais dielétricos, baseada no princípio de

56 57 63superposição tempo-temperatura é dada por Gross ' ' . O
princípio de superposição tempo-temperatura, obedecido por 
certos tipos de materiais dielétricos, estabelece que curvas 
de funções dielêtricas tais como impedância, admitância, per­
das e funções de relaxação dielétrica, obtidas a diferentes 
porém, constantes temperaturas podem ser transformadas uma 
nas outras por uma transformação afim de coordenadas, levando 
desta forma, a curvas típicas para estas funções. As funções 
de relaxação dielétrica tem parâmetros que dependem da tempe­
ratura e duas funções isotérmicas c|)̂ (T̂ ,t) e <(>2 ^ 2 , t) satis­
fazem o princípio de superposição tempo-temperatura, podendo, 
pois, serem transformadas uma na outra por uma transformação
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6 3 ^afim de coordenadas. 0 argumento de Gross é que a função de
relaxação dielétrica satisfazendo o princípio de superposição
tempo-temperatura não pode ser universal pois ela incluiria
sistemas que não obedecem a tal princípio.

Várias outras formas analíticas têm sido propostas pa-
_ 10 23ra a funçao de relaxaçao dieletrica (Bottcher , V.Daniel

e R.Coelho^). Em particular, Bottcher (cap. IX, P.45-137)^  
mostra muitas formas propostas para a função de relaxação 
dielétrica e analisa sua validade em muitos tipos de materi­
ais dielêtricos. Dois artigos resumo, recentemente publicados

167 75(G.Williams e P.Hedviç ), analisam os fenômenos de rela­
xação dielétrica e mostram diversas formas propostas para a

~ ~ 167função de relaxação dielétrica. Assim, G.Williams analisa
a relaxação dielétrica em materiais poliméricos, demonstrando
particularmente a validade da função de Kohlrausch-Williams-
Watts, eqs. (3.21) - (3.23), nos polímeros. Em outro artigo, 

75P.Hedvig , analisando os aspectos experimentais da pesquisa 
sobre os fenômenos de relaxação dielétrica, ressalta a impor­
tância de se ter uma função de relaxação dielétrica semi- 
empírica com dois ou três parâmetros, julgado mais útil, em 
têrmos práticos, do que as funções de distribuição de tempos 
de relaxação. Isto se deve ao fato de que, em trabalhos expe­
rimentais, somente uma pequena parte do espectro total pode 
ser coberto com uma técnica única, tanto no domínio do tempo
como no da frequência. Dentre as diversas funções de relaxa-
~ 75çao dieletrica analisadas por P.Hedvig , ressalta-se a fun-
~ 34çao de Geny-Monnerie que representa uma abordagem diferente

daquela de Jonscher, eq. (3.20). A teoria de Jonscher^' ê,
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como citado anteriormente, baseada na similaridade da respos­
ta dos diversos materiais, governada por regras gerais de in­
terações de muitos corpos, levando a uma resposta dielétrica

A

universal. Por outro lado, a função de Gêny-Monnerie ê ba­
seada em cálculos da dinâmica molecular, levando em conside­
ração os movimentos moleculares específicos em cada material. 
Sua forma analítica ê

fé(tj= ( y )  (3-26)

onde 0 e p são parâmetros relacionados com o amortecimento 
orientacional e processos de difusão na cadeia macromolecu- 
lar, respectivamente, e erfc é a função erro complementar. A 
função de Gêny-Monnerie tem como casos particulares as fun­
ções de Debye, Cole e Cole e Davidson-Cole, pois: 
a permissividade complexa ê dada por 
(P.Hedvig^, G.Williams^^)

00

/lw) , __ / d£UI (3.27)
éco — ío J d t

-00

onde a função f (w) ê uma transformada da função de relaxação 
dielétrica. Com,

/(u/).= /'ru/j - { (UJ) (3.28)

£ (u/J = é U w )  -  i S "  (<*/) (3.29)

tem-se, então

t'(M ) , e',w> ~ (3.30)
£oo ~ £o

J " ,  i £ " ( w )  ny (ou) - ----------------------------  ( 3 . 3 1 )

• CO ~ £q
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As funções f' e f ' 1 são medidas usando-se campos .pe­
riódicos senoidais, método conhecido por técnica do domínio

A 7 Rda frequência (P.Hedvig ). As eqs. (3.27) - (3.31) mostram
que o conhecimento das funções f' e f1' sobre um extenso in­
tervalo de frequências permite o cálculo da função de relaxa­
ção dielétrica, por transformação inversa de Laplace 

75(P.Hedvig ) e que o conhecimento de <f> (t) permite a determi­
nação das características de dispersão e absorção 
(G. Williams^ ̂ ) .

34 75Assim, para a funçao de Geny-Monnerie , tem-se (P.Hedvig )

r  ~l °' *
\ j  *  ( I + ‘ ' w  & ) J

/ -f. C ia/ 6 -f
(3.32)

de modo que,
quando o processo de difusão ê muito lento, tem-se

J> -o-CO

e'
y r o / ) =  + 0 . 3 3 )

que ê a função de Debye simples com um tempo de relaxação 
único;
quando o processo de amortecimento é muito lento, tem-se 

Q -*■ co

e' -/0, s

(3.34)
que ê a função de Cole e Cole;
quando os processos de difusão e amortecimento são igualmente 
importantes, tem-se

© - /
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e r 0, S
/ (LU) ~ ( I + f )
J ’ (3.35)

que é a função de Davidson-Cole.
Os materiais dielétricos usualmente são heterogêneos, 

particularmente os polímeros, de modo que outros mecanismos 
de polarização, tais como o efeito Maxwe11-Wagner, podem es­
tar presentes |R.Coelho (p.88-90)^, Bottcher (p.486)"^,

23 ~V.Daniel (p.203-208) |. Tais materiais são descritos por uma
~ 75funçao do tipo Debye, da forma (P.Hedvig )

L (u/) - £0 I (f---------- -   +   —  (3.36)
Ç -  f  I -+ í  u-r 'c 1 £0c oo o

onde as barras indicam valores médios, T" é o tempo de relaxa­
ção para polarização Maxwe11-Wagner e a é a condutividade 
média.

75P.Hedvig conclui que existe hoje uma necessidade, 
bastante acentuada, de uma boa função de relaxação dielétrica 
e que embora muitas formas tenham sido propostas e outras en­
contrem-se em intensa pesquisa, nenhuma teve, ainda, sua va­
lidade satisfatoriamente testada. O autor alerta, também, pa­
ra os cuidados a serem tomados com as amostras de materiais 
dielétricos. Elas devem ser preparadas cuidadosamente e de 
modo similar uma âs outras. Isto se deve ao fato de que amos­
tras com histõrias diferentes e não de todo conhecida podem 
dar origem a respostas diversas, o que impede, por exemplo, a 
comparação de resultados em diferentes literaturas.

Os fenômenos de relaxação dielétrica sob condições não- 
isotérmicas apresentam características próprias e surgem as



99

correntes térmicamente estimuladas, citadas aqui apenas de 
passagem. A função de relaxação dielêtrica, (t) , bem como 
suas transformadas f' e f ' 1 dependem não sõ do tempo e fre­
quência mas também, da temperatura e pressão. Alguns artigos
recentes fazem um resumo do estado atual da pesquisa neste

63 75campo e remetem â bibliografia pertinente (Gross , Hedvig 
Williams^^, Multhaupt e Kertz^^ e Hill e Dissado^®) . Uma 
característica, citada aqui de passagem, ê a não-validade da 
equivalência dos modelos de Maxwell e Wagner, sob condições 
não-isotérmicas (Gross'^''^'^'^'^) . Tal fato acarreta di­
ficuldades à abordagem fenomenolõgica do comportamento dielê- 
trico pois, modelos que são equivalentes isotêrmicamente pro­
duzindo, apesar de terem estruturas diferentes, a mesma res­
posta para excitações idênticas, deixam de sê-lo sob condi­
ções não-isotérmicas, e as diferenças estruturais entre eles

6 3produzem respostas em um, diferentes das do outro (Goss ).

3.3 FUNÇÕES DE DISTRIBUIÇÃO DE TEMPOS DE RELAXAÇÃO E DE 
ENERGIAS DE ATIVAÇÃO

Como citado no ítem anterior, outro grupo de pesquisa­
dores contornou o problema do desvio da forma exponencial pa­
ra a função de relaxação dielêtrica, considerando que não 
existiria somente um tempo de relaxação característico para o 
material mas sim, uma distribuição destes tempos.

Assim, von Schweidler"'"^ propôs, inicialmente, diferen­
tes tempos de relaxação t ,̂ distribuídos discretamente, na 
forma:
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<j>ií) = /? <> f~-zr) (3.37)
K CK ' CK /

e, mais tarde, Wagner propôs o uso de uma distribuição contí-
— 63nua de tempos de relaxação (Gross )

(3.38)r l ̂ /
o

onde 8 é um fator de amplitude dimensional e F(t) é a função
de distribuição de tempos de relaxação de corrente.
A tensão de descarga interna de um capacitor real é expressa 

6 3por (Gross )
oo

V ( i )  = ~Ã /  - 1 — ( l ! — ) dZ (3.39)
' j  m \ v /

' 0
onde F(t) é a função de distribuição de tempos de relaxação 
de tensão e 8 é, novamente, um fator de amplitude dimensional.

A eq. (3.38), com a função de distribuição de tempos 
de relaxação de corrente, F(t), é interpretada formalmente em 
termos do modelo de Maxwell, fig. 3.2.a, e a eq. (3.39), com 
a função de distribuição de tempos de relaxação de tensão,
F (t), em termos do modelo de Wagner, fig. 3.2.b. As funções 
de distribuição F e F são diferentes porém equivalentes. A não- 
equivalência dos modelos de Maxwell e Wagner, sob condições 
não-isotérmicas, jã comentada anteriormente no item 3.2, acar­
reta, pois, sérios problemas à abordagem fenomenolôgica do 
comportamento dielêtrico.

Wagner interpretou a existência de uma distribuição de 
tempos de relaxação como uma consequência da relaxação de sis­
temas elementares independentes, com propriedades diferentes
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FIGURA 3.2 
MODELOS DE MAXWELL E WAGNER 

( Gross^^ )

(a)
Modelo de Maxwell 

conexão paralela de sistemas 
elementares independentes

TL

rx.
r

X
(b)

Modelo de Wagner 
conexão série de sistemas 
elementares independentes

entre si. Além disso, propôs uma distribuição de probabilidade 
gaussiana para os logarltimos dos tempos de relaxação molecu­
lares, a exemplo do que Wiechert havia proposto, anteriormen­
te, para a relaxação anelãstica (Wiechert e Wagner são citados

6 3 1 7 3  —por Gross ). Yager calculou, a partir de considerações te­
óricas e experimentais, os parâmetros desta distribuição.

Muitas outras funções de distribuição de tempos de re­
laxação têm sido propostas desde então. Bottcher (p.83-118)^
analisa muitas delas e estabelece sua validade para vários ti-

141pos de materiais dieletricos. Tambem Ross Macdonald , em um 
recente artigo resumo, analisa diversas funções de distribui­
ção de tempos de relaxação propostas desde Wagner. A situação 
aqui ê semelhante ãs funções de relaxação dielétrica, ou seja,
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nenhuma função de distribuição de tempos de relaxação parece 
estar embasada teoricamente de modo satisfatório, nem concor­
dar integralmente com todos dados experimentais disponíveis.

É interessante notar que a maioria das funções de dis­
tribuição de tempos de relaxação foram apresentadas, inicial­
mente, para os fenômenos de relaxação viscoelãstica e tornadas 
válidas para os materiais dielêtricos com uma distribuição 
extensa de tempos de relaxação | Bottcher (p.53)^|. Além dis­
so, toda função de relaxação dielêtrica pode ser associada com 
uma função de distribuição, contínua ou descontínua, de tempos 
de relaxação. Esta associação pode ou não ter um significado 
físico real, em conexão direta com a estrutura de um modelo
microscópico (Ross Macdonald^^). Neste sentido, V.Daniel 

23(p.76) alerta que o uso de modelos tem levado a uma serie 
de confusões quanto ao significado físico das funções de dis­
tribuição. Segundo o autor, Wagner construiu seu modelo basea­
do no tratamento dado por Maxwell a capacitores formados por 
camadas de dielétrico heterogêneos e o próprio Maxwell consi­
derou a possibilidade de seu tratamento ser apenas um artifí-

23 —cio matemático. V.Daniel observou que Maxwell e Wagner nao
fecharam a questão de modo a impedir que futuras abordagens
por mecanismos moleculares levassem aos mesmos resultados. A

9 o ~conclusão de V.Daniel é que atribui-se demasiada importância 
ao efeito Maxwell-Wagner, o qual é usado, inclusive, para ex­
plicar o comportamento de dielêtricos homogêneos e, além disso, 
não se pode considerar a dedução matematica de uma funçao de 
distribuição equivalente a uma explicação física.

Outros problemas surgem em conexão com o uso de funções
. •  ̂ 55,62,63de distribuição de tempos de relaxaçao. Assim, Gross
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apontou para o fato da distribuição poder ser contínua ou des­
contínua, de modo que a função de distribuição F(t ), eq.

86(3.38), pode ser uma função imprópria. Ainda, Jonscher aler­
tou que a observação experimental de distribuições extremamen­
te extensas de tempos de relaxação não pode ser atribuída à
existência de sistemas relaxantes independentes. Hill e

79 ~ ~ ~Dissado , em conexão com os fenomenos de relaxaçao viscoelas-
tica, apontaram que a existência das funções de distribuição 
de tempos de relaxação para a corrente, eq. (3.38) e para a 
tensão, eq. (3.39), gera ambiguidades. Todos estes aspectos 
levaram alguns autores a uma tendência de não se dar um signi­
ficado físico às funções de distribuição, ou seja, estas fun­
ções não representariam sistemas elementares independentes nem
tampouco, constituiriam uma prova suficiente de sua existência

6 3física real (Gross ). Ê justamente neste sentido que surgem 
as teorias de Jonscher, Williams e Watts propondo funções de 
relaxação dielêtrica como uma resposta dielétrica universal, 
baseada em interações de muitos corpos, conforme citado no 
item anterior.

Em alternativa ao uso das funções de distribuição de 
tempos de relaxação, é comum a utilização de funções de dis­
tribuição de energias de ativação. 0 tempo de relaxação de um
sistema elementar polarizãvel ê relacionado com a temperatura

~  63pela equação de Arrhenius (Gross )

r= r„ 'xpf (3.40)
onde y é a energia de ativação, K é a constante de Boltzmann 
e T a temperatura absoluta.
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A transformação da função de distribuição de tempos de relaxa­
ção em uma função de distribuição de energias de ativação se

— 63faz pela relação (Gross )

,  x rl't r ( M  \ d ̂
Fíc)  = <9     (3.41)

Z  I K-T I  K T

Vários autores apontam as diversas distribuições de energias 
de ativação propostas e as discutem teoricamente |Bottcher^,
V. Daniel^, P.Hedvig^, G r o s s ' * ^ ' Wintle e Sribney^^^,
Ross Macdonald^^*' | . Em particular, Gross^ observou que
considerar-se os processos ativados pela temperatura (distri­
buição de energias de ativação) leva a intervalos de extensão 
mais aceitável que os obtidos com distribuições de tempos de 
relaxação.

Contudo, o problema de se ter uma boa função de distri­
buição de energias de ativação, bem como o de se ter um signi­
ficado físico para ela continua tal qual no caso das funções 
de distribuição de tempos de relaxação, ou seja, sem solução 
definitiva.

É interessante observar, de passagem, a diferença entre
os processos de relaxação e ressonância. Assim, segundo
Bottcher (p.4,5,38-44)10, os processos de relaxação dão origem
ã polarização orientacional e os processos de ressonância â
polarização induzida. Alêm disso, se a permissividade decai
monotomicamente quando a frequência cresce teremos o processo
de relaxação e, se e passa por um máximo e um mínimo com o
crescimento da frequência, o processo presente ê o de resso-

158nância |Tareev (p.159) |.
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As funções de distribuição têm se mostrado iam poderoso
instrumento no estudo do comportamento dielêtrico. Por exem-

90 62 —pio, Y.Kita e Gross estudaram, com o uso das funções de
distribuição, a relaxação dielétrica em sistemas compostos de

~  62 -  camadas. A conclusão de Gross , neste caso contrária à de
90 -Y.Kita , é de que o modelo de camada pode causar uma relaxa­

ção do tipo Davidson-Cole.
Entretanto diversos problemas tanto de ordem matemáti­

ca quanto de interpretação física têm limitado o uso das fun­
ções de distribuição. Além dos problemas já mencionados ante­
riormente, alguns outros devem ser abordados. Assim, a teoria 
de relaxação dielétrica lida com duas funções de distribuição 
equivalentes (modelos de Maxwell e Wagner). A relação entre 
as duas é estabelecida com o uso de transformações integrais. 
Estas transformações nem sempre foram satisfatórias do ponto 
de vista matemático pois, alêm de muitas vezes empregarem in­
tegrais sobre funções impróprias, problemas surgiram com o 
uso de espectros truncados. Uma distribuição truncada ê aquela 
que é diferente de zero dentro de um intervalo limitado e zero 
fora deste intervalo. Neste caso, a outra função de distribui­
ção equivalente ê contínua dentro deste mesmo intervalo e zero 
fora dele, exceto por uma linha única adicional (Meixner ).
0  aparecimento desta linha nao é mostrado com o uso das trans—

6 2 63formações integrais (Gross ' ). Tendo em vista estes fatos,
Gross^ propôs um tratamento matemático mais satisfatório e, 
para tanto, adotou uma nova definição para a função de distri­
buição. Elas seriam vistas, agora, como os componentes imagi­
nários de valores limites de funções analíticas complexas
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definidas por meio de uma integral de contorno complexo 
64(Gross ). Estas funções seriam as funções geradoras de todas

as outras funções da teoria da relaxação dielêtrica. Através
64desta nova abordagem, Gross obteve as expressões para as 

linhas únicas nos casos de espectros truncados, além de ex­
pressões para os espectros descontínuos em uma forma que evi­
tou termos não definidos na teoria convencional de funções 
impróprias.



CAPÍTULO 4 
PERDAS DIELÊTRICAS

4.1 TIPOS DE PERDAS DIELÊTRICAS
Um material dielétrico sujeito a um campo elétrico 

dissipa alguma energia na forma de calor. A perda de potência 
ê a energia média dispendida pelo campo em um certo intervalo 
de tempo.

Um isolante perfeito, quando submetido a um campo elé­
trico, não possui perdas devida â corrente de condução.

Em um material dielétrico perfeito, a única perda exis­
tente ê a devida â corrente de condução. Esta perda ê justa­
mente o efeito Joule. A tangente do ângulo de perda, tgô, é 
definida como o quociente das correntes de condução e desloca­
mento e, é uma grandeza característica do material.

Por outro lado, um material dielétrico real, quando 
submetido a um campo elétrico, ê atravessado por uma corrente 
dada pela eq. (2 .8 ) e sua resposta em polarização, eq. (2.98), 
caracteriza o fenômeno de dispersão temporal. Neste caso, as 
perdas são devidas não somente à corrente de condução mas tam­
bém â corrente posterior, a qual reflete a história do mate­
rial dielétrico. Isto significa que outros tipos de perdas, 
além da perda por condução, estão presentes no material dielé­
trico. Estas perdas são as perdas por relaxação, perdas por



ressonância e perdas devidas a heterogeneidades do material,
■ICOou seja, pelo efeito Maxwell-Wagner jTareev (p.154-169) |.

4.2 PERDAS PARA EXCITAÇÕES SENOIDAIS
0 cálculo das perdas dielétricas para excitações se- 

noidais foi feito utilizando-se a equação geral da resposta 
dielétrica |eq. (2 .8 )|, levando-se em consideração, desta 
forma, todos os tipos de perdas presentes nos materiais die-

Assim, a corrente que atravessa um capacitor absorti- 
vo, formado com um dielétrico real, submetido a uma tensão 
V(t), é dada pela eq. (2.8), na forma

létricos reais (Gross40,42,45,47}

-CÙ

onde GQ é a condutância e CQ denota a capacitância geométrica.
Para uma solicitação senoidal, da forma

V(t) = v0 ( W  + ^ ; (4.2)

tem-se

(4.3)

onde
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0  diagrama fasorial representando a situação mostrada 
na eq. (4.3) está na fig. 4.1. A eq. (4.3) para o capacitor 
absortivo tem a mesma forma que para um capacitor ideal.
Deste modo, pode-se considerar o capacitor absortivo como 
tendo uma condutância aparente G(cú) e uma capacitância apa­
rente C(w), dadas respectivamente por

f) ((A/j - f)0 -f A (w) (4.6)

C ( ia; ) - C0 •+ S t LM) (4 .7 )

FIGURA 4.1
DIAGRAMA FASORIAL DO CAPACITOR ABSORTIVO

42( Gross )

A(u)) e B (o») representam a absorção dielétrica. Vê-se que as 
eqs. (4.4) e (4.5) representam duas integrais de Fourier, cu­
ja inversão dá a função de relaxação dielétrica, representada 
de duas formas

4> (*) -
tl

/Kuj)
UJ

:> q n lasf y1 c*-'/ (4.8)
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co

—  /  3  (us) co 5 CA/ r  cJ J j (4.9)
//

'o

As eqs. (4.8) e (4.9) mostram que as funções A(w) e
B(cú) são interdependentes. Foi, então, estabelecida uma rela-

42 45çao entre elas (Gross ' ).
Levando a eq. (4.8) na eq. (4.5) e a eq. (4.9) na eq. (4.4), 
resulta

,oo 00

r — —  f £Qn u/<r âf í s  fW) O0S ' dw' (4.10)

a>8-tw) = _JL / ooó w r  d r / sen du j i (4.11)
II / i UJ*^ Jú

As eqs. (4.10) e (4.11) podem ser simplificadas, ou
impondo-se certas restrições sobre as funções A(w) e B(w) e

42 43 44 46 48 obtendo as relações diretamente (Gross • • • • e
1 0 0 ~ 45B.Levi ), ou verificando por substituição (Gross ).

Resultam as relações

d (oj) L/j
(4.12)

^  I I  /  -  (J L l' <i

00

(4.13)
/ /  /  ( A / r  ( A J ( Z  -  O V  *'ú

onde o símbolo J* denota valor principal.
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As eqs. (4.12) e (4.13) dão as relações desejadas en­
tre a condutância e a capacitância aparentes. O cálculo numé­
rico ê facilitado pois contribuem para a integral somente pon-

42 45tos na vizinhança de w'=u) (Gross ' ) . Uma característica
importante destas relações é que elas são independentes da 
forma particular da função de relaxação dielétrica.

As eqs. (4.12) e (4.13) são relações do tipo Kramers- 
Kronig, as quais são transformações integrais de um tipo es­
pecial denominadas transformadas de Hilbert. As condições que 
devem ser obedecidas pelas funções A(w) e B(oj) para que sejam
válidas as relações (4.12) e (4.13) foram mostradas por

43 44 46 47 ~Gross ' ' ' Estas condiçoes, consideradas severas demais,
foram reestudadas e simplificadas por B.Levi^^.

Contudo, as relações de Kramers-Kronig que são da for­
ma das integrais de Hilbert podem ser obtidas da teoria das 
funções analíticas (Gross^). Desta teoria sabe-se da impor­
tância das funções complexas com significado físico somente 
para argumentos reais mas, cujos argumentos complexos podem 
fornecer informações úteis. Neste caso, a ferramenta utilizada 
para obter-se relações entre quantidades reais de significado 
físico direto é a transformada de Hilbert |Byron e Fuller 
(p.335)14|. Em sistemas físicos lineares com dispersão tempo­
ral, como os tratados aqui, a transformação de Hilbert pode 
ser aplicada, desde que se faça algumas hipóteses razoavelmen­
te amplas e motivadas fisicamente. A principal hipótese é a 
validade do princípio de causalidade. Pode—se dizer que a cau­
salidade implica a existência das relações de dispersão.
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No apêndice C são mostradas as transformadas de Hilbert, a 
obtenção das relações de Kramers-Kronig a partir delas e as 
hipóteses necessárias para tal.

A partir das eqs. (4.12) e (4.13) foi obtida a expres­
são para as perdas dielétricas sob excitações senoidais 

45(Gross ). 0 fator de perda dielétrica é dado pela tangente 
do ângulo de perda, Ô, definido por 

lukvc Cl (uy)í<\cí -
C(ías) yMrf

^cTr C-, I ( * ' )

<A' C. í ( A l )

para frequências técnicas (60Hz) ou maiores, tem-se
cl0 < <  C>(u/) 

de modo que a eq. (4.6) fica

c-) ( < jy ) =. 4  1

(4.14)

(4.15)

levando as eqs. (4.7) e (4.15) na eq. (4.14), vem

/\ (uj) f
(A/

levando as eqs. (4.12) e (4.13) na eq. (4.16), vem
. CD

/

c ( u - j
âlw')

íáJ

U/ 2 - M/'^
l

(4.16)

v - laJ

C(w)

ao
c íu/‘)

o/ — í/jI z
d  KAJ — (JuJ1
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Notando que

d oJ1 = O

resulta finalmente
oo

H ‘r -
iaJ

C lu s )

C (Ou>)
cjou'

UJ'-— u-// 2
(4.17)

A eq. (4.17) mostra que o conhecimento da função C(o) 
(variação da capacitância aparente com a frequência) permite, 
imediatamente, o cálculo da perda dielétrica (Gross^).

Com os resultados obtidos no cálculo de perdas dielé- 
tricas foi feita uma comparação com dados experimentais de
modo a mostrar a validade do uso da função de Schweidler para

~ ~ 152a funçao de relaxaçao dieletrica (H.Silva ) e do uso do
principio de superposição no estudo dos dielétricos reais

1 5  5 7 5(H.Silva e B.Gross e H.Silva ).
Assim, utilizando a função de Schweidler, eq. (2.21),

para o cálculo da condutância e capacitância aparentes, eqs.
(4.4) - (4.7), obtem-se, desprezando-se G

c-) Itu) _

é T (d) 005 I (/- tf)
UJ K, p

n wy 
£  T  (tf) 5en

o(-l

f H-4) JL
L * .

-  Co -+ vJ
& í -  i

Com,

LU



114

onde v é a frequência, resulta

d{ C"  ̂ <V w p  ^ (o<-l) kz (2 Tl) d (4.18)
ó V

C7 r  A ,  ( 2 77 ) Cf p  ( 4 . 1 9 )

As eqs. (4.18) e (4.19), mostradas em escala dupla lo-
garítimica, seriam representadas por retas. A confirmação ex-

152perimental foi feita por K.Silva
Além disso, utilizando-se as eqs. (4.6), (4.7), (4.12)

e (4.13) e sabendo-se que
oo

I
----------------------- d ^ '  -  o

 ̂ í k? 2. , ’<A' - UJ
0

resulta
oo

Ĉ ítAj)- C1q = J_ /  duu1
lí J  UJ Z -  (A> ' Z-

0
, OQ

c C w) _ - _£ J  <n ( ^ ‘) J /
~t / £ _ (a,. 2

(4.20)

(4.21)

onde o símbolo J' denota valor principal.
As integrais nas eqs. (4.20) e (4.21) podem ser decom­

postas em vários intervalos e, considerações matemáticas e 
físicas podem ser feitas, de modo que conhecendo-se a funçao 
G(w) em duas frequências e tal que

C d  z

então, a validade do princípio de superposição fica demonstra* 
da se:
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IAS,

II

0 fu/ 1)
uy' ̂  uy 2.

í̂ w/' = consfun^e (4.22)
ÍÁJ

onde C(u>) ê obtida experimentalmente. A confirmação experi-
153 73mental foi feita por H.Silva e H.Silva e Gross

4.3 PERDAS PARA EXCITAÇÕES NÃO-SENOIDAIS
As pesquisas das perdas em dielétricos submetidos a 

excitações senoidais encontram-se, nos dias de hoje, bem es­
tabelecidas e suas implicações físicas têm sido objeto de es­
tudos de vários autores. Por outro lado, os estudos das per­
das em dielétricos submetidos a excitações em outras formas 
de onda ou sob condições transitórias mereceram, comparativa­
mente, pouca atenção, apesar de sua inegável importância prá­
tica |Gross^, Jonscher®^' , Tareev (p. 163-174)

X 3 8 22Romano e Schifani e Curtins e Shah |.
3 7 -Gross fêz um estudo comparativo das perdas dielétri-

cas para excitações em forma de onda quadrada e para excita­
ções senoidais. A conclusão deste autor de que as perdas no 
primeiro caso são maiores que aquelas no segundo caso,pode ser 
explicada se considerarmos que a onda quadrada é vima superpo­
sição de Fourier de ondas senoidais de diversas frequências.
Desta forma, as perdas dielétricas são função não somente da

- 3 7frequência mas também da forma de onda da tensão. Gross 

trabalhou com o formalismo da teoria de circuito e o cálculo 
da corrente posterior foi feito utilizando-se a funçao de 
Schweidler^^".
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Jonscher apresentou as perdas em capacitores não-8 5

ideais sob condições de carga e descarga. Neste estudo foram 
analisadas as perdas para uma excitação em forma de função 
rampa, tendo como caso limite a função degrau. Suas conclusões 
principais são que a energia dissipada depende da taxa de 
crescimento da função rampa e, no caso limite da função degrau, 
a energia dissipada é igual â energia armazenada no sistema.
Tal fato indica que as perdas dielétricas em condições transi­
tórias de carga e descarga envolvem perdas de energia mais 
significativas que a energia dissipada por ciclo, para excita­
ções senoidais. Além disso, no caso de um curto-circuito, toda
energia armazenada é perdida no processo de despolarização.

85 ~Assim, conclui Jonscher , o trabalho dado na polarização do
material dielêtrico (alinhamento dos dipolos) é o mesmo que o 
trabalho realizado para randomizar os dipolos uma vez removido 
o campo aplicado e, depende da taxa com que o processo é rea­
lizado. A importante conclusão final ê que processos transitó­
rios rápidos causam uma grande dissipação de energia em mate­
riais dielétricos.

A hipótese utilizada por Jonscher é, basicamente, a 
resposta em polarização do material dielêtrico ser da forma 
da eq. (2.98), ou seja

o

onde x(t) ® a função resposta.
- • u 87,8Esta teoria foi aperfeiçoada pelo propno Jonscher

que estabeleceu as equações para a carga e descarga de capaci

Oi

(4.23)

tores não-ideais e calculou as perdas nestas condições.
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Assim, a capacitância complexa, função da frequência,
-* 87ê definida como (Jonscher )

S \f A/
C lus) = A c l(M) + Coo (4.24)

onde e a capacitancia de alta frequência e AC(w) ê o in­
cremento complexo, dado pela transformada de Fourier da fun­
ção resposta característica do material dielétrico que forma 
o capacitor, x(t)

oo
. . — ( IASt

A C l » ) *  / X ( t ) e  dt  ( 4 2 5 )

No caso limite de w=0, o incremento torna-se real e resulta
o?

A C  (O) = A C  (O) - J %  ( i )  d i  (4.26)

A evolução no tempo da carga Q(t) de um capacitor sub­
metido a uma tensão V^(t) ê, em conexão com a eq. (4.23), da

87forma (Jonscher )

Q It) = J X ( V )  Y, (k-'*) dZ + Ca, V' (t) (4.27)
o

Assumindo que a tensão V^t) é constante para instantes 
de tempo t<0, com valor inicial V^(0), tem-se

x/, (t) = 0 , para t < 0 (4.28)
As eqs. (4.27) e (4.28) permitem o cálculo da corrente no 
sistema como

í

n t )  - d- ^ l  = Í x i ^I dr f
dt /

SO

+■ X ( t )  V, i o)  +  Cm V, t t )  ( 4> 29 )
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Usando a transformada de Laplace da eq. (4.29),
8 7Jonscher calculou as correntes e tensões envolvidas nos ca­

sos de carga e descarga através de uma impedância externa Z, 
tal como mostrado na fig. 4.2.

FIGURA 4.2
CARGA E DESCARGA DE UM CAPACITOR NÃO-IDEAL

8 7( Jonscher )

Para a carga, tem-se
2 1 (é) + v, ) - vo , com V1 (0) = 0 (4.30)

Para a descarga, tem-se

? 1 li) -t v, it) = 0 / com V1 (0) = Vo (4.31)

As transformadas de Laplace das correntes de carga e 
descarga e das tensões no capacitor C, são, considerando-se 
somente a resistência R :
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na carga,

* U )  t  Qd
J (ô) - V -----------------(4.32)

c 0 (Z0 A  [  TC Ia ) + C* ]  +  I

Vlc(/i)= V -----------------------   (4.33)
° *z C *(*) + Cm  J f A

e, na descarga

'«)  .  X<A)  C” ---------------  X  ( 4 . 3 4 ,
[^x(a) t Cqd 3 -+ J/r0 

h  < « )  , --------------------------- * <A) ^ Cw------  V, ( 4 . 3 5 )
K0 A [ X (A) + Cw ] + /

onde, a transformada de Laplace é dada por
CD

= K(*) - / x(é) Z A di (4.36)
0

As eqs. (4.32) e (4.35) mostram que as correntes de carga e 
descarga são idênticas, com o sinal trocado.
As eqs. (4.33) e (4.34), dão

V,c M  ̂ + V>d ÍA ) = - ~
donde,

V,c li) + V>d " Vo (4*37)
A eq. (4.37) mostra que também as tensões no capacitor, na 
carga e descarga, são imagens uma da outra.
Estas relações continuam válidas se Ro é substituído por

2 M )  = A0 + A L0 + — —
A C0

de modo que elas constituem características gerais dos capaci- 
tores reais, independendo, inclusive, da forma analítica da 
função resposta x(t)’
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Embora as transformadas inversas, dando as soluções no
domínio do tempo, das eqs. (4.32) - (4.35) sõ possam ser obti-

- 87 ~das, no caso geral numericamente, Jonscher obteve soluções
analíticas simples em alguns casos particulares. Assim, no 
comportamento em longos instantes de tempo e em curtos instan­
tes de tempo, as correntes e tensões de carga e descarga se 
aproximam de um decaimento exponencial, tal como no caso de 
vim capacitor ideal. As constantes de tempo, agora, são dadas, 
no caso do comportamento em longos instantes de tempo, por 
Rq C(0 ) e, no caso do comportamento em curtos instantes de 
tempo, por Rq Cw.

Conhecido o comportamento na carga e descarga de capa-
~  88 citores não-ideais, Jonscher calculou as perdas nestes casos,

8 8 ~Para tanto, Jonscher considerou a função resposta
dada na forma

A/T , para 0 < t < T

X (t) = •{ A/t , para T < t < kT (4.38)

AkT/t^ , para kT < t

onde A é um fator amplitude, k um fator de intervalo,
T e kT são os instantes de tempo limites na região de valida­
de da lei t-  ̂para x(t).

A fig. 4.3.a mostra a forma da função resposta dielé-
trica x(t) e, a fig. 4.3.b a componente imaginária da capaci-
tância complexa no domínio da frequência.

A função resposta x(t) foi escolhida nesta forma, de 
modo a representar o comportamento dos materiais dielétricos 
de baixas perdas utilizados na prática. Estes materiais
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FUNÇÃO RESPOSTA PARA MATERIAIS DIELÉTRICOS COM BAIXAS PERDAS
O O( Jonscher )

FIGURA 4.3

a) função resposta dielétrica
b) componente imaginária da capacitância complexa C"(w)

frequentemente apresentam um extenso intervalo onde as perdas
independem da frequência, denominada região "horizontal” de

86 ~  ~  perdas (Jonscher ). Nesta região representou-se a funçao res­
posta dielétrica x(t) seguindo a lei t  ̂pois, de acordo com 
a eq. (4.25), esta é a transformada de Fourier de perdas inde­
pendentes da frequência. Em instantes de tempo muito curtos 
considerou-se a função resposta constante, representando a re­
gião de altas frequências onde as perdas decaem. Em instantes
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de tempo muito longos a funçao resposta segue a lei t , de 
modo a se anular rapidamente, dando um limite finito para a 
capacitância de baixa frequência, conforme a eq. (4.26), e 
represehtar a região de baixas frequências, onde as perdas 
crescem.

As tensões de carga e descarga foram consideradas na 
aproximação para instantes de tempo curtos e têm, portanto, a 
forma exponencial. Assim, 
para a carga

-y>t
V/c - vo [ 1 ~ e J (4.39)

e, para descarga
—v t

Vícj = V0 c (4.40)
onde v é um fator de frequência adequado para determinação da 
taxa de crescimento ou decaimento da tensão.

A energia fornecida ao sistema é calculada como
co

w  - I (i) V, It) (4.41)
o

A corrente, da eq. (4.29), ê
t

J(i)- j x  (?) v, (l-v) ciX + v, (o) X(i) + K (4.42)
O

Assim, no caso da carga, levando as eqs. (4.42) com V^(0) = 0,
(4.39) e (4.38) na eq. (4.41), resulta

VV = V/s L£ - ] = Ws + (4.43)
onde z = vT; W é a energia armazenada na componente de perdas 
da capacitância total

■e

-2

-- V  àcio)
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é a energia perdida na polarização do capacitor; a energia 
armazenada no componente de resposta rápida da capacitância 
total

\A/r  = o , s y 0z Cw 

não é considerada pois, sendo totalmente recuperável, sua 
contribuição para as perdas é nula e, o fator K(z) é

Kl?)

-i/-  e -■*,?
------------------ € , a )  - t  { # *  ~ 0 c' i  +  e

(4.44)
onde,

00

c
/

a) - / S—  dt (4.45)

é a integral exponencial, com os seguintes valores limites
-Î

, para z >> 1

i (4.46)
-i 1 , para z << 1

onde y = 0,5772 ê a constante de Euler.
No caso da descarga, levando as eqs. (4.42) com 

V^(0) = V , (4.40) e (4.38) na eq. (4.41), resulta

W  n Ws M ? )  (4.47)
Como a energia inicialmente armazenada foi Wg, a ener­

gia perdida tanto no caso da carga quanto no da descarga, vale
W, = L / - Kíí) J (4.48)

As eqs. (4.43) - (4.48) mostram que para processos de 
carga e descarga rápidos, na forma da função degrau K(z) •+• 0 
e a perda de energia se iguala ã energia armazenada; para
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processos de carga e descarga lentos, K(z) -*• 1 e a perda de
88energia tende a ser nula (Jonscher ).

Um outro cálculo das perdas em capacitores formados
com materiais dielétricos reais, submetidos a excitações não-

157senoidais, foi mostrado por Tareev (p.163-174) . Este autor
toma um elemento, dentro de um período, da tensão não-senoidal 
e o considera como um pulso. Este pulso é a superposição de 
Fourier de excitações senoidais de várias frequências, for­
mando uma densidade de espectro. A partir disto, o cálculo 
das perdas ê feito com o uso das fórmulas usuais do caso de 
excitações senoidais. Suas conclusões principais são que as 
perdas sob uma excitação em forma de pulso não-senoidal de­
pendem da forma do pulso e, também, das frequências caracte­
rísticas do ângulo de perda, tgô, e da capacitância. O cálcu­
lo dos valores limites das perdas é também realizado, con­
cluindo-se que o limite inferior das perdas ê aquele causado 
por uma tensão senoidal.



CAPÍTULO 5 
GENERALIZAÇÕES

Até aqui, tratou-se a resposta dielétrica considerada 
em uma aproximação linear. Agora, no caso geral, em meios 
não-magnêticos, a resposta em polarização de um material die- 
létrico, submetido a um campo elétrico, é dada pela expansão 
de Volterra, na forma |M.Brédov et.al. (p.440-447)^ , 
M.Schetzen (p. 1-10)^^, M.Schubert e Wilhelmi (p.27-67) |

00
- o  101 ^  in>

? Ir, t) ~ P <~,t) + ? <?. * ) (5.1)

onde ê o somatório de ordem n segundo o campo, dado por

* è .è t
In)

(r, t) - /dtf / •  /cftn /clSrt j<J//

oo oc -oo ■00

dSr3

\n)
( r , r ,  , rz , r3 , . > • r.n

(5.2)
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onde é a função suscetibilidade de ordem v.a£Y...v *
As eqs. (5.1) e (5.2) levam em consideração os fenôme­

nos de dispersão espacial e temporal. Além disso, os limites 
de integração foram tomados admitindo-se a validade do prin­
cípio de causalidade, ou seja, o efeito (polarização) é sem­
pre posterior â causa (campo).A relação geral entre o efeito 
? e a causa Ê exibe, pois, uma estrutura causal, não-instantâ- 
nea e não-local.

0 primeiro têrmo na eq. (5.1), (r,t) , representa
a parte da polarização independente do campo e pode existir 
mesmo na ausência deste (em frequência zero se origina
de um arranjo espacial estático dos momentos de dipolo e, em 
frequências óticas, de flutuações do sistema atômico cuja mé­
dia estatística é nula) |M.Schubert e B.Wilhelmi^^|.

A convergência da expansão de Volterra, eq. (5.2), de­
pende da intensidade de campo Ê e de parâmetros atômicos 
(a convergência depende da razão entre a intensidade de campo 
da radiação Ê e a intensidade do campo atômico, da ordem de 
10^ V/m). Para campos moderadamente fortes, a convergência é 
rápida e pode-se tomar somente os primeiros têrmos da série 
dada na eq. (5.2) |M.Brêdov et.al.^, M.Schubert e 
B.Wilhelmi150|.

A função suscetibilidade de ordem v, v t tem um
caráter tensorial que reflete a anisotropia do meio. Em meios 
anisotrõpicos, os vetores deslocamento elétrico 5 e campo elé­
trico È não coincidem e v é um tensor de ordem v ; em
meios isotrõpicos 5 e Ê são colineares e a função suscetibili­
dade perde seu caráter tensorial |M.Brédov et.al.^j.
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0  fenômeno de dispersão temporal determina o apareci­
mento do efeito memória, pelo qual a resposta do material die- 
létrico é dependente de valores do campo aplicado em instan­
tes de tempo anteriores ao considerado. Além disso, o efeito 
memória ê finito, da ordem do tempo de relaxação do material.
Neste caso, a função suscetibilidade de ordem v, ,, ,apY...v
decresce rapidamente com o aumento do intervalo de tempo 
(t-t'), tendendo a zero em intervalos de tempo infinitos.
Como citado no item 2.1, a condição em que a dispersão tempo­
ral deve ser levada em consideração é:

Tf < x (5.3)

onde é o período do campo aplicado e x é o tempo de rela­
xação, característico de cada material dielétrico. Além disso, 
se o efeito memória é invariante no tempo, ou seja, as pro­
priedades do meio não se alteram no tempo, não dependendo 
assim, de ura instante de tempo t particular, a função susceti­
bilidade de ordem v, K^gy v t depende somente da diferença 
(t-t1) |M.Brêdov et.al.^|.

0  fenômeno de dispersão espacial determina que a res­
posta do material dielétrico seja não-local, isto é, dependa 
não somente do valor do campo no ponto considerado mas também, 
dos campos em pontos vizinhos.

A dispersão espacial ocorre quando o comprimento de 
onda do campo aplicado é da mesma ordem de grandeza, ou menor, 
que o tamanho das regiões de não-homogeneidade existentes nos 
materiais dielétricos, ou seja:

Xf < % (5.4)
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onde Af é o comprimento de onda do campo aplicado e I ê a di­
mensão da região de não-homogeneidade. Neste caso, a polari­
zação em um determinado ponto, num dado instante de tempo, ê 
produzida por cargas que estiveram anteriormente em pontos 
vizinhos do espaço, com outros valores de campo-local. É in­
teressante observar que em meios com dispersão espacial, a 
permissividade elétrica é função não somente da frequência 
(como no caso de dispersão temporal) mas também, do vetor de 
onda, Jc, do campo aplicado. Agora, se o meio ê homogêneo, a
função suscetibilidade de ordem v, , sõ depende daot p y. #. v
diferença (r - r') |M.Brêdov et.al.^ e Levich^’*' | .

A condição (5.4) só se cumpre em alguns poucos proble­
mas físicos, de modo que, no caso dos dielétricos, os efeitos 
da dispersão espacial são de menor importância que os da dis­
persão temporal |M.Brêdov et.al.^|.

Agora, considerando-se um meio homogêneo, sem dispersão 
espacial, com efeito memória finito, invariante no tempo, sem 
polarização independente do campo t>^(t), e adotando-se a 
mudança de variáveis

t - t' = T 

as eqs. (5.1) e (5.2) tornam-se

P ( r (í) - P (r , í J (5.5)
n- I

onde
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00

ín) - I /
' cfc, / d?*

CO

dcn K

y.

m)

<*fi P... ^

( r ) C/3 (r ' é 'r' ) *

c (P/ t- y ) . . . £ v (r , t n ) (5.6)

A polarização linear se obtem tomando-se somente o primeiro 
termo na série (5.6)

oo
- *  (/) / <•) _

/> U )  = / dt, ir,) e (t-r,) (5.7)

onde omitiu-se a coordenada espacial, por simplicidade.
Se, além disso, considera-se o meio isotrõpico, a função sus- 
cetibilidade perde seu caráter tensorial e a eq. (5.7), 
torna-se

a>

J  a )  = á Z  % ( z )  c ( t - r )

OU,

p  í é ) = /  %  ( t - X )  C ( c ) d t (5.8)
-  <90

A eq. (5.8) ê da mesma forma da eq. (2.98) utilizada na abor­
dagem pela teoria de campo do efeito posterior em dielêtricos 
sólidos reais e mostrada, no apêndice A, ser equivalente â 
equação

R d  t

à V(t) 
dZ

rf(è-r) dz (5.9)
-a?
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utilizada na abordagem pela teoria de circuito do mesmo efei­
to posterior |eq. (2 .8 )|.

Além disso, a eq. (5.8), expressando a dependência li­
near entre ? e I, implica na existência de uma histerese elé­
trica porém, de forma elíptica, independentemente da forma 
analítica particular da função de relaxação dielétrica 
|E.Durand (p.158)27|.

As séries de Volterra são utilizadas não somente no 
estudo de materiais dielétricos mas, de maneira geral, na 
teoria dos sistemas não-lineares. Assim, para um sistema tipo 
"caixa preta", com resposta y(t) para uma excitação x(t),vale

y ( t )  = ^  U r ,  {  x ( t > j  (5 . 10)
n-i

A

onde Hn ê o operador de Volterra de ordem n, dado por

A 

%
,  d ••• d cr\

(5.11)
A série de Volterra, eqs. (5.10) e (5.11), é vima série 

de potência com memória. Em consequência de seu caráter de 
série de potência, a série de Volterra sofre algumas limita­
ções no uso para sistemas não-lineares. Estas limitações são
evitadas com o uso da teoria de Wiener para sistemas não-

i 1491lineares |M.Schetzen |.
A teoria da resposta dielétrica não-linear tem sido

93estudada por diversos autores (por exemplo: Kubo , Bernard e 
Callen6, A.Morita11“*'116) . Os efeitos da dispersão espacial,
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notadamente em plasmas, têm sido estudados por pesquisadores
 ̂ 128 129 98 14Rsoviéticos |Pekar ' , Leontovich , Ryzhov et.al. ,

99 2 1Levanyuk et.al. e Ajiezer e Peletminski (p.379-410) |, e
118 119 28por outros (J.Neufeld ' e Eringen ). Em particular,

98Leontovich discute as consequências de se acrescentar as 
hipóteses fundamentais (validade dos princípios de superposi­
ção e causalidade), restrições baseadas na teoria da relati­
vidade, tal como a condição

|r - r'| << c(t—t ') (5.12)

Neste caso, a relação entre a polarização e o campo é obtida 
com uma integração sobre o tempo e sobre o espaço e, ainda, 
esta integral deve ser estendida sobre a região dentro de um 
cone de luz enfocando o passado.

Até aqui, o tratamento dado à teoria da resposta dielê- 
trica ê clássico. Como tanto o campo eletromagnético quanto a 
matéria são quantizados, é de se esperar que somente um tra­
tamento inteiramente quântico da resposta dielétrica seja 
passível de uma confirmação experimental. Um tal estudo esta­
ria dentro do escopo da eletrodinâmica quântica. Entretanto,

150M.Schubert e B.Wilhelmi (p.184-191) obtem bons resultados, 
fazendo uma descrição semi-clãssica da relação entre a polari­
zação e o campo elétrico. A descrição semi-clãssica ê feita 
com campos eletromagnéticos clássicos, obtidos com as equações 
de Maxwell e considerando-se sistemas atômicos quantizados.
Uma vantagem obtida neste caso, é que a relação entre a pola­
rização e o campo elétrico para o caso linear é dada em uma 
forma equivalente à obtida com o tratamento clássico; a pola­
rização e o campo exibem a mesma dependência funcional.



CAPÍTULO 6

DETERMINAÇÕES EXPERIMENTAIS E ANALÍTICAS

6.1 DETERMINAÇÃO EXPERIMENTAL DE CURVAS DE TENSÃO DE 
RETORNO EM CAPACITORES 
O efeito posterior em materiais dielétricos sólidos, 

visto anteriormente tanto por uma abordagem pela teoria de 
circuito (item 2 .1 ) quanto pela teoria de campo (Item 2 .2 ), 
pode ser avaliado experimentalmente. Apresentamos, agora, al­
guns resultados experimentais obtidos.

Utilizamos como amostra, três capacitores de tipos di­
ferentes, cujas características estão mostradas na tabela 6 .1 . 
Para os capacitores dos tipos I e II, as medidas de capacitân- 
cia e tangente do ângulo de perda, tgô, foram realizadas com 
uma ponte RLC digital, modelo GR 1657 da GenRad. 0 capacitor 
do tipo III foi especialmente fabricado pela INEPAR S/A - 
Indústria e Construções, sendo um capacitor de sua linha de 
produção normal, porém, sem a resistência interna de descarga. 
Para este capacitor, as características foram fornecidas pelo 
próprio fabricante.

Os capacitores dos tipos I e II possuem dielétrico de
«■* (r) ^celulose (papel Kraft dieletrico Terlow ; constante dieletrica, 

K=5,85), impregnado com bifenila policlorada. 0 espectro de 
infra-vermelho do filme dielétrico dos capacitores dos tipos 
I e II, obtido com um espectômetro infra-vermelho modelo 283
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da PERKIN-ELMER, é mostrado na fig. 6.1, e é igual para os 
dois tipos. 0 capacitor do tipo III possui dielétrico de poli- 
propileno (K=2,34) texturizado, com aditivos, impregnado com 
WEMCOL . A fig. 6.2 mostra os tres tipos de capacitores uti­
lizados .

A obtenção de curvas de tensão de retorno e de descar­
ga interna em capacitores só é possível com a utilização de

89técnicas eletrometricas (Keithley et.al. ) devido a alta im-
- 1 4  pedancia interna da instrumentação (da ordem de 1 0 ft), neces­

sária para que o capacitor não se descarregue durante a medi­
ção. Nas figs. 6.3 e 6.4 estão mostrados os esquemas dos cir­
cuitos utilizados para medidas em baixa tensão (capacitores 
dos tipos I e II) e alta tensão (capacitor do tipo III), res­
pectivamente. Uma visão geral da montagem de baixa tensão é 
mostrada na fig. 6.5, e de alta tensão na fig. 6 .6 .

FIGURA 6.1
ESPECTRO INFRA-VERMELHO DO FILME DIELÉTRICO DOS CAPACITORES 
DO TIPO I (AMOSTRA N9 1) E TIPO II (AMOSTRA N9 5)

4000 3500 3000 2500 2000 1800 1600 1400 1200 „ ÍOOO 600 600 400 200
NÚMERO DE ONDA ( cm“ 1)
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CARACTERÍSTICAS DOS CAPACITORES UTILIZADOS 

CAPACITOR DO TIPO I 

Exatidão da ponte= C: 0,2%; tgô: ±0,001

TABELA 6.1

120Hz 1kHz
N9 Cs

(ViF)
tgô

CP
(PF)

tgô Cs
(pF)

tgô Cp
(pF)

tgô

1 40,19 0 ,0 1 0 (2 ) 40,19 0 ,0 1 0 (1 ) 40,00 0,043(8) 39,93 0,043(8)

2 40,15 0,008(7) 40,15 0,008(7) 40,04 0,046(7) 39,95 0,046(7)

3 39,28 0 , 0 1 2  (0 ) 39,27 0,011(9) 38,90 0,061(6) 38,75 0,061(5)
TENSÃO NOMINAL TEMPERATURA ESPESSURA DO FILME DIELÉTRICO

250V 2 0 °C 15ym

CAPACITOR DO TIPO II

120Hz 1kHz
N9

c= tgí 
(PF)

c
P tgô 
(PF)

tgô P tgô 
(pF) (pF)

5 39,04 0,025(9) 39,02 0,025(9) 38,60 0,190(8) 37,24 0,190(8)
6 40,17 0,027(4) 40,14 0,027(4) 39,66 0,200(7) 38,12 0,200(6)

TENSÃO NOMINAL TEMPERATURA ESPESSURA DO FILME DIELÉTRICO
260V 20 °C 15ym

CAPACITOR DO TIPO III

60Hz
C

tgô
(yF)

TENSÃO NOMINAL ESPESSURA DO FILME DIELÉTRICO

1,367 0,00010 13,8kV 26 , 7ym



FIGURA 6.2 

TIPOS DE CAPACITORES UTILIZADOS 

(A) capacitor do tipo I 
(B) capacitor do tipo II 
(C) capacitor do tipo III 

FIGURA 6.3 

CIRCUITO DE MEDIÇÃO EM BAIXA TENSÃO 
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FIGURA 6.4 

CIRCUITO DE MEDIÇÃO EM ALTA TENSÃO 

- - - -- - - - - - -- - - -

e 10 K.I'\. 

FIGURA 6.5 

MONTAGEM DE BAIXA TENSÃO 



FIGURA 6.6 

MONTAGEM DE ALTA TENSÃO 
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A determinação experimental de curvas de tensão de re-

torno foi realizada conforme o esquema mostrado na fig. 2.2.c. 

Assim, nas medidas em baixa tensão (capacitores dos 

tipos I e II), uma tensão contínua, V
0

, era aplicada ao capa­

citor durante o intervalo de tempo ta' por uma fonte modelo 

6521A da HP, estando a chave A na posição 1 e a chave B na po-

sição O. Os campos aplicados aos capacitores dos tipos I e II 

foram da ordem de 4xl0 6 V/m. Após o intervalo de tempo de car-

ga, t , o capacitor era curto-circuitado durante o intervalo a 

de tempo t
0

, estando a chave A na posição 2 e a chave B também 

na posição 2. Finalmente, após o intervalo de tempo de curto, 
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t , comutando a chave B para a posição 1 e mantendo a chave A 
na posição 2 , a tensão de retorno era medida por um eletrome- 
tro modelo 603 da KEITHLEY, em cuja saída colocamos um regis­
trador gráfico modelo BD 91 da KIPP & ZONEN.

Nas medidas em alta tensão (capacitor do tipo III), uma 
tensão contínua, V , era aplicada ao capacitor durante o in­
tervalo de tempo t&, por uma fonte 160kV, 5mA Test Set da 
BIDDLE, estando a chave 1 fechada e as chaves 2,3 e 4 abertas. 
Os campos aplicados ao capacitor do tipo III foram da ordem

7de 5x10 V/m. Apos o intervalo de tempo de carga, t , a chavecl
1 era aberta, e o capacitor curto-circuitado primeiramente, 
fechando a chave 2 / através de uma resistência de 1 0 k.fi de 
modo a amortecer o valor de curto e, posteriormente, fechando 
a chave 3, em curto direto. Utilizamos como valores de inter­
valos de tempo, a chave 2 ser fechada por 2 s e, após isso, a 
chave 3 ser fechada por 8 s, totalizando o intervalo de tempo 
de curto, t , igual a 10s. Entretanto, como este chaveamento 
era realizado manualmente, existe uma incerteza de no máximo 
2 s em relação ao valor dos intervalos de tempo de curto-cir­
cuito, tQ. Finalmente, apõs esse intervalo de tempo, abrindo 
as chaves 2 e 3, estando já a chave 1 aberta, a chave 4 era 
fechada, e a tensão de retorno era medida por um eletrômetro 
modelo 610C da KEITHLEY, em cuja saída colocamos um registra­
dor gráfico.

Os resultados obtidos são mostrados nas figs. 6.7 a 
6.18, e com eles podemos discutir qualitativamente as previ­
sões teóricas e resultados citados no capítulo 2 .

Assim, o aumento da tensão de retorno com o aumento da 
tensão aplicada, V , mantidas as outras condições fixas
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(intervalo de tempo de aplicação da tensão, t ; intervalo de 
tempo de curto-circuito, t ; e temperatura, 0 ), é mostrado 
na fig. 6.7 para o capacitor do tipo I, na fig. 6.11 para o 
capacitor do tipo II, e na fig. 6.13 para o capacitor do tipo 
III. Além disso, este aumento é observado ser aproximadamente 
linear na faixa de campo aplicado que utilizamos, conforme 
mostrado nas figs. 6 .10.a, 6.12 e 6.15.a para os capacitores
dos tipos I, II e III, respectivamente. Estes resultados con-

3571 175firmam os obtidos por Gross ' , Yoshino et.al. , Yamanaka
et.al.^^, Okamoto^^ e Ohi et..al. .

Além disso, o aumento da tensão de retorno com o aumen­
to do intervalo de tempo de aplicação da tensão, t&, mantidas 
as outras condições fixas (VQ, tQ, 0), é mostrado na fig. 6 . 8  

para o capacitor do tipo I e na fig. 6.14 para o capacitor do 
tipo III. Este aumento é observado ser não-linear e a tensão 
de retorno tende a saturar com o aumento do intervalo de tem­
po de aplicação da tensão, t&, conforme mostrado nas figs. 
6.10.b e 6.15.b, para os capacitores dos tipos I e III, res­
pectivamente. Estes resultados também confirmam os obtidos

35 70 175 174por Gross ' , Yoshino et.al. , Yamanaka et.al. e Ohi
. , 121 et.al.

Ainda, a diminuição da tensão de retorno com o aumento 
do intervalo de tempo de curto-circuito, t , mantidas as ou­
tras condições fixas (VQ., t , 0), ê mostrado na fig. 6.9 para 
o capacitor do tipo I. Nesta figura podemos também observar 
que o instante em que a tensão de retorno atinge o valor má­
ximo ê praticamente o mesmo nas três curvas, ou seja, indepen-

35 71dente de t , confirmando o resultado obtido por Gross '
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Além disso, a fig. 6.10.C mostra que a variação da tensão de
retorno com o intervalo de tempo de curto-circuito, tQ, obe-

- 1/2dece aproximadamente a lei t , conforme obtido por Yoshino
4. ,  1 7 5  v  , 4. i  1 7 4  4. 1 2 2et.al. , Yamanaka et.al. e Okamoto

Entre as medições de tensão de retorno, tivemos o cui­
dado de manter os capacitores em curto-circuito, durante pelo 
menos 15 horas. Este procedimento foi necessário, como uma 
forma de se evitar influências de uma medida sobre outra, rea­
lizada com o mesmo capacitor.

Embora variando as condições e os materiais dielétricos 
empregados, todas as curvas levantadas mostram uma forma seme­
lhante, ou seja, a um rápido crescimento da tensão de retorno 
segue um decaimento bastante lento. As figs. 6.16, 6.17 e 6.18 
mostram para os capacitores dos tipos I, II e III, respectiva­
mente, curvas de tensão de retorno observadas por 1 2 horas. 
Nestas figuras, podemos notar que mesmo decorrido este inter­
valo de tempo, a tensão de retorno ainda é uma grande percen­
tagem do valor máximo atingido.

Conforme citado no capítulo 3, a função de relaxação 
dielêtrica tem parâmetros que dependem da temperatura, de modo 
que curvas de tensão de retorno realizadas a diferentes porém, 
constantes temperaturas, devem mostrar variações. Realizamos, 
então, levantamento de curvas de tensão de retorno em capaci­
tor do tipo I, mantido em diversos níveis de temperatura. 0  

procedimento adotado foi o de se colocar o capacitor.dentro de 
um becker com óleo, e o conjunto dentro de um termostato, mo­
delo D3 da HAAKE, ajustado ã temperatura desejada. 0 capacitor 
era assim mantido por 15 horas, e durante este intervalo de
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tempo estava curto-circuitado. Após isso, realizava-se o le­
vantamento da curva de tensão de retorno segundo os procedi­
mentos indicados anteriormente (fig. 6.3). Além disso, apõs o 
intervalo de tempo de aquecimento, medimos a capacitância e a 
tangente do ângulo de perda, tgô. Os resultados obtidos estão 
mostrados na tabela 6.2 e nas figs. 6.19 e 6.20. 0 aumento da 
tensão de retorno com o aumento da temperatura, mantidas as 
outras condições fixas (VQ , t&, t ), foi observado porém, não
obedecendo a lei do tipo Arrhenius como obtido por Yoshino 

175et.al. , nem tampouco um aumento exponencial com a tempera-
121tura como obtido por Ohi et.al. . Para o capacitor do tipo 

I, um mecanismo do tipo Arrhenius não parece explicar a varia­
ção da tensão de retorno com a temperatura, a menos que tenha­
mos efetuado as medições justamente em uma região de mudança 
de mecanismo ("joelho"), similar àquele que ocorre na conduti- 
vidade dos sólidos iônicos.

Além disso, conforme mostrado na tabela 6.2, a capaci­
tância e a tangente do ângulo de perda, tgô, variam muito 
pouco com a temperatura, ao passo que as características da 
tensão de retorno variam apreciavelmente com esta, como se 
pode observar nas figs. 6.19 e 6.20.
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FIGURA 6.7

condições fixas: ta=30min; tQ=10s; 0 -20°C
FIGURA 6 . 8

TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA N9 1, VARI­
ANDO O INTERVALO DE TEMPO DE APLICAÇÃO DA TENSÃO

condições fixas: Vq=40V; tQ=10s; © =20°C
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FIGURA 6.9
TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA N9 1, VARI­
ANDO O INTERVALO DE TEMPO DE CURTO-CIRCUITO

condições fixas: VQ=40V; ta=30min; 0 =20°C
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JFIGURA 6.10
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TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO II, AMOSTRA N9 5, VARI­
ANDO A TENSÃO APLICADA

FIGURA 6.11

condições fixas: ta=30min; tQ=10s; 0 =20°C 
FIGURA 6.12

VARIAÇÃO DA TENSÃO DE RETORNO COM A TENSÃO APLICADA, EM CAPA­
CITOR DO TIPO II, AMOSTRA N9 5

■-V6 0 - tensão de retorno medida em t=60min 
*■V1 0 q~ tensão de retorno medida em t=1 0 0 min 
condições fixas: ta=30min; to=10s; 0 =20 °C
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FIGURA 6.13
TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III, VARIANDO A TENSÃO 
APLICADA

condições fixas: ta=30min; to=10s; 0 =20°C
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FIGURA 6.14

condições fixas: V =5kV; t =10s; 0 =20 °CO O
FIGURA 6.15

VARIAÇÃO DA TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III
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TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA NÇ 3
FIGURA 6.16

condições fixas: Vo=40V; ta=30min; to=10s; © -20°C
FIGURA 6.17

TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO II, AMOSTRA N9 5

condições fixas: Vo=10V; ta=30min; tQ=10s; 0 =20°C
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FIGURA 6.18 
TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III

condições fixas: V =5kV; t =30min; t =10s; 6 -20 °C0 3 O

FIGURA 6.19
TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA N9 2, VARI­
ANDO A TEMPERATURA

condições fixas: Vo=30V; ta=30min; to=10s
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FIGURA 6.20
VARIAÇÃO DA TENSÃO DE RETORNO COM A TEMPERATURA, EM CAPACITOR 
DO TIPO I, AMOSTRA N9 2
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TABELA 6.2
VARIAÇÃO DAS CARACTERÍSTICAS DO CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA 
N9 2, COM A TEMPERATURA

Exatidão da ponte= C: 0,2%; tgô: ±0,001

120Hz 1kHz
0

(°C)
Cs
(yF)

tgô
CP
(yF)

tgô Cs
(yF)

tgô
CP
(yF) tgô

20 40,15 0,008(7) 40,15 0,008(7) 40,04 0,046 (7) 39,95 0,046 (7)

30 40,35 0,008(0) 40,35 0,007 (9) 40,08 0,047(0) 39,99 0,047 (0)

40 40,36 0,008(0) 40,36 0,008(0) 40,09 0,048(1) 40,00 0,048(1)

50 40,39 0,008(1) 40,39 0,008(1) 40,14 0,049(4) 40,04 0,049 (4)

60 40,44 0,008 (4) 40,44 0,008 (4) 40,19 0,050(9) 40,09 0,050(9)
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Com o objetivo de esclarecer os efeitos do dielétrico 
sólido e do óleo impregnante, realizamos algumas determinações 
experimentais de curvas de tensão de retorno em outros tipos 
de capacitores, formados somente com dielétrico sólido. Assim, 
utilizamos um capacitor padrão, modelo 1409-Y da GenRad 
(C = 1,OyF ± 0,05%, tgÔ = 0,00009 ± 0,00005, a 1kHz e 23°C), 
com dielétrico de mica (K = 6,2), e um outro capacitor, com 
dielétrico de poliester (K = 3,3), cujas características, me­
didas a 20°C, estão mostradas na tabela 6.3.

TABELA 6.3
CARACTERÍSTICAS DO CAPACITOR DE POLIESTER

120Hz 1kHz

Cs
(pF)

tgÔ cp
(pF)

tgô
Cs
(pF)

tgô CP
(PF)

tgô

2,254 0,001(5) 2,254 0,001(5) 2,247 0,003 (7) 2,247 0,003 (7)

Realizamos, então, levantamento de curvas de tensão de 
retorno para os capacitores de mica e poliester, de acordo com 
os procedimentos indicados anteriormente e os resultados obti­
dos estão mostrados nas figs. 6.21 e 6.22, respectivamente.
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FIGURA 6.21 
TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DE MICA

condições fixas: V =30V; t =120min; t =10s; 6=20°C
0 3. O

FIGURA 6.22 
TENSÃO DE RETORNO EM CAPACITOR DE POLIESTER

Tempo (h)

condições fixas: V =100V; t =120min; t =10s; 6=20°C
0 3 O
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6.2 ALGUMAS SOLUÇÕES ANALÍTICAS DA EQUAÇÃO DE 
SCHWEIDLER - GROSS
Podemos obter a solução analítica exata da equação 

íntegro-diferencial de Schweidler-Gross para o efeito poste­
rior, eq. (2.9), considerando agora para a função de relaxação 
dielétrica, a forma exponencial.

Assim, independentemente da forma particular da função 
de relaxação dielétrica, a equação íntegro-diferencial de
Schweidler-Gross pode ser colocada na forma de uma equação in-

124 125tegral de Volterra de segunda especie (Oliveira Castro ' ,
148e A.Moraes e M.Schenberg ):

da eq. (2.9), com a mudança de variáveis

dv(í)

e, com a notação

/«) = -

resulta

dé

vio)

/ÍC
Co 1 (6.1)

fíé) d / k (í -~) cjr - y /£) (6 .2 )

onde o núcleo da equação integral é dado por

—  d  —  0
&C C

Agora, tomando-se para a função de relaxação dielétri­
ca, a forma exponencial

4 U )  = A  e ( 6 . 3 )
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a eq. (6.2) torna-se

+ fnic/x - y li) (6.4)

A eq. (6.4) está na forma de uma equação integral de Volterra 
de segunda espécie, cujo núcleo K(t-x) e a função f(t) são 
conhecidos. Podemos resolvê-la, utilizando o método operacio­
nal de Heaviside, seguindo o procedimento adotado por

127Oliveira Castro na resolução da mesma equaçao considerando 
porém, a forma de Schweidler para a função de relaxação dielê- 
trica |eqs. (2.43) - (2.50) j.

Assim, tomando-se a transformada de Laplace em ambos 
os membros da eq. (6.4), para f (t) = <5 (t) , vem

( A )  = / + /
AC A (A+M)

Desenvolvendo em série de potências, vem
n

-CL- ( A )  -  / - t

Tomando a transformada inversa, fica

co
C-\Hr) - <r (t) + í

n — i

-/
P-C

n ' n (Ap)

/)-V (A t/j)
(6.5)

Temos que:
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-/
n-yX» (A tyU) V

■ t
y>-l -/J? n-y'X e i i - X )  dX

p  (y) T> ( n - V  )

3  ( n - 1 , v ;  F1 ( V ;  n ; - / J t )  t
n-1

(6.6)
onde, B é a função beta, definida por

^ l m '> pln1 
P  l/n -tn )

e, é a função hipergeométrica confluente, definida por

/
, p t (0 ) c; K) =

P ( c )

?(<*) P ( c - a )

k tm  a  -1  c -<3 - /
e ju (l-p) cIM

Agora, levando a eq. (6.6) na eq. (6.5), resulta
£  n n-l ”

G,(t) = *<*) + ) — —  <E_n ^, \ /  P í n )

(6.7)
Assim, uma vez que

õ
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tem-se
t

v( t )  = v(o) + J $ l t - r )  f ( r )  dX ( 6 9 )

o

As eqs. (6.7) - (6.9) dão a solução analítica exata para a 
equação íntegro-diferencial de Schweidler-Gross para o efeito 
posterior, eq. (2.9), considerando para a função de relaxação 
dielétrica, a forma exponencial.

No nosso caso, tensão de retorno após a aplicação da 
tensão V , durante o intervalo de tempo de aplicação, t , se­
guido de curto-circuito pelo intervalo de tempo, t , tem-se

V(0) = 0
e,

L 0 (t) = - <f> 11 J + V/0 ^ ( k + i0 ■+ t a )
donde, da eq. (6.3)

/<*) = -

ou.
- /J í c*.

/ - e (6.10)

A solução do sistema dado pelas eqs. (6.7) - (6.10) 
poderá ser obtida, futuramente, calculando-se numericamente a 
função G(t) na eq. (6.7), e efetuando-se a integração indica­
da na eq. (6.9), utilizando para a função f (t), a forma mos­
trada na eqs. (6.10).

Entretanto, podemos ainda obter a solução analítica 
para a equação íntegro-diferencial de Schweidler-Gross, consi­
derando para a função de relaxação dielétrica a forma exponen­
cial, de uma outra maneira.
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Assim, seja a eq. (6.4)

t

r i t )  + /  A—  -i -- Cr
AC C

-juU-r) f t r )  c i x = f t i )  (6.11)

Derivando esta equação, membro a membro, em relação a t, vem
t

t ‘ ( t )  t  ( —  +  —  ) V t i )  
\ f i c  c J

-A -Aj
+tr) d x  = J' (*)

(6 . 12)

Derivando novamente em relação a t, vem

* n ( i )  + (  — -* A . ) V  l i )  -
/AC

A P
* (é) +-

+ -± u *  ec
- V  t ê - Y )

f (r) dr , /  " tt) (6.13)

Agora, somando, membro a membro, a eq. (6.12) multiplicada 
por y, com a eq. (6.13), resulta

f "(t) + + Jl 4 7" (t) + —  i' tt) = / ' V é j ^ / v O

(6.14)
Porém, da eq. (6.1), vem 

= - V/O) Co l t )—  -+■
A C  C

onde, para a tensão de retorno, com
V(0) = 0

tem-se, das eqs. (2.13) e (6.5)
, - jj H + t0)

cc li) - - V0 A e



de modo que,

/ íu) v/ A ~^ ^  * iQ )y  ( i )  = V0 -IL  e (6 .1 5 )
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C

/'«) - -M. "âJL (6.16)

. A ,.S - S* (t + t*)
f" a) , yá e (6.i7)

c
Levando as eqs. (6.16) e (6.17) na eq. (6.14), resulta

V'" (t) + /—  + —  4 JU j Y'(t) + —  i'(ê)  ̂O (6.18)
1 sc c /

cuja solução é
/*! à sn-, t

tp U) = K, e + e (619)

onde

^ 1 -  —  j— ÍJ—  + — - í-/j ) - —
^  ̂ *C  c j  f  \ J  4  \  S C  C  /  S C

Agora, a tensão de retorno, com
d V

+ lt)z
dt

V(t) = VÍO) + Jfi ) 4
pn.'/ /n2

Utilizando as condições de contorno 
Wo) = 0

\ w /) -v (o) = vo —  e
c

i'm \J (i ) - 0
t  ■+•&
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resulta finalmente,

vit) - V0
A e

- / J  i o

C - € (6.20)

onde

>,z -

A eq. (6.20), solução analítica exata da equação íntegro-dife- 
rencial de Schweidler-Gross para o efeito posterior, conside­
rando para a função de relaxação dielétrica a forma exponenci-

- ~ 35 71al, e idêntica a eq. (2.20), solução obtida por Gross '
Tendo em vista a unicidade da solução da equação inte­

gral de Volterra de segunda espécie, a equivalência das duas 
soluções encontradas |eqs. (6.9) e (6.20)| poderá ser mostra­
da, no futuro, numericamente.



CONCLÜSÕES

Quanto ao aspecto teórico, concluimos que:

T.l) falta ao estudo do efeito posterior, uma teoria 
microscópica. A abordagem fenomenolõgica, mesmo 
bem sucedida, não torna dispensável o estudo do 
comportamento da estrutura interna microscópica 
do dielétrico. A abordagem fenomenolõgica do 
efeito posterior é capaz de mediante o uso de 
poucas hipóteses fundamentais, estabelecer equa­
ções relacionando as variáveis observáveis porém, 
não de explicar o processo físico real do efeito 
posterior.

T.2) a aproximação linear é útil devido às facilidades 
introduzidas e parece ser suficiente para as apli­
cações usuais. Entretanto, somente um tratamento 
considerando os aspectos não-lineares deverá, pro­
vavelmente, fornecer uma teoria completa da res­
posta dielêtrica, passível de confirmação experi­
mental rigorosa.
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T.3) a função de relaxação dielétrica, deve, necessa­
riamente, ter um valor finito na origem. Esta 
condição é imposta na equivalência entre as abor­
dagens pela teoria de circuito e teoria de campo 
e, além disso, ê uma das hipóteses necessárias 
para a validade das transformações de Hilbert.

Quanto ao aspecto experimental, concluimos que:

E.l) a análise da formação da tensão de retorno em
capacitores é dificultada pela complexidade do 
sistema. Assim, deve-se iniciar a análise, com um 
material dielétrico sólido puro e, posteriormente, 
acrescentar outras condições, de modo a ter-se um 
controle sobre todas as variáveis envolvidas.

E.2) os resultados experimentais obtidos confirmam
qualitativamente as previsões teóricas e, também, 
resultados obtidos por outros autores (aumento da 
tensão de retorno com o aumento da tensão aplicada 
e do intervalo de tempo de aplicação desta e, ain­
da, com a diminuição do intervalo de tempo de cur­
to-circuito, mantidas, sempre, as outras condições 
fixas).
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E.3) a variação da tensão de retorno com a temperatu­
ra, para o tipo de capacitor que utilizamos, não 
obedece a uma lei do tipo Arrhenius, nem tampou­
co exponencial, como obtido por outros autores. 
De qualquer modo, a tensão de retorno se mostrou 
bastante sensível â variação de temperatura, em 
comparação com outras características do capaci­
tor (C , tgô).



SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

1 Obter a curva de histerese elétrica, P versus E, consi­
derando os termos de ordem maior em Ê, de modo a se 
obter não uma curva de histerese elíptica, como no ca­
so linear, mas a histerese real.

2 Obter soluções numéricas da equação íntegro-diferencial 
de Schweidler-Gross para o efeito posterior, tomando 
várias formas analíticas para a função de relaxação 
dielétrica.

3 Desenvolver os modelos microscópicos propostos por 
Yoshino e outros, considerando a presença de carga es­
pacial nos dielétricos (Ferreira & Gross"^, Henson^,
Many & Rakavy^"^^, Zahn^^, Wintle^^' , Lindmayer'*'^,

68 175Gross & Perlman e Yoshino ).
4 Aplicar a teoria da resposta dielétrica não-linear, 

utilizando a mecânica estatística.
5 Estabelecer técnicas que possibilitem a obtenção de 

curvas de tensão de retorno, tensão de descarga interna 
e da função de relaxação dielétrica desde instantes de 
tempo superiores a ns.

6 Dominar as técnicas experimentais para medidas de ca­
racterísticas dielêtricas de sólidos (ponte de corrente 
alternada, campos elétricos rotatórios e técnicas de
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despolarização isotérmica e termo-estimulada), de modo 
que, conjuntamente, possam conduzir a modelos mais pró­
ximos da realidade.

7 Estudar o efeito da polarização de carga espacial e, 
determinar experimentalmente a distribuição de cargas em 
materiais dielétricos (método do pulso de pressão), com 
o objetivo de se produzir modelos mais próximos da rea­
lidade.

8 Viabilizar a aplicação ã tecnologia da determinação expe­
rimental de curvas de tensão de retorno como um método 
que permita acompanhar o envelhecimento do dielétrico 
quando sujeito a "stress" térmico, elétrico, mecânico 
e/ou de condições ambientais.



APÊNDICE A EQUIVALÊNCIA ENTRE AS ABORDAGENS PELA TEORIA DE 
CIRCUITO E TEORIA DE CAMPO

O efeito posterior em dielétricos sólidos reais foi 
apresentado por duas abordagens distintas: pela teoria de 
circuito (item 2.1) e pela teoria de campo (Item 2.2). As 
duas abordagens são equivalentes, como mostraremos a seguir.

Assim, na abordagem pela teoria de campo, é assumida a 
hipótese de que a resposta em polarização de um material die- 
létrico, ?(t), submetido a um campo elétrico, Ê(t), ê da for­
ma da eq. (2.98)

(A. 1)

onde x(t) ® a função resposta.
Agora, o deslocamento elétrico é dado por

~b (t) = to <=' (í) + p (A.2)

Levando a eq. (A.l) na eq. (A.2), resulta
i

3 lt) = So ?  (t) t X U-V) “e (?) ctt (A.3)

A densidade de corrente total que atravessa o material dielé- 
trico ê

(A.4)
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Levando a eq. (A.3) na eq. (A.4), resulta

- , /  
j  U ) -- t r è i i )  + t 0 Z l l í >  + j2 _  í  x a - r ) ? n i  d z

9t s<>t /

-  f t
J ( i ) . f ? l t )  + í o 2 L L «  + /  * > X ( i - V  7 n ) d X  ,

9 t  . J  9  6

-CO

+ X (o) 7  (t) _ lim X ( è - r ) e  (z)
Z-*-

(A.5)
O limite indicado no último termo da eq. (A.5) se anula devi­
do â condição (2.97).

X (t) 0 quando t 00

significando que o sistema possui efeito memória finito. 
Assim, a eq. (A.5) fica

J l t )  = F 7  d )  4- 80 ^ £ + X  ( ° )  7  ( i ) +

9t 
í

7ir)dZ (A.6)
9  í

Agora, sendo x(t~T) função do argumento (t-x) , podemos 
escrever

QX(t -9)  Qx ( t - X) (A.7)
D t VZ

multiplicando a eq. (A. 7) por É(t) e integrando de a t , 
resulta

t t
^ z u - z ) 7  / QXO--Z) -------  cícjc/c = _ j --------  e(c)do (a.8)
96 J 9X

-a> 00
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A integral no segundo membro da eq. (A.8) pode ser integrada 
por partes, resultando

í
7  (X) d% = 7 l i ) T C l o ) -  l im 7  (Z) X  ( i - Z )  -

Q Z  y-o-OO
-  00

t  ^  
o 7  n)

D z X  ( i - t )  dZ (A.9)

-oo

0 limite indicado no segundo membro da eq. (A.9) é o mesmo que 
o da eq. (A.5) e, portanto, ê nulo (efeito memória finito).
A eq. (A.9) fica então

c ÍZ) dZ 7  a) x  (°) -

% U ' Z ) d Z

-00

Levando a eq. (A.10) na eq. (A.8), resulta

(A.10)

Q  Z  ( é - Z )

vt
7  f t JdZ  = _ 6  16) X  1° )  +

-CO
(A.11)

-+
Q6(Z)

QZ
X  ( í - z )  d z

■ oo

Levando, agora, a eq. (A.11) na eq. (A.6), vem:
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j  í f )  = ç  *  a )  + í Q + %  to) 7 i é )  -  % ( o )  7 i t )  -t
ot

i
/o 7 (t)

j
-co

Agora, o terceiro e o quarto termo do segundo membro da eq.
(A.12) podem ser cancelados, desde que se imponha a condição 
que x(0) tenha um valor finito. Isto significa que a função 
resposta, além de obedecer âs condições (2.97),

a) x(t) = 0 , para t < 0 (causalidade);

b) x(t) 0 , quando t 00 (efeito memória finito);

deve obedecer à condição adicional

c) x(t) valor finito, quando t -*■ 0 (A. 13)

Neste caso, a eq. (A.12) fica
t ^

já), ftn) + í ,  2±!í! + / ^Ilxn-r)dx <X . M )
Qt J  Q?

~<v

A eq. (A.14) é a expressão geral que dã a densidade de corren­
te total que atravessa um material dielêtrico submetido a um 
campo elétrico.

Consideremos agora, um capacitor plano formado com um 
dielêtrico sólido real, de espessura í. e cujos eletrodos pos­
suem área A, tal como mostrado na fig. A.l. Além disso, consi­
deremos a hipótese de que

St, << Jh
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de modo que podemos desprezar o efeito de borda. No caso do 
capacitor plano, o campo elétrico ê espacialmente homogêneo, 
ou seja, podemos trabalhar com escalares e, ainda, escrever

/0?(é) d c lè)
  = >  ------------------
'VÍ dè

Neste caso, a eq. (A.14) fica

(A.15)

FIGURA A.1
CAPACITOR PLANO FORMADO COM UM MATERIAL DIELÊTRICO SÕLIDO
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Podemos, ainda, escrever que

Vtt)■u)

J(t) 3

I

1(6)

4

(A.16)

(A.17)

onde V(t) é a tensão entre os eletrodos e I(t) ê a corrente 
que atravessa o capacitor.
Levando as eqs. (A.16) e (A.17) na eq. (A.15), multiplicada 
por A, resulta

1(6) =
CTA 
i

-f

vit) t

t
d v i r )  
di

60 A dvit.)

- 0 0

X

X (í - Z)

dt

cn
(A.18)

Agora, para o capacitor plano, tem-se

O' A /

1 /e

- c

(A.19)

(A.20)

onde R é a resistência do material dielêtrico e C a capacitân- 
cia geométrica.
Levando as eqs. (A.19) e (A.20) na eq. (A.18), resulta

I U ) S A- V(f), c “V,U

t
ctv tr)

/z dt dZ
—  Z lè-Z)

L 6o
dt

—  03

Com

fit) = %lh)

(A.21)

(A.22)
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a eq. (A.21) torna-se, finalmente
t

J U ) ;  + c
fi. -d í  y  dz

— <x>

(A.23)
A eq. (A.23) estã exatamente na forma da equação pro­

posta por von Schweidler^^ e utilizada por Gross^' ̂ ^  na 
sua abordagem pela teoria de circuito do efeito posterior em 
dielêtricos sólidos reais |eqs. (1.1) e (2.8)|. Ela foi obti­
da aqui, a partir da eq. (A.l) que ê da mesma forma que as 
eqs. (1.4) e (2.98) utilizada por Tilley^^' na sua abor­
dagem pela teoria de campo do mesmo efeito posterior. Assim, 
as abordagens pela teoria de circuito e pela teoria de campo 
são equivalentes. Além disso, a eq. (A.22) mostra que a fun­
ção de relaxação dielétrica <f> (t) , usada por Gross, ê propor­
cional à função x(t)/ usada por Tilley.



APÊNDICE B RELAÇÃO ENTRE AS RESPOSTAS DIELÊTRICAS NO DOMÍNIO 
DO TEMPO E NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA

A resposta dielétrica no domínio do tempo, eq. (2.98), 
permite compreender-se facilmente muitos aspectos do compor­
tamento dielétrico. Uma abordagem alternativa, válida para 
sistemas lineares, ê a resposta dielétrica no domínio da fre­
quência, ou seja, a resposta a excitações harmônicas. As res­
postas dielétricas no domínio do tempo e no domínio da fre-

~ 86 quência estão relacionadas entre si |Jonscher (p.42-53) |.
Assim, seja a resposta dielétrica no domínio do tempo, 

eq. (2.98)

Como a função resposta, x(t), se anula para t -*• 00 |condição 
(2.97)|, os limites de integração na eq. (B.l) podem ser es­
tendidos, resultando:

Agora, tomando-se a transformada de Fourier e considerando-se, 
para facilidade de notação, o mesmo símbolo para a função e 
sua transformada, vera:

(B.l)
o

(B. 2)
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,<x>

j?ti) j  -  P (w) -  /  'p(t) r
-t U/i

dt

-ao

e, analogamente

r f  {  X  té-)} = ^

/  ( ?/t)j = «

Levando as eqs. (B.3) - (B.5) na eq. (B.2), resulta
oo

J {? ( t ) }= J ' % (t)T it-*) dt J

(B.3)

(B.4)

(B.5)

-07

CO

p luj) =
- CD V -  Oo

dt

iPO

P l uj) ^  J X (X)
. oo

7((-■?)JÍ

-cc

00

p /a / j  = J  %  l  V ) e

"00

-oo
00
-ÍUJ lt-t) - ( t - r )  o t

oo co
—( i/J CAJ A

~P (u j) -z. /  06 ( r )  t  d t  /  s  (a ) e  d  a
-00 -00

ou,

~p luj) = %(*) e(uj) (B. 6)

A eq. (B.6) mostra que a integral de eonvolução na resposta 
dielétrica no domínio do tempo |eq. (B.l)| é substituída por 
um produto de duas funções no domínio da frequência.
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Além disso, com o conhecimento de dados experimentais nos 
domínios da frequência ou do tempo, é possível obter-se a ou­
tra função resposta correspondente, por integração numérica.

As principais vantagens da utilização da resposta die- 
lêtrica no domínio da frequência são as aplicações em engenha­
ria e, principalmente, a maior facilidade experimental quando 
se realiza medidas usando a frequência como parâmetro.

A função resposta no domínio da frequência, ou seja, a
suscetibilidade dependente da frequência, x (w) / ® UH13 função 
complexa, na forma

00

/

— l LU t
)C (é) z dt (B. 7)

- 00
OU,

\ (uj) •=■ — ( )c ( uuJ (b. 8)



APÊNDICE C A TRANSFORMAÇÃO DE HILBERT E AS RELAÇÕES DE 
KRAMERS-KRONIG

A transformação de Hilbert é utilizada para se rela­
cionar as partes real e imaginária de funções complexas que 
sõ têm significado físico para argumentos reais |Byron e 
Fuller (p.335-349)14|.

Considere-se uma função complexa de variável complexa, 
f(z), tal que

a) f(z) é analítica no semi-plano superior
(C.l)

b) | f (z) | 0 quando | z | ■+ °° , no semi-plano superior

Seja f(x) uma função complexa de variável real, dada
por

y  (k) = /' (*) - / (*) (c. 2)

O par de transformação de Hilbert ê dado pelas relações
<X)

/ "<o = -ii_ !
// / k-

d x (C.4)

CX'>

onde o símbolo ̂  denota valor principal.
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As relações (C.3) e (C.4) também podem ser escritas 
na forma

i j  y «  - / w
J «) - —  /   dx (c.5)

k - o(

00

f « u  z L  /  Z lk>- d x (C.6)
" J  o(

- CD

onde, em caso de qualquer ambiguidade,

hm /
a-* oo / ,— Cd y-A

Existem quantidades físicas que sob hipóteses razoa­
velmente amplas e motivadas fisicamente, possuem as proprie­
dades analíticas (C.l), de modo que possam satisfazer as re­
lações de transformação de Hilbert.

Seja um sistema físico linear, causal e com dispersão 
temporal, na forma

t

6  a - r )  < r ( V  à r  (C .7)

onde a função E é a excitação e R a resposta. A função G é a 
função resposta do sistema.

A eq. (C.7) é a aplicação do princípio de superposição 
ao sistema, de modo que a resposta em t é a superposição pon­
derada de todas as excitações anteriores a t.

Note que o argumento da função G ê (t-x) pois desta 
forma o sistema responde a uma excitação súbita no instante de
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tempo t do mesmo modo que responderia a uma excitação súbita 
em um instante de tempo T posterior. Assim, seja

R^(t) - resposta do sistema a uma excitação súbita em t

1*2 (t) - resposta do sistema a uma excitação súbita em t + T

tem-se
t

= -tz /  J- ( r -K)  JZ _L *- r, t l - t . )
Jí7r j  IZz

-00

, t

w  = jL / c, l t - x )  c0 cT I X -  t0 - T) dr  - —  e0 6 H -  èo - T)
J  !̂ t>
-00

ou seja,

o ( k  + T ) ~  ~  £ 0 (i  ltr + T - í 0 - ' j  = J _  60 <5 ( i - t v )
Mn fTTi

(t-t-T) = ti, (é) (C. 8)

A função G(t) obedece às seguintes condições

a) G(t) é limitada para todo t (C.9)

b) |G(t) | ê integrável, assim G(t) ->■ 0 mais rápido
que ( l/t ) quando t ->• °° (C. 10)

c) G(t) = 0 para t < 0 (C. 11)

a condição (C.11) é justamente o princípio da causalidade 
(a causa antecede ao efeito).

Obedecidas as condições (C.9), (C.10) e (C.11) pode-se
definir a função g(z) que é a extensão para o plano complexo
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da função g(oj), transformada de Fourier da função G(t). A 
função g(z) obedeceria âs condições (C.l), de modo que para a 
função

luj) = Cj ' íuyj - ( <j " (uj) (C.12)

são válidas as transformações de Hilbert (C.3) e (C.4)
<x

g'luj) - —  f  — I— (-— -L (C.13)

< 5 (UJ ) . —

L —  cî J (C. 14)

As relações (C.13) e (C.14) são as relações de dispersão entre 
as partes real e imaginária da quantidade física g (ta), para 
valores reais do argumento.

Das hipóteses necessárias para a validade da transfor­
mação de Hilbert, (C.9), (C.10) e (C.11), a fundamental é a
hipótese da causalidade; a causalidade implica, pois, na exis­
tência das relações de dispersão.

Além disso, como somente frequências positivas têm 
significado físico e supondo-se G(t) real, a partir das eqs.
(C.13) e (C.14), tem-se

. oo

2  /  1 0  % ' '  ( U J )  ) ~<2 M  = —  /     ciu/ (C.15)

■/o

,<x> _
-? uü / <j ' ( UJ ) _

g "(w )- ----  >-- — 1---  (C. 16)
' ^ 7 w  2 - UÜZ
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Assim, para a excitação tendo o campo elétrico, para 
a resposta, a polarização, tem-se da eg. (C.7)

Tomando-se a transformada de Fourier, lembrando que a trans­
formada da integral de convolução é o produto da transformada 
das funções, tem-se

A comparação da eq. (C.18) com a eq. (B.6) |Apêndice B|, mos­
tra que a função G(w) ê justamente a suscetibilidade depen­
dente da frequência, x (w)t ou seja

As eqs. (C.20a) a (C.20b) são as relações de Kramers-Kronig e 
relacionam as partes real e imaginária da suscetibilidade de­
pendente da frequência.

A parte real da suscetibilidade no domínio da frequên­
cia, x'(w), não contribui para a perda dielétrica e está re­
lacionada com a dispersão; a parte imaginária, x" (w)/ contri­
bui para a perda dielétrica e está relacionada com a absorção.

i
(C.17)

00

P ( íaj) -  <h ( w )  e  ( L U ) (c.18)

p (uo) = X  (<■») C (uj) (C.19)

Agora, das eqs. (C.15) e (C.16), vem
co

(C.20a)

o
CO

0
(C.20b)
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As relações de Kramers-Kronig estão entre as relações 
mais gerais da eletrodinâmica e têm um significado fundamen­
tal na interpretação de dados dielêtricos. Nesta conexão, o 
comportamento das perdas dielétricas, obscurecido pela pre­
sença da condutividade de corrente contínua em baixas fre­
quências, e da permissividade em altas frequências, foi

~ 105elucidado com o uso das relações de Kramers-Kronig |Lovell ,
Gross^'^ e Jonscher (p. 47-52) | .
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