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RESUMO

A macro e a micro-estrutura dos materiais dielétricos
sao sensiveis 3 sua histdria térmica, mecanica e elétrica.
Foi estudada, do ponto de vista tedrico e experimental, a
teoria da resposta dielétrica de Curie-Schweidler-Gross, vista
tanto pela abordagem da teoria de circuito como da teoria de
campo. O assunto & visto dentro da teoria geral da relaxagao
dielétrica, particularmente o efeito posterior em materiais
dielétricos sb6lidos. O efeito posterior compreende a descarga
interna de dielétricos préviamente carregados e sua dependén-
cia com o intervalo de tempo de carga e a formagcao de uma ten-
sao de retorno em dielétricos préviamente carregados, e curto-
circuitados por um intervalo de tempo finito. Sao apresentados
resultados de ensaios de determinagao de curvas de tensao de
retorno em capacitores com dielétrico de celulose, polipropi-

leno, mica e poliester.



ABSTRACT

The macro and micro-structure of the dielectric
materials are sensitive to their thermal, mechanical and
electrical history. The Curie-Schweidler-Gross's dielectric
response theory, on both theoretical and experimental
standpoint, was studied on the approach of the circuit theory
and field theory. The subject is considered with the help of
dielectric relaxation general theory, specially, the
after-effect on dielectric materials. The after-effect
embraces not only the internal discharge of dielectrics with
previous charge and its dependence on charging time, but also
the build-up of a return voltage in dielectrics with previous
charge and short circuited for a finite time. Return voltage
curves are given for capacitors with dielectric made of

cellulose, polypropylene, mica and polyester.



INTRODUCAO

Segundo Maxwell (p.450)109, dielétrico € o meio no
qual, como consequéncia da aplicagao de um campo elétrico,
ocorrem os fendmenos de indugao e condugao, simultaneamente.

O material dielétrico &, portanto, diferenciado tanto do iso-
lante perfeito (onde sd ocorre a indugao) quanto do condutor
perfeito (onde sd ocorre a condugao) .

E dentro desta definigcao que sera utilizado aqui o ter-
mo dielétrico. Além disso, os dielétricos podem ser divididos
em ideal (perfeito, nao-absortivo), com resposta rapida a
aplicacdo de um campo elétrico, e real (nao-ideal, nao-perfei-
to ou absortivo), aqueles que além da resposta rapida, apre-
sentam uma resposta lenta, originando os fendmenos que serao
tratados aqui.Neste sentido, um capacitor ideal & aquele for-
mado com um dielétrico ideal, e um capacitor real, com um die-
létrico real. A menos que se especifique o contrario, o termo
dielétrico sem nenhuma indicagao adicional, sera usado aqui
para designar os dielétricos reais.

O objetivo principal aqui & mostrar o estudo do efeito
posterior ("after-effect") em dielétricos s6lidos reais. O
efeito posterior, denominagao dos fendmenos de tensoes de cir-
cuito aberto, compreende a descarga interna de dielétricos
préviamente carregados e sua dependéncia com o intervalo de

tempo de carga e também, a formagao de uma tensao de retorno



em dielétricos préviamente carregados e curto-circuitados por
um intervalo de tempo finito. O efeito posterior diferencia
profundamente um dielétrico real de um ideal; o dielétrico
ideal n3ao apresenta o efeito posterior (sua descarga interna
independe do intervalo de tempo de carga e nao se observa o
aparecimento da tensao de retorno).

O efeito posterior € um efeito separado porém, intima-
mente relacionado com a forma da resposta dielétrica a uma ex-
citagao. E fundamental observar-se que gqualguer teoria da res-
posta dielétrica tera que, necessariamente, prever e explicar
a ocorréncia do efeito posterior.

A principal caracteristica da resposta dielétrica €& o
efeito memdria, pelo qual o comportamento no tempo presente
depende da histoOria passada do dielétrico. O efeito memdria
nos dielétricos & finito, significando que excitagoes ocorri-
das em um passado remoto nao afetam o estado atual (um exemplo
de efeito memdoria infinito & o fusivel, o qual jamais "esquece"
a corrente que ultrapassou seu valor nominal de interrupgao).
A existéncia do efeito memdria nos dielétricos & explicada
normalmente pelo principio de superposigao. Quando um campo
elétrico & aplicado ao dielétrico, seus constituintes sofrem
um deslocamento da posicao de equilibrio e ocorre a polariza-
cao elétrica, que pode ser de varios tipos; ao ser retirada a
excitagao, o equilibrio se restabelece apds um intervalo de
tempo finito, denominado tempo de relaxacao. Nos dielétricos
reais, a componente lenta da resposta implica em um grande tem-
po de relaxagao, possibilitando variagoes apreciaveis do campo

aplicado durante este intervalo de tempo, de modo que a



relagdo excitagao-resposta pode adquirir um carater de nao-
instantaneidade, ocasionando o efeito memdria, ou como também
€ conhecido, a dispersao temporal. Neste sentido, o valor da
polarizagao elétrica no instante de tempo atual depende de
valores do campo elétrico em instantes de tempo passados, e
esta "memdria" pode se estender, na pratica, a intervalos de
tempo tao longos como horas, dias ou mesmo mais.

No caso geral, a resposta dielétrica & nao-linear com
a excitacao. Entretanto, todo tratamento citado aqui & feito
na aproximagao linear, supondo-se valido o principio de super-
posicao. Além disso, outra hipOtese basica assumida & a vali-
dade do principio de causalidade, pelo qual o efeito €& sempre
posterior a causa.

Na fisica dos materiais dielétricos o fendOmeno de rela-
xagao €& a interagao mais importante entre campo e matéria.
Contudo, uma caracteristica interessante no estudo da relaxa-
cdo & que nao se estad restrito aos dielétricos, isto &, os fe-
nomenos de relaxagao podem ser também, mecanicos, magnéticos,
Oticos, nucleares e outros. Tal fato faz com que os métodos de
estudo sejam necessariamente interdisciplinares, e o entendi-
mento dos varios mecanismos de relaxagao nos materiais em uso
atualmente (geralmente, de estrutura complexa) seja fonte de
pesquisas as mais diversas.

Apesar de algumas consideragOes sobre a estrutura mi-
croscopica dos dielétricos ser feita, o tratamento da resposta
dielétrica citado aqui esta basicamente dentro do escopo da
teoria fenomenoldgica. Neste contexto, o dielétrico & visto

como uma "caixa preta" e os fendOmenos al existentes sao



descritos em termos de variaveis observaveis, tais como a cor-
rente e a tensao. Neste sentido, nao se esta preocupado com a
estrutura interna microscopica do material dielétrico, e uti-
liza-se modelos que relacionem as variaveis observaveis e con-

duzam a resultados compativeis com a experimentagao IBunge

(p.67-90) 23],

As equagOes de Maxwell s3ao compostas de quatro equagoes
fundamentais, as quais se juntam outras, descrevendo o compor-
tamento nos diversos meios, denominadas relagoes constituti-
vas. Os novos materiais em uso atualmente sao meios para os
quais relagoes constitutivas simples nao sao validas. O obje-
tivo do estudo dos dielétricos & justamente o estabelecimento
de relagOes constitutivas que mais se aproximem do comporta-
mento dielétrico real.

Algumas restrigoes sao feitas aqui. Assim, o estudo é
restrito aos dielétricos sdlidos, sendo entendido por s6lidos
aqueles que apresentam estrutura nao s cristalina mas também,
amorfa ou parcialmente amorfa. O comportamento dos gases e 1li-
quidos pode, muitas vezes, ser profundamente diverso do citado
agqui e, no caso dos liquidos, estes se aproximam muito mais do
comportamento previsto por Debye para um dielétrico, do que os
s6lidos. Outra restricao feita & a consideracao apenas de fe-
nomenos isotérmicos. Assim, para o caso nao-isotérmico, sao
citados apenas de passagem as correntes térmicamente estimula-
das e o efeito eletreto, o qual origina uma polarizacgao perma-

nente em dielétricos.



No capitulo 1 & mostrada uma retrospectiva histdrica,
desde o inicio do século até os dias de hoje, do estudo de
alguns aspectos do comportamento dielétrico. Neste capitulo
nao se estd particularmente interessado nos fendOmenos em si,
nem se tenta esclarecé-los definindo todos os termos emprega-
dos. Basicamente, € com a cronologia dos acontecimentos e
descobertas, por assunto, que se esta interessado.

No capitulo 2 & mostrado o estudo do efeito posterior
em dielétricos. A abordagem é feita tanto pela teoria de cir-
cuito como pela teoria de campo e, além disso, sao apresenta-
dos modelos de plano de campo-zero que tentam explicar a for-
magao da tensao de retorno. As teorias do efeito memdria e
dos fendmenos de relaxagao preveém e tentam explicar a ocor-
réncia do efeito posterior.

No capitulo 3 faz-se uma revisao de alguns aspectos do
estado atual do estudo dos fendmenos de absorgao dielétrica
(aparecimento de uma corrente de longa duragao no dielétrico,
apbs a aplicagao de um campo em forma de fungao degrau), e de
relaxagao dielétrica. O estudo da relaxagdao se faz com o uso
de fungoes de relaxacgao dielétrica que descrevem a resposta
dielétrica a uma excitagao em forma de pulso unitario. O efei-
to posterior & causado pela absorcao dielétrica e esta, por
sua vez, estd intimamente relacionada com a relaxacao dielé-
trica.

No capitulo 4 €& mostrado o estudo das perdas dielétri-
cas. Com o uso da teoria da resposta dielétrica pode-se deter-
minar as perdas no dielétrico real, considerando desta forma

nao s6 as perdas pela corrente de conducdo (efeito Joule) mas



também, as perdas por relaxagao, perdas por ressonancia e
perdas por heterogeneidades (efeito Maxwell-Wagner). O estudo
citado compreende perdas para excitagoes senoidais e nao-
senoidais.

No capitulo 5 & mostrada a expressao geral da resposta
dielétrica e a partir dela, as hipOteses necessarias que per-
mitem tomar-se a aproximagao linear, como um caso particular.

No capitulo 6 sao mostrados resultados experimentais do
levantamento de curvas de tensao de retorno em capacitores com
dielétricos de varios tipos,e algumas solugoes da equagao in-
tegro-diferencial de Schweidler-Gross para o efeito posterior,
considerando para a fungao de relaxagao dielétrica a forma ex-
ponencial.

No apéndice A & mostrada a equivaléncia das abordagens
pela teoria de circuito e teoria de campo do efeito posterior
em dielétricos.

No apéndice B & mostrada a resposta dielétrica no domi-
nio da frequéncia, de grande utilidade pratica e experimental.

No apéndice C & mostrada a transformagao de Hilbert e
as relacgoes de Kramers-Kronig, de grande utilidade na inter-

pretacao de dados dielétricos.



CAPITULO 1

ASPECTOS HISTORICOS

Desde antes de Maxwelllog, os materiais dielétricos

sao reconhecidos ter um cardter absortivo. Esta denominacgao
remonta ainda aos tempos em que a eletricidade era considera-
da um fluido, o qual seria entao absorvido pelos materiais
dielétricos. Desde entao a absorgao dielétrica tem sido obje-
to de intensa pesquisa.

Em 1887, Hopkinson81 mostrou, por sugestao do proprio
Maxwell, a carga residual nos dielétricos utilizando determi-
nados vidros usados na confecgao das garrafas de Leyden. O
autor observou que o comportamento dos dielétricos apresenta-
vam efeitos retardados semelhantes aos descritos por
Boltzmanns, em 1874, no seu estudo sobre comportamento dos
corpos elasticos. Hopkinson estabeleceu entao correspondén-
cias entre as grandezas elétricas e mecanicas. O tratamento
matematico dado por esses autores a estes fendmenos conduziu
a consideracao de equagoes integrais e Integro-diferenciais.

Nas primeiras décadas do século XX, os fendmenos deste

162,163,164,165
’

tipo foram apresentados por Vito Volterra o

qual cunhou a expressao fendmenos hereditarios para designa-

165

los. Segundo o autor citado , fendmeno hereditdrio & aquele

que depende nao somente do estado atual do sistema mas também



dos estados anteriores pelos quais o sistema tenha passado,
ou seja, o fendmeno dependeria da histdria do sistema.

Em 1907, von Schweidler151 publicou um trabalho, ainda
hoje fundamental, onde apresentou os fendmenos hereditarios

151

em dielétricos. von Schweidler mostrou particularmente os

fendmenos de carga, descarga e perdas sob tensoes senoidais.

Este trabalho foi ainda desenvolvido, em 1915, por F.Tanklse.

38,69,70,71,72 iniciaram a

Em 1937, B.Gross e P.S.Rocha
publicagao de uma série de artigos onde procuraram mostrar o
comportamento de um dielétrico real, diferenciado do dielé-
trico perfeito por uma série de fenOmenos por eles denomina-
dos de andmalos. Ressaltaram, entretanto, que o termo anoma-
lia nao significaria que tais fendOmenos fossem raros ou alea-
torios; com andmalo quiseram dizer que tais fendmenos nao
obedeceriam a teoria de Maxwell em sua forma classica. A de-
nominagao de andmalo foi em seguida abandonada, pois tratava-
se de fenomenos fundamentais dos materiais dielétricos.

O aparecimento destes artigos marca o inicio da elabo-
ragao de uma teoria fenomenoldgica do comportamento dielétrico
pelo grupo de Gross. Tomando como hipoteses fundamentais a va-
lidade do principio de superposicao e do principio de causali-
dade, Gross estabeleceu, utilizando a teoria de circuito, que
a corrente I(t) que atravessa um capacitor formado com um ma-

terial dielétrico s6lido, submetido a uma tensao V(t), & dada

pela equagao integro-diferencial:



¢

1. VY, ¢ gvier VI g2 g @
R dt dv

-

onde ¢ (t-1) & a fungao de memdria, fungao de relaxacao dielé-
trica ou fungao resposta.

Gross dividiu os fenOmenos andomalos em dois grupos
distintos. No primeiro estudou os fenOmenos que se processam
com as armaduras do capacitor ligadas a um circuito exterior:
carga, descarga e perdas; no segundo, estudou os fendmenos
que se processam apesar do isolamento entre as armaduras:
descarga interna e regeneracao (tensao de retorno).

O primeiro grupo de fenomenos ja havia sido estudado

151

por von Schweidler que obteve a equacao (l1l.1) e propls a

funcao de memdoria na forma

¢
¢(é) =/;£ (1.2)

onde
B, o constantes
( B>0, O<a<l )

Gross71 estudou em particular os fendmenos do segundo
grupo denominando-os efeito posterior ou fenomenos de tensoes
de circuito aberto. Nestas condicoes, I(t)=0 e a equagao (1l.1)

é reduzida a

t

wvit) c dvit) dviz)
+ +

R dt d?
-

pgle-r)dr=0 (1.3)

Ainda nestes artigos, GrossBS'71

encontra uma solugao
qualitativa para a equagao Integro-diferencial (1.3) adotando
para a fungao de memdria um somatdrio de exponenciais negati-

vas. A solugao foi confrontada com dados experimentais obtidos
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pelo proprio autor7l, sendo os resultados considerados satis-
fatérios. Uma outra solugéo,aproximada,foi ainda obtida por

Gross36’72

adotando agora para a funcao de memdoria a forma
(1.2), proposta por von Schweidler. A confirmacao experimen-
tal foi também realizada, restando porém, davidas quanto ao
valor inicial da fungao de memdria. As solugoes aproximadas
obtidas pelo autor citado, apesar de lancarem alguma luz na
compreensao dos fendmenos andmalos em dielétricos reais, nao
foram suficientes para a confirmagao rigorosa dos dados expe-
rimentais.

A dificuldade foi resolvida com a obtencao da solugao
analitica rigorosa da equagao (1.3), tomando-se como fungao

de memoria a forma (1.2) proposta por von SchweidlerlSI. A

primeira solugao foi encontrada por F.M.Oliveira Castr0124'125
em 1939, segundo ele, animado pelo proprio Gross. Através de
uma mudanga de variaveis na equagao (1.3), Oliveira Castro
transformou-a em uma equacao integral de Volterra de segunda
espécie, cujo nicleo era uma fungao conhecida. Utilizando
entao o método dos nicleos iterados, proposto pelo proprio

Volterralss, Oliveira Castr0124'125

encontrou a solugao geral
da eq. (1.3) e ainda, mostrou o caso particular do condensador
andmalo perfeitamente isolado (R+*»). Esta mesma equagao foi

147,148’ m 1940.

também resolvida por A.de Moraes e M.Schenberg
Estes autores, utilizando mudangas de variaveis semelhantes as
de Oliveira Castro, chegaram também a uma equagao integral de
Volterra de segunda espécie, resolvendo-a pelo método da
transformada de Laplace, obtendo uma solucao bastante geral.

Mostraram também casos particulares e estabeleceram a equiva-

léncia de sua solugao com a de Oliveira Castro. Estes e outros



N

aspectos desenvolvidos na teoria dos dielétricos fazem parte
da historia da Fisica no Brasil e podem ser vistos, por exem-

74 e também em

plo, no depoimento de B.Gross em (p.127)
(p.71-73)31,

As equagoes integrais de Volterra, cuja ligagao com os
fenomenos hereditarios ja estava firmemente estabelecida des-

165, tém sido, desde entao, utilizadas

de o proprio Volterra

nesta conexao, para os fendomenos hereditarios em dielétricos
- . 51 - . ~

solidos reais. Em 1952, Gross mostrou um metodo de inversao

127 chegou a mesma

desta equagao e ja em 1985, Oliveira Castro
solugao obtida por ele anteriormente, utilizando agora o cal-
culo operacional de Heaviside, conseguindo consideravel sim-
plicidade na solugao.

A obtencgao da solugao analitica da equagao (1.3) com a
funcao de relaxacao tomada na forma proposta por Schweidler,
permitiu a Gross a formulagao de uma teoria fenomenoldgica
completa do comportamento dos dielétricos reais. Assim, em

39,40

1940, este autor estabeleceu relagoes gerais entre as

curvas de tensao de descarga interna e de tensao de retorno.

41,47 -
mostrou as curvas limites e os

Em 1942, o mesmo autor
valores iniciais das curvas de tensao de descarga interna e
tensao de retorno, estabelecendo também, relagbes entre elas.
Em 1941, ainda como resultado dos trabalhos anteriores,
Gross45 elaborou uma teoria das perdas dielétricas sob solici-
tagoes senoidais. Para tanto, o autor42 considerou um capaci-
tor formado com um dielétrico real, submetido a uma tensao se-
noidal, definindo para o mesmo uma capacitancia e uma condu-

43,44,46,48

tancia aparentes. O autor estabeleceu, em seguida,
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relagoes entre estas grandezas, utilizando transformagdes in-
tegrais, possibilitando desta forma o calculo das perdas. O
estudo pode ser considerado uma continuagao de trabalhos an-

teriores, tais como os de Manning e Bell106 e Boningg, sendo

continuado por Whitehead e Eager166. A validade das transfor-
magoes integrais empregadas (basicamente as transformacdes de
Hilbert) foi mostrada também por outros autores, como

B.Levit?0 ¢ Hylmar silva’371°2:/153 5 ¢rabalho de Gross é

21

contemporaneo ao de Cole“” que também empregou relagdes do

tipo Kramers-Kronig aplicadas ao tratamento de dados de per-

das dielétricas. Em 1974, Lovel105

trabalhou com relacoes
analogas as empregadas por Gross na interpretacao de dados
dielétricos, no que foi alertado pelo prdprio autor60, logo
em seguida.

O estudo fenomenoldgico dos dielétricos reais foi fei-
to, como citamos, tratando-os em uma aproximagéo linear. Em
1956, Gross54 elaborou uma teoria geral dos sistemas fisicos
lineares, de modo a fundamentar nao somente o estudo dos die-
létricos reais mas também, o comportamento de outros sistemas
fisicos lineares que igualmente constituiam areas de seu in-
teresse, tal como a viscoelasticidade. Em 1980, Oliveira

Castrol?® publicou um trabalho sobre a representagao analiti-

ca da relagao excitagao-resposta dos sistemas fisicos lineares,

passivos, causais e com hereditariedade invariavel no tempo,
mostrando que esta relagao se exprime com o uso do principio
de superposigao em um espago vetorial topoldgico do conjunto

das excitagOes e das condigoes referidas anteriormente.
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Os trabalhos pioneiros de Gross foram seguidos de
muitos outros estudos, nao somente dele prOprio como também
de varios outros autores. Em um recente relato de seus estu-

dos, publicado em 1986, Gross63

afirma que as pesquisas rea-
lizadas por ele em dielétricos e eletretos, nos Gltimos cin-
guenta anos, obedeceram a uma sistematica de desenvolvimento

e que existiria uma relagéo l6gica entre os sucessivos passos
dados. Segundo o autor63, a procura de uma explicacao para o
efeito posterior em dielétricos sOlidos reais e o efeito ele-
treto levou-o a pesquisa do armazenamento de cargas em dielé-
tricos e do mecanismo responsavel por este fenOmeno, ou seja,
a absorcao dielétrica. A observagao de que a absorgao dielée-
trica € um fenomeno linear, ou pelo menos, pode ser assim
considerado em um extenso intervalo de correntes e tensoes,
levou-o a considerar a hipotese da existéncia de uma polari-
zagao volumétrica no dielétrico. Pesquisas realizadas sobre a
absorcao dielétrica mostraram ser ela causada pela relaxagao
dielétrica, caracteristica presente em todos materiais dielé-
tricos. O estudo da relaxagéo dielétrica se fez, entao, com o
uso das fungoes de relaxagao dielétrica. Desde von Schweidler
foi reconhecido que esta fungao nao era dada na forma exponen-
cial decrescente, tal como previsto por Debye25 para os diele-
tricos perfeitos, sendo muitas outras formas propostas por di-
versos outros autores. A tentativa de resolver o problema do
desvio da fungao exponencial foi feita, por dois modos diver-
sos: um grupo de pesquisadores propds diversas formas analiti-
cas para a fungao de relaxagao dielétrica; outro grupo consi-

derou que nao existiria somente um tempo de relaxacao mas sim,



4

uma distribuicao destes tempos e propds, inicialmente, o uso
de fungOes de distribuigao de tempos de relaxagao para a cor-
rente e tensao e, posteriormente, o uso de fungoes de distri-
buicao de energias de ativagao. Gross mostrou, ainda, diver-
sos problemas de natureza matematica originados com o uso de
fungoes de distribuigao. Entretanto, existe a dificuldade de
se associar estas fungoes de distribuicao com propriedades
estruturais dos dielétricos (existéncia de sistemas elementa-
res independentes com tempos de relaxagao proprios). Em con-
sequéncia, ha uma rejeicao em se atribuir um significado fi-
sico a estas fungoes. Isto levou outros autores a teorias ba-
seadas em interagoes de muitos corpos, sendo proposta, inclu-
sive, uma lei universal da resposta dielétrica.

Devido a formulacao matematica dos fendmenos de rela-
xagao dielétrica e dos fenOmenos de relaxagao viscoeldstica
ser exatamente a mesma, Gross os estudou conjuntamente, esta-
belecendo uma perfeita correspondéncia entre as grandezas
eléetricas e mecanicas. Em 1953, o autor55 elaborou sua teoria
completa da relaxagao viscoelastica.

Os estudos deste autor sobre o fendmeno eletreto en-
volveram nao somente pesquisas sobre fendmenos que ocorrem a
uma determinada temperatura, mantida constante (fendomenos
isotérmicos) como os relatados até aqui mas também, fendmenos
nao-isotérmicos, dando lugar & intensa pesquisa que se faz
hoje sobre as correntes térmicamente estimuladas em materiais
dielétricos.

Dentro deste quadro, GrOSs35’36'38’40'47’63'69’70’71'72

apresentou o efeito posterior em dielétricos, tais como as

relagoes gerais de tensoes de circuito aberto, considerando-o
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como um efeito separado porém, relacionado com a absorgao
dielétrica. Estes estudos foram elaborados com base na teoria
de circuito, supondo-se um capacitor formado com um dielétri-
co sOlido real e considerando-o como um elemento de circuito.
. 132 .
Em 1965, Perlman e Meunier mostraram o decaimento de car-
ga em eletretos de cera carnauba, continuando um trabalho an-
. . 172 .
terior de Wiseman e Feaster , publicado em 1957. Em ambos
os trabalhos utilizou-se elementos da teoria de campo. Em
. . 33 ~ .
1966, Garcia-Moliner obteve as fungoes de resposta linear
para os fendOmenos viscoelasticos, nas mesmas bases anteriores.
Os estudos mais completos apareceram em 1967, gquando

Tilley159,160

publicou sua teoria fenomenologica da resposta
dielétrica onde o autor da um tratamento unificado a uma va-
riedade de experimentos, obtendo, inclusive, as relacgoes de
Gross para as tensoes de circuito aberto. Esta teoria fenome-
nologica de Tilley para os fenOmenos isotérmicos em dielétri-
cos sblidos foi obtida a partir da teoria de campo. Uma teoria
para os fendOmenos nao-isotérmicos em dielétricos, também a
partir da teoria de campo, foi obtida em 1968 por

130,131 5 abordagem pela teoria de campo €& baseada na

Perlman
validade dos principios de causalidade e superposicao e na
hipotese de que a resposta em polarizacao do material dielé-
trico, submetido a um campo elétrico ﬁ(t), é da forma
t
D) = S x(e-r)E(r)de (1.4)
Z

onde x(t-T) € a funcao resposta do material dielétrico.

Em 1978, Adamec e Calderwoodl, em um artido de revisao

sobre fenomenos de condugao e polarizagdo em materiais
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dielétricos poliméricos, apresentaram alguns resultados sobre
tensoes de retorno de capacitores carregados sob condigoes
isotérmicas e nao-isotérmicas. Os resultados foram os mesmos
que os obtidos por Gross e outros anteriormente, no que foram
alertados pelo proprio autorsl, em 1979. Em 1987, os estudos
da tensao de retorno em dielétricos s6lidos ganharam novo im-
pulso com a publicagao de um artigo elaborado por R.Coelho e
outroslg. Segundo este autor, os estudos fenomenoldgicos ba-
seados na funcao de memdria produziram pouco entendimento fi-
sico do processo real de formagao da tensao de retorno.
R.Coelho elaborou, entao, dois modelos simples baseados no
deslocamento de cargas no material. Estas cargas injetadas
estariam ou sobre um plano de carga localizado a uma certa
profundidade da superficie (modelo do plano de carga) ou dis-
tribuida na camada entre o plano de carga e a superficie
(modelo de carga distribuida). O movimento deste plano de
carga em direcao & superficie apd0s o curto-circuito seria,
entao, responsavel pela formagao da tensao de retorno. O mo-
vimento destes planos de campo-zero apos o curto-circuito em
dielétricos carregados ja havia sido mostrado por Gross68 e
seu grupo, desde 1972. A atencao de R.Coelho foi despertada
pela publicacao entre 1982 e 1986 de alguns artigos de pes-

96,174,175

qguisadores japoneses cujo interesse no estudo de

fenomenos de tensao de retorno em dielétricos se deveu a pos-
sibilidade de utilizagao destes fendmenos em ensaios nao-des-
trutivos para detegao do estado de degradagao de isolamento

de cabos, especificamente devido aos fendmenos de arborescén-

cia (kuwabara et.al.95, Ohi et.al.121, Okamot0122’123,

Schaefer146

).
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Em 1987, Jonscher87 apresentou as equagoes gue gover-
nam a carga e descarga de capacitores nao-ideais, obtendo ex-
pressoes analiticas para as transformadas de Laplace de cor-
rentes e tensoes fungoes do tempo, associadas com a carga e
descarga através de aplicagao de uma tensao em forma de fun-
cao degrau. Com isto, ainda em 1987, Jonscher88 obteve as ex-
pressoes analiticas para as perdas dielétricas de capacitores
dispersivos (reais) sob solicitagao de tensbes do tipo fungao
degrau continuando um trabalho do proprio autor85, de 1972,
quando calculou as perdas dielétricas sob solicitagoes tran-
sitdrias.

Conforme observou Gross63

, em 1986, a absorcgao dielé-
trica tem sido objeto de uma pesquisa sem fim. Em 1945, o
mesmo autor65 mostrou a formagao de cargas permanentes em
dielétricos solidos, trabalho este completado por ele

49,50
’

proprio m 1949, Nestes artigos, Gross apresentou o

comportamento dos dielétricos sob condigdes nao-isotérmicas.

Neste aspecto, em 1972, o autor58’59

mostrou a aplicagao dos
modelos de Maxwell e Wagner ao estudo dos dielétricos, con-
cluindo que a equivaléncia destes modelos sob condigoes iso-
térmicas deixa de ser valida em condigdes nao-isotérmicas.
Em 1985, Gross e Figueiredo66 completaram e tornaram rigoro-
sos estes estudos, ratificando a conclusao anterior.

A absorgao dielétrica, como citamos, estd intimamente
relacionada com a relaxagao dielétrica, propriedade caracte-

ristica de todos dielétricos sdlidos e tem sido estudada em

uma aproximagao linear, supondo validos os principios de
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superposigao e causalidade com os quais pode-se relacionar as
varias fungOes usadas para estudar o comportamento dielétrico.
Estes cdlculos sao feitos utilizando-se a fungao de relaxagao
dielétrica.
143 .
Em 1956, Ross Macdonald apresentou em um artigo re-
sumo, as relagoes de transformagoes integrais usadas em sis-

temas lineares, apontando as formas mais convenientes para o

39

uso em calculos. Em 1961, o mesmo autorl aplicou muitas

destas expressOes ao estudo da relaxagao viscoelastica. Em

142

1963, Ross Macdonald mostrou também, em um artigo resumo,

as relaxagoes dielétrica e viscoelastica, estabelecendo rela-
¢Oes da equivaléncia entre as duas e resumindo as relagoes

gerais utilizadas com o principio de superposigao. Em 1968,

muitos resultados foram agrupados e resumidos por J.Perret133.

134,135
e

Este trabalho foi ampliado pelo proprio autor m 1970

e 1974,

A funcao de relaxagao dielétrica, suposta inicialmente

na forma de uma exponencial decrescente, desde Schweidler151

tem sido proposta em outras formas que melhor se ajustam aos
dados experimentais, nao se chegando, ainda hoje, a uma forma
aceita como definitiva. Varias expressoes analiticas para a

fungao de relaxagao dielétrica foram propostas por diversos

autores como, por exemplo: em 1907 por von SchweidlerlSl, em

1941 por Cole e Colezo, em 1950 por Davidson e Cole104, em

1971 por Williams e Wattsle, em 1977 por Jonscher84. A forma

proposta por Jonscher®® & uma generalizacao da funcao de
von Schweidler151 e pretende representar uma resposta univer-

sal dos dielétricos, baseado em interacoes de muitos corpos.
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Esta universalidade da resposta dielétrica foi contestada por

Gros563, em 1986, com base no principio de superposigao

tempo-temperatura, mostrado pelo proprio autor56’57, em 1968.

Uma comparacgao entre as fungoes de relaxagao dielétrica pro-

168

posta por William e Watts e por Jonscher84 foi realizada

ainda em 1986, por Gross63. Trés trabalhos recentes

(P.Hedvig75, G.Williams167 117

e Multhaupt e Hertz ) revisaram
diversos aspectos da pesquisa em relaxacao dielétrica e ana-
lisaram, em particular, diversas formas propostas para a fun-
cao de relaxacgao dielétrica. Assim, em 1984, P.Hedvig75 mos-
trou diversos aspectos experimentais utilizados atualmente

na pesquisa da relaxagéo dielétrica; em 1985, G.Williams167
analisou o comportamento da relaxagao dielétrica em polimeros

e, em 1987, G.Multhaupt e H.Hertz117

publicaram um artigo re-
sumo sobre eletretos, onde analisaram os aspectos de relaxa-
cao dielétrica.

Uma outra tentativa de se resolver o problema do des-
vio da fungao de relaxagao dielétrica da forma exponencial
decrescente, observada experimentalmente, foi feita com a in-
trodugcao do conceito de fungles de distribuigao de tempos de
relaxagao, proposto inicialmente na forma gaussiana por
Yagerl73, ainda em 1936. Esta forma apresentou dificuldades
em intervalos de tempo muito curtos e muito longos. Outras
distribuicoes de tempos de relaxagao foram propostas por

Cole e Colezo, em 1941 e Davidson e Cole24, em 1950. Em 1983,

Hill e Dissado79

apontaram a ambiguidade de se ter duas fun-
¢oes de distribuicao, para a corrente e para a tensao. Neste

mesmo ano, Jonscher86 ja apontava a dificuldade de se dar um
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significado fisico as fungoes de distribuigao de tempos de
relaxagao em termos de sistemas elementares com tempos de re-
laxagao proprios. A distribuicao de tempos de relaxagao pode
ser transformada em uma distribuicao de energias de ativacgao
assumindo que a relagao entre o tempo de relaxagao de uma
unidade polarizavel elementar e a temperatura seja dada pela

equagao de Arrhenius (GrossG3). Tal estudo foi apresentado

por este mesmo autor56em 1967 e por Wintle e Sribney171 em
1984, sem que, com isto, o problema de se ter um significado
fisico para estas fungées fosse, de fato, resolvido. O pro-
blema foi, apenas deslocado para o de encontrar, agora, um
significado fisico para as fungoes de distribuicao das ener-
gias de ativacgao.

Em 1956, Grosssz'53'67

propos uma forma de se visuali-
zar o papel das fungoes de distribuigao, utilizando o modelo
de Bueche para a relaxagao mecanica. Neste modelo, Bueche

representou as cadeias de polimeros como uma sequéncia de

unidades moleculares igualmente espagadas, ligadas por molas
(forgas eldsticas) realizando movimentos atenuados por forgas
viscosas. Utilizando as analogias eletro-mecéanicas, Gross63
estabeleceu um modelo para os dielétricos, com os parametros
continuamente distribuidos. Utilizando a equagao de difusao,
o autor calculou uma fungao de relaxagao cujo caso limite &

justamente a funcgao de von SchweidlerlSl.

Em 1984, Kita>

mostrou as fungoes de distribuicao
para um sistema Maxwell-Wagner de polarizagao interfacial,
concluindo que uma relaxacgao dielétrica do tipo Davidson-Cole

nao era possivel neste caso. Em 1985, Gross®? chega a conclu-

sao oposta & de Kita e mostra que a distribuic@o de tempos de
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relaxagao do tipo Davidson-Cole pode aparecer em um dielétri-
composto por camadas heterogéneas. Em 1987, Ross Macdonald141
apresentou as fungoes de distribuicdo de energias de ativa-
géo, considerando as distribuig6es exponencial e gaussiana,
concluindo, provisoriamente, que um modelo de distribuigao
gaussiana de energias de ativacao levemente assimétrico con-
corda melhor com os dados experimentais disponiveis. Ainda em

1987, Ross Macdonald140

publicou um artigo resumindo diversos
aspectos relativos as fungoes de distribuicao de tempos de
relaxagao e de energias de ativagao.

O uso das fungoes de distribuigao gerou dificuldades
nao somente quanto a sua interpretagao fisica mas também, de
ordem matematica, neste caso pelo uso de integrais sobre fun-
¢oes imprOprias e de espectros truncados. Em 1987, Gross64
analisou estas dificuldades matematicas e solucionou-as, dan-
do uma nova interpretagao para as fungoes de distribuigao,
vistas agora como componentes imaginarias de duas fungoOes
analiticas complexas que seriam as fungoes geradoras de todas

as outras fungoes na teoria da relaxagao dielétrica e da re-

laxagao viscoeldstica.



CAPITULO 2

EFEITO POSTERIOR

2.1 ABORDAGEM PELA TEORIA DE CIRCUITO

Um capacitor ideal, construido com um dielétrico per-
feito, formando um circuito RC submetido a uma tensao V(t),
conforme mostrado na fig. 2.l.a, € atravessado por uma corren-

te I(t), na forma

1) - vit) . C Jvit)

gt (2.1)
R

onde V(t) & a tensao aplicada, C a capacitancia e R a resis-

téncia no circuito equivalente do capacitor ideal.

FIGURA 2.1 - CIRCUITO RC

o—
—=I(t)

I
| fo

Vi)

K\ V(1)

Wf

(a) )

(a) tensao V(t) aplicada no circuito RC
(b) circuito RC sem tensao aplicada
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-

Na eq. (2.1), o primeiro térmo do lado direito, V/R, é
a corrente de conduggo e o segundo, C dv/dt, & a corrente de
deslocamento.

Agora, estando o capacitor carregado, ao abrir-se a
chave K no circuito RC mostrado na fig. 2.1.b, a tensao V(t)

nos terminais do circuito RC decai segundo a forma

v (¢) ¢ dVvit) 0 (2.2)
R dt
donde
~t
vit) = e 2 (2.3)

onde VO €& a tensao existente no capacitor antes da chave K
ser aberta e o térmo RC & denominado constante de tempo.

Se, por outro lado, estando o capacitor C descarregado,
abrir-se a chave K no circuito RC mostrado na fig. 2.1.b,
nenhuma tensao sera observada nos terminais do circuito RC.

Um capacitor nao-ideal, formado com um dielétrico so-
lido real, tem um comportamento que se afasta desta forma
simples. Gr03569 descreveu os fendOmenos que ocorrem neste ca-
pacitor real, dividindo-os em dois grupos: 0s que ocorrem com
o0 capacitor ligado a um circuito exterior (carga, descarga e
perdas) e os que ocorrem com O capacitor isolado (descarga
interna e tensao de retorno). No primeiro caso, observa-se
gque a carga e a descarga nao sao instantdneas e as perdas sao
maiores que as previstas pelo efeito Joule; no segundo grupo,
a descarga interna nao se processa em todos os casos de acor-
do com a constante de tempo RC mas sim, depende acentuadamen-

te do tempo de carga e, ainda, com a interrupgao do curto
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aplicado ao capacitor previamente carregado, observa-se uma
regeneragao da tensao com a formagao de uma tensao de retorno.
Todos estes fendOmenos, observados experimentalmente,
contrariam a forma simples da equagao (2.1). A abordagem de
von SchweidlerlSl, F.Tank156, Gross e P.S.Rocha69 foi aceitar,
no dielétrico real, uma terceira componente da corrente, i,
escrevendo
r(d) - V(t) C _G_I_Vﬁ‘_)
R det

+ C(€) (2.4)

onde i(t) €& denominada corrente posterior, sendo causada por
variagoes da tensao.

O calculo da corrente posterior foi feito supondo-se
valido o principio de superposicao de Hopkinson e Boltzmann
e o principio de causalidade que remonta a Aristdteles. O
principio de superposigao, aplicado neste caso, estabelece
que a uma determinada variagao de tensao, a corrente i produ-
zida sera sempre a mesma que aquela obtida se o sistema esti-
vesse em equilibrio, ou seja, nao importam as variagoes de
tensao anteriores que determinaram o estado atual do sistema,
a corrente posterior i se superpoe as outras porventura exis-
tentes. O principio de causalidade estabelece que somente as
variagoes de tensao anteriores ao instante de tempo conside-
rado terao influéncia no valor da corrente posterior (a causa
€ sempre anterior ao efeito).

E assumido que uma variacao descontinua da tensdao AV,

no instante 1 , produz uma corrente posterior i no instante

Av’
t, dada por

Gy = AV Fe-7T) (2.5)
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onde ¢ (t-1) & a fungdo de memdria, funcao de relaxagao die-
létrica ou fungao resposta. Assim, os principios de superpo-
sigao e causalidade permitem expressar a corrente posterior
i(t), em um instante t, produzida por uma variacgao continua

da tensao, na forma

t

/ ”n
c‘lé):/ -dst“l B (t-7)dT (2.6)

-

Considerando-se a variacao continua da tensao a partir do

instante t=0, escreve-se

¢t
dvi?
d

C(t) = (o (t) + g(-7) dT (2.7)
v

onde io(t) representa a superposicao das correntes posterio-
res causadas por variagoes da tensao anteriores ao instante
t=0.

Levando a eq. (2.7) na eq. (2.4), obtem-se a expressao
geral da corrente que atravessa um dielétrico s6lido real,
submetido a uma tensao continuamente variavel desde o instan-

te t=0 em que perdura a corrente posterior io(t) proveniente

de variagoes da tensao anteriores a este instante t=0

¢
r) Y8 e d Ly, S g at (o,
R dt at
0
(von SchweidlerlSl, F.Tank156 e Gross35'40'70)

Os fenOmenos de tensao de circuito aberto, aqueles

classificados por Gross69 no segundo grupo de fendmenos
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caracteristicos dos dielétricos reais, foram estudados consi-

derando-se as placas do capacitor isoladas. Neste caso,

tem-se
I(t) =0
e a eq. (2.8) se reduz a
t
V(t) + @ dV(H + L.o H,) 4 dv‘?) Qf{(‘v't’)cl't -0 (2.9)
R dt av
0

A eg. (2.9) & uma equagao integro-diferencial que fornece a
tensao V(t) que aparece entre as placas isoladas do capacitor
real. Com esta equagao pode-se estudar os fendmenos mostrados
na fig. 2.2.
As trés curvas mostradas na fig. 2.2 representam o
efeito posterior em dielétricos sd6lidos que sao os fenomenos
de tensao de circuito aberto que ocorrem nos dielétricos
reais:
a) o capacitor & carregado com uma tensao constante
Vo' durante um intervalo de tempo infinitamente
longo. O circuito € subitamente aberto em t=0, ins-
tante este em que nao existe nenhuma corrente pos-
terior proveniente da aplicagao de VO. Neste caso,
a tensao de descarga interna decai lentamente;

b) o capacitor esteve curto-circuitado durante um in-
tervalo de tempo infinitamente longo e, apos isso,
a tensao VO € aplicada durante um intervalo de tem-
po to finito e pequeno em relagao ao intervalo de
tempo de carga anterior. O circuito &, entao, subi-

tamente aberto em t=0. Neste caso, a tensao de



FIGURA 2.2

EFEITO POSTERIOR EM DIELETRICOS SOLIDOS

( Gross39’40 )
v
va
vy
(a)
0 t
\'
(b) |
\&
. |
to 0
v
Vo.
(c) |
ﬂ
to 0

TENSOES DE CIRCUITO ABERTO

(a) tens§o de descarga interna apO0s carga completa (Vl)
(b) tensao de descarga interna apos carga parcial (V2)
(c) tensao de retorno (V3)
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descarga interna decai rapidamente e depende acen-
tuadamente do intervalo de tempo de carga tO (gquanto
mais curto o intervalo de tempo de carga, mais rapi-
damente decai a tensao de descarga interna);

c) o capacitor foi carregado durante um intervalo de
tempo infinitamente longo. ApOs isto, o capacitor é
curto-circuitado durante o intervalo de tempo to'
O circuito & subitamente aberto em t=0 e, neste ca-
so, observa-se a formagao de uma tensao de retorno
(a tensao de retorno sobe rapidamente e depois decai
lentamente) .

Este efeito foi observado experimentalmente

35/69) | mostrado com a utilizagao da eq. (2.9)

35,36,70,71 39,40

(Gross

(Gross ), inter-relacionado (Gross ) e ainda,

foram obtidas as curvas limites para estes fendOmenos

(Gross4l’47).

De modo a permitir uma comparagao entre os dados expe-
rimentais e a teoria fenomenologica elaborada deve-se, pois,
proceder a resolugao da eq. (2.9). Esta equacao integro-dife-
rencial pode fornecer a forma analitica da tensao V(t) entre
as placas do capacitor para os diversos casos de interesse,
desde que se conheca a corrente posterior io(t) que perdura
no instante t, proveniente de variagdes da tensao ocorridas
antes do instante t=0 e também, se tenha uma expressao para
a funcao de relaxagao dielétrica ¢ (t).

Algumas solugoes aproximadas foram tentadas

35,36,38,63,71,72

(Gross ), admitindo-se algumas hipbteses sim-

plificadoras.
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Primeiramente, supoe-se a fungado de relaxacao dielé-

trica na forma de uma soma de exponenciais decrescentes

n
— - //(- t
ﬁ/é): E A e (2.10)

(=1
onde

> A = Plo) (2.11)

(=

VIS

-

e os Indices Ai’ W, €n sao determinados experimentalmente.

A tensao V(t) & suposta, entao, ter a forma

m )} f,
K
vit)= & Vu € (2.12)
k:/

As correntes posteriores para os trés casos mostrados
na fig. 2.2 podem ser colocadas em uma forma Gnica, escreven-
do-se

G (€)= £V FlEtrts) (2.13)
onde
0 para o caso (a)
g = 1l para o caso (b)
-1 para o caso (c)
A solugao é obtida determinando-se Vir Ve €m de modo

que a eq. (2.9) seja satisfeita. Assim, levando as egs.

(2.10) - (2.13) na eq. (2.9), resulta
m n
Yt / 4 Yae
£§: % € R - ’L - 25 - +
=l A< (=/ c Mp= Ve
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de modo que pode-se anular separadamente os termos das fungoOes

exponenciais, resultando

N
/ 4( v
-V - - « ——— -0 (2.15a)
R C i=/ C Y
N —’Ut.{(? m ))
«
S 1E%e T+ > 5 ¢ (2.15b)
(=1 #« =1 ¢ T K

Com estas equagOes obtem-se a solugao procurada, pois

da eq. (2.15a) tem-se (n+l) raizes v resultando disso que

kl

m=n + 1 (2.16)

Levando-se as (n+l) raizes v, na eq. (2.15b) obtem-se

k
um sistema de n equagoes para as (n+l) incdOgnitas Vi

As tensoes V, ficam determinadas em fungao de uma constante

k
de integraqéo, Vn+l’ determinada pelas condigaes de contorno
em cada caso.

Uma discussao qualitativa foi feita tomando-se somente

um termo na expansao da eq. (2.10) (Gross35’63'7l)

—ut
Bit)= A e (2.17)

A eqg. (2.15a) fornece, entao, duas raizes v, e v2

/ 4 Y
Y - . =0 (2.18)
RC C u-v

Assim, tem-se para o caso da tensao de descarga interna

-Vt -y, t
\//l‘) = V € + YZ 7



N

com

vV(0) = VO
donde

Vo =V " Y
Fica, utilizando-se a eq. (2.15b) com g=1

4 / ~uto Y _y, ¢
vie) =y, —2 L ot
< (Vy-v) A\ X -/

(2.19)

/ —ubo ) ¢
4+ —— - € e
(/—_/i
VZ

A eq. (2.19) mostra que as curvas de tensao de descarga inter-
na tém a forma alterada com o crescimento do intervalo de tem-
po tO (como Vo > vy, O termo e_vlt prevaleceria e, com isto, a
descarga interna se processaria mais lentamente).

Para o caso da tensao de retorno, tem-se

‘)’It —sz
VIE) = Vv, e + V, «

com

donde

Vi =V,

Fica, utilizando-se a eq. (2.15b) com g=-1

M e,

V(t) =V, / ¢ / ( ¢ | - e )

yy,
—_— /-
v,
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ou,

(¢) v, =2 5ﬂ& [ 5w{'é%t ] (2.20)
\/ - .
° C (V2-V,)

A eg. (2.20) mostra que as diversas curvas de tensao
de retorno, para os diversos intervalos de tempo de curto to'
diferem entre si pelo termo e-uto. Além disso, o instante de
tempo t em que a tensao de retorno atinge seu maximo & inde-

pendente do intervalo de tempo de curto to, pois

/ y
(- (__) [ %
v, -, v,

independente de to'

A solugao citada anteriormente sofre a fraqueza tedrica
de considerar a forma da fungao de relaxagao dielétrica como
uma soma de exponenciais decrescentes, o que nao & observado
experimentalmente.

Uma outra solugéo aproximada, mais realistica, foi ten-
tada considerando-se a forma da fungao de relaxagao dielétrica

151 (Gross35736,38,72,

$it) = 1S3 ¢ (2.21)

como a fungao de Schweidler

com B e a constantes, e
(>0, 0<a<1)

A tensao de descarga interna & calculada considerando-se dois
casos: para intervalos de tempo de carga muito longos (Gross7%
e intervalos de tempo de carga muito curtos (Gross38), ambos

considerados em um instante de tempo t pequeno.
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No primeiro caso, com intervalos de tempo de carga
muito longos, a corrente posterior que perdura no instante de

tempo t=0 & nula, de modo que a eq. (2.9) fica reduzida a
t
VIt - dvit) V(Y /3
Vel oo # d . — 4% =0 (2.22)
0

A aproximagao que se faz, neste caso, & considerar

dv@ ~ dvit)

av dt

ou seja, o termo dV(t)/dt pode ser retirado do sinal de inte-
gragao. Desde que o valor da integral na eq. (2.22) depende
da variacdo da funcdo dV(1)/dT em relacdo & funcdo B(t-1) °,
no intervalo 0<1<t esta aproximacao pode ser considerada va-
lida tomando-se o intervalo pequeno (ou seja, para peguenos
valores de t) e ter-se em conta que a tensao, depois de uma
carga completa, nao variar3i significativamente em relagao &
funcao de von Schweidler neste intervalo; ou para aZl.

Assim, a eq. (2.22) fica reduzida a uma equagao diferencial

ordinaria, na forma

v cogued AT gvw

R dt (1-) dt
ou,

Iodvlt) /

viH  dt rc [+ A ¢!

c(1-o)
introduzindo
/3 ]
7= RC |1+ ¢ (2.23)



resulta

/ dv - - dt (2.24)

ViE) 7

A eq. (2.24) tem a mesma forma que a tensao de descar-
ga interna do capacitor ideal porém, com uma "constante de
tempo" dada por T, que como mostra a eqg. (2.23) & fungao de
tempo. O conceito de capacitancia para um capacitor real deve,
pois, ser revisado, nao tendo mais o sentido de constante

38

(Gross™ 7).

No segundo caso, com intervalos de tempo de carga muito

curtos, a eq. (2.9) da

t
(¢)
R dt dv
o

A mesma aproximacao de retirar a derivada de dentro do
sinal de integral, como a realizada ap0s a eq. (2.22), & feita
e, considerando-se para a fungao de relaxacao dielétrica a fun-

cao de von Schweidler, eq. (2.21), resulta, desprezando-se V/R

¢ -
Yo-vi) A (t+6o) Jt
Vo c r+ B g
0 cl(i-o)

Fazendo-se ainda outra aproximagao, considerando-se
agora que para instantes de tempo muito curtos, e sendo 0=l,0
denominador dentro da integral varia lentamente, podendo ser

considerado constante, resulta finalmente

/-9 1~
Vo — v(t) (f*‘fo/ - %

Ve c(l1-o) . é/-"f
/3

"

(2.25)



35

As solugoOes aproximadas apresentadas anteriormente
permitem facilmente o acesso a uma expressao analitica, pos-
sibilitando uma analise qualitativa dos fenOmenos de tensao
de circuito aberto em dielétricos s6lidos reais. Por outro
lado, estas aproximagoes impossibilitam uma comparagdo preci-
sa com os dados experimentais disponiveis pois, eventuais di-
vergéncias nao poderiam ser atribuidas, rigorosamente, a
nenhum motivo em particular (erros introduzidos pelas aproxi-
magoes feitas, erros de medicdo ou mesmo erros advindos de
enganos na formulacao das hipdteses fundamentais).

Entretanto, a equagao integro-diferencial (2.9) foi
trabalhada matematicamente e possui solugao analitica rigoro-
sa, tomando-se para a funcao de relaxacao a forma proposta

151 (F.M.Oliveira Castr0124'125,127’

147,148

por von Schweidler
A.Moraes e M.Schenberg ) .

Uma primeira solugao foi feita mediante mudanca de va-
ridveis que transformaram a equacao integro-diferencial (2.9)
em uma equagao integral de Volterra de segunda espécie e,
apos isto, resolvida pelo método dos niicleos iterados, pro-

124,125)

posto pelo proprio Volterra (F.M.Oliveira Castro
Para tanto, supoe-se a fungao de relaxagao dielétrica

na forma de funcao de Schweidler

@ (¢) = ﬁf-a( (2.26)
faz-se a mudanca de variaveis
v it)

ve) = 2Y (2.27)

e adota-se as seguintes notacoes
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P - /-—q/ (2.29)
ao L (2.30)
RC
’ p-
KI[Y, t)= 2 [/+ < (E-7) ] (2.31)
0 7
FlE) = - [)V/O)f ‘ J (2.32)
c
Tem-se, entao
t_
V(t) = V(o) +/>"/“")d'”c (2.33)
0

Levando as egs. (2.26) - (2.33) na eg. (2.9), resulta

¢
t —d
{i\/{o) +/ \//n/)d'tl_L + C ‘/’I(“) +/Y’(?)ﬂ (¢-7) dr + t, (¢) =0
/z .

0
0

t

| .
Wt)+/wr) A [/+f<(f'?’} J Jr =
o

= [)v(o)-; % (¢) ]

C

ou,

t
)z/{é)v‘/y/(ﬂK/??é)dT - A1) (2.34)

0

A eqg. (2.34) estd na forma de uma equagao integral de
Volterra de segunda espécie, com o nicleo K(1,t) e a fungao
f(t) conhecidas. De modo a obté-la, supOs-se conhecida a fun-

gdo de relaxacao dielétrica (dada pela fungao de Schweidler)
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e, tambem, a corrente posterior io(t) que perdura no instan-
te t, proveniente de variagOes de tensao anteriores ao ins-
tante t=0, nos casos (a), (b) e (c) da fig. 2.2, dada pela
eq. (2.13).
A solugao da eq. (2.34) & dada por

t

¢ (¢) = F(¢) +///z')5 (%, t) 47

0

o nicleo resolvente S(1,t) & fornecido pela série

g

(h
s5(¥t) = 2 K )("f,e)
h=1

onde k (P (t,t) sao os nicleos iterados, dados por

K vt) o Zcine)
' t
th-1) (1)
K " (T, &) = K (¥, A) K (2, t) ds
v

A solugao final da eq. (2.13) sera

t t (4
VI(t) = V(o) ././/(’Z’)d”c +/d?///4) S (s,%)dA
o 0 %

ou, usando a identidade de Dirichlet
t v t ¢
av F(A) S(n.T)dN ':'/d/s /fm))’(d,’l’)d’z'
0 o o

resulta finalmente

¢
vit) = vio) + [ g (a.t)fin)dn (2.35)



onde

t

- _ 2,7 d7T
G(a.t) = /+/5’ ) (2.36)

A

A eq. (2.35) & a solugao geral da equacgao integro-

diferencial (2.9), que satisfaz a condigao

v (¢) |£=o - VI(0)

As formas explicitas para a solucao da eq. (2.9) sao

mostradas a seguir (F.M.Oliveira Castr0124'125

)

h 5 ) h-Y +VP —1
(h) h (t-7
K (1) = (-3) Z(v) ¢ )
V=0 7 (h- V+ VP)
(2.37)
© h h-Y +VP —I
h — Vo
S (vt) L S o) S (h) 7Y oe-v)
o vV 7 (h-Y +Vp)
(2.38)
h h-v +VP
(<} h ‘) Y -4
G(a.t)= 1+ 2 (2) Z() 77 (e2)
.y V=0 P(h-V +VP +1)
(2.39)
onde
0 = ﬁR 7 (p) (2.40)

h hg
(V> C !l (hev) !
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e o signo I' denota a fungao gama

P(z) = e dt (Re 2 >0)

Alguns casos particulares foram apresentados a partir
desta solugao geral. Assim, o caso quando o intervalo de tem-
po de carga e o instante de tempo considerado sao pequenos,
foi obtido considerando-se a resisténcia R tendendo a infini-
to (R»») pois, nestas condigSes, a corrente ohmica V/R & des-
prezivel em relagao & corrente posterior i (t) (F.M.Oliveira

124,125)

Castro

Neste caso, tem-se

¢
[e [-1 g
Vi) = Vo) + /€ L__ Pip) (¢-8)" | F15) da (2.41)
/ C
/
0
com )
— (A
{A) = 9
/ C
onde, Ep € a fungao de Mittag-Leffler, definida por
® )(h
g (x) = & (2.42)
P h:O ?(hp ‘f/)

Uma comparagao da solugao analitica rigorosa com as

35,36,38,71,72

solugoes aproximadas obtidas por Gross , mostrou

que estas Ultimas sao simples, Uteis e, para instantes de

121).

tempo pequenos, bastante rigorosas (F.M.Oliveira Castro

Na solugao analitica rigorosa citada anteriormente, o
trabalho maior fica para o calculo dos nicleos iterados, eq.
(2.37). O uso do calculo operacional de Heaviside permitiu
obter imediatamente a forma geral dos nucleos iterados

127

(F.M.Oliveira Castro ). Assim, a eq. (2.9) da:
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t
(k) Vit v (7) :
LA LA ;s /2 Fle-7) d¥ = -6, (t) (2.43)
R dt d?
0
Introduzindo a mudanga de variavel
)
wie). dvit (2.44)
dt
e, adotando a notagao
a- (2.45)
RC
T ()
__ | avio) + L2 } (2.46)
Flt) = L c
Y= i ni-9) (2.47)
C
onde
-d
¢ (¢) :/36 , funcao de von Schweidler
tem-se
¢ t -
J1e) + 2 /Wr) JT + ¥ (¢-7) () dT = 7 (¢)
7= o)
0
(2.48)

Utilizando-se o método operacional de Heaviside, para f(t)=1

(fungcao unitaria de Heaviside), fica

o)
2 (p) + A < (¢) + Y o (p) p

P

"
-
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ou,
/
<« (p) =
I + _ﬂ_ + )/Pd—/
P
donde,
h
K h h y A=Y /
ap =2 N 2 (y))’ 7 S
h=° y:O Ph“d)’
ou, tomando-se a transformada inversa
h-eV
@ hh oy oy h-Y ¢
o)== 02 ()"
h=0 y=0 77(/’)—0()""’/)

(2.49)

Uma comparagao com a eq. (2.39) mostra ser ela idéntica &

eq. (2.49).

Agora, para um f(t) qualquer, a solugao da eq. (2.48) pode

ser escrita na forma

¢
yit) = 9 [ g e-v) £11) 9%
dt
0
e, usando a mudanga de variaveis, eq. (2.44), resulta final-

mente

t
VIiE) = VI0) + [ Gqre-7) f17) d (2.50)

0

tal como obtido pelo método dos nicleos iterados.
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Por Gltimo, a solugao da equagao integro-diferencial

(2.9) foi obtida com o uso da transformada de Laplace

148

(A.Moraes e M.Schenberg )

Para tanto, considera-se a eq. (2.9)
t'.

Vit 4+ C dvit) n dv(tl G (t-7) dY = - (£)
R dt de
0

Integrando esta equagao de 0 a x, obtem-se a equagao integral

de Volterra de segunda espécie, na forma

. X
Vix) = F(x) +/;< (x-L)v (t)dt (2.51)
0
onde
/ / _¢) |
K(x-¢t) = "'C—{,—{“ + FUx )J (2.52)
X x
. _ / .
F(x) = VI0) + Ci vw)/¢(f)d6 C—/tc/de (2.53)
0

o

Tomando-se a transformada de Laplace em ambos os membros da
eq. (2.51), vem, lembrando que a transformada de uma integral
de convolugdo & o produto da transformada das funcdes,

w(?) = F(2) + % (2) u (2)

ou,

u (&) _ S1¢€)
/- K (2)

(2.54)

A fungao V(t) &, entidao, obtida tomando-se a transformada in-

versa de Laplace da eqg. (2.54), ou seja:
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a+fw

t2
/ / ¢ f(z)

A /- < ()
a-(o

VI(t) =

(2.55)

As formas explicitas para os termos envolvidos na eq.
(2.55) sao mostradas abaixo, onde considera-se para a fungao
de relaxagao dielétrica a forma de von Schweidler, eq. (2.26),

e para a corrente posterior io(tL a expressao dada na eq.

(2.13).
Tem-se
/ o=
,K(;)z___‘e’ _f__ - a) e (2.56)
RC C
[~
_/(Z-) = V(O) + ELV.& v to ._/ +
C { — Z
+ﬁ 7 (1-o) VIo) 2 o
C
to®  g-2 (2.57
- EVvel pu-a) e 2 *+ !
C
v+2 -
ter 2 Y
V (4 -
T SN M.

A solugao pode ser consideravelmente simplificada com

147).

o uso das fungoes de Green (M.Schenberg

A solugao da eq. (2.9) & dada por
¢

VIt) = /6 (¢-7) F (T) dT (2.58)

0
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onde G(t-1) & a funcao de Green, no caso, dada por

q+®

/ [6-7)e
/ [4

GrE-T) - , deé (2.59)
I /= #&1(2)

ag-¢o0
O caso particular em que (1/R)=0 & estudado simplificando-se

a eq. (2.56) para (A.Moraes e M.Schenberg148)

o =1
%12) = =L Ppli-a)2
C
ou,
-1
#x(t) = -4 2 (2.60)
onde

4 = L =)
C

Neste caso, tem-se

o . (=49
C—) {l“’b) = —_— E/-a{ [‘4 ( 2")

] + 4(E-7)
Jd

(2.61)
onde E;_ € a fungao de Mittag-Leffler de ordem (1l-a) e & &
a funcao delta de Dirac.

E, finalmente

-
vV(t) = Vio) - ——/—-/c' [—4 (¢-7) ] ( (¥)dT
c /-o

(2.62)
da mesma forma que a eq. (2.41), solugao obtida para o mesmo

caso, com o método dos nucleos iterados.
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Além disso, o mesmo tipo de solugac com a redugao a
uma equacgao integral de Volterra e o uso das transformadas de

Laplace para resolvé-la, foi utilizada para uma equagao mais

geral que a eq. (2.9), da forma (A.Moraes e M.Schenbergl48)
¢
C v) 17)
(
S 4, V) 4+ goe-v) 2%, 1u)- o0
V=0 d?
0
(2.63)

onde

10)

v (t) = V/*)

(V)

Yvit
vy o ATVt

dt”

Os estudos das solugoes das equagoes integrais de
Volterra, intimamente relacionadas com a dispersao temporal,
continuam a ser desenvolvidos e muitas técnicas tém sido usa-
das com a finalidade de se obter solugoes analiticas rigoro-
sas, utilizando-se ferramentas matematicas as mais diversas

41’51, Byron e Fuller14, TricomilGl, Krasnov et.al.92,

Petrovskil36, Mikhlinlll, Rabotnovl37, Mathews e Walkerloe,

(Gross

7
J.G.Blom e H.Brunner ).
Obtidas as solugoOes analiticas rigorosas que permitiram
uma comparagao precisa com os dados experimentais, foram,

ainda, estabelecidas relagoes simples entre as curvas de ten-

sao de descarga interna e tensao de retorno (Gross39'40

)

determinadas as curvas limites para estas tensoes (Gross4l’47

)y

independentemente da forma particular da fungao de relaxagao

dielétrica.
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De modo a estabelecer relacoes entre as curvas de ten-
sao, considera-se os trés casos mostrados na fig.2.2, sendo
valida a eq. (2.9). Nestes casos, as correntes posteriores
provenientes de variagOes da tensao ocorridas antes do ins-
tante t=0, estdo indicadas na eqg. (2.13) |para o caso (a)
esta corrente & nula e para os casos (b) e (c) tem a mesma
forma com sinais trocados|. O estabelecimento de relagoes
entre as tensoes Vl(t), V2(t) e V3(t) permite, a partir do
conhecimento de uma delas, o calculo das outras duas e, ainda,
como admite-se valido o principio de superposigao, o calculo
de situagOes mais complexas como uma combinacao linear dos
trés casos simples mostrados na fig.2.2. Tem-se, entao:

a eq. (2.9) pode ser escrita na forma

t
Vit dvit) .
viel o vt | L) dY = —([¢)
R dt dt
g
(2.64)
onde
0 , para o caso (a)
i(t) = A4 i (t) , para o caso (b) (2.65)
—io(t) , para o caso (c)
com )

L) = Vo $lttto)
A eq. (2.64) pode ser escrita, com a utilizacao do operador

~
linear F, na forma

t

/
L+ 4 Jardur) L [v(é):[ Y
R dt JdT
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Flvi)] = -c(¢) (2.66)
A linearidade do operador ; €& mostrada pela relagao
A n A
FLViE)] + F V(4] = FLvlt)+V0t) ] (2.67)

Valem entao, as relagoes

Flvie) ] =0 , com Vv, (0) =V (2.68)
£ ivete) J=-06 () , com V, (0) = V (2.69)
Frvsie)] =G (t) , com V4(0) = 0 (2.70)
Somando, membro a membro, as egs. (2.69) e (2.70), vem
FA[_’Ve (¢) -f-\/_?{é)] =0 » com V, (0) + V5(0) =0 (2.71)
Comparando as eqgs. (2.69) e (2.71), resulta
v, (£) = Vo (€) + V5 0t) (2.72)

A eg. (2.72) & a primeira relagao desejada e mostra
gue conhecidos dois casos, O terceiro € obtido diretamente.

Outra relagao pode ser obtida, utilizando-se a solu-

cao da eq. (2.9) realizada por F.M.Oliveira Castr0124'125.

A eq. (2.9) pode ser transformada em uma equagao integral de

Volterra de segunda espécie, na forma da eq. (2.34)

¢
Y it) + /%(1’) K (E-7) dY = F(¢) (2.73)

0

onde, das egs. (2.26) - (2.32), tem-se
dVv(e)
dat

¥ (¢
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, -
K (E-7) = [/.f/g,q(t-?) T

f(t) = - [WO) , C(E) ]

RC C
com, N
die) = pe

Para os trés casos considerados, tem-se
{

-Zg_ , para o caso (a)
RC
£(t) = ¢ Vo ~ Eglff , para o caso (b) (2.74)
RC C
i (%) , para o caso (c)
C
\

As equagoOes para os trés casos ficam, explicitamente

¢
¥ (¢) +/>”, (¥) 1 (¢-7) g = % (2.75)
g RC
¢ " 18
4;(é)+/%(r)k(e—?)d?=-[—v"— + e ]
RC C
0
(2.76)
t
¥, (¢) + /V;/?) K(E-2)dr = -t (¢ (2.77)
C

0

Agora, a partir da eq. (2.73), pode-se mostrar que sen-
do f(t) constante e igual a A e a solugao correspondente
wA(t), uma outra solugao qualquer pode ser obtida pela relagdo

(Gross39)
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(.

yie) = < L FU-7) ¥ (%) d¥ (2.78)
dt 4
0
Note-se que o caso (a) possui f(t) constante, igual a
( -VO/RC ), com a solugao correspondente wl(t). Deste modo,

toma-se o caso (a) como referéncia e aplica-se a eqg. (2.78)

para os casos (b) e (c), obtendo-se

t
o8 = L 9 Yoo, 00t | ¢ (v dr
y, dé R /
t
o (L) = -k 4 ; - >
5 (¢) . (o (E-%) ¥ 1Y) d?

cuja integragao fornece, finalmente

t
Vo) = v i)+ X dy 1) ([, (6-7) dT
¢ Y d
(4]
(2.79)
t
5 (8 - v dr o (67) o (2.80)

[
o0

Assim, com as egs. (2.72), (2.79) e (2.80) obtem-se as
relagoes simples entre as curvas de tensdao de descarga inter-
na e tensao de retorno. Elas mostram que o conhecimento da
curva de tensao de descarga interna apds uma carga completa

e da expressao para a corrente posterior, permite o calculo

das curvas de tensao de descarga interna e tensao de retorno
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para quaisquer intervalos de tempo to de carga ou curto,
respectivamente. Note-se que estas relagOes sao validas in-
dependentemente da forma particular da fungao de relaxagao
dielétrica (Gross6l).

Finalmente, ainda com o uso da equagao integro-dife-
rencial (2.9) foi mostrada a absorgao dielétrica (Gross47),
determinada a inclinagao inicial das curvas de tensOes de
circuito aberto (Gross47) e estabelecidas relagoes entre as

41,47)

curvas limites destas tensoes (Gross
Assim, a equagao do capacitor absortivo (2.9) pode
ser colocada na forma da equagao de um capacitor nao-absor-

tivo, ideal:

da eqg. (2.9), vem

¢
' )
¢ dve 4 / dvit) g ie-%) d¥ 4+ vieh
dt / dT &
-0
t ¢ _
_d_ ljcv(&)J- //M /,//@/(é_*g)déd't'J“* -\-/{—H =0
dt T/ R
/ J
24
¢ it 4
A [c v(it) +/-dw°}/p’(o') do d7? :14 vIit) _ o
dt dar -
® e
- 0
ou,
d Qlt) v (¢)
— 4 =0 (2.81)

dt R
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com

t t-"
dvi(t) rdnr
QIt)= ¢ V(L) + a gi(c) d (2.82)
a?
— 0

onde Q(t) & a carga armazenada, no instante t, pelo capacitor;

CV & a carga armazenada pela capacitadncia geométrica e o Gl-

timo termo no lado direito representa a absorcao dielétrica.
Com a eq. (2.9) pode-se, ainda, calcular a inclinagao

inicial das curvas de tensces de circuito aberto mostradas

na fig. 2.2. Assim, considerando-se o instante t=0 em que o

circuito & subitamente aberto, a integral na eg. (2.9) se

anula e resta

(dwé)) —vio) [, 10)

= — (2.83)
o t 0 R C C

para o caso (b), tensao de descarga interna apds um interva-

lo de tempo de carga to’ com a tensao aplicada Vo’ tem-se

NV, (o) =V

Gt = Vo gittts)

(o (0) = Vo £ (to)

donde,

—= ] = — - = gib) (2.84)
dt RC c

0
para o caso (a), tensao de descarga interna apds uma carga
por um intervalo de tempo infinitamente grande, tem-se

t(,— ©

FBlt,) =0
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( dv[ —VO
- (2.85)
dt A R C

e, para o caso (c), tensao de retorno, tem-se

V;10)
io ()

i, (0)

donde,

0

—v, gl +to)

i

= -% ¢/é")

c)V_g V,
= 2 ¢ (¢
( i )l o) (2.86)

C

Por Gltimo, os fenOmenos de tensoes de circuito aber-

to em capacitores absortivos foram mostrados possuirem cur-

vas limites (Gross

41’47). As curvas mostradas na fig. 2.3

representam estas curvas limites, onde:

v, (t)

vb(t)

Vc(t)

€ a mais lenta de todas as curvas de tensao de
descarga interna, obtida apds uma carga com
tensao continua Voo durante um intervalo de
tempo infinitamente longo;

@& a mais rapida de todas as curvas de tensao de
descarga interna, obtida quando a tensao de
carga Vo € aplicada por um intervalo de tempo
extremamente curto de modo que nao existe absor-
¢ao pelo capacitor;

& a mais rapida de todas as curvas de tensao de
retorno, obtida quando apds uma carga com a ten-

sao V, por um intervalo de tempo infinitamente
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FIGURA 2.3
CURVAS LIMITES DAS TENSOES DE CIRCUITO ABERTO

(Gross47)

(Va) a mais lenta das curvas de tensao de descarga interna
(Vb) a mais rapida das curvas de tensao de descarga interna

(VC) a mais rapida das curvas de tensao de retorno



longo, o capacitor & curto-circuitado por um
intervalo de tempo to extremamente pequeno, de
modo gue O capacitor sO perdeu a carga armaze-
nada na capacitancia geométrica.

A partir da eq. (2.9), foram obtidas as seguintes re-

lagoes entre estas curvas limites (Gross?tr47

)

= L (2.87)
dt
: : 2.88
Ve = Vo - Y ( )
Vv, = Va + rc dYa (2.89)
dt
As egs. (2.87) - (2.89) mostram que as curvas de tensao de

descarga interna sao limitadas por duas curvas limites, a
mais rapida proporcional & declividade da mais lenta e que
a diferenga das duas da a curva limite para a tensado de re-

torno, independentemente da forma particular da fungao de

relaxagao dielétrica.
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2.2 ABORDAGEM PELA TEORIA DE CAMPO

Uma tentativa de abordagem pela teoria de campo, dos
fendmenos eletromagnéticos considerando-se os aspectos de dis-
persao temporal, foi feita ainda por Volterra (p.l94-195)l65.
Este autor usou a teoria dos funcionais e chegou a seguinte
equagao integral, considerando o efeito hereditario numa apro-
ximagao linear, em um meio homogéneo e isotrdpico

7c
PIt) = ECtt) 4 Yr)c (¢-7) dX (2.90)
o
onde B & a polarizagao, E o campo elétrico e y a fungao here-
ditaria positiva, decrescente e nula para t=To (duracgao de
hereditariedade).

165

Volterra observa ainda, de passagem, que a aproxima-

g¢ao linear & insuficiente para explicar alguns fendmenos de

eletrodinamica.
A teoria desenvolvida por von Schweidlerlsl, Tank156
e Gross4o’47 foi feita através de uma abordagem destes fenOme-

nos pela teoria de circuito, conforme citado no item anterior.
Entretanto, o proprio Gross72 observa a necessidade de se uti-
lizar a teoria de campo no estudo dos dielétricos absortivos,
como forma de torna-lo geral e rigoroso.

Alguns aspectos da teoria fenomenoldgica do comporta-
mento dielétrico foram estudados, utilizando-se elementos da

. C e s . 172
teoria de campo, inicialmente por Wiseman e Feaster e, em

seguida, por Perlman e Meunierl32.
Wiseman e Feasterl’? utilizaram uma funcao de relaxacao

dielétrica, por eles denominada de funcgao de polarizagao
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empirica, m(t), e consideraram que a polarizagao P(t) em um
dielétrico absortivo, submetido a um campo elétrico em forma

de fungao degrau, £(0), & dada por
P (t) = €(0)TI(¢t) (2.91)

Utilizando o principio de superposigao, estes autores
determinaram que a polarizagao, apds a aplicagao de um campo
elétrico em forma de pulso, ﬁ(O), durante um intervalo de tem-

po 1, & dada por
plrt)= €(0) [ TW) - T (6-?’)] (2.92)

. 132 . ~ .
Perlman e Meunier estenderam a aplicagao do princi-
pio de superposicao para o caso do campo elétrico variando

R . ~ >
continuamente e propuseram a polarizagao P(t) na forma

¢

/ -t
dE(T)

Pit) = E(0)T(Et) +

o

T(E-T) dT (2.93)

Nos dois trabalhos, a confirmagao experimental foi fei-
ta com o uso de cera de carnauba.

Uma tentativa de formulagao geral, usando a analise da
fungao resposta linear foi feita por Garcia—Moliner33 em cone-
xao com os fendmenos de relaxagao e ressonancia viscoeléastica.

O tratamento unificado, com a utilizagao da teoria de
campo, dos fendOmenos de polarizagao considerando-se a disper-

159,160

sao temporal, foi feito por Tilley para os fendomenos

130,131

isotérmicos e por Perlman para os fenOmenos nao-isotér-

micos.
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Limitando-se aos fenOmenos eletromagnéticos na condi-

¢ao isotérmica, Tilleylsg'160

féz a hipotese fundamental de
que a polarizagao do material dielétrico absortivo pode ser
dividida em duas componentes: uma resposta rapida e, outra, a
resposta lenta que seria a superposigao de todos os campos

elétricos aplicados préviamente.

Assim, tem-se

;",“ = P (t) + B (E) (2.94)
onde, a resposta rapida, ﬁi(t), é dada por
Pit) = Xy E1E) (2.95)
e a resposta lenta, gs(t), por
- t
Py lt) = /%,, (¢-%) ¢ (7) dY (2.96)
- 00

A funcgao resposta Xg (t) deve obedecer as condigles,

a) xg(t) =0 ,parat <0 (2.97)

b) xs(t) + 0 , quando t + «

Levando as egs. (2.95) e (2.96) na eq. (2.94), obtem-se para

a polarizagao total

t
Flt) = X, €(¢) + [%, (¢-2) ¢(T) d2
)
f+ /é+
P It) = /k‘,- EIT) S %) gT + [k, (¢-2) E1r)dt
-0 /
- 00
t+
pit) = X (¢-%) €(Y) dT (2.98)
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onde
€ a fungao resposta, relacionada com a funcao m(t) das egs.

(2.91) - (2.93), por

X () = A7 E) (2.100)
dt

Além disso, a fungao de relaxagdao dielétrica ¢ (t) usa-
da por Gross e citada no item anterior, & proporcional & fun-
¢ao resposta x(t).

A eq. (2.98), integral de convolugao expressando a va-
lidade dos principios de superposigao e de causalidade no ca-
so de aplicagao de um campo elétrico continuamente variavel a
um material dielétrico, pode ser colocada em diversas formas

equivalentes (Ross Macdonaldt42/143

).

A fungao x(t) & a resposta do material dielétrico a um
campo elétrico em forma de pulso unitdrio. Assim, seja um cam-
po elétrico em forma de pulso unitario, Eg(t)r aplicado a um
material dielétrico

- A -
E (t) = n €, JIt)
Jd
onde n & o vetor unitdrio da diregdo do campo elétrico.

A resposta em polarizagao, ﬁé(t), é da eqg. (2.98)

a
;j;(e) - A S x(v)d({-T)d?

ou,

> - A6, k[
re (¢) = o ) (2.101)
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A eqg. (2.101) mostra justamente que a fungao x(t) & a
resposta do material dielétrico a um campo elétrico em forma
de pulso unitario.

Agora, o deslocamento elétrico & dado por

D) = €, (L) 4 Pit) (2.102)
Levando a eq. (2.98) na eq. (2.102), vem
£+

5 ) = [ Kki-) Erz) d% (2.103)
-
onde
K (4) = & TIE) + % (¢t) (2.104)

A eq. (2.103) mostra que o deslocamento elétrico €& a
superposigcao das contribuicOes de todos os campos elétricos
aplicados préviamente.

As fungoes x(t)/eo e K(t)/eo, definidas nas eqgs.

(2.99) e (2.104) sao, respectivamente, a suscetibilidade elé-
trica generalizada e a constante dielétrica generalizada, como
denominadas por Tilleyleo.

Algumas observagoes devem ser feitas sobre as egs.
(2.98) e (2.103) que expressam a hipotese da validade dos
principios de superposigao e de causalidade, determinando a
dispersao temporal nas relagOes entre a polarizagao e o deslo-
camento elétrico com o campo elétrico.

Os vetores campo elétrico E e deslocamento elétrico )
diferem dentro de um meio material dielétrico, onde existe o
campo adicional B, a polarizagao elétrica. Dependendo do pe-
riodo do campo elétrico aplicado, um ou mais tipos de cargas

podem contribuir para a polarizacdao do material. A polarizagao



pode ser considerada, entao, ter duas componentes, uma atual
que acompanha a variagéo do campo simultaneamente e, outra,
lenta que responde com um retardo em relagao a variagao do
campo. A polarizagao rapida é originada pela contribuigdo dos
elétrons internos; a polarizagado lenta & originada pela con-
tribuicao dos Ions ligados e pelos multipolos.

Assim, quando o periodo do campo aplicado & pequeno em
relagao ao tempo de relaxagdao do material, somente a polari-
zagado eletrdnica & envolvida. Neste caso, a polarizacdo P em
um determinado instante de tempo t &€ determinada pelo campo
elédtrico E neste mesmo instante de tempo.

O tempo de relaxagao define a forma de resposta do ma-
terial dielétrico a um estimulo como nao-instantanea, ou seja,
se o estimulo & subitamente retirado, as cargas envolvidas na
polarizagao nao voltam instantaneamente &s suas posicles de
equilibrio mas sim, apds o tempo de relaxagao T. Tal comporta-
mento da origem aos fenOmenos de relaxagao, caracterizados por
interagoes entre as particulas carregadas. A polarizagao €,
neste caso, originada por ions ligados e por campos de multi-
polo, sendo que os fendmenos de relaxagao envolvem os dipolos.

Estes fenOmenos ocorrem quando o campo elétrico aplica-
do & lentamente variavel, ou seja, quando o seu periodo &
maior que o tempo de relaxagao do material. Neste caso, a re-
lagao entre a polarizagao Beo campo elétrico E exibe uma
dispersao temporal. Agora, a polarizacao P(t), num determinado
instante de tempo t, dependerad dos campos elétricos E(t-1)
aplicados em instantes de tempo anteriores, ou seja, da histo-

ria do material dielétrico.



61

Além disso, no intervalo de frequéncias proximas das
frequéncias atdmicas, a permissividade elétrica torna-se de-
pendente da frequéncia, dai a denominagao dispersao temporal.

Estes aspectos do comportamento dielétrico, considera-
dos em uma aproximagao linear, sao tratados por diversos auto-

res, por exemplo: Landau (p.295—298)97, Levich (p.416-419 e

p.540-549) 101 Kkompaneyets (p.376-385)°1, M.Brédov et.al.
(p.245-264)11, E.purand (p.155-158)27, Frolich (p.4-9)32,
von Hippel (p.18-40)80, F.Brown (p.119-133)12, Bottcher e

10 154

Bordewijk (p.5-44)'°, v.paniel (p.66-77)23, smyth (p.51-63)1°%

17, Jonscher (p.36—42)86, Jackson (p.236-

241)%3, Bagguley (p.22-31)>, J.Rossel (p.244-247) 144,

133,134,135

R.Coelho (p.62-69)
. 28

J.Perret e C.Eringen™ .

No item anterior citamos o estudo do efeito posterior

em dielétricos soOlidos reais realizados por Gross e outros,

através de uma abordagem pela teoria de circuito |eg. (2.8)

Este efeito foi também estudado por Tilley e outros, usando

uma abordagem pela teoria de campo |eg. (2.98)|. Espera-se que
as duas abordagens sejam equivalentes e produzam Os mesmos re-
sultados. No Apéndice A & mostrada a equivaléncia entre as
duas abordagens.

Além disso, a eg. (2.98) representa a resposta dielé-
trica no dominio do tempo. Uma abordagem alternativa, bastante
poderosa, €& considerar-se a resposta dielétrica no dominio da
frequéncia, isto &, a resposta a excitag¢Oes harmdonicas. No
Apéndice B & mostrada a relagao entre as respostas dielétricas
no dominio do tempo e no dominio da fregueéncia.

Como citamos, as abordagens pelas teorias de circuito

e campo, mostradas serem equivalentes no Apéndice A, devem
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produzir os mesmos resultados. Nesta conexao Tilleylsg'160

obteve as relagoes de Gross para os fendmenos de tensdes de
circuito aberto |egs. (2.72), (2.79) e (2.80)|, usando, agora,
como hipdtese basica a eq. (2.98). O autor trabalhou matema-
ticamente as egs. (2.94) - (2.103) com o uso de calculo ope-

. o - . . . 112
racional, inicialmente, o calculo operacional de Mikusinski

e, posteriormente, a transformada de LaplacelG’94

. A principal
diferenca entre a transformada de Laplace e o calculo opera-
cional de Mikusinski & que o simbolo s na primeira & uma va-
riavel complexa e, no segundo, um operador diferencial. Em
calculos formais eles sao tratados da mesma maneira em ambos

os casos, nao importando se ele denota uma fungao analitica

ou um operador, embora os dois calculos nao sejam equivalen-

tes, matematicamente |Mikusinski (p.339)112 .

Assim, Tilley160 trabalha com a transformada de Laplace
estendida para um lado, com limite interior 0 |Kuo (p.l2l)94 .
Para o campo eléetrico, tem-se

b
- - st
£ (4) = cl¢) e dt (2.105a)
/V -
0
Para a polarizagao lenta, tem-se
da eq. (2.96), vem
o~ t+
I’ = X, (£-T) € [T) dT + ,/ -v) €1(T) AT
po(E) » a1 )
- /0'_
(2.105Db)

A primeira integral no segundo membro da eq. (2.105b)

representa a contribuicao devida a campos elétricos existentes
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antes do instante t=0, para a componente lenta da polarizagao.

Denotando esta contribuigao por ﬁb(t), tem-se

0
p1¢) = Xy (¢-7) & (1) d¥ (2.106)
-

Para a polarizagao total, tem-se das egs. (2.98) e (2.99)

-

0 o-
;(f) = /755 ;/7') J(E-7) dT + X, (¢-7) crr) dt
- Lo
¢t
+ x (£-7) €(%)dT (2.107)
-

No segundo membro da eq. (2.107) a primeira integral &
nula pois o instante de tempo t esta fora do intervalo de in-

tegragao e a segunda integral & a contribuigao 3b(t), da

eq. (2.106).
Entao, resulta
¢t
e cv) 47
pit) = h(t) + X (t-7) ¢ (2.108)

Tomando a transformada de Laplace e lembrando que a
transformada da integral de convolugao & o produto das trans-

formadas das fungoes isoladas, tem-se

PiA) - P os) 4+ K (a) € (A) (2.109)
~ ~ s /s

Para o deslocamento elétrico, tem-se

da eq. (2.103), vem

0~ e?
/

3/f)://</t~“r) EIr)de +/ K i(t-2) ¢ lr) d (2.110)

- 0-
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Levando as expressOes para a constante dielétrica e a susce-
tibilidade elétrica generalizadas, eqgs. (2.104) e (2.99) na

eq. (2.110), resulta

0 o-
2 (t) = /ao €17) o (£-7) d7 +/x‘.?(?)d({—?)d?+
b A
o i+ (2.111)
+/7{A (t-7) € (%) d +/ K (+-7) €/%) dT
-@ D

As duas primeiras integrais no segundo membro da eq.
(2.11) se anulam, pois o instante de tempo t esta fora do in-
tervalo de integragao, a terceira integral & a contribuigao
(
fb(t), da eq. (2.106), de modo que
Lt
—- / -
> (t) = PA () + /K (¢-7) € (T) dT (2.112)

/.

Tomando a transformada de Laplace, resulta

— -
DiA) = Fua) 4 K(a) € 1(A) (2.113)
~ ~ i i d

As egs. (2.109) e (2.113) representam, no dominio da
frequéncia complexa, as relagoes entre os campos e a susceti-
bilidade e a constante dielétrica generalizadas. O termo
ﬁb(s) difere estas equagoes daquelas que seriam obtidas con-
gzaerando-se a polarizacao total somente com a componente
atual.

As egs. (2.109) e (2.113) podem, ainda, serem apresen-
tadas na forma de analise de circuito. Para tanto, seja um

dielétrico absortivo ao qual estao conectados eletrodos. A

equacao da continuidade na interface eletrodo-dielétrico da:



65

Ad")(é) : ?/t) _ f?/i’)

(2.114)
dt

onde J(t) & a densidade de corrente de condugao e cE(t) & a
corrente ohmica no dielétrico.
Tomando-se a transformada de Laplace, tem-se
s D(A) - Do) = JA) - 0ENX (2.115)
"y ~s ~

Levando a eq. (2.113) na eq. (2.115), resulta

s BUA) 4 4 K(A) G(a) = D(07) = T IA) - O €(4)
AL Va4 s NS i
c(A]l = f/m) l: JI(A) — Jb(/_\):, (2.116)
[aVe N S
onde
/
g(s) = (2.117)
~ 0+, Ki(a)
A/
- - - _
g, 14) = A Fyra) — D 107) (2.118)
A/ ~S

Nestas equacgoes fﬁs) pode ser interpretada como a im-
pedancia no dominio da frequéncia complexa e 3b(s) como a
densidade de corrente de curto-circuito |valo;vée’§}s) quando
ﬁ(s)=0|. E justamente o termo 3b(s) que inclui os efeitos dos
E;mpos que existiam antes do i;;tante t=0.

Utilizando-se as egs. (2.94), (2.96), (2.101) e (2.106),

pode-se calcular a seguinte expressao para a densidade de

corrente de curto-circuito

Ta) = p IA) = B(0T) (& +X) <, (2.119)
~ S

ou,
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;/0) pr((’) (E ¥ ) -

b = — p— ““ * Co

i Jt ° ¢ (2.120)
VP

As egs. (2.116) - (2.118) podem ser utilizadas para
calcular-se as relagdOes entre as tensoes de circuito aberto
em dielétricos absortivos, representadas na fig.2.2 e calcu-
ladas por Gross, a partir da teoria de circuito, tal como ci-
tado no item anterior |egs. (2.72), (2.79) e (2.80)].

159 ja as havia obtido utilizando o calculo operacional

Tilley
de Mikusinski. Mostraremos a seguir que o mesmo resultado pode
ser obtido utilizando-se a transformada de Laplace, conforme

sugeriu o proprio TilleylGo.

As relacgOes de Gross tém a forma

£ (t) = €, [t) + € (t) (2.121)
e,
R - } dE,(7)
E‘é {é) } 6/ {é} + 0. / — z{é'}to'?) at

dT

(2.122)
Assim, usando-se as egs. (2.106) e (2.119), para os trés casos

considerados, tem-se

Jy o= =%y o~ (& +%c)E (2.123)
/ L a4

~v

}; s [k (kb ) [ So = Ey G = (& #%)6, (2.124)

A TN ~

— - —

T, = - [ x (uto)] €, (2.125)

A —



67

Somando-se, membro a membro, as egs. (2.124) e (2.125) e

comparando com a eqg. (2.123), resulta

~a -—_l_> —a
Ty = Vb ot b (2.126)
~ I s

usando, entao, a eq. (2.116), com 3=0, vem, depois de tomar-

Fa %
mos a transformada inversa
- —tn ":*
€, (t) = €, (t) + €5 (t) (2.127)

que € a primeira relagdo de Gross |eq. (2.72)]|, obtida ante-
riormente, na abordagem pela teoria de circuito.

Agora, tomando novamente a eq. (2.116) com 3=0, para os treés

~
casos considerados, tem-se
£, = K €, ¢ (2.128)
~A i ~
cje = Kk € 2 _- Ep 2 [ X (t+ to ) j (2.129)
—~ ~ -~ ~ -
~ v VS
As egs. (2.117) e (2.128) dao
A € - € = - 06 ¢ (2.131)
~ S
A eq. (2.129) fica
? -k ;’: 2 - c e [ % (t+to) ]
2 - [
~ ~ " N
[
— e S -/ —_b - -
C} = cy + 2 (A 6-l - €0 ) L x {t+60) .]
laYd
Y ~~ N
— N -/ C—,
e, = & + D d [’k {L"‘éo):]
J (2.132)
~ ~ t
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Tomando a transformada inversa de Laplace da eq. (2.132),

resulta finalmente .
c ()
e it) - e tt) o g7 )L ket o) T
az

(2.133)
A eq. (2.133) & exatamente a outra relacao de Gross |egs.
(2.79) e (2.80)|, obtida no item anterior, na abordagem pela

teoria de circuito.

2.3 MODELOS DE PLANO DE CAMPO - ZERO

Uma tentativa de explicagao da formagao da tensao de
retorno foi feita por pesquisadores japoneses ( Yoshino

et.al.l75, Yamanaka et.al.l74, e Kyokane et.al.96

). Estes
autores realizaram experimentos com amostras de filmes finos
dielétricos (tais como de polietileno) e, confirmaram varios
fenOmenos ja previstos na teoria tais como: a tensao de retor-
no aumenta com a tensao aplicada e com o intervalo de tempo de
aplicacao desta, tendendo & saturacao com cerca de uma hora;

a tensao de retorno decai com o aumento do intervalo de tempo

175)'

de curto-circuito (Yoshino et.al.
A explicacgao qualitativa foi feita considerando-se que

quando da aplicagao da tensao estabelece-se no material die-

létrico uma distribuigao de carga espacial, formada com porta-

dores do proprio dielétrico e outras, injetadas dos eletrodos.

Durante o curto-circuito hd uma redistribuicao de carga e apds
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isto, com o circuito aberto ocorre um rearranjamento da dis-
tribuigao de carga com migracao dos portadores, resultante de
um desequilibrio de carga no eletrodo e na amostra originando
um campo de carga espacial. Este rearranjamento da origem a
formagao de tensao de retorno. A saturagdao da tensdo de retor-
no com o intervalo de tempo de aplicagao de tensao em cerca de
uma hora & explicada pela formagao de uma distribuicao de car-
ga quasi-estatica neste intervalo de tempo. Um modelo simples
foi construido, considerando-se que somente elétrons sao inje-
tados dos eletrodos e nao levando-se em consideragao a geragao
e recombinagao de portadores do material dielétrico (Yoshino
et.a1.17?),

Neste caso, o numero de particulas que atravessa uma
unidade de area do plano x, no instante de tempo t, € a soma

da corrente de condugdao e a corrente de difusao |R.Coelho

(p.99) 7.

mnlxl(’/

e nixtiuclxt)— eD Y (2.134)

J =

onde J &€ a densidade de corrente, e & a carga do elétron,

U a mobilidade, D a constante de difusao, € a constante dielé-
trica, n(x,t) a densidade de carga na posigao X e instante de
tempo t e E(x,t) o campo elétrico na mesma posigao e instante
de tempo.

A conservagao da carga, da

7 Dnixit)
e ¢ T 7° (2.135)

e, ainda, tem-se

/ac- (Xle)
_— ¢ nixit) (2.136)

X
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As egs. (2.134) - (2.136), fornecem
t+4t

no(x trdt) = nlxt) 4 [_/u ikt )E (xt)

4 0 x

_f,

/92/7 ('\’/f)
+ D Jdé (2.137)

nx

X+ 40X

€ (x+4x ,t) = cixit) + 6£ nix, t) dx

X

(2.138)

d

VIt) =/c‘1x. t)dx (2.139)

0
Com as hipoteses adotadas na obtencao das egs. (2.134)-
(2.136), existe uma razoavel concordancia com os resultados

experimentais (Yoshino et.al.175

).

Além disso, considerando-se gue no instante do curto-
circuito, o campo elétrico no interior do material dielétrico
deve ser nulo em um determinado plano X denominado plano de
campo-zero, tem-se, desprezando a componente de difusao

(Lindmayer103, Gross e Perlman68)

X,
70¢) = - a U (% t) 9% (2.140)
dt
e, a tensao de retorno & dada por (Yamanaka et.al.l74)
Ky (E)
-a
vit) = — /G(Xo,t) d ¥ (2.141)
C
ko (0)

onde c(xo,t) € a densidade de carga no plano de campo-zero, e

a & a area do eletrodo.



Estes estudos de pesquisadores japoneses visavam a con-
firmagao da possibilidade de utilizar-se medidas de tensdo de
retorno para determinar-se o estado de degradagao do isolamen-
to de cabos utilizados em redes de distribuigao de energia

95 121 122,123

elétrica (kuwabara et.al.””, Ohi et.al.

e Okamoto ).

Uma teoria recente da formagao da tensao de retorno em
materiais dielétricos foi elaborada por R.Coelho et.al.t?.
Esse autor alertou para o fato de que os estudos baseados na
fungao de memdria ou fungao de relaxagao dielétrica, realiza-
dos pelo grupo de Gross, apesar de produzirem bons resultados,
compativeis com os dados experimentais disponiveis, pouco con-
tribuiram para o entendimento fisico do processo real de for-

19).

macao da tensao de retorno (R.Coelho et.al.

A observagao da similaridade na formagao da tensao de
retorno em laminas de varios tipos de materiais dielétricos
(poli-imida KAPTON, polietileno ou poliester), carregadas de
muitas maneiras diferentes (eletrodo, feixe de elétrons ou
corona) e curto-circuitadas durante um intervalo de tempo fi-
nito, também com técnicas diferentes (vacuo, aterramento),
levou-o & formulagdo de modelos que dessem uma interpretagao
comum deste fendOmeno. Em todos os experimentos realizados, a
lamina & carregada e, entao, deixada livre por um intervalo
de tempo no qual o potencial de superficie decai (Batra

et.al.s, Chudleighls, Mizutani et.al.ll4, R.Coelho et.al.18 e

. 102 P a - .
T.Lewis ). ApOs isto, a lamina & neutralizada (ou por ater-
ramento ou por técnicas de vacuo) e observa-se entao, a for-

magdo da tensdo de retorno, de forma independente da técnica

experimental utilizada.



Dois modelos foram elaborados: o modelo do plano de
carga e o modelo de carga distribuida. Em ambos, considerou-
se que as cargas superficiais, formadas apds o curto, rever-
tem a diregao da forga eletrostatica atuando nas cargas inte-
riores, originando desta forma um movimento de arraste respon-
savel pela formagao de tensao de retorno (R.Coelho et.al.l?).

O modelo do plano de carga foi elaborado, tomando-se
uma amostra de espessura &, a qual foi aplicada a tensao Vo'
antes do curto-circuito, e que apresenta, apds a formagao da
tensao de retorno, o valor limite para a tensao V_, medida no
instante de tempo t_. Considera-se validas, as seguintes hi-
pOteses simplificadoras:

a) a amostra esta sobre uma superficie plana aterrada;

b) as cargas injetadas se localizam num plano de carga,

a uma profundidade A abaixo da superficie. Neste
plano tem-se, entao, uma densidade uniforme de carga
Op Cm-z;

c) a Unica carga considerada € a injetada, todas as

outras sendo negligiveis;

d) o processo de difusao & ignorado.

A fig. 2.4 apresenta o modelo do plano de carga.

Na fig. 2.4.a & mostrada a distribuigao do potencial e,
na fig. 2.4.b, a distribuigao de campo. Os valores assinalados
com primos representam valores apds o curto-circuito.

Antes do curto-circuito, a superficie esta a um poten-

cial VO e a carga injetada forma uma densidade de carga,

op Cm—z, sobre um plano de carga a uma distdncia da superficie

A= 4 -d (2.142)



FIGURA 2.4

MODELO DO PLANO DE CARGA
19
)

( R. Coelho et.al.
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O campo El' entre o plano de carga e a superficie livre, é
nulo e o plano de carga estd, entao, no mesmo potencial Vo
que a superficie. Nestas condigoes, o plano de carga & atrai-
do pela substrato formado pela camada de comprimento d. O
plano de carga desloca-se, pois, nesta diregao.

Considerando o plano de carga na posigao A, no instan-
te do curto-circuito, tem-se, no instante seguinte, que o po-
tencial na superficie & nulo devido & formagao de uma densi-
dade de carga de neutralizagao, Og Cm_z, gue recobre a carga
do material dielétrico. Neste caso, o campo entre o plano de
carga e a superficie, Ei, nao & mais nulo e a densidade de
carga na superficie, 0oy € menor que a densidade de carga,

cp, no plano de carga, pois

G, - E 1€ -€'")= -6 -€¢, (2.143)

Apds o curto-circuito, as quantidades op, Ogr Ei e Eé
permanecem invariantes e o plano de carga cp fica sujeito a

um campo resultante

d C;
-1 c” 6’ - _2___ // ._i

c = ¢+ T2 = ? £ (2.144)

e se move em diregao & superficie livre. O potencial na su-
perficie varia, entao, de zero no instante do curto-circuito
até um valor limite V_ que & alcangado quando o plano de car-
ga atinge a superficie livre, no instante de tempo t_.

Deste modo, ocorre a formagéo da tensao de retorno, a

uma taxa dada por

vV Yo - W
_4; - o 2 E ° (2.145)
d

onde § é a mobilidade da carga eletrodnica.
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Os resultados finais do modelo do plano de carga sao

mostrados a seguir

V., 4+ V,
ip = & 222 (2.146)
£
Veo
2 ——m 4 (2.147)
% + Voo
Voo Ve
M = ¥ (2.148)
%Z-%f to
As egs. (2.146) - (2.148) dao as expressOes para a

densidade de carga Op’ a profundidade do plano de carga A e
para a mobilidade p em fungao de quantidades mensuraveis

(Vor Vo & t).

O modelo do plano de carga € bastante simplificado e
os resultados (2.146) - (2.148) devem ser generalizados, com
o uso de outro modelo, mais proximo da realidade. Tal é al-
cangado com o uso do modelo de carga distribuida (R.Coelho
et.al.lg).

Neste modelo, conforme mostrado na fig. 2.5, a carga
injetada, g, & considerada formar uma distribuigao p(x) na
camada entre d e £ (d < x < ).

Na fig. 2.5.a & mostrada a distribuigao do potencial e,
na fig. 2.5.b, a distribuicao de campo. A area sombreada re-
presenta a carga distribuida.

Antes do curto-circuito, a superficie livre estd a um

potencial Vo’ dado por

v, = % XK =-6€ x (2.149)



FIGURA 2.5

MODELO DA CARGA DISTRIBUIDA

( R. Coelho et.al.19 )
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onde

£

g://{x)a'x (2.150)
d

€ a carga injetada

e,

V4
- /
x = — JxAPix)dx (2.151)

¢

€ a abcissa do centrdide da carga.

0

Apds o curto-circuito, o potencial na superficie livre

varia de zero, no instante do curto, a V_ dada por

Ve = !i_vo:(é-/)vo (2.152)
3 X

Denotando A, a profundidade do centrdide de carga em

relagao a superficie livre, tem-se

1 = 4-x
ou,
A = - £ (2.153)
Vo + Vo

Os campos através do material dielétrico, antes e apOs
o curto-circuito (E e E', respectivamente) sao uniformes na
camada entre 0 e d e, variam entre d e 2. Além disso, E' se
anula em x=x*, dado por

- g
) = x I 2.154
?(x ) 2 ( )

No modelo de carga distribuida, o mecanismo de formagao
da tensao de retorno & semelhante ao descrito no modelo de

plano de carga, envolvendo movimento do plano de campo-zero

19 103 68

(R.Coelho et.al.””, Lindmayer , Gross e Perlman ~, Iwamoto

et.a1.82).
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Agora, no modelo de carga distribuida, o aumento do po-
tencial da superficie livre de zero a V, (no instante de tem-
po t_, quando o plano de campo-zero atinge a superficie livre)
nao & mais linear como no modelo de plano de carga. R.Coelhol?®
considera que o calculo completo da fungao V(t) & trabalhoso
e realizou, apenas, o calculo da taxa inicial do aumento do

potencial devido ao arraste da carga espacial de espessura

(2-d). Tem-se

A
dv M ,
- ) = — Llx) ¢'tx) dx (2.155)
dt £ )
0
d
onde
i) = Yoo g (2.156)
£ £
€ o campo na abcissa x, apds o curto-circuito e,
2
g (x) :///x)dx (2.157)
x
Resulta, apds integragao
dv M 2 2
( = — (Vo - %) (2.158)
at /, 202

A eqg. (2.158) mostra que a taxa inicial da formacao da
tensdo de retorno nao depende da distribuigao inicial da car-
ga mas sim, da mobilidade da carga e, dos potenciais V_ e Vo‘
Entretanto, como ela foi deduzida para uma distribuicao qual-
quer da carga, ela & mais geral que a eq. (2.145) do modelo
de plano de carga, da qual difere pelo fator 1/2.

Os resultados finais do modelo de carga distribuida

sao resumidos a seguir:
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Y Ve
g= & _% + Yo (2.159)
£
— V,
7 = —2 2 (2.160)
dv ) g?
< /dt )o :
M= Fa— (2.161)
Vol - V,
Uma comparacgao das egs. (2.159) - (2.161), resultados

finais do modelo de carga distribuida, com as egs. (2.146) -
(2.148), resultados finais do modelo de plano de carga, mostra
que as egs. (2.159) e (2.160) que envolvem propriedades esta-
ticas das cargas sao idénticas 3s egs. (2.146) e (2.147), ge-
neralizando-se, apenas, A por'x. Entretanto, as egs. (2.161)

e (2.148) envolvem propriedades dinamicas das cargas e, assim,
a eq. (2.161) corrige a eq. (2.148), levando em consideragao

a distribuicao da carga (R.Coelho et.al.t?

).

Os resultados finais dos modelos de plano de carga fo-
ram confrontados com dados experimentais concluindo-se pela
validade deles. Alem disso, conforme esperado, o modelo de
carga distribuida foi considerado mais satisfatdrio que o de

plano de carga (R.Coelho et.al.19

) .

As eventuais discordancias foram atribuidas, no caso
do modelo de plano de carga, as hipoteses feitas de o plano de
carga permanecer nao-pertubado no tempo e a de que os elétrons
incidentes nao sofrem influéncia do potencial anteriormente ja

adquirido pelo material dielétrico. No primeiro caso, mesmo

que o plano de carga existisse no instante t=0, nao poderia



80

permanecer infinitamente fino e, no segundo caso, a profundi-
dade A, real & aquela correspondente & energia (Vg = V)

(onde V & o potencial anteriormente adquirido pelo material
dielétrico), menor que aquela correspondente 3 energia V-

No caso do modelo de carga distribuida foi negligenciada a
contribuicao da carga espacial injetada pelo substrato, forma-
do pelas cargas no material dielétrico na camada entre 0 e d

19

(R.Coelho et.al. 7).



CAPITULO 3

RELAXACAO DIELETRICA

3.1 ABSORGCAO DIELETRICA

O fenOmeno de absorgao dielétrica & caracterizado pelo
aparecimento de uma corrente de longa duragao, apds a aplica-
¢ao no material dielétrico de uma tensao em forma de funcgao
degrau. A absorgao dielétrica & observada ser linear em um
extenso intervalo de correntes e tensoes, e isto & considera-
do como uma indicagao da presenga de polarizacao volumétrica
pois, qualquer outro mecanismo (polarizacao de carga espacial
devido a portadores intrinsecos ou extrinsecos, corrente de
perda superficial) causariam efeitos nao-lineares (Gross63).

A absorgao dielétrica é causada pelo fendmeno de relaxagao
dielétrica, devido a uma redistribuicao dos portadores nos
defeitos da rede cristalina do material dielétrico, anterior-
mente submetido a uma tensao (GrossGB, Tareev157).

A aplicagao de um campo elétrico a um material dielé-
trico faz com que as cargas livres e ligadas se movimentem,
causando o aparecimento de uma corrente, denominada corrente
de absorgao, no circuito exterior. A corrente de absorgéo pri-
meiro decai e depois se torna estavel.

O fendmeno da absorgao dielétrica & conhecido ha mais
de cem anos e a pesquisa neste campo se faz intensamente desde

entdo. Em condigOes normais (campos elétricos nao-muito
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intensos e temperaturas nao-extremas) Varios processos acon-
tecem com a aplicacao de um campo a um material dielé@trico:
carga completa da capacitancia geométrica de vacuo, polariza-
g¢ao do tipo rapida, polarizacdo do tipo lenta (relaxagao),
corrente de condugao, relaxacao do tipo Maxwell-Wagner em
dielétricos micro ou macro-heterogéneos, polarizagao dos ele-
trodos e captura de portadores carregados no interior do die-
létrico. Estes sao os fendmenos mais comuns (Adamec e
Calderwoodl).

Uma explicagao tedrica para o fendmeno de absorgao, de
aceitacao geral e consistente com os dados experimentais dis-
poniveis parece nao existir, ainda, nos dias de hoje.

Adamec e Calderwoodl deram um tratamento unificado na
descricao do comportamento dos materiais dielétricos polimé-
ricos. Estes autores observaram que apesar do uso cada vez
maior destes materiais como isolantes elétricos, pouco se
conhece sobre o mecanismo de transporte de portadores carrega-
dos no interior dos polimeros e, também, do mecanismo de
transferéncia através da interface dielétrico-metal. Além dis-
so, os polimeros sao materiais que dependem de sua histdria
térmica, mecanica e elétrica e, ainda, cuja estrutura parcial-
mente amorfa € complexa. Adamec e Calderwoodl afirmam que as
varias teorias e hipOteses formuladas para explicagao do fend-
meno de absorcao além de serem freqguentemente contraditorias,
nao podem ser transferidas de outros grupos de materiais sem
que consideragoes especificas sobre os polimeros, polares ou
nao, sejam feitas. Assim, o decaimento da corrente de absorgao

€ atribuida por alguns autores & redugao do campo no interior



do material devido & agao de um campo contrario, produzido

por cargas acumuladas nos eletrodos. Adamec e Calderwood1
mostraram que mesmo no caso dos eletrodos totalmente bloque-
antes, a carga acumulada seria insuficiente para reduzir o
campo dentro do material. Outra hipOtese levantada por alguns
autores &€ a de que a corrente seria de carga-espacial-limita-
da. Adamec e Calderwoodl mostraram que tal nao se verifica em
um grande numero de dielétricos. Além disso, como a corrente
de absorcao, na condigao de baixos campos, €& reversivel, a
hipotese de que existe fuga de cargas livres do dielétrico
fica também descartada. A conclusao final de Adamec e
Calderwoodt & de gque a Gnica hipbdtese teoricamente concebivel,
consistente com os dados experimentais disponiveis, & a basea-
da no conceito de captura de portadores carregados livres du-
rante seu movimento devido ao campo aplicado. Além disso,
estes autores demonstraram experimentalmente que os portadores
carregados livres tém origem no interior do material dielétri-
co e nao da injecgao dos eletrodos.

Assim, da aplicacdo de uma tensao em forma de fungao
degrau, como mostrado na fig. 3.l.a, resulta uma corrente de
absorgéo e outra de reabsorgéo, fig. 3.1.b, onde:

a corrente de absorgdo, resultante da aplicagao da tensao

constante V_, é (GrossG3)

10t) = Vv, gie) + % 4 cvodlt) (3.1)
R
onde ¢(t) & a funcdo de relaxagao dielétrica, R e C sao a re-

sisténcia e a capacitancia geométrica de um capacitor formado

com o material dielétrico e § a funcao delta de Dirac.
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A corrente de absorgao, como mostra a eq. (3.1), & composta
de trés parcelas, uma componente transitdria, uma componente

constante e outra capacitiva.

FIGURA 3.1

ABSORGAO DIELETRICA

( Gross63 )

(a)

2N

V'V, @(t-to)
(b)

(a) tensao aplicada _ _
(b) correntes de absorcao e reabsorcgao
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A corrente de reabsorgao, resultante do curto-circuito
aplicado apds o intervalo de tempo de carga t, €, supondo va-

lido o principio de superposigao (Gross63)

(€)= Vo L) —vy Blt-b ) = Vo & T(E-E5 ) (3.2)
(to <t c @)

Se to + o, ou seja, o capacitor for curto-circuitado
somente quando a corrente de absorcao ter decaido a quase ze-
ro, as correntes de absorgao e reabsorgao tornam-se iguais e
opostas. Esta reversabilidade confirma que a absorgao dielé-
trica linear tem como consequéncia o armazenamento de carga

49'50'63’65). Neste caso, a carga absorvida tende a um

(Gross
valor constante e define-se a capacitdncia de polarizacao,

C na forma

7]
c V% + (p Vo :/(I/H‘.‘Q)dé (3.3)
R
0

@

Cp = /;f(f)dé (3.4)
o

onde ¢(t) & a fungao de relaxacao dielétrica.

pl

Aqui, tratou-se da absorgao em materiais dielétricos
sob condigoes isotérmicas. Ainda nestas condigoes porém, a
diferentes temperaturas constantes, observa-se que a condugao
em corrente continua aumenta mais fortemente que a absorgéo,

65). Os efeitos nao-isotér-

com o aumento da temperatura (Gross
micos na absorcdo dielétrica dao origem aos importantes fend-
menos de correntes térmicamente estimuladas, objeto de intensa

pesquisa nos dias atuais. A consideracao destes efeitos bem
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como de outros intimamente relacionados, tais como o efeito
eletreto, nao sera feito aqui. Sobre estes assuntos ver
Gross63, um resumo do estado atual das pesquisas nestes cam-
pos, e também bibliografia indicada no item 3.2.

A absorgao dielétrica & também dependente das condi-
¢oes do meio em gue se encontra o material dielétrico, tais
como o tipo de gas no ambiente, pressao e umidade do ar
(R.M.Faria et.al.zg).

Os fenomenos de tensoes de circuito aberto, denominado
efeito posterior, @ um efeito separado porém relacionado com
a absorgcao dielétrica. A dependéncia do decaimento das ten-
soes de circuito aberto com o intervalo de tempo de carga e o
surgimento da tensao de retorno apds a aplicagao de um curto-
circuito durante um intervalo de tempo finito em um capacitor
préviamente carregado, sao consequéncias da absorcao dielétri-
ca dependente do tempo, ou seja, da formacao de uma polariza-
cao funcao do tempo (Gross®3). Adamec e calderwood® afirmam
que os mecanismos sugeridos para explicagao do fendmeno de
absorgcao devem dar conta dos fendOmenos de tensoes de circuito
aberto observados experimentalmente. Estes autores desenvol-
veram entao uma teoria do efeito posterior, supondo valida a
fungao de von Schweidler. Os resultados obtidos foram, poste-
riormente, mostrados iguais as solugoOes aproximadas de Gross

(citadas no item 2.1) pelo proprio autor®?.
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3.2 FUNCOES DE RELAXAGCAO DIELETRICA

No dominio da fisica dos materiais dielétricos, os fe-
ndomenos de relaxagao sao as interagoes mais importantes entre
campo e matéria.

Os estudos dos fendmenos de relaxagao incluem nao so-
mente os materiais dielétricos mas, também, os mecanicos,
Oticos, magnéticos e outros. Desta forma, os métodos de estu-
do s3ao necessariamente interdisciplinares. Além disso, os ma-
teriais dielétricos de uso pratico nos dias de hoje consti-
tuem sistemas complexos e o entendimento dos mecanismos de
relaxacao nestes materiais sao, muitas vezes, fronteiras da

pesquisa basica (K.L.Ngai et.al.1?0

).

O comportamento dielétrico & descrito por varias fun-
¢coes e, através do principio de superposigao, pode-se rela-
ciona-las, ou seja, o conhecimento de uma delas permite o
cialculo das outras. Para tanto, & imprescindivel o conheci-
mento da forma analitica para a fungao de relaxagao dielétri-
ca, ponto de partida para os calculos (Gros563).

Segundo Pellat |autor do inicio do século, citado por

10|, o decaimento da polarizagao

Gr05563 e Bottcher (p.38)
existente em um material dielétrico, em um instante de tempo
t, apds a retirada do campo aplicado, seria independente da

histdria do dielétrico e proporcional ao valor da polarizagao

volumétrica naquele instante

») —_
dP(t) 3 P(t) (3.5)

dt <

onde T & o tempo de relaxagao, caracteristico de cada material.



Com o campo Eo’ ainda aplicado, tem-se

(¢) P x
dP ; PlE) i} c, (3.6)
dt 4 g4

onde x € a suscetibilidade elétrica.
A corrente de absorgao, citada no item anterior, & proporcio-

nal a variagao da polarizagao

I, (t) = a dp It (3.7)
dt
onde a &€ a area da amostra.
A solucao da eq. (3.6), com
P(0) =0
\Y
E =_0O
© d
"
_t
V. (4
pre) . X (1- e ) (3.8)
d
donde,
-t/
Pt X v, ¢
dP(t : Ve (3.9)
dt d v
Levando as egs. (3.8) e (3.9) na (3.7), resulta
-t
I (t) - ¢ Yo ¢y ) (3.10)
L P <
com
x
Cp = 4 —
F d

onde a & a area da amostra, d a espessura e Cp a capacitancia

de polarizagao.
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Assim, das egs. (3.1) e (3.10), resulta

T s ¢ M yp (:f_) -, FlY) (3.11)
T

donde,
-t
g(t) = Zlo) f"P(T‘:‘) (3.12)

com
lo) = — (3.13)
ou seja, neste caso, a fungao de relaxagao dielétrica obedece
a uma lei exponencial decrescente; com um tempo de relaxagéo
Gnico.
10 17 .
Desde que |Bottcher (p.14-38) ", R.Coelho (p.74)" ', V.Daniel

(p.18) 23|

/ )
flw) = € + (€s- € ) é ’M} (3.14)

v Cp

onde Es denota a permissividade de baixas frequéncias, €

a de altas frequéncias e ;5, a transformada de Laplace, tem-se

&g - &
fw) = fw + @ —2 "2 (3.15)

[ + (w T

Separando as partes real e imaginaria na eq. (3.15), resulta

& - €
cltw) = € 4+ "% (3.16)
I+ wE Tl

Cf T
' (w) - s “0/;*; (3.17)
I+ w?

As egs. (3.15) - (3.17) sao conhecidas como equagBes de

Debye25

que foi quem as primeiro deduziu e, os dielétricos
para os quais elas sao validas sao ditos terem um comportamen-

to de Debye. As equagoes de Debye foram deduzidas em bases



90

moleculares e pressupoe que o0 campo local nao é diferente do
campo aplicado, a condutividade do material dielétrico & ne-
gligivel, e que todos os dipolos tém o mesmo tempo de relaxa-
gao 1. As corregdes a serem feitas quando as duas primeiras
hipOteses nao sao validas podem ser vistas em R.Coelho
(p.76-79)17.

Quanto ao tempo de relaxacao ha duas maneiras de se
ver o problema. Um grupo de pesquisadores considerou que a
funcao de relaxagao dielétrica nao & dada por uma exponencial
decrescente, e propdos novas formas analiticas para esta fun-
cao. Outro grupo de pesquisadores contornou o problema consi-
derando que nao existe um tempo de relaxagao Unico mas sim,
uma distribuicao destes tempos e, assim, propds diversas fun-
coes de distribuigao de tempos de relaxagao.

A pesquisa da forma analitica da fungao de relaxagao &
centendria e muitas expressoes foram e tém sido propostas. O
confronto com os dados experimentais féz com que a forma expo-
nencial decrescente, eq. (3.12), fosse abandonada ainda nos
primeiros estigios da pesquisa sobre a relaxacao dielétrica.
Entretanto, ainda hoje, considera-se que as formas propostas
em alternativa a forma exponencial decrescente nao estao emba-
sadGas tedOricamente de maneira satisfatdria e, nao concordam
integralmente com todos os dados experimentais disponiveis

(Gross63).

151 e com a qual o

A forma proposta por von Schweidler
grupo de Gross estudou as solugoes analiticas para as tensoes
de circuito aberto (efeito posterior), conforme citado no item

2.1, @ considerada, ainda hoje, como uma das melhores
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aproximagoes para a funcao de relaxagao dielétrica. A fungdo

151

de von Schweidler é da forma

-n
d(t) = f<(i;) , K>0 ocnc! (3.18)

~~

K, n constantes

O fato da fungao de von Schweidler divergir para t = 0
e O mesmo ocorrer com a sua integral gerou sérios problemas
no estudo dos materiais dielétricos reais, tendo sido reali-
zados diversos experimentos com a finalidade de se comprovar

35,36,38,63,69,70,71,72)

isto (Gross
104

No estudo da relaxagao viscoelastica, Lomnitz e
Strick155 utilizaram a forma modificada
_ ¢ "
g(t) = K (/+-_) (3.19)
C

como modo de se evitar a divergéncia na origem.

72

Apesar da afirmacao de Gross'“, feita de passagem, que

umna forma modificada como a da eq. (3.19) poderia ser utili-
zada sem alterar substancialmente os resultados por ele obti-

84,86

dos, foi somente com Jonscher gue aparece uma expressao

analitica para a fungao de relaxacao dielétrica sem os incon-

84,86 afirma

venientes da funcao de von Schweidler. Jonscher
que existem evidéncias experimentais suficientes para possi-
bilitar a proposicao de uma resposta dielétrica universal.

Uma abordagem unificada poderia ser feita, baseada na intera-
cao de muitos corpos entre as partes constituintes do material
dielétrico. A expressao da fungao de relaxagao universal,

84,86

proposta por Jonscher , € uma generalizac¢ao da funcgao de

Schweidler, na forma:
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$lt) =

K ocncl
/ 5 (3.20)

t\? € \/*m
———) * (TZ_

T C
Uma outra expressao analitica para a fungao de relaxa-

cao dielétrica foi proposta por Williams e Wattslss, na forma

ocm

. £ 7"
Yi(t) = ¥io) QXF”'(:T-) (3.21)
. "P
ocncl
com
_ [ ¢)
gie)- ~ 4 (3.22)
dét
acompanhada pela relagcao (K.L.Ngai et.al.lzo)
V(«—n)
v, = ]:(/—n) wcn ’Cc] (3.23)

onde Tp € uma constante de tempo macroscdpica caracteristica

e T, € uma constante de tempo microscOpica. Williams e

watts1®® observaram que as curvas de dispersao e absorgao ob-

tidas com o uso de sua fungao, egs. (3.21) - (3.23), sao nao-
simétricas em relagao ao logaritimo da frequéncia de perda

maxima, sendo o comportamento intermedidrio com agueles obti-

dos com o uso das expressoes propostas por Cole e Cole20 e

24

Davidson-Cole“”, que sao, respectivamente

r n «t— —(l‘n)

T 7 (1rn) T

Bit)= 1 (3.24)

n t ) para (t/t)>> 1
T 7T (1-n) e

/ t -(1-n) _
0t () (]

,para (t/t)<< 1
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Na regiao de altas frequéncias, (t/t)<< 1, as trés expressoes
tém a mesma forma de dependéncia com o tempo. Na regiao de
baixas frequéncias, (t/t1)>> 1, a funcao de Williams e Vatts,
egs. (3.21) - (3.23) decai menos rapidamente que as fungoes
de Davidson-Cole, eq. (3.25), e de Cole e Cole, eq. (3.24).
Nesta mesma regiao, a funcao de Davidson-Cole, eq. (3.25) de-
cai mais rapidamente que a funcao de Cole e Cole, eq. (3.24).
A forma analitica proposta por Williams e Watts168 pa-
ra a fungao de relaxagao dielétrica & da mesma forma da fun-
cao utilizada por R. e F.Kohlrausch, ainda no século passado

(K.L.Ngai et.al.lzo).

Uma comparagao das fungoes propostas por Jonscher84’8§

eq. (3.20) e por Williams e Wattsl68, egs. (3.21) - (3.23),
mostra que a funcao de Williams e Watts permanece mais proxi-
ma da fungao exponencial que a fung¢ao universal de Jonscher,
pois para t » » a eq. (3.21) tende a zero mais rapidamente
que a eq. (3.20) |Grosse3|.

Uma interpretacao fisica para a forma proposta por

Jonscher84’86

para a funcao de relaxagao dielétrica, como uma
resposta universal dos materiais dielétricos, foi mostrada

. . 79 ~ ~ . P
por Hill e Dissado em conexao com a relaxagao viscoelastica.

> da relaxacgao

Estes autores reelaboraram a teoria de Gross
viscoelastica considerando, agora, que mais de um processo de
relaxagao pode ocorrer no material. A partir disto, desenvol-

veram um modelo cooperativo baseado na interagao de muitos

corpos, com formagao de aglomerados que interagem entre si.

Hill e Dissado’® concluiram que o comportamento elastico é

tal que o material apresentaria relaxagoes configuracionais
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limitadas equivalentes as reorganizagoes estruturais locais
na regiao dos dipolos ativos, no caso da relaxagao dielétri-
ca. Além disso, mostraram que, em particular, a relaxagao me-
canica & equivalente aos processos de dispersao em baixa fre-
quéncia que ocorrem em materiais dielétricos contendo cargas
quase-livres, usualmente ions.

As formas analiticas propostas para a funcao de rela-

xagao dielétrica por Jonscher84'86,

e WattslGB, egs. (3.21) - (3.23), pretendem representar uma

eq. (3.20) e por Williams

resposta universal dos materiais dielétricos. Esta universa-
lidade & contestada por outros autores e a diversidade de ti-
pos de materiais dielétricos parece contribuir para esta po-
sicao. Assim, fungoes de relaxagao dielétrica tém sido pro-
postas com validade definida para determinados tipos de mate-
riais. Uma argumentagao contra a existéncia de uma resposta
universal dos materiais dielétricos, baseada no principio de

56,57,63. 0

superposicao tempo-temperatura & dada por Gross
principio de superposigao tempo-temperatura, obedecido por
certos tipos de materiais dielétricos, estabelece que curvas
de fungdes dielétricas tais como impedancia, admitadncia, per-
das e fungOes de relaxagao dielétrica, obtidas a diferentes
porém, constantes temperaturas podem ser transformadas uma
nas outras por uma transformagao afim de coordenadas, levando
desta forma, a curvas tipicas para estas fungdes. As fungoes
de relaxacao dielétrica tem parametros que dependem da tempe-
ratura e duas fungOes isotérmicas ¢l(Tl,t) e ¢2(T2,t) satis-

fazem o principio de superposicao tempo-temperatura, podendo,

pois, serem transformadas uma na outra por uma transformagao
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afim de coordenadas. O argumento de Gross63

€ que a fungao de
relaxacao dielétrica satisfazendo o principio de superposigao
tempo-temperatura nao pode ser universal pois ela incluiria
sistemas que nao obedecem a tal principio.

Varias outras formas analiticas tém sido propostas pa-

ra a funcao de relaxagao dielétrica (Bottcherlo, V.Daniel?3

e R.Coelho17

). Em particular, Bottcher (cap. IX, P.45-137)10
mostra muitas formas propostas para a fungao de relaxagao
dielétrica e analisa sua validade em muitos tipos de materi-
ais dielétricos. Dois artigos resumo, recentemente publicados

167 75

(G.Williams e P.Hedvig'~”), analisam os fenOmenos de rela-

xagao dielétrica e mostram diversas formas propostas para a

167 analisa

funcao de relaxagao dielétrica. Assim, G.Williams
a relaxagao dielétrica em materiais poliméricos, demonstrando
particularmente a validade da fungao de Kohlrausch-Williams-
Watts, egs. (3.21) - (3.23), nos polimeros. Em outro artigo,
P.Hedvig75, analisando os aspectos experimentais da pesquisa
sobre os fendomenos de relaxagao dielétrica, ressalta a impor-
tancia de se ter uma funcao de relaxagao dielétrica semi-
empirica com dois ou trés parametros, julgado mais util, em
térmos praticos, do que as fungoes de distribuigao de tempos
de relaxacgao. Isto se deve ao fato de que, em trabalhos expe-
rimentais, somente uma pequena parte do espectro total pode
ser coberto com uma técnica unica, tanto no dominio do tempo
como no da frequéncia. Dentre as diversas funcgoes de relaxa-
cao dielétrica analisadas por P.Hedvig75, ressalta-se a fun-
cao de Gény-Monnerie34 que representa uma abordagem diferente

daquela de Jonscher, eq. (3.20). A teoria de Jonscher84’86 é,
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como citado anteriormente, baseada na similaridade da respos-
ta aos diversos materiais, governada por regras gerais de in-
teracoes de muitos corpos, levando a uma resposta dielétrica
universal. Por outro lado, a fungao de Gény—Monnerie34 é ba-
seada em calculos da dinamica molecular, levando em conside-
ragao os movimentos moleculares especificos em cada material.

Sua forma analitica @

g(¢) = exp (%) exp (j:—) erfe (%) (3.26)

onde 6 e p sao parametros relacionados com o amortecimento
orientacional e processos de difusao na cadeia macromolecu-
lar, respectivamente, e erfc & a fungao erro complementar. A
fungcao de Gény-Monnerie tem como casos particulares as fun-
¢oes de Debye, Cole e Cole e Davidson-Cole, pois:

a permissividade complexa & dada por

(P.Hedvig?s, G.wWilliams®7)

o™
' ’
Flw) = flﬁf__ll = ;//Eﬁiﬁ! Cxp (-Cwt) dt (3.27)
603‘60 df.‘

-
onde a fungao f(w) & uma transformada da fungao de relaxagao

dielétrica. Com,

Fflw) = Sw) - fMiw) (3.28)
filw) = E'w) -¢ &' (w) (3.29)
tem-se, entao
flow) . )= b (3.30)
o - &
/ll{w): (.(“(W) (3.31)

far = &
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As fungoes f' e f'' sao medidas usando-se campos .pe-
riddicos senoidais, método conhecido por técnica do dominio

da frequeéncia (P.Hedvig75

). As egs. (3.27) - (3.31) mostram
que o conhecimento das fungoes f' e f'' sobre um extenso in-
tervalo de frequéncias permite o cadlculo da fungao de relaxa-
gcao dielétrica, por transformagao inversa de Laplace
(P.Hedvig75) e que o conhecimento de ¢ (t) permite a determi-
nagao das caracteristicas de dispersao e absorgao

167

(G.Williams ).

Assim, para a fungao de Gény—Monnerie34, tem-se (P.Hedvig75)

0,5
6 '
/I + = (l1+ cwé }
. )

(w) _
Flw) - ‘ - _ » (3.32)
| + (weée 4 [ — (I +tw € )]
F A
de modo que,
quando o processo de difusao & muito lento, tem-se
ﬁ—ow
Flw)= (1+{wd) (3.33)

que & a fungado de Debye simples com um tempo de relaxagao
Gnico;
quando o processo de amortecimento & muito lento, tem-se

o —> @
el ‘ 0’5 -1

Flw) = lj” ((wf) J (3.34)
que & a fungao de Cole e Cole;
quando os processos de difusdo e amortecimento sao igualmente
importantes, tem-se

= 1

@
s
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e, _ 0,5
Flw) = (14 (w /P) (3.35)
que & a fungao de Davidson-Cole.
Os materiais dielétricos usualmente sao heterogéneos,
particularmente os polimeros, de modo que outros mecanismos
de polarizagao, tais como o efeito Maxwell-Wagner, podem es-

tar presentes |R.Coelho (p.88-90)l7, Bottcher (p.486)10,

V.Daniel (p.203-208)23

. Tais materiais sao descritos por uma

funcao do tipo Debye, da forma (P.Hedvig75)

Z7u/ - Z_ / E:
) - & S — (3.36)

Eoc _ ga I+ (uw T ; go

onde as barras indicam valores médios, T & o tempo de relaxa-
¢do para polarizagcao Maxwell-Wagner e ¢ & a condutividade
media.

P.Hedvig75 conclui que existe hoje uma necessidade,
bastante acentuada, de uma boa fungao de relaxagao dielétrica
e que embora muitas formas tenham sido propostas e outras en-
contrem-se em intensa pesquisa, nenhuma teve, ainda, sua va-
lidade satisfatoOriamente testada. O autor alerta, também, pa-
ra os cuidados a serem tomados com as amostras de materiais
dielétricos. Elas devem ser preparadas cuidadosamente e de
modo similar uma as outras. Isto se deve ao fato de que amos-
tras com histdrias diferentes e nao de todo conhecida podem
dar origem a respostas diversas, o que impede, por exemplo, a
comparacao de resultados em diferentes literaturas.

Os fendmenos de relaxacao dielétrica sob condigoes nao-

isotérmicas apresentam caracteristicas prOprias e surgem as
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correntes térmicamente estimuladas, citadas aqui apenas de
passagem. A fungao de relaxagao dielétrica, ¢(t), bem como
suas transformadas f' e f'' dependem nao s6 do tempo e fre-
quéncia mas também, da temperatura e pressao. Alguns artigos

recentes fazem um resumo do estado atual da pesquisa neste

63 75

campo e remetem a bibliografia pertinente (Gross

167, Multhaupt e Hertz117 e Hill e Dissado

, Hedvig

Williams 78

). Uma
caracteristica, citada aqui de passagem, & a nao-validade da
equivaléncia dos modelos de Maxwell e Wagner, sob condigoes

58,59,61,63,66). Tal fato acarreta di-

nao-isotérmicas (Gross
ficuldades & abordagem fenomenoldgica do comportamento dielé-
trico pois, modelos que sao equivalentes isotérmicamente pro-
p q
duzindo, apesar de terem estruturas diferentes, a mesma res-
P
posta para excitagdes idénticas, deixam de sé-lo sob condi-
¢Oes nao-isotérmicas, e as diferengas estruturais entre eles

produzem respostas em um, diferentes das do outro (Gosse3).

3.3 FUNGCOES DE DISTRIBUICAO DE TEMPOS DE RELAXAGAO E DE

ENERGIAS DE ATIVACAO

Como citado no item anterior, outro grupo de pesquisa-
dores contornou o problema do desvio da forma exponencial pa-
ra a fungdo de relaxagdao dielétrica, considerando que nao
existiria somente um tempo de relaxagao caracteristico para o
material mas sim, uma distribuicao destes tempos.

151 propds, inicialmente, diferen-

Assim, von Schweidler
tes tempos de relaxagao Ty, distribuidos discretamente, na

forma:
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g1e) = f3 % :Z— WP(—:( ) (3.37)

‘K

e, mais tarde, Wagner propds o uso de uma distribuicao conti-
63
)

@
- (?) -t ~
o

onde B & um fator de amplitude dimensional e F(t) & a fungao

nua de tempos de relaxagao (Gross

de distribuicao de tempos de relaxacao de corrente.

A tensao de descarga interna de um capacitor real & expressa

por (GrossGB)

L
— / F () -t ~
VIt) - /3 : ¢ ¥ (___) < (3.39)
Sy " ©
(o]

onde F(1) & a funcdo de distribuicdo de tempos de relaxagio

de tensao e B &, novamente, um fator de amplitude dimensional.
A eqg. (3.38), com a funcao de distribuigao de tempos
de relaxagao de corrente, F(1), € interpretada formalmente em
termos do modelo de Maxwell, fig. 3.2.a, e a eq. (3.39), com
a fungao de distribuicao de tempos de relaxacgao de tensao,
F(1), em termos do modelo de Wagner, fig. 3.2.b. As fungoes
de distribuicdo F e F sao diferentes porém equivalentes. A ndo-
equivaléncia dos modelos de Maxwell e Wagner, sob condigoes
nao-isotérmicas, ja comentada anteriormente no item 3.2, acar-
reta, pois, sérios problemas & abordagem fenomenoldgica do
comportamento dielétrico.
Wagner interpretou a existéncia de uma distribuigao de
tempos de relaxagao como uma consequéncia da relaxagao de sis-

temas elementares independentes, com propriedades diferentes



101

FIGURA 3.2

MODELOS DE MAXWELL E WAGNER

( Gross63 )
oL s
T
R, Ry
P
Ro Co T)J. %EG
T 1 T
Cy Ce
Q r2
l T
(a) (b)
Modelo de Maxwell Modelo de Wagner
conexao paralela de sistemas conexao série de sistemas
elementares independentes elementares independentes

entre si. Além disso, propos uma distribuicao de probabilidade
gaussiana para os logaritimos dos tempos de relaxacao molecu-
lares, a exemplo do que Wiechert havia proposto, anteriormen-
te, para a relaxacgao anelastica (Wiechert e Wagner sao citados
por GrossG3). Yager173 calculou, a partir de consideracoes te-
Oricas e experimentais, os parametros desta distribuicao.
Muitas outras funcgoes de distribuicao de tempos de re-
laxagao tém sido propostas desde entao. Bottcher (p.83-118)lO
analisa muitas delas e estabelece sua validade para varios ti-
pos de materiais dielétricos. Também Ross Macdonaldl4l, em um
recente artigo resumo, analisa diversas fungoes de distribui-

cao de tempos de relaxagao propostas desde Wagner. A situacgao

aqui & semelhante as fungoes de relaxagao dielétrica, ou seja,
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nenhuma fungao de distribuigcao de tempos de relaxagao parece
estar embasada tedricamente de modo satisfatdrio, nem concor-
dar integralmente com todos dados experimentais disponiveis.

E interessante notar que a maioria das funcoes de dis-
tribuicao de tempos de relaxacao foram apresentadas, inicial-
mente, para os fendmenos de relaxagao viscoelastica e tornadas
vidlidas para os materiais dielétricos com uma distribuigao

10\ além ais-

extensa de tempos de relaxacdao |Bottcher (p.53)
so, toda funcao de relaxagao dielétrica pode ser associada com
uma fungdo de distribuigao, continua ou descontinua, de tempos
de relaxacao. Esta associagao pode ou nao ter um significado
fisico real, em conexao direta com a estrutura de um modelo

microscopico (Ross Macdonaldl?4!

). Neste sentido, V.Daniel
(p.76)23 alerta que o uso de modelos tem levado a uma série

de confusdes quanto ao significado fisico das fungoes de dis-
tribuicao. Segundo o autor, Wagner construiu seu modelo basea-
do no tratamento dado por Maxwell a capacitores formados por
camadas de dielétrico heterogéneos e o proprio Maxwell consi-
derou a possibilidade de seu tratamento ser apenas um artifi-

23 observou gue Maxwell e Wagner nao

cio matematico. V.Daniel
fecharam a questao de modo a impedir que futuras abordagens
por mecanismos moleculares levassem aos mesmos resultados. A
conclusdo de V.Daniel?3 & que atribui-se demasiada importancia
ao efeito Maxwell-Wagner, o qual €& usado, inclusive, para ex-
plicar o comportamento de dielétricos homogéneos e, além disso,
nio se pode considerar a deducdo matemdtica de uma fungao de
distribuicdo equivalente a uma explicagao fisica.

Outros problemas surgem em conexdo com o uso de fungdes

- ~ . 55,62,63
de distribuigao de tempos de relaxagao. Assim, Gross 162,
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apontou para o fato da distribuigao poder ser continua ou des-
continua, de modo que a fungao de distribuigao F(t1), eq.
(3.38), pode ser uma fungao impropria. Ainda, Jonscher86 aler-
tou que a observagao experimental de distribuigoes extremamen-
te extensas de tempos de relaxagao nao pode ser atribuida a
existéncia de sistemas relaxantes independentes. Hill e

Dissado79

, em conexao com os fendmenos de relaxagao viscoelas-
tica, apontaram que a existéncia das fungoes de distribuigao
de tempos de relaxagao para a corrente, eqg. (3.38) e para a
tensao, eq. (3.39), gera ambiguidades. Todos estes aspectos
levaram alguns autores a uma tendéncia de nao se dar um signi-
ficado fisico &s fungoes de distribuigao, ou seja, estas fun-
¢Oes nao representariam sistemas elementares independentes nem
tampouco, constituiriam uma prova suficiente de sua existéncia

63). E justamente neste sentido que surgem

fisica real (Gross
as teorias de Jonscher, Williams e Watts propondo fungoes de
relaxagao dielétrica como uma resposta dielétrica universal,
baseada em interagGes de muitos corpos, conforme citado no
item anterior.

Em alternativa ao uso das fungoes de distribuigao de
tempos de relaxagdo, & comum a utilizagao de fungoes de dis-

tribuicao de energias de ativagao. O tempo de relaxagao de um

sistema elementar polarizavel & relacionado com a temperatura

pela equagao de Arrhenius (Gross63)
yZi
T= 7, ex,,( ’) (3.40)
K7

onde y & a energia de ativagao, K & a constante de Boltzmann

e T a temperatura absoluta.
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A transformagdo da fungao de distribuigao de tempos de relaxa-

¢do em uma fungdo de distribuicao de energias de ativagao se

faz pela relagao (Gross®?)
T Y o M
Fre) L& . c,( ) (3.41)
v kT | kT

Varios autores apontam as diversas distribuigoes de energias

de ativagao propostas e as discutem tedricamente IBottcherlo,

V.Danie123, P.Hedvig75, GrossSG'63, Wintle e Sribneyl7l,

140'141|. Em particular, Gross63 observou que

Ross Macdonald
considerar-se os processos ativados pela temperatura (distri-
buicdao de energias de ativag@o) leva a intervalos de extensao
mais aceitdvel gue os obtidos com distribuigoes de tempos de
relaxagao.

Contudo, o problema de se ter uma boa fungao de distri-
buigdo de energias de ativagao, bem como o de se ter um signi-
ficado fisico para ela continua tal qual no caso das fungoes
de distribuicdo de tempos de relaxagdo, ou seja, sem solugao
definitiva.

E interessante observar, de passagem, a diferenga entre
os processos de relaxagdao e ressonancia. Assim, segundo
Bottcher (p.4,5,38-44)10, os processos de relaxagao dao origem
i polarizagao orientacional e os processos de ressonancia a
polarizagdo induzida. Além disso, se a permissividade decai
monotomicamente quando a frequéncia cresce teremos O processo
de relaxagdo e, se € passa por um maximo e um minimo com o
crescimento da frequéncia, o processo presente & o de resso-

nincia |Tareev (p.159)158|.
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As fungOes de distribuigao tém se mostrado um poderoso
instrumento no estudo do comportamento dielétrico. Por exem-
plo, Y.Kita90 e Gross62 estudaram, com o uso das fungSes de
distribuigao, a relaxagao dielétrica em sistemas compostos de
camadas. A conclusao de Grosssz, neste caso contraria a de
Y.Kitago, € de que o modelo de camada pode causar uma relaxa-
cao do tipo Davidson-Cole.

Entretanto diversos problemas tanto de ordem matemati-
ca quanto de interpretacao fisica tém limitado o uso das fun-
¢oes de distribuicgao. Além dos problemas j& mencionados ante-
riormente, alguns outros devem ser abordados. Assim, a teoria
de relaxacao dielétrica lida com duas fungbes de distribuigao
equivalentes (modelos de Maxwell e Wagner). A relagao entre
as duas é estabelecida com o uso de transformagoes integrais.
Estas transformagoes nem sempre foram satisfatorias do ponto
de vista matemdtico pois, além de muitas vezes empregarem in-
tegrais sobre fungOes improprias, problemas surgiram com o
uso de espectros truncados. Uma distribuigao truncada & aquela
que é diferente de zero dentro de um intervalo limitado e zero
fora deste intervalo. Neste caso, a outra fungao de distribui-
cao equivalente & continua dentro deste mesmo intervalo e zero
fora dele, exceto por uma linha Gnica adicional (Meixnerllo).
O aparecimento desta linha nao € mostrado com o uso das trans-

62’63). Tendo em vista estes fatos,

formagoes integrais (Gross
Gross®4 propds um tratamento matemdtico mais satisfatdrio e,
para tanto, adotou uma nova definigao para a funcao de distri-

buigéo. Elas seriam vistas, agora, como os componentes imagi-

nirios de valores limites de fungdes analiticas complexas
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definidas por meio de uma integral de contorno complexo
(Gross®?). Estas fungoes seriam as fungoes geradoras de todas
as outras fungOes da teoria da relaxacao dielétrica. Através
desta nova abordagem, Gross64 obteve as expressoes para as
linhas Gnicas nos casos de espectros truncados, além de ex-
pressoes para os espectros descontinuos em uma forma que evi-
tou térmos nao definidos na teoria convencional de funcgoes

improprias.



CAPITULO 4

PERDAS DIELETRICAS

4.1 TIPOS DE PERDAS DIELETRICAS

Um material dielétrico sujeito a um campo elétrico
dissipa alguma energia na forma de calor. A perda de poténcia
€ a energia média dispendida pelo campo em um certo intervalo
de tempo.

Um isolante perfeito, quando submetido a um campo elé-
trico, nao possui perdas devida a corrente de conducgao.

Em um material dielétrico perfeito, a Gnica perda exis-
tente &€ a devida a corrente de condugao. Esta perda & justa-
mente o efeito Joule. A tangente do angulo de perda, tg$, &
definida como o quociente das correntes de condugao e desloca-
mento e, & uma grandeza caracteristica do material.

Por outro lado, um material dieletrico real, quando
submetido a um campo elétrico, & atravessado por uma corrente
dada pela eq. (2.8) e sua resposta em polarizacao, eq. (2.98),
caracteriza o fendmeno de dispersao temporal. Neste caso, as
perdas sao devidas nao somente a corrente de conducao mas tam-
bém a corrente posterior, a qual reflete a historia do mate-
rial dielétrico. Isto significa que outros tipos de perdas,
além da perda por condugao, estao presentes no material dielé-

trico. Estas perdas sao as perdas por relaxacao, perdas por
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ressonadncia e perdas devidas a heterogeneidades do material,

ou seja, pelo efeito Maxwell-Wagner |Tareev (p.154-169) 158

4.2 PERDAS PARA EXCITACOES SENOIDAIS

O cadlculo das perdas dielétricas para excitagoes se-
noidais foi feito utilizando-se a equacgao geral da resposta
dielétrica |eq. (2.8)]|, levando-se em consideragao, desta
forma, todos os tipos de perdas presentes nos materiais die-

40,42,45,47)

létricos reais (Gross
Assim, a corrente que atravessa um capacitor absorti-
vo, formado com um dielétrico real, submetido a uma tensao

V(t), & dada pela eq. (2.8), na forma

t
J(t) = 6, VIE) + G dVvit) ./ dvitl g t-v) d? (4.1)
dt / o

-

onde G é a condutéancia e CO denota a capacitancia geométrica.

Para uma solicitacao senoidal, da forma

vit)= Y% sen (wt+¥) (4.2)
tem-se
I(w) = [ %o +A(W)j v, sen (wt + ¢) +
+ W [co + BIW)_] v, s (wt+¢) (4-3)
onde
@
Alw) = MJ//¢(X)56nu/% d (4.4)
0
@
Blw) =/¢(3")w5w?f' d (4.5)
0
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O diagrama fasorial representando a situagao mostrada
na eq. (4.3) esta na fig. 4.1. A eqg. (4.3) para o capacitor
absortivo tem a mesma forma que para um capacitor ideal.
Deste modo, pode-se considerar o capacitor absortivo como
tendo uma condutancia aparente G(w) e uma capacitancia apa-
rente C(w), dadas respectivamente por

6 (w) = G, + A(w) (4.6)

C(w) = G + Biw) (4.7)

FIGURA 4.1

DIAGRAMA FASORIAL DO CAPACITOR ABSORTIVO

( Gross42 )
| T T T T T T T S i
|
3 : |
3 |
|
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A(w) e B(w) representam a absorgao dielétrica. Vé-se que as
egs. (4.4) e (4.5) representam duas integrais de Fourier, cu-
ja inversao da a fungao de relaxacgao dielétrica, representada

de duas formas

28]

¢(3"): —_Z A sen w ' dw! (4.8)
7

V¥
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e,
a

gr): £ ) B(w) wsw' IV (4.9)
/l
o
As egs. (4.8) e (4.9) mostram que as fungoes A(w) e
B(w) sao interdependentes. Foi, entao, estabelecida uma rela-

42,45

cao entre elas (Gross ).

Levando a eqg. (4.8) na eq. (4.5) e a eq. (4.9) na eq. (4.4),

resulta
@D 00
( 2 ,
:Lij»: — 5énmm”df,/?/w7cmsfmﬂ dw'! (4.10)
1T / /
A
2 /@ y
Btlw) = — /ca5MWAdf /2&2115uqfuﬂ dw’ (4.11)
1 / w!
o 4

As egs. (4.10) e (4.11) podem ser simplificadas, ou

impondo-se certas restricoes sobre as funcoes A(w) e B(w) e

obtendo as relagoes diretamente (Gross42'43’44'46’48 e

10

B.Levi 0), ou verificando por substituigao (Gross45

).

Resultam as relagoes

[00]
Alw) 2 Y]
2. = fw) — dw! (4.12)
w 11 Wz_w"&
[/
@
Blw) - _2 Alw') w! dw’ (4.13)

m w w _ w?e
0

onde o simboloy/édenota valor principal.
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As egs. (4.12) e (4.13) dao as relagoOes desejadas en-
tre a condutadncia e a capacitancia aparentes. O cdlculo numé-
rico é facilitado pois contribuem para a integral somente pon-

42’45). Uma caracteristica

tos na vizinhanga de w'=w (Gross
importante destas relagoes €& que elas sao independentes da
forma particular da fungao de relaxagao dielétrica.

As egs. (4.12) e (4.13) sao relagoes do tipo Kramers-
Kronig, as quais sao transformagoes integrais de um tipo es-
pecial denominadas transformadas de Hilbert. As condigOes que
devem ser obedecidas pelas fungoes A(w) e B(w) para gque sejam
validas as relagoes (4.12) e (4.13) foram mostradas por

43,44,46,47

Gross . Estas condig6es, consideradas severas demais,

foram reestudadas e simplificadas por B.Leviloo.

Contudo, as relagoes de Kramers-Kronig que sao da for-
ma das integrais de Hilbert podem ser obtidas da teoria das
fungoes analiticas (GrossGo). Desta teoria sabe-se da impor-
tancia das fungoes complexas com significado fisico somente
para argumentos reais mas, cujos argumentos complexos podem
fornecer informagoes Uteis. Neste caso, a ferramenta utilizada
para obter-se relacoes entre quantidades reais cde significado
fisico direto & a transformada de Hilbert |Byron e Fuller
(p.335)l4|. Em sistemas fisicos lineares com dispersao tempo-
ral, como os tratados aqui, a transformacao de Hilbert pode
ser aplicada, desde que se faga algumas hipOteses razoavelmen-
te amplas e motivadas fisicamente. A principal hipltese & a

validade do principio de causalidade. Pode-se dizer que a cau-

salidade implica a existéncia das relagdes de dispersao.
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No apéndice C sao mostradas as transformadas de Hilbert, a
obtencao das relagOes de Kramers-Kronig a partir delas e as
hipoteses necessarias para tal.

A partir das egs. (4.12) e (4.13) foi obtida a expres-
sao para as perdas dielétricas sob excitacdes senoidais
(Gross45). O fator de perda dielétrica & dado pela tangente
do angulo de perda, §, definido por

ta Lybyve _ G (w) M

10 T rechve W Clw) V)

tod - _ew) (4.14)

w CLw)
para frequéncias técnicas (60Hz) ou maiores, tem-se
(70 << ()(W)

de modo que a eq. (4.6) fica

Glw) = Alw) (4.15)

levando as egs. (4.7) e (4.15) na eq. (4.14), vem

b d A ! (4.16)
w Clw)

levando as egs. (4.12) e (4.13) na eq. (4.16), vem

o
/ w/

tgd - . Blw') dw'

Clw) 7 w?_w'=2

0
e

2 w cw') » /
4?(}‘: « —_— dw‘l —_ CC —_—

71 clw) wé- w'e wao w'2

o

dw’
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Notando que

Iy
/
dwl =0
W-Z_woé
0
resulta finalmente
@
) =4 w/ c (w') l
tg &= — « —  dw (4.17)
7 clw) w— w'?

(o]

A eq. (4.17) mostra que o conhecimento da fungao C(w)

(variagao da capacitancia aparente com a frequéncia) permite,

45,

imediatamente, o calculo da perda dielétrica (Gross
Com os resultados obtidos no calculo de perdas dielé-

tricas foi feita uma comparagao com dados experimentais de

modo a mostrar a validade do uso da fungao de Schweidler para

152

a fungao de relaxagao dielétrica (H.Silva ‘) e do uso do

principio de superposicao no estudo dos dielétricos reais

153 e B.Gross e H.Silva73).

(H.Silva
Assim, utilizando a funcao de Schweidler, eqg. (2.21),
para o calculo da condutancia e capacitancia aparentes, egs.

(4.4) - (4.7), obtem-se, desprezando-se Go

6 (W) - Tﬂ w o _ K, ﬁ (,(/G‘l
2 1'd) s [(/—a’)‘_';_fjl

-/
7B W 7 -1

o
0 - Ca'f’Keﬁ(—"/

2 T 4) sen [uwr)il

"
a)
+

c(w)

2

Com,

27y

\

RV
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onde v & a frequéncia, resulta

dc -1 o-2
—— = (d-1) Kk, A (27) Y (4.18)
dv 2/
of o
G = k (2m) B (4.19)

As egs. (4.18) e (4.19), mostradas em escala dupla lo-
garitimica, seriam representadas por retas. A confirmacao ex-
perimental foi feita por H.Silvalsz.

Além disso, utilizando-se as egs. (4.6), (4.7), (4.12)

e (4.13) e sabendo-se que

[¢3)
/
(',I‘L/L" =0
UJ)Z -(Ju:
0
resulta
a3
2 /
(7(UJ)" 670 = i it ¢ (W} dW} (4.20)
il wZ_ w2
0
@
, 2 / )
cw) e L2 e s
i W‘a_(,uz— )

onde o simbolo j/denota valor principal.

As integrais nas egs. (4.20) e (4.21) podem ser decom-
postas em varios intervalos e, consideracgOes matematicas e
fisicas podem ser feitas, de modo que conhecendo-se a fungao

G(w) em duas frequéncias w, e w, tal que

(M' << LUZ

entao, a validade do principio de superposicao fica demonstra-

da se:
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W

Glw')
Cw) _,.:i..//AN______—— dw' = constunte (4.22)
W / w’)a,wl
W

onde C(w) & obtida experimentalmente. A confirmagao experi-

153 73

mental foi feita por H.Silva e H.Silva e Gross ~.

4.3 PERDAS PARA EXCITACOES NAO-SENOIDAIS

As pesquisas das perdas em dielétricos submetidos a
excitagoes senoidais encontram-se, nos dias de hoje, bem es-
tabelecidas e suas implicagoes fisicas tém sido objeto de es-
tudos de varios autores. Por outro lado, os estudos das per-
das em dielétricos submetidos a excitacoes em outras formas
de onda ou sob condigoes transitOrias mereceram, comparativa-
mente, pouca atengao, apesar de sua inegavel importancia pra-

85,86,87,88 . rcev (p.163-174)1°7,

221_

tica |Gross37, Jonscher

Romano e Schifani138

e Curtins e Shah
Gross>’! f£éz um estudo comparativo das perdas dielétri-
cas para excitagoes em forma de onda quadrada e para excita-
¢oes senoidais. A conclusao deste autor de que as perdas no
primeiro caso sao maiores que aquelas no segundo caso, pode ser
explicada se considerarmos que a onda quadrada € uma superpo-
sicao de Fourier de ondas senoidais de diversas frequéncias.
Desta forma, as perdas dielétricas s3o fungao nao somente da

frequéncia mas também da forma de onda da tensao. Gross37

trabalhou com o formalismo da teoria de circuito e o calculo

da corrente posterior foi feito utilizando-se a funcao de

SchweidlerlSl.
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Jonscher85

apresentou as perdas em capacitores nao-
ideais sob condigOes de carga e descarga. Neste estudo foram
analisadas as perdas para uma excitagao em forma de fungao
rampa, tendo como caso limite a fungao degrau. Suas conclusoes
principais sao que a energia dissipada depende da taxa de
crescimento da fungao rampa e, no caso limite da fungdo degrau,
a energia dissipada € igual a energia armazenada no sistema.
Tal fato indica que as perdas dielétricas em condigoes transi-
torias de carga e descarga envolvem perdas de energia mais
significativas que a energia dissipada por ciclo, para excita-
gées senoidais. Além disso, no caso de um curto-circuito, toda
energia armazenada & perdida no processo de despolarizacao.
Assim, conclui Jonscher85, o trabalho dado na polarizagao do
material dielétrico (alinhamento dos dipolos) € o mesmo que O
trabalho realizado para randomizar os dipolos uma vez removido
o campo aplicado e, depende da taxa com gque O processo & rea-
lizado. A importante conclusao final & que processos transito-
rios rapidos causam uma grande dissipagao de energia em mate-
riais dielétricos.

A hipOtese utilizada por Jonscher &, basicamente, a

resposta em polarizacao do material dielétrico ser da forma

da eq. (2.98), ou seja
®
pIlt) = xi(v)e (t-¢) dx (4.23)
o
onde x(t) & a funcao resposta.
. . . P 87,88
Esta teoria foi aperfeigoada pelo proprio Jonscher

que estabeleceu as equagoes para a carga e descarga de capaci-

tores nao-ideais e calculou as perdas nestas condigoes.
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Assim, a capacitancia complexa, fungdo da frequéncia,
87
)

’cvtu/)= Ag(w)+cm (4.24)

é definida como (Jonscher

~
onde C, & a capacitancia de alta frequéncia e AC(w) & o in-
cremento complexo, dado pela transformada de Fourier da fun-
Gao resposta caracteristica do material dielétrico que forma

o capacitor, x(t)

o0
-—(‘Wt

4C(w) = X (t) e dt (4.25)

No caso limite de w=0, o incremento torna-se real e resulta

A?‘o) = AC(O) = )(/‘t) dt (4.26)

A evolugao no tempo da carga Q(t) de um capacitor sub-
metido a uma tensao Vl(t) €, em conexao com a eq. (4.23), da

87)

¢
QIE) = /x(¥)yY, (6-%) dT + Co Vi (t) (4.27)

forma (Jonscher

o

Assumindo que a tensao Vl(t) € constante para instantes
de tempo t<0, com valor inicial Vl(O), tem-se
v, (t)=0 , para t < 0 (4.28)
As egs. (4.27) e (4.28) permitem o calculo da corrente no

sistema como

t
- 2 [y
o

+ X(t) v, (0) + (o V, (E) (4.29)
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Usando a transformada de Laplace da eq. (4.29),
Jonscher87 calculou as correntes e tensoes envolvidas nos ca-
sos de carga e descarga através de uma impedancia externa Z,

tal como mostrado na fig. 4.2.

FIGURA 4.2
CARGA E DESCARGA DE UM CAPACITOR NAO-IDEAL

( Jonscher87 )

N
"Wm_—l |
Ro Lo CO
Z
C
- T
Vo 'l'
Para a carga, tem-se
2 I(E)+ v, (¢) =V , com V; (0) =0 (4.30)
Para a descarga, tem-se
21(t) + v, (t)=0 , com V, (0) =V, (4.31)

As transformadas de Laplace das correntes de carga e
descarga e das tensoes no capacitor C, sao, considerando-se

somente a resisténcia RO:
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na carga,
_ X(1) + ¢
I_(8)-V, , (4.32)
Ro A [ XUA)+ (o ] +|
Vie (M) -y . (4.33)

Ry A2 ([ X(B) + Coo ]t

X(A) +¢
Vg () - _ ® \ (4.34)
ALX(A) +Co ] + 4/,
I (n) . _ k(n) + G v, (4.35)

By A (X(n)tcy J+1
onde, a transformada de Laplace & dada por

[¢0]
. -at
#{X(t)} = K (s) = x(t) ¢”at (4.36)

0

As egs. (4.32) e (4.35) mostram qgue as correntes de carga e
descarga sao idénticas, com o sinal trocado.

As egs. (4.33) e (4.34), dao

Vo
Ve (4) + vg (4] = —
donde,
Ve (4) + Vg (E) = Vo (4.37)

A eg. (4.37) mostra que também as tensoes no capacitor, na
carga e descarga, sao imagens uma da outra.

Estas relagOes continuam validas se R & substituido por

I

2(4) = R, + AL, +
4 ¢,

de modo que elas constituem caracteristicas gerais dos capaci-
tores reais, independendo, inclusive, da forma analitica da

funcao resposta x(t).
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Embora as transformadas inversas, dando as solugoes no
dominio do tempo, das egs. (4.32) - (4.35) sd possam ser obti-
das, no caso geral numéricamente, Jonscher87 obteve solugoes
analiticas simples em alguns casos particulares. Assim, no
comportamento em longos instantes de tempo e em curtos instan-
tes de tempo, as correntes e tensoes de carga e descarga se
aproximam de um decaimento exponencial, tal como no caso de
um capacitor ideal. As constantes de tempo, agora, sao dadas,
no caso do comportamento em longos instantes de tempo, por
RO C(0) e, no caso do comportamento em curtos instantes de
tempo, por Ro C.-

Conhecido o comportamento na carga e descarga de capa-
citores nao-ideais, Jonscher88 calculou as perdas nestes casos.

Para tanto, Jonscher88 considerou a funcao resposta

dada na forma

(
A/T , para 0 < t < T

x(t) = < A/t , para T < t < kT (4.38)

AkT/t2 , para kT < t

.

onde A & um fator amplitude, k um fator de intervalo,
T e kT sao os instantes de tempo limites na regiao de valida-
de da lei t1 para x(t).

A fig. 4.3.a mostra a forma da fungao resposta dielé-
trica x(t) e, a fig. 4.3.b a componente imaginaria da capaci-
tancia complexa no dominio da frequéncia.

A funcgao resposta X (t) foi escolhida nesta forma, de
modo a representar o comportamento dos materiais dielétricos

de baixas perdas utilizados na pratica. Estes materiais
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FIGURA 4.3

FUNGCAO RESPOSTA PARA MATERIAIS DIELETRICOS COM BAIXAS PERDAS

( Jonscher88 )

<N - — - — =

fogt
(a) %T
,bgC”
const
| |
| |
I |
| ] fogw
Yr (b) Y

a) funcao resposta dielétrica
b) componente imaginadria da capacitancia complexa C" (w)

frequentemente apresentam um extenso intervalo onde as perdas
independem da frequéncia, denominada regiao "horizontal" de

perdas (Jonscher86

). Nesta regiao representou-se a fungéo res-
posta dielétrica x(t) seguindo a lei t—l pois, de acordo com
a eq. (4.25), esta & a transformada de Fourier de perdas inde-
pendentes da frequéncia. Em instantes de tempo muito curtos

considerou-se a funcao resposta constante, representando a re-

giao de altas frequéncias onde as perdas decaem. Em instantes
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de tempo muito longos a fungao resposta segue a lei t-z, de

modo a se anular rapidamente, dando um limite finito para a
capacitancia de baixa frequéncia, conforme a eqg. (4.26), e
represehtar a regiao de baixas frequéncias, onde as perdas
crescem.

As tensOes de carga e descarga foram consideradas na
aproximagéo para instantes de tempo curtos e tém, portanto, a
forma exponencial. Assim,
para a carga

- =Yt _
Vies Vo L 1- €@ d (4.39)
e, para descarga
Vid = Vo {Vé (4.40)
onde v & um fator de frequéncia adequado para determinacao da

taxa de crescimento ou decaimento da tensao.

A energia fornecida ao sistema € calculada como

w
W = T(t) v, 1t) dt (4.41)

0

A corrente, da eq. (4.29), é

¢
T(t)= X (%) \;,(e—v)c/t +Vi(0) X(t) + (g v, 't) (4.42)

0
Assim, no caso da carga, levando as egs. (4.42) com Vl(O) =0,

(4.39) e (4.38) na eq. (4.41), resulta
V\/:M[Z‘K{E)]:M/S*W[ (4.43)
onde z = VT; Ws € a energia armazenada na componente de perdas

da capacitancia total

<
W, = 0,5 % 4cio0)
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W2 & a energia perdida na polarizagao do capacitor; a energia
armazenada no componente de resposta rapida da capacitancia
total
W, = 0,5y°¢
r - 15\, @
nao & considerada pois, sendo totalmente recuperavel, sua

contribuigcao para as perdas & nula e, o fator K(z) &

-2

/ I- e - ke
K@) = —— 4 € (8) 4 (K2 —1)C, (K&)+ €
<4 [, K 2
(4.44)
onde,
29
/-t
c) =/ 2L dt (4.45)
J ot
2

€ a integral exponencial, com os seguintes valores limites

-2
£ , para z >> 1

#
€, @)= (4.46)

-Y-(,2 + 2 , para z << 1
onde y = 0,5772 & a constante de Euler.
No caso da descarga, levando as egs. (4.42) com
Vl(O) = Vo' (4.40) e (4.38) na eq. (4.41), resulta
W o= W K(z) (4.47)
Como a energia inicialmente armazenada foi Ws, a ener-
gia perdida tanto no caso da carga quanto no da descarga, vale
Wy = Wi [ I-K(E')J (4.48)
As egs. (4.43) - (4.48) mostram gue para processos de
carga e descarga rapidos, na forma da fungao degrau K(z) - 0

e a perda de energia se iguala a energia armazenada; para
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processos de carga e descarga lentos, K(z) - 1 e a perda de

energia tende a ser nula (Jonscher88

) .

Um outro calculo das perdas em capacitores formados
com materiais dielétricos reais, submetidos a excitagdes nao-
senoidais, foi mostrado por Tareev (p.163—l74)157. Este autor
toma um elemento, dentro de um periodo, da tensao nao-senoidal
e o considera como um pulso. Este pulso & a superposigao de
Fourier de excitagOes senoidais de varias frequéncias, for-
mando uma densidade de espectro. A partir disto, o calculo
das perdas & feito com o uso das formulas usuais do caso de
excitagOes senoidais. Suas conclusoes principais sao que as
perdas sob uma excitagdo em forma de pulso nao-senoidal de-
pendem da forma do pulso e, também, das frequéncias caracte-
risticas do angulo de perda, tg§, e da capacitancia. O calcu-
lo dos valores limites das perdas & também realizado, con-

cluindo-se que o limite inferior das perdas & aquele causado

por uma tensao senoidal.



cAPITULO 5

GENERALIZACOES

Até aqui, tratou-se a resposta dielétrica considerada
em uma aproximagao linear. Agora, no caso geral, em meios
nao-magnéticos, a resposta em polarizagao de um material die-
létrico, submetido a um campo elétrico, € dada pela expansao

de Volterra, na forma |M.Brédov et.al. (p.440-447)1l,

M.Schetzen (p.1-10)1%%, M.Schubert e Wilhelmi (p.27-67)>°9|
) l n)
PIFE)= P (Fit)+ > P it (5.1)
n=I
onde 3™ & o somatério de ordem n segundo o campo, dadc por
¢ ¢ t ¢
) P /
ﬁ, {"/f) =/6/ /Iéz/dfg .. %/(‘n Jrl ) d”rz
- /—oc - —/a‘ /
3 (ﬂ) - — — — —
Y a’j,.; tt d n Kq/ﬂr,'y (r/rl/ 2 (3, . 'n
ot b ) G 1) )
e, (13 /fa’) C:y (I’;7 '{n)

(5.2)
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(n)
oBy... Vv

As egs. (5.1) e (5.2) levam em consideragao os fenome-

onde K é a fungao suscetibilidade de ordem v.
nos de dispersao espacial e temporal. Além disso, os limites
de integragao foram tomados admitindo-se a validade do prin-

-, . - . - . . . = =
cipio de causalidade, ou seja, o efeito (polarizagao) & sen-
pre posterior a causa (campo).A relacao geral entre o efeito
B e a causa E exibe, pois, uma estrutura causal, nao-instanta-
nea e nao-local.

o - 3(0) >
O primeiro termo na eq. (5.1), (r,t), representa

a parte da polarizagao independente do campo e pode existir
me -~ . ‘ a . §(0) . .

smo na ausencia deste (em frequencia zero se origina
de um arranjo espacial estatico dos momentos de dipolo e, em
frequéncias Oticas, de flutuagOes do sistema atdmico cuja mé-

dia estatistica & nula) |M.Schubert e B.Wilhelmil>°

A convergéncia da expansao de Volterra, eq. (5.2), de-
pende da intensidade de campo E e de pardmetros atdmicos
(a convergéncia depende da razao entre a intensidade de campo

da radiacdo E e a intensidade do campo atémico, da ordem de

lOlO V/m). Para campos moderadamente fortes, a convergéncia &

rapida e pode-se tomar somente os primeiros térmos da série

dada na eq. (5.2) |M.Brédov et.al.ll, M.Schubert e

B.Wilhelmii>®

(n)
aBy...V

carater tensorial que reflete a anisotropia do meio. Em meios

A funcao suscetibilidade de ordem v, k , tem um

anisotrdpicos, os vetores deslocamento eldtrico D e campo elé-

(n)
aBy...v

meios isotrdpicos D e E sdo colineares e a fungdo suscetibili-
11

trico E nao coincidem e €& um tensor de ordem vy ; em

dade perde seu carater tensorial |M.Brédov et.al.
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O fendOmeno de dispersao temporal determina o apareci-
mento do efeito memoria, pelo qual a resposta do material die-
létrico & dependente de valores do campo aplicado em instan-
tes de tempo anteriores ao considerado. Além disso, o efeito

memoria & finito, da ordem do tempo de relaxagao do material.

(n)
aBy...v '

decresce rapidamente com o aumento do intervalo de tempo

Neste caso, a fungéo suscetibilidade de ordem v, K

(t-t'), tendendo a zero em intervalos de tempo infinitos.
Como citado no item 2.1, a condigao em que a dispersao tempo-

ral deve ser levada em consideracao é:

Te < 1T (5.3)

onde T_. & o periodo do campo aplicado e T € o tempo de rela-

f

xagdo, caracteristico de cada material dielétrico. Além disso,
se o efeito memdria € invariante no tempo, ou seja, as pro-
priedades do meio nao se alteram no tempo, nao dependendo

assim, de um instante de tempo t particular, a fungao susceti-

(n)
aBy...v

(t-t') |M.Brédov et.al.lll.

bilidade de ordem v, « , depende somente da diferenca

O fendomeno de dispersao espacial determina que a res-
posta do material dielétrico seja nao-local, isto &, dependa
n3o somente do valor do campo no ponto considerado mas também,
dos campos em pontos vizinhos.

A dispersao espacial ocorre quando o comprimento de
onda do campo aplicado & da mesma ordem de grandeza, Ou menor,
gue o tamanho das regioes de nao-homogeneidade existentes nos

materiais dielétricos, ou seja:

Ae < 2 (5.4)

f
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onde xf € o comprimento de onda do campo aplicado e § & a di-
mensao da regiao de nao-homogeneidade. Neste caso, a polari-
zacao em um determinado ponto, num dado instante de tempo, &
produzida por cargas que estiveram anteriormente em pontos
vizinhos do espago, com outros valores de campo-local. E in-
teressante observar que em meios com dispersao espacial, a
permissividade elétrica & fungao nao somente da frequéncia
(como no caso de dispersao temporal) mas também, do vetor de

+ 3 3 - -
onda, k, do campo aplicado. Agora, se o meio & homogéneo, a

(n)
aBy...v

diferenca (¥ - T') |M.Brédov et.al.!! e Levich

, sO depende da
lOlI

funcao suscetibilidade de ordem v, K

A condicao (5.4) sO se cumpre em alguns poucos proble-
mas fisicos, de modo que, no caso dos dielétricos, os efeitos
da dispersao espacial sao de menor importancia que os da dis-

-~ - 11
persao temporal |M.Brédov et.al. ~|.

Agora, considerando-se um meio homogéneo, sem dispersao
espacial, com efeito memdria finito, invariante no tempo, sem

polarizagao independente do campo f(o)(t), e adotando-se a

mudanca de variaveis
t-t'=n1
as egs. (5.1) e (5.2) tornam-se

@.

— - (n)
plr, t)-= ZE: P Hj{r,{) (5.5)

n=1

onde
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-'w o @
n) _ / ’ n)
Pq, (f‘,é): /C/Z; 7S ain /((/3 PV
/0 0 o
(?/2/,,:’///&;//2,3/ ,/Zf)) c':-ﬂ {Fff-t?)'
Ep (F, %) ... € (7 %) (5.6)

A polarizagao linear se obtem tomando-se somente o primeiro

termo na série (5.6)
®

/

/ (1)

;“) (1) = /d, Kﬁ’ﬂ l?,);(é’?':) (5.7)
0
onde omitiu-se a coordenada espacial, por simplicidade.
Se, além disso, considera-se o meio isotropico, a fungao sus-

cetibilidade perde seu carater tensorial e a eq. (5.7),

torna-se
o
)= /dr K (¥)E (t-)
ou,
t
S - [ xiet) cie)dT (5.8)

-x

A eq. (5.8) € da mesma forma da eg. (2.98) utilizada na abor-
dagem pela teoria de campo do efeito posterior em dielétricos
sdlidos reais e mostrada, no apéndice A, ser equivalente a

equagao

¢

T - vit) , C o viEl . dV(T)

gie-cldt (5.9)
R ot JdT
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utilizada na abordagem pela teoria de circuito do mesmo efei-
to posterior |eg. (2.8)].

Além disso, a eq. (5.8), expressando a dependéncia li-
near entre P e ﬁ, implica na existéncia de uma histerese elé-
trica porém, de forma eliptica, independentemente da forma
analitica particular da fungao de relaxagao dielétrica
|E.Durand (p.158)27|.

As séries de Volterra sao utilizadas nao somente no
estudo de materiais dielétricos mas, de maneira geral, na
teoria dos sistemas nao-lineares. Assim, para um sistema tipo

"caixa preta", com resposta y(t) para uma excitagao x(t),vale

o A )
y(t) = > Ha {’“f)} (5.10)
n=1

onde H_ € o operador de Volterra de ordem n, dado por

t ¢
N ’ >
H, {x(é)} = / b (8 e, T ) (457) L K(E T
-0 / oo N
. d7T .. d7T,
(5.11)

A série de Volterra, egs. (5.10) e (5.11), & uma série
de poténcia com memdria. Em consequéncia de seu carater de
série de poténcia, a série de Volterra sofre algumas limita-
¢oes no uso para sistemas ndao-lineares. Estas limitagOes sao

evitadas com o uso da teoria de Wiener para sistemas nao-
149

lineares |M.Schetzen

A teoria da resposta dielétrica nao-linear tem sido

93
estudada por diversos autores (por exemplo: Kubo”~, Bernard e

6 115,116)

Callen”, A.Morita . Os efeitos da dispersao espacial,
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notadamente em plasmas, tém sido estudados por pesquisadores

soviéticos lPekarlzs'lzg, Leontovich®® 145,

99

;, Ryzhov et.al.

e Ajiezer e Peletminski (p.379—410)2|, e

Levanyuk et.al.
por outros (J.Neufeld
Leontovich98 discute as consequéncias de se acrescentar as
hipOteses fundamentais (validade dos principios de superposi-
cao e causalidade), restrigdes baseadas na teoria da relati-
vidade, tal como a condigao

|+

T -T'| << c(t-t") (5.12)

Neste caso, a relagao entre a polarizagao e o campo & obtida
com uma integragao sobre o tempo e sobre o espago e, ainda,
esta integral deve ser estendida sobre a regiao dentro de um
cone de luz enfocando o passado.

Até aqui, o tratamento dado & teoria da resposta dielé-
trica & classico. Como tanto o campo eletromagnético quanto a
matéria sao quantizados, € de se esperar gque somente um tra-
tamento inteiramente quantico da resposta dielétrica seja
passivel de uma confirmagao experimental. Um tal estudo esta-
ria dentro do escopo da eletrodinamica quantica. Entretanto,
M.Schubert e B.Wilhelmi (p.184—191)150 obtém bons resultados,
fazendo uma descricao semi-cldssica da relagao entre a polari-
zacdo e o campo elétrico. A descrigao semi-classica & feita
com campos eletromagnéticos classicos, obtidos com as equagoes
de Maxwell e considerando-se sistemas atOmicos quantizados.
Uma vantagem obtida neste caso, & que a relacao entre a pola-
rizagdo e o campo elétrico para o caso linear &€ dada em uma
forma equivalente & obtida com o tratamento classico; a pola-

rizagdo e o campo exibem a mesma dependéncia funcional.



CAPITULO 6

DETERMINACOES EXPERIMENTAIS E ANALITICAS

6.1 DETERMINAgAO EXPERIMENTAL DE CURVAS DE TENSAO DE

RETORNO EM CAPACITORES

O efeito posterior em materiais dielétricos sdlidos,
visto anteriormente tanto por uma abordagem pela teoria de
circuito (item 2.1) quanto pela teoria de campo (item 2.2),
pode ser avaliado experimentalmente. Apresentamos, agora, al-
guns resultados experimentais obtidos.

Utilizamos como amostra, trés capacitores de tipos di-
ferentes, cujas caracteristicas estao mostradas na tabela 6.1.
Para os capacitores dos tipos I e II, as medidas de capacitan-
cia e tangente do angulo de perda, tgf, foram realizadas com
uma ponte RLC digital, modelo GR 1657 da GenRad. O capacitor
do tipo III foi especialmente fabricado pela INEPAR S/A -
IndGstria e ConstrugBes, sendo um capacitor de sua linha de
producao normal, porém, sem a resisténcia interna de descarga.
Para este capacitor, as caracteristicas foram fornecidas pelo
proprio fabricante.

Os capacitores dos tipos I e II possuem dielétrico de
celulose (papel Kraft dieléetrico TerloC); constante dielétrica,
K=5,85), impregnado com bifenila policlorada. O espectro de
infra-vermelho do filme dielétrico dos capacitores dos tipos

I e II, obtido com um espectOometro infra-vermelho modelo 283
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da PERKIN-ELMER, €& mostrado na fig. 6.1, e & igual para os
dois tipos. O capacitor do tipo III possui dielétrico de poli-
propileno (K=2,34) texturizado, com aditivos, impregnado com
WEMCOL(D. A fig. 6.2 mostra os trés tipos de capacitores uti-
lizados.

A obtencao de curvas de tensao de retorno e de descar-
ga interna em capacitores s6 & possivel com a utilizacao de
técnicas eletrométricas (Keithley et.al.89) devido 3 alta im-

149), neces-

pedancia interna da instrumentacao (da ordem de 10
saria para que o capacitor nao se descarregue durante a medi-
cao. Nas figs. 6.3 e 6.4 estao mostrados os esquemas dos cir-
cuitos utilizados para medidas em baixa tensao (capacitores

dos tipos I e II) e alta tensao (capacitor do tipo III), res-

pectivamente. Uma visao geral da montagem de baixa tensao é

mostrada na fig. 6.5, e de alta tensao na fig. 6.6.

FIGURA 6.1
ESPECTRO INFRA-VERMELHO DO FILME DIELETRICO DOS CAPACITORES

DO TIPO I (AMOSTRA N? 1) E TIPO II (AMOSTRA N°? 5)

8
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6.1

CARACTERISTICAS DOS CAPACITORES UTILIZADOS

CAPACITOR DO

Exatidao da ponte= C: 0,2%;

tgé:

TIPO I

0,001

120Hz

1kHz

C
P
(uF)

IN@ CS
tgé tgd

(UF)

s

(uF)

C
P

(uF)

tg tgd

140,19 0,010 (2)

2140,15 0,008(7)

3139,28 0,012(0)

40,19 0,010(1)
40,15 0,008(7)

39,27 0,011(9)

40,00 0,043(8) 39,93 0,043(8)
40,04 0,046(7) 39,95 0,046(7)

38,90 0,061(6) 38,75 0,061(5)

TENSAO NOMINAL TEMPERATURA

ESPESSURA DO FILME DIELETRICO

250V

20 °C

15um

CAPACITOR DO

TIPO II

120Hz

1kHz

Ne| C

S C

p
(uF)

tgd tgé

(uF)

CS

(uF)

C
P

(uF)

gsé tgd

39,04 0,025(9) 39,02 0,025(9)

40,17 0,027(4) 40,14 0,027 (4)

38,60 0,190(8) 37,24 0,190(8)
39,66 0,200(7) 38,12 0,200(6)

TENSAO NOMINAL TEMPERATURA

ESPESSURA DO FILME DIELETRICO

260V 20 °C

15um

CAPACITOR DO TIPO III

60Hz
C

TENSAO NOMINAL

tgé
(uF)

ESPESSURA DO FILME DIELETRICO

1,367 0,00010 13,8kv

26, 7um
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FIGURA 6.2

TIPOS DE CAPACITORES UTILIZADOS

(A) capacitor
(B) capacitor
(C) capacitor

FIGURA

CIRCUITO DE MEDIGAO

do tipo I
do tipo II
do tipo III

6.3

EM BAIXA TENSAO
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FIGURA 6.4

CIRCUITO DE MEDIGAO EM ALTA TENSAO

10K

Y
/
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FIGURA 6.5

MONTAGEM DE BAIXA TENSAO

FERICO

CIRCUITO EM
OFERACAC
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FIGURA 6.6

MONTAGEM DE ALTA TENSAO

A determinacao experimental de curvas de tensao de re-
torno foi realizada conforme o esquema mostrado na fig. 2.2.c.

Assim, nas medidas em baixa tensao (capacitores dos
tipos I e II), uma tensao continua, Vo' era aplicada ao capa-
citor durante o intervalo de tempo ta’ por uma fonte modelo
6521A da HP, estando a chave A na posigao 1 e a chave B na po-
sicao 0. Os campos aplicados aos capacitores dos tipos I e II
foram da ordem de 4x106 V/m. ApOs o intervalo de tempo de car-

ga, t O capacitor era curto-circuitado durante o intervalo

al
de tempo t,s estando a chave A na posigao 2 e a chave B também

na posicao 2. Finalmente, apds o intervalo de tempo de curto,
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to’ comutando a chave B para a posigao 1 e mantendo a chave A
na posigao 2, a tensao de retorno era medida por um eletrdme-
tro modelo 603 da KEITHLEY, em cuja saida colocamos um regis-
trador grafico modelo BD 91 da KIPP & ZONEN.

Nas medidas em alta tensao (capacitor do tipo III), uma
tensao continua, VO, era aplicada ao capacitor durante o in-
tervalo de tempo ta’ por uma fonte 160kV, 5mA Test Set da
BIDDLE, estando a chave 1 fechada e as chaves 2,3 e 4 abertas.
Os campos aplicados ao capacitor do tipo III foram da ordem

de 5x10’

V/m. ApOs o intervalo de tempo de carga, ta’ a chave
1 era aberta, e o capacitor curto-circuitado primeiramente,
fechando a chave 2, através de uma resisténcia de 10k de
modo a amortecer o valor de curto e, posteriormente, fechando
a chave 3, em curto direto. Utilizamos como valores de inter-
valos de tempo, a chave 2 ser fechada por 2s e, apds isso, a
chave 3 ser fechada por 8s, totalizando o intervalo de tempo
de curto, to’ igual a 10s. Entretanto, como este chaveamento
era realizado manualmente, existe uma incerteza de no maximo
2s em relagcao ao valor dos intervalos de tempo de curto-cir-
cuito, to. Finalmente, apOs esse intervalo de tempo, abrindo
as chaves 2 e 3, estando ja a chave 1 aberta, a chave 4 era
fechada, e a tensao de retorno era medida por um eletrometro
modelo 610C da KEITHLEY, em cuja saida colocamos um registra-
dor grafico.

Os resultados obtidos sao mostrados nas figs. 6.7 a
6.18, e com eles podemos discutir qualitativamente as previ-
soes tedricas e resultados citados no capitulo 2.

Assim, o aumento da tensao de retorno com o aumento da

tensao aplicada, Vor mantidas as outras condig¢oes fixas
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(intervalo de tempo de aplicagao da tensao, t ; intervalo de
tempo de curto-circuito, to; e temperatura, 6), € mostrado

na fig. 6.7 para o capacitor do tipo I, na fig. 6.11 para o
capacitor do tipo II, e na fig. 6.13 para o capacitor do tipo
III. Além disso, este aumento &€ observado ser aproximadamente
linear na faixa de campo aplicado que utilizamos, conforme
mostrado nas figs. 6.10.a, 6.12 e 6.15.a para os capacitores
dos tipos I, II e III, respectivamente. Estes resultados con-

firmam os obtidos por Gross35’7l, Yoshino et.al.l75, Yamanaka

et.al.l74, Okamoto122 e Ohi et.al.lzl.

Além disso, o aumento da tensao de retorno com o aumen-
to do intervalo de tempo de aplicagao da tensao, ta’ mantidas
as outras condigaes fixas (Vo, to’ 6), € mostrado na fig. 6.8
para o capacitor do tipo I e na fig. 6.14 para o capacitor do
tipo III. Este aumento & observado ser nao-linear e a tensao
de retorno tende a saturar com o aumento do intervalo de tem-
po de aplicacao da tensao, t_ , conforme mostrado nas figs.
6.10.b e 6.15.b, para os capacitores dos tipos I e III, res-
pectivamente. Estes resultados também confirmam os obtidos

por Gross35'70, Yoshino et.a1.175, Yamanaka et.al.174

121

e Ohi

et.al.
Ainda, a diminuicao da tensao de retorno com o aumento

do intervalo de tempo de curto-circuito, to’ mantidas as ou-

tras condigoes fixas (V_, t #), & mostrado na fig. 6.9 para

OI al

o capacitor do tipo I. Nesta figura podemos também observar

gque o instante em que a tensao de retorno atinge o valor ma-

ximo & praticamente o mesmo nas trés curvas, ou seja, indepen-

dente de to’ confirmando o resultado obtido por Gross35’7l.
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Além disso, a fig. 6.10.c mostra que a variacao da tensao de

retorno com o intervalo de tempo de curto-circuito, to' obe-

1/2

, conforme obtido por Yoshino

175
et.al. , Yamanaka et.al.174 e Okamotolzz.

dece aproximadamente a lei t

Entre as medigOes de tensao de retorno, tivemos o cui-
dado de manter os capacitores em curto-circuito, durante pelo
menos 15 horas. Este procedimento foi necessario, como uma
forma de se evitar influéncias de uma medida sobre outra, rea-
lizada com o mesmo capacitor.

Embora variando as condigOes e os materiais dielétricos
empregados, todas as curvas levantadas mostram uma forma seme-
lhante, ou seja, a um rapido crescimento da tensao de retorno
segue um decaimento bastante lento. As figs. 6.16, 6.17 e 6.18
mostram para os capacitores dos tipos I, II e III, respectiva-
mente, curvas de tensao de retorno observadas por 12 horas.
Nestas figuras, podemos notar que mesmo decorrido este inter-
valo de tempo, a tensao de retorno ainda & uma grande percen-
tagem do valor maximo atingido.

Conforme citado no capitulo 3, a fungao de relaxagao
dielétrica tem parametros que dependem da temperatura, de modo
que curvas de tensao de retorno realizadas a diferentes porém,
constantes temperaturas, devem mostrar variacoes. Realizamos,
entao, levantamento de curvas de tensdo de retorno em capaci-
tor do tipo I, mantido em diversos niveis de temperatura. O
procedimento adotado foi o de se colocar o capacitor dentro de
um becker com 6leo, e o conjunto dentro de um termostato, mo-
delo D3 da HAAKE, ajustado a temperatura desejada. O capacitor

era assim mantido por 15 horas, e durante este intervalo de
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tempo estava curto-circuitado. Apds isso, realizava-se o le-
vantamento da curva de tensao de retorno segundo os procedi-
mentos indicados anteriormente (fig. 6.3). Além disso, apds o
intervalo de tempo de aquecimento, medimos a capacitancia e a
tangente do angulo de perda, tgd. Os resultados obtidos estao
mostrados na tabela 6.2 e nas figs. 6.19 e 6.20. O aumento da
tensao de retorno com o aumento da temperatura, mantidas as
outras condigoes fixas (VO, ta’ to), foi observado porém, nao

obedecendo a lei do tipo Arrhenius como obtido por Yoshino

175 .
et.al. , hem tampouco um aumento exponencial com a tempera-

121. Para o capacitor do tipo

tura como obtido por Ohi et.al.
I, um mecanismo do tipo Arrhenius nao parece explicar a varia-
cao da tensao de retorno com a temperatura, a menos que tenha-
mos efetuado as medigOes justamente em uma regiao de mudanca
de mecanismo ("joelho"), similar aquele que ocorre na conduti-
vidade dos s6lidos idnicos.

Além disso, conforme mostrado na tabela 6.2, a capaci-
tdncia e a tangente do angulo de perda, tgé, variam muito
pouco com a temperatura, ao passo que as caracteristicas da

tensao de retorno variam apreciavelmente com esta, como se

pode observar nas figs. 6.19 e 6.20.
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FIGURA 6.7

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA N? 1, VARI-

ANDO A TENSAO APLICADA
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FIGURA 6.8
TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA NQ 1, VARI-

ANDO O INTERVALO DE TEMPO DE APLICAGAO DA TENSAO
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FIGURA 6.9
TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA NQ 1, VARI-

ANDO O INTERVALO DE TEMPO DE CURTO-CIRCUITO

1000
am;
800r
%700» Ss
- 10s
gﬂn - 20s
4 ' 1 1 d
0 1 2 3

tempo (h)

condicoes fixas: Vo=4OV; ta=30min; 6 =20°C



144
FIGURA 6.10

VARIACAO DA TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA
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(a?- variando a tensao aplicada (fig.6.7)
(b)- variando o intervalo de tempo de aplicacao da tensao (fig.6.8
(c)- variando o intervalo de tempo de curto-circuito (fig.6.9)
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FIGURA 6.11
TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO II, AMOSTRA N® 5, VARI-

ANDO A TENSAO APLICADA
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FIGURA 6.12
VARIACAO DA TENSAO DE RETORNO COM A TENSAO APLICADA, EM CAPA-

CITOR DO TIPO II, AMOSTRA N@ 5
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FIGURA 6.13

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III, VARIANDO A TENSAO

APLICADA
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condigoes fixas: t_=30min; t_=10s; & =20°C
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FIGURA 6.14
TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III, VARIANDO O INTER-

VALO DE TEMPO DE APLICAGAO DA TENSZO
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FIGURA 6.15

VARIAGAO DA TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III
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FIGURA 6.16

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA N9 3
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FIGURA 6.17

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO II, AMOSTRA N¢ 5
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FIGURA 6.18

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO III
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FIGURA 6.19

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA NQ 2, VARI-

ANDO A TEMPERATURA
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FIGURA 6.20
VARIAGAO DA TENSAO DE RETORNO COM A TEMPERATURA, EM CAPACITOR

DO TIPO I, AMOSTRA N@ 2
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VARIAGCAO DAS CARACTERISTICAS DO CAPACITOR DO TIPO I, AMOSTRA

NQ 2, COM A TEMPERATURA

Exatidao da ponte= C: 0,2%; tgd: #0,001
120Hz l1kHz
8 CS C Cs C
tgd P tgé tgé P tgé
(°c)| (wF) (UF) (uF) (uF)
20 | 40,15 0,008(7) 40,15 0,008(7)| 40,04 0,046(7) 39,95 0,046 (7)
30| 40,35 0,008(0) 40,35 0,007(9)| 40,08 0,047(0) 39,99 0,047(0)
40 | 40,36 0,008(0) 40,36 0,008(0)| 40,09 0,048(1) 40,00 0,048(1)
50} 40,39 0,008(1) 40,39 0,008(1)| 40,14 0,049(4) 40,04 0,049 (4)
60 | 40,44 0,008(4) 40,44 0,008(4)| 40,19 0,050(9) 40,09 0,050(9)
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Com o objetivo de esclarecer os efeitos do dielétrico
s6lido e do 6leo impregnante, realizamos algumas determinacdes
experimentais de curvas de tensao de retorno em outros tipos
de capacitores, formados somente com dielétrico solido. Assim,
utilizamos um capacitor padrao, modelo 1409-Y da GenRad
(C=1,0pF = 0,05%, tg8§ = 0,00009 * 0,00005, a lkHz e 23°C),
com dielétrico de mica (K = 6,2), e um outro capacitor, com
dielétrico de poliester (K = 3,3), cujas caracteristicas, me-

didas a 20°C, estdao mostradas na tabela 6.3.

TABELA 6.3

CARACTERISTICAS DO CAPACITOR DE POLIESTER

120Hz 1kHz
C C C C
s tgé P tgé s tgd P tgé
(uF) . (UF) (uF) (UF)

2,254 10,001(5)] 2,254 |{0,001(5)] 2,247 (0,003(7) 2,247 (0,003(7)

Realizamos, entao, levantamento de curvas de tensao de
retorno para os capacitores de mica e poliester, de acordo com
os procedimentos indicados anteriormente e os resultados obti-

dos estao mostrados nas figs. 6.21 e 6.22, respectivamente.
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FIGURA 6.21

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DE MICA
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FIGURA 6.22

TENSAO DE RETORNO EM CAPACITOR DE POLIESTER
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6.2 ALGUMAS SOLUGCOES ANALITICAS DA EQUACAO DE

SCHWEIDLER - GROSS

Podemos obter a solugao analitica exata da equacgao
integro-diferencial de Schweidler-Gross para o efeito poste-
rior, eq. (2.9), considerando agora para a funcao de relaxagao
dielétrica, a forma exponencial.

Assim, independentemente da forma particular da funcgao
de relaxagao dielétrica, a equagao integro-diferencial de
Schweidler-Gross pode ser colocada na forma de uma equagao in-

tegral de Volterra de segunda espécie (Oliveira Castr0124'125,

148):

e A.Moraes e M.Schenberg

da eqg. (2.9), com a mudanca de variaveis

wit) - dvit)
dt

e, com a notagao

. . /)

RC C
resulta
t
¥ (t) + K(¢-7%) ¥(¥) dT = F1¢) (6.2)

0
onde o nicleo da equagao integral & dado por

pib-%) - L 4 L gle-7)
RC c

Agora, tomando-se para a funcao de relaxagao dielétri-

ca, a forma exponencial
ut
gle)= A€ (6.3)
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a eqg. (6.2) torna-se

t

Yit) + [_’_ + A e-,/1¢~¢ }z/mdt = flt)  (6.4)
RC C

A eqg. (6.4) estad na forma de uma equagao integral de Volterra
de segunda espécie, cujo nicleo K(t-t1) e a fungao f(t) sdo
conhecidos. Podemos resolvé-la, utilizando o método operacio-
nal de Heaviside, seguindo o procedimento adotado por
Oliveira Castro127 na resolugao da mesma equagao considerando
porém, a forma de Schweidler para a funcgao de relaxagao dielé-

trica |egs. (2.43) - (2.50)

Assim, tomando-se a transformada de Laplace em ambos

os membros da eq. (6.4), para f(t) = §(t), vem
/ -.‘
S (/J) = [/‘/‘ / ” ! + A .
RC A C (A+AL)
Desenvolvendo em série de poténcias, vem
n
178 n v /
& -1 n )
ro= o 2 () £ ()0 ;
n=I1 y=0 A (A+/(/)
Tomando a transformada inversa, fica
3 —/ n n n 3 )
GIt) = J(t) + & (_._) ) (AR) .
RC 14
n= V=0

-/ / /
-7 prEah } (6.5)

Temos que:
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¢
_ ! VT (4 ) N)n-V—IdN
= ( - ¢
P y) T (a-¥) ‘
¢
n-1
) ! BV, V) F (v;n;wt)t

N(Y) Dia-y)

(6.6)

onde, B & a fungao beta, definida por

A Im+n)

e, 1F € a funcao hipergeométrica confluente, definida por

/

. 7cc) M a-1 c-Ga-|
IFI (a,¢, Kj: /@ u (1-x) d m
ria) 7ic-a)

Agora, levando a eq. (6.6) na eqg. (6.5), resulta
n-1

6(t) = JIt) + ,EE; (i)n ¢ é (:) (A/Z))',

RC 77’/') y=0

n/FI ()’,./)// -/u{) (6.7)

Assim, uma vez que

(t-%) fIT) dT (6.8)

X!

d
(t) = —
Y (¢ m
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tem-se

t

vIie) = vio) + ) glt-F) AI7) AT (6.9)

o
As egs. (6.7) - (6.9) dao a solugao analitica exata para a
equagao integro-diferencial de Schweidler-Gross para o efeito
posterior, eq. (2.9), considerando para a fungao de relaxagao
dielétrica, a forma exponencial.

No nosso caso, tensao de retorno apds a aplicacgao da
tensao V., durante o intervalo de tempo de aplicacao, t_, se-
guido de curto-circuito pelo intervalo de tempo, to’ tem-se

v(0) =0

L.D (t) = =V, ¢ [é+fo) + Vo o (t+t, +£a}

donde, da eqg. (6.3)

F(t) = -?— [¢ (t+to ) - ¢/f+t°+éa)]

ou,
- H"F{'a) {
V, A _Mla
FlE) = T" A e [,_ c ] (6.10)
A solucgao do sistema dado pelas egs. (6.7) - (6.10)

poderd ser obtida, futuramente, calculando-se numéricamente a
fungdo G(t) na eqg. (6.7), e efetuando-se a integragao indica-
da na eq. (6.9), utilizando para a fungéo f(t), a forma mos-
trada na egs. (6.10).

Entretanto, podemos ainda obter a solugao analitica
para a equagao Integro-diferencial de Schweidler-Gross, consi-
derando para a fungao de relaxagao dielétrica a forma exponen-

cial, de uma outra maneira.
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Assim, seja a eq. (6.4)

t
—ulé=7)
Y//&)+/{:-/— + L7 ]wwf = f1) (6.11)
RC q
0
Derivando esta equagao, membro a membro, em relagao a t, vem
: /
) / 4 _,4 - {é"v .y
vie) + [ L + __) vit) + pad 3 -~ (¢
V(5o )Y oM vr) dv = 7' (¢)
0
(6.12)
Derivando novamente em relacao a t, vem
vrrt) +/ L i) viit) - M ) 4
paye C C
¢
-A/{é',y) 7]
+ /_f’_ w e wiv) d¥ = f(¢) (6.13)
C

Agora, somando, membro a membro, a eq. (6.12) multiplicada
por u, com a eq. (6.13), resulta
/ - ! 7
v it) 4 (M L +ﬁ—)4/'/t)+L¢f{£)= FUE) e )
RC 'q
RC
(6.14)

Porém, da eqg. (6.1l), vem

/({): _ [ VIOI + L.o/[‘) }

RC C
onde, para a tensao de retorno, com
v(0) =0

tem-se, das egs. (2.13) e (6.5)

. - ittt
L) = -y, 4 °)



de modo que,

flt) = v, A ¢
C

Flet)

Fl it

Levando as egs.

v"(t) +

cuja solugao

onde

-

) = W,

o

LC

é

(A -
— ———1———
2\ rc < )f 4

ML A
C

AMT o

c

A
C

m, t

+ k; ¢

Agora, a tensao de retorno, com

(1Y

/
¥ Ie) - duit
dt
vio) + X (e

\/(0) =0

vio)= V% 4
C

lim vi(t) =0

—u (t+ 1, )

"4/(4 _,L/(L“féo)
2 _mlt+ty)

(6.16) e (6.17) na eq.

RC

my b

(6.14), resulta

/
(— + — + M| Wt) 4 A y(t) =0
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(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)




resulta finalmente,

A {on vt vt

vVit) = Vo ¢ - ¢ (6.20)
c(V:-Yr)

onde

/ 2
Vs (et Era) /‘4“ e r) s

A eq. (6.20), solucao analitica exata da equagao Integro-dife-
rencial de Schweidler-Gross para o efeito posterior, conside-
rando para a funcao de relaxacao dielétrica a forma exponenci-
al, & idéntica a eq. (2.20), solugao obtida por Gross32+ 71,

Tendo em vista a unicidade da solugao da equagao inte-
gral de Volterra de segunda espécie, a equivaléncia das duas

solugdes encontradas |egs. (6.9) e (6.20) | poderada ser mostra-

da, no futuro, numéricamente.



CONCLUSOES

Quanto ao aspecto tedrico, concluimos que:

T.1l) falta ao estudo do efeito posterior, uma teoria
microscopica. A abordagem fenomenoldgica, mesmo
bem sucedida, nao torna dispensavel o estudo do
comportamento da estrutura interna microscopica
do dieletrico. A abordagem fenomenologica do
efeito posterior & capaz de mediante o uso de
poucas hipOteses fundamentais, estabelecer equa-
coes relacionando as variaveis observaveis porém,
nao de explicar o processo fisico real do efeito

posterior.

T.2) a aproximagao linear & Util devido as facilidades
introduzidas e parece ser suficiente para as apli-
cagoes usuais. Entretanto, somente um tratamento
considerando os aspectos nao-lineares devera, pro-
vavelmente, fornecer uma teoria completa da res-
posta dielétrica, passivel de confirmacao experi-

mental rigorosa.
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a fungao de relaxacao dielétrica, deve, necessa-
riamente, ter um valor finito na origem. Esta
condicao & imposta na equivaléncia entre as abor-
dagens pela teoria de circuito e teoria de campo
e, além disso, & uma das hipOteses necessarias

para a validade das transformagoes de Hilbert.

Quanto ao aspecto experimental, concluimos que:

E.1)

a analise da formagao da tensao de retorno em
capacitores eé dificultada pela complexidade do
sistema. Assim, deve-se iniciar a analise, com um
material dielétrico solido puro e, posteriormente,
acrescentar outras condigoes, de modo a ter-se um

controle sobre todas as variaveis envolvidas.

os resultados experimentais obtidos confirmam
qualitativamente as previsoOes tedricas e, também,
resultados obtidos por outros autores (aumento da
tensao de retorno com o aumento da tensao aplicada
e do intervalo de tempo de aplicacao desta e, ain-
da, com a diminuigao do intervalo de tempo de cur-
to-circuito, mantidas, sempre, as outras condigSes

fixas).
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E.3) a variacgao da tensao de retorno com a temperatu-
ra, para o tipo de capacitor que utilizamos, nao
obedece a uma lei do tipo Arrhenius, nem tampou-
co exponencial, como obtido por outros autores.
De qualquer modo, a tensao de retorno se mostrou
bastante sensivel & variacao de temperatura, em
comparagao com outras caracteristicas do capaci-

tor (C , tgf).



SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Obter a curva de histerese elétrica, B versus E, consi-
derando os termos de ordem maior em E, de modo a se
obter nao uma curva de histerese eliptica, como no ca-
so linear, mas a histerese real.

Obter solugOes numéricas da equagao integro-diferencial
de Schweidler-Gross para o efeito posterior, tomando
varias formas analiticas para a fungao de relaxagao
dielétrica.

Desenvolver os modelos microscOpicos propostos por
Yoshino e outros, considerando a presenga de carga es-

pacial nos dielétricos (Ferreira & Gross30, Henson76,

107 n176 169,170 103

Many & Rakavy , Zah , Wintle , Lindmayer ’

Gross & Perlman68 e Yoshinol75).

Aplicar a teoria da resposta dielétrica nao-linear,
utilizando a mecanica estatistica.

Estabelecer técnicas que possibilitem a obtencao de
curvas de tensao de retorno, tensao de descarga interna
e da funcao de relaxagao dielétrica desde instantes de
tempo superiores a ns.

Dominar as técnicas experimentais para medidas de ca-

racteristicas dielétricas de solidos (ponte de corrente

alternada, campos elétricos rotatdOrios e técnicas de
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despolarizagao isotérmica e termo-estimulada), de modo
gue, conjuntamente, possam conduzir a modelos mais pro-
ximos da realidade.

Estudar o efeito da polarizacao de carga espacial e,
determinar experimentalmente a distribuicao de cargas em
materiais dielétricos (método do pulso de pressao), com
o objetivo de se produzir modelos mais prOximos da rea-
lidade.

Viabilizar a aplicacao & tecnologia da determinacao expe-
rimental de curvas de tensao de retorno como um método
que permita acompanhar o envelhecimento do dielétrico
quando sujeito a "stress" térmico, elétrico, mecanico

e/ou de condigoes ambientais.



APENDICE A  EQUIVALENCIA ENTRE AS ABORDAGENS PELA TEORIA DE

CIRCUITO E TEORIA DE CAMPO

O efeito posterior em dielétricos sblidos reais foi
apresentado por duas abordagens distintas: pela teoria de
circuito (item 2.1) e pela teoria de campo (item 2.2). As
duas abordagens sao equivalentes, como mostraremos a seguir.

Assim, na abordagem pela teoria de campo, & assumida a
hipotese de que a resposta em polarizagao de um material die-
létrico, ?(t), submetido a um campo elétrico, ﬁ(t), é da for-

ma da eq. (2.98)
¢

P It) = //Xlé'?,’)c' (¥) d% A1)
—a
onde x(t) & a fungao resposta.

Agora, o deslocamento elétrico & dado por

-

DIt) = E, €1E) + PIE) (A.2)

Levando a eq. (A.l) na eq. (A.2), resulta
t
D) - & €+ [ xog-¥) () d¥ (a.3)
-00
A densidade de corrente total que atravessa o material dielé-
trico &
- - 5 (t)
i) = qe) + 22¢ (a.4)
Dt
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Levando a eq. (A.3) na eqg. (A.4), resulta

lL
- Py (¢ / P
JIt)= G Elt) + &, R e + £ S x(-%) e (T)dT
Dt /Dt/
- - t
;(H - [et) + & 0e (t) + EEEQ:E) c(t)dT +
X’ _ D¢t
-0
+ X (0) Eqt) _ lim  x (7)€ (%)
P - @
(A.5)

O limite indicado no ultimo termo da eqg. (A.5) se anula devi-

do a condigao (2.97).
x(t) =0 guando t > »

significando que o sistema possui efeito memdria finito.

Assim, a eq. (A.5) fica

—

Jlt) = FE) 4+ & AEl) g (o) St) 4+

¢

R ckalai g (v dt (A.6)
2t
-0

Agora, sendo X (t-t1) fungao do argumento (t-t), podemos
escrever

DX (E-%) D xlt-7)

__E;Z_. - ..._ngr__

(A.7)

multiplicando a eq. (A.7) por E(t) e integrando de -» a t ,

resulta

t ot
-t) - x (-] .
QX [E-T) : ‘/ 0¥ (E-7)

= S02)dT (a.8)
- s

X
QU
c
!

|
o

8



A integral no segundo membro da eq.

por partes, resultando

¢
(-v) —
///IZE;i_j () dY =
0

~-Q@
t
DE(T)
2T

-

O limite indicado no segundo membro da eq.

?rf) X (o) - Iim

X (t-¢) dT
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(A.8) pode ser integrada

E(7) X (¢-7) —

Y -

(A.9)

(A.9) & o mesmo que

o da eq. (A.5) e, portanto, €& nulo (efeito memdria finito).
A eq. (A.9) fica entao
ot
VXIE-T) =y gr - Ele) X 10) -
k4
- 00
(A.10)
¢
=)
9%
-Q
Levando a eqg. (A.10) na eq. (A.8), resulta
¢
Z2(¢-7) - -
Q——— € (¥)dt = - € [¢) x (o) +
D
-
(A.11)
¢
= (%)
+ e X (¢-7)d*
XA
-

Levando, agora, a eq. (A.ll) na eq.

(A.6), vem:
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- ~e (¢ - -
J () g e t) + &, oc Y + X (0)e(t) = X (o) € (¢) +
0t
{: —
,/ e (T) o~
+ / %(f—c)dc (A.12)
T
-

Agora, o terceiro e o quarto termo do segundo membro da eq.
(A.12) podem ser cancelados, desde que se imponha a condigao
que x(0) tenha um valor finito. Isto significa que a funcgao

resposta, além de obedecer as condigoes (2.97),

a) x(t) =0 , para t <0 (causalidade) ;

b) x(t) - 0 ,quando t » (efeito memdria finito);
deve obedecer a condigao adicional

c) x(t) = valor finito, quando t + 0 (A.13)
Neste caso, a eqg. (A.12) fica

Q)EV&)
na-

T(¢) = CELE) +

t
()
/J@Lm X ({-¢)d T (A.14)

/

+ /
2

A eqg. (A.14) @ a expressao geral que da a densidade de corren-
te total que atravessa um material dielétrico submetido a um
campo elétrico.

Consideremos agora, um capacitor plano formado com um
dielétrico sdolido real, de espessura % e cujos eletrodos pos-

suem area A, tal como mostrado na fig. A.l. Além disso, consi-

deremos a hipotese de que

% << u@f
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de modo que podemos desprezar o efeito de borda. No caso do
capacitor plano, o campo elétrico & espacialmente homogéneo,

ou seja, podemos trabalhar com escalares e, ainda, escrever

A’ dt

Neste caso, a eq. (A.l1l4) fica

0E (L) c(t)
= d

t

- /’ -
706) - ret)r g Y S d s ) gy @)
oy / J7

-

FIGURA A.1l

CAPACITOR PLANO FORMADO COM UM MATERIAL DIELETRICO SOLIDO
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Podemos, ainda, escrever que

VIt

clt) = __) (A.16)
£
r(¢)

)= 2 (A.17)
A

onde V(t) @ a tensao entre os eletrodos e I(t) & a corrente
que atravessa o capacitor.
Levando as egs. (A.16) e (A.17) na eq. (A.1l5), multiplicada

por A, resulta

& A Vi)
I(¢) = %l vIit) + 2 , I
L A dt
t - - (A.18)
+ M A e-e) | at
dt £

-
Agora, para o capacitor plano, tem-se

A /
- - — (A.19)
¥4 R
o
.« (A.20)
¥4

onde R & a resisténcia do material dielétrico e C a capacitan-
cia geométrica.

Levando as egs. (A.19) e (A.20) na eqg. (A.18), resulta

¢
7)) = L ovig. ¢ Vit v (7] l:_c_ xze-e)}dz
R dt az &
)
(A.21)
Com
: C
git) - — xtt) (a.22)
éO
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a eq. (A.21) torna-se, finalmente

t
V(¢) d Vit dv(7)
L C + —

+ r~
/Q .dé d(.

T(¢) = g (e-7)dt
(A.23)
A eq. (A.23) estd exatamente na forma da equagao pro-

posta por von Schweidleri®! 35,40,70

e utilizada por Gross na
sua abordagem pela teoria de circuito do efeito posterior em
dielétricos sdlidos reais |egs. (1.1) e (2.8)|. Ela foi obti-
da aqui, a partir da eq. (A.l) que & da mesma forma que as

159,160 na sua abor-

egs. (1l.4) e (2.98) utilizada por Tilley
dagem pela teoria de campo do mesmo efeito posterior. Assim,
as abordagens pela teoria de circuito e pela teoria de campo
sdao equivalentes. Além disso, a eq. (A.22) mostra que a fun-

cao de relaxagao dielétrica ¢ (t), usada por Gross, & propor-

cional a fungao yx(t), usada por Tilley.



APENDICE B RELACAO ENTRE AS RESPOSTAS DIELETRICAS NO DOMINIO

DO TEMPO E NO DOMINIO DA FREQUENCIA

A resposta dielétrica no dominio do tempo, eqg. (2.98),
permite compreender-se facilmente muitos aspectos do compor-
tamento dielétrico. Uma abordagem alternativa, valida para
sistemas lineares, & a resposta dielétrica no dominio da fre-
quéncia, ou seja, a resposta a excitagoes harmdnicas. As res-
postas dieléetricas no dominio do tempo e no dominio da fre-
quéncia estao relacionadas entre si |Jonscher (p.42-53)86|.
Assim, seja a resposta dielétrica no dominio do tempo,

eq. (2.98)

w

P 1t) =/%(?') §(e-7)dt (B.1)

0

Como a fungdo resposta, x(t), se anula para t » = |condigao
(2.97)|, os limites de integragao na eq. (B.l) podem ser es-
tendidos, resultando:
@
== / %) € (6-7) d% (B.2)
-

Agora, tomando-se a transformada de Fourier e considerando-se,
para facilidade de notacgao, o mesmo simbolo para a fungao e

sua transformada, vemn:
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@

:/j{ 3“)} _ Plw) =//-’./t) efl‘wt »

-

(B.3)

e, analogamente

FA{x)) = ¥(W)
F(Zm) - E)

Levando as egs.

(B.4)

(B.5)

(B.3) - (B.5) na eq. (B.2), resulta

j{ ﬁ’/t)} = ]’{ /%/f)é’/t«*r)dfj

@

4 >
—fw -
/e [/%(Y)e/f—“f)d?:] dt

-~

plw) = /X/‘c’/ [/ e"'“’f ?/f-’t’)dt:] d

@
— -(. ’t _"W t-'}l) — A
p(w):/%(?’)ew [/e { c'{é*"l’)dt‘]dc

Y
&
i

ou,

, »

5w) = K(w) €(wW) (B.6)

A eq. (B.6) mostra que a integral de convolu ao na resposta
¢

dielétrica no dominio do tempo |eg. (B.l)| & substituida por

um produto de duas fungoes no dominio da frequéncia.



175

Além disso, com o conhecimento de dados experimentais nos
dominios da frequéncia ou do tempo, & possivel obter-se a ou-
tra fungao resposta correspondente, por integragao numérica.

As principgis vantagens da utilizagao da resposta die-
létrica no dominio da frequéncia sao as aplicag¢Oes em engenha-
ria e, principalmente, a maior facilidade experimental quando
se realiza medidas usando a frequéncia como parametro.

A fungao resposta no dominio da frequéncia, ou seja, a
suscetibilidade dependente da frequéncia, x(w), & uma fungao

complexa, na forma

o0

_c'u./é

xiw) = / k(t) « dt (B.7)

ou,

X (w] = k"(ou) _— k"(w) (B.8)



APENDICE C A TRANSFORMACAO DE HILBERT E AS RELACOES DE

KRAMERS-KRONIG

A transformagao de Hilbert & utilizada para se rela-
cionar as partes real e imaginaria de fungoes complexas que
sO tém significado fisico para argumentos reais |Byron e

14
Fuller (p.335-349)7"|.
Considere-se uma fungao complexa de variavel complexa,

f(z), tal que

a) f(z) & analitica no semi-plano superior
(C.1)

b) |f(z)] - 0 quando |z| » ©» , no semi-plano superior
Seja f(x) uma funcao complexa de variavel real, dada

por

i

Fux) = ST - S x) (C.2)

O par de transformagdo de Hilbert & dado pelas relagoes

20

) / I/{)()
Jd) = L / — (c.3)
/] -
" — // /*)
) - — 4/ R dx (C.4)
7 -

-0

onde o simbolotfldenota valor principal.
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As relagoes (C.3) e (C.4) também podem ser escritas

na forma
0o
. | _/”()c') 3 " {Of)
f4) = — / dx (C.5)
7l X - of
e
@ / /
" - { —_
) = L)L) g (C.6)
/] k- of
-

onde, em caso de qualquer ambiguidade,
o

24
= Iim
7 X
)

-

Existem quantidades fisicas que sob hipoteses razoa-
velmente amplas e motivadas fisicamente, possuem as proprie-
dades analiticas (C.1l), de modo que possam satisfazer as re-
lagoes de transformagao de Hilbert.

Seja um sistema fisico linear, causal e com dispersao

temporal, na forma

¢

RIt) = Glt-7) €(2)dT (c.7)

27
~ o

onde a funcdo E & a excitagdo e R a resposta. A fungao G & a
fungao resposta do sistema.

A eq. (C.7) & a aplicacdo do principio de superposigao
ao sistema, de modo que a resposta em t & a superposicao pon-
derada de todas as excitagOes anteriores a t.

Note que o argumento da funcao G € (t-t1) pois desta

forma o sistema responde a uma excitacao siibita no instante de
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tempo to do mesmo modo que responderia a uma excitagao slibita

em um instante de tempo T posterior. Assim, seja

Rl(t) - resposta do sistema a uma excitagéo subita em to
R,(t) - resposta do sistema a uma excitagdo silibita em t, + T
tem-se
t
/ ;
Rt = — Jauv) e, I (vt )gr o L o ¢ t-t,)
few fe7
)
IL
R, (8] = L N)E, Tt bo-T)dY = —= ¢, G (- to~T)
2 = — G ¢-T)é, I (T~ &, ’)C/L = o 6 v
o7 [z
-0
ou seja,
R, (€+T) = L6, GUErT by =T ) = | &, 6 (i-to)
2 LT el
Ry (£+T) = &, (¢) (C.8)
A funcao G(t) obedece as seguintes condigoes
a) G(t) € limitada para todo t (C.9)
b) |G(t)| & integravel, assim G(t) + 0 mais rapido
que ( 1/t ) gquando t = = (C.10)
c) G(t) =0 para t < 0 (C.11)

a condigao (C.1l1l) & justamente o principio da causalidade
(a causa antecede ao efeito).
Obedecidas as condigoes (C.9), (C.10) e (C.ll) pode-se

definir a funcao g(z) que &€ a extensao para o plano complexo
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da fungao g(w), transformada de Fourier da fungao G(t). A

funcao g(z) obedeceria as condigoes (C.1l), de modo que para a

fungao
g (w) = g' (w) -9 (w) (C.12)
sao validas as transformagoes de Hilbert (C.3) e (C.4)
X
all .
?'(ud - — i (W) ek (C.13)
7] w - W
~
@
) -
fw -
g "(w) - = 7w d w (C.14)
n w - w
-

As relagdes (C.13) e (C.14) sao as relagoes de dispersao entre
as partes real e imagindria da quantidade fisica g(w), para
valores reais do argumento.

Das hipoteses necessarias para a validade da transfor-
macao de Hilbert, (C.9), (C.10) e (C.11l), a fundamental é a
hipdotese da causalidade; a causalidade implica, pois, na exis-
téncia das relagdes de dispersao.

Além disso, como somente frequéncias positivas tém
significado fisico e supondo-se G(t) real, a partir das egs.

(C.13) e (C.14), tem-se

w
I 2 / w 9"{(4/} -
glw) = = 9T dw (C.15)
e
0
a} —
- i w _
w) . 2 g ) & ©.16)
7l J/Z’WZ
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Assim, para a excitagao tendo o campo elétrico, para
a resposta, a polarizagao, tem-se da eq. (C.7)
t

/
PE) = —— G (t-%) c(T)dT (C.17)
~
-
Tomando-se a transformada de Fourier, lembrando que a trans-

formada da integral de convolugao & o produto da transformada

das fungoes, tem-se
Plw) = §lw) € (w) (C.18)

A comparacao da eq. (C.18) com a eq. (B.6) |Apéndice B|, mos-
tra que a fungao G(w) & justamente a suscetibilidade depen-

dente da frequéncia, x(w), ou seja

Plw)= ¥ (w) ¢ (w) (C.19)

Agora, das egs. (C.15) e (C.16), vem

Q
‘" —
. z w X (w) —
Xiw)z — / ———L dw (C.20a)
T o 2 w?
0
[7¢]
o -2w x'(w) —
X (w)- 222
(W) = =/ Z d w (C.20b)
T2 w?

As egs. (C.20a) a (C.20b) sao as relagoes de Kramers-Kronig e
relacionam as partes real e imaginaria da suscetibilidade de-
pendente da frequéncia.

A parte real da suscetibilidade no dominio da frequén-
cia, X' (w), nao contribui para a perda dielétrica e esta re-
lacionada com a dispersao; a parte imaginaria, x"(w), contri-

bui para a perda dielétrica e estd relacionada com a absorgao.
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As relagoes de Kramers-Kronig estdo entre as relagdes
mais gerais da eletrodinamica e tém um significado fundamen-
tal na interpretagao de dados dielétricos. Nesta conexao, o
comportamento das perdas dielétricas, obscurecido pela pre-
senca da condutividade de corrente continua em baixas fre-
quéncias, e da permissividade e_ em altas frequéncias, foi

elucidado com o uso das relacoes de Kramers-Kronig |Love11105,

45,60 e Jonscher (p.47—52)86

Gross
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