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RESUMO

Nesse trabalho estudamos o transporte classico de particulas em multiplos pocos
de potenciais assimétricos através da integracao numérica das equagoes de movimento. O
problema considerado é descrito por um sistema que é composto por uma particula sujeita
a um potencial assimétrico e a uma forca externa dependente do tempo, acoplado a N
osciladores harmoénicos independentes (representando o “meio™). As trocas de energia entre
o sistema e osciladores (na auséncia da forca externa) também sao discutidas. O estudo do
transporte foi realizado para trés casos distintos: (I) quando a massa da particula € maior
que a massa dos osciladores; (II) quando a massa dos osciladores é mailor que a massa da
particula: e (III) quando a massa da particula é muito maior que a massa dos osciladores. As
trocas de energia foram verificadas para os casos (I) e (II). O transporte foi analisado como
funcao do numero de osciladores, da intensidade de interagao entre particula e osciladores,

e da amplitude da forga externa.
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ABSTRACT

The classical transport of particles in multiple asymmetric well potentials is studied
through numerical integration of equations of motion. The problem considered is described
by a particle in an asymmetric potential coupled to .V harmonic oscillators (representing the
environment) and subjected to an external time dependent force. Energy exchange between
system and environment is discussed for the case of no external force. Transport is analysed
for three distint cases: (I) particle mass greater than the oscillators masses; (II) oscillators
masses greater than particle mass and (III) particle mass much greater than oscillators
masses. Energy exchange is analysed for cases (I) and (II). The transport is studied as a

function of number of oscillators, interaction intensity and intensity of the external force.
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INTRODUCAO

O transporte de particulas é um fenomeno que ocorre freqientemente na natureza e
esta presente em diversas areas de pesquisa como a Fisica, Quimica e Biologia. Alguns exem-
plos sdo: o transporte de elétrons em metais e polimeros [1]; o fluxo de particulas em fluidos
e o transporte de particulas em sistemas biofisicos [2]. Embora o fenomeno de transporte
seja comum na natureza. sua descri¢ao tedrica é em geral um problema dificil. Normalmente
as particulas nao sao livres para se moverem, mas estao sujeitas a interacoes com o “meio”!
através de forgas ou gradientes de potenciais de varias origens. O mais comum e conhecido
fenomeno de transporte resulta em geral da agao de forcas ou gradientes macroscopicos ex-
ternos. Recentes e interessantes estudos tedricos e experimentais tém entretanto mostrado
que sistemas dissipativos fora do equilibrio podem induzir movimento macroscopico através
de efeitos puramente microscopicos [2-6]. O primeiro sistema desta natureza foi proposto
por Feynman em seu Lectures [7]. Ele idealizou um motor capaz de gerar movimento ma-
croscopico a partir de forgas de origem puramente microscopicas, através de um dispositivo
constituido por uma catraca modelada por uma roda com dentes assimétricos, isto €, uma
das faces de cada dente é ortogonal a circunferéncia da roda, enquanto que a outra face
tem um angulo de inclinacdo menor que 7/2. Uma lingteta faz com que a catraca gire em
um sentido mais facilmente que no sentido oposto. Essa catraca é conectada a uma hélice
através de uma haste, veja Fig. 1.1. Considera-se que todos os elementos deste dispositivo
estao perfeitamente isolados e que a catraca e a hélice estao separadas por duas caixas isola-
das que contém gases a temperaturas T e T, respectivamente. Admite-se que o dispositivo
é reduzido a escalas microscépicas, de modo que as flutuagoes do “meio” ou banho térmico

tornam-se importantes para o funcionamento do motor. pois as particulas Brownianas com-

LA palavra no ingles é environment. traduzimos como “meio”. As aspas nesta palavra serao utilizadas ao

longo do texto para evitar interpretagoes erroneas.



pondo o gas golpeam a hélice. fornecendo energia para a catraca mover-se para um préximo
dente. Feynman mostrou que o movimento direcionado da catraca é obtido apenas quando
as temperaturas 1 e T, forem diferentes. demostrando assim que o movimento direcionado
nao pode ser extraido de um sistema isotérmico. apesar da assimetria da catraca. Entretanto
um gradiente térmico no dominio Browniano pode gerar movimento direcionado da catraca

e pode ser usado para produzir trabalho.

Figura 1.1: Mecanismo descrito por Feynman. Figura extraida da referéncia [8].

Na pratica grandes gradientes térmicos sao praticamente impossivels para pequenas
distancias. No entanto, recentes trabalhos tém apontado o uso de outras fontes de energia,
em vez de gradientes térmicos, para mover um motor microscopico. Se a energia € fornecida
por flutuagdes externas [2,3] ou por reagoes quimicas fora do equilibrio [9], o movimento
Browniano pode ser influenciado se o “meio” for anisotropico, mesmo que o sistema seja
isotérmico. Deste modo, o movimento direcionado é possivel na auséncia de uma forga gra-
vitacional. campos elétricos macroscopicos ou gradientes térmicos. Um dispositivo baseado
no movimento Browniano induzido pode ser caracterizado por uma particula movendo-se
sob a acao de um potencial periddico assimetrico que é produzido por um conjunto de ele-
trodos (Fig. 1.2 (a)-A). Quando uma diferenga de potencial é aplicada, a particula é sujeita
a um potencial assimétrico tipo “dente de serra” (Fig. 1.2(a)-B). O campo elétrico médio
na direcao r é zero, de modo que nao hd nenhuma for¢ca macroscopica resultante. Uma
flutuacao externa pode ser produzida através da modulagao na diferenca de potencial apli-
cada, deste modo, a particula é transportada pela combinacao da difusao e do movimento
induzido pelo campo elétrico dependente do tempo. O trabalho experimental realizado por
Rousselet, Salome. Ajdari e Prost [10] mostrou que o movimento unidirecional de particulas
pode ser induzido através da modulacao na amplitude de um potencial assimétrico que é

poduzido por um dispositivo como ilustra a (Fig. 1.2(a)). O potencial assimétrico V,, é

aplicado periodicamento por um periodo 7,,, e desligado por um periodo 7,s. No final do
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periodo “ligado” (7,,), as particulas estao concentradas em torno do minimo do potencial
assimétrico V,, (Fig. 1.2 (b)-C). Durante o periodo seguinte, “desligado” (7,s¢), as particulas
difundem-se livremente de modo que a concentragao de particulas, no fim deste periodo 7./,
seja um conjunto de curvas Gaussianas centradas em torno do mesmo ponto inicial (minimo
do potencial) (Fig. 1.2 (b)-D). Quando o potencial é novamente “ligado” sera induzido sobre
as particulas um movimento em direcao ao minimo do potencial assimétrico. A cada ciclo
“liga-desliga” do campo elétrico, resultarda um movimento liquido de particulas da esquerda

para a direita. A (Fig. 1.3) mostra uma foto da estrutura microscépica do experimento.

(@]
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Figura 1.2: Movimento induzido de particulas Brownianas.

Figura 1.3: Pequenas particulas difundindo-se durante um ciclo 7, (“desligado”) do campo

elétrico. Escala da barra 10 um. Figura extraida da referéncia [11].



Teoricamente, o movimento direcionado de particulas interagentes com um “meio” é
modelado classicamente por particulas movendo-se em potenciais periédicos assimétricos sob
a acao de ruidos térmicos e externos. Tais sistemas sao chamados de catracas? Brownianas,
inicialmente propostas por M. O. Magnasco [3] que modelou uma catraca através de um
potencial periddico assimétrico V() (veja Fig. 1.4). A dinamica da particula Browniana
sujeita a este potencial e acoplada a um banho térmico pode ser obtida da solucao da

equacao de Langevin, expressa por
ax = f(x)+ C(t) + F(t), (1.1)

onde o é uma constante (com unidades de massa/tempo), & é a variavel representando a
posicao da particula. f(x) = —dV(x)/dx é o campo de forga devido ao potencial V(z), e
¢(t) é o ruido térmico Gaussiano que obedece a propriedade (((¢)((t')) = 2akgTé(t — t').
F(t) é a forca externa dependente do tempo de origem deterministica ou estocastica, com

média temporal zero. que é responsavel pelo movimento da particula.

Vix)

\j

Figura 1.4: Potencial periddico assimétrico.

O interesse em estudar catracas Brownianas originou-se da biofisica molecular onde
mecanismos deste tipo tém sido propostos para explicar os motores moleculares [12-14]
(proteinas celulares capazes de converter energia quimica em for¢a e movimento mecanico),
responsaveis por exemplo: pelo transporte de ions, prétons e pela contra¢ao muscular.

Apds o trabalho inicial de Magnasco. varios estudos tedricos (baseados na equagao
de Langevin) examinaram em mais detalhes as catracas Brownianas sob diferentes aspectos:
dependéncia da corrente® com a forma do potencial assimétrico ou com a forma do espectro
de poténcias do ruido térmico [15]; dependéncia da corrente com o tipo da forca externa,
sua amplitude e freqiiéncia [16]; condi¢ao de maxima eficiéncia da corrente e o surgimento

de correntes reversas [17-21]. Essencialmente foi mostrado que a corrente total depende da

’No inglés: ratchet, e é adequadamente traduzida neste contexto como catraca.
3Por corrente entedemos o transporte da particula através dos miltiplos pogos do potencial assimétrico

(Fig. 1.4) numa diregao. por exemplo. sentido positivo do eixo-z.
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intensidade e da frequéncia da forca externa dependente do tempo. bem como da escolha
do particular potencial assimétrico. Recentes trabalhos experimentais apontam possiveis
aplicagoes tecnoldgicas [8,22.23] tais como a inducao de grandes potenciais elétricos, a re-
dugao de ruidos em dispositivos supercondutores. e a possibilidade do emprego de um novo
dispositivo para separacao de particulas. ('atracas quanticas também foram analisadas teo-
ricamente [24] e tém sido usadas para estudar efeitos de campos de lasers sobre o transporte
eletronico através de cadeias moleculares [25].

A proposta deste trabalho consiste em verificar numericamente o efeito de transporte
a partir das equacoes de movimento de um sistema acoplado com um “meio”. O sistema
é composto por uma particula sob a a¢ao de um potencial periddico assimétrico e de uma
forga externa dependente do tempo. Este sistema interage com um “meio” composto por
osciladores harmonicos independentes. Diferentemente da descricao tedrica proposta pela
equacao de Langevin. utilizamos um conjunto de equagoes diferenciais acopladas para es-
tudar o transporte direcionado de particulas. Esta descrigao, embora aparentemente mais
complexa e limitada quanto a discusao analitica dos resultados possibilita um maior controle
sobre os diversos parametros envolvidos bem como uma detalhada analise do efeito de um
“meio” finito. ou seja. um numero finito de osciladores harmonicos. O conceito usual de
banho térmico nao é mais utilizado e os osciladores harmoénicos do “meio” fazem parte in-
tegrante da dinamica do sistema, podendo ter sua dinamica substancialmente alterada. Sob
esta perspectiva, torna-se importante analisar o transporte de particulas como fun¢ao de
diferentes situagoes fisicas. Neste trabalho, investigamos o efeito de transporte como fungao:
do numeros de osciladores que compde o “meio”, da intensidade da interagao entre sistema
e osciladores e da amplitude da forga externa dependente do tempo. Essa investigacao é
realizada para trés situagoes distintas: (I) quando a massa da particula é maior que a massa
de cada oscilador que compoe o “meio”; (II) quando a massa dos osciladores é maior que
a massa da particula; e (III) quando a massa da particula é muito maior que a massa dos
osciladores. Além do efeito de transporte, também investigamos numericamente a troca de
energia entre sistema e “meio” na auséncia da for¢a externa para os casos (I) e (II).

Dado que a maioria dos trabalhos sobre movimento Browniano e catracas Brownianas
foram realizados usando a equagao de Langevin, no capitulo 2, uma revisao tedrica sobre o
movimento Browniano e a derivagao explicita da equagao de Langevin serao discutidos. No
capitulo 3 as equagoes de movimento usadas neste trabalho serdo derivadas, e também sera
feita uma discussao sobre o transporte de particulas na auséncia do “meio”. Os resultados
numeéricos para o transporte em funcgao das diferentes situagées mencionadas acima, bem
como as trocas de energia entre sistema e osciladores serao discutidos no capitulo 4. Uma

conclusao geral sobre os resultados sera apresentada no capitulo 5.
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ASPECTOS TEORICOS

Esse capitulo é dedicado a apresentacao de aspectos relacionados a teoria envolvida
com a proposta deste trabalho. Sera discutido o movimento Browniano e a equacao de Lan-
gevin é derivada. pois constituem a base tedrica na qual é estruturada a literatura referente

ao efeito de transporte direcionado de particulas.

21 MOVIMENTO BROWNIANO

Uma particula imersa num liquido esta sujeita a colisoes aleatdrias com as moléculas
do fluido. O movimento irregular resultante, ou movimento Browniano, veja Fig.2.1, foi des-
coberto em 1827 pelo botanico inglés Robert Brown que caracterizou este tipo de movimento
através de observagoes de graos de pdlen imersos num fluido. Uma explicagao tedrica para
este tipo de movimento foi dada por Einstein em 1905, mostrando que o movimento irregular
observado ocorre devido as flutuagoes térmicas intrinsicas resultantes da interacao da peque-
na particula com o “banho térmico”, ou seja, das colisoes aleatdrias da particula com as
moléculas do fluido. Independentemente de Einstein, Langevin sugeriu que as forcas sobre a
particula, devido as moléculas do fluido, podem ser divididas em duas componentes: (i) uma
forca oscilante que muda de direcao e amplitude freqientemente quando comparada com
qualquer outra escala de tempo do sistema, cuja média temporal é zero; (ii) uma forga visco-
sa de amortecimento que diminui o movimento induzido pela forga oscilante. Considerando

o caso unidimensional. a equagao de movimento serd [26]

I
m = —av+ f(1), (2.1)
dt

onde v = dz/dt é a velocidade e = a posi¢ao da particula Browniana de massa m. O primeiro

termo do lado direito da equagao (2.1) é a forga viscosa, que consideramos proporcional a

11



sua velocidade sendo o uma constante. f(¢) é a forga aleatdria que possui as seguintes
propriedades:
(f(1)) = 0. (2.2)

assumindo que a forga devida as moléculas é nula. em média e
(f(t)f(t") = Bé(t —t'), (2.3)

considerando que os consecutivos impactos sejam independentes. A equagao (2.1), descrita
acima, é denominada de equagdo de Langevin. Note que a equagao de Langevin (1.1) apre-
sentada no capitulo 1 é uma equacao de primeira ordem em x, e a particula Browniana nao
é livre mas sujeita a um potencial V' (2) e a uma forga externa F'(t), por esta razao ela é

diferente da equagao aqui apresentada.

Fig. 2.1: Caminho irregular descrito por uma particula imersa num liquido.

Na seqliéncia apresentamos alguns resultados analiticos associados a equagao (2.1). Estes

resultados sao bem conhecidos na literatura [26,27].

Por conveniéncia escrevemos a equacao (2.1) na forma

LY (2.4)
dt

onde vy = a/m e ((t) = f(t)/m é uma variavel estocastica dependente do tempo e que possui
as propriedades:
(¢(t)) =0, (2.5)

(C(t)C(t") =Té(t = 1), (2.6)



sendo [' = B/m?.
A solugao para a equacao (2.4) é expressa por [26]
(2.7)

ot
v=rvge e / et dt'.
Jo

onde vy = v(t = 0). Usando as propriedades (2.5) e (2.6) para ((t) podemos calcular a média

e a variancia. ou dispersao. da velocidade. Sendo a velocidade média expressa por

(v) = vg e ", (2.8)
e a variancia dada por [27]
(fe = ())) = o) = (o)
temos,
(v?) — (v)?* = 5 (1 —e ™). (2.9)
ket

Para tempos longos ¢ — oc. chamado regime estacionario. temos (v) = 0 e a velocidade

quadratica média expressa por
(2.10)

. I
2
vY) = —.
< > 2,_)/

A partir da teoria cinética dos gases sabemos que
(2.11)

(2.12)

entao
=

(2.13)

como I' = B/m? e v = a/m temos

B = ')(,Y/CB T,

onde kg é a constante de Boltzmann. Voltando a equagao (2.3), expressamos a fungao de

correlacao para a forga aleatoria f(t) como
(2.14)

2akgTé(t —t').

(f@)f(t) =2

dz/dt, obtemos a seguinte expressao para a fungao posicao
t N
r =29+ / v(t")dt',
0

sendo x¢ = z(t = 0). Usando a equacao (2.7) encontramos [26]

1 t "
Vg (J. _ e—fyt) + ’_7_/0 C(t,l) <l _ e’y(t —t)) Clt”.

T =29+ —
~

Lembrando que v
(2.15)

(2.16)

13



Tendo em vista a condigao (2.5). o deslocamento médio da particula é

<I> = o+ (;—U (1 - (T‘—Nt> .

i

o
—_
=1

O desvio quadratico médio é obtido usando as equagoes (2.16) e (2.17) e expresso na forma

. . r 2 1 .
(2?) — (2)? = = t— :(l —e™ ) +z(1 —e ), (2.18)
y 2

Para tempos longos t — oc. obtemos
(2*) — (2)* = —t = Dt, (2.19)

onde D = 2kgT [« é o coeficiente de difusao.

Apresentamos também as distribuigoes de probabilidade no regime estaciondrio para a velo-
cidade da particula Browniana [26]

m —mu? )2k ¢
/)('l') = mB—]_; e /QABT, (220)

onde vy = 0. Essa é a distribuicao de Maxwell para o caso unidimensional. A distribuigao
de posicoes é dada por

1 2
T.t) = ——— e~ /2D, 2.21
ple.t) = - (2.21)

considerando xg = 0. Veja abaixo a Fig. 2.2 que ilustra a distribuigao de probabilidade para

um conjunto de trajetorias da particula Browniana.

p(x) (x10%

6

Fig. 2.2: 100 trajetdrias representando a dinamica da particula Browniana, sendo p(z) a

densidade de probabilidade nao normalizada. em t=1000.
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2.2 DERIVAGAO EXPLICITA DA EQUAGAO DE LANGEVIN

A derivagao explicita de equacoes de movimento para sistemas interagentes com o
“meio” estabelecem condigoes de validade das equacoes que muitas vezes sao usadas para
descrever sistemas complicados. Um grande nimero de situagoes na natureza podem ser
descritas adequadamente por um sistema interagindo com um “meio” cujo nimero de graus
de liberdade é elevado. A equagdo de Langevin tem sido usada para modelar varios sistemas
dessa natureza.

Esta secao é dedicada a uma completa derivacao da equa¢do de Langevin a partir
de uma Hamiltoniana classica. Trataremos um modelo unidimensional para descrever um
sistema interagindo com um “meio” (ou banho térmico) o qual é composto por um grande

numero (V) de osciladores harmonicos nao interagentes, veja Fig. 2.3.

« Banho Teérmico « « c . .
« ouMeio Hy .° ° J .« % ..

Fig. 2.3: [lustracao para um sistema interagente com um banho térmico.

A Hamiltoniana total é expressa por [28]

H:HS(QaP)+HB(q7p)+HI(qu)~ (2:‘2)
onde .
PZ

Hs(Q, P) = SM +V(Q), (2.23)

é a Hamiltoniana do sistema na auséncia do “meio”, e (@, P) representam respectivamente
a coordenada e o momento conjugado do sistema. A Hamiltoniana do banho térmico €
expressa por
N 2 42
p; miw;
— " 2m; 2

J=1

15



0s g; e p; representam a coordenada e momento conjugado do j-ésimo oscilador de freqiiéncia
w; e massa m; que constitul o banho térmico. A interagao entre sistema e “meio” é expressa

através da Hamiltoniana
Hi(Q,q) = —-AQI'(q), (2.25)

onde q representa as coordenadas dos osciladores {¢;}. O acoplamento do sistema com o
banho é linear na coordenada do sistema e de forma mais geral nas coordenadas do banho via
uma funcao analitica ['(q). O parametro de acoplamento A mede a magnitude da interacao
entre sistema e banho térmico.

As equagoes de Hamilton [29] para o movimento nas variaveis do sistema sao

. OH 0Hs P

=9 9P T (226)
__OH _ _9V(d) ‘

Com o objetivo de eliminar as coordenadas do banho nas equagoes (2.26) e (2.27), conside-

ramos as equacoes do j-ésimo oscilador harmonico

6H_0HB l),_

Gj=—=—F—="—, (2.28)
" dp;  Op;  my
. oH
p; = —5— = —mywiq; + AQT,(q), (2.29)
dq;
onde oI
Fi(q) = 0m (2.30)
q;

Resolvendo o conjunto de equagoes diferenciais (2.28) e (2.29) obteremos os ¢;(t) para substi-
7

tuir em (2.27). Como p; = m;q;, reescrevemos o conjunto de equagoes (2.28) e (2.29) através

de uma unica equagao diferencial dada por
m;g; = —mjwqu + AQT(q). (2.31)

Para resolver a equacao nao homogénea (2.31) utilizaremos o método da variacao de para-

metros [30]. A equagao homogénea correspondente a equagao (2.31) é expressa por
g; +wig; = 0, (2.32)
cuja solugao geral é

g;(t) = ¢ cosw;t + ¢ senw;t. (2.33)
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Para obter a solucao da equacao (2.31) devemos substituir as constantes ¢; e ¢, da equacgao
(2.33) por fungoes w;(t) e uy(t), respectivamente. e depois determinar estas funcoes de modo

que a expressao resultante
q; = ui(t)cosw;t + uy(t)senw;t, (2.34)

seja uma solucao da equagao nao-homogeénea (2.31). Para determinar w,(t) e u,(t), precisa-
mos substituir o ¢; da equagao (2.31) pelo ¢, da equagao (2.34). Para isso procedemos da

seguinte forma:

Primeiro derivamos a equagao (2.34) para obter
q; = w1 (t) coswjt — wy(t)w; senw;t + uy(t)senw;t + uy(t)w; cosw;t. (2.35)
Impondo que a soma das parcelas que envolvem () e t,(t) na equagao (2.35) seja nula [30]
(1) cosw;t + 1y(t) senw;t = 0, (2.36)
ficamos com
q; = —uy(t)w; senw;t + ug(t)w; cosw;t. (2.37)

Derivando novamente. obtemos
g; = —u(t)wjsenw;t — ul(t)wf cos w;t + ug(t)w; cosw;t — ug(t)w;‘»’ sen wt. (2.38)

Agora substituimos as equagoes (2.34) e (2.38) em (2.31). Apods agruparmos os termos.
obtemos

—uy(t)mjw; senw;t + uy(t)mjw; cosw;t = AQT;(q). (2.39)
Considerando as equagoes (2.36) e (2.39). temos assim um sistema de equagoes que podemos

resolver para encontrar as expressoes para ui(t) e uq(t). De (2.36) temos

(1) = — dal)senwjt (2.40)

cos w;yt

Substituindo (2.40) em (2.39). encontramos

cos w;t

is(t) = QT (). (241)

mjwj
Agora substituindo (2.41) em (2.36), obtemos

i (t) = — SenwthQFj(q). (2.42)

m JWy
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Fazendo a integracao das equacoes (2.41) e (2.42) em dr com o intuito de encontrar u,(t) e

us(t), temos

t . T
ul(_t):—/ dr 22T Q)T [al(r)] + ¢;(0). (2.43)

m;w;

wlt) = [ ar =20 fa(n) + 22
J0

'172,.]' wj m]wj

(2.44)

onde ¢;(0) = u1(0) e p;(0)/m w; = uy(0) foram encontrados aplicando as condigdes de con-

torno ¢;(0) e ¢;(0) em (2.34) e (2.37) .

Substituindo (2.43) e (2.44) em (2.34) e agrupando os termos encontramos a solucao geral
para a equacgao diferencial nao-homogénea (2.31),

p;(0)

m Wi

senw;(t — )

g;(t) = ¢;(0) cosw;t + senw;t + A / dr Q(T)T[a(r)]. (2.45)
Jo

m;wy

Uma interpretacao subseqliente dos resultados requer que integremos a equacao (2.45) por

partes para obter

q;(t) = q;(0) cos w;t + 52(2) senw;t + AD;(q;t,t)Q(t)
o . (2.46)
- D) (@ £.01Q(0) = A [ drDy(ast, I,
onde
Dj(q;t,7) = /T‘”/ el 27) Lila(). (2.47)
: m;w;

A dependéncia de D; e I'; em q serve para lembrar que as equagoes (2.45) e (2.46) sao em
geral equagoes integrais relacionando q(¢) com sua histéria anterior. Para utilizar esses re-
sultados formalmente devemos transformar as expressoes implicitas em expressoes explicitas.
Para uma interacao bilinear entre sistema e banho, I'; é independente de q e a equagao (2.46)

torna-se uma solugao explicita.

Em um acoplamento bilinear entre sistema e banho térmico. temos

N
Cla) =Y T q. (2.48)
j=1
onde ['; é uma constante. Logo.
9r'(q)
[i(q)= =T



Deste modo a equagao (2.47) fica (escolhendo o limite inferior apropriadamente)

Diit—71)= L cos[w;(t — 7)].

mjw?
Neste caso a equacao (2.46) torna-se
AL , Al p;(0
q(t) = —5 Q1) + [qj([)) - —= Q(O)} cosw;t + pi(0) sen w;t
771‘,‘w‘j ’IIZJ'L«.)J m;wy
AL, (1 : :
- J.Z / dr cosfw;(t — 7)]Q(7).
miws Jo
Aplicando essa solucao explicita em (2.48) ficamos com
ol AT 0
(@)=>_T, { Q(t) + {qj(())- L Q(O)} sw;t + ] )senw]t
— mjw? m;w: mjw;
J=1 J
AL

.72 /ydr cosw;(t — T)]Q(T) }
0

7njw7 J O
Substituindo a expressao (2.51) em (2.27) para obtermos a equacao do sistema

N

piey = - 2% dQ Z {m] 5 QU+, {cmo -l wz Q(0 )} cos w;t

: A2t .
+ AT p](.O)‘ senw;t — ——-—%/ dr coslwj(t — 7)]Q(T) } .
miw; m;w? Jo
Podemos escrever
. aH(]n) t .
Pit)+ —2— = ~ / dr K(t—71)Q(7) + f(t),
aQ Jo

onde a memoria dissipativa € representada por

Noarr?
CK(t—1) = L cosw;(t—1T),
jz; m,wz /

e a for¢a flutuante dada por

N
AL

Z AL { [qj 2 Q(0) :| osw;t + p;{0) senwjt} .
mjw m;jw;

J=1

Introduzimos a “Hamiltoniana do sistema modificada”

m) P PZ V /\2 = Ff 2 ¢
(Q.P) = 537 +V(Q) = Z S (0
J= o

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

A equagao integro-diferencial (2.53), chamada de equagdo de Langevin generalizada,

descreve 0 movimento de uma particula Browniana. O lado direito mostra a for¢a liquida

19



exercida sobre a particula devida as outras particulas. ou seja. ao banho térmico. O primeiro
termo representa a forca dissipativa apresentando efeito de memoria. dependente da histéria
passada do movimento da particula Browniana. O segundo termo representa a forca flutu-
ante dependente do estado inicial do banho de osciladores. A integracao desta equacao de
movimento nao € factivel. ja que nao ha maneira de achar as posi¢oes e velocidades de todas
particulas do banho, pois o estado dinamico inicial do sistema é inacessivel. Deste modo,
o sistema havera de comportar-se. no nivel estritamente microscopico, de forma diferente
para cada novo experimento, ja que nao temos controle sobre o estado dinamico inicial.
Assim, nao possuindo uma especificagao precisa do estado inicial do sistema, precisamos
recorrer a introducgao de hipoteses adicionais de carater nao mecanico, na forma de hipdteses
estatisticas sobre o comportamento da forca flutuante f(¢), que entao passa a ser referida

como forca estocastica ou “ruido” térmico.

Para uma interpretacao estocastica da forca flutuante f(t¢). consideramos que em
t = 0 o banho esta em equilibrio na presenca do sistema. Assumimos que ¢;(0) e p;(0) sao

distribuidos de acordo com a distribui¢ao canonica [27]
P[q(0),p(0)] = Z~1e=5H5" (2.57)

onde 3 = 1/kgT, Z é fungao de particao canodnica e H,(3m) é a “Hamiltoniana do banho

modificada”

N 2 2 2

p? m;w; [;Q
HUY = ] g — N2 . 2.58
B ; 2m; + 2 (q] m]-ouf ( )

Considerando a distribuigao (2.57) calculamos [veja o apéndice A] o valor médio e a fungao

de correlagao [31] para a forca flutuante f(t¢) onde obtemos

(f(t)) =0, (2.59)
e
Noa2r?
(f()f(r)) = kT Z mu.,JZ cosw;(t — 7). (2.60)

Comparando as equagoes (2.60) e (2.54) expressamos o teorema da Flutuagao-Dissipagao [31,
32] para a forga f(t), relacionando a intensidade da for¢a flutuante com a temperatura do

banho e com a forga dissipativa,
(f(t)f(r)) =kgT K(t—7). (2.61)

Esta é uma completa derivacao da equagio de Langevin ndo Markoviana, pois o termo

dissipativo contém uma funcao memodria A'(t — 7). Esta fungao descreve a memoria entre
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sucessivos impactos da particula Browniana com o banho térmico. Para uma escolha especial
de frequéncias e constantes de acoplamento ['; [33.34]. podemos obter uma equacio que
é aproximadamente Markoviana. Supondo a existéncia de infinitos osciladores (N — o)
compondo o banho térmico, com uma distribuicao de freqliéncias tratada como um continuo.
além disso. considerando que o momento do sistema varia suficientemente pouco em relacao
a uma frequéncia tipica do banho. entao uma funcao delta de Dirac pode ser usada como

uma aproximagao para a equacao (2.54).
Nit—7) ~ adlt—r"1), (2.62)

sendo o uma constante. Eliminando o efeito de memoria obtemos uma aproximagao Marko-
viana para a equacao (2.53) dada por
. NV (Q) : .
P(t) = ———= — aQ(1) + f(1). 2.63
(1) 90 Q(t)+ f(t) (2.63)
Lembrando que P(t)/M = Q(t). usando Q(t) = v. considerando o primeiro termo do lado di-
reito nulo e fazendo f(t) = ((t). recuperamos a equag¢ado de Langevin (2.4) para o movimento

Browniano vista na secao anterior,

T (2.64)
dt

onde dv/dt = ¥, v = /M é a constante de viscosidade e ((t) é a forga estocastica dividida

por M.

O precedente desenvolvimento mostrou como é possivel obter a equagdo de Langevin
generalizada (2.53) e também sua aproximagao Markoviana a partir de uma Hamiltoniana

classica microscopica.



MODELO

Nesse capitulo apresentamos a descricao do modelo tedrico usado para simular o
efeito de transporte de uma particula interagente com um “meio”. Diferentemente dos
modelos usuais que utilizam a equagio de Langevin para descrever tais sistemas, propomos

nesse capitulo uma descrigao através de um conjunto de equagoes diferenciais acopladas.

3.1 EQUACOES DE MOVIMENTO

As equagOes de movimento sao obtidas a partir de uma Hamiltoniana classica que
descreve um sistema interagente com um “meio” composto por N osciladores harmonicos

independentes. Tratamos o problema unidimensional que é descrito pela Hamiltoniana [16]

H =Hs+ Hy + Hy, (3.1)

onde
P X 3.2
Hs—m-FV(:)’ (3.2)

¢ a Hamiltoniana do sistema isolado. onde X. P e M sao. respectivamente, coordenada,
momento linear e massa da particula. V(X') é o potencial periddico assimétrico [18] expresso
por , . F v

V(X)=W —VosenZWQ— %senﬁlﬂgZ—‘%l . (3.3)

com periodo L, amplitude Vy e constante arbitraria V;. O potencial é deslocado por um

valor Xy de forma que o minimo localiza-se na origem.

A Hamiltoniana

., N 2
1 p;
Hy = 5 E <i + ’ITLJ‘WJ?CL‘?) , (3.4)



descreve o “meio”. constituido por N osciladores harmonicos independentes. Os z; e p;
representam a coordenada e momento linear do j-ésimo oscilador de freqiiéncia w; e massa

m;. Temos ainda
N

oo
Hr==) [Alja;X — —LX?) (3.5)

F 2m;w;
que é a Hamiltoniana de interagao entre sistema e “meio”. O primeiro termo representa
o acoplamento bilinear (linear em ambas coordenadas X e x;) entre sistema e “meio”, o
segundo termo é introduzido a fim de compensar efeitos de renormalizacao de freqliéncia
induzidos pelo primeiro termo [32]. Os parametros A e ['; fornecem a amplitude da interagao.

Por conveniéncia. reescrevemos a Hamiltoniana (3.1) na forma

N 2

P? P; ;
H= +ngy_ + Ves (X, x), (3.6)
J 4
onde .
- - 1 - 2 /\Fj - : ~
Ver(X.ox)=V(X) + 3 zj: miwy | T — m]wf X (3.7)

é o potencial efetivo do sistema composto e o vetor x representa as coordenadas do banho

{z;}. Considerando a Hamiltoniana (3.6) as equacoes de Hamilton para o sistema sdo

. OH P
N=o5=77" (3.8)
: oH OVer(X. %)
P=- =——Fv :
X 0X ’ (3:9)
e para 0 “meio’ sao .
b= P (3.10)
o, m,
, OH OVer( X, %)
o - _ . 11
B = 5 5 (3.11)

As equagoes acima (3.8 - 3.11) compoem um sistema conservativo que nao exibe o trans-
porte da particula. Considerando a discussao apresentada no capitulo 1. Magnasco sugere
a presenca de uma forca externa dependente do tempo para governar o movimento direcio-
nado da particula através dos multiplos pocos do potencial assimétrico. Fazendo a corres-
pondéncia entre a descrigao apresentada neste capitulo e a descri¢ao proposta por Magnasco
(ver capitulo 1), devemos acrescentamos ao sistema isolado uma forga externa dependente

do tempo, que expressamos por

Fopi(t) = Fycoswgt (3.12)



com meédia zero, amplitude Fy e freqiéncia wg. Obtemos assim as equagoes para o

b V)

J

e para o “meio’
P;

rp= =
m;

pj = —mywir; + A[X .

Por conveniéncia, definimos as variaveis adimensionais [18]

X Xo / Ly

4\’, = f . AX’({) = —[’ N Ll’J- - f \
% P o= P m' =22
M Lw‘o m;y Lu.)o J M
wWE Fo /\FJ
) = — F = — s N =
YT ML 1T MW

A frequéncia wy € expressa através de

2 4’/1'2)/0(5
TR

onde ¢ é definido por

§ = sen 2| X{| + sen 47| X}| .

- A2
Ao — iy o
% + Z < Fja; — \> + Fycoswgt .

tl ='w‘0t )
W
wi= -
wo

sistema

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

A freqiiéncia wyp é a freqiiéncia do movimento da particula em torno do minimo do potencial

periodico assimétrico, equagao (3.3).

Reescrevendo as equacoes de movimento (3.13 - 3.16) em termos das variaveis adimensionais,

ja omitindo o indice linha das variaveis, temos

X=V,

o _VX) al

J=1 =1

24

N 2
")/.
vie; — X ! 4+ Fcoswt ,
dX * Z K Z m;w? + °

(3.18)

(3.19)



by = —wle; 4 21X (3.21)

I‘n]‘

onde o potencial adimensional (potencial (3.3) dividido por M L*w?), mostrado na Fig. 3.1,

é dado por

1

V(IX)=C- 5 [sen 2m(XN — Xog) + Zsen dm(X — Xo):| . (3.22)

, .1 , .
Para que V(0) = 0 devemos ter C = i sen 2w Xy + Isen 47w Xo|. Para que a origem
/] 7T /]
, - , 1 V3 -1 | :

seja um minimo devemos ter Xy = — 5 arccos - ~ —0,19, onde consideramos
2 2

L = 1. Com isso temos ¢ ~ 1.6. e (C =~ 0.0173. Os minimos deste potencial estao

localizados em
Xonin =n (n=0.%1.4£2,£3...),

e os maximos localizados em

Npae = —=0.334+n  (n=0,+1,+2.+3...).

0,04

/ J A
003+ /| . - .
/ i [ \

[ | \\ |

0,02 | / \ \ 39) , |

oo} || / \/ |
\

0,00 \-1 0

X
Fig. 3.1: O potencial assimétrico V(). ilustrando a freqiiéncia wy da particula em torno do

V(X)

1 2

minimo do potencial. A derivada segunda do potencial adimensional em X,,;, =n é igual

al.

S
ot



Uma situagao fisica capaz de ilustrar uma particula movendo-se sob a acao de um
potencial assimétrico V(.X). e uma for¢a externa dependente do tempo F..(t), e ainda in-
teragindo com um “meio”. pode ser idealizada através da Fig. 3.2. O potencial assimétrico.
neste caso. ¢ descrito por uma superficie assimétrica e a forga externa dependente do tem-
po pode ser. por exemplo. um campo elétrico oscilatério. O “meio” seria descrito por um
gas envolvendo toda superficie e interagindo com a particula. O movimento direcionado da
particula ocorre devido a agado conjunta da assimétrica espacial da superficie mais a forca
externa dependente do tempo. A particula fica movimentando-se de um lado a outro, devido
o campo oscilatorio. mas com o passar do tempo um movimento liquido (por exemplo, para

direita) podera ser observado.

Fig. 3.2: Ilultracao mostrando uma particula movendo-se sob agao de um campo externo

(dependente do tempo) através de uma superficie assimétrica.

A dindmica da particula do sistema. descrita pelas equagoes (3.13 - 3.21) é bastante
complexa devido ao acoplamento com os osciladores do “meio”. O potencial efetivo que
atua sobre a particula tem uma forma bastante particular que depende do nimero de os-
ciladores como também dos valores das condicoes iniciais de cada oscilador. Os resultados
numeéricos que exibem essa dindmica serao apresentados no proximo capitulo. Na secao se-
guinte apresentamos alguns exemplos da dinamica da particula para o caso mais simples,

onde eliminamos o acoplamento com os osciladores.



3.2 TRANSPORTE NA AUSENCIA DO “MEIO”

Quando tomamos v; = 0. na equacao (3.19). eliminamos o acoplamento entre o

sistema e os osciladores do "meio”. A dinamica do sistema € entao governada pelas equacoes

N =1 (3.23)
1

V= P (2cos2m( XN — Xy) + cosdn (N — Xy)) + F coswt. (3.24)
4

Considerando o caso para o qual F' = 0. o problema é reduzido a sua forma mais
simples. Quando a energia total da particula é menor do que o valor maximo da energia
potencial. sua trajetdria fica restrita as oscilacoes periddicas em torno do valor minimo do
potencial assimétrico. veja Fig. 3.3 e observe que para uma amplitude menor de oscilacao

(Fig. 3.3(b)) o periodo do movimento é 27.

04 T 10
N
o[ 1 f\
| | :
0,2 \ \ | \ ‘ ] ~
| | \ s
<o LT % o
00 ‘ \\ \ \{ \ \ \/ ] =
\ | l [
Sl
02} A ,\ ‘ 10 . . . |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
(a) Parametros: .X; =0: 1V, =0.2¢ FF=0. (b) Parametros: X; = 1x1073: V; =0e F = 0.

Fig. 3.3: Movimento oscilatorio da particula em torno do valor minimo do potencial as-

simétrico. onde (a) e (b) exibem diferentes amplitudes de oscilagao.

A Fig. 3.4 mostra. simultaneamente, o potencial assimétrico (plano V(X)x X emt =
0) e o movimento oscilatorio da particula em torno do minimo do potencial, correspondente

a Fig. 3.3(a) (plano X' x t em V(X) = 0).

(S
=1



0,08
v(X) /
0,04 '

Fig. 3.4: Potencial assimétrico (3.22) x oscilagoes da particula em torno do valor minimo

do potencial assimétrico.

Quando F' # 0 a particula é entao governada pela for¢a externa, oscilando de acordo
com a frequéncia w através dos multiplos pogos do potencial assimétrico, um movimento
direcionado entdo pode ser obtido. No entanto, a dinamica desse movimento direcionado
nao depende somente da frequéncia e amplitude da forca externa mas também das condi¢oes
iniciais da particula, ou seja, de sua velocidade e posicao iniciais. Dependendo destes valores
podemos ter um movimento direcionado para direita ou para esquerda, ou ainda nao ter
nenhum movimento direciondo, ou seja, a particula pode ficar oscilando em torno de um
determinado ponto ao longo do tempo. Com objetivo de ilustrar essas diferentes situagdes,
integramos numericamente as equagoes (3.23) e (3.24) usando o algoritimo de Runge-Kutta
quarta ordem [35]. Na Fig. 3.5 podemos observar, simultaneamente, o potencial assimétrico
(plano V(X) x X em t = 0) e duas trajetérias mostrando o movimento direcionado da
particula através dos multiplos pocos do potencial assimétrico (plano X x ¢t em V(X) = 0).
A Fig. 3.6 mostra a dependéncia da trajetoria para diferentes valores da velocidade e posi¢ao
inicial da particula, onde representamos respectivamente por V; e X, (o sub indice ¢ indica
que estamos nos referindo as condigdes iniciais). A particula estd localizada inicialmente
em X; = 0,0, onde o potencial é nulo e a velocidade inicial determina a orientagao do
movimento. Se por exemplo, V; = 0,0 inicialmente (veja Fig. 3.6 (a)), a for¢ca externa induz
uma oscilagao da particula (com freqiiéncia w e periodo de movimento igual a 27/w) entre
X =0e X ~ 50 o que corresponde a uma oscilagao sobre aproximadamente 50 pocos do
potencial assimétrico da Fig. 3.1. Neste caso, a particula ndo demonstra nenhuma direcdo

preferencial.

o
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Fig. 3.5: Potencial assimétrico (3.22) x trajetoéria da particula através dos multiplos pocos

do potencial assimétrico.
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Fig. 3.6: (a) posicao inicial X; = 0,0 e (b) velocidade inicial V; = 0,0. Em ambos os casos

foram mantidos fixos os valores F' =10 e w = 0,63, com periodo das oscilagoes ~ 10.

Para uma condicao inicial V; = +0.2, observamos na Fig. 3.6 (a) que a particula ainda
oscila sobre aproximadamente 50 pocos do potencial assimétrico entretanto, apresenta um
movimento preferencial no sentido positivo do eixo-x. ou seja, para a direita. O pequeno
“empurrao” inicial para a direita foi suficiente para que se observe o efeito do potencial
assimétrico sobre o movimento, criando assim um transporte da particula para a direita.
Um transporte para a esquerda pode ser obtido quando V; = —0.2 (ver Fig. 3.6 (a)). Na
Fig. 3.6 (b) observamos o mesmo efeito, entretanto, agora com V; = 0,0 e para trés diferentes

localizacoes da particula no potencial assimétrico: X; = 0,15, a direita do minimo X = 0,0
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e portanto recebe um “empurrao” para a esquerda; X; = —0.15. a esquerda do minimo.
(“empurrao” para a direita): X; = 0,10 préximo ao minimo. Chamamos atencao para o
fato que em X; = 0,10 nao observamos transporte no tempo calculado. Neste caso, ainda
estamos muito proximos do minimo e o "empurrao” para a esquerda ainda nao é suficiente
para produzir transporte.

A dependéncia da trajetéria para diferentes valores da amplitude e freqiiéncia da forca
externa é mostrada na Fig. 3.7. onde fixamos o valor para velocidade inicial em V; = 0,0
e a posicao inicial em X; = 0,2. Na Fig. 3.7(a) observamos que um direcionamento da
trajetoria é associado ao valor da amplitude da forca externa. Neste caso a posicao inicial
da particula é X; = 0.2. num ponto a direita do minimo X = 0.0, e portanto a particula
recebe um “empurrao”’ para a esquerda. Quando F' = 4 a particula tem um movimento
preferencial para a esquerda (ver Fig. 3.7 (a)), conforme esperado devido ao “empurrao”
inicial. Entretanto. para intensidades maiores. F' = 10 e F' = 15 , transporte para a direita

ou auséncia de transporte sao observados. respectivamente.
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-100 i} ' 4100 WL
-200 F=4 ,
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400 | i 1300
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t t
(a) (b)

Fig. 3.7: (a) Freqliéncia da forca externa w = 0.63 e posicao inicial X; = 0,2; (b) a amplitude

da forca externa é fixa com valor F' = 10 e a posigao inicial é X; = 0,2.

E interessante perceber que a amplitude do movimentoem X cresce com o aumento da
amplitude da forga externa F'. Veja que para I’ = 4 a particula oscila sobre aproximadamente
20 minimos do potencial. Para F' = 10 as oscilagdes da particula ocorrem sobre aproxima-
damente 50 minimos do potencial. enquanto que para F' = 15 as oscilagoes ocorrem sobre
80 minimos do potencial assimétrico. U'm efeito semelhante, ao apresentado na Fig. 3.7 (a),
pode ser observado na Fig. 3.7 (b), onde a dependéncia temporal da posi¢ao da particula é
observada para diferentes valores da freqliéncia da forga externa. Quando w = 0,44 (0,47)

observamos transporte para a direita (esquerda) e quando w = 0,50 nao ocorre transporte.
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Esta figura também exibe uma pequena variacao na amplitude das oscilagoes em X para
as diferentes frequéncias. embora seja pouco perceptivel na escala apresentada, a amplitude

das oscilagoes diminui com o aumento da freqiiéncia.
Através destes exemplos podemos ter uma idéia do quanto € complexa a dependéncia

da dinamica da particula em relacao as diversas variaveis do problema, mesmo para o caso

em que o acoplamento com os osciladores do “meio” é omitido.
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4
SIMULACOES NUMERICAS

Esse capitulo reune os resultados numéricos obtidos para o efeito de transporte, e de
troca de energia do sistema com os osciladores. que inicialmente foram propostos. Também

apresentamos uma breve discussao dos resultados.

4.1 TRATAMENTO NUMERICO

O procedimento usado para obtengao dos resultados consiste na integracao numérica
das equagoes de movimento (3.18 - 3.21), apresentadas no capitulo anterior. Precisamente

integramos numericamente um conjunto de 2N 4 2 equagoes, expressas por

X=V,
, N N 2
dV(X) . v;
V= _T + Zl YTy — X z‘: I‘7Z.,’w‘? + F coswt .
J= = ) -
(4.1)
T; =y,
(7=1,2,3....N)
v; = —w?a:j + LA\' .
: m;
Utilizamos o algoritimo Runge-IKutta quarta ordem [35] com passo fixo At = 1073. As

equacoes de movimento a serem integradas, além de serem numerosas devido ao numero de
osciladores do “meio”, contém vérios parametros (adimensionais) que devem assumir um
valor numérico: 2N + 2 condigoes iniciais, [V freqiéncias w;, N massas m;, N acoplamentos
7;, € os valores para amplitude, F', e freqiiéncia. w, da forga externa. O grande nimero de

graus de liberdade nos parametros torna o sistema analisado ainda mais complexo.



Os valores para freqiiéncia w;. posicao inicial .,zfy) e velocidade inicial UE—“ dos osciladores
sao dados atraves de duas diferentes distribuicoes [35]. Uma distribuigao do tipo Debye [36]
(com freqiiéncia de corte w. == 0.76). mostrada na Fig. 4.1 (a) foi usada para as freqliéncias
dos osciladores, ja para posicao usamos uma distribuicao aproximadamente constante como
mostra a Fig. 4.1 (b). sendo a distribui¢ao de velocidade andloga a distribuigao de posicao.

Os valores para posicao inicial e velociadade incial da particula do sistema. sao dados por

Xi=0.0 e V;=0.2. respectivamente (exceto para subsecao 4.3.3) .
40 i ‘
35 | 4/ 35
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Fig. 4.1: (a) Densidade de freqiéncia x freqiiéncia. (b) Densidade de posigao inicial x

posicao inicial.

Para os demais parametros foram atribuidos diferentes valores para as diferentes situagoes
analisadas. As simulacoes numéricas foram realizadas para inumeras combinagoes destes
parametros. tentando estudar ao maximo a dinamica no “espago de parametros”. Diferentes
comportamentos foram obtidos com a variagao desses parametros. Neste trabalho, somente
algumas destas combinagoes serao apresentadas.

O estudo numérico das equagdes de movimento foi realizado para trés casos distintos:

(I) Quando a massa da particula (do sistema) é maior que a massa dos osciladores,
m; = 0, 1.
(II) Quando a massa dos osciladores for maior que a massa da particula,

'I’I’L]' = 10
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(IIT) Quando a massa da particula é muito maior que a massa dos osciladores,
m; = 0,01.

onde m; é a razao entre a massa dos osciladores e a massa da particula (do sistema). Pa-
ra esses tres casos foi verificado o efeito de transporte. onde estudamos o comportamento
dinamico da particula através de sua posicao média (X(t)). Esta média é calculada sobre
100 trajetorias diferentes (50 trajetorias para o caso (III)). onde para cada uma delas foi
inicializada uma nova distribui¢ao para freqliéncia w;, posicao inicial .rgi) e velocidade
inicial vj(-i) dos osciladores. Em cada instante de tempo fixo, chamado t;, obtemos um valor
para a posi¢ao média que é denotado por X e expresso por
| Joo

Xy = — _X’,' tr). 4.2
X 100 2~ (tx) (4.2)

Além do efeito de transporte estudamos também o efeito de troca de energia entre sistema
e osciladores. onde é observada a dissipacao de energia do sistema, na situagao onde é nula
a forca externa (3.12). F.,; = 0, e o sistema total é conservativo. Este estudo foi realizado
para diferentes niumeros N de osciladores do “meio”. Observamos como variam no tempo
as energias: do sistema Fg, dos osciladores FEp e a energia de interagao Ly, enquanto a
energia total Er permanece constante. Foram calculados os valores médios para as energias
(E(t)), de forma andloga a média obtida para a posigao,
1

= — N Bt 4.3
Ey, 100 2~ (tk) (4.3)

Esse estudo das trocas de energia, foi realizado para os casos (I) e (II).
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42 FLUXO DE ENERGIA (F.,; =0)

Nesta secao apresentamos os resultados referentes ao processo de troca e dissipacao
de energia do sistema através da interagao com os osciladores que compdem o “meio”. Com
o objetivo de entender o processo dissipativo. inicialmente mostramos uma figura referente
a uma unica trajetoria. Fig. 4.2. visto que a analise do processo dissipativo como funcao do
numero de osciladores é realizada através de um calculo médio sobre 100 trajetérias (4.3), e

sera apresentada logo na sequéncia.

Na Fig. 4.2(a) é mostrada a evolucao temporal da energia do sistema Es, dos os-
ciladores Ep e da interacao E;, enquanto a energia total F7 permanece constante. As
equacoes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.5) referem-se respectivamente as energias total, do sistema,
dos osciladores e interacao. Consideramos os valores adimensionais para as energias, onde
dividimos todos os valores pela energia total. deste modo a energia total é igual a unidade e
as energias do sistema, dos osciladores e da interagao sao fracoes da unidade. Utilizamos os
parametros adimensionais v, = 2,5 x 1072 para a intensidade do acoplamento entre sistema
e osciladores. m; = 0.1 para a razao entre a massa dos osciladores e a massa da particula, e
N = 20 osciladores. No instante incial ¢ = 0 a interacao é nula, £; = 0, e o sistema possul
uma energia aproximadamente igual a energia total £s ~ Er, enquanto a energia dos osci-
ladores possui um valor Eop ~ 0. A Fig. 4.2 (b) repete os resultados da Fig. 4.2 (a) para uma
escala de tempo bem menor. Logo apds o instante inicial podemos observar uma diminuigao
na energia do sistema e conseqiientemente um acréscimo na energia dos osciladores, ficando
visivel o efeito de dissipacao da energia do sistema para o “meio”. Nos instantes de tempo
posteriores observamos uma continua flutuagao nas energias. ainda mostrando que em media
a energia dos osciladores é malor que a energia do sistema. E interessante observar que neste
caso o sistema e o “meio” trocam energia constantemente, e a energia de interacao oscila

menos. servindo apenas de mediadora.

A Fig. 4.3 (a) mostra uma ampliagao para a evolucao temporal da energia do sistema
Es, mostrada na Fig. 4.2, e a Fig. 4.3(b) ilustra, para o mesmo intervalo de tempo, a
dinamica da posicao da particula em torno do valor minimo do potencial. Podemos perceber
o efeito das constantes oscilagoes do valor da energia do sistema através da variagao na
amplitude de oscilacao da particula, quando a energia do sistema diminui, a amplitude de
oscilagao da particula também diminui, ou seja, quanto menor o valor da energia do sistema,

menos a particula se afasta do ponto de equilibrio X = 0,0.
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Fig. 4.2: Evolugao temporal das energias: sistema FEg, osciladores Egp, interacdo E; e total

Er.
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Fig. 4.3: (a) Flutuagdes na energia do sistema Eg. (b) Oscilagdes da particula em torno do

valor minimo do potencial assimétrico.
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4.2.1 FrLuxo DE ENERGIA MEDIA (I) Caso: m; =0.1

Apresentamos na Fig. 4.4 a evolucao temporal da energia média (4.3): do sistema
(Es), dos osciladores (Ep). da interacao (E;) e total (Er), como funcio do nimero de
osciladores que compoem o “meio”. Os valores para as energias apresentados nas escalas
da figura sao adimensionais. pois dividimos todos os valores pela energia total. deste modo
a energia total ¢ igual a unidade e as energias do sistema. dos osciladores e da interacao
sao fragoes da unidade. Devido a escolha das condigoes iniciais. no instante inicial ¢t = 0, a
energia de interacao é nula. £; = 0. para cada uma das situagoes (a) - (f) apresentadas na
Fig. 4.4. A energia dos osciladores é muito baixa inicialmente Eo ~ 0, enquanto que o sistema
possul a malor fracao da energia total: Es ~ Fp. Através das varias situagoes apresentadas
em (a) - (f) na Fig.4.4. onde cada uma refere-se a um numero diferente de osciladores
interagindo com o sistema. podemos perceber que para 15 ou 20 osciladores a poténcia
dissipada pelo sistema. ou seja, a taxa com que o sistema transfere energia para os osciladores,
é consideravelmente menor quando comparada aos casos correspondentes a um numero maior
de osciladores interagindo com o sistema (60, 100, 140 e 180 osciladores). Essencialmente
podemos concluir que um aumento no numero de osciladores conduz a um efeito dissipativo
mais pronunciado para um intervalo de tempo pequeno a contar do inicio da interacao em
t = 0. Este caso (I). é onde o “meio” mals se assemelha a um banho térmico, pois a massa
do sistema é grande comparada com a massa dos osciladores. Importante chamar a atengao
para o fato de que quando o numero de osciladores aumenta, a intensidade da interagao
também aumenta. Isto pode ser observado na equagao de movimento (3.19), onde aumentar
a soma sobre j, tem o mesmo efeito que aumentar a intensidade do acoplamento 7;. A
Fig. 4.5 também mostra o efeito de dissipacao de energia do sistema. mas agora para o caso
normalizado®. ou seja. o aumento no nimero de osciladores nao conduz a um aumento efetivo
(linear) na intensidade do acoplamento entre sistema e osciladores. Mesmo para este caso,
quando observamos as varias situagoes em (a) - (f) que correspondem a diferentes nimeros
de osciladores interangindo com o sistema, chegamos a mesma conclusao da analise realizada
para a Fig. 4.4, isto é. aumentando o nimero de osciladores que interagem com o sistema, a

dissipacao aumenta.

INas equagdes de movimento (3.18) - (3.21) onde aparecem os somatdrios sobre o niimeros de osciladores

LN
tomamos: x ;-
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Fig. 4.4: Evolucdo temporal para a energia média do sistema Eg, dos osciladores Eo, de
interacao Er e total E7, como fun¢ao do nimero de osciladores. Para os seguintes parametros

v, =2,5x 1072 e m; =0, 1.
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Fig. 4.5: Evolucido temporal para a energia média do sistema Ejs, dos osciladores Eo, de

interacio E e total Er, como fungao do nimero de osciladores. Para o caso normalizado,

com parametros v; = 1 x 107" e m; =0, 1.



422 FLuxo pE ENERGIA MEDIA (II) Caso: m; =10

A Fig. 4.6. assim como a Fig. 4.4. mostra a evolugiao temporal da energia média do sistema
(Es). dos osciladores (Ep), da interagao (£;) e total (Er). como funcio do nimero de
osciladores que compdem o “meio”. A principal diferenga no entanto. é dada pelos diferentes
valores fixados para a massa da particula e a massa dos osciladores. Neste caso o “meio”
tem uma massa maior que a massa da particula. Como no caso anterior. devido a escolha
das condicoes iniciais. no instante inicial ¢+ = 0 a interacao é nula. E; = 0, para as diferentes
situagoes (a) - (f) apresentadas na Fig. 4.6. A energia dos osciladores é muito baixa em t = 0,
Eo ~ 0. enquanto a energia do sistema é muito proxima da energia total. Fs ~ E7. Quando
observamos a Fig. 4.6, podemos constatar que nas situagoes (a) - (c) que correspondem
respectivamente a 15, 20 e 60 osciladores interagindo com o “meio”, o aumento no numero
de osciladores resulta numa maior poténcia dissipada pelo sistema, semelhante ao caso (I)
anteriormente analisado na Fig. 4.4. onde um aumento do numero de osciladores conduz a
um efeito dissipativo mais pronunciado. No entanto. quando consideramos as situacoes (d) -
(f) que correspondem respectivamente a 100. 140 e 180 osciladores. percebemos uma grande
mudanca em relacao ao comportamento dissipativo do sistema, ou seja, nessa situagao o
aumento do numero de osciladores conduz a um decréscimo progressivo da poténcia dissipada
pelo sistema. deste modo podemos constatar que o efeito dissipativo nao é linear, como fungdo
do numero de osciladores. Podemos perceber esse efeito também para o caso normalizado
que é apresentado na figura Fig. 4.7. embora o efeito seja mais perceptivel para um intervalo
de tempo menor a partir do inicio da interacao em ¢t = 0. Também ¢é importante observar
que na Fig. 4.6 a energia de interacao aumenta consideravelmente (logo apds o inicio da
interacio) quando o nimero de osciladores é maior. significando que parte da energia total
esta mais concentrada nas interacgoes. isto pode ser atribuido ao aumento da intensidade do
acoplamento entre sistema e osciladores. visto que para o caso normalizado apresentado na
Fig. 4.7 nao observamos esse mesmo aumento na energia de interagao, quando o nimero de

osciladores é mailor.
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Fig. 4.6: Evolugdo temporal para a energia média do sistema Esg, dos osciladores Ep, de

interacio Ey e total E, como fungdo do nimero de osciladores. Para os seguintes parametros

v; =1x 107" e m; = 10,
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Fig. 4.7: Evolugdo temporal para a energia média do sistema FEs, dos osciladores Fo, de

interacido E; e total Er, como fun¢do do numero de osciladores. Para o caso normalizado,

com parametros v; = 4 x 107! e m; = 10.
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4.3 'TRANSPORTE DE PARTICULAS (F., # 0)

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos referentes ao processo de trans-
porte direcionado da particula através de multiplos pogos do potencial assimétrico, para as
diferentes situagdes propostas inicialmente, onde a forca externa é diferente de zero. Na
subsegao 4.3.1 mostramos os resultados referentes ao caso (I), com valor m; = 0,1 para a
razao entre a massa dos osciladores que compdem o “meio” e a massa da particula. Para
o caso (II), com valor m; = 10, apresentamos a situagdo em que a massa dos osciladores é
maior que a massa da particula, sendo os resultados exibidos na subsecdo 4.3.2. O caso (III),
onde a massa da particula é muito maior que a massa dos osciladores, com valor m; = 0,01,

os resultados serao apresentados na subsecao 4.3.3.

4.3.1 DiNAMICA DA Particura (I) Caso: m; =0,1

Iniciaremos esta subsecao apresentando os resultados referentes ao comportamento
dinamico temporal da posicao média da particula (X (¢)) em fungdo do niumero de osciladores
que constituem o “meio”. Na Fig. 4.8 podemos observar trés diferentes trajetérias (médias)

da particula ilustrando o acoplamento do sistema para 60, 100 e 140 osciladores.
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Fig. 4.8: Posigdo média da particula x tempo. (a) Caso ndo normalizado, (b) caso norma-

lizado. Utilizando os seguintes parametros: 7; = 1 x 1073, F =3 x 107! ew =2 x 1072,

Analisando a Fig. 4.8 (a) podemos ver claramente que o aumento do nimero de osciladores,

prejudica o transporte, ou seja, ocorre uma redugao na eficiéncia 2. Para explicar este efeito, é

2Por eficiéncia entendemos o deslocamento liquido da particula no intervalo de tempo mostrado nas

figuras.
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importante lembrar que o transporte direcionado de particulas em multiplos pogos de poten-
ciais ocorre devido a assimetria espacial (dada pelo potencial assimétrico V(X)) mais a forca
externa F.;;. Na equagdo (3.19) podemos verificar que aumentando o nimero de osciladores,
ou equivalentemente aumentando a amplitude do acoplamento v;, o termo referente a forca
devido ao potencial assimétrico torna-se menos expressivo, ou seja, o efeito da assimetria
espacial é reduzido e o transporte torna-se menos eficiente. Podemos também constatar esse
efeito quando observamos a Fig. 4.8 (b) que mostra o comportamento dinamico da particula
(em funcdo do numero de osciladores) para o caso normalizado (sendo os parametros cor-
respondentes ao da Fig. 4.8 (a)), ficando evidente que o aumento do niimero de osciladores
do “meio” nado prejudica o transporte da particula. Isto demonstra que o efeito visto na
Fig. 4.8 (a) é devido ao aumento da intensidade do acoplamento.

O comportamento descrito acima, entretanto, nao é geral. A situagdo pode ser total-
mente inversa quando aumentamos consideravelmente a intensidade do acoplamento. Isto
pode ser visto na Fig. 4.9(a) para um valor v; = 2,5 x 107%. Neste caso, o aumento do
nimero de osciladores aumenta a eficiéncia do transporte, embora quando comparado com

a Fig. 4.8 (a) a eficiéncia ainda é menor.

60 osciladores S
100 osciladores

6 | 140 osciadores
~ 140 osciladores -
x4 IS
A A
>\§ 2t i 100 osci yu es | >\§
A
0 bbb l
. 60 osciladores |
0 5 10 15 20

t (x10%) t (x10%)
(a) (b)

Fig. 4.9: Posicao média da particula x tempo. (a) Caso ndo normalizado, (b) caso norma-

lizado. Utilizando os seguintes parametros: v; = 2,5 x 1072, F =3 x 107" e w = 2 X 1072

Uma analise mais detalhada da dindmica dos osciladores do “meio” mostra que as suas
oscilacdes nio ocorrem mais em torno do ponto o = 0 (como se espera num banho térmico
ideal), mas deslocam-se em média para a esquerda ou direita. Quanto maior a intensidade
do acoplamento, maior esse deslocamento (variando v; = 1 x 1072 — ~; = 5 X 1072, o
deslocamento varia: ~ 5 x 107! — 5 x 10% trés ordens de grandeza). Isto significa que

a particula do sistema recebe uma forca “extra” direcionada (devido & interagdo (3.5) com
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os osciladores). Essa forca serd tdo mais intensa quanto maior for o nimero de osciladores.
Temos portanto um efeito conjunto da assimetria do potencial com a forca “extra” devido
aos osciladores, que pode gerar uma mudanga na dire¢io do transporte da particula. Quando
analisamos o caso normalizado correspondente, Fig. 4.9 (b), podemos perceber que apenas
o aumento no nimero de osciladores (ndo mais associado a um aumento na interagio) nio
afeta substancialmente o transporte, para este caso. No entanto, uma comparacao entre as
Fig. 4.8(b) e Fig. 4.9 (b) fica ainda visivel uma redugao na eficiéncia do transporte, pois o
acoplamento é maior. Na Fig. 4.10 mostramos o efeito da intensidade da forga externa sobre
o transporte da particula para diferentes nimeros de osciladores, tratando apenas o caso
normalizado. Podemos observar que diminuindo a intensidade da forga externa o transporte
também diminui. Este efeito é independente do nimero de osciladores. Na Fig. 4.11 (a)
também observamos este mesmo efeito (para 60 osciladores), onde também é exibida uma
trajetoria para F' = 0, e nenhum movimento direcionado da particula é observado, pois
ela fica apenas oscilando em torno do minimo do potencial assimétrico (essas oscilagbes nao
podem ser obseravadas na escala da figura). A Fig. 4.11 (b) mostra o efeito da intensidade do
acoplamento sobre o transporte da particula, onde diferentes valores para 7; correspondem
a diferentes trajetorias, mostrando que o aumento da intensidade do acoplamento reduz a

eficiéncia do transporte, como ja haviamos comentado anteriormente.

60 osciladores _— ' ' 60 osciladores ———
100 osciladores 100 osciladores

140 os¢

<X> (xlO3 )
B

<X> (x10%)

£ (x10°)
(a) Utilizando os parametros: v; = 2,5 x 1072, (b) Utilizando os parametros: v; = 2,5 x 1072,
F=3x10"'ew=2x10"2 F=2x10"'ew=2x10"2

Fig. 4.10: Posigao média da particula x tempo, para o caso normalizado.

E interessante observar que o aumento da amplitude da forca externa, F', além de favorecer
um aumento na eficiéncia do transporte da particula, também conduz a um aumento da

amplitude das oscilagdes de (X), ou seja, a particula oscila sobre um nimero maior de pogos

do potencial assimétrico.
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(a) Utilizando os parametros: v; = 2,5 x 1072 (b) Utilizando os parametros: F = 3 x 107! e
ew=2x10"". w=2x10""

Fig. 4.11: Posicao média da particula x tempo. para o caso normalizado: (a) 60 osciladores
e (b) 100 osciladores.

4.3.2 DiNAMIcA DA Particura (II) Caso: m; =10

Nesta subsecao apresentamos os resultados para o caso em que a massa da particula
é menor que a massa dos osciladores que compdem o “meio”. Para esta situagdo o “meio”
nao representa. nem aproximadamente. um banho térmico. As particulas “massivas” dos
osciladores influenciam consideravelmente o sistema.

Na Fig. 4.12:(a). (b), (c) e (d) sao mostrados os resultados referentes ao comporta-
mento dinamico temporal da posicao média da particula (X (t)), em fungdao do numero de
osciladores que constituem o “meio”. Na Fig. 4.12(a) podemos observar os diferentes casos
(nao normalizados) para diferentes numeros de osciladores, observamos que o aumento do
numero de osciladores implica numa reducao no transporte. como ja era esperado, pois o
acoplamento também aumenta com um maior numero de osciladores. A Fig. 4.12(b) mostra
o caso normalizado. onde podemos perceber que em média o transporte nao é prejudicado.
Entretanto nota-se que o caso para 100 osciladores apresenta um comportamento um pouco
diferente. Isto demonstra que, contrario ao que foi concluido no caso (I), para este caso a
intensidade do acoplamento nao é o unico efeito responsavel pelo transporte.

Para a Fig.4.12(c) e (d) onde a amplitude do acoplamento é maior v; = 1 x 107!,
e a intensidade da for¢a externa menor. F' = 2 x 107!, Podemos perceber (de forma geral)
que para o caso ndo normalizado apresentado na Fig.4.12(c), uma significativa redugao no
transporte (quando comparada ao caso anterior. Fig. 4.12(a)). A explicagao para este fato

pode ser dada quando consideramos trés pontos importantes: a intensidade do acoplamento
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é muito alta. a intensidade da forca externa é menor. e também a massa dos osciladores é
grande. Em conseqiiéncia disto os osciladores tém uma grande influéncia sobre a trajetéria
da particula. que depende também das condigdes iniciais de cada oscilador. Deste modo,
o numero de osciladores que compoem o “meio” pode contribuir de forma diferente na efi-
ciencia do transporte da particula. Analisando o caso normalizado. mostrado na Fig.4.12 (d).
observamos um progressivo decréscimo na eficiencia do transporte a medida que o nimero de
osciladores aumenta (ndo aumentando o acoplamento), e ainda podemos observar diferentes
diregoes para a trajetoria média da particula (referente a 60 e 100 osciladores).

A Fig.d.12(e) e (f). mostra respectivamente como a trajetoria média da particula
muda em relacao a diferentes intensidades do acoplamento +;, e diferentes intensidades da
forca externa F'. Na Fig.4.12 (e) fica claro que um maior acoplamento torna o transporte me-
nos eficiente, o que esta de acordo com o que ja comentamos anteriormente. Podemos ainda
observar que a amplitude das oscilagoes de (X) diminui com o aumento do acoplamento 7;,
no entanto, quando fazemos uma comparacao com a Fig.4.11 (b) nao observamos este efeito,
pois neste caso a interacao ¢ normalizada. A Fig. 4.12 (f) apresenta diferentes trajetorias pa-
ra diferentes valores da amplitude da forca externa. Observamos que para uma forga externa
nula, F' = 0, nao ocorre o transporte da particula (como é esperado), a particula fica apenas
oscilando em torno do minimo do potencial assimétrico. Essas oscilagoes, entretanto nao
podem ser observadas na escala desta figura. Para F' = 1,5 x 107! a amplitude de oscilagao
da particula mostra que ela esta oscilando sobre aproximadamente 900 minimos do potencial
assimétrico e com o passar do tempo deslocando-se para a esquerda. e para F' =4 x 107! a
amplitude de oscilagao aumenta. agora a particula oscila sobre 2000 minimos do potencial e
movimenta-se para a direita com o passar do tempo. A origem do movimento para esquerda
ou para direita pode ser explicada quando levamos em conta a discusdo feita no capitulo 3.
onde o movimento para a direita é esperado pois a velocidade incial (positiva) da particula
(Vi = 0.2) favorece o movimento para direita; agora um movimento para a esquerda (quando
F =1,5x1071), pode ter origem no fato que uma menor intensidade da forga externa pode
deslocar a particula até um ponto (no potencial assimétrico) em que a forca efetiva favorega,

neste caso, em média um movimento para a esquerda.

Uma comparacao entre os casos (I) e (II) nos possibilita concluir, de forma geral,
que para o caso (II) onde a massa da particula (transportada) ¢ menor que a massa dos
osciladores que compdem o “meio”. a eficiéncia do transporte além de depender da forga
externa e da amplitude da interacao. apresenta também dependéncia em relagao ao nimero
de osciladores. Das observacoes feitas, acreditamos que o “meio” bastante “massivo” é o

principal responsavel pela alteragao descrita.
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(f) Caso ndo normalizado, v; = 2 x 1073 para

60 osciladores.

Fig. 4.12: Posicio média da particula x tempo, para freqiiéncia da forga externaw = 2x1072.



4.3.3 DiNAMmICA DA ParTicura (I11) Caso: m; = 0,01

Os resultados apresentados nesta subsecao [37] referem-se ao caso em que a massa
da particula é muito maior que a massa dos osciladores. Portanto. para este caso, o “meio”
torna-se mais parecido com a descricao de um banho térmico. Os valores atribuidos as con-
digoes iniciais do sistema foram .N; = 0.1 para a posicao inicial da particula e V; = 0,0 pa-
ra a velocidade inicial da particula. A distribuicao de freqliéncias w; para os osciladores
do “meio” é semelhante a utilizada nos casos anteriores, ou seja. uma distribuicao do tipo
Debyve mostrada na Fig. 4.1 (a) com freqiiéncia de corte w. ~ 3.8. A distribui¢ao para posicao
inicial ,.z“(/i) e velocidade inicial L*.E") dos osciladores permaneceu a mesma apresentada na
Fig. 4.1(b). Na Fig. 4.13 (a)-(b) é mostrado. respectivamente, a dependéncia do transporte
em fungao do numero de osciladores, e da intensidade do acoplamento 7; entre a particula e
o “meio”. Podemos ver que na Fig. 4.13(a) o transporte é menos eficiente quando um maior
numero de osciladores interage com o sistema. No entanto, na Fig. 4.13 (b) também obser-
vamos uma redugao no transporte. mas para uma maior intensidade do acoplamento entre
sistema e osciladores. Verificamos. como no caso (I), que muitos osciladores interagindo com
o sistema apresentam um efeito sobre o transporte que é equivalente a situagao em que o

acoplamento é maior.

05 o 200 osciladores M

°g 0.5 150 oscxladores “g
’ MW*«
20+ 100 osuladores
25 : : : :
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
t(x10%) t(x10°)
(a) Utilizando os parametros: v; = 1 x 107, (b) Utilizando os parametros: w = 2 x 107!,
F=3ew=2x10"1 ' F =1, e 100 osciladores .

Fig. 4.13: Posigao média da particula x tempo. (a) como funcao do nimero de osciladores,

(b) como fungao da intensidade do acoplamento entre sistema e “meio”.

A Fig. 4.14 ilustra o efeito de transporte para diferentes valores da amplitude da
forca externa. Observamos que para F' = 0 nao ocorre transporte, como era esperado, a

particula apenas oscila em torno do minimo do potencial assimétrico (essas oscilagoes nao
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podem ser observadas nesta escala). Para os demais valores. [/ = 1 e [/ = 3. o transporte
é direcionado para a esquerda e a amplitude de oscilagio da forca externa mostra que a
particula oscila sobre 10 minimos do potencial assimétrico para F = 1, e sobre 40 minimos
do potencial assimétrico para F' = 3. Uma maior eficiéncia no transporte é obtida quando
a intensidade da forca externa aumenta. Estes resultados estao de acordo com a discussao

feita na subsecao 4.3.1 para o caso (I).

<X> (sz)

0 5 10 15 20 25 30
t(x10%)

Fig. 4.14: Posicao média da particula x tempo. como fungao da forca externa. Utilizando

os parametros: v; = 1 x 107!, w =2 x 107" e 100 osciladores.



CONSIDERACOES FINAIS

REsSuUMO

Apresentamos neste trabalho um estudo numérico das equagdes de movimento que
descrevem um sistema acoplado a um “meio”. onde foi verificado o transporte de particulas
através de multiplos pocos de potenciais assimétricos para diferentes situagoes fisicas. Lem-
brando que o sistema é contituido por uma particula sujeita a um potencial periddico as-
simétrico e a uma forga externa dependente do tempo:; e o “meio” sendo composto por N
osciladores harmonicos independentes. onde a interacao entre sistema e osciladores é dada
através de um potencial do tipo bilinear. Discutimos as trocas de energia entre o sistema
e o*meio” (quando a forga externa é nula) em fungao do numero de osciladores, neste caso
verificamos a dissipacao de energia do sistema. O efeito do transporte da particula sobre
multiplos pocos do potencial assimétrico foi caracterizado através de uma trajetoria média
mostrando a posicao da particula em relagao ao tempo. Essa trajetéria média foi obtida
a partir de 100 trajetdrias, onde para cada uma delas foi feita uma nova inicializacdao das
condigoes iniciais dos osciladores (posigao e velocidade) e também uma nova inicializagao
para as freqiiéncias (w;). O estudo do efeito do transporte foi realizado para trés diferentes
casos: (I) quando a massa da particula do sistema é maior que a massa dos osciladores,
com valor m; = 0.1 para a razao entre a massa dos osciladores e a massa da particula; (II)
quando a massa dos osciladores é maior que a massa da particula, m; = 10; e (III) quando a
massa da particula é muito maior que a massa dos osciladores que compoem o “meio”, com
valor m; = 0.01. As trocas de energia foram analisadas nos casos (I) e (II). A eficiéncia do
transporte foi estudada em fungao do numero NV de osciladores que compoem o “meio”, da
intensidade da interacao entre sistema e osciladores. e como func¢ao da amplitude da forca

externa.



CONCLUSAO

Os resultados referente ao estudo das trocas de energia e dissipagao do sistema, para
os dois casos analisados (I) e (IT). mostraram que
Caso (I): para um maior nimero de osciladores interagindo com o sistema, o processo dissi-
pativo torna-se mais intenso.
Caso (II): o processo dissipativo do sistema nao é linear, dependendo do nimero de oscila-

dores de forma nao monotonica.

Os resultados obtidos no estudo do transporte da particula, para os diferentes casos
(I). (II). e (III). onde as diferentes situacoes fisicas foram analisadas. nos mostraram que
para os casos () e (III) a dependéncia da eficiéncia no transporte. em relacao a intensidade
do acoplamento e em relagao a amplitude da forga externa, mostra, respectivamente, que a
eficiéncia é reduzida a medida que a intensidade da interacao aumenta, e a eficiéncia au-
menta para maiores amplitudes da forca externa. No entanto, para o caso (II), a eficiéncia
do transporte nao depende apenas da intensidade do acoplamento e da amplitude da forca
externa. mas depende tambhém do numero de osciladores que compoem o “meio”. Neste caso,
a massa da particula ¢ menor que a massa dos osciladores, portanto o “meio” tém maior

influéncia sobre a trajetoria da particula.

TRABALHOS FUTUROS

A realizacao deste trabalho teve como objetivo principal estudar o transporte de
particulas em potenciais assimétricos através da integracao numeérica de todas as equagoes
diferenciais acopladas simultaneamente. onde algumas situagoes foram analisadas. No entan-
to, outros aspectos podem ser pesquisados, usando este modelo, dando assim continuidade

a esse trabalho. Podemos citar aqui algumas sugestoes:

e Analisar as trocas de energia entre sistema e “meio” de forma semelhante a que foi
apresentada na segao 4.2 (capitulo 4), mas considerando a for¢a externa diferente de

zero (Fope # 0).

e Reproduzir os resultados apresentados neste trabalho (referente as secoes 4.2 e 4.3, do

capitulo 4) com objetivo de fazer um estudo comparativo, mas considerando:
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— Diferentes distribui¢oes para as [requéncias w; dos osciladores. como por exemplo:

distribui¢oes Gaussianas e Poissons:

— Diferentes formas para o potencial assimétrico. ou seja, diferentes graus de assi-

metria do potencial:

— Uma forca externa (£, ,,) estocastica. como também um outro tipo para o poten-

cial de interacao entre sistema e "meio" .

e [azer uma analise com o tratamento de Langevin para o mesmo sistema fisico anali-
sado neste trabalho (mesmo potencial assimétrico V(X'), mesma distribui¢ao para as
freqiéncias w;. mesmas massas m;. mesmas condigoes iniciais. etc), e comparar com

os resultados aqui obtidos:

e Verificar a possibilidade de introduzir o conceito de “memoria”, no modelo estudado,
a fim de obter uma conexao com a equa¢do de Langevin generalizada apresentada na

secao 2.2 (capitulo 2).
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APENDICE A

VALOR MEDIO E FUNCAO CORRELACAO

Vamos primeiramente calcular a fungao particao canonica Z, dada pela expressao

[27]
Z = / e PHaP) Jqdp. (A.1)
Podemos escrever a hamiltoniana (2.58) como
N
HE"' =Y h;, (A.2)
J=1
onde p? mjw? AT2Q?
hi = —— + —2¢* - AI';Qq; 2= A3
J om, 5 q; Qg+ Im,w;? ( )
Para este caso a fungao partigao fica
+o N + a +o 5
Z :/ e P L, " d;dp; :/ e“)l“dqldpl/ e "™ dgydp,
o e | o (A.4)
X oo / e PhN dgndpy
-0

Cada uma das integrais do lado direito da equagao acima pode ser dividida em duas novas

integrais. uma para a variavel ¢; e outra para a variavel p;. O resultado é obtido calculando

/ 6-(“'1‘2+br+c)([.’17 — \/ie(b2—4ac)/4a. (A5)
J = a

Logo, a funcdo particao canonica (A.4) é expressa por

integrais do tipo [38]

;] N

27\ N 1
Z = (—) 11— (A.6)
B) trw,

J



Considerando o resultado acima. a distribuicao para os estados iniciais do banho (2.57), fica
. ™
Plq(0). p(0)] = (' e=#H5", (A7)

onde ' = (J,3,/27r)-\-'H‘_\;1W e H“” é expresso por (A.2). sendo ¢; = ¢;(0) e p; = p;(0).
Vamos agora calcular o valor médio e a funcao correlacao para a forga flutuante f(¢) usando

as expressoes [39]

- / F(1)Pla(0). p(0)] dg(0)dp(0). (AS)
e
() / F()F(7)Pla(0). p(0)] da(0)dp(0). (A.9)
lembrando que
Al Al (0
f(t) = Z AL { [q‘/(O) — 771]_;? Q(O)} cosw;t + f;fwi senw]-t} . (A.10)

Podemos representar

v
=> fu (A.11)
=1

onde ,.
: AT 212 .
fi = Al coswit ¢,(0) + senw;t p;(0) — 5 Q(0) cos wit. (A.12)
MLy miw;

Considerando as equagoes (A.7) e (A.11) a média (A.8) é expressa por

+¢ N
(f(t)y=0C [/ (fLr+ fat+ o fn) H " dq(0 dpj(O)} , (A.13)
ou ainda
+x . Foc
(f(t)) = C U f1 e dgy(0)dpy (0) / e %" dg,(0)dp,(0)
. =+ . T “+o0
‘.. / €5 dgne (0)dpw (0) + / e~ dgy (0)dpy (0)
o e
X / fae "h°dq2(0)dp2(0)-~/ e PN dgn(0)dpn (0) (A.14)
' —N-+vx- . ~+r\_w
+/ e"”‘dql(omm(O)/ =572 dgy(0)dps (0)
. —.:\ ‘ 2=
X+ / fy ("’h""(qu\r(O)(/;);\r(O)} .



A primeira integral da equagao acima é escrita na forma

+oc +
/ h e—“*dq1<0>dm<0):Arlcomt/ q1(0)e™"" dgy (0)dpy (0)

Al

miyw

+

o
senwyt / p1(0)e™?"1dgy (0)dp,(0) (A.15)

)\ FZ e b R
1 5 (0 coswlt/ 6"3’“dq1(0)dp1(0v).

m 1uJ1 ~

onde cada integral é separada em duas novas integrais, uma para variavel ¢, e outra para a

variavel p;. Efetuando os calculos obtemos
N i
/ fi e ?Mdgy (0)dp, (0) = 0. (A.16)

De forma andloga. a resolucao das demais integrais. tipo jj:: fr e dg.(0)dpr(0), sao

todas nulas. Portanto o valor médio (A.14) da forca flutuante F'(t) é dado por

(f(t)) =0. (A.17)
Para calcular a fungao correlacao (A.9) consideramos as equagoes (A.7), (A.11) e também a
equagao
N
)= o (A.18)
k=1
onde
Al AT
gr = Al coswym qi(0) + osenwyT pr(0) — ".2 Q(0) cos wgT. (A.19)
ML mgw;

Assim a funcao correlacao para f(t) fica

(f(t)f(r) =C / (Z m) H =Bk dqj<0)dm<0)}
L =t y (A.20)
e
=C / (fr+ fat 3 (g1 + 92 + gn) [ [ €77 dg;(0 dpJ(O)} :
L/ == j=1
ou ainda
400 N ‘
(f()f(r)=C {/ (fig1 + figz + ... fign) H ™" dg;(0)dp;(0)
e j=1
g b N ,
+ / (fag91 + fo92 + ... f2g9n) H e dgq;(0)dp;(0) (A.21)
T J=1
o N
+oo / (fngy+ fvgs + - fugn) [T e de(O)de(O)}
J =20 J=1
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A primeira integral da equacao acima. assim como as demais. pode ser dividida em uma
soma de varias integrais. Expressamos abaixo a primeira e segunda integral desta soma.
respectivamente temos

N

+o P
/ i H =" dg;(0)dp,(0) 2/ figr €M dqy(0)dpy(0)
e = J s
v (A.22)
< I1 / ™" dg;(0)dp;(0),
j=2 e
e
+oc N N +no i
J192 H €™ dq;(0)dp;(0) 2/ fr e dgy(0)dp(0)
—0 J=1 -
i )
. / g2 ¢ dgy(0)dps(0) (A.23)

N o
H / e~ dg;(0)dp,(0).

E ainda, cada uma das integrais do lado direito das equacoes (A.22) e (A.23) pode ser escrita
em termos de um produto de duas novas integrals para as variaveis ¢; e p;. Efetuando os

calculos obtemos as seguintes solugoes

L o 31 : 9 \N & 1 [ A2
/_.x hion JI—I1 €77 dq;(0)dp;(0) = (7) ]:[1“)—7 [——,37711%2 coswi(t —T1)|, (A.24)
= J: o
e
g il N
/ fige T € da;(0)dp;(0) = o. (A.25)
J—ee o
Procedendo o calculo de forrma andloga para as demais integrals da equagao (A.21), ficamos.
com
S\ NN .-
‘ 1 AT
(f) (7)) {( ) l_Ilw] {_31711% coswy(t —7)
J=
212 )
—COSuJZ(t—'r) (A26)
Brmguws?
212
—N_coswn(t—T)| ¢,
3771\%2\

lembrando que (' = (3/2m)" H,\=1 w; e d = 1/kpT e ainda expressando a soma em termos

de um somatério, obtemos a seguinte expressao para a funcao correlagdo da forga flutuante
f(t)
/\ZFZ
(t = kgT — cosw;(t—T A.27
(OF(r) = ks Zw i(t=). (A.27)

Tt
-1
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