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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo numeérico das propriedades de reconstrucao
e aprisionamento de pacotes de onda Gaussianos em duas classes de sistemas do tipo bilhares
(isto é, sistemas confinados por potenciais constituidos de paredes infinitas). Investigamos
alguns sistemas unidimensionais, cuja energia depende de um unico nimero quéantico, e dois
sistemas bidimensionais onde a energia é rotulada por dois niimeros quanticos. Os sistemas
unidimensionais aqui tratados foram: Pogo quadrado, poco degrau, poco degrau assimétrico
e poco delta. Os sistemas bidimensionais foram: bilhar retangular (quadrado) e bilhar degrau
com potencial linear. Propomos também um método simples de classificacao das escalas de
tempo de reconstrucdo do pacote, que consiste na modificagdo do centro (zo) do pacote de
onda no interior do pogo, bem como uma generalizagdo do tratamento dado ao poco delta,

permitindo estudar, por exemplo, as propriedades de aprisionamento do pacote.



ABSTRACT

In this work we present a numerical study of the revival and trapping of Gaus-
stan wave packets for two classes of billiard types systems (by a billiard we mean that a
quantum particle is spatially confined by infinite wall potentials). We first investigate some
one-dimensional systems, whose energies depend only on a single quantum number. Then
we analyze two-dimensional cases, where the energy is labeled by two quantum numbers.
The one-dimensional exemples treated here are: square well potential, step well potential,
asymmetric step well potential and delta potential. The two-dimensional exemples are: rec-
tangular and square billiards and a step billiards with a linear potential. We consider a
simple method to classify the time scales for which the revival phenomenon takes place. We
also a generalize the usual approach used to the delta well. These new approach is allow us

to study different aspects of localization of wave packets.
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INTRODUCAO

MOTIVAGAO

Existem muitos sistemas na natureza onde particulas sao confinadas em uma certa
regido do espaco. Como exemplo podemos citar os elétrons em semicondutores, elétrons
em 4tomos, e nicleons em nucleos atomicos [1]. As particulas sdo confinadas nessa regiao
devido a acdo de forcas, que em mecédnica quantica sao representadas por operadores ou
funcoes de energia. Tais sistemas cujo potencial de aprisionamento tem origens quanticas
sao denominados pogos quanticos. A Fig.1.1 mostra um diagrama esquemaético de uma

particula confinada em um pogo quantico unidimensional.

Vix)

Fig. 1.1: Diagrama esquematico de um pogo quantico.

A curva V() representa a energia potencial em fungao da posi¢ao, mostrando também
a energia total £, e os pontos de retorno cldssicos C. Esses pontos denotam os limites
classicos de movimento da particula cuja energia cinética é dado por E— V. Como a energia
cinética é sempre maior ou igual a zero, entdo a particula permanece classicamente confinada

na regiao entre os dois pontos de retorno.
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Nesta dissertacao utilizaremos linhas verticais para delimitar os pontos de retorno
classico. Nesse caso, a particula inverte o sentido do movimento instantaneamente adquirindo
nesses pontos uma aceleracao infinita. E claro que essa nao é uma situacao fisica real,
nao obstante, esses modelos apresentam simplificagdes matemadticas que em alguns casos
particulares permitem um estudo analitico do espectro de energia.

O estudo da evolugao temporal de uma particula em um pogo quantico depende criti-
camente das solugoes do espectro quantizado de energia, ja que estamos tratando apenas de
estados ligados. Esse espectro pode ser obtido através da solugdo da equacao de Schrodin-
ger para uma determinada energia potencial. Sistemas cujas energias sao rotuladas por dois
numeros quanticos n e m, sao freqiientemente referidos na literatura como bilhares quanticos
ou “quantum billiards”. O grau de dificuldade em resolver o problema de autovalores de-
pende da forma do potencial. Para sistemas muito regulares, como por exemplo nos bilhares
quadrado, retangular [2], ou circular 3], a equagdo de Schrodinger conduz a uma solugdo
analitica para os autovalores de energia.

O problema agora consiste em determinar os estados estaciondrios de um sistema
quantico mais geral, com forma arbitrdria para energia potencial. Presumidamente, esses
bilhares ndo podem ser resolvidos analiticamente, sendo tedioso e custoso resolver a equagao
diferencial (equacdo de Schridinger) numericamente com o propédsito de obtermos os au-
tovalores de energia. Embora os estados estacionarios de um bilhar genérico possam ser
determinados apenas numericamente, apresentamos nesta dissertacdo um método para a
obtencao dos autovalores de energia e das autofuncgoes, conhecido na literatura como “ez-
pansion method” ou método da expansao [4]. Esse método consiste em resolver o problema
de autovalores através da diagonalizagao do operador de energia.

Bilhares sao sistemas freqiientemente empregados como primeiro modelo nas mais
diversas dreas do conhecimento cientifico e tecnoldgico, atraindo interesses de areas distin-
tas, como a eletronica e a nanotecnologia. Em anos recentes, com o desenvolvimento de
sofisticadas técnicas de crescimento de cristais, como por exemplo, a Epitaxia por Feixes
Moleculares (MBE) [5], e as técnicas de litografia [6], tornou-se possivel a fabricacao de he-
teroestruturas [7, 8] conhecidas como “nanodevices” (nanodispositivos), nas quais elétrons
ficam confinados espacialmente em uma e duas dimensdes. Em alguns casos esses dispo-
sitivos sdo construidos cuidadosamente de modo a apresentar uma estrutura geométrica
simples, como por exemplo, a de um bilhar retangular, circular, etc[9, 10]. Alguns desses
sistemas podem ser observados na Fig. 1.2. Os nanodispositivos mostrados na Fig.1.2(a) e
na Fig. 1.2 (b) sdo conhecidos na literatura como currais quanticos e foram construidos com
as técnicas de microscopia de tunelamento de varredura “Scanning Tunnelling Microscope

— STM” [11, 12]. Essa, é a mesma técnica empregada em 1990 por pesquisadores da IBM,
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onde foi construido o logotipo da empresa com 35 dtomos de Xenoénio sobre uma superficie
de Niquel — Fig. 1.2 (¢) — publicado na revista Nature [13]. Estruturas nanométricas podem
ser obtidas ainda através de processos fisico-quimicos [14], como no caso dos nanotubos de
carbono mostrados na Fig.1.2(d). A Fig.1.2(e), tirada por microscopia eletrénica, mostra
um fio de cabelo sobre um chip de memdéria DRAM inacabado e de tecnologia do ano de
1986, ilustrando estruturas gravadas de largura de 2um. A Fig. 1.2 (f) mostra a fotografia
de um microdispositivo, obtida por microscopia eletronica de varredura, cujo rotor central
mede aproximadamente 150um construido com a técnica de litografia.

Para melhor utilizagdo desses dispositivos, geralmente constituidos de Arseneto de
Gélio (GaAs) ou Silicio (Si), no caso das heteroestruturas, e de Carbono (C) no caso dos na-
notubos, faz-se necessario o estudo de modelos que descrevam o comportamento dos elétrons
em confinamento. Entao o que era um problema académico, de encontrar as solugdes da
equacdo de Schrodinger para o elétron, passou a ter um interesse pratico. Um problema
relevante, abordado em muitos trabalhos recentes, consiste no estudo da dinamica de re-
construcdo! de pacotes de onda, bem como a criagio, evolugdo e detec¢ao desses pacotes.
Como exemplo de trabalhos tedricos, podemos citar a observacao de reconstrugao em pogos
unidimensionais [15, 16, 17], bidimensionais [2, 3], e em estruturas atémicas [18, 19, 20|, bem
como em uma aplicacdo relativamente nova, o “caos quantico” {21, 22].

Como esse tema nao é apenas de interesse tedrico, podemos citar alguns trabalhos
experimentais que mostram o estudo de pacotes em alguns sistemas quanticos particulares.
Como exemplo de sistema experimental realistico, podemos citar um elétron em estados
de Rydberg {23, 24], onde o pacote de onda corresponde a uma superposigao de n estados
quanticos coerentes, sendo n o numero quéntico principal. Podemos citar também o estudo
de pacotes de onda em sistemas moleculares [25, 26], em sistemas de fétons em cavidades
[27] e no aprisionamentos de fons [28]. A criacdo, observagao e evolucdo desses pacotes
dependem da possibilidade de geragdo de estados coerentes localizados e de um apurado
controle de deteccao da distribuicdo do pacote em um instante de tempo posterior. Esses
sistemas podem ser gerados pela excita¢ao do elétron de um dos estados atémicos de baixas
energias através de um pulso curto de laser, e sua detecgdo se dd por um segundo feixe
de laser de curta duragdo. Uma discussao sobre a formacgao de pacotes de onda pode ser

encontrada na Ref. [29].

1A reconstrugao ocorre quando apds um intervalo de tempo o pacote de onda retorna a sua condiggo

(forma) inicial.
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(e) ()

Fig. 1.2 Gravuras de nanodispositivos e microdispositivos construidos por diferentes

técnicas, ilustrando a atual capacidade de manipulagao nessas escalas.



INTRODUGAO - 11 -

Dispositivos (2D) nos quais elétrons sao confinados em um dominio de tamanho
microscopico podem ser estudados como um exemplo experimental de bilhar quéantico, onde o
movimento do elétron é balistico, isto é, a particula é espalhada pelas paredes do sistema [30].
Por isso os bilhares podem fornecer modelos de nanodispositivos, que possuem importantes
aplicacoes na industria de semicondutores. O aprimoramento nos conhecimentos sobre esse
tipo de sistema contribui, entdo, para o entendimento dos fundamentos da mecénica quantica,

bem como para os avangos tecnolégicos dela decorrentes.

Os Pogos QUANTICOS

Este trabalho trata especificamente de sistemas em uma e duas dimensoes, onde es-
tudaremos essencialmente as solucoes da equagdo de Schridinger, a construgdo, reconstrugao

e a evolucao de pacotes de onda em bilhares quanticos. Os sistemas aqui estudados sao:

e Unidimensionais ¢ Bidimensionais

— Poc¢o quadrado; — Bilhar retangular (quadrado);
— Pogo degrau ; — Bilhar degrau com interacao ;
— Poco delta;

— Pogo degrau assimétrico;

O estudo desses sistemas simples, nos permite focar atencao em aspectos relevantes
da reconstrucao de pacotes de onda, ja que os fendmenos de interesse aparecem nesse tipo
de problema. Embora a maior parte dos bilhares investigados aqui possam ser encontrados
na literatura, em nosso trabalho, freqiientemente, fizemos algumas modificagoes, como por
exemplo, na forma inicial do pacote de onda, que em nosso caso definimos como sendo
descrito por uma distribuicdo Gaussiana. Outro aspecto importante que podemos ressaltar
é a forma de classificagdo das escalas de tempo de reconstrugao, que em nosso trabalho foi
realizada através da modificacdo da posicdo média inicial (zy) do pacote de onda no interior
do bilhar.

O arquétipo de um sistema unidimensional para o estudo da reconstrugao de pacotes
de onda, é o poco quadrado infinito — veja a Fig. 3.1 na pédgina 23. Esse sistema apresenta
solugdes matemadticas simples, onde os autovalores de energia, autofungdes [1], e o tempo
de reconstrugdo total [17] podem ser obtidos analiticamente. Esse sistema serd nosso labo-
ratério, por se tratar de um problema de facil implementagao computacional, com resultados
conhecidos na literatura, onde a maior parte dos fenémenos de interesse sao observados. Esse
problema também é usado freqiientemente como primeira aproximagao para muitos proble-
mas em fisica e engenharia. Através de andlises numéricas foi possivel obter o tempo de

reconstrucao total do pacote de onda, corroborando os resultados obtidos analiticamente.
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O pogo degrau infinito unidimensional — veja a Fig. 3.7 na pdgina 33 — nio apresenta
uma solucao analitica para os autovalores de energia. Para obté-los precisamos resolver uma
equacao transcendental. Como efeito, os tempos de reconstrucao do pacote de onda sé
poderao ser obtidos numericamente. Estudaremos também o comportamento da particula
para diferentes valores de energia da barreira.

O pogo degrau assimétrico infinito unidimensional — Fig.3.21 na péagina 55 —
também nao apresenta solugdes completamente analiticas para os autovalores de energia, ou
seja, a analiticidade vai até encontrarmos uma equagdo transcendental cuja solucao numérica
fornece os autovalores de energia. O principal objetivo nesse sistema serd comparar os auto-
valores de energia obtidos numericamente pelo método da expansao com os resultados obti-
dos através da equagao transcendental. Esse procedimento evidenciara, entéo, a eficiéncia do
método da expansao (diagonalizagdo do Hamiltoniano) na obtencao dos estados estacionérios
desse problema.

O poco delta infinito unidimensional — Fig.3.14 na pagina 44 — n&o apresenta
solugdo analitica para os autovalores de energia, portanto a obten¢ao dos tempos de recons-
trugdo do pacote foram obtidos apenas numericamente. Nesse problema mostraremos que
a presenca da delta ndo destréi a reconstrucdo total do pacote de onda, apenas modifica os
instantes de sua ocorréncia. Mostraremos também que esse instante depende sensivelmente
da constante de acoplamento A. Esse fato ja foi mostrado analiticamente por [3], mas com
algumas restri¢oes, como por exemplo, a presenca da delta apenas no centro do pogo e o pa-
cote de onda construido com niveis de energia muito maiores ou muito menores que a energia
da barreira. Em nosso trabalho ndo ha restrigoes dessa natureza, pois chegamos a expressoes
mais gerais, onde uma possibilidade introduzida, consiste na modificagdo da posigao da bar-
reira no interior do poco, possibilitando estudar a propriedade de aprisionamento do pacote
via manipulagado das dimensoes (larguras) do poco.

O problema bidimensional mais simples a ser estudado é o pogo retangular (qua-
drado) infinito bidimensional (2], veja a Fig.4.1 na pédgina 61. Esse problema pode ser
tratado como uma generalizagdo do problema unidimensional. Esse sistema é um dos pou-
cos bilhares onde h4 solugao analitica para os autovalores de energia e para as autofungoes
[31], e conseqlientemente para os tempos de reconstrucdo do pacote. Fizemos uma andlise
numérica da evolugdo do pacote de onda, onde os resultados numéricos concordaram com os
resultados obtidos analiticamente.

O pogo degrau assimétrico bidimensional, mostrado na Fig.4.8 na pagina 74, nao
tem solucao analitica para os autovalores de energia e portanto todos os procedimentos sao
realizados numericamente. Esse problema permitiu-nos estudar a dindmica de um pacote

de onda em um sistema mais geral. Nesse caso observamos que pacotes de onda com ener-
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gia média menores que a altura da barreira permanecem aprisionados na regido de menor
potencial, mesmo para potenciais de acoplamento entre os estados em z e os estados em y

significativamente intenso.



DESENVOLVIMENTOS TEORICOS

2.1 EQUACAO DE SCHRODINGER

Considere uma particula sujeita a uma energia potencial V (7;t). Em um limite nao

relativistico sua dindmica pode ser descrita pela equagao de Schridinger [32]

L0®)
ih=rl = H|®) . (2.1)

Particularizando esse sistema para o caso em que a energia potencial nao depende

explicitamente do tempo, ou seja, V(7;t) = V(7) podemos reescrever a Eq. (2.1) como

H|g) = El$) , (2.2)

onde H é o operador de energia, |¢) representa os autoestados e E sdo os autovalores de

energia de H. O Hamaltontano do sistema é dado por

=2
_ P =
H=sm+V(@) onde p=—ihV
entao
LRI 2.3
H= —mv + V(7 . (2.3)
Aplicando a Eq. (2.3) em (2.2), obtemos a parte espacial da equacdo de Schridinger
h2
o V() + V() 8() = ES() (2.4)

A solucao geral da equacao de Schrodinger sera dada pelo produto entre a solucao

espacial ¢(7) e a solugdo temporal 7(t), entao

(7, 1) = $(7) 7(1)
= (i) e+

14
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A Eq.(2.4) é também conhecida como equacdo de Schridinger estaciondria, sendo
vélida para V(7;t) = V/(7), onde h ¢ a constante de Planck (h = h/2n), M é a massa da
particula e ¢(7) sdo as autofungoes. Essa equacio serd amplamente utilizada neste trabalho
porque tratamos exclusivamente de potenciais independentes do tempo. Nosso objetivo
agora, serd encontrar os autovalores de energia e suas autofuncoes. Para isso precisamos

resolver a equacdo diferencial (2.4) para uma determinada energia potencial V(7).

EQUAGAO DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONAL

A equacao de Schriodinger unidimensional pode ser obtida através da simplificagao
da Eq.(2.4). Consideremos agora uma particula sujeita a uma energia potencial V(z). O

operador de energia para esse sistema serd
H=—+V(z) |, onde p = —ih—

entao
H=—-——+V(2) : (2.5)
Aplicando a Eq. (2.5) em (2.2), obtemos

P
2M  dzx?

+V(2)$(x) = Ed(a) . (2.6)

Esta é a parte espacial da equagao de Schrodinger unidimensional, onde a parte temporal é

andloga ao caso mostrado anteriormente.

2.2 PACOTE DE ONDA

A dindmica de uma particula em um pogo quantico pode ser estudada através
da evolugdo temporal de um pacote de onda [33]. Esse pacote pode ser definido como a
superposi¢ao de estados quanticos localizados no espago, que no caso da incerteza minima
(pacotes Gaussianos por exemplo) pode fornecer uma ponte entre a mecanica quantica e o
conceito classico de trajetoria.
A seguir apresentaremos as ferramentas basicas necessdrias a investigacao da dinamica
de uma particula descrita por um pacote de onda. Vamos entao descrever o estado do pacote
como uma combinagao linear dos autoestados do problema. Ou seja

W) =" u;|d;) (2.7)

J
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Para sistemas cuja energia potencial ndo depende explicitamente do tempo, a funcéo de onda

pode ser escrita como

®;(75t) = () 75(t)

i 2.8
= ¢;(P) e =" 29
Substituindo agora a Eq. (2.8) na fun¢io de onda do pacote (2.7) obtemos
U(r;t) = Z u; () e~ wFit (2.9)
J

Essa, € a expressao matematica que descreve o comportamento do pacote e conseqiientemente

da particula. A densidade de probabilidade pode ser obtida fazendo-se

(|2 = U™ (7 ¢) U (7 t) (2.10)
= Wy () (P e (2.11)
jl,jll

onde wjny = (Ej» — Ej)/h é a freqiiéncia de Bohr.

Estruturas semelhantes a Eq. (2.11), ou seja, onde temos multiplos somatérios, apare-
cem com freqiiéncia em problemas de mecéanica quantica. Esse tipo de operacao geralmente
é ineficiente computacionalmente. Em nosso caso, a densidade de probabilidade pode ser
obtida mais facilmente calculando-se W(7;t) através da Eq.(2.9) e depois |¥|? através da
Eq. (2.10). Note que nesse caso trocamos um somatério por uma tnica operagao complexa.
A eficiéncia de um algoritmo calculado dessa forma fica mais evidende quando trabalhamos
com sistemas bidimensionais.

Até agora ndo mencionamos nada a respeito das constantes u; que aparece nas
equacoes do pacote de onda. De imediato, podemos dizer que esses coeficientes sdao em
geral niimeros complexos e est@o relacionados com a forma inicial do pacote, ou seja, “es-
colhendo” adequadamente os valores dessas constantes, podemos obter qualquer fungao que

desejarmos.

2.2.1 Os COEFICIENTES u;

Vamos entdo obter os coeficientes u; para um instante de tempo ¢ = 0. Essa escolha
simplifica os calculos j4 que nesse caso temos 7;(t = 0) = 1. Esses coeficientes podem ser
obtidos da Eq. (2.7), multiplicando-se esse equagdo por (¢i| tal que

(Bx10) = > uy (rley)

J 5kj
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+o00
Inserindo a relagao de completeza / d*r |7) (7] = 1 em (2.12), teremos
+oo
U =/ d*r 3 () U(70) (2.13)

onde W(7;0) é a funcdo de onda do pacote em ¢t = 0 e ¢;(7) é a base na qual queremos

expandir V(7).

A DISTRIBUIGAO GAUSSIANA

Vamos impor que ¥ em t = 0 seja descrita por uma distribuicdo normal
Gaussiana (32, 34, 35], ou seja, estamos atribuindo agora a forma especifica para o pacote

de onda inicial. Podemos escrever entao

1
g9(r) = (@ro™yi7A ©

—ik.7 o= (7=7%)? /40

U(r0) =

onde 75 é o centro do pacote Gaussiano, k é o vetor de onda e ¢ e a variancia de 7 em torno

de r5. Vamos considerar também a velocidade média do pacote igual zero, isto é, k = 0, com

isso ¥(7;0) torna-se uma funcao real, cuja a forma é

- 1 —(F—73 2 2
U(7r0) = g(7) = We (F=ro)*/do™ (2.14)
Para o caso bidimensional temos 7o = (zo,%0) € ¥ = (,y), entdo podemos escrever a
Eq. (2.14) como
V(7 0) = g(z) 9(v) , (2.15)
onde
1 —@-20)?/a022 . L w0740,

W)= Gro e T G

Para o caso unidimensional temos

U(z;0) = g(z) . (2.16)
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2.3 SOLUGAO DO PROBLEMA INDEPENDENTE DO TEMPO

O método da expansao ou “ezpansion method” é uma poderosa ferramenta para o
célculo numérico dos niveis de energia de uma particula sujeita a potencias em uma e duas
dimensoes. Embora esse método seja amplamente conhecido na literatura [4, 31], iremos
descreve-lo aqui brevemente. De acordo com o método, as fungdes de onda dentro do bilhar
sao expressas em termos da expansao de um conjunto completo de fungoes ortonormais para
os quais as condigoes de fronteira de Dirichlet sdo aplicaveis, isto é, quando as fungoes de
onda se nulam nas fronteiras do bilhar.

O problema entao consiste em encontrar os estados estaciondrios de um bilhar de
forma arbitraria. Assumindo que a energia potencial seja independente do tempo, podemos
aplicar a equagdo de Schrodinger estaciondria (2.2). O operador de energia pode ser escrito
como

H=Hy+V

Escrevendo o operador de energia na base de Hy, temos

(@119 = B (001607) + 60 IVIe))
Hi; = EQ8 + Vi . (2.17)

Os elementos de matriz que compéem o operador de energia H, s@o dados entao pela
Eq.(2.17). Com isso, podemos determinar os autovalores de energia, e as autofungoes,

através da diagonalizacdo da matriz H, ou seja, precisamos resolver a equagao
det(H — EF1)=0 (2.18)

conhecida como equagao secular. As autofungdes do bilhar de forma arbitraria sao dadas

entdo pela combinagdo linear dos autoestados de Hy, ou seja,
o,(F) = Z Ci; 00 (7) (2.19)
onde C é a matriz que diagonaliza H.

EVOLUGAO DO PACOTE DE ONDA E OS AUTOESTADOS DO HAMILTONIANO TOTAL

A evolucdo do pacote de onda é fornecida pela Eq. (2.7), onde |®;) representam os

autoestados do operador H, dados pela Eq. (2.19). O pacote de onda pode ser escrita como
U(Ft) = Zu, Cr; o0 (7 e 7Bt (2.20)

A densidade de probabilidade é calculada através das Egs. (2.10) e (2.20).
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Os COEFICIENTES u;

O procedimento aqui ¢ analogo ao caso j4 estudado na secao 2.2.1. Partindo da
Eq.(2.13), com ¢;(7) é dado pela Eq. (2.19), temos

w= [ & 5 iy o110 w70

Admitindo agora o caso bidimensional, onde a fungao de onda inicial do pacote obe-

dece a lei de distribui¢do Gaussiana, podemos escrever u; como
+o00
w= [ drdy 3 G0 6,016 5100 o 0)

onde ¥(z,y;0) é dado pela Eq. (2.15) e Ck; € escrito em termos dos nimeros quénticos n e

m. Com isso temos

+o0 +00
U _ZC*(”/ dz ¢, (z) g(z )/ dy o} (y) g(y)
onde finalmente obtemos
u; = ZC*(’)an . (2.21)

2.4 A FUNCAO DE AUTOCORRELAGAO

Consideremos o produto interno entre dois estados do pacote de onda |¥(7;t)) e

|W (7 0)), esse produto é definido como

C(t) = (Y(7;0)[¥(r3 1)) (2.22)

onde C(t) é a funcdo de autocorrelagdo [36]. Aplicando a relagdo de completeza em (2.22)

ficamos com

C(t) = /+°° d*r U*(70) U(75t) . (2.23)
A funcdo ¥ que caracteriza o pacote ;eo;ada pela Eq. (2.9) tal que
(750) = Zu oi(7) e U(Ft) = Zuj ¢;(7) e wEit (2.24)
J
Aplicando as Eqgs. (2.24) em (2.23) obtemos
o0 =Y uins [ draim o et
i3 —

~—

- St 225)
J
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O moédulo quadrado da funcédo de autocorrelagao é, |C|? = C*(t) C(t), tal que

Z Juy|* e~ 7 Fat
j

A dindmica quantica do pacote pode ser estudada examinando-se o médulo quadrado da

2

IC|? = (2.26)

funcao de autocorrelacao, onde os pontos de reconstrucao podem ser observados diretamente

em um grafico de |[C]? x ¢.

AUTOCORRELAGAO E O METODO DA EXPANSAO

A aplicagao do método da expansao a fungdo de autocorrelagao (2.25) se dd mediante

a constante u;, onde agora é fornecido pela Eq. (2.21). Com isso, a Eq. (2.25) toma a forma

Ct)=>_ > |CO |an|? |bm|? e # 55"

J
2.5 RECONSTRUCAO DO PACOTE DE ONDA

2.5.1 SisTEMAS UNIDIMENSIONAIS

Suponha FE, as autoenergias de um sistema que dependa apenas de um nimero
quéntico [17, 36], e ¢, as autofungdes correspondentes. Podemos expandir agora as autoe-
nergias em série de Taylor em torno de 7, tal que

E(n) = E(n) + E'(7)(n — 7) + -;—E"(ﬁ)(n ~n)? + éE”’(fL)(n —aP 4. (2.27)

onde 7 representa o nuimero quantico de maior contribuigao na construgao do pacote.

Suponha o pacote de onda construido inicialmente com os primeiros estados quanticos
do sistema, e que o coeficiente u; de maior contribuicdo seja uz onde 7 ficard préximo ao
estado fundamental desse sistema. Uma representagdo esquemadtica dessa situagao pode ser
observada na Fig. 2.1 (a). Vamos supor, que esse mesmo pacote seja excitado por uma fonte
externa de energia — como por exemplo, um pulso curto de laser —, nesse caso o pacote de
onda passa a ser construido predominantemente de estados quanticos altos, e que poderiam
estar centrados em torno de um novo 7. A representagdo dessa situacdo pode ser vista na
Fig. 2.1 (b), (veja por exemplo Ref. [37]).

Substituindo diretamente a Eq. (2.27) em Eq. (2.9) ficamos

U(t) = 3 uy y(7) e HEOHE DRl (2.28)
J
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Da Eq. (2.28) podemos identificar algumas escalas de tempo*, proveniente dos termos
da expansao presente na Eq. (2.27), as quais denominaremos tempo de reconstrucao cléssica
Tc ou “classical period”, tempo de reconstrugao total Ty, ou “revival” e tempo de super-

reconstrugao 7. ou “super-revival”. Esses periodos sao dados por

2mh 2mh 2mh
Tre = 7 ) T = s T = —pimvm - :
B (@) CEwE ¢ 1B (7)]/6 (229)

A A A /\ A

""""""""" _J i\ "
7 \\ ;l _______________
(fa) (b)

Fig. 2.1: A figura ilustra o significado do termo 7 presente na Eq. (2.27).(a) O pacote Gaus-
siano € construido com os primeiros estados do sistema, nesse caso, i assume um valor
préximo do estado fundamental. (b) Uma vez excitado, as maiores contribuigbes ocorrem

préximo de 7. que nesse caso assume valores mais altos.

Podemos observar a evolugao temporal do pacote de onda reescrevendo a Eq. (2.9)
em termos dessas escalas de tempo, cuja dependéncia é controlada pelo nimero quantico

principal n, presente na equagdo da energia quantizada (2.27).

As RECONTRUGOES CLASSICAS

A reconstrucao cléssica estd associado com o movimento cldssico de uma particula
com energia F = FEj; cuja velocidade pode ser escrita como v = \/ﬁ/—M . Ou seja, se
colocarmos uma particula em um pogo na posi¢do zy, deslocando-se em uma determinada
direcdo — veja a ilustracdo 2.2 (a)—, a particula (®) colide com a parede 2 — Fig.2.2(b)
—, viajando em direcao oposta até colidir com a parede 1 — Fig.2.2 (c) —, quando entdo
retorna a posicao inicial zg, completando um periodo clédssico de movimento. Se usarmos a
Eq. (2.27) para os niveis de energia quantizado, entdo encontraremos que 7, = Ty, onde

T,.: ¢ denominado tempo de retorno cléssico.

1Chamamos a atencao do leitor para o fato que um dos objetivos dessa dissertacao consiste na investigagao

numeérica desses escalas de tempo, que sera estudado nos préximos capitulos.
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A A A A A A
(a) (b) (c)
- G
- —
e - I R W% ;{?@ .............
X X0

Fig. 2.2: Periodo cldssico de movimento.

As RECONSTRUGAO TOTAIS

A reconstrugao total ocorre quando a fung@o de onda que descreve a particula (pacote
de onda) em um tempo ¢ retorna a sua condigdo inicial em ¢t = 0. Pela substituigdo direta
dos autovalores de energia expandido (2.27) em (2.9) observamos que, em t = T, a fungéo

de onda ¢é
U(z;t =Tn) = ¥Y(z;t =0) . (2.30)

2.5.2 SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

Agora vamos tratar das escalas de tempo para sistemas que depende de dois niimeros
quanticos [2, 3]. Expandindo a energia do sistema em série de Taylor em torno de dois

numeros quanticos médios 7 e m, com isso obtemos

oF

OF .,
Enm = Eam + 5 ﬁm( — 1) I ﬁ,m(m ) S92 ﬁ’T_n(n — )+
LEB (4 22| - m)m—m) + -
2 Om? AR mom onom AR n mom

De forma ansloga ao caso unidimensional, podemos identificar algumas escalas de tempo na
Eq. (2.31), as quais denominaremos tempo de reconstrugao cléssica 7T;. e tempo de recons-

trucao total 7. Esses periodos sao dados por

2mh 2wh
T __2Th T _ ™ 32
= @Eamnn e = @E/ominm (2.32)
orh . orh
t(l) _ T tfj) . 27('h t(“‘) _ 8

" T H@PE/n)am T 1@ E/om?)n, 0 (PE/0mdn)am



Pocos UNIDIMENSIONAIS

3.1 PO0CO QUADRADO INFINITO

Como ja mencionamos na introdugdo, o pogo quadrado infinito é muito utilizado
como um primeiro modelo na descri¢do de vérios sistemas fisicos {17, 1, 38]. Apresentaremos
portanto, uma completa descricdo desse sistema.

Considere uma particula sujeita a um potencial definido por

0 0<z<D
00 (0>z>D)
que estd representado na Fig. 3.1.
V(x)
A A
R-I1
R-II R-11
0 D x

Fig. 3.1: Diagrama esquemaético do po¢o quadrado infinito.

Nosso objetivo imediato serd encontrar os autovalores de energia e as autofuncoes
desse sistema fornecido diretamente pela equacao de Schrodinger independente do tempo
(2.6).

23
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3.1.1 AUTOVALORES E AUTOFUNCOES
A solugao da Eq. (2.6) em (R — IT) é simplesmente ¢(z) = 0. Em (R — I), podemos
definir k* = 2M E/h? e escrever a equacao diferencial como

brz + K20 =0

onde ¢,, representa a derivada segunda da autofuncdo em relacio a x. A solucdo dessa
equacao é

¢(z) = Asenkz + B coskz . (3.2)

Aplicando as condigdes de contorno, isto é, a fungado de onda (3.2) deve se anular em z = 0

ex =D, temos

Asen0+ B cos0=0 AsenkD + B coskD =0
B=0 e kz% (n=1,23...)

O estado n = 0 foi excluido da solu¢do porque viola o postulado de Born — Eq.(3.3). Esse
estado portanto ndo descreve uma particula em uma caixa, e portanto nao faz parte de uma
solucgdo fisicamente aceitavel.
+0o0
/ do ¢ (z)d(z) =1 . (3.3)
—00

Os autovalores de energia para esse sistema sao dados por
w2h?

En=syDe"™

(n=1,2,3...) . (3.4)

Para obtermos completamente as autofungoes (3.2) precisamos encontrar o valor da
constante de normalizacdo A. Para isso aplicamos a condigdo de normaliza¢ao (3.3), onde

encontramos que A = ++/2/D. Com isso as autofungdes ficam

2 nL
¢(z) = \/;sen D (R=1) : (3.5)

0 (R—1II)

O sinal negativo foi omitido em (3.5) por simplicidade, ja que ambos os sinais conduzem a

mesma densidade de probabilidade.

3.1.2 PaAcoTE DE ONDA

A seguir vamos investigar a dindmica quéntica do pacote de onda em um pogo

quadrado infinito. Para isso reescreveremos as Egs. (2.9) e (2.13) para o caso unidimensional.
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Logo
U(wit) =) an (@) e 3™ o |[UP = U (z;0) U(zst) (3.6)
onde '
an = /_ :ooodxd>,“;(:c)\ll(m;0) . (3.7)

A evolugado do pacote é obtida diretamente da Eq. (3.6), mas para isso precisamos determinar

os coeficientes a,,.

Os COEFICIENTES a,

Os coeficientes a, sao obtidos através da soluc@ao da integral (3.7). Admitindo que
o pacote de onda ¥(z;0) seja descrita por uma distribuigdo normal Gaussiana (2.16) e que

os ¢n(z) sejam as autofungdes do pogo quadrado infinito, veja a Eq. (3.5), temos

9 D
an = \/—5/0 d:z:g(av)sen—r—%E

Se o pacote de onda for suficientemente estreito, isto é, se g(0) ~ g(D) =~ 0 podemos fazer a

seguinte aproximacao

2 [t nwT
anzﬂﬁf_w dxg(ac)sen—D— (0 < zo < D)

onde finalmente obtemos

32mo, 2\
an=< g;a) sen mgo e~(Mmoa/D)* (3.8)

Com isso podemos fazer a evolucao do pacote de onda, e estudar a dindmica de uma

particula em um pogo quadrado infinito.

3.1.3 Os TEMPOS DE RECONSTRUGAO

A reconstrucdo cldssica, reconstrugio total e super-reconstrucao sao dadas pelas
férmulas (2.29) onde a energia é expressa pela Eq. (3.4). Com isso obtemos as seguintes
escalas de tempo para o pogo quadrado:

2M D? 4M D?
) T'rt =
mh

A evolucgao temporal (3.6) pode ser reescrita como

U(zit) = > anda(z)e T

Tre = e Ty =00 . (39)

whn

Para t = T, a funcao de onda retorna a sua forma original, ou seja, nessas condicoes a
Eq. (2.30) é verificada!
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VERIFICAGAO DA EQUAGAO (2.30) PARA O POCO QUADRADO INFINITO

Os autovalores de energia e o tempo de reconstrugdo total sao fornecidos pelas

Egs. (3.4) e (3.9), respectivamente, e podemos reescreve-los como

mh 2mh
= entao E, = " n? logo

1
T,,  4MD? T

V(z;t) = Y an fulz) e i)

Em t = T, temos

logo

como queriamos mostrar.

3.1.4 RESULTADOS

Nessa secao trataremos dos resultados obtidos através de simulagao numérica para
a evolugao do pacote de onda em pogo quadrado infinito. Mostraremos aqui a concordancia
entre os tempos de reconstrugao obtidos numericamente e analiticamente. O pacote de onda
considerado deve ser construido com um nimero suficiente de niveis de energia, de tal forma
que possa ser representado por uma distribui¢do Gaussiana — veja a Fig. 3.2 (a). Nessa
figura a linha cheia representa a curva Gaussiana |g(z)|?, obtida da Eq. (2.16), e os pontos
foram obtidos diretamente da Eq. (2.8). Para que esse pacote seja bem representado, faz-se
necessario que os pontos coincidam com a curva. A Fig. 3.2 (b) mostra um exemplo tipico de
um pacote de onda construido com um numero insuficiente de niveis de energia.

Os parametros que mais influenciam na construgdo do pacote de onda sao: a dispersao
0z, a posicao inicial média g e o nimero de autoestados utilizados, sendo importante ressal-
tar também que, quanto mais estreito for o pacote de onda (quanto raenor o), mais niveis de
energia sao necessarios para representar esse pacote. Nesse caso, fica evidente o fato desses
parametros estarem relacionados, pois quanto mais préximo da parede, mais estreito deve

ser o pacote, e portanto, mais niveis de energia precisam ser utilizados na sua construcao.
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Fig. 3.2: Construgao do pacote de onda.

Para que o pacote seja bem construido, utilizaremos N = 20 niveis de energia, de tal

forma que
20

> lanl? =0,999976 ~ 1 (zo = 3)
n=1
Tendo em vista a construcao do pacote de onda podemos utilizar o seguinte conjunto
de parametros’: a dispersdao (o, = 1/5) , a largura do pogo (D = 6) e vamos considerar
também (h = M = 1). A seguir mostraremos uma lista de figuras que sintetizam os resulta-

dos da dindmica da particula (evolucdo do pacote de onda) para o pogo quadrado infinito.

Lista de figuras

3.3 — Autovalores de energia

3.4 - Autofungoes e médulo quadrado da fungao de onda
3.5 — Evolugdo do pacote de onda (zo = 1)

3.6 — Funcao de autocorrelacao

A Fig. 3.3 mostra a energia quantizada (autovalores de energia) para o pogo quadrado
infinito, obtidos diretamente da Eq. (3.4), onde podemos observar a dependéncia quadréatica
dessa energia em relacdo ao numero quantico n. As Figs.3.4(a)- (f) mostram as fungoes
de onda ¢,(z) e o médulo quadrado das respectivas fungdo de onda |¢,|?, obtidas com a
Eq. (3.5), onde o pacote é construido mediante a superposigao das 20 primeiras autofungoes.

Vamos estudar agora a dinamica do pacote de onda, para isso utilizaremos os autova-

lores de energia (3.4), as autofuncdes (3.5) e os coeficientes da expansao (3.8). A simulagao

1Embora essa configuragao nao seja unica.
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da evolugdo temporal do pacote para cada instante de tempo é calculada pela Eq. (3.6) e
sao mostradas nas Figs. 3.5 (a)- (p). Podemos observar nos instantes iniciais da evolucio, o
alargamento do pacote — veja as Figs. 3.5 (a) - (d) e posteriormente a distribuicdo do pacote
no pogo — Figs. 3.5 (e) - (h). As Figs. 3.5 () - (m) mostram o pacote de onda se reconstruindo
no extremo oposto do poco em t = 22,92, onde esse processo se repete até se reconstruir
na mesma posicao inicial em t = 45,84 — veja a Fig.3.5(0). Com isso podemos observar
claramente nessa sequéncia de figuras o pacote de onda se deslocando de um lado a outro

no interior do pogo, cujo processo se repete indefinidamente.

As EscaLAs DE TEMPO

Podemos estudar e classificar ainda as diferentes escalas de tempo de reconstrugao
presentes na dindmica da particula. O procedimento adotado aqui consiste na modificagao
da posi¢ao inicial média do pacote no interior do pogo. As Figs. 3.6 (a) - (f) ilustram a fungéo
de autocorrelagao para diferentes valores de xo. Podemos observar ainda que as tnicas re-
construgoes que nao se modificam na Fig. 3.6 ocorrem exatamente em ¢t = T}, esse fato
acontece porque os tempos de reconstrugdo total ndo apresentam dependéncia em relacao
a 7l, e por essa razao esses tempos sao conhecidos na literatura como tempos “universais”
de reconstrucao. Por outro lado os tempos de reconstrugoes cléssicas apresentam essa de-
pendéncia, e portanto, dependem da condigdo inicial zo. Note na Fig.3.6 que diferentes
valores de o geram diferentes fungdes de autocorrelagao, e portanto, o pacote de onda apre-
senta uma dindmica diferente para cada situacdo. Uma anélise da Fig. 3.6 (c) mostra que os
dois primeiros picos ocorrem devido a periodos cldssicos de reconstrucao, ja o terceiro devido
a reconstrucao total 2, os demais picos obedecem a mesma regra de reconstrugio, ou seja, o
pacote se reconstréi periodicamente no interior do pogo. A Fig. 3.6 (e) ilustra uma dindmica
diferente, onde os sete primeiros picos ocorrem devido a periodos classicos de reconstrugao e
o oitavo devido a reconstrucao total. Podemos destacar também os tempos de reconstrucao
parcial que correspondem a fragdes do tempo de reconstrugéo total. A Tab. 3.1 mostra esses

tempos.

2A1ém de concordar com o tempo de reconstrugao total obtido analiticamente — Eq. (3.9), esse pico, é o

{inico que nao varia na Fig. 3.6, evidenciando portanto uma reconstrugao total ou “revival”.
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Total-Reconstrugao
(zo = 2) Fig. 3.6 (¢) (zo = 3) Fig. 3.6 (e)

T.. = 15,30 1 T, =573
2 T, = 30,60 2 T, =11,46
T, = 45,84 3 T. =17,19
4 T, =22,92
5 T.. = 28,65
6 T.. =34,38
7 T, =40,11
8 T, =45,84

Reconstrugao Parcial

Tempos Numérico Figura 3.5

Tir/8 5,73 (f)
T./6 7,64 (9)
T /4 11,46 (h)
Tir/2 22,92 (m)

Tab. 3.1: Tempos de reconstru¢ao para o pogo quadrado infinito.

Podemos observar também uma relacdo entre os periodos clédssicos e a freqiiéncia de
Bohr. Para isso vamos calcular os autovalores de energia com a Eq. (3.4), com o objetivo
de encontrar as freqiiéncias de Bohr correspondentes, em relacao ao estado fundamental, tal
que wy; = 0,411 e w3; = 1,10. O quadro abaixo mostra as freqiiéncias de Bohr obtidas a

partir dos tempos de reconstrugdo (w = 2w /T,.).

------ il =1,234
Tempos w
(07 1%
T.,=25,73 1,10
—T —————————— E, =0,548 T, =15,30 0,411
®,, _
___________ E, =0,137 T = 45,84 0,137

Com isso podemos mostrar que os tempos de reconstrugoes classicas estao relaciona-

dos com algumas transicoes particulares do espectro de energia do pogo quadrado infinito.
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Fig. 3.3: Niveis de energia do pogo quadrado infinito.
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Fig. 3.4: Autofunc¢ées ¢,(z) e o médulo quadrado da fungdo de onda |¢n|? para o pogo

quadrado infinito.



3.1 Pogo QUADRADO INFINITO -31 -

2 (a) =00 > (b) =01 2 (c) 1=03
2 2t ’ 2 ,
1.5 1.5 1,5

1 1 1
0,5 0,5 0,5

0 0 0

0 3 6 0 3 6 0 3 6
= (d) =08 23 (e) =20 2 (f) t=573
2t 1 2t ' 2 '

1,5 15t 1,5

0,5t 1 0,5 0,5
0 0 o JAVAN

0 3 6 0 3 6 0 3 6
2,5 2,5 2,5
5 (g) t=764 2»(;1) t=11,46 X (i) t=22,0
LS | 1,5 1,5
1 1 1
05t /\ /\ /\ 05t 0,5
0 - 0 0
0 3 6 0 3 6 0 3 6
2,5 2,5 2.5
5 (J) 1=225 2'(1) =228 5 (m) t=22,92
1,5t 1,5 ¢ 1.5
1 1t 1
05t 0.5 0,5
0 0 0
0 3 6 0 3 6 0 3 6
2,5 2,5 2,5
(n) t=34,38 (o) 1=4583 (p) t=114,58
2 | 2 2
1,5 1,5 1,5
1 1 1}
0,5 /\ /\ 0,5 0,5
0 0 0
0 3 6 0 3 6 0 3 6

Fig. 3.5: Evolugdo temporal de um pacote Gaussiano ( |¥|* x ¢ ) em um pogo quadrado

infinito, para zo = 1. Nessas condigbes nao sao observados tempos cldssicos de reconstrugao.
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Fig. 3.6: Fungao de Autocorrelagao.
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3.2 Pogo DEGRAU INFINITO

O desenvolvimento a seguir, mostra um estudo numérico da evolugio de um pacote

de onda em um pogo degrau infinito, definido por

0 (0 <z < Ly)
Viz)=< V, (Ly<z<L) , (3.10)
00 (0>z2>1L)

onde V; € a energia maxima da barreira e L = L; + L, s&o as dimensdes (larguras) do poco

(veja a Fig. 3.7).
V(x)l

S

R-III R-1 R-II CR-III

0 L, L x
Fig. 3.7: Diagrama esquemadtico da energia potencial do pogo degrau infinito.

Iniciaremos buscando uma solugdo para os autovalores de energia e para as auto-
fungoes. Podemos observar quatro regides onde a funcao de onda tem comportamentos dis-
tintos — pelo menos em sua amplitude. Vamos encontrar as autofungoes para cada regiao

através da equacao de Schrodinger independente do tempo — Eq. (2.6).

3.2.1 AUTOVALORES E AUTOFUNGOES

O problema agora consiste em resolver a equagao de Schrodinger para trés regices
distintas j& que a solucdo em (R — III) é simplesmente p(z) = 0. Podemos reescrever a

Eq. (2.6) como as seguintes equagdes diferenciais

Pz + kP9 =0 (R-1I) Yoz — =0 (R-II)(E<V,)
Poz + Q=0 (R-II)(E>V,) |

(3.11)
onde definimos k? = 2ME/h?, o® = 2MV,/R?, ¢* = o® — k? e Q? = k? — o2
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As solugoes das trés equagdes diferenciais apresentadas em (3.11) serdo

asenkx + b coskx (R—-1)
_ csenhg(z — L) 4+ d coshg(z — L) (R—-II)(E < V)
o) CsenQ(z — L)+ D cosQ(z — L) (R—II(E > V) (3.12)
0 (R—1III)

Para determinar as constantes que aparecem nas fungdes de onda (3.12), vamos apli-
car as condi¢oes de contorno — a fungdo de onda deve ser continua em z = 0, z = L e

x = L, e diferencidavel em z = L, logo
2
asen0+bcos0=0 csenh0+ d cosh0 =0 ,

Csen0+ D cos0=0 |,

com isso determinamos que

b=d=D=0
Para z = L, obtemos
asenkL, = —csenh gL, ak coskL, = cq coshqL, (E < V) (3.13)
asenkL, = —Csen@QL, ak coskL; = CQ cosh QL4 (E > V) '

Do sistema de equacoes acima podemos obter as seguintes expressoes para os autovalores de

energia
k coskL;senhqLy + qgsenkL; coshqLs, =0 (F < V)

3.14
k coskLisen@QLs + @QsenkL; cos@QLs =0 (E > V) (3:14)

Resolvendo as Egs. (3.14) em k, ou seja, encontrando as raizes dessa equagdo, obtemos os
autovalores de energia através de
hz

= g2 =1,2,3...) . 1
En=grkn (m=123..) (3.15)

Agora precisamos obter uma solugdo final para as autofuncées (3.12). Para isso
vamos encontrar uma expressao para as constantes de normalizagéo a, ¢, d e C. Do sistema

de equacdes (3.13) podemos obter a relagao entre a, ¢ e C, dado por

sen kL, sen kL .
= —_——a =
senh g Lo © sen QLo

Aplicando agora a condigao de normalizacao

+00
/ dz " (z)p(z) =1

-0
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podemos finalmente obter uma expressdo final para as constantes de normalizagdo

— Eq. (3.16) — e conseqiientemente para as autofungées — Eq. (3.17).

1
a4 =0am = —F— ) 3.16
7 (3.16)
onde
L, sen2k,L, 1 sen?k,,L,
. 5 15 1q,. senb?y. L, (senh 2¢,, Ly — 2¢,m Lo) (En < Vi)
" L, sen2k,L, 1 sen®k,,L,
5 15 10, 50?0, I, (sen2QmL — 2Q,L) (BEm > V5)
1
( sen k,,x (R-1)
V fm
1 senk,L;
senh ¢,,(L — x) (R=II)(En, < V)
pm(z) = VIm senhanle . (3.17)
1 senk,,[
77 sen0,.L sen Qm(L — ) (R—=II)(Em > V5)
L0 (R — III)

3.2.2 PAcCOTE DE ONDA

A seguir investigaremos a dindmica de um pacote de onda em um pogo degrau

infinito. Para isso reescreveremos as Egs. (2.9) e (2.13) para o caso unidimensional como

U(z;t) = > bnom(z)e 700 e U] = U*(z;t) U(z;t) (3.18)

onde

bmz/_ oodxcp:n(:n)\ll(a:;O) : (3.19)

A evolugao do pacote de onda é obtida diretamente da Eq. (3.18), mas para isso precisamos

determinar os coeficientes b,y,.

OS COEFICIENTES b,,

As transformacgdes necessarias para a obtencgao dos coeficientes b,, sao mostradas na
secdo 2.2.1, cuja relagdo é dada pela Eq. (3.19). Admitindo a distribuicdo de probabilidade
para o pacote de onda inicial como sendo descrita por uma distribuicao normal Gaussiana
(2.16), podemos escrever

L
sen kn, Ly
dz g(z) —=—senh g, (L — z) (E,, <V,
)] o) S senhau(L - 2) (B < V2

1 b
by = — / dzr g(z) sen kpz+—=
Vm Jo vV fm /Ld sen k., Ly
L

xg(x)m senQm(L—z) (En>Vs)

1
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Considerando o pacote de onda inicial localizado na regido de menor potencial (R — I) e

suficientemente estreito, ou seja, g(0) = g(L;) = 0, a seguinte aproximacao pode ser feita

l +oo
bmr:—/ dx g(x) sen k,x O0<zog< L
\/f—m - g( ) ( 0 1)

Resolvendo a integral acima obtemos

8mo,2\/*
by, = (—f—2> sen kT e~ (kmoz)® (3.20)
Agora com as autofuncoes (3.17) e os coeficientes (3.20), podemos finalmente obter

a evolucao de um pacote de onda em um poco degrau infinito.

3.2.3 RESULTADOS

Essa secao trata da simulagdo numérica de um pacote de onda inicialmente na regiao
(R — I) de um pogo degrau infinito (veja a Fig.3.7). Vamos mostrar aqui a influéncia da
barreira no aprisionamento e na reconstrugdo desse pacote. Para isso vamos analisar dois
casos: (E) < Vi e (E) S Vi, onde (E) é a energia média do pacote de onda, fornecido
pela seguinte equacao
+00
(E) =/ dz U (z;,0) H U(z; 0)

—00
onde ¥(z;0) é o pacote inicial descrito por uma distribuicdo Gaussiano (2.16), e H é o
operador de energia. Considerando a construgao do pacote de onda e adotando (para facilitar
eventuais comparacgdes) parametros semelhantes ao do pogo quadrado infinito, apresentamos

a seguinte tabela parametros:

Caso Ly Ly V, (E) o,
(EY<V, 6 6 100 211 03
(EY<V, 3 3 25 18 035

Com isso, podemos construir suficientemente bem um pacote de onda com 50 niveis de

energia, considerando também (A= M = 1) onde

50
D bl ~1
m=1

para todos os conjuntos de parametros analisados.
A seguir mostraremos uma lista de figuras que sintetizam os resultados da dindmica

do pacote em um pogo degrau infinito.
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Lista de figuras

3.8 — Autovalores de Energia

3.9 - Maoddulo quadrado da funcao de onda
3.10 - Evolucao do pacote de onda — (E) <V,
3.11 - Evolucao do pacote de onda — (E') <V,
3.12 - Fungao de autocorrelagao - (F) < V;
3.13 - Funcao de autocorrelagdo - (E) <V,

A Fig. 3.8 (a) mostra os autovalores de energia para o pogo degrau infinito, onde
(E') < Vs. Esses autovalores diferem pouco dos autovalores de energia de um poco quadrado
infinito de largura D = 6, para E,, < V;, e D = 12 para E,, > V;. Na Fig. 3.8 (b) mostramos
os autovalores de energia para (E) < V,. Nesse caso, os autovalores diferem pouco das
energias obtidas para o pogo quadrado infinito de largura D = 6, exceto para os trés primeiros
niveis de energia.

As Figs. 3.9 (a) - (f) mostram o médulo quadrado da fungdo de onda |pn,|?, obtida
com a Eq. (3.15), para o caso em que (E') < V, onde as trés primeiras figuras correspondem
aos niveis de energia menores que a energia da barreira, j4 as Figs. 3.9 (d) - (f) correspondem
a E, >V, As Figs.3.9(g9)-(m) mostram o médulo quadrado da fungado de onda para o
caso em que (E) < V;, onde as Figs.3.9(g)- (¢) correspondem aos trés primeiros niveis de
energia (E,, < V;) e as Figs.3.9(j) - (m) para (E,, > V;).

Podemos estudar agora a dinamica da particula analisando a evolucao do pacote de
onda e a funcdo de autocorrelagdo. As Figs.3.10(a)- (p) mostram a evolugao temporal do
pacote de onda para o caso em que (F) < V,. Nessas condicoes a dindmica da particula
é analoga ao caso ja estudado no poco quadrado infinito — segdo 3.1. As Figs.3.11(a)- (p)
mostram a evolucao temporal do pacote de onda para (E) < V;. Para esse caso podemos ob-
servar ainda o pacote de onda predominantemente aprisionado na regidao de menor potencial
(R —I). Embora a condigdo de aprisionamento dependa significativamente da construgao
do pacote (dispersao o), podemos dizer que pacotes de onda com energia média menor que

a energia da barreira permanecem predominantemente aprisionados.

As EscALAS DE TEMPO

A Eq. (3.14) mostrou que os autovalores de energia nao possuem uma dependéncia
simples com relagdo aos nimeros quanticos (equacdo transcendental). Essa relacdo mais
complexa permite entao a existéncia de outras escalas de tempo que nao apareceram no pogo
quadrado infinito, como por exemplo, o tempo de super-reconstrugao [36]. Como esse sistema

apresenta um comportamento similar ao pogo quadrado infinito (exceto para E ~ V), por
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comparacao podemos dizer que o tempo de super-reconstrucao (Ts.) para o pogo degrau
infinito deve ser muito longo (mas nao infinito).

As Figs. 3.12 (a) - (f) ilustram a fungao de autocorrelacdo para (E) < V; e diferentes
valores de zo. Nas Figs.3.12(a) e 3.12(c) é possivel identificar a presenca de tempos de
reconstrucao classica, e tempos de reconstrucao total. O pacote de onda se reconstruindo
em t = T,. = 5,87 pode ser visto na Fig. 3.10 (m) e a reconstrugao total na Fig.3.10(n) em
t =Ti = 46,95. As Figs.3.13 (a)- (b) ilustram a func@o de autocorrelagdo para (E') S V; e
diferentes valores de zo. Para os tempos investigados até ¢ = 500 nao observamos a presenca
de reconstrucao do pacote de onda. A Fig.3.11 (o) ilustra uma “quase reconstrugao”, pois o

pacote de onda aparece ligeiramente distorcido.

150 . : : : _ 300
125t (a) “11 250 | (b) R
100 | 'T'ﬂ 200 | 4
W 15t w150 f
50 | 100 }
25 ¢ 50 |
0 : 0
0 10 20 30 40 50 0 15 30 45
m m

Fig. 3.8: Autovalores de energia para o pogo degrau infinito. (a) pardmetros usados no caso

em que (E) < V;. (b) pardmetros usados no caso em que (E) < Vs.
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Fig. 3.10: Evolugao do pacote de onda ( |¥|* xz ) em um pogo degrau infinito para (E) < V

6$0=3.
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Fig. 3.11: Evolugado do pacote de onda ( |¥|?> x z ) em um pogo degrau infinito para (E) ~ V;
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3.3 Pocg¢o DELTA INFINITO

O pogo delta pode ser definido como

V(z) = Aé(z — dy) (0<z< D) (3.21
00 (0>z>D) 21)

onde A é uma constante que indica o quanto a barreira é permeavel, §(z —d) é a funcao delta
de Dirac, dy e dy (D = dy + dy) fornecem as dimensées (larguras) do poco. Esse potencial

estd representado na Fig. 3.14.

V(x)
A A

R-1II R-1II

=
L
T
S

0 d, D X
Fig. 3.14: Diagrama esquematico do pogo delta infinito.

Utilizaremos a equacdo de Schrodinger independente do tempo (2.6) para descrever

o comportamento de uma particula sujeita ao potencial (3.21).

3.3.1 AUTOVALORES E AUTOFUNGOES

A discussao a seguir mostra uma solugdo analitica para os autovalores de energia e
para as autofungoes do pogo delta.
Na regido (R — III) a equagao de Schrodinger s6 serd satisfeita se ¢(z) = 0. J4 no

interior do pogo, podemos escrever a seguinte equagao diferencial
bz + k2P =0 (3.22)

onde definimos k? = 2M E/h2. A solugdo da Eq. (3.22) serd

Asenkz + B coskz (R-1)
o(z) = (3.23)
a senk(z — D)+ b cosk(z — D) (R—1II)
Aplicando as condicoes de contorno — funcdo de onda deve ser continua e dife-
rencidvel —em z =0, z =d e x = D, temos
$(0)=0 , $(D)=0 |,
2M\ (3.24)

Bdr) = o(df) #(df) - #dD) = S7-0(d)
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Veja o Apéndice A para uma demonstracdo da condigdo de contorno (3.24), que
mostra a descontinuidade da derivada primeira da funcao de onda. A partir das Egs. (3.23)
e (3.24) obtemos

B=b=0 |,
onde "
sen kd; 2M A\
a= ~ kdzA e ak coskdy — Ak coskd; = = Asen kd; (3.25)
das Egs. (3.25) podemos obter a seguinte equagao transcendental
2M A\
k cos kdy sen kdy + k sen kdy cos kdy + senkd;senkdy, =0 . (3.26)

K2
Resolvendo a Eq. (3.26) em k, isto é, encontrando as raizes k, da equagao, podemos deter-

minar os autovalores de energia do sistema, através de

h2
En = =57 n2
2Mk

Esse procedimento em geral é feito numericamente.
As constantes nas autofungoes (3.23) podem ser obtidas através da relagao entre A e

a, dada por (3.25), e da condi¢do de normalizacdo. Com isso determinamos que

1
A=An= ’
Vin
onde d 9%.d, 1 sen? k,d
1 sen2k,d; sen? knd;
. 2%k, dy — sen 2k,d
fa =3 ik, +'4knsen2knd2( 2 — sen 2kndy)

Assim obtemos uma expressao final para as autofungdes do pogo delta

(

\/17; sen k,x (R—1)
fa(z) = ¢ _L_Senknds . (327)
n ) 7 sennds sen k(D — z) '(R—II)
L0 (R— III)

Os gréficos das autofuncoes podem ser vistos nas Figs. 3.16.

3.3.2 PAcoTE DE ONDA

A evolucdo temporal de um pacote de onda pode ser obtida através das equagoes

U(z;t) =Y anpn(z)e 75 e U= U (z5t) U(5t) (3.28)
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onde os coeficientes a, sdo dados por

an = /_+°° dz ¢n(z)¥*(z;0)

(o]

Considerando o pacote de onda inicial ¥(z;0), descrito por uma distribuicio Gaussiana e
én(x) a base do pogo delta (3.27), temos
d1 D
knd
an = / dz g(z) Apsen k,x + / dz g(z) A, X2 " en kn(D — )
0 4 sen k,ds
Se o pacote de onda for suficientemente estreito, isto é, se g(0) ~ g(D) = 0 entdo podemos

aproximar a, por

+00
/ dz g(z) Ansenk,z (0 < zg < dy)
=9 "
sen k,d;
d A, ———— kn(D —
/;oo z g(x) p—— sen k,(D — ) (dy < zo < D)
As integrais acima agora podem ser encontradas facilmente nas Ref. [39, 40|, cujas solugdes
sao
sen k,Zo (0 < zo < dy)
—(kp 0)2
an = (870,%) " Ay e=n ) sen knd; kn(D ) (dy<zo0< D
sen k,d2 SR fin o 1= %o )

Com os coeficientes da expansdo a, podemos estudar agora a evolugdo do pacote de onda

através das Egs. (3.28). Esse procedimento serd feito na préxima secao.

3.3.3 RESULTADOS

Essa secao trata dos procedimentos e dos resultados numeéricos para o poco delta,
onde nosso objetivo principal é estudar os efeitos da presenga da barreira do tipo delta de
Dirac no aprisionamento da particula [41].

O pacote de onda considerado foi construido com 50 niveis de energia do poco delta
e com isso foi possivel gerar um pacote de onda descrito suficientemente bem por uma dis-
tribuicdo Gaussiana, onde usamos também (h=1e M = 1/2). Os 50 estados considerados

foram suficientes para representar um conjunto completo, tal que
50
> " lan]? = 0,999996 ~ 1 (zo = 1)
n=1

A dindmica do pacote foi estudada modificando-se os pardmetros A, d, e D. Apresentamos

a seguir os trés casos investigados:
Casol :Para0<A<led;,DeQ;

CasoIl : ParaA>1led;, D€ Q;
Caso III : Para A > 1 e dy, D € Irracionais;
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Abaixo mostramos uma tabela com os valores dos parametros, onde o = l e 0, = 1 /5

foram utilizados para os trés casos.

Casos A\ d; D
I 0,1 3 6
II 80 2 6

I 8 5 37

Podemos sintetizar os resultados da dindmica da particula na seguinte lista de figuras:

Lista de figuras

3.15 — Funcgoes transcendentais e autovalores de energia
3.16 — Moddulo quadrado da fungao de onda

3.17 - Evolugao do pacote de onda (Caso I)

3.18 - Evolugao do pacote de onda (Caso II)

3.19 - Evolugao do pacote de onda (Caso III)

3.20 - Fungao de autocorrelagao

As Figs. 3.15(a) - (¢) mostram os gréficos da fungdo transcendental (3.26) para os
trés casos estudados, onde as interseccoes entre a fungdo e o eixo-z fornecem as raizes k, da
Eq. (3.26). Os autovalores de energia podem ser obtidos diretamente de (E, = h%k2/2M).
Os autovalores de energia apresentam o mesmo comportamento qualitativo para os trés
casos investigados, mostraremos entao o grafico dos autovalores de energia para o caso III
— Fig.3.15(d).

As autofuncgoes foram obtidas diretamente da Eq. (3.27) onde o médulo quadrado da
funcdo de onda é mostrado na Fig. 3.16. Nessa figura a primeira coluna — Figs. 3.16 (a) - (e)
— mostra o médulo quadrado da fungiao de onda para o caso I. Note que essas figuras sdo
muito semelhantes as obtidas para o pogo quadrado infinito, exceto para o primeiro nivel
de energia onde podemos observar uma pequena distorgao. As Figs. 3.16 (f)- (7) — segunda
coluna — podemos observar o médulo quadrado da fungao de onda para o caso II, onde é
possivel ver, para alguns nimeros quanticos, a autofungao em ambos os lados do pogo. J&
o médulo quadrado da fungao de onda para o caso III — terceira coluna — é sempre nulo
em pelo menos um dos lados do pogo, esse fato pode ser visto nas Figs.3.16 () - (p), onde o
pacote de onda é construido com a superposigao dessas autofungoes.

Podemos estudar agora a dindmica da particula mediante andlise da evolug@o tem-

poral do pacote de onda e da funcdo de autocorrelagdo. As Figs.3.17(a)-(p) mostram a
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evolugao do pacote de onda quando a barreira atua como uma perturbagio no sistema —
caso I. Podemos observar em vdrias figuras o pacote de onda se dividindo em dois e trés
picos e as Figs.3.17(l) e (n) mostram uma “quase reconstrucao” do pacote de onda e a
Fig.3.17 (m) ilustra o pacote se dividindo em dois picos de quase mesma altura. Uma re-
construgao pode ser vista na Fig.3.17(p). As Figs.3.18(a)- (p) mostram a evolucio do
pacote de onda para o caso II. Podemos ver nessa seqiiéncia de imagens o pacote de onda
seguindo através da barreira, mesmo quando a presenca da barreira é significativa. Podemos
ver também nesse caso, que o pacote de onda nao se reconstréi (pelo menos até o tempo de
5000), embora esse fato fique mais evidente mediante analise da fungdo de autocorrelacao.
As Figs. 3.19 (a) - (p) mostram a evolugdo temporal do pacote de onda para o caso III. Nesse
caso podemos observar o pacote de onda predominantemente aprisionado na (R — I). Para
esse conjunto de parametros também nao foi possivel observar a reconstrugao do pacote de

onda em um intervalo de tempo analisado de 5000.

As EscALAs DE TEMPO

A Eq. (3.26) mostrou que os autovalores de energia para o pogo delta nao possuem
uma dependéncia simples com relagdo aos niimeros quanticos (equagao transcendental), onde
os autovalores de energia aproximam-se muito do comportamento visto no pogo quadrado
infinito, esse fato indica o aparecimento de super-reconstru¢ao, mas que para esse sistema é
demasiadamente longo (mas ndo infinito).

As Figs. 3.20 (a) - (d) mostram o comportamento da fungao de autocorrelagdo para
o caso I. Podemos ver na Fig.3.20(b) o aparecimento de uma reconstrucao cldssica em
t = 71,18, as demais figuras (especialmente a Fig. 3.20 (d) por se tratar de uma ampliagao da
Fig. 3.20 (c)) mostra o aparecimento de uma reconstrugao total em ¢t = 143, 23. A comparagao
desse resultado com o tempo de reconstrucao total em um pogo quadrado infinito dado pela
Eq. (3.9), mostra que a presencga da delta ndo destréi as reconstrugoes, apenas retarda seu
aparecimento. As Figs. 3.20(e) e (f), caso II e III respectivamente, o tempo de recosntrugao

total nao pode ser observado (tempo muito longo).
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Fig. 3.15: Funcgées transcendentais. (a) Caso I. (b) Caso II. (c) Caso III. (d) Autovalores de

energia tipicos para pogo delta (Caso III).
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Fig. 3.16: Mddulo quadrado da fungdo de onda para o pogo delta. (a)-(e) Caso L.

(f)- (j) Caso II. (1)- (p) Caso IIL
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Fig. 3.17: Evolugao do pacote de onda ( |¥|* x z ) para o pogo delta infinito (Caso I) e

o = 1.
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Fig. 3.18: Evolugdo do pacote de onda ( |¥|?> x z )para o pogo delta infinito (Caso II) e

1‘0=1.
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Fig. 3.19: Evolucao do pacote de onda ( |¥|* x z ) para o pogo delta infinito (Caso III) e

33021.
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Fig. 3.20: Funcgao de Autocorrelagdo. (a)-(d) Caso I. (e) Caso II. (f) Caso IIL
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3.4 Poco DEGRAU ASSIMETRICO INFINITO

Todos os sistemas apresentados nessa dissertacdo tem como fechamento um desen-
volvimento numérico. Em alguns problemas especificos, como no poco degrau em uma e
duas dimensoes, ha a necessidade de diagonalizarmos o operador de energia do sistema afim
de obtermos os autovalores de energia e as autofungdes. Portanto, essa se¢do se propoem
a testar o método de diagonalizagdo de matrizes para um caso onde o Hamiltoniano nao é
diagonal, mas que apresenta solugoes exatas. A Fig.3.21 mostra o diagrama esquemaético
da energia potencial para o poco degrau assimétrico infinito, que serd tratado nessa segao
[19, 42]. Esse procedimento indicard também a dimensdo da matriz a ser diagonalizada para
que o sistema possa ser considerado um conjunto completo. Esse problema é de particu-
lar interesse na representacgao de sistemas sob a influéncia de campos elétrico (efeito Stark)

[43, 44] que nesse caso é feito através de um potencial linear.

V(x)l

R-1lI1

R-1V

0 L, L x

Fig. 3.21: Diagrama esquematico da energia potencial para o pogo degrau assimétrico.

3.4.1 SOLUGAO EXATA

O potencial que define esse sistema é dado por

(Vs
—(Ll—.’I?) (0<:1:<L1)

Ly
Viz) =14 v, (L <z <L)
| o0 (0>z>1L)

onde Vj é altura da barreira de energia e L = L, + L.
O principal objetivo é obter os autovalores de energia para esse sistema, € para isso

precisamos resolver a equacao de Schrodinger independente do tempo (2.4).
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AUTOVALORES DE ENERGIA

Podemos reescrever a equagao de Schrodinger (2.4), de tal forma que obtemos agora

trés equacoes diferenciais definidas por

—By—z)p=0 (R—1), Yzz — @0 =0 (R—11I),
Yrz + Q%0 =0 (R—III),
(3.29)

onde definimos k? = 2M E/R?, o = 2MV,/R?, 33 = o?/L,, v = (a® — k?) /B3, ¢* = o® — k?
e Q? =k -’

Nosso problema consiste em encontrar a solugao dessas trés equagoes diferenciais,
j& que a solucdo em (R — I'V') é simplesmente ¢(z) = 0. As solugdes das Egs. (3.29) para
€ = 0B(y —z) serd

aAi(€) +bBi(§) (R-1)

o(z) = csenhg(z — L) + d coshq(z — L) (R-1II) (E<Vy)  (3.30)
CsenQ(z — L)+ D cosQ(z — L) (R—1III) (E>V,)
0 (R—1V)

onde Ai e Bi sdo as fungoes de Airy, veja o Apéndice B.
Aplicando as condigdes de contorno — fungéo de onda continua —emz =0ez = L,

obtemos as seguintes equacoes

aAi(&)+bBi(&) =0, csenh0 + d cosh0 =0,
Csen0+ D cos0=0,

onde determinamos que
d=D=0

Para z = L; a funcao de onda deve ser continua e diferencidvel, entao

aAi(§,) +b0Bi(€,) = —csenhgL, , aAi’'(&,) +b0Bi'(&L,) = costhz ,

ﬁ’

aAi(ér,) +bBi(&,) = —CsenQL, aAi’'(&r,) +bBi'(€L,) = g—ﬁc—? coshQL, .

Desse sistema obtemos as seguintes equagoes para os autovalores de energia

BZ'(&,EL,) senh gLy + q Z(&,&L,) coshqLy =0 (E<Vy)

3.31
BZ'(&0,8L,)senQLy — Q Z(&o,&L,) cosQLy =0 (E>V;) (3:31)

onde

Z(&o,€r,) = Ai(&L,) Bi (&) — Ai (&) Bi(éL,)
Z'(&0,6L,) = Ai (&) Bi’(&1,) — Ai’(&L,) Bi (&)
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Resolvendo as Egs. (3.31) em k£ — pois q, v, & e &1, dependem de £ — podemos finalmente

encontrar os autovalores de energia do sistema através da equacao

h2
En=— k:mQ
2M

As solugoes da equagao de Schrédinger nos forneceu as autofuncdes do poco degrau
assimétrico — Eq. (3.30)—, podemos agora estudar o comportamento dessas autofungdes, —
pelo menos os aspectos gerais, j4 que ndo temos particular interesse em obter uma expressao

normalizada para essas autofuncoes®

. Um caso particularmente interessante da funcdo de
Airy [39], é o diferentes comportamentos para argumentos positivos e negativos. Quando o
argumento da fungao é negativo, a fung@o de Airy comporta-se de forma andloga as fungoes
trigonométricas, enquanto que para argumentos positivos vemos um comportamento seme-
lhante & exponencial — veja a Fig. B.1 (a).

As solugdes (3.30) mostram que na regido clara em (R — I) — veja a Fig.3.22 — ¢
é sempre negativo, portanto a funcao de onda nessa regido comporta-se semelhante a uma
funcdo trigonométrica. Ja na regido hachurada, £ é positivo e nesse caso a fungdo de onda

tem um comportamento andlogo a fungao exponencial.

V(x)

senx

E<0

senh x

l—»é':>0 *

Fig. 3.22: Aspectos gerais do comportamento da fun¢ao de onda.

3.4.2 SOLUGAO NUMERICA

O desenvolvimento a seguir mostra a solugdo numérica para os autovalores de energia
do poco degrau assimétrico, que serd comparada posteriormente com os resultados analiticos
obtidos na segao 3.4.1.

Consideremos entao uma particula sujeita a uma energia potencial de um pogo degrau

3Para obter as constantes de normalizacao precisamos resolver equagdes que envolvem integrais da fungao

de Airy, esse procedimento nao serd realizado aqui.
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infinito — Eq. (3.10). Considere também um potencial de interacio descrito por

v,
Vizg)={ L (=) Osz<ly (3.32)
0 (Ly >z >1L)

O Hamiltoniano do sistema sera.

H=Hy+V

b

onde Hj € o operador de energia do pogo degrau infinito, e V' é o operador de “interagao”.
Nesse caso temos

)

HoloR) = EQ o)

onde E e {I(p(o)>} sao os autovalores de energia e os “kets” de base, do pogo degrau infinito.

Vamos representar agora o operador de energia H na base de Hy, entado
(o H160) = Bt + (0| V 0120)

Hopry = EQ 8 it + Vi (3.33)

Na equacdo acima, H,,», sdo os elementos de matriz que compoem o Hamiltoniano do
sistema e sao dados em termos dos nimeros quanticos m” e m’ e V,,»,,» sdo os elementos que

~ompoOem a matriz de “interagdo”, esses elementos podem ser escritos como
°° (0) (0)
Vi = / iz Q@) V() | (3.34)
—00

onde <p$3) sao as autofuncoes do poco degrau infinito (3.17) e V é fornecido pela Eq. (3.32).
A solugdo da integral (3.34) serd

Vs

ALK, fr (L3kms — sen ki Ly) (m” =m')

Vm”m' = ’
‘/s 2 ZAlel 2 gAkZLl " /
Py oy (Ak% R R VA (m? # m)

onde Ak, = ks — kv € Aky = kyy + k. Com os autovalores de energia do poco degrau in-
finito e a matriz de interagao, podemos construir H através da Eq. (3.33), cuja representacio

matricial é

EX+Va Vi Vis o 0 Vim )
Va1 Eéo) + Voo Vas oo Vo

H=| VW Vie  EY + Vi - VW

\ Viwn Vi Vprs -+ B9+ vmumf/
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AUTOVALORES E AUTOFUNGCOES

Os autovalores de energia do sistema podem ser encontrados através do método
da expansao — veja a secao 2.3 e a Ref. [4] —, ou seja, através da solucdo da equacdo de

autovalores

det(H — E1) = 0 (3.35)

Esse procedimento, em geral, é feito numericamente devido as dimensées da matriz H.

Rotinas numéricas para esses fins podem ser encontradas em [45]. Apds a obtencio dos

autovalores de energia podemos também encontrar a matriz {Cp,n} que diagonaliza H.
As autofungdes do sistema podem ser obtidas através da combinacao linear dos au-

toestados de base

oril@) = 3 om0z

m//
onde os coeficientes da expansao Cp,,,s s@o obtidos diretamente da diagonalizagdo de H a

partir da solucao da Eq. (3.35).

3.4.3 COMPARAGAO DOS RESULTADOS

A concordéncia entre os autovalores de energia obtidos numericamente e analitica-
mente mostraram que o método da expansdo fornece resultados suficientemente coerentes.
Alguns autovalores de energia sao mostrados na Tab. 3.2. Precisamos testar agora a eficiéncia

do método, ou seja, vamos testar a convergéncia dos niveis de energia.

Exato

Numérico

Erro (%)

m

Exato

Numérico

Erro (%)

m
1
2
3
4
)
6
7
8
9

3,48336005
6,43827772
8,85581112
10,9907379
12,9404373
14,7549686
16,4640560
18,0881824
19,6549435

10 21,2278538

3,48602748
6,44863367
8,87644196
11,0237608
12,9878321
14,8187313
16,5465031
18,1928272
19,7904854
21,4141712

0,07651983
0,16059008
0,23241742
0,29955858
0,36491665
0,43028518
0,49827474
0,57520288
0,68488198
0,87006974

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

22,0909843
22,0939331
22,0988388
22,1057243
22,1145687
22,1253872
22,1381912
22,1529560
22,1697102
22,1884308

22,0909882
22,0939522
22,0988941
22,1058083
22,1147003
22,1255646
22,1384029
22,1532154
22,1699982
22,1887512

0,00001739
0,00008311
0,00025337
0,00037751
0,00059891
0,00080512
0,00095766
0,00117038
0,00129554
0,00144464

estejamos interessados em construir um pacote de onda com 22 niveis de energia. A per-

O procedimento usado aqui é baseado exclusivamente em testes. Vamos supor que

Tab. 3.2: Matriz 1000 x 1000.
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gunta que precisamos responder é: qual deve ser a dimensao do operador de energia a ser

diagonalizado?

A Tab. 3.3 mostra os numeros quanticos e o erro percentual relativo entre os niveis

de energia calculados numericamente e analiticamente. O erro percentual foi calculado pela

férmula

_ - Enum

x 100%

onde Eg, é o erro percentual, e E.; e E,,;, sdo os autovalores de energia exato e numérico

respectivamente. Para H com dimensoes maiores que 500 o erro relativo obtido até o nimero
quéantico 22 foi inferior a 0,000001%.

m 25 32 63 125 250 400
1 0,3x107%2 0,2x1072 0,2x107%2 0,6x10™% 0,4x107* 0,7 x107°
2 0,3x107% 0,3x107%2 0,2x10"%2 0,5x1073 0,3 x 10~*
3 0,4x1072 0,4x107% 0,2x10°2 0,5x107% 0,2x107*
4 0,8x1072 0,8x107%2 0,3x1072 0,6x107® 0,2x 1074
5 0,1x107' 0,1x10"! 0,5x1072 0,7x10"% 0,2x 107*
6 0,3x107' 0,3x10"' 0,7x1072 0,9x10"® 0,2x107*
7 0,5x107! 0,5x107! 0,1x107' 0,1x1072 0,1x 1074
8 1,0x10°! 1,0x107! 0,2x107!' 0,2x1072 0,2x 1074
9 20x107! 2,0x10"! 0,4x107' 0,2x107% 0,2x 107*
10 5,0x10°! 50x10"! 0,9x107' 0,3x107? 0,3 x 107*
11 0,3x10™* 0,3x107* 0,0x 107!

12 0,1x10°% 0,1x1073 0,9%x10°°

13 0,2x10™% 0,2x107% 0,9x 1075

14 0,4%x10™% 0,4x107% 0,2x 1074

15 0,7x10"% 0,6x107% 0,2x107*

16 0,1x10°% 0,9x10™® 0,3x107*

17 0,1x107%2 0,1x107%2 0,4x10™* 0,9x 1075

18 0,2x10"% 0,2x107? 0,5x107*

19 0,2x1072 0,2x10"2 0,7x107*

20 0,3x107% 0,3x107% 0,9x 1074

21 6,0x10*° 0,3x10"2 0,9x 1074

22 0,2x 10?2 0,4x107% 0,1x107% 0,9x 1073

Tab. 3.3: Erro percentual nos nives de energia. A primeira linha mostra os nimeros quanticos

e a dimensio do operador de energia.
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Pocos BIDIMENSIONAIS

O estudo de sistemas bidimensionais é interessante por diversos aspectos, como por
exemplo, na investigacao de sistemas mais realisticos como gases de elétrons bidimensional
[46, 47] ou na construcdo de modelos que representem heteroestruturas [8]. No contexto de
caos quantico, podemos ressaltar ainda que sistemas conservativos apresentam caos apenas
a partir de sistemas bidimensionais [48].

Nesse tipo de sistema podemos encontrar ainda uma dinamica de reconstrucao do

> de onda mais rica. Esse fato nos motivou a estudar o fenémeno de reconstrugao em

sistemas cuja dindmica depende de dois nimeros quénticos.

4.1 BILHAR RETANGULAR

Consideremos uma particula de massa M, restrita ao plano z0y em uma regiao
retangular delimitada por d; e d2. A energia potencial V(z,y) nesse caso, € infinita fora da

regiao retangular (R — I) (veja a Fig. 4.1).

Vix,y)

Fig. 4.1: Pogo Retangular Infinito bidimensional.

61
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Esse potencial pode ser escrito como

Viz,y) =V(z)+V(y) , (4.1)

onde V(z) e V(y) sdo as energias potenciais do pogo quadrado infinito unidimensional (veja
a Eq. (3.1) na segao 3.1).
A equacao que descreve o comportamento de uma particula nesse potencial é dada

pela Eq. (2.2), que iremos escreve-la logo abaixo

H|®) = E|®) | (4.2)

onde |®) representa os autoestados e E s@o autovalores de energia da particula. Essa é a

equacao de Schrodinger independente do tempo.

4.1.1 OPERADOR DE ENERGIA

O operador de energia H, para um sistema bidimensional, pode ser escrito como

h? 2
= ——V \V4 D = —1hY 4.3
H oM + (m,y) , onde p ih . ( )

Para o pogo retangular infinito, onde a energia potencial é definida pela Eq. (4.1), podemos

escrever H como

2

P2 Dy
H = X% V —J_ V
2M + (x)1+ 2M + (y)J

~~ ~”

H, Hy

- H,+H, , (4.4)

onde H, é o operador de energia do sistema na direcdo z, e Hy, é o operador de energia da

direcao y.

4.1.2 AUTOVALORES E AUTOFUNGOES

Podemos considerar os autoestados de H, isto é, |®) como produto tensorial entre

os autoestados em z e os autoestados em y [31]. Entao

|®) = |dn)zldm)y - (4.5)

Aplicando a equacao de Schridinger independente do tempo (4.2), onde H e |®) sdo dados
pelas Egs. (4.4) e (4.5) respectivamente, temos

(Hm + Hy) |¢n>z|¢m>y =F ]¢n>z|¢m>y
Enm=E® + EY
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Com isso reduzimos o problema bidimensional a dois problemas unidimensionais, jé& soluci-

onados na secao 3.1, cujos autovalores de energia sio dados por
2R /02 m2
Evm=——+—
" 2M <d12 i d22> ’ (4.6)
onde n e m sao dois inteiros positivos. As autofungdes sdo obtidas da Eq. (4.5), que para o

bilhar retangular fica
(I)n,m(xa y) = an(l') ¢m(y) )

onde ¢,(z) e ¢n(y) sdo as autofungdes do pogo quadrado infinito. Daf finalmente obtemos

as autofuncoes do bilhar retangular

2 N mmy
sen sen (R-1)
Bpm(z,y) = { V2 d a2 . (4.7)
0 (R—1I1I)

4.1.3 PAcoOTE DE ONDA

Vamos investigar agora a dindmica do pacote de onda em um sistema bidimensional,
cuja evolugdo é dada pelas Egs. (2.9) e (2.10). Podemos reescrevé-las para o bilhar retangular

como

U(z,y5t) = > nbm 6n(T) pm(y) €75t e U = U(z,y;1) Uz, y; 1)
Os coeficientes da expansao sdo dados pela Eq. (2.13). Para o bilhar retangular temos

w= [ wa@ew [ wswew

—0Q —00
~ NS

~” ~~

an bm

U; = Qn bm

Assumindo a forma inicial do pacote como descrita por uma distribuicao normal

Gaussiana (veja se¢do 2.2.1), entdo a, e b, serdo dados por

2mo 2\ 32r0,2\ "  mr
a, = (3 7T0;r ) sen nmZIo e—(mmx/ch)z, e bm — Wgy sen Yo e—(mway/dz)z’
d; dy d, da

e com isso podemos fazer a evolugdo temporal do pacote de onda.

4.1.4 Os TEMPOS DE RECONSTRUGAO

Os periodos cléssicos e de reconstrugao total sdo dados pelas férmulas (2.32), onde

a energia depende agora de dois nimeros quénticos n e m. Com isso obtemos as seguintes
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escalas de tempo para o bilhar de dimensées d; e d5:

o _ 2Mdy’ ro _ 2Md°
re Thi re Thm
2 2
ay  AMd, o 4Md, )
T = — L T =— T = oo

Podemos ajustar os tempos de reconstrugio total tomando a razao entre Tr(tl) e Tr(f ),

isto é

tal que
t="Ty=d?TY = di? T
Com isso, o tempo previsto de reconstrugdo total para o pogo retangular seré:
Ty = %dﬁdﬁ . (4.8)
Essa escala de tempo é “universal”, no sentido que esse tempo nao depende dos
numeros quanticos n e m, diferentemente dos periodos cldssicos que apresentam dependéncia,
_.i1 relag@o a posicao inicial do pacote no interior do bilhar.

Para o bilhar quadrado, isto é, quando d; = d», o tempo de total-reconstrugdo sera

Tr=T3 =T2 . (4.9)

4.1.5 RESULTADOS

Nessa se¢io apresentaremos os resultados obtidos da simulagao numérica de um pa-
cote de onda em um bilhar quadrado ou em um bilhar retangular. Considerando a construgao
do pacote de onda, podemos utilizar 30 niveis de energia em z e 30 niveis de energia em v,

totalizando 900 autoestados, de tal forma que

30 30
ST lanl bl ~ 1 (4.10)

n=1m=1

em todos os casos investigados. A Eq.(4.10) se mostrou uma ferramenta importante na
investigagao da construcao do pacote, aproximando-se da unidade para o pacote inicial mais
préximo do centro da caixa. Esse fato é decorrente da aproximacao feita para os coeficien-
tes a, e by, de fato, perto das fronteiras o pacote deve ser suficientemente estreito, sendo
necessario para sua constru¢cao um numero maior de niveis de energia.

A dinamica do pacote de onda foi estudada mediante a modificacao das larguras do
bilhar d, e dy, e da modificacdo da posi¢ao do pacote no interior do bilhar. Utilizamos em

todos os casos (h = M = 1), onde os casos investigados foram:
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Caso I : Para d; = dy (Bilhar Quadrado);
Caso II : Para d; # d (Bilhar Retangular);

A tabela a seguir mostra os parametros usados na simulacdo numeérica.

Caso dy dy o oy
I 6 6 03 03
II 2 3 0,1 0,2

A dinamica da particula (pacote de onda) em um bilhar quadrado, ou retangular,

pode ser resumido na seguinte lista de figuras:

Lista de figuras
Caso I: Bilhar Quadrado

4.2 — Autofungoes e mdédulo quadrado da fungao de onda

4.3 - Evolugdo do pacote de onda (zo = 2,0 e yo = 3,0)
4.4 - Funcao de autocorrelacao

Caso II: Bilhar Retangular

4.5 - Evolugdo do pacote de onda (Figuras comparativas)
4.6 — Fungao de autocorrelagao
4.7 - Funcgdo de autocorrelacdo (Figuras comparativas)

BILHAR QUADRADO

As Figs. 4.2 (a) - (f) ilustram as autofungdes ®,.,(z, y) e as Figs. 4.2 (g) - (m) mostram
o médulo quadrado da funcdo de onda |®|? para o bilhar quadrado. A evolugdo do pacote
de onda pode ser vista nas Figs. 4.3 (a) - (p), onde podemos observar também a presenca de
reconstrugoes do pacote, mais especificamente nas Figs. 4.3 (1), (o) e (p).

Vamos determinar agora as escalas de tempo de reconstrucdo correspondentes, para
isso vamos analisar a funcao de autocorrelacdo. As Figs.4.4(a)-(d) mostram o grafico da
funcao de autocorrelagio para diferentes posigdes iniciais médias zo e yo. Esses tempos de
recc+ .rugao concordam com os resultados previstos analiticamente pela Eq. (4.9). A Tab. 4.1

:a as reconstrucoes e as escalas de tempo correspondente para o bilhar quadrado.
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Total-Reconstrucao
Fig. 4.4 (b) Fig. 4.4 (c)
T =1528 1 T,=25,73
T, =30,56 2 T, =11,46
3 Ty, =45,84 3 T, =17,19

4 T, =22,92
5 T.. = 28,65
6 T, =34,38
7 T.. = 40,11
8 T, =45,84

Reconstrucao Parcial

Tempos Numérico Figura 4.3

Tir/8 5,73 (e)
Tir/6 7,64 (f)
Ty /4 11,46 (9)
Tir/3 15,28 (h)
Ty /2 22,92 (1)
5T, /8 28,65 (m)
3T /4 34,38 (n)

Tab. 4.1: Tempos de reconstrugao para o bilhar quadrado.

BILHAR RETANGULAR

A dindmica de uma particula em um bilhar retangular é mais rica e complexa que
no caso unidimensional (secdo 3.1). Mostraremos aqui, que bilhares de diferentes larguras
podem apresentar o mesmo tempo de reconstrugdo total. Esse fato pode ser observado
através da comparacio entre o bilhar quadrado e o bilhar retangular, que no caso estudado
aqui apresentam o mesmo tempo de reconstrugdo total, mas dindmicas bem distintas.

Essa discrepancia entre as dindmicas da particula pode se dar até mesmo entre bi-
lhares idénticos, para isso basta mudar posic¢do inicial média do pacote de onda. A Fig.4.5
mostra os diferentes comportamentos do pacote de onda para sistemas que apresentam o
mesmo tempo de reconstrugdo total. As Figs.4.5(1a)- (le) — primeira coluna — mostram
a evolu¢ao do pacote de onda para o bilhar quadrado centrado em zg = 2 e yp = 3. As
Figs. 4.5 (2a) - (2e) — segunda coluna — mostram o bilhar retangular centrado em zo = 0,7

e Yo = 1,1. As Figs.4.5(3a)-(3e) — terceira coluna — ilustram a evolugdo temporal em
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bilhar retangular centrado o = 1,0 e yo = 2, 3. Podemos notar que o tempo de reconstrugao
total é o mesmo em ambos os bilhares.

A dinamica da particula para o bilhar retangular pode ser estudada também por meio
da fungao de autocorrelacao, apresentada nas Figs. 4.6 (a)- (f). Os tempos de reconstrucao
anteriores a t = 45,84 ocorrem devido a periodos classicos de reconstrucao e podem ser
vistos nas Figs. 4.6 (c) e (d).

Uma analise geral da dindmica da particula nos permite concluir que a posigao inicial
do pacote de onda no interior do bilhar influencia diretamente a reconstrugao parcial, mas
nao a reconstrucao total do pacote de onda.

Mostramos ainda que bilhares com diferentes larguras podem apresentar o mesmo
tempo de reconstrucao total. Esse fato pode ser observado através da comparacao en-
tre o bilhar quadrado e o retangular — Fig.4.7 — onde em ambos os casos obtivemos

t = T,. = 45,84, embora apresentem dinamicas bem distintas.
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(b) t=0,2 (c) t=0,3

(d) t=2,0 (e) t=5,73 (f) t=7,64

(g) t=11,46 (h) t=15,28 (i) t=22,5

(J) 1=22,7 (m) 1=28,65

A
1
N

(n) t=34,38 (o) t=45,84 (p) t=114,6

Fig. 4.3: Evolugao do pacote de onda para o bilhar quadrado - |¥(z,y;t)|* onde o = 2,0 e
Yo = 3, 0.
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1C(t)1?

Ic()1?

Ic()l?

0,5

0

0

t

Fig. 4.4: Funcao de autocorrela¢ao para o bilhar quadrado (Ti, = 45,84) .
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(2a) t=0,0 (3a) t=0,0

(Ib) 1=5,73 (2b) 1=5,73 (3b) 1=5,73

(Ic) t=15,28 (2c) 1=15,28 (3c) t=15,28

(1d) 1=27,07 (2d) 1=22,07 (3d) 1=22,07

i
"I’""'A..\“‘\“

(le) 1=45,84 (2e) 1=45,84 (3e) 1=45,84

Fig. 4.5: Comparacao da dindmica de um pacote de onda: (la)- (le) Bilhar quadrado (zo =
2.0 e yo = 3,0). (2a)-(2e) Bilhar retangular (zo = 0,7 e yo = 1,1). (3a)-(3e) Bilhar
retangular (o = 1,0 e yo = 2, 3).
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IC(1)1

IC(1)°

IC()?

IC(1)1?

t
(¢c) x,=1,0 y,=1,5
B R B L L EE -
1 S
30 40 50
t t

1C(2)1?

Fig. 4.6: Funcdo de autocorrelagao para o bilhar retangular (T, = 45,84).
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1C(1)1?
(1))

Fig. 4.7: Comparacgéo entre a fun¢do de autocorrelagdo do bilhar quadrado (preto) e do

bilhar retangular (cinza). Pacote de onda inicia centrado em: (a) o = 2,0 e yo = 2,0

(preto) e zo = 0,7 e yo = 1,5 (cinza). (b) o = 2,0 e yo = 3,0 (preto) exo=1,5eyo=1,5
(cinza)
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42 Pogo DEGRAU ASSIMETRICO

Consideremos uma particula de massa M sujeita a um potencial bidimensional dado

por

V(z,y) = Va(z) + Vy(y) + V(z,y)
onde V;(z) ¢ a energia potencial do pogo quadrado infinito dado pela Eq. (3.1), V,(y) é a
energia potencial do pogo degrau infinito — veja a Eq.(3.10) —, e V(z,y) é o potencial
que acopla os autoestados do pogo quadrado com os autoestados do pogo degrau. Uma

representacao esquematica desse sistema pode ser visto na Fig. 4.8.

Fig. 4.8: Diagrama esquemadtico do pogo degrau assimétrico.

O potencial V' considerado nesse problema é do tipo bilinear e pode ser escrito como

757 (L1~ ) (R-1)

0 (R—1I)

V(z,y) = (4.11)

onde v denota a amplitude méxima da interagao, D, L; e L sdo as dimensoes do poco.

O OPERADOR DE ENERGIA

O operador de energia para esse sistema sera

H=H,+H,+V
N—_——
Hyp
onde H, é o operador de energia do pogo quadrado infinito unidimensional, H, é o operador
rgia do poco degrau unidimensional e V é o operador de acoplamento. A dindmica
sticula serd entdo descrita pela equagdo de Schrédinger independente do tempo (2.2),

_ade os elementos da matriz H, representados na base de Hy, sao escritos como
n'm' n'm’ = E:go)(sn//n/ 6m//m/ + EZ(IO)dTl”'n.' 5m//m/ +n//m// Vn/ml ,

onde Eﬁo) sao os autovalores de energia do pogo quadrado (3.4), Ef,o) sdao os autovalores de
energia do poco degrau (3.15) € Vi sdo os elementos que compoem o operador de

acoplamento.
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O OPERADOR DE ACOPLAMENTO

Os elementos que compoem a matriz de acoplamento podem ser obtidos mediante a

solugdo da integral
it Vi = / dzdy 65 () o2 (9) V 6D () () (4.12)

onde V' é o operador de acoplamento (4.11) e (x) e (p (y) sao as autofungdes do pogo
quadrado infinito (3.5) e do pogo degrau infinito (3.17), respectivamente. Substituindo o

operador de acoplamento e as autofungoes em (4.12) obtemos

14
n/lmIIanml = — Gn”n’ Jm//m/ y

LD

onde

D L,
Grirmt = / drz gy (@)¢0 (@) e Sy = / dy (L1 — 9) 93 (1) (v)
0 0

Resolvendo as integrais acima obtemos

% (n” — nl)
Gn”n' = 7 n / n

D (cos(n’ —n")r  cos(n’ +n")mw 1 1 (n" £ )

7{._2' (n/ _ n//)z - (TL’ + n//)2 - (n/ - n//)z (n/ + n/l)2 n n

4k_21,7_,(L%k3n' — sen %k Ly) (m" =m/)
T = 1 1 1

koLi+1) — — AkiL; +1 " £ m!
NGy <Ak§ (cos AkaLy + 1) Ak%(cos 1L+ )) (m” #m)

para Ak, = kyy — k€ Aky = kyy + k. Com isso, finalmente, podemos obter os elementos

de matriz com a equagao abaixo

( 0 /
EQ(n) + B (m')+
v ’ ’ " ’
wonH 1 = < +W(L%kfnl -_ Senzkm/Ll) (n/ p— n) e (m = m)
n’'m n’'m 1k fo
\ LI/D Gn"n' Jm”m’ (n// # nu) ou (mn 76 m//)
1

O operador H é composto de um numero infinito de elementos, j4 que nao existe um
limite superior para os niimeros quanticos n e m, mas por razoes computacionais, precisamos
limitar nosso modelo truncando as dimensdes de n e m a qual denotaremos por Nyaz € Mpaz.

Nesse caso a dimensdo de H serd Nyaz X Mpgz-
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4.2.1 AUTOVALORES E AUTOFUNCOES

Os autovalores de energia e as autofungoes sao obtidos diagonalizando-se a matriz

H, isto é, resolvendo a equacéo secular
det(H — E1)=0 . (4.13)

Esse procedimento é realizado numericamente, devido a dimensdo da matriz H. As
autofungdes sao obtidas da combinag&o linear das fungoes de base do sistema nao perturbado,

ou seja, sem o potencial de acoplamento (pogo degrau bidimensional). Entao

®j(z,y) = ) COHN(@)eR()

n,m

onde C(’) sao os elementos de matriz que compéem a base que diagonaliza H, obtida da

prépria Eq. (4.13).

4.2.2 PAcoTE DE ONDA

A evolugao do pacote de onda para esse sistema pode ser feita através das equagoes

Y(z,yt) = ZZ“J O 0 ()0 (y)e= kBt |
e |¥|? é obtida de
102 = U*(z, y;t) ¥(z,y: 1)

A densidade de probabilidade poderia ser obtida diretamente da Eq.(2.11), mas
esse procedimento é computacionalmente menos eficiente (esse fato ocorre porque troca-
mos o triplo somatdrio da Eq. (2.11) por uma tnica operagdo complexa, ou seja, trocamos
(Nmaz X Miaz)? operagdes por uma tnica operagdo que multiplica a fungdo de onda pelo
seu complexo conjugado).

Precisamos ainda obter os coeficientes u; que aparecem na Eq.(4.2.2). Para isso

u; = Z 051,]721 an bm ,
nm

onde a, e b,, sdo os coeficientes da expansao do pogo quadrado infinito — Segao 3.1 — e do

podemos utilizar a Eq. (2.21).

pogo degrau infinito — Secgao 3.2 — respectivamente.
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4.2.3 RESULTADOS

Nessa segdo vamos apresentar os resultados da simulagio numérica da evolugao tem-
poral de um pacote Gaussiano em um pogo degrau bidimensional acoplado, veja a Fig. 4.8.
Levando em consideragao a construgéo do pacote de onda inicial, podemos utilizar o seguinte
conjunto de pardmetros': D =6, L, = Ly, = 6, (L = Ly + Ly), Vi =100, zg =yp =1 e
oz = oy = 0,3. Para que o pacote de onda seja suficientemente bem construido, utilizamos
aqui 20 nives de energia em z, e 30 niveis de energia em v, totalizando 600 autoestados.
O Hamiltoniano do sistema foi construido com Ny,a; = 30 € M. = 50, cuja dimenséo é
de 1500 x 1500, ou seja, precisamos diagonalizar essa matriz para utilizarmos apenas 600
autoestados para a construgdo do pacote. As Figs. 4.9 (a)- (f) mostram o médulo quadrado
da funcdo de onda para o sistema sem o potencial de acoplamento (v = 0). As trés primeiras
figuras apresentam niveis de energia menores que a energia da barreira, e as Figs. 4.9 (d) - (f)
apresentam niveis de energia maiores que V;. Nesse caso o pacote de onda se comporta como
se estivesse em um bilhar quadrado, veja a secdo 4.1.

Acrescentamos agora o potencial de acoplamento fazendo v # 0. Nesse caso temos
o acoplamento entre os estados da particula na diregdo = com os estados na diregdo y. As
Figs. 4.9 (g) - (p) mostram o médulo quadrado da fungio de onda para o estado fundamental
(n =1em = 1). Nessa figura, é possivel observar diretamente o efeito do potencial de
acoplamento, pois a medida que v aumenta o médulo quadrado da fungao de onda é deslocado
para a regiao de menor potencial. A dindmica do pacote de onda pode ser observada através
da evolugdo temporal dada pela Eq.(4.2.2). A Fig.4.10 mostra a evolucao desse pacote
para v = 10. Nesse caso a dindmica do pacote de onda para esse problema se mostra
mais complexa, em comparacdo com o problema do bilhar retangular (quadrado). Para
esse problema nao foi possivel observar o fenomeno de reconstrugdo do pacote de onda para
tempos até 500.

Observamos ainda que o pacote de onda permaneceu aprisionado na regiao de menor

potencial — regido (R — I) na Fig. 4.8 —, mesmo para v = V.

1Es:.2s valores numéricos ja vem sendo adotados desde as primeiras secoes.
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Fig. 4" Bilhar degrau. (a)- (f): Médulo quadrado da fungéo de onda para v; = 0. (g)-(p):

Mbédu:lo quadrado da fungdo de onda do estado fundamental.
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(a) t=0,0 (b) t=0,1 (c) 1=0,2

(d) t=0,3 (e) t=0,4 (f) 1=4,5

(g) t=20,0 (h) t=10,0 (i) t=50,0

Fig. 4.10: Evolugdo do pacote de onda — |¥(z,y;t)|?> —, para v; = 10.
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CONSIDERACOES FINAIS

SUMARIO

O desenvolvimento numérico realizado para o po¢o quadrado infinito unidimensional,
mostrou que o tempo de reconstrucdo total (7,;) depende apenas da largura D do pogo,
concordando com os resultados previstos analiticamente. Como a reconstrugdo total ndo
depende de parametros do pacote, foi possivel mostrar que reconstrugoes associadas a posigao
inicial média z¢ do pacote de onda estao relacionadas apenas com os tempos de reconstrugoes
classicas (7}.), ndo apresentando super-reconstrucgao (T, = 00).

Para o poco degrau infinito unidimensional, mostramos que os autovalores de energia
possuem uma dependéncia mais complexa com relagdo aos numéros quénticos — “equagao
transcendental”. Esse fato conduz a outras escalas de tempos, como por exemplo, o tempo
de super-reconstrugao T,, cuja ocorréncia se d4 em periodos muito longos. Mostramos a
existéncia de reconstrugdes do pacote de onda em t = T;; e t = T, para E < V;, o que nao
foi observado para E < V;. Nos casos tratados, foi possivel concluir que o pacote permanece
predominantemente aprisionado na regido de menor potencial, mesmo para energia média
do pacote préxima a energia da barreira.

Para o pocgo delta, observamos que, quando a barreira atua como uma perturbacao
(A < 1), é possivel observar a reconstrucao total do pacote de onda, embora esse tempo seja
significativamente maior que o tempo de reconstrugdo total obtido para o pogo quadrado
infin" se fato mostrou que a delta ndo destréi as reconstrucoes totais, apenas retarda seu

ito. Mostramos também que as larguras d; e d» sdo parametros importantes no

..amento do pacote, isto é, quando d, e dj sao irracionais o pacote de onda permanece
.prisionado em uma certa regido do espago.

Sistemas bidimensionais apresentam, em geral, uma dindmica mais rica e complexa.
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Para o pogo retangular (quadrado), mostramos a existéncia de reconstrugio total (Tre) e
periodo classico de reconstrugao (7). Os resultados obtidos numericamente mostram plena
concordancia com os tempos obtidos analiticamente. Através da funcdo de autocorrelacdo
e da evolucao do pacote de onda observamos que a modificagdo da posicdo inicial média
do pacote (zo e yo) geram diferentes reconstrugdes parciais mas com o mesmo tempo de
reconstrugao total. Vimos também que diferentes “geometrias”, como por exemplo, o bilhar
quadrado e o bilhar retangular, podem apresentar o mesmo tempo de reconstrucio total
(T}¢), porém diferentes reconstrugoes parciais.

Para o poco degrau bidimensional acoplado, ndo observamos na escala de tempo
investigada a reconstrugao do pacote de onda, sendo que o pacote permaneceu na regiao de
menor potencial mesmo para energia de acoplamento préxima a energia da barreira (v = V).
Para o caso onde a energia de interagdo é nula (v = 0) o pacote de onda se comporta de

forma andloga a uma particula em um bilhar retangular.

CONCLUSAO

O objetivo desse trabalho foi discutir de forma sistematica, considerando diferentes
bilhares, o problema. da evolugdo dindmica de pacotes Gaussianos, com particular enfoque no
tempo de reconstrugao. Embora esse seja um tema recorrente na literatura (como ficou claro
a0 longo dessa dissertagdo), aqui procuramos, para sistemas ja analisados, entender aspectos
nao investigados anteriormente. Também fizemos uma discussao sobre a reconstrugao para
potenciais de possivel interesse pratico, mas que nao haviam sido estudados anteriormente.
Alguns dos métodos aqui propostos, fazem parte da contribuigdo dessa dissertagao para a

importante drea de propagacao de pacotes de onda em bilhares.

TRABALHOS FUTUROS

Aqui fizemos uma abordagem geral discutindo aspectos especificos para cada po-
tencial. Muitas coisas podem ser continuadas e aprimoradas a partir de nossos resultados

iniciais. Como exemplo podemos citar:

— O estudo de pacotes Gaussianos em outras geometrias (bilhar circular);

— Estudo da evolucdo de pacotes de onda e aprisionamento em um pogo delta

bidimensional
— Ané’ise da dissociacao quantica de particulas aprisionadas na regido de menor potencial
de um bilhar degrau através da aplicacao de campos externos;

— Evolucio de pacotes de onda em sistemas cadticos (bilhar triangular);
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— Evolugao do pacote de onda em um pogo degrau com aplicacdo de campos elétricos

(efeito Stark) em sistemas confinados;



APENDICE A

DEMONSTRACAO

Vamos demonstrar nesse apéndice a dedugao da condigdo de contorno proposta na
Eq. (3.24). Onde em nosso caso consideramos a continuidade da fungdo de onda ¢(z), e a
descontinuidade em sua derivada primeira!

Consideremos entdao o comportamento da funcdo de onda ligeiramente a esquerda
da interface (d~) e a direita (d*). A particula nessa regido é descrita pela equagdo de
Schraodinger onde V(z) = A 6(z — d), com isso temos

R d¢(x)

o2 4 M 6(z - d)o(e) = E 4(2)

integrando essa equagao em z temos

2 pdi+A g2 di+A di+A
—-;LW . d;i(;)dx%-)\/d N (5(:v—d1)¢(ac)dx=/d_A E ¢(z)dz
1"h2 1 d1+A 1
o $D) - @) |+ A 8(d) = [ Bole)da
di—A

Agora vamos tomar o limite de A — 0, com isso (d+ A) — d* e (d — A) — d~, entdo

hz / /(13— _
o 1#(d) — ()] + A (i) = 0

logo 2M \
¢'(dy) —¢'(dy) =

)

como queriamos mostrar.

!Embora essa condigdo de contorno seja interessante do ponto de vista prético, chamamos a atengao do

leitor para o fato que essa condig@o nao é a mais geral. Veja a Ref.[41] para mais detalhes.
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APENDICE B

FUNCOES DE AIRY

Dada a equagao diferencial
y—zy=0 (B.1)

existe um par de solugoes linearmente independentes Ai e Bi que satisfazem a equacgao
diferencial (B.1), onde Ai e Bi sdo chamadas de fungoes de Airy, veja as Figs.B.1. A
solugdo geral da Eq. (B.1) é dada por

y(z) = AAi(z) + BBi(z)

Fig. B.1: (a) Fungoes de Airy. (b) Derivada das fungées de Airy.

Para valores positivos de z, podemos representar as fungoes de Airy, e sua derivada,

através das fungoes J,(z) e I,(x), onde sdo respectivamente, a fungdo de Bessel de primeira
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espécie e a funcao de Bessel modificada de primeira espécie. Podemos escrever também as

fungoes de Bessel modificadas de primeira espécie em termos da fungao de Bessel de primeira

espécie com argumentos complexos — veja Eq. (B.2) —, e com isso obtemos
£= 2o
Ai(z) = \—3@ [I_1/3(&) — I3(8)] Ai'(z) = § [£2/3(§) — 1-2/3(¢)]
Bi(z) = \/% (I_1/3(€) + L/3(8)] Bi'(z) = \/— [1-2/3(§) + I2/3(§))

As férmulas correspondentes para argumentos negativos podem ser expressas em

termos da fungao de Bessel. Tal que

Ai(-z) = “\gj [J1/3(8) + J-1/3(8)] Ai'(—z) = g [J2/3(&) — J—2/3(8)]
Bi(—z) = \/g [J-1/3(8) — J1/3(8)] Bi'(~z) = % [J-2/3(€) + J2/3(8)]

In(8) = 17" Jn(i€)
I_n(§) = " J_n(i€)

— (=1)k(g/2)m*
% §)=Z EIT(k +1+n)

(B.2)

s 1)1: 5/2)21‘: n

l\’J

ET(k+1—mn)
A fungdo de Airyem z =0 ¢
3~2/3 '
Ai(0) = @3~ 0,355028.. .. Bi(0) = v/3 Ai(0) ~ 0,614926. ..

Podemos escrever as fungdes de Airy em termos das fungoes K, (§) e Yn(£), que sdo
respectivamente — funcdes de Bessel de segunda espécie e funcdo de Bessel modificada de
segunda espécie. Essas funcgdes podem tornar as rotinas numéricas mais eficientes. Para ver
mais detalhes sobre as funcoes de Bessel consulte as Refs. [39, 40], para obter rotinas para

as funcoes de Airy, veja a Ref. [45].
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