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Resumo

Os fenomenos de transporte em sistemas em rotacdo contendo gases rarefeitos sofrendo
evaporacao e condensagao nas suas superficies sdo investigados com base nas equagdes cinética
e hidrodindmica. O problema analisado consiste em considerar um gés confinado entre dois
cilindros coaxiais que podem girar. Dois casos foram investigados: (i) no primeiro caso os
cilindros estdo a uma mesma temperatura e giram com uma mesma velocidade mas o estado
de equilibrio do sistema é fracamente perturbado por um desvio de densidade das particulas
evaporadas do cilindro interior; (ii) no segundo caso os cilindros estao a diferentes temperaturas
e velocidades. A equacéo cinética adotada ao primeiro caso foi o modelo de Bhatnagar, Gross e
Krook (modelo BGK) enquanto que para o segundo caso foi o modelo de Shakov (modelo “S”).
As equagdes cinéticas foram resolvidas numericamente utizando-se o método das velocidades
discretas onde a descontinuidade da fun¢dao de distribuicdo foi levada em consideragao. As
relagdes de reciprocidade de Onsager-Casiniir' para os coeficientes dos efeitos cruzados, calcula-
dos a partir da equagao cinética, foram verificados. As equagdes hidrodinamicas para um gas
viscoso condutor de calor, foram obtidas das equagdes de balango de massa, momento e energia.
Estas equagdes foram resolvidas analiticamente para condi¢des de contorno apropriadas. Os
campos da densidade, da velocidade, da temperatura, do vetor fluxo de calor e do tensor tensao
sao apresentados para uma grande {/ariagéo do numero de Knudsen e da velocidade angular.
As solugdes hidrodinamica e cinética foram comparadas para diferentes valores da velocidade

angular. A analise da influéncia da rotagdo no fluxo entre os cilindros foi analisada.
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Abstract

Transport phenomena in rotating rarefied gases that undergo evaporation and con-
densation on their surfaces are investigated on the basis of the kinetic and hydrodynamical
equations. The problem analyzed concerns a gas between two coaxial cylinders which may be
rotate. Two cases are investigated: (i) in the first case the cylinders have the same temperature
and velocities but the equilibrium is perturbed by a small deviation of density of evaporated par-
ticles on the inner cylinder; (ii) in the second case the cylinder have different temperatures and
velocities. The kinetic equation adopted for the first case is the Bhatnagar, Gross and Krook
model (BGK model), while that for the second case the Shakov model (“S” model) is applied..
The kinetic equations have been solved numerically by the discrete velocity method where the
discontinuity of the distribution function has been taken into account. The Onsager-Casimir
reciprocity relations for the coefficients of cross-effects, calculated from the kinetic equation,
have been verified. The hydrodynamical equations have been obtained from the balance equa-
tions of mass, momentum and energy of a viscous heat conducting gas. The hydrodynamical
equations with appropriated boundary conditions have been solved analytically. The fields of
density, velocity, temperature, heat flux vector and stress tensor are presented for wide ranges
of the Knudsen number and angular velocity. The hydrodynamical and kinetic solutions have
been compared for different values of the angular velocity. An analysis of the influence of the

cylinders rotation on the flow field is given.
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Capitulo 1

Introducao

Como é conhecido, a mecéanica do continuo assume o principio da indiferencga ao referencial,
ou seja, as equagoes constitutivas sdo iguais em qualquer sistema de referéncia, isto é, para
sistemas inerciais e nao-inerciais. De acordo com este principio, o tensor tensdo e o vetor
fluxo de calor devem ser invariantes com relagdo a transformagdes Euclideanas entre quaisquer
sistemas.’ Em particular estas duas grandezas do gés nao devem de uma forma explicita serem
funcdo da velocidade angular de rotacdo. Por este motivo a validade deste principio é discutida
por muitos autores [1]-[18]. De fato alguns artigos [4]-[7] afirmam que este principio ndo é
violado mas outros [1]-[3],[9]-[19] analisam a afirmacdo que as equacdes constitutivas para o
sistema nao-inercial sdo diferentes das dos sistemas inerciais.

A primeira discussio sobre a violagdo do principio da indiferenga ao referencial foi devida a
Miiller [1] que mostrou serem o vetor fluxo de calor e o tensor tensdo dependentes da velocidade
angular. Edelen e McLennan [2] confirmaram mais tarde os resultados de Miiller, enquanto que
Soderholm [4] mostrou através de uma teoria cinética elementar uma evidéncia microscépica
destes fendmenos. Recentemente, Sharipov e Kremer confirmaram estes resultados com si-
mulagbes numéricas no caso de um gas confinado entre dois cilindros em rotagao para uma
grande variagao do nimero de Knudsen? e da velocidade angular nos seguintes casos: i) cilindros
em rotagio com a mesma velocidade angular porém com temperaturas diferentes [12, 13]; ii)
cilindros com a mesma temperatura porém com velocidades angulares diferentes [15, 16]; iii)
cilindros em rotagiao com velocidades angulares diferentes e temperaturas diferentes [18].

Um sistema em rotagdo é o exemplo mais conhecido na pratica de sistema nao-inercial.

Certamente a rotagdo altera a distribui¢do da densidade no fluido e afeta quantitativamente os

1Uma transformacao Euclideana entre um sistema. inercial de coordenadas z; e um sistema no-inercial com
coordenadas z} tem a forma z} = O;j(t)z; + bi(t), onde O;;(t) é uma matriz prépria ortogonal que depende
do tempo e determina o movimento relativo dos eixos e b;(t) um vetor dependente do tempo que determina o
movimento relativo da origem dos dois sistemas.

20 nimero de Knudsen é um parametro que indica o grau de rarefagdo de um gés. E definido como a razio
entre o livre caminho médio e um comprimento caracteristico do problema em estudo.



coeficientes de transporte tais como a condutividade térmica e a viscosidade, como foi mostrado
recentemente por Biscari e Cercignani [17] nos quais a evaporagao e a condensacio nao foram
considerados. Além disso, foi mostrado, tanto analitica, [1, 2, 4, 5, 9, 14, 17] quanto numerica-
mente [7, 12, 13, 15, 16] que a rotagdo cria uma anisotropia no sistema e altera qualitativamente
as propriedades de transporte do fluido. Para estes estudos numéricos foi considerado um fluido
confinado entre dois cilindros coaxiais que estao em rotagio, ocasionando o fluxo de Couette
[20]-[22] a ser estudado. Assim analisou-se a transferéncia de calor que é assumida entre os dois
cilindros que estao a diferentes temperaturas. Para o estudo da transferéncia de momento é
necessario assumir que os cilindros rodam com diferentes velocidades.

A anisotropia conduz aos seguintes efeitos: (i) O gradiente radial da temperatura cria tanto
um fluxo de calor radial quanto um fluxo de calor tangencial [1, 12, 13, 17]. Em outras palavras,
a condutividade térmica torna-se um tensor de segunda ordem; (ii) As componentes diagonais
do tensor tensdo ndo sdo nulas mas dependem significativamente da frequéncia de rotagdo,
[15, 16] (iii) A rotagio torna a viscosidade um tensor de quarta ordem [1, 17]. Estes fenémenos
sao observados em sistemas fora de equilibrio tanto fortemente ou fracamente perturbados.

Em sistemas fora de equilibrio fortemente perturbados foi analisado o fluxo de Couette, ou
seja, quando os cilindros estdo sujeitos simultaneamente a uma grande diferenca de temperatura
e a uma grande diferenca na velocidade. Com a analise dos resultados concluiu-se que a diferenga
de temperatura afeta o tensor tensdo sem alterar o perfil da velocidade e que a diferenca de
velocidade afeta o fluxo de calor sem alterar o perfil da temperatura.

Em todos os trabalhos até aqui mencionados consideraram-se apenas os fenémenos de trans-
feréncia de calor e de momento. Para incluir a consideragido de transferéncia de massa temos
que assumir que as superficies dos cilindros coaxiais poderdo absorver ou emitir particulas do
fluido. Um exemplo de mecanismo de troca de massa entre um gas e os cilindros poderia ser a
evaporagao e a condensagao nas fronteiras dos cilindros.

Fluxos de gases rarefeitos com evaporagdo e condensagio na superficie de fronteiras foram
investigados por muitos autores com base na teoria cinética dos gases. A extensiva lista biblio-
gréafica sobre este tépico pode ser encontrada nos artigos [23]-[25]. Este problema ndo é apenas
de interesse fundamental mas também de importancia pratica na conexdo com a condugao de
calor num tubo térmico, vaporizacio através da indugdo de um laser, deposi¢do de materiais,
etc. A maioria destes artigos consideram simplesmente um fluxo unidimensional, ou seja, a
evaporagao e a condensacao entre duas placas paralelas. A andlise de um fluxo com simetria
axial com forte evaporacio e condensacio entre dois cilindros e a evaporagio de um cilindro no
vécuo, foram considerados nos artigos [23, 20]-[28]. Onishi [28] considerou o fluxo de um gas,
em um estado ligeiramente fora do equilibrio, entre dois cilindros apenas para pequenos valores

do nimero de Knudsen. Desta forma, até o momento ndo existem resultados de fluxos de



um gas entre dois cilindros com um estado ligeiramente fora do equilibrio, onde a evaporacio
e a condensagdo ocorrem. Este problema ainda nio foi resolvido para o simples caso, que
corresponde aquele em que os cilindros estdo em repouso. O caso mais complicado que se refere
aos cilindros em rotagdo, tem também grande importancia pratica na conexdo com a separacio
centrifuga de gases.

O objetivo deste trabalho é analisar os fenémenos de transporte de um gis em rotacio
onde ocorre o fendmeno de evaporagido e condensagao nas superficies. O fluxo do gés rarefeito
¢ analisado com base nas equagdes cinéticas e hidrodindmicas, e neste caso assume-se que
em equilibrio dindmico os cilindros giram com a mesma velocidade angular e tém a mesma
temperatura como primeiro problema. O equilibrio é perturbado por uma pequena diferenca nas
densidades das particulas evaporadas do cilindro interior e condensadas no mesmo. A equagao
hidrodinamica foi resolvida analiticamente e a equacdo cinética foi resolvida pelo método das
velocidades discretas [29, 30] modificado [29] para se levar em conta a descontinuidade da funcdo
de distribui¢do. Os campos de densidade, velocidade e temperatura foram calculados para um
grande intervalo do nimero de Knudsen e foi feita uma andlise da influéncia da rotagao dos
cilindros no campo de velocidade.

Como a rotagao torna o fluido nao-isotrépico os fenémenos de transporte tornam-se mais
complexos. Se faz necessario o estudo em que outras forgas termodinamicas estejam presentes
e também a determinacdo dos fendmenos de transporte em sistemas em rotagao onde surgem
efeitos cruzados. A teoria geral para estes fendmenos cruzados para um gés tinico foi descrita por
Sharipov [31] onde a existéncia de efeitos cruzados é mostrada sem qualquer célculo quantitativo
(32].

Neste trabalho também calcularemos numérica e analiticamente os campos da densidade,
da velocidade, da temperatura, do vetor fluxo de calor e do tensor tensdo para o caso de um gas
confinado entre dois cilindros em rotacao onde os efeitos cruzados sdao levados em consideragao.
Para realizar estes célculos sera necessario considerar varias for¢as termodinamicas agindo sobre
o sistema, isto é, assumiremos o sistema sendo composto por dois cilindros coaxials que giram
com diferentes temperaturas e diferentes velocidades.

No capitulo 2 iremos explorar os fundamentos da mecanica do continuo. Inicialmente serd
feita uma abordagem sobre a equagao geral de balango definindo o volume material para entao
se provar o teorema de transporte de Reynolds, cuja férmula geral serd utilizada na obtengao
do balango de massa, momento linear e energia também presentes neste capitulo. As equagdes
constitutivas para o tensor viscoso, o fluxo de calor e a energia interna especifica para um gas
ideal viscoso e condutor de calor serio fornecidas, sendo que a dependéncia dos coeficientes
de viscosidade de cisalhamento e condutividade térmica com a temperatura serd adotada com

base na teoria cinética dos gases. Encerrando o capitulo apresentamos as equagdes de campo



em coordenadas cilindricas, sem considerar as forcas externas, por ser esta a geometria adotada,
para o problema proposto neste trabalho.

No capitulo 3 iremos tratar dos fundamentos da teoria cinética dos gases. Inicialmente
deduziremos a equagio de Boltzmann [33] para gases monoatdémicos analisando as colisdes das
particulas dentro de um volume no espago de fase. Deduziremos a equacio de transporte
a partir da equagdo de Boltzmann, que serd utilizada na obtencido das equacdes de balanco
de massa, momento linear e energia, concluindo que estas sdo as mesmas que as obtidas na
teoria fenomenoldgica. As equagbes constitutivas para o tensor viscoso e o fluxo de calor
sao fornecidas, as quais representam respectivamente, as leis de Navier-Stokes e Fourier. A
relacdo entre o coeficiente de viscosidade de cisalhamento e o coeficiente de condutividade
térmica, denominados genéricamente como coeficientes de transporte e que estao associados,
respectivamente, ao transporte de momento linear e energia, é fornecida. Analiza-se também
a dificuldade matematica que a equagdo de Boltzmann apresenta, onde sdo sugeridos alguns
modelos cinéticos: Bhatnagar, Gross e Krook (conhecido como modelo BGK [34] e proposto
em 1954) e Shakov (conhecido como modelo ”S” [35] e proposto em 1974). Estabelece-se a
relacio entre a funcao de distribuicao das particulas incidentes e reemetidas de uma superficie,
em funcdo do nicleo de espalhamento. Como as condigdes de contorno com salto [36, 37]
empregadas na teoria hidrodinadmica sdo obtidas através da teoria cinética dos gases, aborda-
se um exemplo simples onde se analisa a condi¢do de deslizamento da velocidade e resolve-se
este problema através da equacdo de Boltzmann aplicando o modelo BGK. De uma maneira
simplificada se introduz o método das velocidades discretas que sera descrito com mais énfase
no capitulo seguinte para o cdlculo das constantes que aparecem nas condicdes de contorno. A
analise das condigdes de salto na fronteira considerada para este caso simples é estendida para
um sistema mais complexo.

No capitulo 4 faz-se inicialmente a exposigdo do problema que nos propomos a resolver,
isto é, um gés confinado entre dois cilindros coaxiais em rotagdo. Incluiremos a transferéncia
de massa entre os cilindros, pela consideragdo de evaporagao e condensagﬁo do gas confinado
entre eles. No entanto dois problemas serdo tratados: o primeiro problema refere-se ao caso
em que o sistema em equilibrio é fracamente perturbado por uma unica forca termodinamica,
o desvio da densidade, enquanto que no segundo problema a perturbagdo ocorrera juntamente
por trés forcas termodindmicas: (i) a diferenca de pressdo na evaporagéo do gas; (ii) a diferenca
de velocidade angular entre os cilindros e (iii) a diferenga de temperatura dos cilindros.

Para cada forca termodinamica serdo calculados todos os fenémenos de transporte, isto é,
a transferéncia de massa, momento linear e energia e também os efeitos diretos tais como: (i)
a transferéncia de massa devido a diferenca de pressao; (ii) a transferéncia de momento devido

a diferenga de velocidade e (iii) o fluxo de calor devido a diferenga de temperatura. Para os



efeitos cruzados as relagdes de reciprocidade de Onsager-Casimir [31, 32, 38, 39] sdo verificadas.

Primeiramente, a solu¢do de quando o sistema se encontra em equilibrio é desenvolvida e esta
é inica para ambos os casos citados acima. Aplica-se ao primeiro problema o modelo BGK e ao
segundo o modelo de Shakov. Ambos sao resolvidos pelo método das velocidades discretas que
é descrito detalhadamente. Apresenta-se também os resultados e as discussdes referentes a cada
problema tratado. Todos os campos obtidos, isto é, o campo da velocidade, da temperatura,
vetor fluxo de calor e tensor tensdo sdo fornecidos em fungao de dois parametros principais, o in-
verso do numero de Knudsen e a velocidade angular a que os cilindros estdo sujeitos. Analisa-se
também a relacdo genérica entre os fluxos termodinamicos e as forgas termodindmicas. Através
das relagdes de reciprocidade de Onsager-Casimir obtem-se as relagdes entre os coeficientes de
transporte que possibilitam um critério adicional de precisao no programa utilizado.

O capitulo 5 trata do mesmo problema proposto, porém o sisterna sera resolvido com base
nas equagoes da mecanica do continuo obtendo a solugdo hidrodinamica correspondente. Nova-
mente serao considerados os dois problemas do capitulo anterior com a finalidade de se poder
verificar o limite entre o regime cinético e o regime hidrodindmico. O sistema de equagoes dife-
renciais formado pelas equagdes de campo para a pressao, velocidade e temperatura é resolvido
analiticamente através das condigoes de contorno com salto para as perturbagdes respectivas.
Para se obter as expressoes de algumas constantes de integragdo utilizou-se o programa de
computagao algébrica Maple. As curvas para os campos de velocidade, vetor fluxo de calor e
tensor tensao sao colocadas em graficos e comparadas com a correspondente solugao cinética.

O dltimo capitulo é dedicado a conclusdo. Usamos a notagdo indicial para tensores e a

convengao de soma de Einstein para indices repetidos.



Capitulo 2

Fundamentos de Mecanica do Continuo

2.1 Equacao Geral de Balanco

Na cinematica de particulas, [43] a trajetéria de uma particula é descrita por um vetor fungio
do tempo, isto €,
r = r(t),

onde r(t) representa um vetor posicdo que, em forma de componentes, teremos

ou seja, para uma particula qualquer 1, sua trajetdria sera descrita pelo vetor posigéo ry(t), para
uma particula qualquer 2, a descrigao serd através do vetor posicdo ra(t) e assim sucessivamente.

Entretanto, no regime continuo ndo é mais possivel identificar as particulas pela associagao
de um ndimero a cada uma delas como se fazia na cinemdtica de particulas. No entanto, é
possivel identificar um elemento infinitesimal de um continuo, denominado de particula, pela
posicdo que ele ocupa em algum tempo to. Por exemplo, se uma particula do continuo estava
inicialmente, num tempo ¢¢ na posigdo (X1, X2, X3), teremos que em geral a trajetéria de cada
particula no continuo poderé ser descrita por uma equagdo vetorial da forma x = x(X,t) com
x(X, 1) = X, onde x é um vetor posi¢do num tempo ¢ para a particula P que estava na posigao
Xemt= to.

Representando através de componentes:
z; = zi( X1, X2, X3,1) (:=1,2,3)

com z;( Xy, X2, X3,t0) = X; onde (Xi, X3, X3) servem para identificar as diferentes particulas

do corpo e sdo conhecidas como coordenadas materiais.
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Figura 2.1: Coordenadas materiais

Duas descricdes sio usualmente empregadas para descrever o movimento de um continuo
[41]: a material e a espacial.

A descricgio espacial ocupa-se com o que ocorre em regides fixas do espago com o decorrer
do tempo, ao passo que a descrigao material acompanha o movimento do corpo que, com o
passar do tempo, ocupa diversas regioes do espago.

A descrigio espacial é entdao mais conveniente para analisar o escoamento de fluidos, en-
quanto que a material é preferida no estudo da deformagéo de sélidos e na anélise dos principios
bésicos da mecanica do continuo.

Na descrigao material, [42] as varidveis independentes sdo o lugar X que identifica a particula
P num tempo ¢y enquanto que a descri¢io espacial utiliza como variaveis independentes o lugar
x atualmente ocupado pela particula P e o tempo t.

No movimento de um corpo, a derivada material de um campo de valor escalar, vetorial ou
tensorial é uma derivada total que mede a taxa de variagdo (varia¢do com o tempo) da grandeza
numa particula fixa. Os campos podem ter como argumentos os pares (X, t) ou (x,t), conforme
seja adotada a descri¢gdo material ou espacial, respectivamente.

Seja F um campo escalar. Se F' é dado na descri¢gao material, entdo a derivada material

simbolizada por F', é expressa por

DF . OF
E—(Xﬂf) = F(X’t) = E(Xat)

X=const

Se F' é dado pela descrigdao espacial, entao

. oF oF .
F(X, t) = 'a_t(xat) + Eg(x,t) ’ X(X, t)7

representa a derivada material numa descrigido espacial. Podemos representar a equagao acima



em componentes cartesianas como:

DF _9F , 9F

Dt~ ot " “ag, (21)
onde u; é o campo de velocidades.
Considerando o movimento do volume material V() esquematizado na Figura 2.2 podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema de Transporte de Reynolds [43]: Seja V(t) um volume material cuja superficie
dV(t), de normal unitéria n, se move com uma velocidade u [44]. Entdo para uma fungao

qualquer continua e diferencidvel A(x,t) temos

D o 0A(x,Y)
i Jy ALSDY = /V o o Y [ AL m)dS
o DAY o D
X,1 U;

Nota-se que a notagao D/ Dt que aparece na frente da integral do lado esquerdo do sinal de
igual da equagdo (2.2) enfatiza que a superficie de contorno da integral move-se com o material

e estamos calculando a taxa de variagao do material.

Figura 2.2: Volume material

Demonstragio: Para provar o teorema é ficil verificar que a derivada de fy(,) A(x,t)dV é

definida como

D 1

— A(x,t)dV = lim — t - t)dV 2.
Dt Jv(z) (x, t)dV Atmo At {/V(H_At)A(x’ +At)dV /V(t)A(Xa) }, (2.3)
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devemos notar a diferenca nos dominios V(¢ + At) e V(¢). Denotando por AV a variagao do
movimento da superficie V() num pequeno intervalo de tempo At, desde que V(¢ + At) =
V(t) + AV podemos escrever (2.3) como sendo

D 1 1
A(x, t)dV = — / 1 /
Dy v (x,1) Alir_r)lo lAt v A(x,t+ At)dV + A7 Jav A(x,t+ At)dV

1 .
= /V o Al t)dV]

. 1
= lim At/ xt+Ath+hm—(/)4(x,t+At)dV—/

At—0 / Ai—0 At

1
= lim — / A(x.t + At
AtS0 At ( V(t+At)-V(2) o8+ MV)

1
—_— t t - .
+ Jim ( /V o ALt A0V /V Y A(x,t)dV)

Para uma funcdo diferenciavel e continua A(x,t) o ultimo termo da equagao anterior con-
. dA(x,
tribui com o valor [y, —éf—tldV para 2 Sy A(x,1)dV.
Entao

1 0A(x,1)
1)dV = lim — / t+ At)d / Dav. (24
Dt/ (x, Atsso At ( V(t+At)=V(2) Al t+ A1) V) + v Ot (2:4)

O primeiro termo do lado direito da equagdo (2.4) pode ser reescrito de uma outra forma.

Primeiramente, para um infinitesimal At o integrando deve ser tomado com A(x, t) na superficie
de contorno (devido ao fato de ser assumido que a fungdo A(x,t) é uma funcdo continua), e a
integral é igual a soma do produto de A(x,t) pelo volume varrido pelas particulas situadas na
superficie OV (t) no intervalo de tempo At. Logo, se n; é o vetor unitario normal a superficie
0V (t), entdo o deslocamento da particula na superficie de 9V (t) para OV (t + At) é u;At e o
volume varrido pelas particulas que ocupam este elemento de drea dS é AV = u;n;dSAL.
Portanto, a integral sobre a variagdo de volume V(¢ + At) — V/(t) da equagdo (2.4) pode ser

reescrita como uma integral no elemento de volume (uAt) - ndS, isto é,

1 .
lim — / A(x,t + At)dV
At5o At [ V(t+At)-V (1) (et + AL) ]

1
= lim — t+ At)(uAt) -ndS = A(x,t)(u-n)dS.
AtS0 At V(t+A8) -V (t) Alx,t+ At)(uAt) - ndS av(t) (x,t)(u-n)

Entdo a equagdo (2.4) torna-se

D
Dt V(t)

0A(x,t)

dv, 2.5
v Ot ’ (2:5)

A(x,t)dV = /zw(t) A(x,t)(u-n)dS +

9



e usando o teorema da divergéncia de Gauss, em que a integral do divergente de um vetor sobre
um volume V' é igual a integral de superficie da componente normal do vetor sobre a superficie
que limita V', o termo fpy ;) A(X,t)(u - n)dS iguala-se a Jv %(AUj)dV.

Assim a equagao (2.5) transforma-se em

D 0A(x,t) 0
— A(x,t)dV = — —(Au.;
Dt Jv) (1) /V(t) ot vt /V(t) Oz (Au;)dV

A, 04 o
v ot oz, 0z;

Considerando a derivada material representada pela equagdo (2.1) a equagdo (2.6) converte-

D _ [ (DA oy
b—t/vAdv_/V (EJF 5;;) v (2.7)

a qual serd usada adiante e assim fica provado o teorema de transporte de Reynolds.

)dV. (2.6)

se para

2.2 Balanco de Massa

A teoria termodinamica dos fluidos tem por objetivo a determinacdo, em cada ponto do espaco
e no instante de tempo ¢, dos campos de densidade de massa, velocidade e temperatura. O
conhecimento destas grandezas se faz através do uso das equagdo de balango [45] de massa,
momento linear e energia que sdo equagdes gerais para solidos e fluidos.

A massa é uma fungdo aditiva e continua cujo valor é um numero real ndo negativo M,
independente do tempo e das dimensdes e forma que o corpo possa ter. Os argumentos dessa
fungao sdo as partes P do corpo. A aditividade da fun¢do M(P) implicaa relagdo M(P1+P;) =
M(P1) + M(P;), quaisquer que sejam as partes disjuntas P; e P, contidas no corpo. Sua
continuidade tem como consequéncia que M — 0 conforme o conjunto das partes P tenda para
zero. A aditividade e a continuidade da funcdo implica na existéncia de um campo escalar,
chamado de densidade. Portanto, o principio da conserva¢ao da massa estabelece simplesmente
que a massa nao pode ser criada e nem destruida num volume material, isto é, para um fluido
ou solido num volume material, a massa permanece constante.

Entao pode-se dizer que o fluxo da densidade de massa é zero pois estamos lidando com
uma superficie material, ou seja, uma superficie que se move com as particulas. A producio
da densidade de massa é zero por ser a massa uma quantidade conservativa. O suprimento de
massa também é zero pela razdo que a densidade de massa ndo pode ser criada no interior de
um volume material por meio de agdes externas.

A massa contida num volume V num tempo t é

Mz/vng
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onde o = o(x, t) representa a densidade local que é fungdo da posigéo e do tempo. A conservagé,o

da massa requer que %—/;” = 0, por ser uma quantidade conservativa. A derivada 2 'LT é dada
pela equagao (2.7) desde que A seja identificado por p. Entdo para um volume arbitririo V

obtemos uma forma alternativa para a lei da conservacio da massa

Do = Ou;
dV =0.
)y (Dt T 52, 0
Como o integrando é continuo num volume do espaco e os limites de integragdo sio arbitrarios,
obtemos a equagdo de balango de massa na forma local
D Bu do  Oou;
Q L= ou ge + 2

890] 8t 8:8,‘

=0. (2.8)

A equacgao acima é denominada de equagao da continuidade.
Notemos que, se o fluxo € estaciondrio, as propriedades do fluido dentro do volume conside-
el dou; . ,
rado nao variam no tempo, isto é, 3% = 0, sendo que %L = 0, logo esta quantidade é constante,
J

tendo o mesmo valor em todos os pontos do fluido.

2.3 Balanco do Momento Linear

A segunda lei de movimento de Newton [42] no estudo da dindmica, fundamentalmente diz que
a forca exercida sobre um corpo em um certo instante € igual a taxa de variagdo da quantidade

de movimento durante este instante. Num instante de tempo ¢, o momento linear de todas as

= /V ou;dV.

Se o corpo esta sujeito a forcas de tensao T7* e a forgas externas por unidade de volume Fj,

particulas contidas num dominio V é

entdo a forca resultante é
- / TrdS + / F.dV. (2.9)
s 1%

Considerando um corpo descrito pela Figura 2.3 imaginemos uma superficie plana S que
contém um ponto interno arbitrdrio P onde n representa o vetor unitario normal a esta su-
perficie. A superficie S separa o corpo em duas partes, a parte I e a parte II. Considerando
a parte I como um corpo livre representaremos por AF a forga resultante que age sobre um
elemento de area AA da superficie S que contém P.

Define-se o vetor tensio [43] para a por¢do I no ponto P como o limite da razado da resultante
das forcas pelo elemento de drea, quando este elemento de area tende a zero, isto é,

Se a parte considerada como corpo livre for a parte II, entdo pela Lei de Newton de agao e
reagdo, devemos ter um vetor tensio que age sobre o mesmo ponto mas em sentido oposto.

11
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Figura 2.3: Corpo sujeito a forcas externas

T(+) S

>

AS 8

)

Figura 2.4: Equilibrio de uma caixa de pilulas através da superficie S

Entao T* representa a agao externa a superficie que apresenta a mesma magnitude porém
sentido oposto a T~, o qual representa a agdo interior a superficie.
Segundo a férmula de Cauchy [42], conhecendo-se as componentes do tensor tensdo [41] 7i;

podemos escrever 1" agindo sobre qualquer superficie como sendo
"Z-‘in = TiiNj, (2.10)

n; € o vetor unitario normal a superficie de fronteira S do dominio V, mostrando que 77 é
uma fungéo linear e homogénea do versor n e definindo o campo do tensor tensdo 7(x,t). 7;
representa a componente ¢ da forga por unidade de drea atuando num elemento de superficie
cuja normal dirigida para fora no ponto x coincide com a direcdo j.

Na Figura 2.5 711, T12 € T13 s30 componentes do vetor Ty,; T21, T2z € To3 do vetor Ton, € T31, T3z
e 133 do vetor T3,.

As tensdes Ty1, T2 € T3z sao tensdes normais, de tragdo quando positivas e de compressao
quando negativas, e as outras seis sdo tensdes de cisalhamento. Nas faces opostas, os versores
normais sdo —n; e as componentes ¢ dos vetores tensdao sao —7;;.

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss e substituindo a expressdo (2.10) na equagao
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Figura 2.5: Tensoes em trés faces de um cubdide

2.9) esta pode ser escrita como:
p

_ [ (%7 |
f,—/v (ax]— +Fz) dv,

D
Em, = fi.

No entanto, de acordo com a equacdo (2.7), identificando A por pu; temos que

Jou; 0 0Tij
/(m + 5 (Quuj))dV /( +F>dV.

Como a equagio anterior deve ser tomada num volume arbitrario, o integrando dos dois lados

e pela segunda lei de Newton

sera igual, portanto
agu,- 8 aT,'J'

—5{'4‘&;(@%‘7{1) = ‘B?J"I‘Fz (2'11)

A equagdo acima pode ser reescrita como

@ Oou; Q’lﬁ Ou; 0Ti; .
“’(at"* am,-)“’(at TG, ) 3z, T

em que a quantidade que estd no primeiro parénteses, de acordo com a equagdo da continuidade,
é nula, enquanto que a quantidade do segundo parénteses representa a aceleracao, ou seja, -I%u,-.
Logo
Du,- _ 8715
®Dt ~ Bz
representa a equagdo de balango de momento linear.
Vamos analisar agora o principio do momento angular [43]. Considerando o diagrama de

+ F;, (2.12)

um corpo livre como o esquematizado abaixo,
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Figura 2.6: Corpo livre sujeito a tensoes

a somatéria do momento das forcas de tensio em relacio a um eixo que passa pelo ponto A e

que é paralelo ao eixo z3 serd dada por:

A(El
2

A.Tz

A.’I)l
5 )

) + (ri2 + Amip)(Azs) (Azs) (=~

Y (My)s = 1ia(Az2)(Azs)(—— ) — T21(Azy)(Azs)(——

Az
— (21 + AT:)l)(AﬂCl)(AJCB)(—2)
Ainda temos que Y(M )3 representa o produto do momento de inércia pela componente da

aceleragao angular segundo o eixo z3, representada por as, ou seja,

Az, Az, Az,

5 )

T12(Az2)(Az3)(——) + (112 + ATi2)(Az2)(Az3)(——) — a1 (Az1)(Az3)(——

(T21 + ATzl)(AIE1)(A(E3)(£’E—2‘) = (A$1AZE2A(L‘3)[(A$1)2 + (A$2)2]03. (213)

Portanto, dividindo a equagdo (2.13) por AJ)]_AZBQASL‘:; e aplicando-se o limite quando Az; —
0 obtemos como consequéncia que o lado esquerdo da igualdade anterior torna-se nulo, além
de A713 = 0 e A1y — 0, resultando assim

Ti2 = T21.
Similarmente podemos obter 713 = T3; € To3 = T32. De forma que estes resultados nos mostram
que o tensor tensdo é uma quantidade simétrica, isto é, 7;; = 7j;. Esta conclusao é vélida para
todos os corpos chamados de ndo polares nos quais ndo existe um campo préprio de spin.

2.4 Balanco de Energia

O principio da conservagao da energia [42] estabelece que a energia ndo pode ser criada e nem
destruida. Por outro lado, a transferéncia de calor e a realizagdo de trabalho sao dois métodos
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de fornecimento ou retirada de energia de um sistema. Uma vez terminado o processo de
transferéncia de energia, diz-se que houve mudanca na energia interna do sistema. Entdo, se
um sistema evolui, por diversos caminhos, de um estado para outro, nos quais o calor absorvido
e o trabalho sdo medidos, constata-se que a soma entre o calor absorvido e o trabalho feito
sobre o sistema é a mesma para todos os caminhos entre o estado inicial e final, onde o calor
absorvido é a energia adicionada ao sistema pela transferéncia de calor. Logo a soma entre
estas quantidades representa a variacdo de energia interna do sistema que é independente dos
estados intermediarios.

Portanto, para qualquer sistema, o calor cedido deve ser igual ao aumento de energia no
sistema diminuido da quantidade de energia referente ao trabalho feito sobre o sistema.

A lei da conservacdo de energia é a primeira lei da termodinamica. Entao, considerando

duas formas de energia no meio continuo teremos que
U=K+E,

onde K representa a energia cinética contida num dominio regular V num tempo ¢ dada por

.K:/ lguiuidV,
v 2

em que u; sao as componentes do vetor velocidade da particula que ocupa um elemento de
volume dV e p é a densidade do material.

£ representa a energia interna escrita na forma

€= /VgedV,

com ¢ representando a energia interna por unidade de massa. Logo, a primeira lei da ter-

modinadmica nos diz que

AU =Q+ W,
ou, expressando em termos de taxas temos
D -
(K +6)=Q+W (2.14)

em que Q e W sdo taxas temporais de ) e W.

Definimos a variagao de calor, pélo vetor fluxo de calor q (com componentes ¢i, g2, ¢g3), dS
como um elemento de superficie do corpo e n; como um vetor unitario normal. Entédo, a taxa
na qual o calor é transmitido através da superficie dS na direcdo de n; sera representada por

g:n;dS. Portanto, a taxa de calor que entra sera

Q:-/Sq,-nid5=—/vg—ziid‘/,

onde o sinal menos indica que o calor fornecido ao corpo é positivo.
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A taxa do trabalho feito pelo sistema é representado pela soma da poténcia da forca por
unidade de volume F; em V' e da poténcia da forca de tensido T

W= / FaudV + / TruidS
\%4 S

:/ FiuidV+/ Ty uidS

—/ FudV+/ a;,;?,

Substituindo as expresses de K, £, Q e W na equacio (2.14) deveremos ter

D 1 dq 0Tiju;
el = oujud _ / 1 Thyte
- [/V2guu V—}-/VgedV] ax,dv+/ FusdV + [ v,

e com o uso da equagdo (2.7) a equagdo anterior serda dada por:

D /1 D 1 Ou; T
/V[‘b‘z (59“1“1)%7(96“(59“1“")@ Tl )3_} 4V =

0g; oT; 5%
v Oz; oz;

A equagao anterior é tomada num volume arbitrario e como os integrandos dos dois lados sao

dv.

dv+/Fu,dv+/

iguais, obtemos a expressao abaixo

1 Du? u*Dp u? Ou; De Do 8u-_ dq; 07 Ou;

5 Y 5 tE€r, =—a—+ Fui+uiz— +7n7— (21
29Dt+2Dt+2 ozx; +9Dt+€Dt+ 8j 6:7:,-+ u+ua$j+T_Ja$j ( 5)
Multiplicando-se a equagdo do momento (2.12) por u; segue que
Du; ij
% _ 9Ty B, (2.16)

Quiﬁ ' a:l?j '
Logo a equagdo (2.15) pode ser simplificada, com base nas equagdes (2.8) e (2.16) e na relagao

.Du,- _ 1 Du2
e%TDy T 9% Dr
resultando em

De _ _0¢ 0w
QDt - 8x,~ M axj,

que representa a forma final da equagdo de balango da energia interna especifica.

(2.17)

1

1Esta equagdo pode conter ainda um termo devido a radiagdo, porém para os nossos propdsitos este pode
ser considerado nulo.
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2.5 Equagoes Constitutivas

Vamos recapitular as equagdes de balango fundamentais do comportamento termodindmico de
um corpo. Elas sdo a equagdo da continuidade,

Do Ou; 0
— 0 —_
Dt S Oz, ’
a equacao de balanco de momento linear,
Dui 87’1']'
= Ea
e Dt 8;1,‘3' +

e a equagao de balanco de energia interna especifica,

De dg; ou;

‘QE = a—w, + Tija—xj-

Portanto, as equagdes de balanco acima, obtidas anteriormente, formam um sistema fechado
de equagdes diferenciais parciais para a densidade p, a velocidade u; e a energia interna e, se
conhecermos o tensor tensao 7;; e o vetor fluxo de calor ¢; como fungdes de p, u; e €. Estas
equagdes que faltam para tornar um problema termomecéanico determinado sdo as chamadas
equagdes constitutivas [46].

As equacoes constitutivas devem obedecer a determinadas condigdes gerais. Primeiramente,
estas equagbes incluem constantes ou fungdes as quais caracterizam o material em consideracao,
e estas quantidades apresentam dimensdes de forma que a homogeneidade dimensional da
equagao deverd ser satisfeita. Por segundo, exige-se que estas equagOes sejam indiferentes a
mudancas de sistemas de referéncia. E ainda, na determinagdo do tensor tensao e do vetor
fluxo de calor num ponto x, a agdo de outras particulas situadas além de uma certa vizinhanca
arbitraria de x, pode ser desprezada. |

Iremos considerar que o continuo em estudo é um. gas ideal monoatémico viscoso e condutor
de calor e iremos empregar a densidade p, a velocidade u; e a temperatura 7' ao invés da
densidade p, da velocidade u; e da energia interna especifica € como campos basicos.

Representando o tensor tensdo por 7;; = —Pd;; + 0;; onde P é a pressdo hidrostética e o;; o
tensor viscoso, as equagdes constitutivas para o tensor viscoso, fluxo de calor e energia interna

especifica para um gas ideal monoatémico viscoso e condutor de calor sao dadas através de:

_ 8u,~ + au]' _ gauk
—H Or; Oz; 30z

diil (2.18)

0',’]'

oT
= 2.1
qt naxi') ( 9)
3k
= ——T. 2.2
¢ 2mT (220)
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A equagdo (2.18) representa a equagio de um fluido Newtoniano sem o coeficiente de vis-
cosidade volumétrica, desde que se esteja tratando de um gas monoatdmico ideal. A equagdo
(2.19) refere-se a Lei de Fourier com o coeficiente de condutividade térmica x dado em termos
do coeficiente de viscosidade de cisalhamento y através da equagao abaixo [47]

15 k
K= —S—u. (2.21)

4 m

Para um gas ideal monoatoémico tanto o coeficiente de condutividade térmica x quanto o coe-
ficiente de viscosidade de cisalhamento y, dependem apenas da temperatura 7. A equagdo

(2.20) representa a equagdo de estado da energia para um gas ideal monoatomico.

2.6 Equacoes de Campo em Coordenadas Cilindricas

Como o problema a ser proposto adiante envolve simetria axial, a geometria adotada serd a

cilindrica. Iremos adotar a seguinte notacao para as coordenadas cilindricas (', ¢’, 2’) e para as

/!

componentes da velocidade escreveremos (u., ul,,u}). As componentes do tensor viscoso (2.18)

e do vetor fluxo de calor (2.19) em coordenadas cilindricas (48] sdo dadas por:

ol =p [2?;:’ - %(V’ : u')} , (2.22)

oo =i [2(35 4 1) - v, 2.2

o, = [2‘2‘;'7 - g(v' : u’)} , (2.24)

Orp = Oppp = [ [rlé% (%) %Zg’/] , (2.25)

O, =0, = | [?;:% + ;_172:;;,] , (2.26)

ot == n |55+ 55, @.21)

&= —ror, (2.29)

gy = —K,g%‘, (2.29)

¢ = _,{%, (2.30)

onde o divergente do vetor velocidade em coordenadas cilindricas é representado por

Viu = %g—‘,—(r'u:) + %% ZZ%
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A equagdo da continuidade em coordenadas cilindricas (', ', 2') é escrita como

Jdo 10 0

/ 8 /
*g‘t--i- ;'75’7"( )+ —,'a_,( ou )+%(Qu2) =0. (2.31)

Segundo as consideragdes acima a equagio do momento transforma-se para a forma abaixo
componente r’
' ’ ’ 12 '
Oul. u,@u,_*_u_wau,_uw +u,6u, B
ot Tor o r 9! 0z

oP (10, ,, 185, o, 80,
a’+<7"8/(rarr)+_ - + +Fr’

r' Oy’ r az (2:32)
componente ¢’
ou,  ,0u, wu,0u, wuwu, ,0u,
( g +“fW+7a_¢+T+“25) =
1 0P 1 0, ,, 1 0o, 0o,
—;'78_997 + (;55;—,(7‘ Urga) + — / 8(10 + az/ + Fgay (2'33)
componente z’
ou’, :y ,8u'2+u ou’, . ,Oul )
\at THar T ey T 5z
oP 1ad, ,, 100, Jo.,
9 + (;W(T o,,) + - 5y + B ) + F.. (2.34)
E a equagdo da energia sera
de ,0c uy, Oe , O\ 10 10q, 0g.
"(’a‘ﬁ“mw Ty +“zaz/) = [ ") g T o
_p —1——?—(7'")4-16” Ou’, + ,6u'r+,l 8'+, +a,8u'z
A 0p' 07 Trr et T oot o¢’ 0z
, 1,0 (u, 1 u. , [Ou,  Oul , (10u, Ou 0
* ("w [’" o (T) * Facp’] s (87" + 82’) %% (7" 5 T o)) B

Trabalhando com a equagdo de momento (2.32)-(2.34), ndo considerando a forga externa

podemos escrevé-la com base nas equagdes constitutivas (2.22)-(2.27) como sendo
componente r’

o (2, 0 WeOu WO OP
at " Yror T ap’ 9z | o

49 (pod ,, 2 ,0p 10 ( 2 0u, 2  0u
+§W (7‘ (97"( u’)) T '(9r’+ ( r

o\~ 3" o¢' 31" B2

10 , 0 (v p Oul. 4 p Ou,  2p0u;
+r_6_ (‘WW(T’)-‘-T 8<p) 3772 9y’ T35
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Bp ou!, u, | OuOu; 0%
az or' ;e 8z’87‘ t o 9z 0z Faz (2.36)

componente ¢’

Ou,  ,0u, wu,0u, wuu,  0u, 1 0P
( g o T ay T T a_> = TVag
L= 1 9 /3i % + ,Ou,
2o |7 o \ K Oy’
1 0 [4pdu, 4p , 2 (0Ou. Ou 1 [ Ou, pou,
E [:w 5o T3 T3\ G T e )| T e Tray)r 33D
componente z
(9uf2+ ,5u'2+ u, ou’, +u;u’2+ N\ _ 9P
°\at TV T Ao’ r’ Y2 ] = Ty

190 " ou!,  Oul n 10 (')u ° L K Ou;

or! or’ 07 r’ J¢’ oz T 0p’
114 Oul 2,u a ., Oug,

— . 2.
Z [3 Hox (87" () + g (238)
Ainda, a equagdo da energia (2.35) podera também ser reescrita, onde sua expressao sera
dada na forma

§£ oT o or N u, 0T 0T
me\ ot T er T T oy Yg

— 18 r’&?z +i8 Klg +_a_ K,g-

' or' or' 2 0@’ \ O¢' 0z' \ 0z

19,,, . 10u, ou ou. 2., ,|O0u.
P (st g+ )+ P 57w
ou’,

10u, 2., A]1 (0u ou, 2 /
235+ 5) =375 (5 )*“[%zf‘ﬁw ) 3
10 (o)  LOu] ], 0 (o)  10u] Ou,
o (7) 55 aw (3) +2o0 +o[52+ 2] (5+ )

Ou, 10u.](10u, Ou,
[a 2+ 7899’] (;—, 5o 899/). (2.39)

Entdo temos um sistema de equagdes diferenciais para p,7 e u’ formado pelas equagdes

(2.31), (2.36)-(2.38), (2.39) que pode ser resolvido desde que as condigdes de contorno sejam

conhecidas para estes campos.
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Capitulo 3

Fundamentos da Teoria Cinética dos
(Gases

3.1 Equacao de Boltzmann

Consideremos um gas monoatdmico constituido de N particulas que estd contido num recipiente
de volume V. Podemos especificar uma particula através de um ponto num espago de seis
dimensdes determinado por trés coordenadas de posigio x=(z1,z2,73) e trés coordenadas de
velocidade v=(v1, vs, v3).

Neste espaco o sistema de N particulas sera descrito por N pontos com coordenadas (X4, Vq)
com o =1,2,...,N. Este espaco hexa-dimensional sera denominado de espago de fase p.

O estado do gés no espaco de fase y é caracterizado por uma fungao de distribuigéo f(x, v, 1),

tal que
f(x,v,t)dxdv = f(x,v,t)dz; dz, dzs dvy dvs dus

nos dad o numero de particulas que, no tempo ¢, encontram-se no elemento de volume entre x

e X + dx e com velocidades entre v e v + dv.

v-l-dvI

— X
X x+dx

Figura 3.1: Espaco de fase p
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Denotaremos o elemento de volume no espaco de fase no instante de tempo ¢ por
du(t) = dxdv.
O ndmero de particulas que estao neste elemento de volume no instante de tempo ¢ é
N(t) = f(x,v,t)du(t).

No instante de tempo ¢ + At o elemento no espago de fase serd denotado por du(t + At) e
o numero de particulas neste elemento é dado por

N(t 4+ At) = f(x + Ax, v+ Av,t + At) du(t + At).

Se nao houvesse colisdes entre as particulas, N(t) seria igual a N(t+ At), porém as colises
entre as particulas produzem uma mudanga no nimero de particulas.

Como existem colisoes a diferenca entre o nimero de particulas passa a ser representado
por

AN = N(t+ At) — N(t)
= f(x + Ax,v + Av,t + At)du(t + At) — f(x,v,t) du(t).

Consideremos que as particulas do gés estdo sujeitas a uma forca externa F(x,v,t) es-
pecifica. A relacio entre du(t + At) e du(t) é dada através do Jacobiano de transformacao

du(t + At) = 17| du(?),

onde
8 (:rl(t + At), JIQ(t + At), ceey ’U3(t + At))

J = 8 (z1(1), 22(2), -, val1))

Tendo que
IL’i(t -+ At) = :E,;(t) + v; At ’Ui(t + Al‘) = vi(t) + FiAt 1=1,2,3

podemos escrever o Jacobiano como sendo

1 0 0 At 0 0
0 ] 0 0 At 0
0 0 1 0 0 At
J=| &Aat Bar Bar 1+EAr 1+88Ar 1+ 80A |

At BAr BAr 1+%2At 143841 14+ 52A¢

OF3 A¢ 9Fs At 9Fs A¢ 1+3—F;-At 1+ 2B A¢ 1+ 2B A¢
1 v
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e considerando até os termos lineares em At obtemos

J~1+ %?At + O[(At)3.

Entao concluimos que

du(t + At) = (1 + g?At) du(t).

Por outro lado expandindo em série de Taylor f(x+ Ax,v + Av,t+ At) em torno do ponto

(x,v,t) e considerando somente termos lineares em At temos:

f(x+ Ax, v+ Av,t + At)

- af of af

~ f(x,v,t)+ Bz, Az; + %Av’ + B?At’
onde

Az; = v;At, Av; = F;At.

De forma que AN resulta como sendo

AN = N(t+ At) — N(t)

of of of OF;
~ | f(x,v,t)+ aa:,'v’At + —3—1)_,~F'At + E?At] (1 + 5o, At) du(t) — f(x,v,t)du(t),
e estamos apto a calcular o valor de AN dado por
OF; of af af

e dividindo a expressao acima por At vem

AN _|of  Of OfF;

A w2 UE o, (3.)
isto é, temos a variacdo do nimero de particulas em relagdo ao tempo que envolve derivada
temporal, espacial e das velocidades da fungao de distribui¢do f(x,v,t).

A quantidade 9‘51:—’ s sera nula para o caso em que ndo existirem colises entre as particulas.
Portanto iremos determinar AN com base em quatro hipdteses:

e Para um gés rarefeito somente as interagdes entre os pares de particulas (colisdes bindrias)
sao levadas em consideragio, pois a probabilidade de ocorrer colisdes ternarias ou quaternarias
é muito pequena em relagdo as colisdes binarias.

e As forgas externas durante a colisao podem ser despvrezadas, isto é, o efeito das forgas
externas sobre as particulas durante a colisio é pequeno em comparagao com as forgas que

agem entre as particulas.
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(0) Y Y \
(b)

Figura 3.2: ColisGes direta (a) e de restitui¢ao (b)

colisiio de

on v, colisio
restituicio

1=V direta

Figura 3.3: Geometria de uma colisdo binaria

e Nio existe correlagdo entre as velocidades das particulas. Esta suposi¢do é conhecida
como a suposi¢ao do caos molecular.

e A variagdo da fungéao de distribui¢do nao é grande durante o intervalo de tempo de duracée
de uma colisdo mas somente durante o tempo entre as colisoes.

Consideremos duas particulas do gas cujas velocidades assintdticas pré-colisionais sdo de-
notadas por v e vy e as velocidades pds-colisionais por v’ e vj.

Na Figura 3.3 a particula com velocidade v estd no ponto O, enquanto que a outra particula
estd se aproximando do plano segundo um angulo reto e com velocidade relativa g = v — v.
Este movimento relativo é ainda caracterizado pelo parametro de impacto b e pelo angulo
azimutal €.

Assim o volume do cilindro, chamado de cilindro de colisdo, no intervalo de tempo At serd
dado pelo produto da drea da base b db de pela altura gAt. Podemos entdo dizer que, no intervalo
de tempo At, todas as particulas com velocidades entre vy € vy + dv; e que se encontram no
cilindro de colisao, irdo colidir com as particulas com velocidades entre v e v + dv localizadas
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no elemento de volume dx em torno do ponto O. O nimero das particulas com velocidade entre
V1 e V1 4 dv; no cilindro de colisdo é dado por

f(X, Vi, t)dVl g At b dbde.

Estas particulas irdo colidir com todas as particulas com velocidades entre v e v + dv e que se
encontram no elemento de volume dx em torno de O, isto é,

f(x,v,t) dx dv.

Logo vamos querer a variagdo com o tempo para uma orientacao ¢ e para um determinado valor
de b, onde para isto teremos que integrar sobre todos os valores do parametro de impacto b com
variagao de 0 a 400, sobre o dngulo azimutal € variando de 0 a 27 e sobre todas as componentes
da velocidade v; de —oco a +o0 teremos

<%];—[)- = / f(X,Vl,t) f(X,V,t) g b db de dv, d#(t). (32)

Na equacdo anterior representamos somente por um simbolo de integragido todas as cinco in-
tegrais descritas anteriormente, onde (%—)_ denota a saida das particulas, que estavam com
velocidade v do elemento de volume du(t).

Porém, hé colisdes que criam pontos com velocidade v no elemento de volume dx dv. Entao
ao se considerar a analise anterior podemos afirmar que a densidade do nimero total de colises

que ocorrem no elemento de volume dx e tempo At é dada por
f(x, v, )b db de' g’ At dv f(x,V',t) dx dv'.

Iremos usar relacdes obtidas através da conservagdo de energia, conservagdo de momento an-
gular representadas por ¢’ = g e b’ = b, respectivamente, e considerar que € representa apenas
uma translacio de¢’ = de. Além disso, como o Jacobiano da transformacgido de velocidades é

unitdrio, temos que dvj dv = dv; dv e podemos escrever a equagio anterior na forma
f(x, vy, ) f(x,v',t) bdbde g At dx dvy dv.

Logo, a densidade do nimero total de colisdes por intervalo de tempo At, que cria pontos
no espaco de fase u com velocidade v no elemento de volume dx dv, é expressa como
ANNT , ,
(’AT) = [ 706, vist) F(x,V,) g b db de dvs due). (3.3)
Com base nos resultados (3.1), (3.2) e (3.3) temos que AN é representada pela diferenca
entre as particulas ganhas e perdidas no elemento de volume du(t), o que resulta

of  df , OfF: _
ot s T ow

JUiF = £if)g bdb de dvs = Q(F, £), (3.4
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que ¢ denominada de equagdo de Boltzmann. Na equagio (3.4) foram introduzidas abreviacoes
para f}, f', fi e f representadas por f| = f(x,vi,t), f' = f(x,V',t), fi = f(x,vy,t), f =
f(x,v,t), respectivamente.

Esta equagdo (3.4), é uma equagdo integro-diferencial ndo linear para a funcio de dis-
tribuicao f. Observemos que a equacdo de Boltzmann [33] foi deduzida para o caso de gases
monoatémicos e em muitos casos F nao depende de v, como por exemplo o caso da forca de

atragao gravitacional e neste caso (3.4) se reduz a

0 0
a_{ * 1a§ + Féi = [(fif' = fif)g bdb de dvy = Q(f, ). (3:5)

3.2 A Equacao de Transferéncia

A equacio de Boltzmann é uma funcio da posicio, da velocidade das particulas e do tempo
através da funcdo de distribuicéo .

Seja ¢ = (%, v,t) uma fungdo arbitraria. Se multiplicarmos a equagédo de Boltzmann (3.5)
pela funcao 1 e integrarmos sobre todos os valores de v teremos uma integral em fungao da
posicdo x e do tempo t que sdo quantidades macroscopicas.

Entao

[6% av+ [wndL

Agora iremos comecar a fazer transforma.g()es na equagdo (3.6) mas para isto vamos inicial-

/¢ (f1f' — fof)gbdbde dvy dv. (3.6)

mente considerar os trés primeiros termos da equagio acima:
/?,b%—{dv: 8f¢ /f %/zpfdv—/f%%dv, (3.7)

/ ww% dv = 6?;’; / fv, dv - f dv — f fvig—;f’i dv,  (3.8)

/ ¢Fia—w dv = / &gi‘f / F; f—~— dv. (3.9)

Na primeira integral do lado direito da equagdo (3.9) devemos notar que a derivada é em

relagdao a v; e a integral em relagdao a v, logo ndo podemos passar para fora do integrando a

derivada parcial. Usando o teorema da divergéncia de Gauss onde n é a normal unitaria
v [T gy [ g0
- 6'01 ! 8v1~

Na integral fs YF;fn; dS, dS representa o elemento de drea de uma superficie que esta

= § $Fifn,

situada em pontos infinitamente distantes no espago das velocidades. Assim a nulidade desta
integral resulta do fato da funcio de distribuigdo f decrescer rapidamente para grandes valores

da velocidade. Portanto

of , _ oY
/1/)1«1-8—1; dv = — / Fif 5o dv. (3.10)
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Vamos analisar o lado direito da equagio (3.6),
/wf{f’gbdbde dvy dv = /z[)’flfg’b’db’de’ dv! dv' = /zp’flfgbdbde dvy dv, (3.11)

onde a relagdo (3.11) foi obtida levando-se em conta as equagdes vélidas para uma colisio de
restituicdo, isto é,

d=g, V=b  dvidv'=dvidv, de =de.
Entao

/d’(f{f’ — fif)gbdbde dv, dv = /(Ib' —¥)fif gbdbde dv, dv
= 2 [@ = $)(fiF ~ Af)gbdbde dvy dv. (3.12)

Por outro lado, se mudarmos o papel das particulas que colidem, isto é, se trocarmos (v, v’)

por (vi,Vv]) temos que

%/(lp ) Af = fif)gbdbde dvy dv = %/(?/)1 — oY) if = fif)gbdbde dvy dv. (3.13)

Concluimos, através das equagdes (3.7), (3.8), (3.10), (3.12) e (3.13) que a equagdo (3.6)
pode ser expressa como

a/wfdv‘*"az/%bvié—:;dv—/ [—3? dv+vi8—$idv+Fiavi dv| fdv
:i/(llh‘“/)—d’i"d’)(f{fl—flf)gbdbde dvy dv, (3.14)

que € conhecida como a equagdo de transporte.

3.3 Equacoes de Balanco

Na teoria cinética as quantidades que caracterizam o estado macroscépico de um gas sao
definidas a partir da funcao de distribui¢do f(x,v,t). Vamos considerar como campos basicos
os campos definidos pelos momentos da fungdo de distribuigao.

A primeira propriedade de uma particula é a massa cuja integral do produto da massa da
particula pela fungio de distribuigao integrada sobre todas as velocidades nos fornece a massa

por unidade de volume, isto é, a densidade,

o(x,t) = / mf(x,v,t)dv. (3.15)

A cada particula de massa m associamos uma velocidade onde a integral do produto da massa
pela velocidade da particula e pela fungio de distribuigdo integrada sobre todas as velocidades

nos fornece a densidade do momento linear,
oui(x,t) = / moif(x,v,t)dv. (3.16)
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E ainda podemos ter a densidade de energia total representada por

oe(x,t) = /—;—mvzf(x,v,t)dv, (3.17)

. 1 2 ’ . . Yy ’ . .
pois smv® € a energia cinética de uma particula. Portanto com base nas quantidades mi-

croscépicas m, muv; e %mv2 definiu-se a densidade de massa p, a densidade de momento linear
ou; € a densidade de energia pe através das equagdes (3.15), (3.16), (3.17), respectivamente.

Sendo v; a velocidade de uma particula e u; a velocidade do géds, pode-se definir V; = v; — u;
como a velocidade peculiar que representa a diferenca entre uma velocidade microscépica v; e
uma velocidade macroscopica u; que € a velocidade do gés.

Para qualquer funcdo de distribui¢do f(x,v,1)

/Vif(x,v,t) dv = 0, (3.18)

que é provada com o uso da defini¢do da velocidade peculiar, ou seja,

/(vi—ui)fdv:/vifdv—ui/fdv::%—uiﬁ:0.

m m

A densidade de energia total dada pela equagdo (3.17) pode ser separada como a soma de
duas energias,

1
ge=/§m(V2+2V-u+u2)fdv,

onde a integral envolvendo a quantidade V - u é nula devido a equagdo (3.18). Portanto
1 2 1 2
ge:-é/medv-i-—z-/mu f dv,

1 1
oe = E/mVQf dv + -2—gu2,

onde % S mV2f dv representa a densidade de energia interna e ou? representa a densidade de
energia cinética translacional.

Podemos ainda representar a densidade da energia interna por

o€ = %/m‘ﬂf dv, (3.19)

onde ¢ representa a energia interna especifica.
Entio os momentos da funcio de distribuicdo sdo dados pelas equagdes (3.15)-(3.17), en-
quanto que o momento da funcdo de distribui¢do de ordem N ¢é definido através de

piliz...iN(X? t) = /m‘/‘ll ‘/i'z""/iNf(x’ V7 t) dv’

que representa um tensor simétrico em todos os indices.
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O momento de ordem zero é a densidade de massa, enquanto que o momento de primeira
ordem € nulo como consequéncia da equagio (3.18) multiplicada pela massa da particula. O

momento de segunda ordem é chamado de tensor pressio dado por
pij(x,t) = /mMij(x,v,t) dv.

O tensor pressdo é igual ao tensor tensio em médulo, ou seja 7;; = —p;;. O tensor viscoso 0ij
é definido por

oi; = Péi; —m / ViV, f dv. (3.20)
O momento de terceira ordem é representado por

pin(x,t) = [ mViViVif(x,v,1) dv,

que nao tem denominagdo. Uma contraciao importante do momento de terceira ordem € o vetor
fluxo de calor expresso como

1 1
gi(x,t) = 5Piii = §/V2Wf(x,v,t) dv. (3.21)

A soma dos elementos da diagonal principal esta associada com a pressao do gas P através

da expressao

pij = [mV?f(x,v,t) dv = 3P(x,1) (3.22)
Com a representagiao da energia interna sendo dada pela equagdo (3.19), concluimos que
2
P = 3 o€

Por outro lado, a equagio que relaciona a pressao P com a densidade p e a temperatura absoluta
T é denominada de equagio de estado térmica, onde para um gas cldssico ideal é expressa por

P =po—T.

m

Consequentemente, a temperatura absoluta para um gas cldssico monoatémico é dada por

T(x,t) = %% = %%e = %/szf(x,v,t) dv.
Os momentos de ordem superior ndo tém nomes proprios especificos.

Uma interpretacio para o tensor tensdo é que ele representa um transporte de momento
linear por se tratar de um produto entre o momento linear e uma velocidade, por outro lado o
transporte de energia é dado pelo vetor fluxo de calor onde o fator 3mV? esta relacionado com
a energia.

Agora podemos obter as equacdes de balanco de massa, momento linear e energia a partir

da equagdo de transporte (3.14). Primeiramente, obtemos o balango da densidade de massa
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substituindo 3 = m na equagéo de transporte. Com o uso das equagdes (3.15) e (3.16), resulta
de uma forma simples

9o | O(ou:)
8t+ 8:1:,'

=0, (3.23)

que € a equacdo da continuidade.
A seguir, o balanco da densidade de momento linear vem da substituicdo de ¥ = muv; na
equagao de transporte. Considerando que

muov; = m(Vsz + V;'u]' + V}'ui + 'LL,'UJ‘) e FJ%@ = ij(Sij =mkE;
Yj
e as equagdes (3.16), (3.23) e (3.15), conclui-se que
8Qu¢ 0
-5 %(ewu]’ —7ij) = oF;. (3.24)

Para se obter o balanco da densidade de energia substitui -se 1 = %mv2 na equagao de trans-

porte. Transformando v?v; em velocidade peculiar
v2vj = (V2 + 2Viur + uz)(Vj + Uj),
FO%mUZ 8%mvkvk
7 v, 0v;

e usando as equagdes (3.16), (3.21), (3.22), (3.24) encontra-se facilmente a expressao

) 1 8 1
at [9(6 + 5“2)] * 5z [9(6 + 5wl Jui + ¢ = Tiju;| = oFus (3.25)

= F,

= ijvk(Sk]' = ij’Uj

Outras formas alternativas podem ser encontradas, como por exemplo o balanco da energia
interna especifica. Vide a equagédo (2.17) do capitulo 2.

Em resumo, temos a teoria dos 5 campos escalares g, u; e €, representados através das
equagoes

o= [mfd,
ou; = /mvif dv,

1
oe = / —mv?f dv,
2
onde as leis de balanco sdo as mesmas da termodinamica do continuo.

Para determinarmos estes 5 campos é necessario encontrarmos as equagdes constitutivas da

teoria cinética que relacionem os termos constitutivos (g, u;,T’) com as grandezas (€, g;, pi;)-
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3.4 Equacgoes Constitutivas em Teoria Cinética

A idéia béasica do método de Chapman-Enskog é dividir a fungio de distribui¢io em dois termos
aditivos. O primeiro termo consiste de uma fungio de distribuigdo de Maxwell que nos dé os
valores locais da densidade, velocidade e temperatura. Este termo corresponde & primeira
aproximagao para a fungdo de distribuicdo. O segundo termo consiste de um desvio da funcio
de distribuigao de Maxwell e corresponde a segunda aproximagao para a funcao de distribuicao.
Dele resultam as grandezas de transporte que estéo relacionadas com o tensor viscoso o;; e com

o fluxo de calor ¢;. Entdo como resultado obtemos [47]

s = Ou; N Ou; _2_8u,5“ 396
i =k dz; Oz; 30z, 7|’ (3.26)
oT
6= —rit, (3.27)
5 1 (mkT\"?

B = 16 022 (T) ) (3.28)

15k 75k 1 (mkT\Y? .
== g () (329

As equagdes constitutivas (3.26), (3.27) representam, respectivamente, as leis de Navier-
Stokes e Fourier. Os coeficientes u e x sdo denominados genéricamente como coeficiente de
transporte, pois estdo associados, respectivamente, ao transporte de momento linear e energia.
i é conhecido como coeficiente de viscosidade de cisalhamento enquanto que x como coeficiente
de condutividade térmica. (??) representa a integral dada na forma geral abaixo que depende

do tipo de interacdo entre as particulas
(L) Rl g 2r+3 1
ot =/ / e” " v 3(1 — cos' x) b db d~,
o Jo

1/2
onde x € o angulo de espalhamento, vy = (ﬁf) / g e g é o mesmo da segdo 3.1. Para o potencial
de esfera rigida Q(>? = 42, onde a é o didmetro da particula.

3.5 Modelos Cinéticos BGK e Shakov

A principal dificuldade matemética apresentada na equacdo de Boltzmann esta associada com
o termo de colisdo. Muitas alternativas sao analisadas com o objetivo de simplificar o termo de
colisao facilitando assim a solugdo da equagdo de Boltzmann.

Expressdes mais simples para este termo tem sido propostas por diversos autores. Estas
sao conhecidas como modelo de colisdo e a equagido de Boltzmann na qual o termo de colisao é
substituido por um modelo passa a ser chamada de equagdo modelo [50, 51] ou modelo cinético.
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A idéia por detras desta substituicdo é facilitar a resolucio da equagio de Boltzmann de forma
a fornecer resultados satisfatdrios, isto é, as equagdes modelo devem apresentar bons resultados
quando comparados com os resultados da solugdo da equagio exata de Boltzmann [52]. Assim

o termo de colisdo Q(f, f) poderd ser substituido por um operador J(f) o qual conserva as
seguintes propriedades:

i) Como o termo de colisdo satisfaz as equacdes:

[mQU. ) dv =0, [muQ(f, 1) dv =0, [mv*Q(s, ) dv =0,

entao o operador de colisdo deve obedecer as mesmas condi¢des de invariancia:

/mJ(f) dv =0, /mka'(f) dv =0, /vaJ(f) dv =0, (3.30)

as quals expressam a conservagao de massa, momento linear e energia, respectivamente.

ii) Como o termo de colisdo tem a propriedade

[mneunav <o,

que estd ligada ao teorema H, o operador J(f) deve também ter a propriedade

/m(f) J(f) dv < 0. (3.31)

A demonstragao da desigualdade da equagdo (3.31) serd feita adiante, apds a representagao de
J(5).

De todos os modelos existentes, o modelo mais conhecido é o BGK [34, 53] proposto por
Bhatnagar, Gross e Krook [49]. Eles sugeriram uma representacao para o operador J( f) propor-
cional a diferenca entre a funcao de distribuigio e seu valor em equilibrio que satisfaz a equagao
(3.30) e a desigualdade (3.31). Desta forma a equagdo de Boltzmann passa a ser escrita pela
equagao modelo abaixo

of  of of _
-5%-—{—1),-—5;—1_4—5% = —v(f = fu),

onde a quantidade v representa a frequéncia de colisdo. far representa a Maxwelliana local

determinada pela densidade local, velocidade média local e temperatura local

m 32 mV?
= — - 3.32
fua(x,v) = n(x) (27rkT(x)) =P [ 2kT(x)] (3:32)
A frequéncia de colisao v pode ser escolhida por varios métodos. Sua dependéncia funcional
é restrita, isto é, proporcional a densidade e deve depender da temperatura, mas é assumida
ser independente da velocidade molecular.

e Primeiramente, pode-se escolher v para fornecer o valor correto para a viscosidade p ao
se usar o método de Chapman-Enskog. Dentro desta consideragdo temos

_ P(x,1)
V1) = =)

. (3.33)
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Notemos que v é uma quantidade local, pois a pressio é uma func¢io da posi¢io e do tempo e
a viscosidade p também é uma fun¢éo da posicdo e do tempo através da temperatura.

e Uma outra expressdo que pode ser escolhida para a frequéncia de colisio é

_ 5k P(x,t) _2P(x,t)

V(%) = 2m k(x,t) 3 w(T)’

(3.34)

onde a relagdo (2.21) foi usada. Com a frequéncia de colisio dada pela equagao (3.34), o oper-
ador J(f) substituido na equagdo (3.31) fornece corretamente a expressio para a condutividade
térmica k ao se resolver a equacdo modelo BGK.

e Mais uma representagdo para a frequéncia de colisdo v é dada por

_<v> _ 4P(xt)

v = = , 3.35
N T ) (3:35)
onde as expressoes para a velocidade térmica média
<8kT> 2
<v>=\|—
mm
e para o livre caminho médio
\_ Vau (2T 1/2
2P m
foram usados. A expressdo (3.35) é obtida através do fato de que o tempo médio entre duas
colisGes sucessivas € igual a % e que esta razdo € igual a </\T> Fisicamente ¢é justificada esta

escolha porém matematicamente a expressao (3.35) néo fornece corretamente nem a viscosidade
i e nem a condutividade térmica . Portanto, um ponto desfavordvel desta equagdo modelo
é que nao se consegue determinar simultaneamente as expressbes para a viscosidade u e a
condutividade térmica &, conseqiientemente o modelo BGK n&o fornece o numero de Prandtl

correto, pois a razao entre a condutividade térmica e a viscosidade é ﬁ- = 25—:;

O numero de
Prandtl é um parametro adimensional importante em problemas que tratam de fluidos viscosos

e condutores de calor definido por

K

Pr = cp—,

K
d A tomi 1 ifi a tante é dad = ok
onde para um gas Imonoatomico, O calor €specilico a pressao constante € dado por cp = 5 -

Substituindo o coeficiente de condutividade térmica por kK = %u o modelo BGK fornece Pr=1.
Se usarmos (2.21) para gases monoatdmicos temos que Pr = 2, que € a expressio correta.
Embora o modelo BGK apresente alguns problemas ele satisfaz o teorema H, o qual é

demonstrado abaixo:
/J(f) ln(f) dv = —/u(f — fa)ln(f) dv = —/ny (fiM — 1) In(f) dv. (3.36)

Como

/fln(fM) dv = /fM In(fr) dv,
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pois In fi é daformaa+b-V +dV?onde a,b e d ndo dependem de V, devemos ter que

= z//fM (-ff]; _ 1) In( far) dv. (3.37)

Somando (3.36) com (3.37):
/J In(f :—z//fM(——l) ff dv.
M

(z—=1)lnz >0,

Da relacao

temos que [ J(f)In(f) dv < 0 e assim fica provado o teorema H.

Um outro modelo conhecido como modelo ”S” foi proposto por Shakov [35]. Este representa
uma modificacdo no modelo BGK com o objetivo de fornecer o valor correto do nimero de
Prandtl.

Para este modelo o operador J(f) tem a forma

J(f) = —v(f = fr)- (3.38)

No modelo de Shakov adota-se que a frequéncia de colisdo v é representada pela frequéncia de
relaxacio da tensio que é igual a razio £. Ainda, fr representa uma funcio de distribuigéo de
referéncia que depende da velocidade das particulas e dos momentos da func¢do de distribuicao.
Ao se usar este modelo a desigualdade (3.31) é provada apenas para o modelo ”S” linearizado.

Entretanto as leis de conservacao

2

[o@MI(Hdv=0, () =1,mv, ",

continuam vélidas para o modelo linear e ndo-linear. Este modelo se propde a apresentar
a descricao de um modelo cinético para um gas ideal monoatdémico que é compativel com a
aproximacao dos 13 Momentos de Grad. Uma aproximagcdo dos 13 Momentos de Grad para um
estado macroscépico de um gas ideal monoatémico é caracterizada pelos momentos da fungao

de distribui¢ao mostrados a seguir

nz/fdv, (3.39)

u= %/vf dv, (3.40)
m .

T = ﬂ/Wf dv, (3.41)



Entéo se propde que a fungéo de distribuigdo de referéncia seja expandida em um polinémio
da fungao peculiar como

fr=fu (A+ AVi + A;ViV; + AViV?) (3.42)

onde A, A;, A;j e A] sdo coeficientes que dependem da posigio e do tempo. Ainda, fys representa
a fungdo Maxwelliana local dada pela equagao (3.32). Uma especificagdo completa destes
coeficientes podera ser feita se exigirmos que os momentos de transferéncia colisionais sejam os
mesmos do que os momentos dos termos de produgdo da equagado de Boltzmann para um gés

monoatomico. Isto é, impde-se as seguintes condigdes

/mVlij(f) dv = voyj,

/mVQViJ(f) dv = —%uq,-. (3.43)

Portanto substituindo a fun¢do de distribuicdo de referéncia dada pela expressdo (3.42) na
equagdo modelo para o operador J(f) (3.38) e usando as condigdes estabelecidas pelas equagoes

(3.43) é possivel determinar os coeficientes A, A;, A;; e A cujos valores sdo dados a seguir:

1/m\*q 1/ m\3q
ot A-L(RYE ag a-l(mVE
A 3\KT/) o Aij =0 Y9 \kT/ o

Para o modelo ”S” a equacdo de Boltzmann terd a forma

af af P / 2
5 v 28 +Fav, —L—(f—fM(A+Ai1/z-+A,-jwj+A,-wv)),
e substituindo as expressdes para os coeficientes A, A;, A;; e A} teremos
of of of _ P 8p4 < 9 2 5)
=+ : ~2) =f), 44
ot T ax + Fav, fu |1 15nmq VgV 2 f (3.44)

1/2
onde 8 = (sz) .

Devido a geometria a ser considerada no nosso problema usaremos a equacao de Boltzmann
em coordenadas cilindricas (r,¢, z), que pode ser obtida por transformacdo de coordenadas,
representada por
0 0 0 of v2d PV O P 834 5

f f Uy f f f vv#ﬂ_f_ (fM{l"}‘ B .V(ﬂ2v2__)}_f)’

ot et r?-l_—_a———*_ 25;—*"7"—3'0,, r Ov, 15nm 2

(3.45)
onde (v,,v,,v,) representa a velocidade da particula em coordenadas cilindricas.

Apés a apresentacao dos métodos BGK e Shakov podemos analizar a aplicabilidade destas
equagoes modelo. Conclusdes podem ser tiradas apds comparagdes entre os resultados obtidos
destas equacbes modelo com a resolugio da equacdo exata de Boltzmann. Esta analise é feita
cuidadosamente no artigo [52]. Resultados mostram que para qualquer fluxo de gés isotérmico
os resultados fornecidos pelo modelo BGK sdo bem satisfatérios e que o modelo ”S” é uma

equagao ideal para descrever o fluxo de um gas néo isotérmico.
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Figura 3.4: Superficie imével, reflete todas as particulas, tempo de iteracao pequeno

3.6 Saltos nas Condigoes de Contorno

Como j4 foi visto, a fungdo de distribuigdo é uma funcio da posigéo, da velocidade e do tempo,
f = f(x',v,t). Queremos estudar a interagdo de um gas monoatémico com uma superficie que
delimita o gas de vetor normal n e vetor tangencial t.

Dado um ponto da superficie X’ podemos separar a fun¢dc de distribui¢do em duas con-

tribuicdes das particulas incidentes f~ e das particulas emitidas f*:
f=fG v )+ (%, v, 1),

onde as condigdes para a fungao f* sdo

{f“'zf se v, > 0,
t=0 se v, <0,

e para a fungdo f~ sdo
{f‘ = se v, > 0,
f/= se v, < 0.

Nas equagoes acima v, = v - n é a componente da velocidade normal a superficie.

Consideramos que a superficie estd em repouso além de ndo absorver as particulas e que
tudo acontece instantaneamente, isto é, o tempo que a particula permanece na superficie é
menor que o tempo caracteristico da evolugdo da fungdo de distribuicdo e cada particula deixa
a superficie no mesmo lugar que chegou.

Uma particula que chega a superficie no ponto x’ com velocidade v’ é emitida com velocidade
entre v e v 4+ dv. A probabilidade de uma particula que tem velocidade v’ antes da colisdo
ficar com uma velocidade no intervalo entre v e v + dv depois da colisdo com a superficie é
representada por

R(v' = v,x/,t)dv
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onde R ¢ o nicleo de reflexido ou o nicleo de espalhamento, que depende do tipo de superficie
e do tipo do gas.

O nicleo de espalhamento tem as seguintes propriedades para superficies sem evaporacio e
condensagdo [47, 52]:

a) O nicleo de espalhamento é ndo negativo R(v' — v) > 0;

b) O nicleo de espalhamento é normalizado [, .o R(V' = v)dv = 1;

¢) O nucleo de espalhamento satisfaz a lei de reciprocidade ou lei do balanco detalhado:

” —ma?

! muv / — _ _ /
|v] | exp ( kT, ) R(v' = v) = |v,| exp ( QkTw) R(—v — =V,

onde T, é a temperatura da superficie.

Uma interpretacao fisica para a lei da reversibilidade é a seguinte: um gas que estd em
equilibrio com a superficie tem uma fun¢ao de distribui¢do das velocidades de Maxwell cor-
respondente a uma temperatura da superficie T, e neste caso o numero de particulas espalhadas
por unidade de drea da superficie e por unidade de tempo no intervalo de velocidades entre v’
e v/ + dv’ para o intervalo entre v e v 4 dv é igual ao nimero de particulas espalhadas de um
intervalo qualquer entre —v e —v — dv para outro entre —v’' e —v’ — dv’. Como consequéncia,
temos que se a funcdo de distribuicdo das particulas incidentes é Maxwelliana com T, entao
ela ndo sofre nenhum disturbio quando iterage com a superficie de tal forma que a fungao de

distribui¢do das particulas reemitidas também sera Maxwelliana com T,. Portanto se
fm= fmu(Tw)  entdo  fF= fu(Tw),

onde fys é dada pela equagdo (3.32).
O nimero de particulas incidentes por unidade de drea e por unidade de tempo com veloci-
dade entre v’ e v/ + dv’ é representado por

dN' = |vl| f(x,V/,t)dV'. (3.46)

Uma parte destas particulas é reemitida da superficie, sendo que o numero de particulas que

deixam a superficie por unidade de 4rea e por unidade de tempo com velocidade entre v e
v + dv é dado por

dN = |v,| fH(xX,v,t)dv. (3.47)

O objetivo é determinar a relagio entre f* e f~ em fungdo de R(v' — v,x’,t) dv. Portanto

o numero total de particulas reemitidas por unidade de drea da superficie e por unidade de

tempo ¢ igual a integral de todas as particulas que chegam a superficie com velocidade entre v

e v+ dv, isto é:
dN = / R(V' = v,x',t)dv dN'. (3.48)

Substituindo (3.46) em (3.48) temos

N = [ [ B v v v
v, <0
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Figura 3.5: Representagdo espacial das particulas espalhadas

Assim com base em (3.47) podemos escrever

ol v,0) = |

Para o caso de espalhamento difuso, a funcao de distribui¢do das particulas refletidas é

R(V' — v,x',t) Ivglf'(x',v’,t)dv’] . (3.49)

1, <0

Maxwelliana e independe da funcao de distribuicdo das particulas incidentes. Sua expressao é

, 2/ m \? —muv?
Ry(vi = v) =2 <2kT ) Un EXP A ok )

Em mecanica do continuo é comum considerar as seguintes condicdes de contorno para os

campos de velocidade, pressdo e temperatura na superficie que delimita o gas

u', = u,, T =T,, (3.50)

g

isto é, a velocidade e a temperatura do gés sdo iguais a velocidade e a temperatura da superficie.
As expressdes (3.50) sdo vélidas quando o nimero de Knudsen é pequeno, isto é, estamos no
regime hidrodindmico. O numero de Knudsen nos dé uma medida da rarefagao do gas e é
definido como a razdo entre o livre caminho médio A e um comprimento caracteristico do
problema em questdo L, Kn = A/L. Entretanto quando o nimero de Knudsen aumenta, isto
é, quando o gas se torna mais rarefeito, as condigdes acima nao sdo mais validas pois ha um
deslizamento da velocidade e um salto na temperatura.

Como ilustragdo iremos analisar- a condi¢ao de deslizamento da velocidade e escreveremos
de acordo com a Figura 3.6

o = 4, P (3.51)
T 1 dy’ .

onde A; é uma constante de proporcionalidade.

Para resolver o problema introduzimos as grandezas adimensionais

1/2
u= (2:} ) u’ (3.52)
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u(y)

Fu (O J
LS,

Figura 3.6: Representacdo da velocidade

_ VT
X = Qwa’ (3.53)

onde A, representa o livre caminho médio das moléculas a temperatura T,,. Com o uso das

expressoes (3.52)-(3.53) podemos reescrever a equagdo (3.51) na forma adimensional como

du,
dy

Uz =T

(3.54)

em que a constante -, esta relacionada com a constante A; através de

AT
Y1 = My

O objetivo é determinar a constante v; numa regido proxima a placa cuja dimensdo é da
ordem do livre caminho médio, denominada como camada de Knudsen [30].

O problema é resolvido através da equagdo de Boltzmann que com uso da equagdao modelo
BGK para um fluxo estacionario se transforma em

)] (3.55)

onde, como visto anteriormente, f(x’,v) é a fungéo de distribuigao, v é a velocidade molecular
e v é a frequéncia de colisdo dada pela razdo P/u. P é a pressdo do sistema em equilibrio e
it a viscosidade de cisalhamento que estd relacionada com o livre caminho médio através da

€Xpressao )
2mn 1/2
K kT,

como citada na segdo 3.4. fys representa a fungdo de distribuicdo Maxwelliana local dada por

(3.32), isto & .
fu = n ( m )3/2 exp l:—-m(v —u'(x)) ] ’ (3.56)

2nkT 2kT
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em que a densidade do nimero das particulas n e a temperatura T neste caso sio consideradas
constantes.

Vamos linearizar a equagéo (3.55) em torno da fungdo Maxwelliana da superficie f,,, ou
seja,

f=Ffu(l+h), (3.57)

com s
fuw = Ny (27rkTw> exp(—C?), onde C =73V, (3.58)
onde n, = k%”; e h representa a perturbacio no sistema. Substituindo (3.57), (3.58) no

lado esquerdo da equacdo (3.55) e transformando o lado direito desta equagdo para a forma

adimensional encontramos

Oh

c n——

Y5y

Para se determinar a constante ; verifica-se que apenas a velocidade tangencial do gas é

diferente de zero (u, # 0), enquanto que a velocidade normal é nula, (u, = 0).

Segundo a Figura 3.6 verifica-se que para grandes distancias da superficie ( = ‘g‘—y" em que
( representa uma constante de proporcionalidade. E temos as condi¢oes para

{y = 07 Ur = 471 €
y oo,  us=((y+m)

O préximo passo para resolver a equagdo (3.59) é descobrir as condigoes de contorno para
a perturbagdo h. No caso de y = 0, ¢, > 0 e ndo existe perturbagao, isto é h=0 pois supomos
um espalhamento difuso. Para y — o0, ¢, < 0  usamos o método de Chapman-Enskog
representando a perturbagdo como

heg = A + D (3.60)

onde hcr se refere a perturbacio obtida através do método de Chapman-Enskog e h(®) repre-
sentard a perturbacio de ordem zero enquanto que k() a perturbacio de primeira ordem.

Ao se aplicar a expressdo (3.60) na equacdo (3.59) e aplicando o método de Chapman-
Enskog, ao igualarmos os termos de mesma ordem encontramos primeiramente que RO = hyy,

isto é, a perturbacdo de ordem zero é Maxwelliana. Logo concluimos que
hO) = 2c,u; = 2¢.((y + ) (3.61)

Substituindo (3.61) em (3.59) e tomando a igualdade dos termos de primeira ordem vem

(0)
¢y agy = —h1), entdo R = 2¢c.c,. (3.62)

Com as expressdes (3.61)-(3.62) temos as seguintes condigbes de contorno para a perturbacao

h

{y:O, ¢, >0, h=0
Yy — 00, cy<0a h=hCE=2cr<((y+7l)—cy)‘
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Portanto, tendo as condigdes anteriores definidas podemos resolver a equagao (3.59) com o
procedimento descrito abaixo, resultando o valor da constante 7;.

O procedimento € escolher um perfil de forma que u, e y; passam a ser conhecidos. Subs-
tituindo estes valores de u, e 4, na equagao (3.59) calcula-se a perturbagdo h. Com o valor

desta perturbacdo substituido na expressao abaixo calcula-se um novo valor para u,
Uy = W‘s/z/exp(—C'2) ¢ hdc,

que serd substituido novamente em (3.59) repetindo o processo. Este procedimento é efetuado
até se verificar que a solu¢do para u, convergiu.

Armazena-se o valor de u, obtido apds se verificar a convergéncia e o substitui na expressao
do perfil escolhido determinando-se assim o valor numérico da constante v;. Obtém-se desta
forma v,=1.01619.

Numa superficie de um sélido onde ocorre evaporacdo e condensagio, as condicdes de salto

na fronteira para as perturbacdes da pressao v, temperatura 7 e velocidade tangencial u;t; sao
(Sone Onishi[1978], Sone Aoki[1987], Sone [1991]):

v = igll—;—w—}-ji = —oqun; + C? (;97' i+ = <§Z; + gxl) nin; — ‘2%5Eumi, (3.63)
AL (.g_ ; g_) g -2 %kun, (364
ut; = ? <SZ: + -g%) ting + gg—og—;ti - %tj B(gzi), (3.65)

k= %(m + K3),

onde n; e t; representam a dire¢do do vetor normal e do vetor tangencial a superficie, respecti-
vamente. k; € K 530 as curvaturas principais da superficie sendo negativas quando a normal é
direcionada para o centro da curvatura e ¢ representa o parametro de rarefagao relacionado com
o nimero de Knudsen Kn através da relagdo ¢ = @ﬁ Nas equagdes (3.63)-(3.65) x = x'/é.

Os termos referentes aos saltos de pressdo, velocidade e temperatura tem os seguintes sig-
nificados:

a) cqu;n; e asu;n; sdo devidos a evaporagdo e a condensagdo na superficie do sdlido a ser
considerado;

b) %za%:-ni e —aﬁair-n, sao devidos ao gradiente normal da temperatura na superficie do sélido;
1

c) % (8”‘ + ) n;n; e < (3“' +2 . ) n;n; sao devidos ao gradiente normal da componente

normal da veloc1dade na superflcle do sélido;

e) Run; e PRu;n; sao devidos a curvatura da superficie do sélido;
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ag [ By
f) % (_3—:;;

e ao gradiente normal da componente tangencial da velocidade na superficie do sélido;

+ %EJ;) tin; é devido ao gradiente tangencial da componente normal da velocidade

g) Qgﬂg—;:ti é devido ao gradiente tangencial da temperatura na superficie do sélido;
h) %Ltjg%?l é devido ao gradiente tangencial da velocidade normal a superficie do sélido.

Os resultados numéricos destas constantes sdo apresentados por Sone [36], considerando-
se o modelo BGK, entretanto as constantes a; e ag deverdo ser multiplicadas por 3/2 se
considerarmos o modelo de Shakov. Os valores destas constantes para o modelo de Shakov sac

a1 = 2,13204; as = 0,83766; az = 0, 82085; ay = 0,38057,; as = 0,44675;

ae = 1,95408; ar = 0,33034; ag = 0,13157; ag = 1,01619; ayo = 0,38316;
11 = 0, 79519.

Observemos que a constante ag representa a constante v; calculada anteriormente. Entao
o calculo da constante v, serviu para ilustrar o procedimento para se obter uma das constantes

acima, isto €, ag.
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Capitulo 4

Solucao Cinética

4.1 Exposicac do Problema

Os fenémenos de transporte para sistemas em rotagdao sao afetados pois uma anisotropia nas
propriedades do gas é criada e como conseqliéncia os coeficientes de transporte mudam. Por
esta razao os fendomenos de transporte para sistemas com gases em rotagdo tem despertado
atencao de muitos pesquisadores [1, 2, 4, 14, 17, 7, 12]. A condugdo de calor através de um gas
confinado entre dois cilindros com diferentes temperaturas é um problema classico da dinamica
de gases rarefeitos e tem sido apresentado em varios artigos [54, 55]. Entretanto todos estes
artigos consideram os cilindros em repouso.

Recentemente [12, 13] foram analisados fendmenos de transporte linear através de um gas
rarefeito, isto €, a influéncia da rotacido no fluxo de calor entre os cilindros com um gradiente
radial de temperatura, considerando-se separadamente a transferéncia de calor e de momento,
sem levar em conta a transferéncia de massa e os efeitos cruzados. As conclusdes foram que:
i) a rotagdo afeta ndo somente quantitativamente os fenémenos de transporte mas também
qualitativamente; ii) alguns fendmenos existem apenas para sistemas em rotagao.

Iremos considerar um gés confinado entre dois cilindros coaxiais com raios Ry e Ry (Ro >
R;) com o eixo dos cilindros coincidindo com o eixo z conforme a Figura 4.1. Assume-se que
os cilindros sdo bem longos de forma que os efeitos de borda podem ser desprezados, isto é, a
solu¢do ndo depende da coordenada z. _

Neste capitulo dois problemas serdo tratados: o primeiro problema refere-se ao caso em que
o sistema em equilibrio é fracamente perturbado por uma unica forga termodinamica, o desvio
da densidade, enquanto que no segundo problema a perturbagao ocorre juntamente por tres
forcas termodinamicas, que sdo a pressio, a velocidade angular e a temperatura. Para todos os
problemas que serdo tratados a seguir a solucdo em equilibrio é a mesma.

Neste capitulo as grandezas denotadas com uma plica sao dimensionais.
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Figura 4.1: Cilindros coaxiais em rotagao

4.2 Solucao em Equilibrio Dinamico

Considera-se que a superficie dos cilindros apresenta condensagdo completa, isto significa que:
(i) as superficies do cilindro interior e do cilindro exterior condensam todas as particulas in-
cidentes e (ii) a fungdo de distribuicdo das particulas evaporadas é uma fun¢do Maxwelliana,
com a densidade do nimero de particulas independente da funcdo de distribuigdo das particulas
incidentes. Logo se ambos os cilindros rodam com a mesma velocidade angular (g e estao a
uma mesma temperatura Tp, entdo o gas se encontra em equilibrio dindmico, ou seja, o nimero
de particulas evaporadas por unidade de tempo nas superficies dos cilindros € igual ao numero
de particulas condensadas e a velocidade hidrodindmica radial do gis é zero. Entretanto a
velocidade volumétrica tangencial é igual a Qor’, onde r’ representa a coordenada radial e a
velocidade do gas nos contornos € igual a velocidade da superficie, isto é,

W (Ry) =R e u(Ro) =R (4.1)

Nestas condi¢des, a densidade do nimero de particulas (n = p/m) entre os dois cilindros

sera uma fung¢do da forma

n(r') = Bexp (ﬂ{fﬂ?,r”) ) Bo = <2;}0)1/2 (4.2)

onde [y é uma constante calculada através da massa da particula m, da constante de Boltzmann
k e da temperatura do sistema T, e B representa uma constante de proporcionalidade a ser
determinada. A distribuicdo de n(r’) segue da condigdo de equilibrio estético do gas no campo
da forga centrifuga. Entdo ao tomarmos um elemento de drea que gira em torno do eixo de
revolugdo z, obtemos um sélido contido entre os dois cilindros, com o mesmo centro e eixo
conforme esta representado na Figura 4.2.

Este tal invélucro é igual a densidade do nimero de particulas que se encontram no elemento
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Figura 4.2: Invdlucro considerado

de 4rea dA por unidade de altura
/ n(r')dA = (R — B2)noo, (4.3)

com ngy representando a densidade do ndmero de particulas quando os cilindros estao em
repouso (£0=0).
Portanto substituindo (4.2) na equagdo (4.3) teremos que resolver a seguinte integracao

27 R,
/ dc,o'/R ’ B exp (,Bgﬂgr'z) r'dr' = m(R3 — R?)noo,
0 1
de forma a obter a constante B dada por

_(1— R}/R}) G303 R3nao
= oxp (BIRRR) — exp (BIOBEE)

(4.4)

Substituindo o valor da constante B acima na equagdo (4.2) obtemos a seguinte expressao
para a distribui¢do da densidade do nimero de particulas em equilibrio dindmico entre os dois

cilindros
no(r') = noo(1 — R}/ R%) (BoQoRo)’ exp [(Bofyr)? .
( ) €xp [(509030)2] — €Xp [(ﬁoQoRﬂz] P [(ﬂ ) ] . (4 5)

4.3 Gas em Rotacao com Perturbacao na Densidade

4.3.1 Solugao fora de Equilibrio

Seré considerado a situagao em que o estado de equilibrio é fracamente perturbado no cilindro
interior, isto é, o nimero de particulas evaporadas difere ligeiramente do nimero de particulas
condensadas. Entédo, a densidade do nimero de partfculas evaporadas do cilindro interior é igual
a no(R;) + An, enquanto que no cilindro exterior é dada por no(Ro). E como |An| << no(R;)
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e permitido linearizar a equagéo do regime de transicao representando a densidade numérica,
a velocidade e a temperatura por

n(r') = no(r') (1-}-19(7") on ) (4.6)

no(R1)
") = B3 r) = (47)
ul(r') = Qor’ + ﬁo“w(r’)nfg1 5 (4.8)
T(r') =Ty (1 + () no?gl)-) , (4.9)

onde 9, u,,u, e T sao quantidades adimensionais, com nq(r’) e 8o dados pelas equagdes (4.5) e
(4.2), respectivamente. As equagdes (4.6), (4.8) e (4.9) representam a densidade numérica, a
velocidade tangencial e a temperatura como soma de seu valor em equilibrio ng, Qor’ e Ty mais
uma perturbagéo destes valores. A equagdo (4.7) representa a velocidade radial.

Considerando-se cilindros porosos torna-se possivel este tipo de fluxo, desde que se mantenha
uma densidade de no(R;) + An na parte interna do cilindro interior, enquanto que a parte
externa do cilindro exterior seja mantida a uma densidade no(Ry) que representa a densidade
do nimero de particulas quando o sistema se encontra em equilibrio, isto é, a perturbacao na
densidade s6 ocorre no cilindro interior. Deve-se notar que assumindo a perturbacao apenas no
cilindro interior ndo perdemos a generalidade do problema, porque o fluxo de gas causado pela
diferenca de densidade An no cilindro interior é o mesmo que aquele causado pela diferenga de
densidade —An no cilindro exterior.

4.3.2 Regime de Transicao - Modelo BGK

No regime de transi¢io o problema deve ser resolvido com base na equagao cinética de Boltz-
mann [33], mas a complexidade do termo de colisdes desta equagdo requer um grande esforgo
computacional. Por outro lado, como ja foi visto na se¢do 3.5, o modelo de Bhatnagar, Gross e
Krook (BGK) [34] para o termo de colisdes fornece resultados confidveis em toda a extensao do
nimero de Knudsen para fluxos isotérmicos. Se compararmos os dados numéricos do fluxo de
Poiseuille através de um tubo cilindrico baseado no modelo BGK [49] com aqueles obtidos da
equagdo de Boltzmann [56], acha-se que a discordancia entre estas solugbes é apenas da ordem
de 0,5%.

Assim, como estamos considerando também uma simetria axial e um estado ligeiramente
fora do equilibrio em relagio a densidade, sabemos que para o caso do fluxo de um gas rarefeito
podemos aplicar de maneira satisfatéria o modelo BGK. No caso de fluxo estaciondrio o modelo
BGK é dada pela equacio (3.55), onde como na segio (3.5), f(x/,v) é a fungdo de distribuigdo,
v é a velocidade molecular, v é a frequéncia de colisdo e fyr é a fungdo Maxwelliana local
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dada pela equagio (3.56). O lado esquerdo da equagao cinética (3.55) nio contém nem a forga
centrifuga e nem a forga de Coriolis pois no célculo numérico é mais conveniente usar-se como
referéncia o sistema em repouso. Porém, na superficie dos cilindros em rotacio, serd utilizada a
funcao de distribuigdo Maxwelliana local linearizada. Aqui escolheremos a frequéncia de coliséo
v de forma a fornecer corretamente a expressio da viscosidade de cisalhamento y no regime
hidrodindmico, isto é, v = P/u com P = nkT.

Os momentos da funcao de distribuigéo, isto é, a densidade numeérica n, a velocidade u’ e a
temperatura 7' sao definidas através da funcdo de distribuicao e representados pelas equagdes
(3.39)-(3.41). ,

E conveniente, devido a geometria do problema escrever o termo v - g;f—, em coordenadas
cilindricas, da mesma forma que foi descrito no lado esquerdo da equagao (3.45). Como estamos
considerando que a solucdo independe das coordenadas z’ e ¢’ e que v,=0, a equagdo (3.53)
transforma-se em

of v of v, Of
— —— —— — —— == — — . 41
o T e gy - M) (4.10)
Para resolver a equagao acima devemos escrevé-la na forma adimensional. Introduzindo a

grandeza adimensional
r=r'/Ry (4.11)

poderemos linearizar a equacgao modelo BGK em torno da funcdo Maxwelliana em equilibrio

fo, representando a fun¢do de distribuicdo por:

f(r,e) = folr,c) [1 + h(r,c)no?gl)} : (4.12)

onde: 32
fo(r,c) = no(r) (27:;:%) exp (—Cz) , (4.13)
C?=c? 4 (c, —wr)? + &, c = Bov. (4.14)

h(r,c) representa a perturbagdo da funcdo de distribuigdo do sistema, ¢ é a velocidade adi-
mensional da particula, em que (c,,c,,c;) sdo suas componentes cilindricas, no(r) representa
a densidade de particulas entre os dois cilindros dada pela equagdo (4.5) e w representa a

velocidade angular adimensional definida por
w = ﬁoQoRo. (415)

Como a equagio cinética (4.10) est4 escrita em relagéo ao referencial em repouso, a Maxwelliana
fo contém a velocidade tangencial na forma (c, — wr) que considera a rotagao dos cilindros.

Agora com todo o conjunto de expressdes (4.11)-(4.15) é possivel escrever primeiramente o
lado esquerdo da equagio (4.10) na forma adimensional. Para isto trabalharemos com os termos
v, 0L Ve ol o -—v'r#é% separadamente para depois reunirmos os trés resultados obtidos.

ror!Y r! Quy
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Portanto com o uso das expressées (4.11), (4.12), (4.14) o primeiro termo da equagéo (4.10),
v,gf,, torna-se

of 1 An
g Roﬂo l:f() (1 + h(r, c)m)] . (4.16)

A derivada da perturbagdo i em relagio a coordenada radial r fica indicada pois nio é conhecido
a sua dependéncia de uma forma explicita. Quanto a derivada da funcio Maxwelliana em
equilibrio fo em relagdo a coordenada radial r, é possivel efetud-la desde que se use a expressao
(4.13), observando que a dependéncia radial da densidade do nimero de particulas no(r) fornece

a variagao

0n0

— =2w?mn

or 0
e que a derivada de e(=¢*) em relacio a componente radial r é igual a 2w(c, —wr) e, Desta
forma

. ﬁ_ 1 An . 8_h+ 1
"9r' ~ RoBo’’no(Ry) Or ' Rofo

(2¢rcow)f. - (4.17)

Quanto ao segundo termo da equagdo (4.10), %2?%, também com o uso das expressdes
(4.11), (4.12), (4.14), teremos

RER LA
r! 8?), Ro,@o T 86,- 0 (Rl) '

Desenvolvendo a derivada parcial —3‘2— sobre os termos que estao no colchete da equagao anterior
T

teremos que a derivada da perturbacao h em relacio a componente radial ¢, da velocidade
adimensional ficard indicada por ndo se conhecer a dependéncia explicita da perturbaciao em
relagdo a velocidade radial adimensional. A derivada da fungdo Maxwelliana local fy em relagao

a esta velocidade ¢, sera dada por

9 fo
Je;,

., A N ~ —C2 ~
j4 que a dependéncia de f, em relacio a ¢, se encontra somente em e(~¢"). Entdo tem-se

= _2Crf0’

v of 1 An ¢ Oh 1 2cief

b2 = 4.18
" Ov,  RoPo Ono(R1) r dc, RofBo 1 ( )
O dltimo termo da equagéo (4.10), — =% aaf assim como os outros dois termos anteriores,

transforma-se primeiramente em

v, Of _ 1 cc [ (1 b An )}
r 8% " RoBo T Jc, foll+ no(Ri) /|

A derivada da funcio Maxwelliana local fy em relagio a componente tangencial da velocidade

adimensional ¢, é
9o
3c, = —2(c, — wr) fo,
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assim temos que

Uy af____ 1 f An  crc, 8h+ 1 (cp, —wr)c
r’ Ov, RoyfBo Ono(Rl) r dc, Rofo r

Entdo podemos juntar os resultados (4.17), (4.18), (4.19) e simplificando os termos seme-
lhantes teremos

sy (4.19)

8f L% v2 9f v, Of
Br’ r! Bvr r’ Ov,
1 f An c@_h+c Bh_c,qp_aiz_
T RoBo’’no(Ry) | T0r T r 8, 1 e,

Com o objetivo de simplificar os termos da equagdo (4.20) que contenham derivadas parciais

(4.20)

em relagao a velocidade adimensional da particula, iremos representar as velocidades adimen-

sionais ¢, € c,, em fungdo de suas coordenadas polares (c,, §):

‘ c
¢ = cpcosd ¢, = cpsend, ou c=c+c, § = arctan ci' (4.21}
r

Portanto, as componentes radial e tangencial da velocidade adimensional, sdo funcdes da

velocidade adimensional ¢, e do angulo §. Representamos entdo as derivadas parciais a%b‘ e gc};
por
Oh  Ohdc, Oh 30  Oh O =
- =P = cosfF——T 4.22
0 = Dey0c | B00e  Dg 0014 ()" (4.22)
Oh _ Oh dc, 0Ok OO _ Oh on =
— — —send + ———— 4.23
9, ~ Doy Bc, 000, ey T B8y L ()’ (4.23)

Com o auxilio de (4.21), (4.22) e (4.23) poderemos transformar o termo —ﬁaach - C—'rﬁ‘ﬂ% em
Ce Oh

—=222, e a expressao (4.20) toma a forma

6f+§8f_v,v¢?_f_
o Tt dv, r’ Ov,

1 f An oh cq,ah
- RQIBO Ono(Rl) crar r 80

Ent3o com a equagéo (4.24) conseguimos representar o lado esquerdo da equagio (4.10) na

(4.24)

seguinte forma adimensional:

1 f An . Oh ¢, 0h
Roﬂo ono(Rl) raT' r 80

Agora o objetivo é trabalhar com o lado direito desta expressdo para também representd-lo

] = —v[f - ful.

na forma adimensional. De inicio temos que

An [5h c(pah] RoBonkT [fM f}

no(Ry) cr-g; ro0| U
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com v = P/u. Ao se utilizar a expressio

2mk‘To> 12

[+ = NooAoo ( (4.25)

para a viscosidade de cisalhamento, a expressdo (4.9) para a temperatura T e a expressao’

5= YT B

2 o (4.26)

para o parametro de rarefacdo, onde Ao € o livre caminho médio das particulas com densidade

ngo € temperatura Tp, teremos que

RoBonkT no ( An )( An ) no ( An An )
Y =f— (14— (17— " — (1479
K 00 no(R1) 7-7?0(31) oo + no(R1) + 7-Tlo(Rl)

desprezando os termos iguais ou superiores a segunda ordem em no?gl). Portanto

An _6_h C¢ah _ ¢No An - An f_M_i
el | Rl (R R ) e FEC

Agora o préximo passo é trabalhar com [% — 3‘%] A velocidade V2 é desenvolvida considerando

que as velocidades envolvidas apresentam componentes na diregdo (r, ¢, 2)
Vi=(v—-u)?=0*=2v-u' +u”

Usando as expressoes (4.7), (4.8), (4.14), (4.15) vem
- An _ An
= ,30 2 (cz + ci + CZ) — 2,30 CrUp——— (Rl) Qﬂo 2c(p (wr + uwm>

2

An \* An ,
+ (B"_l“’no(gl)) +< 5 lwr + By uy——e (Rl)) . (4.28)
A

Desprezando os termos a partir de segunda ordem em —2%— e fazendo C, = ¢, — wr, com
nO(Rl) ¥ ¥ )

as simplificagbes possiveis tem-se

An An ] (4.29)

- _9C. u,———
no(R1) wthe Tlo(Rl)

Entdo a fun¢io Maxwelliana fys, dada pela equagio (3.32), em funcdo da constante 3, transforma-

Vi= 60_2 [C.z — 2¢,u,

se com o uso da equagdo (4.29) aproximadamente em

3 ﬁS 9 /B 2 An
fu=n (7—;27) exp(—B°V?) = n ( 3/2) eXP(—%C ) {1 + 26U (E) no(R1)

1Se o raio do cilindro exterior Rg nao for comparavel ao raio do cilindro interior R; uma melhor definicdo

para o parametro de rarefagdo é § = 1’-5-9)‘—0%-.
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B 2 An
+2C,u, <ﬁ0) ————no(Rl)},

onde foi possivel usar a aproximagio exp(z) ~ 1 + z devido ao fato de que |An| << no(R;).
Podemos agora escrever que a razao %1 sera

(7)o (=T o] (erem (5) stmg o (5) 30
fo o mo \Bo P B3 O L+ 2w Bo no(Rl).{—ZC‘puw <%> no(Ry) |

De uma forma genérica temos que

N/2
(2)" - ()" - (e /N(l_T I R
ﬂo T 1+T (R) TLo(Rl) - 2 no(Rl)

com N representando um ndmero inteiro qualquer. Entao

fM An B § An ,  An An An
fo (1 * 197710(1’31)> (1 QTnO(RI)> (1 +e T”O(Rl)> (1 * 20rurn0(Rl) i QCWU%O(Rl))

se reduz a

fMN [ , 3) } An
A z9+2c,ur+20so“v’+<c " 2) | no(Ry)’

De acordo com a equagdo (4.12) e a aproximagdo acima, a equacdo (4.27) resultard em

An [Ca_h cwah}_éﬂ(l_*_ﬂ An +r An ) An {19
'I’Lo(Rl) raT‘ r 60 - Moo no(Rl) no(Rl) no(Rl)

+2c,ur + 2C,u, + (02 - g—) T — h}.

Finalmente ao se considerar apenas os termos até a primeira ordem em no‘?]’;l) obtemos a equagao

que rege o sistema estudado

[ Z—f—i—w%%} 5;0-; [19—}—2( —wr) Uy + 2¢,u, + (Cz—-;:)T—h] . (4.30)

A equagdo (4.30) é uma equagdo integro-diferencial que envolve os momentos adimensio-

nais ¥, u,,u, € 7 da funcdo de distribui¢do. Todos estes momentos estdo relacionados com a
perturbacdo A como sera demonstrado a seguir.

O momento adimensional ¥ é obtido substituindo-se no momento dimensional n (3.39), a

expressio para a densidade numérica em fungao da quantidade adimensional ¥ (4.6) no lado

esquerdo da igualdade e a expressdo para a fungdo de distribuigdo (4.12) no lado direito, além

de transformarmos o elemento dimensional dv para o elemento adimensional dc:

<1+19n?; ) a5 /fo<1+h ?}’;)) de.
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Substituindo a fun¢do Maxwelliana em equilibrio pela expressio (4.13) é possivel simplificarmos
a densidade numérica em equilibrio ng resultando

An 1 9 An
(1+0n0(31)> = 71_3/2/exp (—C’ ) [1+hno(R1)] dc.

/exp(—Cz) de = 732,

resulta para o momento adimensional ¥ a expressao:

Tendo-se que

S #/exp (—Cz) hdc. (4.31)

Quanto aos momentos adimensionais u, e u,, primeiramente escreveremos a expressio para

a velocidade u’ (3.40) em termos de suas componentes (r,¢)
, 1
e / o f dv, (4.32)
n

1
ul, = —/vwf dv. (4.33)
n
Por primeiro tomamos a equagao (4.32) e substituimos as expressoes (4.7) e (4.12)

An 1
noB)  no (1+9:88

u-B5 "

)/foc,ﬁo-‘* <1+h ? )) de.

Substituindo fy pela equacdo (4.13) obtém-se aproximadamente

An An 1 9 An
u,————no(Rl) ~ (1 _19_n0(R1)) m/ c-exp(—C?) (1 +hn0(R1)) dc.

Utilizando o fato de que

/cr exp(—C?) dc =0, (4.34)

a expressdao acima toma a forma

An An 1 2 An
e |l = ——— | —= [ ¢ —C*h dc,
u no(F) (1 ﬂ.no(Ri)) /c exp(—C?) c

que desprezando termos quadraticos em no‘()]’;l) resulta

1

Up = =7z
r m3/2

/ ¢, exp (—C?) hde. (4.35)

O mesmo procedimento acima é aplicado para a velocidade tangencial u,

(wﬂo r+ By lug Z(ln ) /fc¢5()—4dc
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Pode-se multiplicar toda a equagdo por S, e utilizar a equagio (3.39) no termo wr com o
objetivo de inseri-lo na integral que aparece no lado direito da igualdade

1 An 1
;wr/ fdv +u<pno(R ) ;/ fe.B52 de, ou

A
uwno(;:) = l/(c“,—(,ur)fﬁo_e’dc.

n

Utilizando a expressdo (4.6) para a densidade numérica n, a expressao (4.12) para a funcio de
distribuigao f e a expresséo (4.13) para a fungao de distribuicdo Maxwelliana em equilibrio fg,
obtém-se que

u%% ~ (1 - 0%) ;é/—?/(c¢ — wr)exp(—C?) (1 + hno?Rl)) de.

Assim utilizando uma equagao semelhante a (4.34) para a velocidade adimensional ¢, tem-se

Uy = # / (cp — wr) exp (—02) hdc. (4.36)

Por fim, para o momento adimensional 7, substitui -se na equacdo (3.41) a expressdo para
a temperatura 7' (4.9) do lado esquerdo da igualdade e as expressdes (4.6), (4.12), (4.13) do
lado direito

An m 1 5,2 A
fo <1+Tno(31)> 3k mo (1+0-22) /e (Hh (Rl)> de, o

An An 1 2 . 9 An
1+TTL0(R1) ~ (1 —ﬂnO(Rl)) 7—;3—/3/ 3C' exp(—C*) <1+hn0(R1)> dc, ou

An An 2 2 An
1+TTL0(R1) (1 ﬂnO(Rl)) (1+ 3/2/ 3C exp(—C )h—no(Rl) dc)

e com o auxilio da equagdo (4.31) resulta

T — To 1 2 2 2
T = TolBnTno(F)) ey / (-?;C - 1) exp (—C’ )hdc. (4.37)

Assim 9, u,, u, € T sdo definidos respectivamente por (4.33), (4.35), (4.36) e (4.37). Deve-se
notar que no volume que contém o gés rarefeito a temperatura pode variar mesmo os cilindros
estando a uma mesma temperatura 7p. |

Agora que todos os momentos adimensionais estdo representados, o préximo passo para
resolvermos a equacao (4.30) é determinarmos as condigdes de contorno na fronteira, isto €, a
forma da perturbacdo h na superficie do cilindro interior e na superficie do cilindro exterior.
Deve-se notar que as particulas que deixam a superficie do cilindro interior tem velocidade ¢,
dirigida para fora desta superficie em direcdo a superficie exterior, ou seja, ¢, > 0, enquanto que
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para as particulas que deixam o cilindro exterior a velocidade c, ¢ direcionada para dentro no
sentido da superficie do cilindro interior, ou seja, ¢, < 0. Para o cilindro exterior a perturbacio
é nula por termos a perturbacao agindo apenas no cilindro interior.

Recordando que temos a perturbacdo apenas na densidade do cilindro interior (r' = R,),
ou seja, a temperatura da superficie T,, é igual a temperatura de equilibrio Tj, ¢ possivel
determinar o valor da perturbacao h no cilindro interior trabalhando com a funcao Maxwelliana
da superficie, f,:

fo=mn ( ik )S/Zex _mVE o (14 e no(Ba) ( m )3/2 _mV?
v =\ ok Ty P72k, | =™ no(R1) orkTo) P | 2Ty

que sera igualada a equagdo (4.12), isto é

nw — no( Ry) m \3/2 mV?| An
"°<1+ no(Ry) )(%k:ro) eXp[_%To]_f°(1+hn0(R1)>'

Substituindo fy pela expressdo (4.13) e comparando os termos de ambos os lados da igualdade

obtemos que a perturbagido da densidade no cilindro interior sera igual a 1.
Portanto, resumidamente temos que a condigao da fronteira para a perturbagao h tem a

forma:
h=1 para ¢, >0 e 1= R;/R,, (4.38)

h=0 para ¢ <0 e r=1. (4.39)

A equagio (4.30) é funcio das componentes da velocidade adimensional ¢ = (¢, ¢y, c:).
Como a solugdo independe da coordenada z, para eliminar a varidvel c, da equacio (4.30) duas

fungdes sdo introduzidas:

b= L\/_ /_+oo exp(—c?) hdc;, (4.40)

\/_/ exp(— )(c - —) hdec,. (4.41)

Portanto para escrevermos a equacio (4.30) em funcdo de ¢ e ¢ devemos multiplica-la pelo

2
—c . . , . .
fator &= e de ois integra-la em todo o intervalo, ou seja
N ) )

(\/_/ exp(— 2)halcz)— ae(w/ exp(— Z)hdcz)

_ n_oo{ (\/_/ exp( cz)dcz)+2(c¢ (\/_/ exp(— 2)dcz>
+2cu, ( v / exp(~ )dc,) ( v / (& —= exp( cz)dcz>
+7 (2 + (cp —wr)? —1) ( 7 / exp( cg)dcz)—ﬁ _:exp(—cg)hdcz}. (4.42)
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Utilizando as seguintes integrais

1 +00 1 |
N /_oo exp(—c?) de, = 1, ﬁ/ (2 — —2—)exp(—c3) dec, =0, (4.43)

a equagao (4.42) se transforma em

c —-—————:5——-{19—{-[cf—l—(cw——wr)z—-l]'r

+2(cy, —wr) uy, + 2¢c,u, — </>} (4.44)

Seguindo o mesmo procedimento, multiplicamos a equa¢do (4.30) pelo fator 71—77 e~ (2 — 1)

e integramos a equagdo resultante em relacdo a dc,:

oo (J [ - Pemt-chde ) =25 (o= [ Te-3 ) expl~<h) he

=2 {19 (\/_/ (-1 exp( )dcz) +2(c, — wr) (%/_":)(cz _ %)exp(—ci)dcz)

+2eu, (\/_/ (2— L exp( )dcz> (f/ (-2 ci—%)exp(—cﬁ)dcz)

+7 (cf + (cp — wr) (\/_/ exp( ?) dcz) - % [-:O(cz — %) exp(—c?) hdcz} .

(4.45)
\/—/ eXP‘C)(Cz—g)(ci—%)ch%

junto com o resultado obtido na equagio (4.43) transformam a equacéo (4.45) em

0 c,0¢ _ s 1 )
o or B 7% ‘noo (27- (446)

A integral

Assim, resumidamente, transformamos a equacdo (4.30) em um sistema de equagbes para
¢ e P que sdo (4.44) e (4.46).

Os momentos da fungao de distribuigao 9, u,, u, € 7 dados pelas equagdes (4.31), (4.35),
(4.36) e (4.37) sdo facilmente expressos em fungdo de ¢ e 3. Com o auxilio da equagéo (4.14)

temos que:

+o0
J = —g— exp[—c?] de, /

m2 —00 —00

+00 +oo
exp[—(c, — wr)?] de, / exp[—c?] h dc.,

e desta forma podemos expressar o momento adimensional ¥ em func¢éo da variavel ¢ definida

em (4.40) como

= ;1]_-/_:)0 /_:o exp [—cf —(cp — wr)z] ¢ depdce,,. (4.47)
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A partir deste ponto por simplicidade iremos omitir os limites de integracio (—oo, +00).
O mesmo procedimento pode ser utilizado para os momentos adimensionais u, € u,, encon-
trando assim

U, = %//c, exp [—cf — (ep — wr)Z] ¢ de,dc,, (4.48)

1
up = — // (cp — wr) exp [—cf — (ep — wr)z] ¢ de,de,,. (4.49)
Entretanto o momento adimensional 7 aparecera em fungio das varidveis ¢ e 1 dadas pelas

definigdes (4.40) e (4.41), como é demonstrado abaixo com o auxilio da equagio (4.14)
1 2 2
T = ;375// [§ (cf + (¢, — wr)2) + <—3—c§ - 1>] exp[—c? — (¢, — wr)?] de, dcq,/exp[—cf] hdc,
2
= 37 // (cf + (¢p — wr)? — 1) exp[—c? — (c, — wr)?] de, dcw/exp[—cg] hdc,

2 1
+37r3/2 //exp[—c? — (cp — wr)?] de, dcw/ (cz - 5) exp[—c?] hde,.

Tendo como resultado

T 3%? J [{le+ (o —wm? =1 6+ v} exp [~ ~ (e, —wr)*] derde,. (4.50)

Portanto as equacdes (4.47), (4.48), (4.49) e (4.50) representam os momentos adimensionais
J,u,,u, € T em fungdo das varidveis ¢ e . Para podermos resolver o sistema de equagdes
(4.44), (4.46) é necessario determinarmos as condiges de contorno para ¢ e .

Com o uso das condigdes de contorno para a perturbacdo h dadas por (4.38), (4.39), obtém-
se facilmente, com base nas integrais (4.43) que:

p=1, P =0 para ¢ >0 e r = R;/Ro, (4.51)

$=0, =0 para ¢ <0 e r=1. (4.52)

4.3.3 Meétodo de Solugao

O objetivo agora é resolver as equagdes integro-diferenciais (4.44), (4.46)-(4.50) com as condigdes
de contorno (4.51), (4.52) que por sua vez podem ser reduzidas a um sistema de equagdes inte-
grais para os momentos da fungao de distribuicdo. Entretanto, este método requer um grande
tempo computacional, especialmente para grandes valores do parametro de rarefagio d, que é o
inverso do nimero de Knudsen Kn. Este é um dos motivos pelos quais deve-se usar o método
das velocidades discretas.[29, 30]

O método das velocidades discretas consiste em introduzir uma grade regular no espago
tridimensional das varidveis r, ¢, e 0 e resolver o sistema de equagdes para ¢ e .

Introduz-se para a grade regular

R, 1 -2

Tk = Tk—1 + Ar, 1<k<N, To = R’ Ar
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1

Cp; = Cp;_, + Acy, 2<i< N, Cp, = 2Acp, Ac, = N (4.54)

O =60 [ +A0Y,  1<n< N}, 6F=0, A= Ni: (4.55)

07 =607, +A6~, 1<n<N;, 67=0, Al = -]g: (4.56)
[}

onde N,, N, N;j e N, representam o nimero de pontos relacionados & coordenada radial, &
velocidade e ao angulo #. A notagdo 6% e #~ indica a varredura do angulo 6 no sentido anti-
horério dentro do intervalo de 0 < 8% < 7 e a varredura do angulo 6 no sentido horario dentro
do mesmo intervalo 0 < = < 7. ¢y denota uma velocidade inicial numérica. Se representarmos
as. funcodes ¢ e ¥ como

1
¢fin = ¢(rkvcp.',01jz:) = 7’;/exp(_cZ)h’(.rk’cpncz,ei:) dczv

Ipl:i:zn = 1/)(7', cp7 \/——/eXp (C - ’;‘) h('r, c,,,cz,9) dCz.

as equagdes (4.44) e (4.46) sdo escritas como

+ + + 4+ +
o= Phein — ¢k—e,z‘,n cp;send; Piein — ¢k,i,n_1 -5 1o 9
Cp,; COS U, + T =0—\Vk
eAr Tk Ab Moo

+7k [cf,‘. cos? 0F + (c,senbE — wry)? — 1] + 2(cp;senfE — wrp)ug, + 2(cp, cos 0 )u,, — ¢ 1,

(4.57)
+ + + N
Y Viin — Ve < cp;senbE Vi, — Viino1 _5mo (1

= “re — 4.5
eAr Tk AGi Moo 2Tk Q/)km)’ ( 8)

onde ¢ = sign(cos#%) é a fungdo sinal. ¥k, u,,, U, € Tk sdo as aproximagdes para ¥(rx),

up(Tk), Up(r) € T(7%), respectivamente. Os valores de ¢i;, e i, no primeiro (k = 0) e no
tltimo ponto (k = N,) sdo conhecidos pois correspondem aos valores dados nas condigdes de
contorno (4.51)-(4.52).

Para a primeira iteragao as fungdes ¥(r), ur(r), uy(r) e 7(r) sdo assumidas conhecidas.
Quando as equacdes (4.57)-(4.58) sdo resolvidas para qualquer valor de c,, e 6 obtendo ¢,
e L, , entdo novas quantidades de 9y, ur,,u,, € Tk sdo calculadas de acordo com as definigdes
(4.31), (4.35)-(4.37).

A férmula quadratica para o desvio da densidade é

1 Nc o Ng

= _Z Z lez-nwkm Z kawkm ’

n=0

Wi = A% exp [——c?,‘, cos? 0F — (c,,senfE — wrk)z] cpi A, AG*,
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=) ——————

RR/R)

Figura 4.3: Relacdo geométrica entre 8, e RINT e a representagao grafica da fungio de dis-
tribuicao f

com A% assumindo valores segundo a regra do trapézio para a integragao

Af =

n

0.5 se n =0 ou N,
1 se 0<n<Nf

A quadratura para os outros momentos apresenta forma analoga. Depois as equagdes (4.57)-
(4.58) sdo resolvidas com os novos valores de ¥, u,, , y, € Tx. O processo é repetido até o alcance
da convergéncia, isto €, até que a diferenca relativa entre os momentos calculados entre duas
iteragOes sucessivas for menor do que a precisdao desejada.

Uma caracteristica tipica do fluxo de um gds rarefeito ao redor de um corpo convexo ¢ a
descontinuidade da fungio de distribui¢do. Na analise da Figura 4.3 percebe-se que a fungdo de
distribui¢do para 8 < 6, é funcdo da perturbagdo h do cilindro interior, e para 6 > 6, é fungdo
da perturbagdo % do cilindro exterior, entretanto no ponto = 6, a funcio de distribuicio
apresenta um salto. Como foi demonstrado por Sugimoto e Sone [23] o método das velocidades
discretas deve ser modificado para funcdes de distribuigdo descontinuas. Sem esta modificagdo
é impossivel reduzir significativamente o erro numérico usando uma diferenca ordinaria, mesmo
se a grade de incrementos for considerada muito pequena. Entido o método foi adaptado de
forma que nos pontos de descontinuidade dois valores da fungdo de distribui¢do sdo calculados
integrando-se as equacdes (4.44) e (4.46) ao longo das caracteristicas: uma caracteristica comega
no cilindro interior para calcular o primeiro valor, enquanto a outra caracteristica comega no
cilindro exterior para se calcular o segundo valor da fun¢do de distribuicdo. Usa-se estes val-
ores para calcular a funcido de distribuigdo na grade de pontos préximos a descontinuidade:
o primeiro valor é usado para o ponto que estd entre o cilindro interior e a descontinuidade,
enquanto o segundo valor é usado para o ponto que estd entre o cilindro exterior e a descon-
tinuidade. Logo os pontos de descontinuidade serdo calculados pela relagdo entre o angulo g e

o raio do cilindro interior R;, que é, uma fungdo continua expressa por fy = a.rcsenﬁ%\’ﬁ.
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Tragaremos uma malha para RINT e 6, tendo dois problemas a considerar na determinacio
destes pontos:

i) Dada a posi¢do RINT devemos calcular fy. Neste caso a posicio das linhas horizontais
sao conhecidas e desejamos a posigao das linhas verticais.

ii) Dado o angulo 6, devemos achar a posicio RINT. Agora a posicio das linhas verticais
sao conhecidas e deseja-se obter a posi¢ao das linhas horizontais.

No final deste processo obtemos todos os pares de pontos (6p, RINT) em que ocorre a
descontinuidade da fungéo de distribuicio, tornando a sendide completamente determinada.

Para se resolver as equagdes (4.57)-(4.58) testes numeéricos sdo feitos para a razdo dos raios
de Ri/Ro=0,5 e para valores de ¢ de 0,01 a 40. Cinco valores da velocidade angular w sio
considerados: 0; 0,25; 0,5; 0,75; e 1. Observa-se que em w = 1 a velocidade da superficie
do cilindro exterior é igual a velocidade molecular maxima provavel, a qual tem a ordem da
velocidade do som. Como na prética esta velocidade é dificilmente alcancada, ndo hd sentido
em considerar valores de w maiores do que 1.

Para estimar a precisao numeérica das quantidades calculadas alguns testes foram feitos para
§=0,1; 1; 10; 20 € 40 com w = 0 e 1 e dobrando o valor numérico dos parametros. O primeiro
passo é o calculo dos parametros para se definir a grade. Como a fracdo das particulas que
tenham velocidade reduzida maior do que cinco é muito pequena, adotamos ¢o = 5. Escolhe-
se um determinado valor para § e outro para w. Deve-se observar que para w = 0 temos
Ni = Ny = Ny pois a fungéo de distribuigdo é simétrica em relagdo ao angulo 6 e para w # 0
tem-se N > N; pois a funcio de distribuigdo é anti-simétrica. Inicia-se a procura da grade
com valores razodveis para os parametros, por exemplo, (N, N, Np)=(100, 20, 40) para w=0
e (N, N, N, Ny )=(100, 20, 40,20) para w = 1. Conserva-se entdo os valores para N, e N,
e altera-se Ny para Ny = 80,120,320, etc ou N, , N; = 80,40;160,80;320,160; etc até se
atingir a convergéncia nos valores para u, € u,. Entdo com o valor encontrado para Ny ou
N;, N;, faz-se o mesmo procedimento para N, cujos valores poderdo ser N, = 40, 80, 160, 320,
etc. Apds se achar o valor de N, aplica-se o mesmo procedimento para N,, com N, = 200, 400,
etc. Portanto determina-se a grade através da convergéncia desejada. Escolheu-se a variagao
do tipo Nysedo = 2Nanterior Para qualquer pardmetro com o objetivo de poder se observar uma
maior variacao nos resultados. Uma andlise destes resultados numéricos mostra que os valores
de u, e u,, se alteram dentro de 0,5% para § < 10 e dentro de 1% para § > 20. Utilizou-se um
critério a mais de precisdo, isto é, a verificacdo da conservacio da lei de massa (nou,r=const).
A anilise dos resultados numéricos mostram que para w=1 a distorgao desta lei ndo excede 1%
para qualquer §. A distorgao da conservagao da lei de massa para w <1 é essencialmente menor
do que para w = 1. Entdo, pode-se considerar que o erro numérico das quantidades u, e u, é
menor do que 1%.

A grade encontrada é de uma forma esquematica para w=0 e w = 1, respectivamente:

e§=0,1 (N, N. Ng)=(200,40,40) e (N,, N, Nj, N;) = (100,20, 40, 20),
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Tabela 4.1: Velocidade Radial u, na posicdo (r =0,75) vs § e w
U,

d w=0 w=0,25 w=0,5 w=0,7 w=1
0,01 0,1881  0,1844 0,1739 0,1578 0,1376
0,04 10,1883 0,1846 0,1740 0,1578 0,1375
0,1 0,1886 0,1848 0,1741 0,1577 0,1374
0,2 0,1890 0,1852 0,1743 0,1576 0,1370
0,4 10,1899  0,1839 0,1745 0,1573 0,1363
0,8 0,1914  0,1870 0,1748 0,1567 0,1349
1,0 0,1921 0,1875 0,1749 0,1563 0,1341
2,0 10,1959  0,1906 0,1762 0,1553 0,1315
4,0 0,1995 0,1931 0,1754 0,1510 0,1248
8,0 0,2030  0,1949 0,1723 0,1431 0,1141
10  0,2040 0,1950 0,1704 0,1396 0,1097
20 0,2067  0,1930 0,1604 0,1239  0,09248
40  0,2078 0,1871 0,1434 0,1022 0,07188

e5=1,0 (N, N, Ng)=(200,40,40) e (N,, N, N;i, Ny ) = (100,20, 80, 40),
e5=10  (N,,N,, Np) = (400,40,40) e (N., N, Nj, N;) = (200,40, 320, 160),
e6=20 (N, N, Ng) =(200,80,40) e (N,, N, Nj, N;) = (400,40,320,160),
e§=40  (N.,N., Ng) =(100,160,40) e (N,, N, Nj, N;) = (400,40, 320, 160).

Como a distor¢do da precisao é essencialmente menor para valores de § e w menores do que
os determinados, temos que as grades acima podem se estender para outros valores de w, isto
é 0,25;0,5 e 0,75. O mesmo pode ser aplicado para o pardmetro §. A grade encontrada para
§ = 0,1 se estende para outros valores menores do que este, como por exemplo, § = 0, 01;0,04;
a grade para § = 10 se estende para § = 0,2;0,4;0,8 e a grade para § = 10 é a mesma do que
para ¢ = 2,0;4,0;8,0.

4.3.4 Resultados e Discussoes

Na Tabela 4.1 os valores adimensionais da velocidade radial u, relacionada com a velocidade
radial dimensional através de (4.7), sdo apresentados como fungdo do inverso do nimero de
Knudsen § e da velocidade angular w. Podemos ver que para qualquer § o valor de u, essen-
cialmente decresce quando a velocidade angular w cresce.

Na Tabela 4.2 os valores da velocidade tangencial adimensional u,, relacionada com a dimen-
sional (4.8) sao dados como fungdo de § e w. Como para w = 0 tem-se que u, = 0, este valor
de w é omitido. Pode-se ver que para grandes valores de § a dependéncia de u, na velocidade

angular w ndo é mondtona.
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Tabela 4.2: Velocidade Tangencial u, na posigio (r = 0,75) vs § e w
—u,

b w=0,2 w=0,5 w=0,75 w=1
0,01 0,02908 0,05403 0,07167 0,08051
0,04 0,02961 0,05497 0,07288 0,08182
0,1 0,03061 0,05678 0,07521 0,08433
0,2 0,03218 0,05963 0,07888  0,08826
0,4 0,03497 0,06467 0,08532  0,09516
0,8 003977 0,07326 0,09614  0,1066
1,0 0,04194 0,07709  0,1009  0,11150
2,0 0,05167 0,09413  0,1216  0,13240
4,0 0,06792  0,1218 0,1539 0,1633
8,0 0,09465  0,1656 0,2026 0,2089
10 0,066  0,1845  0,2228  0,2269
20 0,1628 0,2679 0,3054 0,2960
40 0,2627 0,3986 0,4179 0,3801

Na Figura 4.4 mostra-se o perfil da velocidade tangencial u, no intervalo entre os dois
cilindros. Veremos adiante que para amplos valores de é o aspecto do perfil é semelhante ao da
solucao hidrodindmica e que para pequenos valores de d, u, permanece praticamente constante.
Notemos que para todos os valores de § e w a velocidade tangencial é negativa. Este resultado
é devido a agao da forga de Coriolis. ‘

Na Figura 4.5 o desvio da densidade ¥ definida por (4.6) é dada em funcdo da distancia radial
adimensional r. Percebemos que o desvio da densidade nao é monotonicamente decrescente com
r. Isto pode ser explicado pelo fato de que dois fatores afetam a densidade perto do cilindro
exterior: (i) a forca centrifuga, que aumenta a densidade, (ii) e a condensacdo do gas, que
diminui a densidade. Numa distdncia ndo muito longe do cilindro exterior o primeiro fator
predomina porém perto desta superficie o segundo fator prevalece. Pode-se observar que existe
um salto da densidade nas superficies dos cilindros. Este salto é um fenémeno usual em um gas
rarefeito. Adiante se verd que para grandes valores de ¢ (préximos do regime hidrodinamico) o
salto da densidade é menor.

Na Figura 4.6 o desvio da temperatura 7 definido por (4.8) é apresentado. A variagdo da
temperatura no volume do gds com a temperatura constante nas superficies das fronteiras é
uma caracteristica peculiar do fluxo de um gas rarefeito. De qualquer modo, esta variagao €
usualmente pequena. Para o fluxo isotérmico de Couette sem a evaporagao e condensagao na
superficie, a variacao da temperatura nao excede 0,02 [16]. No problema em questdo, ambos os
cilindros estdo a uma mesma temperatura Ty mas a variagdo de temperatura no intervalo entre
os cilindros é significante e alcanca o valor de 0,12. Assim, a evaporagdo e a condensacao do
gas na superficie, aumenta mais ainda a variagdo da temperatura no volume do gas. O mesmo

resultado foi obtido por Sone [34] et al. para a evaporagdo e condensacdo do gas rarefeito entre
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Figura 4.4: Velocidade tangencial u, versus r: linhas solidas - w = 0,5; linhas tracejadas -

w=1.
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Figura 4.5: Desvio da densidade ¥ versus r: linhas sélidas - w = 0; linhas trago longo - w = 0, 5;

linhas traco curto - w = 1.
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Figura 4.6: Desvio da temperatura 7 versus r: linhas sélidas - w = 0; linhas trago longo -
w = 0, 5; linhas trago curto - w = 1.

duas placas paralelas.

4.4 Gas em Rotacao com Perturbagoes na Pressao, na
Velocidade Angular e na Temperatura

4.4.1 Modelo de Shakov

Nesta secio, com base na equagao cinética, investigaremos o fluxo de um gas rarefeito contido
entre dois cilindros coaxiais apresentando evaporagdo e condensagao nas suas superficies assu-
mindo que o equilibrio é perturbado a0 mesmo tempo por pequenos desvios no equilibrio da
pressio, da velocidade angular e da temperatura.

Assumindo as mesmas condigdes iniciais para o modelo BGK descrito na segao anterior,
ou seja, ambos os cilindros rodam inicialmente com uma velocidade angular {)y e estao a uma
mesma temperatura Tp, tem-se que o nimero de particulas evaporadas e condensadas para cada
um dos cilindros é igual. Assim, a fungao de distribuicdo das particulas do gés é Maxwelliana
e dada pela equagio (4.13) com o nimero de particulas no dada pela equagao (4.5).

Portanto, é considerado a situagao em que o estado de equilibrio é fracamente perturbado

em funcao de trés fatores:
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(i) As particulas evaporam do cilindro exterior com a pressio de equilibrio Py(R,) enquanto
que a pressao das particulas evaporadas do cilindro interior P, difere ligeiramente da pressio
de equilibrio da superficie , isto é,

|AP|
Po(Ry)

P, = Py(R,) + AP, <1, (4.59)

onde a pressao das particulas evaporadas do cilindro exterior é a pressdo de equilibrio Py(r’) =
no(r")kTy;

(i1) O cilindro exterior roda com a velocidade angular de equilibrio 9 enquanto que a
velocidade angular do cilindro interior €, difere ligeiramente da velocidade angular Qo, isto é,

Q) = Qo + AQ, BoR1|AQ| < 1. (4.60)

Assume-se que a diferenca das velocidades superficiais dos dois cilindros é pequena quando
comparada com a velocidade do som.
(iii) A temperatura do cilindro exterior é a temperatura de equilibrio Ty, enquanto que a

temperatura do cilindro interior T} difere ligeiramente da temperatura de equilibrio Tg, isto é,

|AT|
To

Ty, =To+ AT, < 1. (4.61)

Novamente a perturbacdo ocorre apenas no cilindro interior, € como na sec¢ao anterior, nao
perdemos a generalidade do problema, porque o fluxo de gas causado pela diferenga de pressao
AP, pela diferenga de velocidade AS) e pela diferenca de temperatura AT no cilindro interior
é o mesmo que aquele causado pela diferenca de pressio —AP, pela diferenca de velocidade
—A e pela diferenga de temperatura —AT no cilindro exterior.

O objetivo desta secao sera a determinagdo dos campos da densidade, da temperatura, da
velocidade, do vetor fluxo de calor e do tensor tensdo como fung¢do dos mesmos parametros
anteriores: o parametro de rarefacdo § e a velocidade angular w dados pelas equagdes (4.26) e
(4.15), respectivamente.

Consideraremos juntamente a transferéncia de massa, momento linear e energia que fornece
corretamente o nimero de Prandtl. Lembrando-se que o modelo BGK é satisfatoriamente
aplicado apenas para fluxos de gases isotérmicos como ja foi discutido na segdo 3.5, usaremos
o modelo ”S” para este nosso caso. de fluxo de gds rarefeito ndo-isotérmico devido ao fato
deste tltimo modelo fornecer resultados numéricos satisfatérios para uma grande variacao do
parametro de rarefagdo .

Aplicando-se o modelo ”S” na equagdo de Boltzmann (3.4) obtemos em coordenadas cilindri-
cas a equagdo (3.45). Por estarmos tratando de um fluxo estaciondrio cuja solugao independe
das coordenadas z’, e ¢’ e v,=0, a equagdo (3.45) transforma-se em:

of , v 0f _uvs OF

v e—
"or' 1 Ov, ' Ovy,
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15nm 2

onde fys é a fungdo Maxwelliana local dada pela equagdo (3.32), u é a viscosidade de cisa-

- f{fM [1 + By (g - §)] _ f(r',v)}, (462)

lhamento relacionada com o livre caminho médio Ao através de (4.25) que corresponde, como
anteriormente, a viscosidade para um potencial de esferas rigidas e V representa a velocidade
peculiar.

A densidade do nimero de particulas n, a velocidade do gis u’, a temperatura 7', o vetor
fluxo de calor q' que fazem parte da Eq.(4.62) estdo relacionados com a func¢do de distribuigao
através das expressoes (3.39), (3.40), (3.41) e (3.21), respectivamente.

Assume-se que na superficie dos cilindros a condensacdo é completa, isto €, as superficies
condensam todas as moléculas incidentes. A fun¢do de distribuicdo das moléculas evaporadas

do cilindro interior (r' = R;) tem a seguinte forma:

f

m \3/? m (v + (v, — (o + AQ) Ry)? + v?
Pl( )/exp{— [ * (o + ) B) + ]}, (4.63)

= kT, \27kTy 2k T,

enquanto que a funcéo de distribuicdo das moléculas evaporadas do cilindro exterior sera dada

por:
3/2 m [v? + (v, — QoRo)’ + v2
f= ﬁ-( - ) exp§ — [ ( lp‘ o) ] . (4.64)
kTo 271'k'T0 ZkTo
Linearizando a funcao de distribui¢do préximo a fungdo Maxwelliana f; definida por
3/2 m [v2 + (vy — Qor')* + v2]
’ ’ m r 4 z
_ — 4.65
fole',v) = molr )<27TkTo) exp { 2kTy ! (4.69)
supomos que a funcdo de distribuigdo é da forma
f=fo[L+hPXp+ - Xg + hD Xr], (4.66)
onde:
AP AT
ANp = ———, Xa = BoR1AQ, Xr=—, 4.67
P = BB o = Bl =T (4.67)

representam forgas termodindmicas. Ainda, podemos escrever a equagédo (4.66) de uma forma

simplificada como

J =1l [1 +>° h(a)Xa] , a=PQ,T, (4.68)
onde h!®) representa a funcio de perturbagdo e de acordo com (4.59), (4.60) e (4.61) resulta:

| Xa| < 1. (4.69)
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Substituindo a funcdo de distribuigdo linearizada (4.66) nas definigdes dos campos (3.39)-
(3.41) obtém-se as seguintes formas linearizadas em fungao das forcas termodinamicas:

P(r') = no(r")kTo [1 +3 v(")Xa} : (4.70)

ul(r') = Byt {Z u,(.o‘)Xa} , (4.71)

u,(r') = Qor’ + B3 {Z ufpa)Xa} , (4.72)
T(r") = To ll +3 T<a>XQ} , (4.73)

onde P = nkT e v(®) (), ufpa), 7(®) representam quantidades adimensionais.

Para obter a relagdo entre o vetor fluxo de calor dimensional q'(r’) e o vetor fluxo de calor
adimensional q(r), substituimos no lado direito da equagdo (3.21) as expressdes (4.68), (4.13),
(4.29) para as grandezas fungdo de distribuicao local f, fungdo de distribui¢do em equilibrio fo
e velocidade do gas V resultando

/ ( >3/2ex 1+Zh c—u)(c2—2c-u+u2> dc
~ 2 2k Ty p(= \

1 2 « 2 2
= nookT)H 07r3/2/eXp(—C ) [1—{—20;}1( )Xa} (c —u) (c —2c-u+u ) de.

Considerando que todas as integrais do tipo [(fungdo impar)(funcéo par)exp(—C?)dc sio
iguais a zero e que cc? = (C+u)(C?+2C-u+u?) contribui apenas com C?C para a perturbagio

h(®) pois as demais integrais sio nulas, obtemos em termos da pressdao Py = nookTo:

N -1 IL_O__]‘_ 2__5_ Cr 2 pl) |
() = Pooi5* 3 LOO 7rw/(c 2) ( s )exp( C?) K de| Xe. (4.74)
Podemos reescrever (4.74) como:

()
q'(r') = Py’ E ( Zfa) ) Xo = Poof35! lz q(a)X } i=T,p (4.75)
()

a

(a)

com ¢; ' representando as quantidades adimensionais
@_m L (e 2 _c?) p@®
g~ = "7 / (C 2) ¢y €Xp ( C ) h'* dc, (4.76)
@_m0 1 (o2 2 _c?) p@®
q¢ ) = 77 / (C 2) C, exp ( C ) h'* dc. (4.77)
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Um outro campo que desejamos determinar é o campo do tensor viscoso. A equagao (3.20)
que define o tensor viscoso poderd ser escrita em relagdo as suas unicas duas componentes no
, , . . ~
nulas, o;, e o,,,. Portanto aplicando-se (4, ) = (r,¢) na equagao (3.20)

Oy = ——m/(v, —up) (v — uy,) fdv

m m \3/? . o o
TR <27rkT0> | & (Cr - )Xa) (Cw - ug )Xa)

[1 +> h(o‘)Xo,} exp(—C?) de.

De uma forma simples temos
ol, = 2Py [Z o,(f;)Xa] ,

onde a quantidade adimensional aﬁg) representa

ol = o 1 / &-Cpexp (—C?) Al de. (4.78)

N0o ’/T3/2

E para ¢ = j = ¢ a equagdo (3.20) transforma-se primeiramente em

0oy = Plyy — m/ (v — u,)(vy — uy,) fdv
2
=P-m | B5%|c, —wr— u(a)xa foll+ h(a)Xa de
» ®p
= Pyo—2 [(1 +Zv(a)Xa) =y /02 [1 +Zh(°‘)X ] exp(—C )dc] .

Entao novamente
g o = 2P00 I:Z U&o(;)Xal y

onde
no v( )

ol = 2 [-———— - —/02 exp h(a) dc} (4.79)

wp
n0o 3/2

Assim podemos representar o tensor viscoso de uma forma genérica por

;; = 2Poo [EU( X ] LI=T,¢ (4.80)

em que a( ) também representa uma quantidade adimensional.
O préximo procedimento é escrever a equagdo (4.62) na forma adimensional. O lado es-
querdo desta equagéo j4 foi transformado em detalhes na se¢do anterior resultando a equagao

(4.24) que adaptada ao problema atual serd representada por

of vl of _ Url af
v,a:—i— r v, 1 Ov,

67



I OhE) ¢, AR
- mgh T o G - 2%

Logo a equacdo (4.62) aparecerd como

o) ¢, gh(®) RoBoP [ fum 860" 22 0 f
2o - 2% = R (B e v (- D)] - £) e

[od

De uma maneira semelhante a descrita na segao anterior

ROBOP ~ 5-@ (1 + Zv(a)Xa> ,

H Moo

com o uso das expressoes (4.70) e (4.25) para a pressao e a viscosidade de cisalhamento, res-

pectivamente. A razdo entre (3.32) e (4.65) resulta

fM no (To 3/2 exp [_(CZ -2, 5, u£a)Xa -2C, %, ugpa)Xa) (T?Q)]
T0o (?) exp(—C?)

f 0 noo

5/2
~ ; <%> [1 + 2¢, Z U£°‘)Xa +2C, Z ufpa)Xa o2 Z T(a)Xa]
0 = - a

= (1 + Z 'U(O()Xa) (1 —_ gz T(G)Xa) [1 + 2¢, Z Uf.a)Xa + ZCLP Z ug,,a)Xa + 02 Z T(G)Xa}
nos fornecendo como resultado

fM j o o a 5 a
FALEEDY [U< ) 1 26,ul® + 20,ul® + (02— 5) o >] X...

Agora trabalhando com o termo [15 —q' -V (ﬂ§V2 -5-)] substituiremos (4.75) para o vetor
fluxo de calor ', V = v — u’ para a velocidade do gis e as relacdes (4.71), (4.72) para as

componentes (r, ) da velocidade u’
81804 ’ 202 9 ] _ 8ﬂ0 (a) Cr — Y uga)Xa ( 2 ?.)
[15nmq v ( oV = §>J ~ 15nm ooza: Xa Co — Yo ulMX, ¢ 2

_ 4 nO (1 + ZT(a ) (1 + Z U(Q)Xa) Z (q,(.a)Cr + q‘(pa)cw) (02 —_ g_) Xa.

].5 oo

Logo, efetuando as multiplicagdes possiveis e desprezando os termos de ordem superior a um
em relagdo a X, resulta

8,3()4 f ( 27,2 5) 4 Mo () (o) ( 5)
20 v _) =2 . 20, (02 - 2) X,.
nmd VPV 7 5) T T & (¢7er +57C,) 2

Assim a equagdo (4.82) ficard primeiramente igual a

OR®) ¢, B

_ & ~ (@ x (@ 4 96 u® 4 2C,u
2| or r 39,])(& 5noo (1—[—21} ){[ +Z(v e+ Sty

(o3 o]
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3 4 n )
n (02 _ _> (a0 1+ 210 (<) ( 2 _ _> 1S @
5) 7 Xo +15n00a( cr+q C) o 5 Xo| =1 Eah Xa
e continuando a desprezar os termos a partir de segunda ordem em X, além de considerar

independentes as quantidades X, (a = P,Q,T), obtemos trés equagdes independentes, cuja
forma genérica é dada por

Oh@) ¢, Or()
ez _ 5§90 () (@) 2 _ Y)Y (o)
cr e T 5n00{ +26’u +2cr +(C’ 2)7‘
4 ngo 5
2 100 ( (o) (@) 2_ 2\ _ 1@ -
T ® (¢, + g c)<c 2) h } (4.83)

Aqui 0 = arctan(c,/c,) e a simetria axial foi levada em consideragao.

A equagdo (4.83) é uma equacio integro-diferencial que envolve os momentos adimensionais
v(@) () ufp"‘), () ¢ e qg’)' da funcdo de distribuigdo. Todos estes momentos estao relaciona-
dos com a perturbacio A(®). O procedimento para se obter os momentos v{®), u(®), ug’),f("‘) é

semelhante ao feito na se¢dao anterior, permitindo escrever

(@) = 71_3/23 /C2exp h(") de, (4.84)

ul®) = WTl/E/CT exp (—02) R de, (4.85)

uf;”) = #/Cw exp (—C’z> h(®) de, (4.86)
(&) = #/ (§C2 — 1) exp (—02) R(®) dc, (4.87)

em que ¢(®) e qg") sao dados pelas expressdes (4.76) e (4.77).

Agora que todos os momentos adimensionais estdo representados o préximo passo para
resolvermos a equagdo (4.83) é determinarmos as condi¢bes de contorno nas fronteiras, isto
é, na superficie do cilindro interior e na superficie do cilindro exterior, para a perturbacao
h(®). Deve-se notar que ao se considerar a superficie do cilindro interior, ¢, > 0 enquanto que
no cilindro exterior ¢, < 0. Para o cilindro exterior a perturbagdo é nula devido ao fato da
perturbagao agir apenas no cilindro interior.

Recordando que temos a perturbacio da pressdo, da velocidade angular e da temperatura
no cilindro interior, a funcao de distribuicio na superficie do cilindro interior, f,,, com u, =

(Qo + AQ)R, e, resulta em
P, m  \3/? mV?
fv= 11, (27rkTw) P "%,

3/2
_ Po(1 + =2552) m / exp{— m ["02
kTo(1 + L%‘—O_TQ) kT, (1 + Imﬁlh) To 2kTo (1 + T—ﬂT,—O TQ) r
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AP ATN / m N3/ 3AT
+(vy — QR — RiIAQ) + 02| b = (1 ——)(_—)( ) (___)
(v, = QoFy — B A0) +”2” no\t 5 )\ ) T =37,

x (1420, A0) (1+ 02%) exp (—C?)

AP 5\ AT m \3/?
= no |1+ 28 4+ 20,8, R AQ (2——)——]( ) _on).
= ng f2) + 2C,Bo Ry +{C 5) T, 3k Ty exp (—C*)

Se igualarmos a equacdo acima com (4.66) e fizermos uso da expressao (4.13) para fo, obtemos
o valor para a perturbacio h(®).

Entdo as condiges de fronteira para a perturbacio h(®) tem a forma:

3

BB =1, h® =90, KD = (C?
! 5

), para ¢ >0 e r=Ry/Ry,  (4.89)

REY =0, AR =0, RT) =0, para ¢ <0, r=1. (4.89)
Novamente podemos definir duas funcées ¢{*) e ¥(®) pois queremos eliminar a dependéncia

de ¢, da equagdo (4.83)
\/_ / exp(— ) h\* dec,, (4.90)

\/_/+oo exp(—c?) (c - %) R(*) de,. (4.91)

De forma semelhante & demonstrada na segdo anterior podemos obter a equagdo (4.83) em
2

termos das varidveis ¢(® e 1(®) bastando multiplicd-la primeiramente pelo fator e\;;’ e depois

integra-la em todo o intervalo, obtendo a equacao para &) isto é,

0@ ¢, 0p(*) (2) (a) (=) 2 2
- _ ¥ — S o e U -9 ()
& 50 57200 { +2C,uy” + 2c,u,™ + (¢ + C, — 2)7

4 oo (@ 1@ [ 402 ()
o ( & +q8C,) [+ C -2 - ¢ } (4.92)
Seguindo o mesmo procedimento, multiplicando a equagdo (4.83) pelo fator ﬁ e~ (c2—2)e
integrando-a em relagdo a dc, obtém-se a equagao para (@) dada por
o) ¢, () no [1 2 ng
’ _ 5o [ (@) @¢, + @) — (a)} _ 493
© 87‘ r 80 noo 2 15 15n Moo ( & ¢ +q(p ¢> d) ( )

As condi¢des da fronteira para as funcdes ¢(®) e ¥(®) sio facilmente obtidas bastando usar as

expressoes (4.88), (4.89) para a perturbacdo h(®) nas expressdes (4.90), (4.91), resultando

1

¢P =1, ¢@=2C, ¢M=(I+C-2) e V=9 =0, =5,
para ¢ >0 e 7= R;/R,, (4.94)
P =W =M =0 e PP =g =9pD =0 para ¢, <0 e r=1 (4.95)
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Os momentos da fungdo de distribuigdo que aparecem nas equagdes (4.92) e (4.93) sao
facilmente expressos em fungio de ¢(®) e (@)

v = % / / exp (=c2 = C2) ¢ de, de,, (4.96)

ul® = %//cr exp (—cf - C:,) ) de, dc,, (4.97)

ule) = 1 / / Cyexp (=c2 = C2) ¢ de,de,, (4.93)

7@ = . // ct+C2— ¢(°) + “)} exp ( ez~ C’f,) de,dc,, (4.99)

g™ = —//cr - Ck— ) ) + 1/)(")] exp (—cf — C’:ﬁ) de,de,, (4.100)
g = —//C —2) ¢ + 9] exp (—c? - C2) de,, (4.101)
aﬁg) = —;//Crc¢ exp (—cf — Cg) ¢ de,dc,, (4.102)

ogfp) = % ( (@) 4 T(a) //02 exp —c? - C'Q) #@dec,dc,. (4.103)

Como antes, iremos usar o método das velocidades discretas para a determinacdao das
solugdes das equagdes (4.92) e (4.93). A questdo da descontinuidade da fungao de distribuigao,

como na se¢ao anterior, também sera considerada.

4.4.2 Método de Solugao

A grade regular a ser introduzida é a mesma estabelecida pelas equagdes (4.53)-(4.56). Usan-
do para as fungdes ¢,(c?,)li e gb,(c?,zi a mesma representacao dada pelas equacdes (4.90) e (4.91)

podemos escrever as equagoes (4.92) e (4.93) como:

a)t a)x a)t

+ ¢§cnz, ¢k —€,8,n cpisenar:l: ¢§czr)l - Ec,i),n—l _ Mo (a)

cos F =J§—< vy
" eAr Tk AG* ngo

+2(cpsendE — wri)ul) + 2¢,, cos 0Ful®) + (2, cos® 0F + (cp senby — wry)? — 2)r ()

4 a
T :0 (q,(,:)cp. cos 6= + q(a)cp,.sem‘)_f) [cf,'. cos? 0% + (cp;senfE — wry)? — 2] - fu-,)li}, (4.104)
a)t a)t + +
cos 9;}; ¢I(cz1z - l(c—)c,i,n = Cp.'senaydz: d)l(czrz l(s:c;'?n—l — 5& lT(a)
" eAr Tk AG* neo | 2 F
2
+-1-gﬂ(qr°‘)cp' cos 0% + ¢(Mc, senbE) — ,(cf‘,zi}, (4.105)

onde v,(:’) u(®) ul), 7'( *) , ¢2) e q("‘) sio as aproximagdes para v(®)(rg), u{®(rg), ul(ry),

) TR ?
7@ (ry), ¢)(ri) e q‘(p"‘)(rk), respectivamente. Novamente os valores de HE ¢ (¥ no primeiro
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(k = 0) e no ultimo ponto (k = N,) correspondem aos valores dados nas condi¢des de contorno
(4.94)-(4.95) e portanto conhecidos.

Os pontos da descontinuidade da fungo de distribuigao (8o, RINT) sdo obtidos pelo mesmo
processo descrito na se¢do anterior como também o procedimento para se determinar a grade
para os parametros, isto é, por critérios de convergéncia e verificagao das leis de conservacio
de massa, momento linear e energia descritas adiante.

Os calculos para este modelo foram feitos para a razdo de R;/Ro=0,5 e para o pariametro
de rarefagdo ¢ variando de 0,01 a 50 com cinco valores da velocidade angular w = 0; 0,25; 0,5;
0,75 e 1. Para se estimar a precisdo numérica testes foram feitos para § = 0,1; 1; 10; 20; 40 e
50 com w=1 e com dupla precisdo nos parametros.

Como um critério adicional de precisdo foi utilizado a verificagio das leis de conservagao de
massa, momento linear e energia que serao deduzidas a seguir.

Para um sistema estacionario a equagio da continuidade (2.31) para campos que sé depen-

dem da coordenada radial se reduz a g—‘g—f—‘f- = 0, que integrada nos fornece na forma adimen-
sional:
nou(®r = const. (4.106)

Da mesma maneira a equacao de balanco de momento linear na dire¢do ¢’ (2.33) passa a ser

,0ul, ulu 19 ,
o5+ ) = et

O primeiro termo do lado esquerdo da equagdo acima é quadratico nos desvios, portanto pode

escrita como:

ser desprezado:

!,.7

uLu 1 0 0

rte (7‘,20'I ) =0 ou [r/20_l Qul rrzu/ ]
o r'2 Or! re or'

se usarmos a condigdo (4.106) na forma dimensional e desprezando novamente termos quadraticos

=0, (4.107)

A integracdo da equagio acima em fun¢do de quantidades adimensionais é:
[aﬁa) — u{® ] r° = const.
¢ noo

Quanto ao balango de energia (2.35) temos que esta equagao se reduz a

O termo ou.. g 25 é de segunda ordem, assim com P = nokTj resulta

0 Onor'ul. , ,0ng
al(rq,)—kTo 577 + kTor'u ra/.

Notando que da equacdo (4.106)

0=—

1,1
Onor'ul.

or’
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e que

Bno ’
E‘T = 2710937" ,33,
como calculado anteriormente obtemos que
0
0= ———67(7"'(1,.) + kTo(nor'ul)2Q2%r'B2. (4.108)

A integracao da equacdo (4.108) apresenta sua forma adimensional como:
n
[q,(,"‘) — —ouﬁ")(wr)z] r = const.
700

Resumidamente, as leis de conservacdo de massa, momento linear e energia utilizadas no
programa como um critério adicional de precisdo sdo expressas por

No
nou!®r = const, [a,(,g) — w——u&"’)r] r? = const,
700

[ (@) _ ﬂuga)(wr)z] r = const.
T00

A analise baseada nos testes numeéricos e nas leis de conservagdo mostram que o erro
numérico nao excede 1%.

4.4.3 Relagoes de Reciprocidade de Onsager - Casimir

Em 1931 Onsager [38] estabeleceu a relagao de reciprocidade entre os coeficientes de trans-
porte descrevendo fenomenoldgicamente leis de processos irreversiveis. Mais tarde Casimir [39]
generalizou estas relagdes de reciprocidade para um grande numero de fendmenos irreversiveis.
Esta questdo de ndo-equilibrio termodinamico é muito importante e descrita em muitos livros
[57, 58, 59] e uma descrigao bem detalhada é apresentada na monografia de Groot e Mazur [57].

A forma genérica para um fluxo termodindmico qualquer J; quando o estado de equilibrio

é fracamente perturbado, pode ser representada por
N .
Ji =Y A X;, (:=1,2,..N) (4.109)
J

onde X sdo forgas termodindmicas caracterizadas, por exemplo, pelo gradiente de temperatura,
pressdo, velocidade, etc, que mantem o sistema fora de equilibrio. N é igual ao numero de forgas
e fluxos que estamos considerando e A;; representam os coeficientes de transporte. Existem
forcas termodinamicas que mudam de sinal com rela¢do a inversdo temporal, por exemplo
a velocidade, embora tenham outras que permanecem com o mesmo sinal como o gradiente
de temperatura. Segundo a teoria termodinamica dos processos irreversiveis a producdo de
entropia € uma quantidade positiva definida dada por

N
o=3 JiXi (4.110)
=1
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Com base na equagdo (4.109) podemos escrever a producio de entropia como

N N

g = ZZ AinjX,',

i=1 j=1
resultando que a matriz dos coeficientes de transporte é positiva definida. Os elementos da
diagonal principal da matriz dos coeficientes de transporte estao relacionados aos efeitos diretos
enquanto que os outros fora da diagonal principal com os efeitos cruzados. Sendo vélida a
equacdo (4.110), entdo os coeficientes de transporte satisfazem as relacdes de reciprocidade de
Onsager-Casimir, isto é,

Ay = £Ay,
onde o sinal ”4” é adotado quando as forgas termodinamicas X; e X, apresentarem a mesma

”» N

paridade em relacdo a reversibilidade do tempo, e o sinal negativo ”-", quando as forcas apre-
sentarem paridades diferentes.

As relagoes entre os coeficientes de transporte sao tdteis pois diminuem o nimero de coefi-
cientes a se determinar. Ainda estas relagdes podem ser usadas como um critério de controle
de precisdo para problemas que envolvem varios fluxos e forgas termodinamicas.

Em um sistema que se encontra em rotagao, a velocidade angular também muda de sinal

com relagao a inversao do tempo e a relagao entre os coeficientes de transporte é dada por:
Aii(Q) = £A45(—Q) = €ie;Aji(—Q), (4.111)

onde ¢; é a paridade da forga termodinamica X; com relacdo a inversdo temporal.

No caso em estudo os fluxos termodindmicos sao Jp, Jo e Jr e estes se referem as forgas
termodinadmicas Xp (variagdo na pressio), Xgo (variagdo na velocidade angular) e X7 (variagao
na temperatura). As equacdes que expressam os fluxos termodindmicos em relagio as forgas

termodinamicas sao dadas por:
Jp = AppXp + ApaXa + Apr XT,
Ja = AapXp + AaaXa + Aar X,
Jr = ArpXp + AraXa + ArTXT. (4.112)

Segundo as relagoes de reciprocidade de Onsager-Casimir (4.111) os coeficientes de trans-

porte sao escritos como
Aap(Q) = —Apa(—9), Arp(Q) = Apr(—9), Aar(Q) = —Ara(—9), (4.113)

onde as seguintes convengdes foram adotadas ep = +1, eg = —1 e e = +1.
Sharipov [32] mostrou que os fluxos termodinamicos Jp, Jo € Jr e os campos u;, 0, € ¢,

no cilindro interior estao relacionados através de

/
Jp = 2w Rinou,
r'=R,
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1,
KTy q-
Comparando as expressées (4.112) com (4.114) e com o uso de (4.71) para u’, (4.80) para

JT = 27TR1

. 4.114
(4.114)

/ ~ .
07, (4.75) para g, e Pog = ngokTo obtemos as expressdes para os coeficientes de transporte

Apo = 27 Ry B3 noul®) , (4.115)
r'=R,
AQQ = —47rR1,351n000,(,2‘,) R y (4116)
r'=R,
Are = 27 R85 1noog® : (4.117)
r'=R,

onde a assume os indices P, e T.
Usando as relagdes (4.113) em (4.115)-(4.117) resulta que no ponto ' = R; devemos ter

2PuctD(Q) = —Po(R)uP(Q), PoogP(Q) = P(R)uD(Q), 20D(Q) = —¢V(Q),
(4.118)

onde foram utilizadas as relacgdes
u(0) =~ (-0), D) = ul(-9),

(@) = ~d¥(-0),  ¢P(Q) = ¢7(-1),
D) = —oD(-0), o D(Q) = —olD(-1),
conforme o artigo [32].
Os efeitos cruzados apresentam as seguintes interpretagoes fisicas:

P)
@

diferenca de pressio AP. Este campo é acoplado com o fluxo de massa radial nou(™ de-

a) O campo o(f) descreve a transferéncia de momento entre os cilindros causada pela
vido & diferenca da velocidade angular AQ. Como a velocidade radial «{®¥) é uma fungio
da velocidade angular w, conclui -se que para cilindros em repouso (w = 0), o{f) =0 e
Q) _

ul 0, isto é, estes campos existem apenas em sistemas em rotagao.

b) O campo ¢F) descreve o fluxo de calor radial causado pela diferenga de pressio AP.
Este campo esta relacionado com o fluxo de massa radial nou(") devido a diferenca de

temperatura AT. Este campo existe também no estado de repouso.

¢) O campo o(T) descreve a transferéncia de momento entre os cilindros devido a diferencga
re

de temperatura AT. Este campo é acoplado com o fluxo de calor radial ¢ devido a

diferenca de velocidade A. Como ¢/ é uma funcio de w, estes dois campos existem

apenas em sistemas em rotagdo. Deve-se notar que um fendmeno analogo existe nos gases
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Tabela 4.3: Valores de A (elementos fora da diagonal principal)

J w  Apr ATp ApPq Aop ATq Aqr
0,01 0 -0,1409  -0,1409 O 0 0 0

0,5 -0,1281 -0,1281 0,0001263 0,0001263 -0,0001186 -0,0001183

1 -0,09463 -0,09463 0,0001456 0,0001457 -0,0001138 -0,0001136
0,1 0 -0,1399  -0,1399 0 0 0 0

0,5 -0,1277 -0,1272 0,001268  0,001268 -0,001171 -0,001172

1 -0,09392 -0,09392 0,001454  0,001456 -0,001119  -0,001122
1 0 -0,1291 -0,1291 0 0 0 0

0,5 -0,1174 -0,1174 0,01226 0,01128 -0,009533  -0,009567

1 -0,08739 -0,08744 0,01352 0,01354 -0,009329  -0,009370
4 0 -0,09904 -0,09906 O 0 0 0

0,5 -0,09340 -0,09340 0,03950 0,03980 -0,02023 -0,02026

1 -0,07376 -0,07375 0,04060 0,04092 -0,02276 -0,02286
10 0 -0,06568 -0,06376 0 0 0 0

0,5 -0,06738 -0,06742 0,06525 0,06584 -0,02075 -0,02072

1 -0,06008 -0,06010 -0,06440 -0,06502 -0,02961 -0,02970
40 0 -0,02374 -0,02405 0 0 0 0

0,5 -0,03054 -0,03088 0,07724 0,07893 -0,01194 -0,01177

1 -0,03362 -0,03377 0,06815 0,06963 -0,02427 -0,02421

poliatomicos na presenca de campo magnético. Scott and Sturner [60] mostraram que

existe um torque num gds poliatomico confinado entre dois cilindros se eles estiverem a

T)
7]

campo magnético externo e do gradiente de temperatura.

temperaturas diferentes, isto é, neste caso o campo of

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 os coeficientes cinéticos adimensionais

Bo

27FR1 Noo

sao dados para diferentes valores de § e w = 1. Uma analise dos resultados numéricos mostra

que os coeficientes de transporte referentes aos efeitos cruzados satisfazem as relacoes de re-

Aoy =

ciprocidade dentro da precisao numérica.

4.4.4 Resultados e Discussoes

a) Fluxo devido a Diferenga de Pressao

Na Tabela 4.5 os valores da velocidade, do fluxo de calor e do tensor tensdo devido a diferenga
de pressao no ponto intermedidrio (r=0,75) entre os cilindros é apresentado. As conclusdes
sio: i) A velocidade radial u(P) e a componente radial do fluxo de calor ¢F) sio afetados
significativamente pela rotagdo ; ii) A velocidade tangencial ufp” ) é negativa, isto é, o gés roda

com uma velocidade angular menor do que a dos cilindros. Esta é uma consequéncia da agao
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Tabela 4.4: Valores de A (elementos da diagonal principal)
A

d  w App ATT Aoq
001 0 0,2822 10,6341 0,5639
0,5 0,2565 0,5765 0,5126
1 0,1894 0,4259 0,3736
0,1 0 0,2831 10,6282 0,5609
0,5 10,2569 0,5718 0,5100
1 0,180 0,427 0,3763
1 0 0,2901 10,5725 0,5305
0,5 0,2591 0,5276 0,4837
10,1847 0,4023 0,3603
4 0 0,3019 0,4393 10,4354
0,5 0,2590 0,4188 0,4084
10,1704 0,3454 10,3108
10 0 03091 02984 0,3063
0,5 0,2516 0,2939 0,3077
10,1498 10,2664 0,2700
40 0 0,3122 0,1129 10,1160
0,5 0,2108 10,1147 0,1426
1 0,09886 0,1174 0,1550

(P)
ro

decrescem para grandes valores de §; iv) O tensor tensdo a&i) aumenta com o aumento de 4.

da forca de Coriolis; iii) A componente tangencial do fluxo de calor qff ) e o tensor tensio o

Para a situagdao em que o sistema se encontra em repouso w=0, nés temos que ulP), ¢{f) e o{b)
sao nulos. Os valores de u(P) e ufpp ) presentes na Tabela 4.5 sdo comparéveis com os contidos
nas Tabelas 4.1 e 4.2.

b) Fluxo devido a Diferenca de Velocidade Angular

Na Tabela 4.6 sdo apresentados os resultados para os campos causados pela diferenca na veloci-
dade angular. Uma analise dos resultados mostra que a velocidade tangencial ufpﬂ) é fracamente
afetada pela rotacdo para pequenos valores de §, enquanto para grandes valores de § a veloci-

() troca

dade ufpn) depende significativamente do valor da velocidade angular. Nota-se que oy

de sinal com o aumento de §. Os campos u{®, ¢(?), q((pﬂ) e agj,) sao nulos para w=0.

c¢) Fluxo devido a Diferenca de Temperatura

Na Tabela 4.7 constam os resultados para os campos causados pela diferenca de temperatura.
De acordo com os resultados desta tabela, concluimos que ¢{T) e u{T) decrescem com o aumento
de w e 4, enquanto que ag;) aumenta com o valor de w. A velocidade tangencial u((pT) é positiva,
isto é, o gés roda mais rdpido do que os cilindros. Se compararmos os valores de qg) e ¢T) com
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aqueles obtidos em [13], concluimos que o fluxo de calor é fracamente afetado pela evaporagdo
e a condensacao. Também se observa que para w=0 os valores das quantidades upr), quT) e ag)

sao iguals a zero.
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Tabela 4.5: Velocidade, vetor fluxo de calor e tensor tensdo devido a diferenca de pressio no
ponto intermedidrio (r = 0,75) vs § e w.

§  w | uP w6l o)
001 0 |08 0  -0,0039 0 0 -0,0373

0,25 | 0,1844 -0,0291 -0,0885 0,0283 0,0179 -0,0401
0,5 {0,1739 -0,0541 -0,0720 0,0479 0,0356 -0,0475
0,751 0,1578 -0,0717 -0,0490 0,0535 0,0472 -0,0562

1 10,1376 -0,0806 -0,0236 0,0450 0,0526 -0,0624

1 0 (01934 0  -0,08Ll 0 0  -0,0578
0,25 | 0,1887 -0,0431 -0,0804 0,0308 0,0180 -0,0608

0,5 | 0,1757 -0,0788 -0,0648 0,0521 0,0333 -0,0683

0,75 | 0,1566 -0,1025 -0,0430 0,0585 0,0437 -0,0767

1 |0,1342 -0,1127 -0,0198 0,0500 0,0483 -0,0816

10 0 [02061 0  -0,0438 0 0  -0,1271
0,25 | 0,1961 -0,1099 -0,0405 0,0135 0,0115 -0,1280

0,5 | 0,1706 -0,1894 -0,0318 0,0225 0,0204 -0,1296

0,75 | 0,1390 -0,2275 -0,0205 0,0254 0,0256 -0,1295

1 |0,1088 -0,2311 -0,0089 0,0232 0,0559 -0,1253

20 0o [02078 0  -0,0277 0 0  -0,1446
0,25 | 0,1938 -0,1654 -0,0252 0,0075 0,0093 -0,1458

0,5 | 0,1606 -02721 -0,0190 0,0121 0,0157 -0,1480

0,75 | 0,1238 -0,3097 -0,0118 0,0132 0,0186 -0,1478

1 |0,0924 -0,3008 -0,0050 0,0119 0,0189 -0,1426

40 0 |0,2081 0 -0,0158 0 0 -0,1551
0,25 | 0,1871 -0,2659 -0,0137 0,0637 0,0079 - -0,1583

0,5 | 0,1430 -0,4039 -0,0094 0,0055 0,0121 -0,1638

0,75 | 0,1018 -0,4239 -0,0052 0,0056 0,0130 -0,1657

1 |0,0718 -0,3876 -0,0018 0,0049 0,0120 -0,1613

50 0 |0,2081 0 -0,0130 0 0 -0,1573
0,25 | 0,1839 -0,3123 -0,0109 0,0028 0,0076 -0,1615

0,5 | 0,1355 -0,4585 -0,0071 0,0041 0,0112 -0,1686

0,75 | 0,0936 -0,4662 -0,0037 0,0041 0,0116 -0,1713

1 |0,0647 -0,4173 -0,0011 0,0035 0,0106 -0,1671
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Tabela 4.6: Velocidade, vetor fluxo de calor e tensor tensdo devido & diferenca na velocidade
angular no ponto intermedidrio (r = 0,75) vs § e w.

) w u(®) ufpﬂ) g g o o

0,00 0 0 0,1112 0 0 -0,1253 0
0,25 | 0,00005 0,1112 -0,00005 -0,00009 -0,1224 0,0276
0,5 | 0,0001 0,1107 -0,00007 0,0010 -0,1139 0,0528
0,75 | 0,0001 0,1084 -0,00007 0,0050 -0,1007 0,0731
1 0,0001 0,1031 -0,00004 0,0127 -0,0841 0,0854

1 0 00,1414 0 0 -0,1179 0
0,25 | 0,0048 10,1398 -0,0037 -0,0078 -0,1147  0,0295
0,5 | 0,0076 0,1351 -0,0058  0,0027 -0,1059  0,0556
0,75 | 0,0100 0,1278 -0,0055  0,0048 -0,0924 0,0753
1 | 0,009 01179 -0,0034 00136 -0,0763 0,0866

10 0 0 02772 0 0 -0,0681 0
0,25 | 0,0268 0,2595 -0,0067 -0,0006 -0,0656 0,0099
0,5 | 00446 0,2153 -0,0104  0,0055 -0,0592 0,0182
0,75 | 0,0507 0,1655 -0,00998 0,0123 -0,0508  0,0244
1 | 0,0472 0,1249 -0,0333 0,0170 -0,0419  0,0291

20 0 00,3220 0 0 -0,0443 0
0,25 | 0,0329 02926 -0,0047 0,0011 -0,0423 -0,0003
0,5 | 0,0532 0,2230 -0,0070  0,0046 -0,0377 -0,0018
0,75 | 0,0588 0,1527 -0,0066  0,0082 -0,0323 -0,00397
1 | 0,0543 0,1024 -0,0040 0,0107 -0,0272 -0,0049

40 0 0 0,3490 0 0 -0,0258 0
0,25 | 0,0354 10,2992 -0,0027  0,0008 -0,0241 -0,0069
0,5 | 0,0359 0,1944 -0,0037  0,0024 -0,0207 -0,0162
0,75 | 0,0559 0,1053 -0,0032  0,0038 -0,0176 -0,0265
1 0,0506 0,0525 -0,0016  0,0048 -0,0151 -0,0345

Q

50 0 0 03213 0 0,0003  -0,0223 0
0,25 | 0,0339 0,2922 -0,00197 0,00064 -0,0203 -0,0085

0,5 | 0,0519 0,1774 -0,00284 0,00182 -0,0166 -0,01961

0,75 | 0,0531 0,0854 -0,0022 0,0028 -0,0138 -0,03198

1 | 0,0478 00342 -0,0009 0,0035 -0,0118 -0,0419
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Tabela 4.7: Velocidade, vetor fluxo de calor e tensor tensdo devido & diferenca de temperatura
no ponto intermediério (r = 0,75) vs § e w.

R U O R .
0,00 0 |-0,0939 0 0,4227 0 0 0,0001

0,25 | -0,0922 10,0290 0,4111 -0,0713 -0,0096 0,0038
0,5 | -0,0869 10,0530 0,3777 -0,1262 -0,0178 0,0134
0,75 | -0,0788 0,0685 0,3266 -0,1537 -0,0236 0,0249
1 |-0,0682 0,0743 0,2642 -0,1521 -0,0263 0,0340

1 0 |-0,0861 0 0,3817 0 0 0,0083
0,25 | -0,0844 10,0357 10,3725 -0,0659 -0,0075 0,0112

0,5 | -0,0796 0,0652 0,3456 -0,1175 -0,0142 0,0186

0,751 -0,0724 0,0843 0,3034 -0,1466 -0,0193 0,0279

1 |-0,0635 0,0915 0,2500 -0,1497 -0,0222 0,0357

10 0 |-0,0438 0 0,1989 0 0 0,0064
0,25 | -0,0445 10,0305 0,1975 -0,0152 -0,0022 0,0069

0,5 | -0,0457 0,0613 0,1924 -0,0299 -0,0048 0,0083

0,75 | -0,0458 0,0897 10,1822 -0,0432 -0,0075 0,0109

1 |-0,0437 0,1106 0,1651 -0,0534 -0,0101 0,0147

20 0 |-0,0278 0 0,1288 0 0 0,0026
0,25 | -0,0292 10,0275 0,1285 -0,0057 -0,0013 0,0031

0,5 |-0,0320 0,059 0,1269 -0,0115 -0,0028 0,0047

0,75 | -0,0342 10,0923 10,1232 -0,0172 -0,0047 0,0075

1 1-0,0344 0,1204 0,1160 -0,0225 -0,0066 0,0114

40 0 |-0,0160 0 0,0753 0 0 0,0007
0,25 | -0,0177 0,0265 0,0750 -0,0017 -0,0007 0,0014

0,5 | -0,020 0,0618 0,0749 -0,0036 -0,0016 0,0036

0,75 | -0,0234 0,1014 10,0729 -0,0055 -0,0028 0,0075

1 |-0,0245 0,1368 0,0712 -0,0075 -0,0040 0,0126

50 0 [-0,0120 0 00613 0 00,0006
0,25 | -0,0146 0,276 0,0613 -0,0012 -0,0005 0,0013

0,5 |-0,0177 0,0649 0,0612 -0,0024 -0,0013 0,0037

0,75 | -0,0201 0,1066 0,0605 -0,0038 -0,0023 0,0081

1 ]-0,0213 0,1442 0,0590 -0,0051 -0,0033 0,0137
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Capitulo 5

Solucao Hidrodinamica

5.1 Introducao

O problema a ser resolvido neste capitulo considera o mesmo sistema do capitulo anterior, isto
é, um gas confinado entre dois cilindros coaxiais com raios Ry € Ry (Ro > R;). O sistema sera
resolvido com base nas equagdes da mecanica do continuo obtendo a solugao hidrodindmica
correspondente. A solucdo hidrodinimica encontrada serdo aplicadas condic¢bes de contorno
apropriadas.

No regime cinético o parametro de rarefacdo § pode assumir valores muito pequenos en-
quanto que no regime hidrodinamico este mesmo pardmetro poderda assumir valores muito
grandes. Portanto o objetivo é poder comparar através da variagdo do parametro de rarefagao
d o comportamento dos campos da pressao, da velocidade e da temperatura, no limite do regime
cinético para o regime hidrodindmico, para alguns valores da velocidade angular.

Inicialmente consideraremos o caso do gas em rotagdo com uma unica forga termodinamica
agindo no sistema, a perturbagao na densidade, para depois analisarmos o caso de trés forgas
termodinadmicas agindo juntamente no sistema, ou seja, as perturbacdes na pressio, na veloci-
dade angular e na temperatura. Devemos lembrar que a solu¢do em equilibrio dada pela segao
4.2 é unica e valida também para este regime. Todas as solugbes encontradas sio estdveis pois

estamos tratando de problemas lineares.

5.2 Gas em Rotacao com Perturbacao na Densidade

No regime hidrodindmico o problema de um gas em rotagdo com perturbacido na densidade
pode ser resolvido com base nas equagdes estacionarias da continuidade e de Navier-Stokes
[61]. Consideraremos o sistema com simetria axial contendo um gas compressivel cuja solugao
independe da coordenada z. Diante destas consideracdes a equacao da continuidade (2.31) e as
equagdes de Navier-Stokes (2.36)-(2.37), para o estado estaciondrio com campos dependentes

somente da coordenada radial v’ podem ser escritas em coordenadas cilindricas como:
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a) equacdo da continuidade

~ g (er'u) =0, (5.1)
b) equagdo de Navier-Stokes (componente 1)
oul  u? Oon 4u |l 0 ou! u’
1 r_ 2ol - _ hadd il Bl il
mm [ur ar’ r’] kTOBr’ + 3 |mor \" B r'Q] ’ (5:2)
¢) equacdo de Navier-Stokes (componente ¢’)
ou, uLul 10 ou! u! ‘
nm [u:ﬁ + ————r,”] =pu [;5—77 (r' a;) - -ﬁ} , (5.3)

onde as relagdes P = nkTy e o = nm foram usadas e p é a viscosidade de cisalhamento. Nas
equagdes acima u;. e uy, sdo, respectivamente, as componentes radial e azimutal da velocidade do
gés. As equagdes (5.1)-(5.3) apresentam trés quantidades desconhecidas (u;.,u;,,n). A maneira
que iremos proceder para achar a solucio do sistema serd inicialmente obter da equagdo (5.1) a
solugio para u’(r'), utilizar esta solugao na equagéo (5.2) obtendo assim a solugdo para u,(r')
e entao aplicar ambas & equacao (5.3) obtendo assim a solugdo para a densidade do nimero de
particulas n(r’).

As condigdes para a linearizagao das equagdes (5.1)-(5.3) sdo dadas abaixo:

n(r") = no(r") + n(r),

!

ul = a,.(r'), e u, = Qor' +dy(r'), (5.4)

com 7(r'), @,(r') e @,(r') representando os desvios dimensionais da densidade e das velocidades
radial e tangencial. Em todas as passagens das equagdes a seguir nio serdo considerados os
termos com ordens superiores a um em relacao aos desvios.

Integrando a equagdo (5.1) teremos facilmente:
nul.r’ = constante = ou  no(r')4,(r)r' = D, = constante, (5.5)

que representa a solugio para o desvio da velocidade radial, @,(r').
Usando as condigdes para linearizagao (5.4), a equacdo (5.2) transforma-se em

e (L0 (B ()
2-(r')S% = 2no(r")kToBs [T" or' (T or' r'2 | (5.6)

Portanto com o uso de (5.5) na equagéo acima encontramos a seguinte equacao diferencial

4D, Q0B5kTo 0 ( laﬁw(rl)> (')
—_—— = | T - .
p or’ or! r!
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A equagao anterior é resolvida com facilidade de forma que a solugéo para o desvio da velocidade
tangencial, @,(r’), serd igual a

B1 2D, QB2kT,

Uy(r') = =+ Byr + p rlnr, (5.7)

onde B; e B; sao constantes de integracio. As condicoes de contorno para o desvio da velocidade

tangencial, @,(r’'), nos cilindros exterior e interior sao respectivamente
Uy(Ro) = tiy(R1) = 0.

Aplicando estas condi¢ées de contorno em (5.7) determina-se as constantes By e B;. Entao a
solucdo dimensional para o desvio dimensional da velocidade tangencial 4,(r’) fica conhecida

a menos da constante D,:

. 2D, QoBEKT, R? R R2 !
G (r') = ;ﬂo 0, [Rg _1R§ <1 R?) (— ) +1In 72—3] (5.8)

O procedimento seguinte é utilizar a equagdo (5.2) para se obter 7(r’). Substituindo (5.4) e
(5.5) em (5.2) vem:

o )=~y (20 [ 20) e (2]

+4 uD, 1d{({,d 1 1 (5.9)
- - — | = —]. .

3 (2no(r")kTo)BE |r' dr' \ ' dr’ \ no(r')r! no(r’)r'3

Estdo presentes na equagdo (5.9) as derivadas éi';i,ﬂ e Lt (r’ & (W)) cujos valores com

o uso da expressdo (4.5) para no(r’), sao:

dnogr) = 20065 r'no(r"), (5.10)
T
1 d ’ d 1 _ 4 4 r! 1
7./ dT/ (7" dT" (no(’)"/)'r’)> = 490130 no(r,) + no(r’)r’3' (511)

Substituindo (5.8), (5.10) e (5.11) em (5.9), ao se isolar o termo - (#) resulta:

d (A _ 8D*Qg,6§kTOT, R? (ln &) gﬁ “1) 41 r + 16 uD.Q3B5 '
dr' \no(r')) u R% — R} Ry/ \ r? Ro 3 kT, ni(r)
(5.12)

Integrando a equagdo acima, todas as integrais em relagdo a coordenada radial dimensional 7’

envolvidas na equagdo (5.12) sdo de solucdo direta sendo que a integral do dltimo termo assume

o valor

/ r’ & = — 1 1
n%(r’) 490 0"0( )
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Entao como resultado obtemos:

m 8D.0363k Ty R? Ry r'? r'? r'2 p?
— 1 __) 2 r__ o r_ -
o (™) p B- (an Rilnr 5 + 5 Inr 1 5 In Ry

_4pD.Q3BF 1
3 kT, nd(r)

onde L representa uma constante de integragao.

+1L (5.13)

A condicdo de contorno para o cilindro exterior é de que 7(Ry) = 0, pois nao existe per-
turbagao da densidade neste cilindro, que aplicada a equagéo (5.13) nos fornece a constante de
integragao L igual a:

L =

SD.2B%T, [ R? ( Ro> , R\ R} 4uD.0282 1
- =0 St L0 . (5.14
P E-or \0g ) | folnfo—3 2| T3 mme O

Entdo a solu¢do dimensional para o desvio da densidade estd determinada a menos da
constante D,

i SD.ZBKT.RE[ R Ro P\ 1 1 72 ( R1>
_ / s LA I A T (2
no(r) u R_R (m R1> he )2\ Y| T2 "R

1 r’? 4 4D, Q252 1 1
- - — — . 5.15
*1 (1 Rg>] T3k \n2(Ro)  m2() (5.15)

No cilindro interior a perturbagdo na densidade serd representada por 7(R;) = n;. Entdo para

a condi¢do de contorno no cilindro interior, (5.15) transforma-se em:

ni_ 8D.MBkToRy [ Ri (ln _@) (ln &) _ 1 (R} N 1R? (ln &)
TLO(Rl) % R% - R% Rl Ro 2 R% 2 R(z) Ro
1 R? 4uD.Q2B2 1 1
LS il - . 5.16
*1 ( RS)] T3k T, \ni(Ro)  ni(Ry) (5.16)

Simplificando a equagdo acima é possivel escrever a constante D, como:

4 p2 _R2 2 2
o AT (= Y1)
no(Rl)QO |2 RO — Rl R1 4 RO

4pBs (1 1 -
35T <na<Ro> - nauzl))] | 517)

Ficam assim determinadas as solugdes dimensionais para 72(r’) e @, (r'), como também para

@,(r") através da equagdo (5.5).
O objetivo agora é transformar estas solugdes dimensionais para solugbes adimensionais.
Para isto serdo utilizadas as expressdes (4.26) para o pardmetro de rarefagdo ¢, (4.25) para
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a viscosidade de cisalhamento u e (4.15) para a velocidade angular adimensional w. Ainda
utilizaremos que

() = 9(r)

3] ni ni

nO(Rl), ’&,-(T‘,) = ur(rl)ﬂo— nO(Rl), a‘ﬁ(rl) = u¢(rl) 0— nO(Rl),

com 9, i, e U, representando os desvios adimensionais da densidade e das velocidades radial e
tangencial. Deve-se notar que n; << ng(R;).

Assim, de uma maneira simplificada, podemos apresentar as solucdes adimensionais na

I(r) = D{—ég—%ln (%) [lnr - % (r2 - 1)]

forma abaixo:

1, 1 2 1 o 3o 5 1<)
- (- — - 5.18
+2T lnr + 4 ( r ) + 642 [ng(Ro) nd(r)| )’ (5.18)
D Noo

= 5.19
ur(r) 88w2r TL()(T), ( )

D R? Ro\ /1 )
_ = 1 2) (== 5.20
u,(r) » [lnr + B In <R1) (r2 )|, (5.20)

onde:

L_[R-R R [ln<§9)r+L o _me |17
4R8 R%-—R% Rl 6(52 n?,(Ro) n%(Rl) ’

com r =r'/Ry.
Entdo as equagdes (5.18)-(5.20) representam a solugdo hidrodindmica para o desvio da

densidade e da velocidade.

5.2.1 Resultados e Discussoes

Ao se analisar as solucdes acima duas observacées devem ser feitas:

(i) A velocidade tangencial u, é negativa, isto é, o gas contido entre os dois cilindros roda
mais devagar que os préprios cilindros. Este resultado é uma conseqtiéncia da ac¢do da forca de
Coriolis.

(ii) Se w — 0 ambos u, e u, tendem para o infinito. Esta singularidade significa que,
quando os cilindros estdo em repouso, nio existe solucdo linear no regime hidrodindmico. Se
quizermos eliminar a singularidade devemos modificar as condiges de contorno, o que sera feito
na secao a seguir. A diferenca entre as solugdes hidrodinamica e cinética fica mais visivel quando
representamos graficamente a velocidade radial u, para w=1, Figura 5.1, onde utilizou-se os
dados da Tabela 4.1 para o regime cinético e os valores da soluc¢do hidrodinamica (5.19). Como
a solugdo cinética é uma solugdo exata, ajustaremos a curva contida na Figura 5.1 alterando as
condigdes de contorno [62, 63] das equagdes hidrodinamicas.

Assim, com as condi¢des de contorno usadas, a diferenga entre a solugdo numérica da equagao
cinética e a obtida da equacdo de Navier-Stokes é significativamente grande. Para valores
menores da velocidade angular, isto é, w < 1, a diferenca é ainda maior.
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Figura 5.1: Velocidade radial u, versus ¢ para w = 1: linha sélida - solugdo hidrodinamica;
linha tracejada - solugdo cinética.

5.3 Gas em Rotacao com Perturbacoes na Pressao, na
Velocidade Angular e na Temperatura

Iremos resolver o problema do gas com perturbacoes na pressao, na velocidade angular e na
temperatura com base nas equagdes da continuidade (2.31), de Navier-Stokes (2.36)-(2.37) e
da energia (2.39). Levando-se em conta a simetria axial do problema e o fato da solu¢ao nao
depender da coordenada z os campos da pressao P(r'), das velocidades u; ('), u,(r') e da

temperatura T'(r') em coordenadas cilindricas para um gas em regime estacionario sao dados

por:
a) equagao da continuidade
10 (P
e (_fr/u;) =1, (5.21)
b) equagao de Navier-Stokes (componente r’)
oul.  ul? AP 40 [pd(r'ul) 2 ,0p
0 (“?W - —) = "o T390 (P o) " e 2
¢) equacao de Navier-Stokes (componente ¢’)
oul, ulul 1 0 0 [u
0 (u:_a;‘,ﬁ -+ T,“’) = 2o l/“"ﬂ% (—f)] ) (5.23)



d) equagdo da energia

3k ,0T 10 (, 8_T p 10
2mg '8r’— T or mar' - r’ar(ru)

B 1o(ru)]®  wd(ru) | u? [, 0 (w)\] §
_u(3lr’ or’ ] 47"2 or' +47'72+ TW o ' (5.24)

Nas equagoes acima a densidade de massa g é dada pela equagdo térmica de estado P = koT'/m.
A equagao da continuidade (2.31)

pode ser escrita como

10 _ do 1(,0n
" or' (r'u; )__E (urar’> ~Tn (urar’>’ (5:25)

que pode ser utilizada para transformar a equagdo (5.24) em

50T L9 (, 0T\ 0P
2 ”u’ar' r’ or'! 37’ ’57‘

(a1 o¢ru) w o(rut) | u 1,8 (u,\]?
= LU <§ [;'_’-—87" :| 4 ,2 87" +47‘72+ T"a? —7‘7 . (526)

As equacbes (5.21)-(5.23), (5.26) representam um sistema de quatro equagdes diferenciais

acopladas aos campos u,.(r'),u,(r’), P(r') e T(r') e o objetivo é a determinagdo destes campos
para apropriadas condi¢bes de contorno.

De inicio a equacdo (5.21) através do uso das formas linearizadas (4.70)-(4.73) sera escrita

na forma abaixo

10 (B e

=0, a=PQ,T
ror

em que r = '/ Ry e utilizando Py = nokTo teremos

dln(ru,)  dlnng(r’)

= 5.27
dr dr '’ (5.27)
onde a solugdo adimensional da equagdo diferencial acima pode ser escrita como
D)
@(r)r = ——ngo. 5.28
U, (T)T nO(T)nOO ( )

D(®) representa uma constante a ser determinada adiante de acordo com as condigdes de con-
torno a serem adotadas para cada caso de perturbagdo a ser tratada.
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Agora o proximo procedimento é para se determinar as formas adimensionais das equagoes
(5.23) e (5.26). Substitui-se nestas equagdes as formas linearizadas para P(r'), u,(r'), u,(r') e
T(r") dadas por (4.70)-(4.73), respectivamente. Usando ainda que

Pm

=TT

e a expressdo (4.25) para a viscosidade de cisalhamento p, resultam as seguintes formas adi-

r = T‘I/Ro,

mensionais para as equagoes (5.23) e (5.26), respectivamente

(@)
d [1d(ul(r)r) :4no(r)u(a)(7.)w5, (5.29)
dr {r dr noo
d [ dr@®)(r) 16no(r) (
d _ (o) 2,25 £5.30
dr lr dr } 15100 u (e, \ !

onde foram desprezados os termos com ordem superior a um em X,.

Como pode-se observar, as equagdes (5.29) e (5.30) apresentam como incégnitas as quanti-
dades ufp"‘) e 7(®) | respectivamente. Suas solucdes sio obtidas de forma simples pois u(®)(r) é
dada pela solugdo (5.28) com no(r) representada pela equacio (4.5). Sendo assim, ul®) e nq(r)

sao fungdes conhecidas de r, permitindo obter as seguintes solugoes para ufp")(r) e 7(3)(r)

(e)
ufp")(r) = 25w D (7‘ Inr — Bfa)r + B: ) ; (5.31)
)(r) = -%D("‘)wzé (Cfa) Inr+ C{* — 7"2) , (5.32)

onde B, B, C{*) e C{*) s30 constantes de integracio a serem determinadas.
Para se obter a solugdo de v(*)(r), novamente iremos utilizar as formas linearizadas (4.70)-
(4.73) que substituidas em (5.22) resultam

dv("‘)(r)
dr

].677/00 () 2004
3n0(r)ur (r)r 5 (5.33)

+ 2rw?7()(r) = 4wufp°‘)(r) +

Como u{®(r), ul®)(r), 7(®)(r) e no(r) sdo fungdes conhecidas de r pelas equagdes (5.28), (5.31),

(5.32) e (4.5) respectivamente, podemos integrar a equagdo (5.33) e obter a solugdo para o

desvio da pressio v(*)(r) dada por

v @ (r) = 86w? D [§g(r) - ———; r? + B§ Mnr + %6 (7‘4 — 202( 2 _ 20{ )g(r))
4 n2, D®?
()| __ X _"00
+L ] 5730 3 (5.34)

onde L(®) também é uma constante de integragio e

g(r) =r’lnr —r?/2.
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Portanto, o sistema fechado de equagdes diferenciais (5.21)-(5.23), (5.26) para os campos u{*),
ufpa), 7(@) ¢ (@) tiveram suas solugdes obtidas através de integracgdes simples e sdo apresentadas
pelas equagbes (5.28), (5.31), (5.32) e (5.34).

Com a determinagdo dos campos da velocidade, da temperatura e da pressdo dados pelas
expressoes acima € possivel determinarmos o vetor fluxo de calor e o tensor viscoso. O vetor
fluxo de calor estd relacionado com o gradiente da temperatura através da lei de Fourier expressa
por (3.27) e o tensor viscoso, oy estd relacionado com as componentes da velocidade através
da equagdo (3.26).

Ao se considerar o fato de que a temperatura é uma fun¢do apenas da coordenada radial,
assim como a velocidade radial e a velocidade tangencial, temos que as tnicas componentes
! ! /

/ 1 : .
rrs Oy Oryp € Oy — Assim, com o

uso das equacdes (4.75) e (4.80) os campos do vetor fluxo de calor e do tensor tensio nao nulos

nao nulas do vetor fluxo de calor e do tensor tensao séo g,, o

serao representados através das forgas termodinamicas X, por:

qr = ]DOO,B()—1 [Z q,(.a)Xa] ) (535)

oij = 2FPoo [Z Uf}’)Xa] ; L,] =T, (5.36)

com ¢{®) e a}f ) representando quantidades adimensionais quanto ao desvio do fluxo de calor
radial e das componentes do tensor tensao.

Substituindo na equagdo (2.28) as férmulas referentes a expressdo (4.26) para o parametro
de rarefagdo §, a equacdo (4.73) para a temperatura T'(r’) e a expressdo (5.35) para o fluxo de

calor ¢, teremos que o fluxo de calor radial adimensional sera dado por

(@ _ 151971

&= T%s ar

que é fungao do desvio da temperatura. Entao, substituindo a solugdo (5.32), referente ao desvio

(5.37)

da temperatura 7(®) na equacio anterior, podemos obter o fluxo de calor radial adimensional

em termos da posi¢do r e da velocidade angular adimensional w, ou seja

1

1
o) =~ D2 (O o). (5.:38)

O mesmo procedimento acima é adotado para obtermos as expressoes gerais das compo-

/

! , igualamos as expressoes (2.22) e (5.36)

nentes do tensor tensdo. Entao, para a componente o
obtendo

2u! 40U
2y 227 — 9P E: ()x 1.
“[ 3r’+36r’] °°L"” ]
Utilizaremos agora a expressdo (4.71) para a velocidade radial u; e com o objetivo de simplificar

o resultado, usaremos ainda as defini¢cdes Poo = nookTo, Bo = (m/2kT0)1/2, " =rRyea

!Como no capitulo anterior, ndo iremos analisar a componente do tensor tensdo o7, .
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expressdo (4.25) para a viscosidade de cisalhamento y. Portanto, a forma obtida resultante é
dada por:

o _ 1[20ul® 1ul
o, ==|= - = .
o83 o 3w

Na expressdo acima podemos ainda utilizar a solugdo (5.28) para o desvio da velocidade
radial u{®) obtendo a expressdo geral para a componente ¢(® do tensor tensio em termos da
posicdo r, da distribui¢do da densidade no(r) e dos parametros principais, isto é, da velocidade

angular adimensional w e do parametro de rarefagio §,

1 D(a) o0

o) — 1

3612 ng(r)

(3+4w?). (5.39)

Quanto a componente do tensor tensdo a&f), igualando as expressoes (2.23) e (5.36) tem-se

4u!  20u
p [——’ -2 ] = 2Py [E oi;?Xa} ,

e através das mesmas substitui¢ées do caso anterior obtém-se

@ _ 1|2 ul® 1 0ul®
o) === - = .
613 r 3 or

Do mesmo modo, substituindo a expressio (5.28) para u{®) na expressio anterior, podemos

reescrever 0'5;2 COIIlO2

(@) 1D(a) Moo
g = -
%0 = 37577 no(r)

Agora, finalmente, iremos calcular a ultima componente ndo nula do tensor tensao, U,Eg),

que é funcdo apenas da velocidade tangencial. O procedimento é o mesmo que antes. Iguala-se

(1—2w?r). (5.40)

a equagdo (2.25) com a equagdo (5.36), depois substitui-se u;, pela equagdo (4.72) e por fim

utiliza-se as expressdes para u,d e r’ citadas anteriormente. O resultado obtido sera

o1 [dul® u
aﬁ(‘):%[ d: —%J (5.41)

A componente aﬁg) do tensor tensdo apresenta uma dependéncia com a velocidade tangencial
na qual podemos utilizar a expressdo (5.31) para ufp“) a fim de obter aﬁg) em funcdo da posi¢ao
r e da velocidade angular adimensional w. Portanto

re r2

Bl
o@D =Dy 1 -22-]. (5.42)

Entdo ¢(®), ¢(®), agfg e 0'53) ficardo determinados apds calcularmos as constantes Bga), Cfa)

e D@ para cada caso de perturbacio a ser tratado.

Devido a condigdo de que ;; tem trago nulo devemos ter que 0, = —(0rr + Tyyp)-
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Todas as consideracdes feitas até agora sido validas para o valor da velocidade angular néo
nula. Portanto para se determinar os campos u(®), ufp"‘), 7(®) e v(*) para w = 0 vamos tomar este

valor da velocidade angular nas equagdes gerais (5.29), (5.30), (5.33) tendo como resultado um
novo sistema de equagdes lineares descrito abaixo

d |1 dufp")(r)r
d [ dr®(r) ,v
- lr —| =0, (5.44)
dv(®)(r)
e 0, (5.45)
que pode ser resolvido através de integragdo simples resultando nas seguintes solugdes gerais
o E(Of)
uf)(r) = BYr + =2, (5.46)
7@ (r) = Fl(a) Inr + FZ,(O'), (5.47)
v(®)(r) = G, (5.48)

onde E\*, E{*, F{*) F{*) e G s30 constantes de integragio. A solucio para u{®) com base
em (5.28) serd

D) D
uﬁa)r = 2 ngo, na qual resulta u,(.o’)(T) =20 (5.49)
no(r) r

pois segundo a equacdo (4.5) limy—o ”—T‘;O(-gl = 1. Usa-se a constante D((,a) ao invés de D(®) a fim
de denotarmos a situagdao em que w = 0.

Novamente é possivel determinar o fluxo de calor radial e as componentes do tensor tensao
usando as solugdes para o desvio da temperatura, desvio da velocidade tangencial e radial. Com

(5.46) e (5.47) determina-se as expressdes para ¢(*) e o{%) quando w = 0,

(@ - _Blawl

qr 8 5 1 T', (550)
lE(a)
ol®) = 3 :2 . (5.51)

Deve-se observar que para o caso w = 0 a velocidade radial é dada pela expressdo (5.49)
de forma que as componentes do tensor tensao (%) e ag;,) que apresentam dependéncia apenas

quanto a velocidade radial, transformam-se em

a) (o) 1
o) = —Dyg 53 (5.52)
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[e% o 1
(@) = D§ )ﬁ' (5.53)

O objetivo agora é a determinagio das constantes de integracio B{a), Béa), Cl(a), C'éa),
L@, B g ) ) G assim como D) e DY para que a solucdo do sistema
fique determinada. Lembremos que a perturbagio é assumida apenas no cilindro interior, isto

significa que as posi¢des das fronteiras sdo os pontos r=1er = %;-.

5.3.1 Saltos nas Condigoes de Contorno

O salto nas condigdes de contorno que correspondem a perturbagao da pressao para o cilindro
interior s3o:
a) no cilindro exterior, em r=1

P = guP) _ Q2 Moo dr(P) 503 Moo du£ _ 04 7Moo 4P
T 8 ne(1) dr 3 no(l) dr S mo(l) T

P
+(P) = asu(P) _ @ Moo dr(®) Q7 Moo du£ ) _ 08 Moo (p

T S no(l) dr T8 mo(l) dr 6 me(l) T

(P) _ _ Q9 Moo dug”) _ u\
¢ § no(1) \ dr r )’

b) no cilindro interior, em r = R; /Ry

u

P =1 P 4 22T dr(® 483 Twoo du;”) oQ4_ N0 (P)
- ! 6 'no(Rl/Ro) dT‘ (S no(Rl/Ro) d'f' (S Tlo(Rl/PLo) r
7P = _ggu(P) 4 28100 dr® 4 od7 Moo dul® _ 988 __ T (P)
5 no(Rl/Ro) dT‘ (5 TLo(Rl/Ro) dT (5 no(Rl/Ro) r
(P) (P)
uP) = 2210 me _“¢>, (5.54)
5 no(Rl/Ro) dr r

onde as constantes o; com 7 = 1,...9 sdo as mesmas apresentadas pelas férmulas (3.63)-(3.65),
cujas interpretacoes fisicas e valores se encontram descritos no final da secao 3.6.
A perturbagao na velocidade angular para o cilindro interior tem os saltos nas condigdes de

contorno dadas por:
a) no cilindro exterior, na posigao r =1

,U(Q) — alu(ﬂ) _ 92 Noo d'r(n) _2(13 Moo dus_ Qa4 Moo (Q)

5 no(l) dr 8 ne(l) dr S mo(l) T

Qg TNoo dT( ) a7 Moo du£ Ofg noo (Q)

G no(l) dr  “émo(l) dr 6 no(1) R

@ _ % Moo du((pﬂ.) _ u((pﬂ) .
e 8 no(1) \ dr r )’

7@ = @
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b) no cilindro interior, na posi¢do r = Ry /Ry

v® = —qu® 4 22T dr® 4922 oo dur®) _oft_ T @
5 no(Rl/Ro) dr (S Tlo(Rl/Ro) dr 5 no(Rl/Ro) r
7 = —asu® 4 S Too drt® + 92T 100 ;) B S S Y
5 nO(Rl/RO) d’f' 6 Tlo(Rl/Ro) d’l" (S nO(RI/RO) o
(£) (2)
@ _ 4 Qg Noo du,;_ U o
Yo =t S (R Ro) ( a7 ) (5.55)

O salto nas condigdes de contorno para a perturbagio da temperatura referentes ao cilindro
interior s3o:

a) no cilindro exterior em r = 1

) = a2 10 41D oy o0 D au o
d no(l) dr d no(l) dr § no(1) ™’
T = gD as ngo dr) ar no dull) g ngo T

T S no(l) dr TS mo(l) dr S no(l) T

ST~ a9 noo du((pT) ~ uSpT) .
¢ § no(1) \ dr r )’

b) no cilindro interior em r = Ry /Ry

oD = _gu® om0 drD o meo  duD jes  mwo
T (S no(Rl/Ro) d7‘ 5 no(Rl/Ro) dT‘ (S TLo(Rl/Ro) r
T T
HD) 21— gpu(® 4 O8N0 dr®  jar_ meo  dul) 928 Moo 1)
(5 ’no(Rl/Ro) d'f‘ (5 ’no(Rl/Ro) d'f‘ (s no(Rl/Ro)
L) — @8 Moo dull) _ ) (5.56)
g 6 TLo(R1/Ro) dr r ' '

5.3.2 Resultados e Discussoes

Com base nas condicdes de contorno para a perturbagdo na pressdo, na velocidade angular e
na temperatura descritas na segdo anterior, torna-se possivel a determinagao das constantes
de integracio B\®, B{*), ¢, C{* e L™ para o = P,Q,T, presentes respectivamente nas
equagdes (5.31), (5.32) e (5.34), além de também ser possivel a determinagao da constante D(®)
presente em (5.28). Para se obter as expressdes destas constantes em fung¢do do parametro
de rarefacao ¢ e da velocidade angular adimensional w, utilizou-se o programa de computagao
algébrica Maple. Como as expressdes obtidas para estas constantes sdo muito extensas nao
iremos escrevé-las nesta secio. No apéndice B os valores numéricos para estas constantes sao

dados para w = 1 e § = 50,100. Estdo assim determinadas as solugbes para os campos da
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pressao, da velocidade angular e da temperatura, assim como para o vetor fluxo de calor e para
o tensor tensao, no regime hidrodinamico em fungdo dos parametros principais § e w. A partir
destas solugdes obteremos os graficos de u(*), ¢(*) e aﬁg) variando os valores do parametro de
rarefacdo ¢ e da velocidade angular w.

Estas mesmas condigdes de contorno (5.54)-(5.56) podem ser aplicadas as equagdes (5.46)-
(5.49) determinando as constantes E{*, E{*, F(® F{® G e D{* para o caso em que a
velocidade angular é nula. Novamente as expressdes destas constantes foram obtidas através
do programa de computacdo algébrica Maple. Suas expressdes, em fungio do pardmetro de
rarefacdo ¢ sdo mais simples mas ndo iremos escrevé-las neste trabalho.

Portanto, as solucbes para os campos da pressdo, da velocidade angular, da temperatura,
do vetor fluxo de calor e do tensor tensdo, para o caso em que w = 0 estdo determinados em
funcao do parametro 6.

Unindo os resultados do regime hidrodinamico dos campos da velocidade, do vetor fluxo de
calor e do tensor tensdo com os resultados do regime cinético, presentes nas Tabelas 4.5, 4.6 e
4.7 sera possivel tracar graficos contendo estes dois regimes com a finalidade de se verificar o
ajuste entre estas duas solugdes. Esta analise sera descrita a seguir.

a) Fluxo devido a Diferenga de Pressao

Nas Figuras 5.2 a 5.4 foram representadas graficamente as solugdes cinética e hidrodinamica
dos campos uﬁp ), ¢(P) e aﬁg) como fungdes do parametro de rarefagdo § para diferentes valores
da velocidade angular w. Podemos notar que existe uma excelente concordancia entre estas

solucdes para ulf) e q(F) para baixos valores da velocidade angular. A diferenca das solugdes

(P

rw) se deve ao fato do efeito cruzado ser pequeno em

cinética e hidrodinamica para o campo o
comparagao com os efeitos diretos.

b) Fluxo devido & Diferenga de Velocidade Angular

As solugdes cinética e hidrodinamica para os campos ul, ¢ e aﬁg) estao plotados nas Figuras

5.5 a 5.7 como funcido do parametro de rarefagio § e da velocidade angular w. Existe aqui uma
boa concordancia das solugdes para o campo aﬁg), e a diferenca entre as solugdes para os campos
ul® e ¢ novamente se deve ao fato de ambos representarem campos de efeitos cruzados, os

quais sdo usualmente pequenos quando comparados com os campos de efeitos diretos.

c¢) Fluxo devido a Diferenca de Temperatura

Os campos u(T), ¢(T) e aﬁp cujas solugdes cinética e hidrodinamica estdo plotadas nas Figuras
5.8-5.10 como funcdes do parametro de rarefagdo ¢ e da velocidade angular w. Existe boa
concordancia destas solugOes para os campos aﬁg) e ¢/T). Deve-se notar que para altos valores
do pardmetro de rarefagdo o fluxo de calor ¢‘T) independe da velocidade angular w e todas as
curvas para diferentes valores de w coincidem. O campo u{T) corresponde também a um efeito
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Figura 5.2: Velocidade radial u(F) como fungéo de § para diferentes valores de w em r = 0,75
linhas sélidas - solucao hidrodindmica; linhas tracejadas - solugao cinética.
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Figura 5.3: Fluxo de calor radial ¢/ como fungéo de ¢ para diferentes valores de w em 7 = 0,75
linhas sélidas - solugéo hidrodinamica; linhas tracejadas - solugao cinética.
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Figura 5.4: Tensor tensao 055) versus § para diferentes valores de w na posigao r = 0,75 linhas
sélidas - solucao hidrodinamica; linhas tracejadas - solucao cinética.
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Figura 5.5: Velocidade radial u(®¥) versus § para diferentes valores de w na posigao r = 0,75
linhas sélidas - solu¢do hidrodinamica; linhas tracejadas - solugao cinética.
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Figura 5.6: Fluxo de calor radial ¢{) versus § para diferentes valores de w na posi¢ao r = 0,75
linhas sélidas - solucao hidrodinamica; linhas tracejadas - solucao cinética.
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Figura 5.7: Tensor tensao o'} versus ¢ para diferentes valores de w na posicao 7 = 0,75 linhas
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Figura 5.8: Velocidade radial u(T) versus § para diferentes valores de w na posicao r = 0,75

linhas sélidas - solugdo hidrodinédmica; linhas tracejadas - solugdo cinética.

cruzado (vide (4.118)) mas aqui a concordancia entre estas solugdes é melhor do que nos dois

casos anteriores.
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Figura 5.9: Fluxo de calor radial ¢{*) versus § para diferentes valores de w na posi¢ao r = 0,75
linhas sélidas - solucao hidrodinamica; linhas tracejadas - solucao cinética.
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Figura 5.10: Tensor tensio o{T) versus § para diferentes valores de w na posigao r = 0,75 linhas

sélidas - solugao hidrodindmica; linhas tracejadas - solugao cinética.
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Capitulo 6

Conclusoes

Para o problema de um gas confinado entre dois cilindros coaxiais que giram com uma velocidade
angular constante foram tratados dois casos de perturbagdo sobre o sistema. No primeiro
caso tratou-se de perturbar o sistema inicialmente em equilibrio, através de uma tnica forca
termodinamica, o desvio da densidade. O segundo caso considerado envolveu o mesmo sistema
em equilibrio sendo perturbado por trés forcas termodinamicas a0 mesmo tempo, ou seja, a
pressao, a velocidade angular e a temperatura. Todas estas perturbagdes ocorreram somente
no cilindro interior. Em ambos os casos o sistema foi fracamente perturbado e considerou-se
a evaporacio e a condensacdo nas superficies dos cilindros. Os campos desejados, pressao,
velocidade, temperatura, vetor fluxo de calor e tensor tensdo foram calculados tanto para o
regime cinético quanto para o regime hidrodinamico em funcdo de dois parametros principais:
o parametro de rarefacio ¢ e a velocidade angular adimensional w. O regime cinético foi
solucionado através da solu¢do numérica da equacao de Boltzmann com o uso de dois modelos
(BGK e Shakov) enquanto que o regime hidrodinamico apresenta suas equacoes baseadas na
mecanica do continuo com solugbes algébricas. A comparagdo entre as solucdes destes dois
regimes para os campos desejados esta presente em graficos anteriores. Foi feita também uma
analise termodinamica das relagoes de reciprocidade de Onsager-Casimir. A relacdo entre os
coeficientes cruzados serviu como um critério de precisdao na solu¢ao numérica da equacao de
Boltzmann.

Para a perturbacao na densidade obteve-se o perfil da velocidade radial e tangencial como
funcoes de ¢ e w, em que para todos os valores destes pardmetros, a velocidade tangencial é
negativa. Este resultado é devido a forga de Coriolis. E ainda verificou-se que para grandes
valores de ¢ a dependéncia de u, na velocidade angular w ndo é mondétona. Quanto ao perfil
de u, observa-se que para qualquer § o valor deste campo descresce essencialmente quando a
velocidade angular w cresce. Concluiu-se que quando a velocidade angular tende a zero, tanto
u, quanto u, tendem a infinito. Inicialmente pensou-se que esta singularidade significava que,
quando os cilindros estivessem em repouso, nao existiria solu¢éo linear no regime hidrodinamico,

ou seja, os termos nao-lineares da equagao de Navier-Stokes deveriam ser levados em conta para
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Figura 6.1: Velocidade radial u, versus § para w = 1 na posi¢ao r = 0,75: linhas sélidas-
solugdes hidrodinamicas: linha azul - solu¢ao hidrodindmica sem salto, linha vermelha - solu¢do
hidrodinamica com salto; linha tracejada - solugao cinética

algum valor de An/ng(R;). Porém, verificamos na anélise do segundo caso que para melhorar
os resultados da solugdo hidrodinamica e eliminar esta singularidade, deveriamos modificar as
condigoes de contorno, ou seja, considerar a condi¢ao de salto nas fronteiras. Isto é evidenciado
na Figura 6.1 que representa a variagao do parametro § para o desvio da velocidade radial u,
quando a velocidade angular € igual a um. Nesta figura constam as solug¢oes do regime cinético
e do regime hidrodinamico. Para o regime hidrodinamico ainda estdo presentes a curva sem
se considerar salto e a curva com a condigao de salto nas condigbes de contorno. Portanto, a
influéncia dos saltos na solugao hidrodinamica fica demostrada e o quanto esta consideracao
melhora a concordancia entre as curvas cinética e hidrodinamica.

Para a perturbagao na pressao, na velocidade e na temperatura todos os campos obtidos sao
dados em fungdes dos pardmetros § e w e calculados para os regimes cinético e hidrodinamico.

Entao para o fluxo devido a diferenca da pressao obtemos graficamente uma excelente con-
(P)

") quando con-

cordancia entre as solucdes cinética e hidrodinAmica para os campos u(") e ¢

sideramos baixos valores da velocidade angular. Para o fluxo devido a diferenca da velocidade

Q)
]

e ¢ se devem ao fato de ambos representarem campos de

angular, existe boa concordancia das solugdes para o campo o
()

r

enquanto que a diferenga entre
as solugoes para os campos u

efeitos cruzados, pois os campos dos efeitos cruzados sao usualmente pequenos em comparacao
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com os campos dos efeitos diretos e para o fluxo devido a diferenca de temperatura, os campos
ag) e ¢!, apresentam boa concordancia entre as solucdes cinética e hidrodinamica sendo que
para altos valores de &, ¢{T) independe da velocidade angular w e todas as curvas coincidem.
Embora u(T) represente um efeito cruzado, sua concordancia é melhor do que os outros efeitos
cruzados.

Um resumo dos principais resultados inéditos contidos nesta tese sao [21, 40]:

i) solugdo numeérica das equagdes cinéticas (modelos BGK e Shakov) através do método
das velocidades discretas considerando a descontinuidade da fungio de distribui¢do para um
gas rarefeito em rotagdo com evaporacao e condensacdo nas superficies que o delimitam nos
intervalos amplos de § e w;

ii) solucgdes analiticas das equagdes hidrodinamicas correspondentes levando em consideragao
saltos nas condi¢des de contorno.

Uma extensdo desta linha de pesquisa para trabalhos futuros seria:

i) Ao se analisar a concordancia entre as solugdes cinética e hidrodinamica presentes nas
figuras dos capitulos anteriores, observa-se que existe ainda uma certa discrepancia no limite

Q). Portanto o interesse é

destes regimes para determinados campos, por exemplo, para gf
ajustar a curva da solucao hidrodindmica, na qual o salto é considerado, a curva da solugao
cinética através do uso das equagdes de Burnett. Assim seria possivel analisar esta influéncia
a solucao hidrodindmica se considerarmos para este regime equagdes constitutivas do tipo de
Burnett, as quais envolvem derivadas segundas, isto é, temos equagdes diferenciais parciais de
terceira ordem. Entretanto, para esta situagido teremos que considerar as condigdes de salto
na fronteira, onde ocorre evaporacio e condensagdo, até a ordem de 5% para que a ordem das
equagoes constitutivas do tipo de Burnett sejam compativeis com a ordem de § presentes nas
condi¢des de contorno com saltos.

ii) Considerar outros fendmenos de transporte em sistema de rotagédo substituindo o gas
tnico por uma mistura. Mais concretamente, considerar dois cilindros coaxiais a uma mesma
temperatura que giram com uma mesma velocidade constante. Na mistura binaria contida
entre os cilindros, a evaporagdo e a condensagdo sera considerada apenas para um dos gases.
A forca termodindmica que perturbard o equilibrio estard relacionada com um gradiente de
concentracao dos gases. Espera-se que além dos fluxos radiais de calor e de difusao, os fluxos
tangenciais também devam aparecer. Neste caso um dos objetivos seria calcular o fluxo de di-
fusdo tangencial e mostrar que o principio de indiferenca ao referencial da mecanica do continuo

também é violado no caso de uma mistura.
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Apéndice A

Programa

Apresenta-se abaixo o programa utilizado no modelo BGK.

QOO0 000000000000

ONONS!

PROGRAM rd.£f

Calculation of cylindrical linear Couette flow
in a rotating system

BGK-model

Discontinuity is regarded

Temperature is const

The length scale is the radius of the external cylinder

Iput data
DEL - rarefaction parameter
Rl - radius of the internal cylinder
OM - angular velocity
NR - number of points with respect to radial variable
NT - number of points with respect to angle variable
NC - mber of points with respect to speed
CO0 - interval of the speed

NDIS if 1 the discontinuity is taken, if 0 it is not

implicit double precision (a-h,o0-z)

REAL*8 NEQ,NUO, NU,NUWO,NUW1l,NUW0OOQO,NUW10, NEQD

DIMENSION JK(201,2),PXY(201),U0(201),NEQ(201),NU0(201),PYY(201),
*HF (201) ,HP (201) ,C(50),T0(201)

COMMON RO(201),ROB(201),U(201),T(201),NU(201),NEQD(201),CP,
*NUWO, NUW1l,R1,0M,DR,NR,NJ

OPEN(9,FILE="r’,STATUS="new’)

OPEN(11l,FILE=’SAVE’,STATUS='NEW’)

definition of the irnput data

PI=ACOS (-1.D0)

E=1.D-5

NDIS=1

IF (NDIS.EQ.0) WRITE(9,*) ’WITHOUT DISCUNTINUITY’
IF (NDIS.EQ.1) WRITE(9,*) '‘WITH DISCUNTINUITY’
MAX=5

R1=0.5D0

OM=1.DO

DEL=1.DO

NR=50

NT1=40

NT2=20 104

NC=20

C0=5.D0

DR=(1.D0-R1) /NR

DO 20 I=1,NC



QOO

eNeNe!

(e NeX®]

eNoXe!

20

82

84
89

11

C(I)=I*CO/NC
DO 1 K=1,NR+1
RO(K)=(1.DO-DR* (K-1))
IF (ABS(OM) .GT.1.E-5) THEN
NEQ (K)=(1.D0O-R1*R1) *OM*OM*EXP ( (OM*RO (K) ) **2) /
(EXP (OM**2) —EXP ( (OM*R1) **2))
ELSE
NEQ(K)=1.
END IF
NEQD (K) =DEL*NEQ (K)
ROB (K)=1.D0/RO (K)

First approximaion

NU (K)=0.DO
T(K)=0.DO
U(K)=0.DO
CONTINUE
NUW0=0.DO
NUW1=0.DO
IT=0
IF (NDIS.EQ.0) GO TO 89
DO K=1,NR
THETO=ASIN (R1*ROB (K))
DT=PI/(2.DO*NT1)
DO J=NT1+2,2*NT1l+1
IF((2*NT1+1-J) *DT.LT.THET0) GO TO 82
END DO
JK(K,1)=J
DT=PI/ (2.D0*NT2)
DO J=NT2+2,2*NT2+1
IF((2*NT2+1-J) *DT.LT.THETO) GO TO 84
END DO
JK(K,2)=0
END DO
CONTINUE

Beginning of iterations

CONTINUE
IT=IT+1
DO 11 K=1,NR+1
NU (K) =NU (K) *NEQD (K)
U(K)=2.D0*U (K) *NEQD (K)
T (K) =T (K) *NEQD (K)
NUO (K)=0.D0
U0 (K)=0.D0
TO (K)=0.DO
PXY (K)=0.DO
PYY (K)=0.DO
CONTINUE
NUW00=0.DO
NUW10=0.DO

calculation of boundary values

NUO (NR+1)=0.5DO*NUW1

NUO (1) =0.5D0*NUWO

U0 (NR+1)=0.5D0

PXY (1)=0.5DO*NUWO*NEQ (1) *OM/SQRT (PI)

PXY (NR+1)=-0.5/SQRT (PI) *NEQ (NR+1) * (1.+NUW1*OM*R1)

Cycle with respect to the speed

DO 2 I=1,NC
CP=C(I)



Q0O

OO0

1

25

12

73

Cycle with respect to the angle

DO 2 NJ=1,2
NT=NT1
IF (NJ.EQ.2) NT=NT2
DT=PI/ (2.DO*NT)
W10=CP*CO*DT*4.D0/ (NC*PI*3.D0)
IF(I/2.EQ.I/2.) W10=0.5DO*W10
DO 13 K=1,NR+1
HP (K)=0.D0
3 HF (K)=0.D0
DO 2 J=1,NT*2+1
CX=CP*COS (DT* (J-1))
CY=CP*SIN(DT* (J-1))
AW=1.DO
IF(J.EQ.1.0R.J.EQ.NT*2+1) AW=0.5D0
W1=AW*W10*EXP (—CX*CX)
DD2=CY/DT
FI3=CX/DR
IF (NJ.EQ.2) CY=-CY
IF (J.GT.NT+1) GO TO 12
FI=NUWO
PSI=0.D0
IF (J.LT.NT+1) GO TO 25
FFF=FI*W1*EXP (- (CY-OM) **2) *0.5D0
NUO (1) =NUO (1) +FFF
U0 (1) =U0 (1) +FFF* (CY-OM)
TO (1)=TO(1)+2.D0/3.DO*FFEF* ( (CY-OM) * (CY-OM) -1.D0)
HF (1) =F1
HP (1) =PSI

Cycle with respect to the radial coordinate

DO 3 K=2,NR+1
CPV2=CX*CX+ (CY-OM*RO (K) ) * (CY-OM*RO (K} )
FI=((NU(K)+(CPV2-1.D0)*T (K)+ (CY-OM*RO (K) ) *U(K) ) +

* FI3*FI+(ROB(K)*DD2) *HF (K) )/ (NEQD (K) +FI3+ROB (K) *DD2)
PSI=(0.5DO0*T (K)+FI3*PSI+ (ROB(K)*DD2) *HP (K))
* / (NEQD (K) +FI3+ROB (K) *DD2)
HF (K)=FI
HP (K)=PSI
FFF=FI* (W1*EXP (- (CY-OM*RO (K)) **2))
FFPS=PSI* (W1l*EXP (- (CY-OM*RO (K) ) **2))
NUO (K) =NUOQ {(K) +FFF
U0 (K) =UQ (K) +FFF* (CY-OM*RO (K) )
TO (K)=TO0(K)+2.D0/3.D0* (FFF* (CPV2-1.D0) +FFPS)
PXY (K) =PXY (K) +FFF*CY*CX*NEQ (K)
PYY (K) =PYY (K) +FFE* (CY-OM*RO (K) ) * (CY-OM*RO (K) ) *NEQ (K)
3 CONTINUE

IF(J.EQ.NT+1) THEN
NUO (NR+1) =NUOQ (NR+1) -0.5*FFF
UQ (NR+1)=U0O (NR+1)-0.5*FFF* (CY-OM*R1)

TO (NR+1)=TO (NR+1)-1./3.* (FFF* (CPV2-1.D0) +FFPS)
PXY (NR+1)=PXY (NR+1) -0.5*FFF*CY*CX*NEQ (NR+1)
PYY (NR+1)=PYY (NR+1)-0.5*FFF* (CY-OM*R1) * (CY-OM*R1) *NEQ (NR+1)

END IF

NUW10=NUW10+2.DO*SQRT (PI) *FFF*CX

GO TO 2

IF(J.EQ.2*NT+1.0R.NDIS.EQ.0) GO TO 65
RINT=R1/SIN(PI-DT*(J-1))
IF (RINT.GT.1.D0) GO TO 65
DO K=NR,1,-1
IF (RO (K) .GT.RINT) GO TO 73
END DO
KJ=K



65

2

FI=NUW1+2,* (CY-OM*R1)
PSI=0.D0
DO 7 K=NR,1,-1
IF(K.EQ.KJ.AND.RINT.LT.1l..AND.DEL*RINT.LT.1.0001.
AND.NDIS.EQ.1l) THEN
CALL HTHETA(PI-DT*(J-1),KJ,RINT,FI)
FI3=CX/ (RO (K)-RINT)
END IF
IF(J.EQ.JK(K,NJ) .AND.DEL*RO(K) .LT.1.0001.
AND.NDIS.EQ.1) THEN
CALL HRO (K, FEXT,FINT, THETA)
DD2=CY/ (THETA+DT* (J-1) -PI)
IF (NJ.EQ.2) DD2=-DD2

HF2=HF (K)
HF (K) =FINT
END IF

CPV2=CX*CX+ (CY-OM*RO (K) ) * (CY-OM*RO (K) )
FI=((NU(K)+T(K)* (CPV2-1.D0)+ (CY-OM*RO (K) ) *U(K))
—-FI3*FI+(ROB(K) *DD2) *HF (K) )/ (NEQD (K) ~FI3+ROB (K) *DD2)
PSI=(0.5DO*T (K)-FI3*PSI+
(ROB (K) *DD2) *HP (K) ) / (NEQD (K) ~FI3+ROB (K) *DD2)
HF (K)=FI
HP (K)=PSI
IF(K.EQ.KJ.AND.DEL*RO(K) .LT.1.0001.
AND.NDIS.EQ.1l) FI3=CX/DR
IF (J.EQ.JK(K,NJ) .AND.DEL*RO(K) .LT.1.0001.
AND.NDIS.EQ.1) THEN
DD2=CY/DT
IF (NJ.EQ.2) DD2=-DD2
W1l=AW*W10* (THETA+DT* (J-1)-PI) /DT
W12=AW*W10-W11l
CY2=CP*ROB (K) *R1
CY4=CP*SIN(DT* (J-2))
IF (NJ.EQ.2) THEN

CY2=-CY2
CY4=-CY4
END IF

CX2=-CP*COS (THETA)
CX4=CP*COS (DT* (J-2))
FFF1=FI*0.5D0* (W11+AW*W10) *EXP (-CX*CX- (CY-OM*RO (K) ) **2)
FFF2=FINT*0,5D0*W11l* (EXP (-CX2*CX2- (CY2-OM*RO(K) ) **2))
FFF3=FEXT*0.5D0*W12* (EXP (-CX2*CX2- (CY2-OM*RO (K) ) **2))
FFF4=-HF2*0.5D0*W11*EXP (-CX4*CX4~- (CY4-OM*RO (K) ) **2)
NUO (K) =NUO (K) +FFF1+FFF2+FFF3+FFF4
U0 (K) =U0 (K) +FFF1* (CY-OM*RO (K) ) + (FFF2+FFF3) *
(CY2-OM*RO (K) ) +FFF4* (CY4-OM*RO (K) )
PXY (K) =PXY (K) + (FFF1*CY*CX+ (FFF2+FFF3) *CY2*CX2
+FFF4*CY4*CX4) *NEQ (K)
PYY (K)=PYY (K) + (FFF1* (CY-OM*RO (K) ) **2+ (FFF2+FFF3) *
(CY2-OM*RO (K) ) **2+FFF4* (CY4-OM*RO (K) ) **2) *NEQ (K)
ELSE
FFF=FI* (W1*EXP (- (CY-OM*RO (K) ) **2))
FFPS=PSI* (W1*EXP (- (CY-OM*RO (K) ) **2))
NUO (K) =NUO (K) +FFF
U0 (K) =U0 (K) +FFF* (CY-OM*RO (K) )
TO (K) =T0 (K) +2.D0/3.D0* (FFF* (CPV2-1.D0) +FFPS)
PXY (K) =PXY (K) +FFF*CY*CX*NEQ (K)
PYY (K)=PYY (K) +FFF* (CY-OM*RO (K) ) * (CY-OM*RO (K) ) *NEQ (K)
END IF
CONTINUE
IF(J.EQ.JK(1,NJ) .AND.DEL.LT.1.0001.AND.NDIS.EQ.1) THEN
NUWOO0=NUW0O0-2.*SQRT (PI) * (FFF1*CX+ (FFF2+FFF3) *CX2+FFF4*CX4)
ELSE
NUWOO0=NUW00-2.*SQRT (PI) *FI*W1*CX*EXP (- (CY-OM) **2)
END IF
CONTINUE



OO0

33

15

35

16

30
50

AAAA=(NEQ (1) *NUO (1) +NEQ (NR+1) *NUO (NR+1) *R1) *DR/3.D0
DO K=2,NR,2
AAAA=AAAA+4 ., *NEQ (K) *NUO (K) *RO (K) *DR/ 3.
END DO
DO K=3,NR-1,2
AAAA=AAAA+2, *NEQ (K) *NUOQ (K) *RO (K) *DR/3.
END DO
DO 33 K=1,NR+1
NUOQ (K) =NUQ (K) -2 .*AAAA/ (NEQ(K) * (1.-R1*R1))
NUWQO=NUW00-2.*AAAA/ (NEQ(1) * (1.-R1*R1))
NUW10=NUW10-2.*AAAA/ (NEQ (NR+1) *(1.-R1*R1))
AE=0.D0
DO 15 K=1,NR+1
AEA=ABS ((U(K)-2.D0*U0 (K) *NEQD (K) ) / (2.D0*U0 (K) *NEQD (K) ) }
IF(AE.LT.AEA) AE=AEA
DO 4 K=1,NR+1
NU (K) =NUOQ (K)
T (K)=0
U (K)=UOQ (K)
NUWO=NUWGCO
NUW1=NUW1C
PXY1=PXY (1)
PXY2=PXY (NR+1) *R1*R1
WRITE (*, 35) IT,PXY1l,PXY2,AE,aaaa
FORMAT (2X,I4,4(2X,E14.7))
WRITE(11,*) U,NU,T,NUW0,NUW1l,IT
REWIND 11
IF(AE.GT.E.AND.IT.LT.MAX) GO TO 6

Printing the results

WRITE(9,19) DEL,OM,NR,NT1,NT2,NC,C0O,MAX,IT
WRITE(9,17)
PMAX=0.
PMIN=1.E10
DO 16 K=1,NR+1
ROO=(1.-DR* (K-1))
PXYR=PXY (K) *ROO*RO0O
IF (ABS (PXYR) .GT.PMAX) PMAX=ABS (PXYR)
IF (ABRS (PXYR) .LT.PMIN) PMIN=ABS (PXYR)
PYY (K) =PYY (K)-0.5*NU (K)
WRITE (9,10) ROO,U(K),NU(K),PXYR,PYY (K)
WRITE (9, 30) NUWQ,NUW1,AAAA,PXY (NR/2+1)
VARP= (PMAX~-PMIN) /PMIN
WRITE (9, 50) VARP
continue
FORMAT (1X,F10.6,4(1X,E14.7))
FORMAT (6X,'RO’, 10X,’U’,13X,’NU’,13X,’PXYR’,13X,’PYY’)
FORMAT (10X, 'Linear cylindrical Couette flow’//10X,
r //4X,
'DEL=',F7.3,3X,’0M=',F7.3/
3X,’NR=’,I4,3X,’'NT1=’,14,3X,'NT2=",14,3X,'NC=",14,3X,
'C0=',F6.2//4X, "'MAX=',16,4X,’1T=',15,4X/)
FORMAT (/2X, "NUW0O=',E14.7, 4%, 'NUWl=',E14.7, 4%,
'AAAA=' ,E14.7/1X,4X,E14.7/70(1H-))
FORMAT (10X, ' VARP=' ,E14.7)
STOP
END

* * X

*

SUBROUTINE HRO (K1, FEXT,FINT, THETA)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-2)

REAL*8 NUWO0O,NUW1l,NEQD,NU

COMMON RO (201),ROB(201),U(201),T(201),NU(201),NEQD(201),CP,
*NUWO, NUW1,R1,0M, DR, NR,NJ
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RO (K1) is supplied

Calculation of THETA

Calculation of FEXT (from outer cylinder) and
FINT (from inner cylinde)

THETA=ASIN (R1/RO (K1))
FEXT=NUWO
IF (NJ.EQ.2) GO TO 1
DO K=2,NR+1
DS=SQRT (RO (K-1) *RO (K-1) —R1*R1) -SQRT (RO (K) *RO (K) —R1*R1)
FEXT= (DS* (NU (K) + (CP*R1*ROB (K) ~OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
FINT=NUW1+2.* (CP-OM*R1)
DO K=NR,K1,-1
DS=SQRT (RO (K) *RO (K) ~R1*R1) -SQRT (RO (K+1) *RO (K+
FEXT= (DS* (NU (K) + (CP*R1*ROB (K) ~OM*RO (K) ) *U (X))
/ (NEQD (K) *DS+CP)
FINT=(DS* (NU (K) + (CP*R1*ROB (K) ~OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FINT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)

1) -R1*R1)
+CP*FEXT)

END DO
RETURN
CONTINUE
DO K=2,NR+1
DS=SQRT (RO (K—-1) *RO (K-1) -R1*R1) -SQRT (RO (K) *RO (K) -R1*R1)
FEXT=(DS* (NU (K) - (CP*R1*ROB (K) +OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
FINT=NUW1l-2.* (CP+OM*R1)
DO K=NR,K1l,-1
DS=SQRT (RO (K) *RO (K) ~R1*R1) -SQRT (RO (K+1) *RO (K+1) -R1*R1)
FEXT= (DS* (NU (K) - (CP*R1*ROB (K) +OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
FINT=(DS* (NU(K) - (CP*R1*ROB (K) +OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FINT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
RETURN
END

SUBROUTINE HTHETA (THETA,KJ, RINT, FEXT)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-2Z)

REAL*8 NUWO,NUW1l,NEQD,NU,NUINT

COMMON RO (201),ROB(201),U(201),T(201),NU(201),NEQD (201),CP,
NUW0O, NUW1,R1,0M,DR,NR,NJ

HETA is supplied
alculation of FEXT

FEXT=NUWO
NUINT=NU (KJ) - (RO (KJ) —RINT) * (NU (KJ) -NU (KJ+1) ) /DR
UINT=U (KJ) - (RO (KJ) -RINT) * (U (KJ) -U (KJ+1) ) /DR
TINT=T (KJ) - (RO (KJ) —RINT) * (T (KJ) =T (KJ+1) ) /DR
IF (NJ.EQ.2) GO TO 1
DO K=2,NR+1
DS=SQRT (RO (K-1) *RO (K-1) -R1*R1) —-SQRT (RO (K) *RO (K) —-R1*R1)
FEXT=(DS* (NU (K) + (CP*R1 *ROB (K) ~-OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
IF(KJ.EQ.NR) GO TO 2
DO K=NR,KJ+1,-1
DS=SQRT (RO (K) *RO (K) -R1*R1) -SQRT (RO (K+1) *RO (K+1) -R1*R1)
FEXT=(DS* (NU (K) + (CP*R1*ROB (K) ~OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
DS=RINT*COS (THETA) -SQRT (RO (KJ+1) *RO (KJ+1) -R1*R1)
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*

*
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FEXT=(DS* (NUINT+ (CP*R1*ROB (K) ~-OM*RO (K) ) *UINT) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
RETURN
CONTINUE
DO K=2,NR+1
DS=SQRT (RO (K-1) *RO (K-1) -R1*R1) -SQRT (RO (K) *RO (K) ~R1*R1)
FEXT= (DS* (NU (K) - (CP*R1*ROB (K) +OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
IF (KJ.EQ.NR) GO TO 3
DO K=NR,KJ+1,-1
DS=SQRT (RO (K) *RO (K) ~-R1*R1) -SQRT (RO (K+1) *RO (K+1) -R1*R1)
FEXT=(DS* (NU (K) — (CP*R1*ROB (K) +OM*RO (K) ) *U (K) ) +CP*FEXT)
/ (NEQD (K) *DS+CP)
END DO
DS=RINT*COS (THETA) -SQRT (RO (KJ+1) *RO (KJ+1) ~R1*R1)
FEXT= (DS* (NUINT- (CP*R1*ROB (K) +OM*RO (K) ) *UINT) +CP*FEXT)
~ / (NEQD (K) *DS+CP)
RETURN
END



Apéndice B

Constantes de Integracao

Tabela B.1: BY, By, Cy, Cg, L* e D* com a = P,Q,T paraw =1 vs 4.
§=50 =100
BF 10,23527  0,23289
BF | 0,22405 0,22735
CP | 1,23719 1,16167
CF | 1,05534 1,02866
LF | 0,36989 0,36686
DF | 0,04437  0,02922

B¢ | 0,39740 0,36185
B2 | 0,39305 0,35898
Cc® | 1,23719  1,16167
C§ | 1,05534  1,02866
L? | 0,45096  0,43095
D% | 0,03516 0,02387

BT | 0,23527  0,23289
BT | 0,22405 0,22735
C}” 7,20502  6,46464
cT | 0,82210 0,92503
LT | 0,25932 0,27355
DT | -0,01551 -0.00941
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