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Resum o

Os fenômenos de transporte em sistemas em rotação contendo gases rarefeitos sofrendo 
evaporação e condensação nas suas superfícies são investigados com base nas equações cinética 
e hidrodinâmica. 0  problema analisado consiste em considerar um gás confinado entre dois 
cilindros coaxiais que podem girar. Dois casos foram investigados: (i) no primeiro caso os 
cilindros estão a uma mesma temperatura e giram com uma mesma velocidade mas o estado 
de equilíbrio do sistema é fracamente perturbado por um desvio de densidade das partículas 
evaporadas do cilindro interior; (ii) no segundo caso os cilindros estão a diferentes temperaturas 
e velocidades. A equação cinética adotada ao primeiro caso foi o modelo de Bhatnagar, Gross e 
Krook (modelo BGK) enquanto que para o segundo caso foi o modelo de Shakov (modelo “S” ). 
As equações cinéticas foram resolvidas numericamente utizando-se o método das velocidades 
discretas onde a descontinuidade da função de distribuição foi levada em consideração. As 
relações de reciprocidade de Onsager-Casimir para os coeficientes dos efeitos cruzados, calcula­
dos a partir da equação cinética, foram verificados. As equações hidrodinâmicas para um gás 
viscoso condutor de calor, foram obtidas das equações de balanço de massa, momento e energia. 
Estas equações foram resolvidas analiticamente para condições de contorno apropriadas. Os 
campos da densidade, da velocidade, da temperatura, do vetor fluxo de calor e do tensor tensão 
são apresentados para uma grande variação do número de Knudsen e da velocidade angular. 
As soluções hidrodinâmica e cinética foram comparadas para diferentes valores da velocidade 
angular. A análise da influência da rotação no fluxo entre os cilindros foi analisada.



A bstract

Transport phenomena in rotating rarefied gases that undergo evaporation and con­
densation on their surfaces are investigated on the basis of the kinetic and hydrodynamical 
equations. The problem analyzed concerns a gas between two coaxial cylinders which may be 
rotate. Two cases are investigated: (i) in the first case the cylinders have the same temperature 
and velocities but the equilibrium is perturbed by a small deviation of density of evaporated par­
ticles on the inner cylinder; (ii) in the second case the cylinder have different temperatures and 
velocities. The kinetic equation adopted for the first case is the Bhatnagar, Gross and Krook 
model (BGK model), while that for the second case the Shakov model (“S” model) is applied. 
The kinetic equations have been solved numerically by the discrete velocity method where the 
discontinuity of the distribution function has been taken into account. The Onsager-Casimir 
reciprocity relations for the coefficients of cross-effects, calculated from the kinetic equation, 
have been verified. The hydrodynamical equations have been obtained from the balance equa­
tions of mass, momentum and energy of a viscous heat conducting gas. The hydrodynamical 
equations with appropriated boundary conditions have been solved analytically. The fields of 
density, velocity, temperature, heat flux vector and stress tensor are presented for wide ranges 
of the Knudsen number and angular velocity. The hydrodynamical and kinetic solutions have 
been compared for different values of the angular velocity. An analysis of the influence of the 
cylinders rotation on the flow field is given.
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Capítulo 1 

Introdução

Como é conhecido, a mecânica do contínuo assume o princípio da indiferença ao referencial, 
ou seja, as equações constitutivas são iguais em qualquer sistema de referência, isto é, para 
sistemas inerciais e não-inerciais. De acordo com este princípio, o tensor tensão e o vetor 
fluxo de calor devem ser invariantes com relação a transformações Euclideanas entre quaisquer 
sistemas.1 Em particular estas duas grandezas do gás não devem de uma forma explícita serem 
função da velocidade angular de rotação. Por este motivo a validade deste princípio é discutida 
por muitos autores [1]-[18]. De fato alguns artigos [4]-[7] afirmam que este princípio não é 
violado mas outros [l]-[3] ,[9]-[l9] analisam a afirmação que as equações constitutivas para o 
sistema não-inercial são diferentes das dos sistemas inerciais.

A primeira discussão sobre a violação do princípio da indiferença ao referencial foi devida a 
Müller [1] que mostrou serem o vetor fluxo de calor e o tensor tensão dependentes da velocidade 
angular. Edelen e McLennan [2 ] confirmaram mais tarde os resultados de Müller, enquanto que 
Sõderholm [4] mostrou através de uma teoria cinética elementar uma evidência microscópica 
destes fenômenos. Recentemente, Sharipov e Kremer confirmaram estes resultados com si­
mulações numéricas no caso de um gás confinado entre dois cilindros em rotação para uma 
grande variação do número de Knudsen2 e da velocidade angular nos seguintes casos: i) cilindros 
em rotação com a mesma velocidade angular porém com temperaturas diferentes [12, 13]; ii) 
cilindros com a mesma temperatura porém com velocidades angulares diferentes [15, 16]; iii) 
cilindros em rotação com velocidades angulares diferentes e temperaturas diferentes [18].

Um sistema em rotação é o exemplo mais conhecido na prática de sistema não-inercial. 
Certamente a rotação altera a distribuição da densidade no fluido e afeta quantitativamente os

xUma transformação Euclideana entre um sistem a inercial de coordenadas x; e um sistem a não-inercial com 
coordenadas x* tem a forma x* =  O i j ( t ) x j  +  b{(t),  onde 0 ,j( í )  é uma matriz própria ortogonal que depende 
do tempo e determina o movimento relativo dos eixos e 6, (t) um vetor dependente do tempo que determina o 
movimento relativo da origem dos dois sistemas.

20  número de Knudsen é um parâmetro que indica o grau de rarefação de um gás. E definido como a razão 
entre o livre caminho médio e um comprimento característico do problema em estudo.
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coeficientes de transporte tais como a condutividade térmica e a viscosidade, como foi mostrado 
recentemente por Biscari e Cercignani [17] nos quais a evaporação e a condensação não foram 
considerados. Além disso, foi mostrado, tanto analítica, [1 , 2 , 4 , 5, 9, 14, 17] quanto numerica­
mente [7, 12, 13, 15, 16] que a rotação cria uma anisotropia no sistema e altera qualitativamente 
as propriedades de transporte do fluido. Para estes estudos numéricos foi considerado um fluido 
confinado entre dois cilindros coaxiais que estão em rotação, ocasionando o fluxo de Couette 
[20]-[22] a ser estudado. Assim analisou-se a transferência de calor que é assumida entre os dois 
cilindros que estão a diferentes temperaturas. Para o estudo da transferência de momento é 
necessário assumir que os cilindros rodam com diferentes velocidades.

A anisotropia conduz aos seguintes efeitos: (i) O gradiente radial da temperatura cria tanto 
um fluxo de calor radial quanto um fluxo de calor tangencial [1 , 12, 13, 17]. Em outras palavras, 
a condutividade térmica torna-se um tensor de segunda ordem; (ii) As componentes diagonais 
do tensor tensão não são nulas mas dependem significativamente da frequência de rotação, 
[15, 16] (iii) A rotação torna a viscosidade um tensor de quarta ordem [1 , 17]. Estes fenômenos 
são observados em sistemas fora de equilíbrio tanto fortemente ou fracamente perturbados.

Em sistemas fora de equilíbrio fortemente perturbados foi analisado o fluxo de Couette, ou 
seja, quando os cilindros estão sujeitos simultaneamente a uma grande diferença de temperatura 
e a uma grande diferença na velocidade. Com a análise dos resultados concluiu-se que a diferença 
de temperatura afeta o tensor tensão sem alterar o perfil da velocidade e que a diferença de 
velocidade afeta o fluxo de calor sem alterar o perfil da temperatura.

Em todos os trabalhos até aqui mencionados consideraram-se apenas os fenômenos de trans­
ferência de calor e de momento. Para incluir a consideração de transferência de massa temos 
que assumir que as superfícies dos cilindros coaxiais poderão absorver ou emitir partículas do 
fluido. Um exemplo de mecanismo de troca de massa entre um gás e os cilindros poderia ser a 
evaporação e a condensação nas fronteiras dos cilindros.

Fluxos de gases rarefeitos com evaporação e condensação na superfície de fronteiras foram 
investigados por muitos autores com base na teoria cinética dos gases. A extensiva lista biblio­
gráfica sobre este tópico pode ser encontrada nos artigos [23]-[25]. Este problema não é apenas 
de interesse fundamental mas também de importância prática na conexão com a condução de 
calor num tubo térmico, vaporização através da indução de um laser, deposição de materiais, 
etc. A maioria destes artigos consideram simplesmente um fluxo unidimensional, ou seja, a 
evaporação e a condensação entre duas placas paralelas. A análise de um fluxo com simetria 
axial com forte evaporação e condensação entre dois cilindros e a evaporação de um cilindro no 
vácuo, foram considerados nos artigos [23, 20]-[28]. Onishi [28] considerou o fluxo de um gás, 
em um estado ligeiramente fora do equilíbrio, entre dois cilindros apenas para pequenos valores 
do número de Knudsen. Desta forma, até o momento não existem resultados de fluxos de
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um gás entre dois cilindros com um estado ligeiramente fora do equilíbrio, onde a evaporação 
e a condensação ocorrem. Este problema ainda não foi resolvido para o simples caso, que 
corresponde àquele em que os cilindros estão em repouso. 0  caso mais complicado que se refere 
aos cilindros em rotação, tem também grande importância prática na conexão com a separação 
centrífuga de gases.

0  objetivo deste trabalho é analisar os fenômenos de transporte de um gás em rotação 
onde ocorre o fenômeno de evaporação e condensação nas superfícies. 0  fluxo do gás rarefeito 
é analisado com base nas equações cinéticas e hidrodinâmicas, e neste caso assume-se que 
em equilíbrio dinâmico os cilindros giram com a mesma velocidade angular e têm a mesma 
temperatura como primeiro problema. 0  equilíbrio é perturbado por uma pequena diferença nas 
densidades das partículas evaporadas do cilindro interior e condensadas no mesmo. A equação 
hidrodinâmica foi resolvida analiticamente e a equação cinética foi resolvida pelo método das 
velocidades discretas [29, 30] modificado [29] para se levar em conta a descontinuidade da função 
de distribuição. Os campos de densidade, velocidade e temperatura foram calculados para um 
grande intervalo do número de Knudsen e foi feita uma análise da influência da rotação dos 
cilindros no campo de velocidade.

Como a rotação torna o fluido não-isotrópico os fenômenos de transporte tornam-se mais 
complexos. Se faz necessário o estudo em que outras forças termodinâmicas estejam presentes 
e também a determinação dos fenômenos de transporte em sistemas em rotação onde surgem 
efeitos cruzados. A teoria geral para estes fenômenos cruzados para um gás único foi descrita por 
Sharipov [31] onde a existência de efeitos cruzados é mostrada sem qualquer cálculo quantitativo

[32]-
Neste trabalho também calcularemos numérica e analiticamente os campos da densidade, 

da velocidade, da temperatura, do vetor fluxo de calor e do tensor tensão para o caso de um gás 
confinado entre dois cilindros em rotação onde os efeitos cruzados são levados em consideração. 
Para realizar estes cálculos será necessário considerar várias forças termodinâmicas agindo sobre 
o sistema, isto é, assumiremos o sistema sendo composto por dois cilindros coaxiais que giram 
com diferentes temperaturas e diferentes velocidades.

No capítulo 2 iremos explorar os fundamentos da mecânica do contínuo. Inicialmente será 
feita uma abordagem sobre a equação geral de balanço definindo o volume material para então 
se provar o teorema de transporte de Reynolds, cuja fórmula geral será utilizada na obtenção 
do balanço de massa, momento linear e energia também presentes neste capítulo. As equações 
constitutivas para o tensor viscoso, o fluxo de calor e a energia interna específica para um gás 
ideal viscoso e condutor de calor serão fornecidas, sendo que a dependência dos coeficientes 
de viscosidade de cisalhamento e condutividade térmica com a temperatura será adotada com 
base na teoria cinética dos gases. Encerrando o capítulo apresentamos as equações de campo
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em coordenadas cilíndricas, sem considerar as forças externas, por ser esta a geometria adotada 
para o problema proposto neste trabalho.

No capítulo 3 iremos tratar dos fundamentos da teoria cinética dos gases. Inicialmente 
deduziremos a equação de Boltzmann [33] para gases monoatômicos analisando as colisões das 
partículas dentro de um volume no espaço de fase. Deduziremos a equação de transporte 
a partir da equação de Boltzmann, que será utilizada na obtenção das equações de balanço 
de massa, momento linear e energia, concluindo que estas são as mesmas que as obtidas na 
teoria fenomenológica. As equações constitutivas para o tensor viscoso e o fluxo de calor 
são fornecidas, as quais representam respectivamente, as leis de Navier-Stokes e Fourier. A 
relação entre o coeficiente de viscosidade de cisalhamento e o coeficiente de condutividade 
térmica, denominados genéricamente como coeficientes de transporte e que estão associados, 
respectivamente, ao transporte de momento linear e energia, é fornecida. Analiza-se também 
a dificuldade matemática que a equação de Boltzmann apresenta, onde são sugeridos alguns 
modelos cinéticos: Bhatnagar, Gross e Krook (conhecido como modelo BGK [34] e proposto 
em 1954) e Shakov (conhecido como modelo ”S” [35] e proposto em 1974). Estabelece-se a 
relação entre a função de distribuição das partículas incidentes e reemetidas de uma superfície, 
em função do núcleo de espalhamento. Como as condições de contorno com salto [36, 37] 
empregadas na teoria hidrodinâmica são obtidas através da teoria cinética dos gases, aborda- 
se um exemplo simples onde se analisa a condição de deslizamento da velocidade e resolve-se 
este problema através da equação de Boltzmann aplicando o modelo BGK. De uma maneira 
simplificada se introduz o método das velocidades discretas que será descrito com mais ênfase 
no capítulo seguinte para o cálculo das constantes que aparecem nas condições de contorno. A 
análise das condições de salto na fronteira considerada para este caso simples é estendida para 
um sistema mais complexo.

No capítulo 4 faz-se inicialmente a exposição do problema que nos propomos a resolver, 
isto é, um gás confinado entre dois cilindros coaxiais em rotação. Incluiremos a transferência 
de massa entre os cilindros, pela consideração de evaporação e condensação do gás confinado 
entre eles. No entanto dois problemas serão tratados: o primeiro problema refere-se ao caso 
em que o sistema em equilíbrio é fracamente perturbado por uma única força termodinâmica, 
o desvio da densidade, enquanto que no segundo problema a perturbação ocorrerá juntamente 
por três forças termodinâmicas: (i) a diferença de pressão na evaporação do gás; (ii) a diferença 
de velocidade angular entre os cilindros e (iii) a diferença de temperatura dos cilindros.

Para cada força termodinâmica serão calculados todos os fenômenos de transporte, isto é, 
a transferência de massa, momento linear e energia e também os efeitos diretos tais como: (i) 
a transferência de massa devido a diferença de pressão; (ii) a transferência de momento devido 
a diferença de velocidade e (iii) o fluxo de calor devido a diferença de temperatura. Para os
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efeitos cruzados as relações de reciprocidade de Onsager-Casimir [31, 32, 38, 3 9 ] são verificadas.
Primeiramente, a solução de quando o sistema se encontra em equilíbrio é desenvolvida e esta 

é única para ambos os casos citados acima. Aplica-se ao primeiro problema o modelo BGK e ao 
segundo o modelo de Shakov. Ambos são resolvidos pelo método das velocidades discretas que 
é descrito detalhadamente. Apresenta-se também os resultados e as discussões referentes a cada 
problema tratado. Todos os campos obtidos, isto é, o campo da velocidade, da temperatura, 
vetor fluxo de calor e tensor tensão são fornecidos em função de dois parâmetros principais, o in­
verso do número de Knudsen e a velocidade angular a que os cilindros estão sujeitos. Analisa-se 
também a relação genérica entre os fluxos termodinâmicos e as forças termodinâmicas. Através 
das relações de reciprocidade de Onsager-Casimir obtem-se as relações entre os coeficientes de 
transporte que possibilitam um critério adicional de precisão no programa utilizado.

0  capítulo 5 trata do mesmo problema proposto, porém o sistema será resolvido com base 
nas equações da mecânica do contínuo obtendo a solução hidrodinâmica correspondente. Nova­
mente serão considerados os dois problemas do capítulo anterior com a finalidade de se poder 
verificar o limite entre o regime cinético e o regime hidrodinâmico. 0  sistema de equações dife­
renciais formado pelas equações de campo para a pressão, velocidade e temperatura é resolvido 
analiticamente através das condições de contorno com salto para as perturbações respectivas. 
Para se obter as expressões de algumas constantes de integração utilizou-se o programa de 
computação algébrica Maple. As curvas para os campos de velocidade, vetor fluxo de calor e 
tensor tensão são colocadas em gráficos e comparadas com a correspondente solução cinética.

0  último capítulo é dedicado à conclusão. Usamos a notação indiciai para tensores e a 
convenção de soma de Einstein para índices repetidos.
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Capítulo 2 

Fundamentos de M ecânica do Contínuo

2.1 Equação G eral de Balanço

Na cinemática de partículas, [43] a trajetória de uma partícula é descrita por um vetor função 
do tempo, isto é,

r  =  r ( f ) ,

onde r(t) representa um vetor posição que, em forma de componentes, teremos

*  =  x{t), y =  y(t), z - z(t).

Se existem N partículas, existirão N trajetórias, cada qual representada pela equação

r n =  r n( t) ,  n =  l , 2, . . . ÍV

ou seja, para uma partícula qualquer 1 , sua trajetória será descrita pelo vetor posição i*i(f), para 
uma partícula qualquer 2 , a descrição será através do vetor posição ^ (t)  e assim sucessivamente.

Entretanto, no regime contínuo não é mais possível identificar as partículas pela associação 
de um número a cada uma delas como se fazia na cinemática de partículas. No entanto, é 
possível identificar um elemento infinitesimal de um contínuo, denominado de partícula, pela 
posição que ele ocupa em algum tempo to- Por exemplo, se uma partícula do contínuo estava 
inicialmente, num tempo to na posição (Xi, X 2, X 3), teremos que em geral a trajetória de cada 
partícula no contínuo poderá ser descrita por uma equação vetorial da forma x  =  x(X , t) com 
x(X, to) =  X, onde x  é um vetor posição num tempo t para a partícula P que estava na posição 
X  em t =  t0.

Representando através de componentes:

xí =  X i(X i,X 2,X 3,t) (i =  1,2,3)

com Xí(Xi, X 2, Xz,to) =  Xi onde (Ai, X 2, X 3) servem para identificar as diferentes partículas 
do corpo e são conhecidas como coordenadas materiais.
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Figura 2.1: Coordenadas materiais

Duas descrições são usualmente empregadas para descrever o movimento de um contínuo 
[41]: a material e a espacial.

A descrição espacial ocupa-se com o que ocorre em regiões fixas do espaço com o decorrer 
do tempo, ao passo que a descrição material acompanha o movimento do corpo que, com o 
passar do tempo, ocupa diversas regiões do espaço.

A descrição espacial é então mais conveniente para analisar o escoamento de fluidos, en­
quanto que a material é preferida no estudo da deformação de sólidos e na análise dos princípios 
básicos da mecânica do contínuo.

Na descrição material, [42] as variáveis independentes são o lugar X  que identifica a partícula 
P num tempo to enquanto que a descrição espacial utiliza como variáveis independentes o lugar 
x atualmente ocupado pela partícula P e o tempo t.

No movimento de um corpo, a derivada material de um campo de valor escalar, vetorial ou 
tensorial é uma derivada total que mede a taxa de variação (variação com o tempo) da grandeza 
numa partícula fixa. Os campos podem ter còmo argumentos os pares (X, t) ou (x, t), conforme 
seja adotada a descrição material ou espacial, respectivamente.

Seja F  um campo escalar. Se F  é dado na descrição material, então a derivada material 
simbolizada por F , é expressa por

D F  • dF
^ r (X ,í ) =  F ( X .í ) =  ^ - ( X . i )

Se F  é dado pela descrição espacial, então

X=consí

d F  dF
F ^  =  ~dt ^  +  ã x  ^  ' X X̂’

representa a derivada material numa descrição espacial. Podemos representar a equação acima
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em componentes cartesianas como:

• D F  d F  dF 
F  =  -7T- =  —  +  Uj

Dt dt dxj'1
(2.1)

onde Uj é o campo de velocidades.
Considerando o movimento do volume material V(t) esquematizado na Figura 2.2 podemos 

enunciar o seguinte teorema:

Teorema de Transporte de Reynolds [43]: Seja V(t) um volume material cuja superfície 
dV(t), de normal unitária n, se move com uma velocidade u [44]. Então para uma função 
qualquer contínua e diferenciável A(x, t) temos

D_
Dt Jv(t)

ou
/  DA(x, t)

[  A(x,t)dV =  f  -dV  +  í  A(x, t)(u ■ n)dS
Jv(t) Jv(t) dt Jdv(t)

D_
Dt

[  A(x,t)dV =  f  - 
Jv(t) Jv(t) \ Dt + A (x ’ í ) ê ) cí'/ '

(2.2)

Nota-se que a notação D /D t que aparece na frente da integral do lado esquerdo do sinal de 
igual da equação (2 .2 ) enfatiza que a superfície de contorno da integral move-se com o material 
e estamos calculando a taxa de variação do material.

Demonstração: Para provar o teorema é fácil verificar que a derivada de fv(t) A(x,t)dV é 
definida como

í A (x ,t)d V =  lim í A(x,t +  At)dV — f A{x,t)dV 
Jv(t) V Aí—>-0 At [Jv(t+At) Jv(t)
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devemos notar a diferença nos domínios V{t +  Aí) e V(t). Denotando por AV a variação do 
movimento da superfície dV(t) num pequeno intervalo de tempo At, desde que V(t +  At) =  
V(t) +  AV podemos escrever (2.3) como sendo

—  f  A(x,t)dV =  lim f  A(x, t +  At)dV +  f  A(x,t +  At)dV 
Dt Jv(t) v ’ aí-40 At Jv(t) v ’ At J a v  v ’

~ h L A M i V .

=  2 a  h  L A(x’ * + A t)dV + 2 »  i t  ( L  '4(x-' + * t)dV -  L A(x' t)iV)

=  lim -7— ( f  ^4(x, t +  A t)dV ]
Aí—>-0 At \Jv(t+At)-V(t) J

+ ^ i ( I v w A ix’ tA A t)á V - L A{x' t)dv) -

Para uma função diferenciável e contínua A(x, t) o último termo da equação anterior con­
tribui com o valor fv^  dy para JL A(x, t)dV.

Então

í  A(x,t)dV =  lim -£ - (  [  A(x,t +  A t)dv) +  í  dA{y ^ dV. (2.4)
Dt Jv(t) v ’ ; At-»o At \Jv(t+At)-v(t) v ’ J )  Jv(t) dt v '

O primeiro termo do lado direito da equação (2.4) pode ser reescrito de uma outra forma. 
Primeiramente, para um infinitesimal Aí o integrando deve ser tomado com A(x, í) na superfície 
de contorno (devido ao fato de ser assumido que a função A (x,t) é uma função contínua), e a 
integral é igual a soma do produto de A(x, í) pelo volume varrido pelas partículas situadas na 
superfície dV(t) no intervalo de tempo Aí. Logo, se nt- é o vetor unitário normal à superfície 
dV{t), então o deslocamento da partícula na superfície de dV{t) para dV(t +  At) é tqAí e o 
volume varrido pelas partículas que ocupam este elemento de área dS é AV =  u,ntdSAt.

Portanto, a integral sobre a variação de volume V(t +  Aí) — V^í) da equação (2.4) pode ser 
reescrita como uma integral no elemento de volume (uAí) • ndS, isto é,

lim [ [  A(x, í +  A t)dV
Aí-í-o A í |yv(í+aí)-v(í)

=  lim [  ACx,t -f Aí)(uAí) • ndS =  í  A (x,í)(u  • n)dS.
At-*0 At Jv(t+At)-V(t) JdV(t)

Então a equação (2.4) torna-se

A /  A(x,t)dV =  f  A(x,t)(u-n)dS +  í  ^ A d V ,  (2.5)
Dt Jv(t) Jdv(t) Jv(t) dt
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e usando o teorema da divergência de Gauss, em que a integral do divergente de um vetor sobre 
um volume V é igual à integral de superfície da componente normal do vetor sobre a superfície 
que limita V, o termo fdV(t) A (x ,t)(u • n)dS iguala-se a /V(í) £ - ( Auj)dV.

Assim a equação (2.5) transforma-se em

^  í  A(x, t)dV =  í  dÁ(? - t)d V +  f  A (Auj)dV
Dt Jvit) Jv(t) dt Jv(t) dxA JDt Jv(t) Jv(t) dt Jv(t) dx

f d A d A Áduj
~  X ( . ,( ã r  +  “ í ã ^  +  A ã ^ ) d v - (2-6)

Considerando a derivada material representada pela equação (2 .1) a equação (2.6) converte- 
se para

í  AdV =  í  ( ^  +  A ^ - ) d V  (2.7)
Dt Jv J v \ D t  d x j)  v !

a qual será usada adiante e assim fica provado o teorema de transporte de Reynolds.

2.2 Balanço de M assa

A teoria termodinâmica dos fluidos tem por objetivo a determinação, em cada ponto do espaço 
e no instante de tempo t, dos campos de densidade de massa, velocidade e temperatura. 0  

conhecimento destas grandezas se faz através do uso das equação de balanço [45] de massa, 
momento linear e energia que são equações gerais para sólidos e fluidos.

A massa é uma função aditiva e contínua cujo valor é um número real não negativo M., 
independente do tempo e das dimensões e forma que o corpo possa ter. Os argumentos dessa 
função são as partes V do corpo. A aditividade da função A4(V) implica a relação M.iVx+V’}) =  
AdiVi) -f M (V2), quaisquer que sejam as partes disjuntas V\ e V2 contidas no corpo. Sua 
continuidade tem como consequência que M. —> 0 conforme o conjunto das partes V tenda para 
zero. A aditividade e a continuidade da função implica na existência de um campo escalar, 
chamado de densidade. Portanto, o princípio da conservação da massa estabelece simplesmente 
que a massa não pode ser criada e nem destruída num volume material, isto é, para um fluido 
ou sólido num volume material, a massa permanece constante.

Então pode-se dizer que o fluxo da densidade de massa é zero pois estamos lidando com 
uma superfície material, ou seja, uma superfície que se move com as partículas. A produção 
da densidade de massa é zero por ser a massa uma quantidade conservativa. 0  suprimento de 
massa também é zero pela razão que a densidade de massa não pode ser criada no interior de 
um volume material por meio de ações externas.

A massa contida num volume V num tempo t é

M  =  í gdV 
Jv
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onde g — g(x,í) representa a densidade local que é função da posição e do tempo. A conservação 
da massa requer que =  0, por ser uma quantidade conservativa. A derivada é dada 
pela equação (2.7) desde que A seja identificado por g. Então para um volume arbitrário V
obtemos uma forma alternativa para a lei da conservação da massa

S v ( 5 ? + i y = °-

Como o integrando é contínuo num volume do espaço e os limites de integração são arbitrários,
obtemos a equação de balanço de massa na forma local

Dg duj n dg dgui
~Dt +  e dxj ° U dt +  ~dx7 =

A equação acima é denominada de equação da continuidade.
Notemos que, se o fluxo é estacionário, as propriedades do fluido dentro do volume conside­

rado não variam no tempo, isto é, =  0 , sendo que =  0 , logo esta quantidade é constante, 
tendo o mesmo valor em todos os pontos do fluido.

2.3 Balanço do M om ento Linear

A segunda lei de movimento de Newton [42] no estudo da dinâmica, fundamentalmente diz que 
a força exercida sobre um corpo em um certo instante é igual a taxa de variação da quantidade 
de movimento durante este instante. Num instante de tempo í, o momento linear de todas as 
partículas contidas num domínio V é

m. =  / guidV. 
Jv

Se o corpo está sujeito a forças de tensão T" e a forças externas por unidade de volume F ,  
então a força resultante é

/i =  f s T ? d S  +  j v F tdV. (2.9)

Considerando um corpo descrito pela Figura 2.3 imaginemos uma superfície plana S  que 
contém um ponto interno arbitrário P onde n representa o vetor unitário normal a esta su­
perfície. A superfície S  separa o corpo em duas partes, a parte I e a parte II. Considerando 
a parte I como um corpo livre representaremos por A f  a força resultante que age sobre um 
elemento de área A A da superfície S  que contém P.

Define-se o vetor tensão [43] para a porção I no ponto P como o limite da razão da resultante 
das forças pelo elemento de área, quando este elemento de área tende a zero, isto é,

m A FT =  hm ——.A.4-H) A A
Se a parte considerada como corpo livre for a parte II, então pela Lei de Newton de ação e 
reação, devemos ter um vetor tensão que age sobre o mesmo ponto mas em sentido oposto.
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Figura 2.3: Corpo sujeito a forças externas

Figura 2.4: Equilíbrio de uma caixa de pílulas através da superfície S

Então T + representa a ação externa à superfície que apresenta a mesma magnitude porém 
sentido oposto a T - , o qual representa a ação interior à superfície.

Segundo a fórmula de Cauchy [42], conhecendo-se as componentes do tensor tensão [41] rtJ 
podemos escrever T” agindo sobre qualquer superfície como sendo

T : =  ri m , (2 .10)

rij é o vetor unitário normal a superfície de fronteira S  do domínio V, mostrando que T" é 
uma função linear e homogênea do versor n e definindo o campo do tensor tensão r(x , t). Tij 
representa a componente i da força por unidade de área atuando num elemento de superfície 
cuja normal dirigida para fora no ponto x  coincide com a direção j .

Na Figura 2.5 rn ,T12 e Ti3 são componentes do vetor rln; r2i ,r 22 e r23 do vetor r2n, e r31,r32 

e r33 do vetor r3n.
As tensões rn ,r 22 e r33 são tensões normais, de tração quando positivas e de compressão 

quando negativas, e as outras seis são tensões de cisalhamento. Nas faces opostas, os versores 
normais são — rij e as componentes i dos vetores tensão são — r,j.

Aplicando o teorema da divergência de Gauss e substituindo a expressão (2.10) na equação
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Figura 2.5: Tensões em três faces de um cubóide

(2 .9 ) esta pode ser escrita como: 

e pela segunda lei de Newton

W tm i =  u

No entanto, de acordo com a equação (2.7), identificando A por gui temos que

Como a equação anterior deve ser tomada num volume arbitrário, o integrando dos dois lados 
será igual, portanto

dgui d \ ÕTij x ( ^
_  +  _ (í?Ul.Uj.) =  —  +  Ff. (2 .11)

A equação acima pode ser reescrita como

f  dg dguj\ ( dui du{\ dr
ui 4 + i t f ) + A i i i +u’ãri) = ãfi +F"

em que a quantidade que está no primeiro parênteses, de acordo com a equação da continuidade, 
é nula, enquanto que a quantidade do segundo parênteses representa a aceleração, ou seja,
Logo

+  <2-12>
representa a equação de balanço de momento linear.

Vamos analisar agora o princípio do momento angular [43]. Considerando o diagrama de 
um corpo livre como o esquematizado abaixo,
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122+Ax 22
_____________t 12**'At12

X 1 -U ----------

X21 

X2 t12

t 22
'------  X1

Figura 2.6: Corpo livre sujeito a tensões

a somatória do momento das forças de tensão em relação a um eixo que passa pelo ponto A e 
que é paralelo ao eixo x3 será dada por:

£ ( M A)3 =  Ti2(Ax2)(Ax3)( 2 ) +  (Tl2 +  Ari2)(Ax2)(Ax3)(—— ) — T2l(Axi)(Ax3)(  ̂ )

/-V»
- ( r 2i +  A t2i )(A x i)(A x3)( - ).

Ainda temos que J2{Ma) 3 representa o produto do momento de inércia pela componente da 
aceleração angular segundo o eixo X3 , representada por « 3 , ou seja,

t 12( A x 2) ( A x 3)( A i )  +  (r„ +  A t 12) ( A x 2) ( A x 3)( A í )  -  t 21( A x , ) ( A x 3)( A i )

—(r»i +  A t2i ) (A x ,) (A x 3)( A í )  =  y^(A x2Ax2Ax3)((Ax1) 2 +  (A x 2)2]q3. (2.13)

Portanto, dividindo a equação (2.13) por Axi AX2AX3 e aplicando-se o limite quando Ax; - * 
0 obtemos como consequência que o lado esquerdo da igualdade anterior torna-se nulo, além 
de AT12 —> 0 e A 721 —> 0 , resultando assim

Ti2 =  T21.

Similarmente podemos obter T13 =  X3i e T2Z — T32. De forma que estes resultados nos mostram 
que o tensór tensão é uma quantidade simétrica, isto é, Tij =  Tji. Esta conclusão é válida para 
todos os corpos chamados de não polares nos quais não existe um campo próprio de spin.

2.4 Balanço de Energia

O princípio da conservação da energia [42] estabelece que a energia não pode ser criada e nem 
destruída. Por outro lado, a transferência de calor e a realização de trabalho são dois métodos

x21+Ax21

  x11+ATh
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de fornecimento ou retirada de energia de um sistema. Uma vez terminado o processo de 
transferência de energia, diz-se que houve mudança na energia interna do sistema. Então, se 
um sistema evolui, por diversos caminhos, de um estado para outro, nos quais o calor absorvido 
e o trabalho são medidos, constata-se que a soma entre o calor absorvido e o trabalho feito 
sobre o sistema é a mesma para todos os caminhos entre o estado inicial e final, onde o calor 
absorvido é a energia adicionada ao sistema pela transferência de calor. Logo a soma entre 
estas quantidades representa a variação de energia interna do sistema que é independente dos 
estados intermediários.

Portanto, para qualquer sistema, o calor cedido deve ser igual ao aumento de energia no 
sistema diminuído da quantidade de energia referente ao trabalho feito sobre o sistema.

A lei da conservação de energia é a primeira lei da termodinâmica. Então, considerando
duas formas de energia no meio contínuo teremos que

U =  K  +  £,

onde K  representa a energia cinética contida num domínio regular V num tempo t dada por

K  =  f  \-QUiUidV,
Jv  2

em que iq são as componentes do vetor velocidade da partícula que ocupa um elemento de
volume dV e g é a densidade do material.

£ representa a energia interna escrita na forma

5 =  f  gcdV,
Jv

com e representando a energia interna por unidade de massa. Logo, a primeira lei da ter­
modinâmica nos diz que

AU =  Q +  W, 

ou, expressando em termos de taxas temos

^ ( K  +  £ )= Q - + W  (2.14)

em que Q e W são taxas temporais de Q e W.
Definimos a variação de calor, pelo vetor fluxo de calor q (com componentes <71, 92, 93), dS 

como um elemento de superfície do corpo e n,- como um vetor unitário normal. Então, a taxa 
na qual o calor é transmitido através da superfície dS na direção de n,- será representada por 
qiHidS. Portanto, a taxa de calor que entra será

onde o sinal menos indica que o calor fornecido ao corpo é positivo.
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A taxa do trabalho feito pelo sistema é representado pela soma da potência da força por 
unidade de volume Ft- em V e da potência da força de tensão T"

W =  J v FiUidV +  j s TtnUidS

=  J  FiUidV  +  J  TijrijUidS

=  í  F iU id V  +  f  
J v  J v  o x j

Substituindo as expressões de K , £, Q e W na equação (2.14) deveremos ter

í  l- QuiUld V +  f  gedV 1 =  -  [  | ^ d V +  f  F iUidV + í  
J V  l  J v  J J v  OXi J v  J v  OXj

e com o uso da equação (2.7) a equação anterior será dada por:

x .

_  f  ^ L iV  +  /  F .u .d V  +  /  t e v .
J v  OXi j  J  UXj

A equação anterior é tomada num volume arbitrário e como os integrandos dos dois lados são 
iguais, obtemos a expressão abaixo

D_
Dt

D ( 1  \  D (1 \ duj duj
Dt { 2 eu'u')  +  D t iee) +  3 ^  +  M  dTj\

dV =

1 Du2 u2 Dg u dui De Dg duj dqi Ôt, dui
2 ‘  Dt +  J - m  +  + e DÍ +  e m +  ^ d t j  - ~ 3 *  +  Fm  +  “ ‘ 3 Í ~ +  T<iW /  (2'15)

Multiplicando-se a equação do momento (2.12) por u,- segue que

gui-
ÜUi _  ÕTij

— Ui « -}- tiUi.
Dt dxi

(2.16)

Logo a equação (2.15) pode ser simplificada, com base nas equações (2.8) e (2.16) e na relação

Dm 1 Du2
gui-

Dt 26 Dt ’

resultando em
De dqi dui (2.17)
Dt dxi dxj

que representa a forma final da equação de balanço da energia interna específica. 1

xEsta equação pode conter ainda um termo devido a radiação, porém para os nossos propósitos este pode 
ser considerado nulo.
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2.5 Equações C onstitutivas

Vamos recapitular as equações de balanço fundamentais do comportamento termodinâmico de 
um corpo. Elas são a equação da continuidade,

Dg dui 
Dt +  =  ° ’

a equação de balanço de momento linear,

Duí_ _  dTjj
Dt dxj +  ”

e a equação de balanço de energia interna específica,

Dt dqi dui 
Q-F̂ l =  —E— +  Ti:Dt dxi %3 dxj

Portanto, as equações de balanço acima, obtidas anteriormente, formam um sistema fechado 
de equações diferenciais parciais para a densidade g, a velocidade e a energia interna e, se 
conhecermos o tensor tensão r,-j e o vetor fluxo de calor qi como funções de g, Ui e e. Estas 
equações que faltam para tornar um problema termomecânico determinado são as chamadas 
equações constitutivas [46].

As equações constitutivas devem obedecer a determinadas condições gerais. Primeiramente, 
estas equações incluem constantes ou funções as quais caracterizam o material em consideração, 
e estas quantidades apresentam dimensões de forma que a homogeneidade dimensional da 
equação deverá ser satisfeita. Por segundo, exige-se que estas equações sejam indiferentes a 
mudanças de sistemas de referência. E ainda, na determinação do tensor tensão e do vetor 
fluxo de calor num ponto x, a ação de outras partículas situadas além de uma certa vizinhança 
arbitrária de x, pode ser desprezada.

Iremos considerar que o contínuo em estudo é um gás ideal monoatômico viscoso e condutor 
de calor e iremos empregar a densidade g, a velocidade Uj e a temperatura T ao invés da 
densidade g, da velocidade Uj e da energia interna específica e como campos básicos.

Representando o tensor tensão por r,,- =  —P8ij +  onde P é  a pressão hidrostática e a t] o 
tensor viscoso, as equações constitutivas para o tensor viscoso, fluxo de calor e energia interna 
específica para um gás ideal monoatômico viscoso e condutor de calor são dadas através de:

<Tij =  /z
dui duj 2 duk ~
dxj "** dxi 3 dxk

(2.18)

dT
qi =  (2.19)

£ =  | - r .  (2 .2 0 )
2 m
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A equação (2.18) representa a equação de um fluido Newtoniano sem o coeficiente de vis­
cosidade volumétrica, desde que se esteja tratando de um gas monoatômico ideal. A equação
(2.19) refere-se à Lei de Fourier com o coeficiente de condutividade térmica k dado em termos 
do coeficiente de viscosidade de cisalhamento /i através da equação abaixo [4 7 ]

15 k
K =    fi.

4 m
(2.21)

Para um gás ideal monoatômico tanto o coeficiente de condutividade térmica k quanto o coe­
ficiente de viscosidade de cisalhamento /i, dependem apenas da temperatura T . A equação
(2 .2 0 ) representa a equação de estado da energia para um gás ideal monoatômico.

2.6 Equações de Cam po em  C oordenadas Cilíndricas

Como o problema a ser proposto adiante envolve simetria axial, a geometria adotada será a 
cilíndrica. Iremos adotar a seguinte notação para as coordenadas cilíndricas (r', </?', z') e para as 
componentes da velocidade escreveremos (u'r,u' ,u'z). As componentes do tensor viscoso (2.18) 
e do vetor fluxo de calor (2.19) em coordenadas cilíndricas [48] são dadas por:

<TVV =  ti 7 +  17 - ï ( V '- u ' )

qr =  - k

qv =  -K

qz =  —k

dr' ’
dT
< V ’
dT
d z r

(2 .22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

onde o divergente do vetor velocidade em coordenadas cilíndricas é representado por



A equação da continuidade em coordenadas cilíndricas (r', tp', z') é escrita como 

dg 1 d , 1 d . , .  d . , ,
ã  +  +  =  °- (2.31)

Segundo as considerações acima a equação do momento transforma-se para a forma abaixo: 
componente r'

e

dP
dr

du'r ,du'r u'^du'T 
dt Ur dr'

U
/ 2

r' dp*
/ du'r

+ I j L
r' dr‘

/
(r'Kr) +  -  %  +r* dpf d-s?) + K

componente tp'
'du' , du'

dt
uJ Qu! uf v! duf« + u >rp «  +  ^ ^  +  ^  +  u>au*

1 dP

dr'

i d

dtp'

1 da!,
+

componente z'

r' dtp' ' \ r '2 d r 'K rvJ ' r' dtp' ' dz' 

' du'z , ,du '
r' dtp' 2 dz' J

dz' J

v>

dP

dt +  Ur dr1

1 d
dz' +  \r 'd r '^ r<Jrz) +  

E a equação da energia será

1 da’tpz
r' dtp' +

ide , de u'v de , de
 ̂ l dt r dr' r' dtp' + u - ã ?  = -

I A í  •  ̂ j. LO s* a. ?S i„I F t^ r *./ Av QZI

1 d 1 du' du\
rt Qr f r r / Q̂pt Qzt

r' dr' r r' dtp 

1 (du'
dr' w r' \dtp'

+ u'r + <7/ dz'

rtp
, d ( 1  du'r 
dr1 l r1 )  rf dp*

I ( K  < K \  M (\_d_<
f  rz 1 Qr, 1- dz +  ^  [ r 1 dtp' +  dz' /

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Trabalhando com a equação de momento (2.32)-(2.34), não considerando a força externa, 
podemos escrevê-la com base nas equações constitutivas (2.22)-(2.27) como sendo 

componente r'

.1 2du'r , du'r u' du'r
g \ - 7 ^  +  u'r^ +  *

u
dt dr' r' dtp’ r> +  2 dz’

dP_
dr'

4 d ( fj. d 2 ,d n  , 1 d (  2 du'  ̂ 2 ,dv!z
^ Z d r '\ r 'd r '^ r u ^ )  r 'Ur dr' r' dr' \  3M dtp' 3 ^  dz'

1 d ( , d  /idu'r\  4 n du'v 2 n d u ’z
r' dtp' \  dr' \ r '  )  r' dtp' J  3 rn dtp' 3 r' dz'
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dp du'z d2u'z 
dz' dr' ^  ^ d z'dr' +

dp du'r d2u
dz' dz7 +  » dz'21

(2.36)

componente p'

'àu> d u '
— f. 4- u >  f. -I_________
dt r dr' r' dtp' +

du'

_LA
rn dr'

pr ’J  3 u\.
dr' +  pr

2 dz' 

,du'r

1 dP
r' dp'

dp'

IA
r' dp' 

componente z'

A  A  . Í H  ' _  1
3 r' dp' 3 r' r 3^

du'T du'z' 
~dP+ ~d? +

1 du'
P

'du'z
dt +  u

1 d  (  ,

W h "

Ôr'

<9u'

+

+

u[pdu/_ 
r' dp'

du' '

z , U*Uz , i \ _  -
+  —  +  “ . ) - - Q ?

V , P du'z
dz' r' dp' 

dP

(2.37)

dr' dz +

r

IA
r' dp'

A  , P 
^ dz' r' dp'

+  -
1 4 2 p (  d , , du'v\

f  dz' 3 r ' \ d r '^ rU^ +  d p ')
(2.38)

Ainda, a equação da energia (2.35) poderá também ser reescrita, onde sua expressão será 
dada na forma

3 k (d T  . dT u 'd T  , dT'
- d ã T + “ ^ +  1 -2 m r’ dp' 2 dz'

IA
r' dr'

' , ÕT\ 1 d 
: Kd?) +

 S T \  d_ (  d T '

r'2 dp'  ̂ dp' J dz' \ dz' /

+p

+p

- P  

1 du'

l_d_
r> Qr

1 du' du'y o a  a ar' dp' dz' +  P dr'

r' dp'
+  ^  ~ ( V '  • u' )J r ' \ 1

1 (du '
J  +  K  + P

r'JL
dr'

u' +  1  d u 'r

r* dtp* 

+ f i

u'

\du'v 1 du'z
dz' r' dp'

dp 

1 du'

du'z 2 ,  ,/2—   ( V  • u )
dz' 3 ’

\du'z du'] (du'.
+  p z | r

dr' dz'

+q 
«s.S*.r' dp'

' 1 du'z du^  
r' dp’ dp' t

d <
dz'

d u Ç
dz' ,

(2.39)

Então temos um sistema de equações diferenciais para g, T e u ' formado pelas equações 
(2.31), (2.36)-(2.38), (2 .3 9 ) que pode ser resolvido desde que as condições de contorno sejam 
conhecidas para estes campos.
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Capítulo 3 

Fundamentos da Teoria Cinética dos 
Gases

3.1 Equação de Boltzm ann

Consideremos um gás monoatômico constituído de N partículas que está contido num recipiente 
de volume V. Podemos especificar uma partícula através de um ponto num espaço de seis 
dimensões determinado por três coordenadas de posição x= (x i, X2, £3) e três coordenadas de
velocidade v = (ü i, t>2) u3)-

Neste espaço o sistema de N partículas será descrito por N pontos com coordenadas (xa, v a) 
com a  =  1,2,..., iV. Este espaço hexa-dimensional será denominado de espaço de fase //.

0  estado do gás no espaço de fase jx é caracterizado por uma função de distribuição /(x , v, t), 
tal que

/(x , v, t) dx dv =  / (x , v, t) dxi dx2 dx3 dv\ dv2 dv3

nos dá o número de partículas que, no tempo í, encontram-se no elemento de volume entre x 
e x +  dx e com velocidades entre v e v +  dv.
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Denotaremos o elemento de volume no espaço de fase no instante de tempo í por

dfj,(t) =  dxdv.

O número de partículas que estão neste elemento de volume no instante de tempo t é

N(t) =  /(x ,v ,í)d ^ (í) .

No instante de tempo t +  At o elemento no espaço de fase será denotado por dfj,(t +  At) e 
o número de partículas neste elemento é dado por

N(t +  At) =  / (x  +  Ax, v +  Av, t +  Aí) d[i(t +  Aí).

Se não houvesse colisões entre as partículas, N(t) seria igual a N(t +  Aí), porém as colisões 
entre as partículas produzem uma mudança no número de partículas.

Como existem colisões a diferença entre o número de partículas passa a ser representado
por

AN =  N(t + A t)  -  N(t)

=  / ( x  +  Ax, v +  Av, í +  A t)d/j,(t +  Aí) — /(x , v, í) d/i(í).

Consideremos que as partículas do gás estão sujeitas a uma força externa F (x ,v ,í)  es­
pecífica. A relação entre dfx(t +  Aí) e dfi(t) é dada através do Jacobiano de transformação

onde
J  =

dfi(t +  At) =  \ J\ dji{t), 

d (xi(t +  Aí), s 2(f +  A í) ,..., v3(t +  Aí))
0(® i(í),z2(í),...,V3(<))

Tendo que

Xi(t +  At) =  Xi(t) +  ViAt Vi(t +  Aí) =  Vi(t) +  F{At 

podemos escrever o Jacobiano como sendo

i =  1,2,3

( 1 0 0 At 0 0

0 1 0 0 At 0

0 0 1 0 0 Aí

J  = jj&Ai
O X 1

| ^ A í
0 X 2

§£-Aí
O X  3

1 +  SS-AÍ l +  f& A í i + sã-Aí

jj&Ai
O X  1

| ^ A í
0 X 2

|^ A í
O X  3

1 +  Í f A í 1 +  f ê A í 1 +  I S AÍ

jj&Aí
O X  1

| ^ A í
O X  2

jj&A t
O X  3

1 +  § ? a í 1 +  I ^ A í 1 +  f t A í
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e considerando até os termos lineares em Aí obtemos

Então concluímos que

8F-
J  «  1 +  jA A t  +  o [{A tf]

+  At) =  ^1 +  ~õ~At^j dfj,(t).

Por outro lado expandindo em série de Taylor / (x  +  Ax, v +  Av, t +  At) em torno do ponto 
(x, v ,t) e considerando somente termos lineares em Aí temos:

/ ( x  +  Ax, v +  Av, t +  Aí)

onde

/ ( x ,v , () +  ^ A x i +  | l A „  +  |  At,

A ví =  FiAt.Axí =  Uj-Aí,

De forma que AN resulta como sendo

AN =  N(t +  At) -  N(t)

d F i
f ( x , v ,t) +  — v,A t + g - F ,A t  +  -s í At 1 +  Aí ) d/j,(t) -  /(x , v,í)d/j(í),

e estamos apto a calcular o valor de A Aí dado por 

AN At +  ^-V iA t +  jJ-F iA t +  ^  Aí 
ovi . ax; ovi ot dp(t),

e dividindo a expressão acima por Aí vem

AN
At

S f . d i  . SSFi
dt dxi * dv;

d n {t), (3.1)

isto é, temos a variação do número de partículas em relação ao tempo que envolve derivada 
temporal, espacial e das velocidades da função de distribuição /(x , v ,í).

A quantidade só será nula para o caso em que não existirem colisões entre as partículas. 
Portanto iremos determinar AN com base em quatro hipóteses:

•  Para um gás rarefeito somente as interações entre os pares de partículas (colisões binárias) 
são levadas em consideração, pois a probabilidade de ocorrer colisões ternárias ou quaternárias 
é muito pequena em relação as colisões binárias.

•  As forças externas durante a colisão podem ser desprezadas, isto é, o efeito das forças 
externas sobre as partículas durante a colisão é pequeno em comparação com as forças que 
agem entre as partículas.

23



Figura 3 .2 : Colisões direta (a) e de restituição (b)

Figura 3.3: Geometria de uma colisão binária

•  Não existe correlação entre as velocidades das partículas. Esta suposição é conhecida 
como a suposição do caos molecular.

•  A variação da função de distribuição não é grande durante o intervalo de tempo de duração 
de uma colisão mas somente durante o tempo entre as colisões.

Consideremos duas partículas do gás cujas velocidades assintóticas pré-colisionais são de­
notadas por v e Vi e as velocidades pós-colisionais por v' e v^.

Na Figura 3.3 a partícula com velocidade v está no ponto 0 , enquanto que a outra partícula 
está se aproximando do plano segundo um ângulo reto e com velocidade relativa g =  — v.
Este movimento relativo é ainda caracterizado pelo parâmetro de impacto b e pelo ângulo 
azimutal e.

Assim o volume do cilindro, chamado de cilindro de colisão, no intervalo de tempo Aí será 
dado pelo produto da área da base b db de pela altura gAt. Podemos então dizer que, no intervalo 
de tempo Aí, todas as partículas com velocidades entre Vi e Vi +  dvi e que se encontram no 
cilindro de colisão, irão colidir com as partículas com velocidades entre v e v +  dv localizadas
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no elemento de volume dx em torno do ponto 0 . 0  número das partículas com velocidade entre 
v i e Vi +  dvi no cilindro de colisão é dado por

/(x , Vi, t)dv! g At b db de.

Estas partículas irão colidir com todas as partículas com velocidades entre v e v +  dv e que se 
encontram no elemento de volume dx em torno de 0 , isto é,

/(x , v ,f) dx dv.

Logo vamos querer a variação com o tempo para uma orientação e e para um determinado valor 
de b, onde para isto teremos que integrar sobre todos os valores do parâmetro de impacto b com 
variação de 0 a +cx), sobre o ângulo azimutal e variando de 0 a e sobre todas as componentes 
da velocidade v j de —oo a +oo teremos

( " Z l )  = I  / ( x >v i ’ í ) / ( x >v >í ) ^ &^ c?eávi A ) -  (3-2)

Na equação anterior representamos somente por um símbolo de integração todas as cinco in­
tegrais descritas anteriormente, onde denota a saída das partículas, que estavam com
velocidade v do elemento de volume dp(t).

Porém, há colisões que criam pontos com velocidade v no elemento de volume dx dv. Então 
ao se considerar a análise anterior podemos afirmar que a densidade do número total de colisões 
que ocorrem no elemento de volume dx e tempo At é dada por

/(x , v'x,t)b' db' de' g' At dv^ffa, v', t) dx dv'.

Iremos usar relações obtidas através da conservação de energia, conservação de momento an­
gular representadas por g' =  g e b' =  6, respectivamente, e considerar que e representa apenas 
uma translação de' =  de. Além disso, como o Jacobiano da transformação de velocidades é 
unitário, temos que dv'x dv =  dvi dv e podemos escrever a equação anterior na forma

/(x , Vj, t)/(x , v', t) b db de g At dx dvi dv.

Logo, a densidade do número total de colisões por intervalo de tempo At, que cria pontos 
no espaço de fase p com velocidade v no elemento de volume dx dv, é expressa como

j  f(x ,v '1,t) f (x ,v ',t )  g b db de dv! dp(t). (3.3)

Com base nos resultados (3.1), (3 .2 ) e (3.3) temos que AN é representada pela diferença 
entre as partículas ganhas e perdidas no elemento de volume dp(t), o que resulta

% + Viw + ̂ L = I(/;/'- hf)9 h db * dVl = w'/)’ ( 3 ' 4 )
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que é denominada de equação de Boltzmann. Na equação (3 .4 ) foram introduzidas abreviações 
para / ' ,  / ', f x e /  representadas por f[ =  / (x ,v i ,f ) ,  / '  =  / (x ,v ',í ) ,  / x =  / ( x ,v x,í), f  =  
/(x , v ,í), respectivamente.

Esta equação (3.4), é uma equação integro-diferencial não linear para a função de dis­
tribuição / .  Observemos que a equação de Boltzmann [3 3 ] foi deduzida para o caso de gases 
monoatômicos e em muitos casos F  não depende de v, como por exemplo o caso da força de 
atração gravitacional e neste caso (3.4) se reduz a

^  +  vi^  +  F i ^  =  j i f i f  ~  h f )g  b db de dvx =  Q(/, /) . (3.5)

3.2 A Equação de Transferência

A equação de Boltzmann é uma função da posição, da velocidade das partículas e do tempo 
através da função de distribuição .

Seja =  ^(x, v, t) uma função arbitrária. Se multiplicarmos a equação de Boltzmann (3.5) 
pela função ip e integrarmos sobre todos os valores de v teremos uma integral em função da 
posição x e do tempo t que são quantidades macroscópicas.

Então

J dv +  J Í > v í^  dv +  j  =  /  W i f  -  h f)gbdbde dwx dv. (3.6)

Agora iremos começar a fazer transformações na equação (3.6) mas para isto vamos inicial­
mente considerar os três primeiros termos da equação acima:

/  dv =  /  i s r  d v ~ I  f v ‘ f ? áv =  /  * Vif  d v ~ I  f v ' ^ ~ áv ' ( 3 ' 8 )J  U J b l  J  U J b l  j  U  db l  y j  Jb l  J  J

Na primeira integral do lado direito da equação (3.9) devemos notar que a derivada é em 
relação a u,- e a integral em relação a v, logo não podemos passar para fora do integrando a 
derivada parcial. Usando o teorema da divergência de Gauss onde n é a normal unitária

/ * *  iv = í ajÊ r dv~ 1 J v= í  * F<fn‘ dS- í Fif^ iv-
Na integral §s ipF.frii dS, dS representa o elemento de área de uma superfície que está 

situada em pontos infinitamente distantes no espaço das velocidades. Assim a nulidade desta 
integral resulta do fato da função de distribuição /  decrescer rapidamente para grandes valores 
da velocidade. Portanto ^

/ « S * -  •* *
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Vamos analisar o lado direito da equação (3 .6 ),

J  xp f [ f  gbdbde dv, dv = J  ip' f , f  g' b' db' de' dv[ dv' =  J  tp' f , f  gbdbde dv, dv, (3.11)
onde a relação (3.11) foi obtida levando-se em conta as equações válidas para uma colisão de 
restituição, isto é,

g' =  g, b' = b, dv', dv1 = dv, dv, de' - de.

Então
J  ~  hf)gbdbde dv, dv =  J  (tp' - tp)f, fgbdbde dv , dv

~  hf)gbdbde dv, dv. (3.12)

Por outro lado, se mudarmos o papel das partículas que colidem, isto é, se trocarmos (v, v') 
por (v i,v í) temos que

W i f  -  fxf)gbdbde dv, d v = l- j ( i h -  -  hf)gbdbde dv, dv. (3.13)

Concluímos, através das equações (3.7), (3 .8 ), (3.10), (3 .1 2 ) e (3.13) que a equação (3.6) 
pode ser expressa como

d r d r à f /'["d'0, 9-p dtp
J  l / X j  J  \J  JLI J  I KJ L KJ kXj I  KJ KJ %dt J dxi J dxi J  L

_  1 
_  4

que é conhecida como a equação de transporte.

f d v

, +  r P - t t -  </>)(/(/' -  f,f)gbdbde dv, dv, (3.14)

3.3 Equações de Balanço

Na teoria cinética as quantidades que caracterizam o estado macroscópico de um gás são
definidas a partir da função de distribuição /(x , v ,t). Vamos considerar como campos básicos
os campos definidos pelos momentos da função de distribuição.

A primeira propriedade de uma partícula é a massa cuja integral do produto da massa da 
partícula pela função de distribuição integrada sobre todas as velocidades nos fornece a massa 
por unidade de volume, isto é, a densidade,

g(x,t) -  J  m f(x ,v ,t)d v . (3.15)

A cada partícula de massa m associamos uma velocidade onde a integral do produto da massa 
pela velocidade da partícula e pela função de distribuição integrada sobre todas as velocidades 
nos fornece a densidade do momento linear,

gui(x,t) =  J  m vif(x,v ,t)dv. (3.16)
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E ainda podemos ter a densidade de energia total representada por

pe(x,í) =  J ̂ mv2f(x ,v ,t)d v , (3.17)

pois |m u2 é a energia cinética de uma partícula. Portanto com base nas quantidades mi­
croscópicas m,mvi e |m u2 definiu-se a densidade de massa g, a densidade de momento linear 
quí e a densidade de energia ge através das equações (3.15), (3.16), (3.17), respectivamente.

Sendo v,- a velocidade de uma partícula e « t- a velocidade do gás, pode-se definir V =  u,- — Ui
como a velocidade peculiar que representa a diferença entre uma velocidade microscópica e
uma velocidade macroscópica Ui que é a velocidade do gás.

Para qualquer função de distribuição /(x , v, t)

j  V</(x,v,í) dv =  0, (3.18)

que é provada com o uso da definição da velocidade peculiar, ou seja,

Vi — Ui)f dv =  J Vif dv — Ui j  f  dv =  — Ui— =  0 .
m m

A densidade de energia total dada pela equação (3.17) pode ser separada como a soma de 
duas energias,

ge =  J ̂ m ( V 2 +  2V • u +  u2) f  dv, 

onde a integral envolvendo a quantidade V  • u é nula devido a equação (3.18). Portanto

ge = \ j  mV2f  + \  f  m“2/ ̂v>
ge = \ I  mv2f dv + \eu2’

onde |  /  mV2f  dv representa a densidade de energia interna e \gu2 representa a densidade de 
energia cinética translacional.

Podemos ainda representar a densidade da energia interna por

=  mV2f  dv, (3.19)

onde e representa a energia interna específica.
Então os momentos da função de distribuição são dados pelas equações (3.15)-(3.17), en­

quanto que o momento da função de distribuição de ordem N é definido através de

Pi1ia...<ír(x ,í) =  J mVi1VÍ2...ViNf(x ,v ,t )d v , 

que representa um tensor simétrico em todos os índices.
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0  momento de ordem zero é a densidade de massa, enquanto que o momento de primeira 
ordem é nulo como consequência da equação (3.18) multiplicada pela massa da partícula. O 
momento de segunda ordem é chamado de tensor pressão dado por

= j  m V iV jf(x,v,t)dv.

0  tensor pressão é igual ao tensor tensão em módulo, ou seja =  —pij. O tensor viscoso aij 
é definido por

<7{j =  Pôij — m j  ViVjf dv. (3.20)

O momento de terceira ordem é representado por

pijk(x,t) J  mViVjVkf(-x ,v ,t) dv,

que não tem denominação. Uma contração importante do momento de terceira ordem é o vetor 
fluxo de calor expresso como

9i(x > 0  =  \p jji =  \ J  ^ 2K /(x , v, t) dv. (3.21)

A soma dos elementos da diagonal principal esta associada com a pressão do gás P através 
da expressão

Pjj =  j  mV2f ( x ,v , t ) dv =  3P (x ,t). (3.22)

Com a representação da energia interna sendo dada pela equação (3.19), concluímos que

„  2 
P  =

Por outro lado, a equação que relaciona a pressão P com a densidade g e a temperatura absoluta 
T é denominada de equação de estado térmica, onde para um gás clássico ideal é expressa por

kmP =  g—T. 
m

Consequentemente, a temperatura absoluta para um gás clássico monoatômico é dada por

s m P 2 m m r T,9 ,, x ,
T (x ' () =  ¥ 7 : =  3 T £ =  3 ^ 1 mV / ( x ’ v>í) dv-

Os momentos de ordem superior não têm nomes próprios específicos.
Uma interpretação para o tensor tensão é que ele representa um transporte de momento 

linear por se tratar de um produto entre o momento linear e uma velocidade, por outro lado o 
transporte de energia é dado pelo vetor fluxo de calor onde o fator esta relacionado com
a energia.

Agora podemos obter as equações de balanço de massa, momento linear e energia a partir 
da equação de transporte (3.14). Primeiramente, obtemos o balanço da densidade de massa
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substituindo 0  =  m na equação de transporte. Com o uso das equações (3.15) e (3.16), resulta 
de uma forma simples

de ' d {m )  -  " (3.23)"7T7 + =  0,
d t  d x i  

que é a equação da continuidade.
A seguir, o balanço da densidade de momento linear vem da substituição de 0  =  mv{ na 

equação de transporte. Considerando que

dmvi
TTlViVj — TTl ( 1/ V) T V {U j d” V jU i T U iU j ) 

e as equações (3.16), (3.23) e (3.15), conclui-se que

Fj =  mFjSij =  mFi

dgui , d x Z7
s r +  d ^ F UiU ’  ~ i , ] = e  -

(3.24)

Para se obter o balanço da densidade de energia substitui -se 0  =  \mv2 na equação de trans­
porte. Transformando v2Vj em velocidade peculiar

v v'j =  ( V 2 +  ‘FVkUk +  u 2 ) ( V j  +  u j ) i

F d ± ^  =  =  =  m F j V j

dvi dvj

e usando as equações (3.16), (3.21), (3.22), (3.24) encontra-se facilmente a expressão

d_
d t K e +  \ u<1) +

d_
dxi

e{t +  ^ u2)uí +  q i-  TijUj =  qFíUí. (3.25)

Outras formas alternativas podem ser encontradas, como por exemplo o balanço da energia 
interna específica. Vide a equação (2.17) do capítulo 2.

Em resumo, temos a teoria dos 5 campos escalares g, u, e e, representados através das 
equações

g = J rnfdv,

gui =  /  mvif dv,

ge = J^™ v2fdv,
onde as leis de balanço são as mesmas da termodinâmica do contínuo.

Para determinarmos estes 5 campos é necessário encontrarmos as equações constitutivas da 
teoria cinética que relacionem os termos constitutivos (p, u;,T) com as grandezas (e, <?i,Pq).
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3.4 Equações C onstitu tivas em Teoria C inética

A idéia básica do método de Chapman-Enskog é dividir a função de distribuição em dois termos 
aditivos. O primeiro termo consiste de uma função de distribuição de Maxwell que nos dá os 
valores locais da densidade, velocidade e temperatura. Este termo corresponde à primeira 
aproximação para a função de distribuição. 0  segundo termo consiste de um desvio da função 
de distribuição de Maxwell e corresponde à segunda aproximação para a função de distribuição. 
Dele resultam as grandezas de transporte que estão relacionadas com o tensor viscoso cr,-j e com 
o fluxo de calor qt. Então como resultado obtemos [47]

0"ij — f-í
dui duj 2 dur
dxj dxi 3 dxr ^

(3.26)

dT
*  =  (3.27)

±  1 í r n k T V 1’
^ 16 \  7T /  K }

15 k 75 k 1 (  mkT 1/2

K =  J ' ( 3 ' 2 9 )

As equações constitutivas (3.26), (3.27) representam, respectivamente, as leis de Navier- 
Stokes e Fourier. Os coeficientes /j, e k são denominados genéricamente como coeficiente de 
transporte, pois estão associados, respectivamente, ao transporte de momento linear e energia. 
jj, é conhecido como coeficiente de viscosidade de cisalhamento enquanto que k como coeficiente 
de condutividade térmica. Çl(2,2) representa a integral dada na forma geral abaixo que depende 
do tipo de interação entre as partículas

r  oo /* oo
Q(i,r) — / / e--y27 2r+3(l — cosí x) b db t/7 ,

J 0 J  0

onde x é °  ângulo de espalhamento, 7  =  ( 3^ )   ̂ 9 e 9 é o mesmo da seção 3.1. Para o potencial 
de esfera rígida Q(2,2) =  a2, onde a é o diâmetro da partícula.

3.5 M odelos Cinéticos B G K  e Shakov

A principal dificuldade matemática apresentada na equação de Boltzmann está associada com 
o termo de colisão. Muitas alternativas são analisadas com o objetivo de simplificar o termo de 
colisão facilitando assim a solução da equação de Boltzmann.

Expressões mais simples para este termo tem sido propostas por diversos autores. Estas 
são conhecidas como modelo de colisão e a equação de Boltzmann na qual o termo de colisão é 
substituído por um modelo passa a ser chamada de equação modelo [50, 51] ou modelo cinético.
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A idéia por detrás desta substituição é facilitar a resolução da equação de Boltzmann de forma 
a fornecer resultados satisfatórios, isto é, as equações modelo devem apresentar bons resultados 
quando comparados com os resultados da solução da equação exata de Boltzmann [52]. Assim 
o termo de colisão Q (f,f )  poderá ser substituído por um operador «/(/) o qual conserva as 
seguintes propriedades:

i) Como o termo de colisão satisfaz as equações:

J mQ{f,f) dv =  0 , J mvkQ ( f , f ) dv =  0 , J mv2Q ( f , f ) dv =  0 ,

então o operador de colisão deve obedecer as mesmas condições de invariância:

J m J ( f ) dv =  0, J mvkJ { f )  dv =  0, j  mv2J ( f ) dv =  0 , (3.30)

as quais expressam a conservação de massa, momento linear e energia, respectivamente.
ii) Como o termo de colisão tem a propriedade

/  ln(/) Q ( / ,} ) d v  <  0 , 

que está ligada ao teorema H, o operador J { f )  deve também ter a propriedade

I  ln(/) J ( f )  dv <  0. (3.31)

A demonstração da desigualdade da equação (3.31) será feita adiante, após a representação de
d(/)-

De todos os modelos existentes, o modelo mais conhecido é o BGK [34, 53] proposto por
Bhatnagar, Gross e Krook [49]. Eles sugeriram uma representação para o operador J ( f )  propor­
cional à diferença entre a função de distribuição e seu valor em equilíbrio que satisfaz a equação
(3.30) e a desigualdade (3.31). Desta forma a equação de Boltzmann passa a ser escrita pela 
equação modelo abaixo

d f  d f  ^  „ d f  f f  t s 
d i + v id ^ + F i f c , =  ~ v ( !  - M '

onde a quantidade v representa a frequência de colisão. / m representa a Maxwelliana locai 
determinada pela densidade local, velocidade média local e temperatura local

3/ 2 r rr,V 2
{3.32)

2 fcT(x)_

A frequência de colisão u pode ser escolhida por vários métodos. Sua dependência funcional 
é restrita, isto é, proporcional a densidade e deve depender da temperatura, mas é assumida 
ser independente da velocidade molecular.

•  Primeiramente, pode-se escolher u para fornecer o valor correto para a viscosidade /i ao 
se usar o método de Chapman-Enskog. Dentro desta consideração temos

, ( M )  =  ^ y l  (3.33)
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Notemos que v é uma quantidade local, pois a pressão é uma função da posição e do tempo e 
a viscosidade [i também é uma função da posição e do tempo através da temperatura.

•  Uma outra expressão que pode ser escolhida para a frequência de colisão é

„ ( X  í) =  &k =  2 f ( x . O  (3 34)
1 ’ ’  2 it » k ( x , í )  3 f t ( T )  ’ '  1

onde a relação (2 .2 1 ) foi usada. Com a frequência de colisão dada pela equação (3.34), o oper­
ador J ( f )  substituído na equação (3.31) fornece corretamente a expressão para a condutividade
térmica k ao se resolver a equação modelo BGK.

•  Mais uma representação para a frequência de colisão v é dada por

< v >  4 P(x, t)

—  “ í W  ( M )
onde as expressões para a velocidade térmica média

/  8 fcT\ 1/2
<  v > =

e para o livre caminho médio

\  irm J

x _  y/ir/j, (  2kT ̂ 1/2 

~  2 P \  m )
foram usados. A expressão (3.35) é obtida através do fato de que o tempo médio entre duas 
colisões sucessivas é igual a £ e que esta razão é igual a Fisicamente é justificada esta
escolha porém matematicamente a expressão (3.35) não fornece corretamente nem a viscosidade 
fjL e nem a condutividade térmica k. Portanto, um ponto desfavorável desta equação modelo 
é que não se consegue determinar simultaneamente as expressões para a viscosidade /i e a 
condutividade térmica k, conseqüentemente o modelo BGK não fornece o número de Prandtl 
correto, pois a razão entre a condutividade térmica e a viscosidade é 0  número de
Prandtl é um parâmetro adimensional importante em problemas que tratam de fluidos viscosos 
e condutores de calor definido por

Pr =  cp-,
K

onde para um gás monoatômico, o calor específico a pressão constante é dado por cp =_  5k_
2 771 *

Substituindo o coeficiente de condutividade térmica por k — o modelo BGK fornece P r—1 . 
Se usarmos (2 .2 1 ) para gases monoatômicos temos que Pr =  | ,  que é a expressão correta.

Embora o modelo BGK apresente alguns problemas ele satisfaz o teorema H, o qual é 
demonstrado abaixo:

Como

J  J ( f ) H f )  dw =  - 1  v ( f  -  M H f) à v  =  -  j  v f M  ( J ^  -  l )  Hf) i v -  

J  f  ln(/m) dv =  J  f M  ln( f M ) dv,

(3.36)
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pois Iií/ m é da forma a +  b • V +  dV 2 onde a, b e d não dependem de V, devemos ter que

o =  v J  f M -  1^ ln(/w) dv. (3.37)

Somando (3.36) com (3.37):

J  dv =  - u  J  f M -  1^ ln - j-  dv.

Da relação
(x — 1) ln x >  0 ,

temos que /  </(/) ln(/)  dv <  0 e assim fica provado o teorema H.
Um outro modelo conhecido como modelo ”S” foi proposto por Shakov [35]. Este representa 

uma modificação no modelo BGK com o objetivo de fornecer o valor correto do número de 
Prandtl.

Para este modelo o operador </(/) tem a forma

J ( f )  =  " « '( /  -  / * ) •  (3-38)

No modelo de Shakov adota-se que a frequência de colisão u é representada pela frequência de 
relaxação da tensão que é igual a razão —. Ainda, / r  representa uma função de distribuição de 
referência que depende da velocidade das partículas e dos momentos da função de distribuição. 
Ao se usar este modelo a desigualdade (3.31) é provada apenas para o modelo ”S” linearizado. 
Entretanto as leis de conservação

O
/

XXIV
ip (v )J(f)dv  =  0, ip{v) =  l ,m v , — ,

continuam válidas para o modelo linear e não-linear. Este modelo se propõe a apresentar 
a descrição de um modelo cinético para um gás ideal mònoatômico que é compatível com a 
aproximação dos 13 Momentos de Grad. Uma aproximação dos 13 Momentos de Grad para um 
estado macroscópico de um gás ideal monoatômico é caracterizada pelos momentos da função 
de distribuição mostrados a seguir

n =  j  f  dv, (3.39)

u = - [  v f  dv, 
Tl J

(3.40)

' =  _ÜL f  v 2f  dv,
3nk J

(3.41)

PS{j - m j  ViVjf dv,

=  V ^ 2/  dv.
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Então se propõe que a função de distribuição de referência seja expandida em um polinómio 
da função peculiar como

fn =  Í m (a  +  A í Ví +  A itfV j  +  A,iViV 2) , (3.42)

onde A, Ai, A,j e A\ são coeficientes que dependem da posição e do tempo. Ainda, f m representa 
a função Maxwelliana local dada pela equação (3.32). Uma especificação completa destes 
coeficientes poderá ser feita se exigirmos que os momentos de transferência colisionais sejam os 
mesmos do que os momentos dos termos de produção da equação de Boltzmann para um gás 
monoatômico. Isto é, impõe-se as seguintes condições

mViVjJ(f) dv =  ucíij,
s

I  mV2V iJ(f) dv =  - tv q i. (3.43)

Portanto substituindo a função de distribuição de referência dada pela expressão (3.42) na 
equação modelo para o operador J ( f )  (3.38) e usando as condições estabelecidas pelas equações 
(3.43) é possível determinar os coeficientes A,Ai,Aij e A\ cujos valores são dados a seguir:

Para o modelo ”S” a equação de Boltzmann terá a forma

% + vî + FiH = - £  p  - Sm u +Av‘ + AiiVíVi+A'iV' v 2)) ’
e substituindo as expressões para os coeficientes A, Ai, A{j e teremos

8f34 . . / . o , . o  5 ' “

onde p =  ( ^ )
Devido a geometria a ser considerada no nosso problema usaremos a equação de Boltzmann 

em coordenadas cilíndricas (r,<p,z), que pode ser obtida por transformação de coordenadas, 
representada por

df_ , d f t vv d f  , d f  , vl d f  
dt

d f  Õf n d f  P ( .
d l +  ”iã í ' +  ‘ fo, ~  J  (/m 

1/2

- / (3.44)

vrvv
’ +  ^ ---- 1------ T,------ ---------------1" o  oar r dtp dz r óvr r óv, 1 +

- f ) '
(3.45)

onde (vr,vv,vz) representa a velocidade da partícula em coordenadas cilíndricas.
Após a apresentação dos métodos BGK e Shakov podemos analizar a aplicabilidade destas 

equações modelo. Conclusões podem ser tiradas após comparações entre os resultados obtidos 
destas equações modelo com a resolução da equação exata de Boltzmann. Esta análise é feita 
cuidadosamente no artigo [52]. Resultados mostram que para qualquer fluxo de gás isotérmico 
os resultados fornecidos pelo modelo BGK são bem satisfatórios e que o modelo ”S” é uma 
equação ideal para descrever o fluxo de um gás não isotérmico.
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Figura 3 .4 : Superfície imóvel, reflete todas as partículas, tempo de iteração pequeno

3.6 Saltos nas Condições de Contorno

Como já foi visto, a função de distribuição é uma função da posição, da velocidade e do tempo, 
f  =  /(x ', v, t). Queremos estudar a interação de um gás monoatômico com uma superfície que 
delimita o gás de vetor normal n e vetor tangencial t.

Dado um ponto da superfície x' podemos separar a função de distribuição em duas con­
tribuições das partículas incidentes f~  e das partículas emitidas f + :

f  =  / + (x', v, t) +  / _ (x', v, í),

onde as condições para a função f + são

f /+  =  /  se vn >  0 ,
1 /+  =  0 se vn <  0 ,

e para a função f~  são
r / “ =  0 se vn >  0 ,
l  f~  =  f  se vn <  0 .

Nas equações acima vn =  v • n é a componente da velocidade normal à superfície.
Consideramos que a superfície está em repouso além de não absorver as partículas e que 

tudo acontece instantaneamente, isto é, o tempo que a partícula permanece na superfície é 
menor que o tempo característico da evolução da função de distribuição e cada partícula deixa 
a superfície no mesmo lugar que chegou.

Uma partícula que chega à superfície no ponto x' com velocidade v' é emitida com velocidade 
entre v e v +  d v . A probabilidade de uma partícula que tem velocidade v7 antes da colisão 
ficar com uma velocidade no intervalo entre v e v +  dv depois da colisão com a superfície é 
representada por

R ( v ' —> v ,x ',f)  dv
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onde R é  o núcleo de reflexão ou o núcleo de espalhamento, que depende do tipo de superfície 
e do tipo do gás.

0  núcleo de espalhamento tem as seguintes propriedades para superfícies sem evaporação e 
condensação [47, 52]:

a) 0  núcleo de espalhamento é não negativo R(v' —¥ v) >  0;
b) O núcleo de espalhamento é normalizado / Vn>0 Riy1 —> v)dv =  1 ;
c) O núcleo de espalhamento satisfaz a lei de reciprocidade ou lei do balanço detalhado:

Kl exp ( iÜ r )  b(v' - *v) = Kl exp ( w t )  R(~r ’ v<)’
onde Tw é a temperatura da superfície.

Uma interpretação física para a lei da reversibilidade é a seguinte: um gás que está em 
equilíbrio com a superfície tem uma função de distribuição das velocidades de Maxwell cor­
respondente à uma temperatura da superfície Tw e neste caso o número de partículas espalhadas 
por unidade de área da superfície e por unidade de tempo no intervalo de velocidades entre v' 
e v' +  dv' para o intervalo entre v e v +  dv é igual ao número de partículas espalhadas de um 
intervalo qualquer entre —v e —v — dv para outro entre —v' e — v' — dv'. Como consequência, 
temos que se a função de distribuição das partículas incidentes é Maxwelliana com Tw então 
ela não sofre nenhum distúrbio quando iterage com a superfície de tal forma que a função de 
distribuição das partículas reemitidas também será Maxwelliana com Tw. Portanto se

f~  =  Ím {Tw) então f + =  J m (Tw),

onde f m é dada pela equação (3.32).
O número de partículas incidentes por unidade de área e por unidade de tempo com veloci­

dade entre v' e v' +  dv' é representado por

dN' =  K |/ - ( x ,v ', í ) d v '.  (3.46)

Uma parte destas partículas é reemitida da superfície, sendo que o número de partículas que 
deixam a superfície por unidade de área e por unidade de tempo com velocidade entre v e 
v +  dv é dado por

dN -  |ün| / + (x ',v ,í)d v . (3.47)

O objetivo é determinar a relação entre f + e f~  em função de R(v' —> v, x', t) dv. Portanto
o número total de partículas reemitidas por unidade de área da superfície e por unidade de
tempo é igual a integral de todas as partículas que chegam a superfície com velocidade entre v 
e v +  dv, isto é:

dN =  J  R(v' -+ v, x', t) dv dN'. (3.48)

Substituindo (3.46) em (3.48) temos

d N = \ í  R{v' v ^ ^ d v I ^ I / ^ x V ' , * ) ^ '  .
[Jv 'n<0
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x dv’

Figura 3.5: Representação espacial das partículas espalhadas

Assim com base em (3.47) podemos escrever

f  R(v' -► v,x',<) \v'n\ f  (x/, v', t) dv'
Jv'n <Q

(3.49)

Para o caso de espalhamento difuso, a função de distribuição das partículas refletidas é 
Maxwelliana e independe da função de distribuição das partículas incidentes. Sua expressão é

2 (  m \ 2 ( - mv2 '
i « v ' V )  =  -  (̂ — j  ”» e * P V 2 M W -

Em mecânica do contínuo é comum considerar as seguintes condições de contorno para os 
campos de velocidade, pressão e temperatura na superfície que delimita o gás

u '3 =  u* T. =  Tw, (3.50)

isto é, a velocidade e a temperatura do gás são iguais a velocidade e a temperatura da superfície. 
As expressões (3.50) são válidas quando o número de Knudsen é pequeno, isto é, estamos no 
regime hidrodinâmico. O número de Knudsen nos dá uma medida da rarefação do gás e é 
definido como a razão entre o livre caminho médio À e um comprimento característico do 
problema em questão L , Kn =  X/L. Entretanto quando o número de Knudsen aumenta, isto 
é, quando o gás se torna mais rarefeito, as condições acima não são mais válidas pois há um 
deslizamento da velocidade e um salto na temperatura.

Como ilustração iremos analisar a condição de deslizamento da velocidade e escreveremos 
de acordo com a Figura 3.6

u'x =  A lify  ( 3 ' 5 1 )

onde Ai é uma constante de proporcionalidade.
Para resolver o problema introduzimos as grandezas adimensionais
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Figura 3 .6 : Representação da velocidade

x =  — x , (-3.53)

onde Au, representa o livre caminho médio das moléculas a temperatura Tw. Com o uso das 
expressões (3.52)-(3.53) podemos reescrever a equação (3.51) na forma adimensional como

dux . .
u x =- 71 —j^- (3.54)

em que a constante 71 está relacionada com a constante A\ através de

Ai y/n
7i = 2 A„

0  objetivo é determinar a constante 71 numa região próxima à placa cuja dimensão é da 
ordem do livre caminho médio, denominada como camada de Knudsen [30].

O problema é resolvido através da equação de Boltzmann que com uso da equação modelo 
BGK para um fluxo estacionário se transforma em

v ’ f  -  M ,  (3-55)

onde, como visto anteriormente, /(x ', v) é a função de distribuição, v é a velocidade molecular 
e u é a frequência de colisão dada pela razão P/ft. P é  a pressão do sistema em equilíbrio e 
I_l a viscosidade de cisalhamento que está relacionada com o livre caminho médio através da 
expressão

2m A1/ 2
fji — Pu,Au,

,nkTw
como citada na seção 3.4. / m representa a função de distribuição Maxwelliana local dada por 
(3.32), isto é

/ m \ 3/2 [ —m(v — u'(x'))2
/ M  =  n l 2 d b f )  e X P   2 k T -------------------------

(3.56)
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em que a densidade do número das partículas n e a temperatura T neste caso são consideradas 
constantes.

Vamos linearizar a equação (3.55) em torno da função Maxwelliana da superfície f w, ou 
seja,

f  =  f w( 1 +  h), (3.57)

com
/  rn  \  3 /2

fw  =  nw J  exP (-C 2)? onde C =  0V, (3.58)

onde nw =  e h representa a perturbação no sistema. Substituindo (3.57), (3.58) no
lado esquerdo da equação (3.55) e transformando o lado direito desta equação para a forma
adimensional encontramos ^

Cy~r — *2>cxux h. (3.59)
ày

Para se determinar a constante j i  verifica-se que apenas a velocidade tangencial do gás é 
diferente de zero (ux 0 ), enquanto que a velocidade normal é nula, ( uy =  0 ).

Segundo a Figura 3.6 verifica-se que para grandes distâncias da superfície Ç =  ^  em que 
( representa uma constante de proporcionalidade. E temos as condições para

r y =  0 , ux =  C7 i e
t  y —)• oo, w* =  C(y +  7i)-

O próximo passo para resolver a equação (3.59) é descobrir as condições de contorno para 
a perturbação h. No caso de y — 0, cy >  0 e não existe perturbação, isto é h= 0 pois supomos
um espalhamento difuso. Para y —»• oo, cy <  0 usamos o método de Chapman-Enskog
representando a perturbação como

hCE =  h(0) +  h(1) (3.60)

onde hcE se refere a perturbação obtida através do método de Chapman-Enskog e repre­
sentará a perturbação de ordem zero enquanto que h^  a perturbação de primeira ordem.

Ao se aplicar a expressão (3.60) na equação (3.59) e aplicando o método de Chapman- 
Enskog, ao igualarmos os termos de mesma ordem encontramos primeiramente que 
isto é, a perturbação de ordem zero é Maxwelliana. Logo concluímos que

h(0). =  2 cxux =  2 cxÇ(y +  7 1 ). (3.61)

Substituindo (3.61) em (3.59) e tomando a igualdade dos termos de primeira ordem vem

cy —̂— =  —h ^ \ então h^  =  2 C,cxcy. (3.62)
oy

Com as expressões (3.61)-(3.62) temos as seguintes condições de contorno para a perturbação

h ( y =  0 , Cy >  0 , h =  0
\  y —>• 0 0 , cy <  0, h =  hCE  =  20*^ ((y +  7 1 ) -  cy) .
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Portanto, tendo as condições anteriores definidas podemos resolver a equação (3 .5 9 ) com o
procedimento descrito abaixo, resultando o valor da constante 7 1 .

0  procedimento é escolher um perfil de forma que ux e 71 passam a ser conhecidos. Subs­
tituindo estes valores de ux e 71 na equação (3.59) calcula-se a perturbação h. Com o valor
desta perturbação substituído na expressão abaixo calcula-se um novo valor para ux

UT =  TF' 3/ 2 J  exp(—C 2)cx hdc,

que será substituído novamente em (3.59) repetindo o processo. Este procedimento é efetuado 
até se verificar que a solução para ux convergiu.

Armazena-se o valor de ux obtido após se verificar a convergência e o substitui na expressão 
do perfil escolhido determinando-se assim o valor numérico da constante 7 1 . Obtém-se desta 
forma 7 1= 1 .01619.

Numa superfície de um sólido onde ocorre evaporação e condensação, as condições de salto 
na fronteira para as perturbações da pressão v, temperatura r e velocidade tangencial u,í; são 
(Sone Onishi[1978], Sone Aoki[1987], Sone [1991]):

Pg-P™  dr a 3 ( dui duA a 4_ . .
v =   =  -aiUiUi +  ~r--K—ni +  -j- I -x 1* 1 n i U 3 ~  2-rKUirii, (3.63)

1 uj 0 CJ3s% 0 \CsJUj (J%i J O

Tg-Tyj a 6 dr a 7 ( dui duA a 8 _ , ,
T = ~ r r  = “ £Wi T \ã í~ + ãílj n‘n‘ - 27 KUi"" (3'64)

a 9 ( dui duA , , «1 0  dr a n d(utni) . .
= 7  V&7 dT,)tini + “ 55** - T ^ - fc T ’ (3'65)

« =  ^ ( « 1  +  « 2),

onde rii e í, representam a direção do vetor normal e do vetor tangencial à superfície, respecti­
vamente. Ki e K2 são as curvaturas principais da superfície sendo negativas quando a normal é 
direcionada para o centro da curvatura e 5 representa o parâmetro de rarefação relacionado com 
o número de Knudsen Kn através da relação 5 =  Nas equações (3.63)-(3.65) x =  x'/ú.

Os termos referentes aos saltos de pressão, velocidade e temperatura tem os seguintes sig­
nificados:

a) aiUitii e a.$u,n,- são devidos a evaporação e a condensação na superfície do sólido a ser 
considerado;

k) e 7^ Jx~ni s^° devidos ao gradiente normal da temperatura na superfície do sólido;

c) (Ir1 d" §^") ninj e ^  ( f f 1 +  §^) niUj são devidos ao gradiente normal da componente
normal da velocidade na superfície do sólido;

e) kuíUí e % RuiUi são devidos a curvatura da superfície do sólido;
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^  (ff)- I x̂i) tinj ® devido ao gradiente tangencial da componente normal da velocidade
e ao gradiente normal da componente tangencial da velocidade na superfície do sólido;

g) é devido ao gradiente tangencial da temperatura na superfície do sólido;

d) 3 ĝ n'̂  ® devido ao gradiente tangencial da velocidade normal à superfície do sólido.

Os resultados numéricos destas constantes são apresentados por Sone [36], considerando- 
se o modelo BGK, entretanto as constantes « 2  e a § deverão ser multiplicadas por 3/2 se 
considerarmos o modelo de Shakov. Os valores destas constantes para o modelo de Shakov são

a i  =  2,13204; « 2 =  0,83766; « 3 =  0,82085; « 4 =  0,38057; « 5 =  0,44675;

a 6 =  l,95408; a 7 =  0,33034; a 8 =  0,13157; a 9 =  1,01619; a 10 =  0,38316;

«n  =  0,79519.

Observemos que a constante ctg representa a constante 71 calculada anteriormente. Então 
o cálculo da constante 71 serviu para ilustrar o procedimento para se obter uma das constantes 
acima, isto é, « 9 .
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Capítulo 4 

Solução Cinética

4.1 Exposição do P roblem a

Os fenômenos de transporte para sistemas em rotação são afetados pois uma anisotropia nas 
propriedades do gás é criada e como conseqüência os coeficientes de transporte mudam. Por 
esta razão os fenômenos de transporte para sistemas com gases em rotação tem despertado 
atenção de muitos pesquisadores [1 , 2, 4, 14, 17, 7, 12]. A condução de calor através de um gás 
confinado entre dois cilindros com diferentes temperaturas é um problema clássico da dinâmica 
de gases rarefeitos e tem sido apresentado em vários artigos [54, 55]. Entretanto todos estes 
artigos consideram os cilindros em repouso.

Recentemente [1 2 , 13] foram analisados fenômenos de transporte linear através de um gás 
rarefeito, isto é, a influência da rotação no fluxo de calor entre os cilindros com um gradiente 
radial de temperatura, considerando-se separadamente a transferência de calor e de momento, 
sem levar em conta a transferência de massa e os efeitos cruzados. As conclusões foram que:
i) a rotação afeta não somente quantitativamente os fenômenos de transporte mas também 
qualitativamente; ii) alguns fenômenos existem apenas para sistemas em rotação.

Iremos considerar um gás confinado entre dois cilindros coaxiais com raios Ro e Ri (Rq >  
Ri) com o eixo dos cilindros coincidindo com o eixo z conforme a Figura 4.1. Assume-se que 
os cilindros são bem longos de forma que os efeitos de borda podem ser desprezados, isto é, a 
solução não depende da coordenada z.

Neste capítulo dois problemas serão tratados: o primeiro problema refere-se ao caso em que 
o sistema em equilíbrio é fracamente perturbado por uma única força termodinâmica, o desvio 
da densidade, enquanto que no segundo problema a perturbação ocorre juntamente por três 
forças termodinâmicas, que são a pressão, a velocidade angular e a temperatura. Para todos os 
problemas que serão tratados a seguir a solução em equilíbrio é a mesma.

Neste capítulo as grandezas denotadas com uma plica são dimensionais.
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Figura 4.1: Cilindros coaxiais em rotação

4.2 Solução em Equilíbrio Dinâm ico

Considera-se que a superfície dos cilindros apresenta condensação completa, isto significa que:
(i) as superfícies do cilindro interior e do cilindro exterior condensam todas as partículas in­
cidentes e (ii) a função de distribuição das partículas evaporadas é uma função Maxwelliana, 
com a densidade do número de partículas independente da função de distribuição das partículas 
incidentes. Logo se ambos os cilindros rodam com a mesma velocidade angular fio e estão a 
uma mesma temperatura To, então o gás se encontra em equilíbrio dinâmico, ou seja, o número 
de partículas evaporadas por unidade de tempo nas superfícies dos cilindros é igual ao número 
de partículas condensadas e a velocidade hidrodinâmica radial do gás é zero. Entretanto a 
velocidade volumétrica tangencial é igual a fio?"', onde r ' representa a coordenada radial e a 
velocidade do gás nos contornos é igual a velocidade da superfície, isto é,

i) =  fio^i e u'v(Ro) =  fioi*o. (4-1)

Nestas condições, a densidade do número de partículas (n =  g/m) entre os dois cilindros 
será uma função da forma

n(r') =  B  exp (PlTt20rn) , /30 =  ^ - )  (4.2)

onde Po é uma constante calculada através da massa da partícula m, da constante de Boltzmann 
k e da temperatura do sistema To e B representa uma constante de proporcionalidade a ser 
determinada. A distribuição de n(r') segue da condição de equilíbrio estático do gás no campo 
da força centrífuga. Então ao tomarmos um elemento de área que gira em torno do eixo de 
revolução z, obtemos um sólido contido entre os dois cilindros, com o mesmo centro e eixo 
conforme está representado na Figura 4.2.

Este tal invólucro é igual a densidade do número de partículas que se encontram no elemento



Figura 4.2: Invólucro considerado

de área dA por unidade de altura

J  n(r')dA  =  n{Rl — Rl)n0o, (4.3)

com noo representando a densidade do número de partículas quando os cilindros estão em 
repouso (fio=0 ).

Portanto substituindo (4.2) na equação (4.3) teremos que resolver a seguinte integração

r2vr r R 0 * \
/ dip1 / B ex p (p^nlr'2) r'dr' =  it{Rq — R \)n0o,

J 0 J R \

de forma a obter a constante B  dada por

exp (fôttIB%) -  exp (fô ttlR l)'

Substituindo o valor da constante B  acima na equação (4.2) obtemos a seguinte expressão 
para a distribuição da densidade do número de partículas em equilíbrio dinâmico entre os dois 
cilindros

n „(r ')--------" ° ° (1 ~  y  > {/3f ^  exp [ ( f t í V f ]  . (4.5)
exp [(/30fio-fi!o) ] — exp [(/?0^oi?i) ]

4.3 G ás em R otação  com P erturbação  na D ensidade

4.3.1 Solução fora de Equilíbrio

Será considerado a situação em que o estado de equilíbrio é fracamente perturbado no cilindro 
interior, isto é, o número de partículas evaporadas difere ligeiramente do número de partículas 
condensadas. Então, a densidade do número de partículas evaporadas do cilindro interior é igual 
a no(Ri) +  An, enquanto que no cilindro exterior é dada por no(Ro). E como |An| < <  no(Ri)
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é permitido linearizar a equação do regime de transição representando a densidade numérica, 
a velocidade e a temperatura por

n(r') =  no(r') ( 1 + ^ r')^ k ) ) ’ <4-6)

< ( / )  =  (4.7)

/\ 77
w'v(r') =  fior' +  fiõluÁ r/) ,T >\i (4-8)

=  +  (4.9)

onde 'ô,ur,u íp e r são quantidades adimensionais, com n0(rl) e (3q dados pelas equações (4.5) e 
(4.2), respectivamente. As equações (4.6), (4.8) e (4.9) representam a densidade numérica, a 
velocidade tangencial e a temperatura como soma de seu valor em equilíbrio no, Do?"7 e To mais 
uma perturbação destes valores. A equação (4.7) representa a velocidade radial.

Considerando-se cilindros porosos torna-se possível este tipo de fluxo, desde que se mantenha 
uma densidade de no(Ri) +  An na parte interna do cilindro interior, enquanto que a parte 
externa do cilindro exterior seja mantida a uma densidade no(Ro) que representa a densidade 
do número de partículas quando o sistema se encontra em equilíbrio, isto é, a perturbação na 
densidade só ocorre no cilindro interior. Deve-se notar que assumindo a perturbação apenas no 
cilindro interior não perdemos a generalidade do problema, porque o fluxo de gás causado pela 
diferença de densidade An no cilindro interior é o mesmo que aquele causado pela diferença de 
densidade —An no cilindro exterior.

4.3.2 Regime de Transição - Modelo B G K

No regime de transição o problema deve ser resolvido com base na equação cinética de Boltz­
mann [33], mas a complexidade do termo de colisões desta equação requer um grande esforço 
computacional. Por outro lado, como já  foi visto na seção 3.5, o modelo de Bhatnagar, Gross e 
Krook (BGK) [34] para o termo de colisões fornece resultados confiáveis em toda a extensão do 
número de Knudsen para fluxos isotérmicos. Se compararmos os dados numéricos do fluxo de 
Poiseuille através de um tubo cilíndrico baseado no modelo BGK [49] com aqueles obtidos da 
equação de Boltzmann [56], acha-se que a discordância entre estas soluções é apenas da ordem 
de 0 ,5%.

Assim, como estamos considerando também uma simetria axial e um estado ligeiramente 
fora do equilíbrio em relação a densidade, sabemos que para o caso do fluxo de um gás rarefeito 
podemos aplicar de maneira satisfatória o modelo BGK. No caso de fluxo estacionário o modelo 
BGK é dada pela equação (3 .5 5 ), onde como na seção (3.5), /(x ', v) é a função de distribuição, 
v é a velocidade molecular, i / é a  frequência de colisão e /m é a função Maxwelliana local
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dada pela equação (3.56). O lado esquerdo da equação cinética (3.55) não contém nem a força 
centrífuga e nem a força de Coriolis pois no cálculo numérico é mais conveniente usar-se como 
referência o sistema em repouso. Porém, na superfície dos cilindros em rotação, será utilizada a 
função de distribuição Maxwelliana local linearizada. Aqui escolheremos a frequência de colisão 
v de forma a fornecer corretamente a expressão da viscosidade de cisalhamento no regime 
hidrodinâmico, isto é, v =  P//j, com P =  nkT.

Os momentos da função de distribuição, isto é, a densidade numérica n, a velocidade u ' e a  
temperatura T são definidas através da função de distribuição e representados pelas equações 
(3.39)-(3.41).

E conveniente, devido a geometria do problema escrever o termo v • em coordenadas 
cilíndricas, da mesma forma que foi descrito no lado esquerdo da equação (3.45). Como estamos 
considerando que a solução independe das coordenadas z' e ipf e que u2=0, a equação (3.55) 
transforma-se em

d f  , v2 d f  vrvv d f  ( ( m
v' d ?  +  V d ^ ~ —  d ^  =  - v { f - Í M ) -  ( 4 ' 1 0 )

Para resolver a equação acima devemos escrevê-la na forma adimensional. Introduzindo a 
grandeza adimensional

r =  r' /  Ro (4-11)

poderemos linearizar a equação modelo BGK em torno da função Maxwelliana em equilíbrio 
/o, representando a função de distribuição por:

An
/ ( r,c) =  / 0(r,c)

onde:

1 +  h{ r,c)-
n0 (f?i)_

(  m \ 3/ 2

(4.12)

/o(r ,c) =  n0(r) exP { ~ C2) ’ (4‘13)

C 2 =  c2 +  (cv -  cor)2 +  c2, c =  /?0v. (4-14)

h(r, c) representa a perturbação da função de distribuição do sistema, c é a velocidade adi­
mensional da partícula, em que (cr,cv,c2) são suas componentes cilíndricas, n0(r) representa 
a densidade de partículas entre os dois cilindros dada pela equação (4.5) e co representa a 
velocidade angular adimensional definida por

co =  (4-15)

Como a equação cinética (4.10) está escrita em relação ao referencial em repouso, a Maxwelliana 
fo contém a velocidade tangencial na forma (cv — tor) que considera a rotação dos cilindros.

Agora com todo o conjunto de expressões (4.11)-(4.15) é possível escrever primeiramente o 
lado esquerdo da equação (4.10) na forma adimensional. Para isto trabalharemos com os termos 
vr§£, yrjJ- e separadamente para depois reunirmos os três resultados obtidos.
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Portanto com o uso das expressões (4.11), (4.12), (4.14) o primeiro termo da equação (4.10),
Vr§jj, torna-se

1

dr' R0ß0 dr
d

CrV- fo 1 +  h( r,c)-
A n

(4.16)
n0(R i),

A derivada da perturbação h em relação a coordenada radial r fica indicada pois não é conhecido 
a sua dependência de uma forma explícita. Quanto a derivada da função Maxwelliana em 
equilíbrio /o em relação a coordenada radial r, é possível efetuá-la desde que se use a expressão 
(4.13), observando que a dependência radial da densidade do número de partículas no(r) fornece 
a variação

drip
dr

— 2u mo

e que a derivada de ° 2̂ em relação a componente radial r é igual a 2uj(cv — cor) e ° 2. Desta 
forma

d f 1

dr' -/o-
An dh

+
1

-(2 crcvoj)f. (4.17)
RoPo n0{Ri) dr RqPo

Quanto ao segundo termo da equação (4.10), pf também com o uso das expressões 
(4.11), (4.12), (4.14), teremos

v \ d j_ z 
r' dvr Roßo r dcr

1 cl d
fo ( 1 +  h

An '

MRi)J .
Desenvolvendo a derivada parcial sobre os termos que estão no colchete da equação anterior 
teremos que a derivada da perturbação h em relação a componente radial cr da velocidade 
adimensional ficará indicada por não se conhecer a dependência explícita da perturbação em 
relação a velocidade radial adimensional. A derivada da função Maxwelliana local fo em relação 
a esta velocidade cr será dada por

dfo
dcr — 2 cr/ 0,

já  que a dependência de fo em relação a cr se encontra somente em é' ° 2\  Então tem-se

d f  1 An c2 dh 1 2 c2 crf
~  -Jo- (4.18)

r' dvr Roßo n0{Ri) r dcT Roßo r

O último termo da equação (4.10), — assim como os outros dois termos anteriores,
transforma-se primeiramente em

VrVy d f  
r' dvu

1 crcv d 
Roßo r dcv

fo ( 1  +  h
An 

n0(R i)J

A derivada da função Maxwelliana local fo em relação a componente tangencial da velocidade

dfo
adimensional cv é

dcu
=  - 2 (cv - w r ) /0,
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assim temos que

VrVy Ôf 
r' dvu

1 . An CrCy dh
-/o-RoPo n0(R i) r dcv R0/30

+  1 (cy - u r ) c rcv^
(4.19)

Então podemos juntar os resultados (4.17), (4.18), (4.19) e simplificando os termos seme­
lhantes teremos

d f  VJ£_dj_ _  V̂ H> 9 f
dr' r' dvr r' dvw

1 - An
-/o-RoPo n0(R i)

dh _ <?v dh crcv dh 
r dc,r dr ^  r dc. y> ]

(4.20)

Com o objetivo de simplificar os termos da equação (4.20) que contenham derivadas parciais 
em relação a velocidade adimensional da partícula, iremos representar as velocidades adimen- 
sionais cr e cv, em função de suas coordenadas polares (cp,9 ):

cucr =  cp cos 9 cv =  CpSen#, ou 2 2 . 2  Cp =  c r +  Cv , 9 =  arctan —.
Cr

(4.2i;

Portanto, as componentes radial e tangencial da velocidade adimensional, são funções da
velocidade adimensional cp e do angulo 9. Representamos então as derivadas parciais
por

dh dh d Cr, dh d9
dcr dcv dcr + d9 dcr dc.

dh dh
cos 0 +

—  Cçp

dh
dCtn

dh dcv dh d9 
^  d9 dc,dcp dcv

dh „
— sen0 +  
dcp d9 i +

dh dh
d Cr  dc<p

(4.22)

(4.23)

2
Com o auxílio de (4.21), (4.22) e (4.23) poderemos transformar o termo — CrrCy gê  em
— | | , e a expressão (4.20) toma a forma

d f  , vl  d f  vrVy, d f
V rã ?  +

1 An 
'/o-

dvr dvu

dh Cy dh 
Cr dr r d9ju , , - r *  • (4-24)RoPo no{Ri)

Então com a equação (4.24) conseguimos representar o lado esquerdo da equação (4.10) na 
seguinte forma adimensional:

dh1 An 
RoPo no(Ri)

Cy, dh
dr d9 =  ~ v [ f  ~  /m] •

Agora o objetivo é trabalhar com o lado direito desta expressão para também representá-lo 
na forma adimensional. De início temos que

An d h  c<p d h RoPonkT Í m / '

n0(Ri) Cr d r  r  d 9 h J o  ' / o .
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com v — P jfi. Ao se utilizar a expressão

. /  2mkT0\  1/2
H — ^00^00 I ---  I (4.25)

para a viscosidade de cisalhamento, a expressão (4.9) para a temperatura T e  a expressão1

A  Ro6 = (4.26)
2 A0o

para o parâmetro de rarefação, onde Aoo é o livre caminho médio das partículas com densidade 
n0o e temperatura To, teremos que

R0/30nkT _  no_ A  ̂ An
^ «oo V no(Ri)y

1 +  T-
A n r n0 /  n An An

<í—  I 1 +  t?—t t t t  +  r-n0(Ri) J  % \  n0(Ri) n0(R i)i 

desprezando os termos iguais ou superiores à segunda ordem em nô )  • Portanto

An
no(Ri)

dh cv dh
r dr r d6

„ no /  „ An An
=  6 —  l + ê - —  +  T-

«00 n0{Ri) n0(R i)/
Í m  f  

fo fo
(4.27)

Agora o próximo passo é trabalhar com —• jjr-j. A velocidade IA2 é desenvolvida considerando
que as velocidades envolvidas apresentam componentes na direção (r, tp, z)

V2 =  (v — u ' ) 2 =  v2 — 2v • u' +  n'2.

Usando as expressões (4.7), (4.8), (4.14), (4.15) vem

V2 =  Po 2 (c2 +  c2 +  c2) -  2/?0 2crnr^ ^ -~ -  2/30 2cv ĉur +  «
An 

¥>n0(/?i)/

+  \ 0 o  u

An \ 2 ( n-i o-i V’ +  A) wr +  |S0  * (4.28)
n0 (f? i); 1 v "ü 1 " u ^ M R i ) J  '

Desprezando os termos a partir de segunda ordem em e fazendo Cv =  cv — u>r, com
as simplificações possíveis tem-se

VJ =  Põ- 2 C2 - 2 c rur- ^ r r - 2 C wu A”
n0(Ri) n0(i?i) '

(4.29)

Então a função Maxwelliana J m , dada pela equação (3.32), em função da constante p , transforma- 
se com o uso da equação (4.29) aproximadamente em

PÍM =  n l - ^ J e x p ( - / 3  V ) P3 \3/2
7T3/2 exp{ — zzõC2) { 1 +  2crur I

An

Po Po) na{Ri)

xSe o raio do cilindro exterior Ro não for comparável ao raio do cilindro interior R \  uma melhor definição 
para o parâmetro de rarefação é S =  j  Rq̂~qRi •
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+  2 C WUn
P An

V ‘'V / V  n„(i2i ) J ’

onde foi possível usar a aproximação exp(rr) «  1 +  x devido ao fato de que |An| < <  n0{Ri). 
Podemos agora escrever que a razão ^  será

ÍM  n  (  P exp i -  SL) c 2
1 pi\rfo no \Po 

De uma forma genérica temos que

( n r v f v

1 +  2 cruT

N/2

A )  no(Ri)
An , o r  (  P \  An+  2Gvuv I —

+  t A n  
no(JRi) ,

1 — T
An > 

n0(R1) /

N/2

Po) n0(Ri) / '

, N An
1  — T-

com N representando um número inteiro qualquer. Então

Í m

fo
An V 3 An

1 — -T-
2 no(i?i)/

1 + C 2r
An

no(/?i),
V r. An An
1 d- íiCr\if " ~ — -j- 2 C'tpÛp

se reduz a
Í m  , .~T  «  1 +
J  o

t i +  2c r u r +  <2CípUy +  I C — — ) t

n0(R i)

An
n0(Ri)'

De acordo com a equação (4.12) e a aproximação acima, a equação (4.27) resultará em

An
n0(R i)

dh
dr

cv dh
de =  5

n0

«00
1 +  ú-

An
n0(Ri) + T n0(R i))  n0(Ri)

An \  An
ti

+ 2 crur 4 " 2 (7̂ 1 Uy, ( C 2 — — 1 r  — h

Finalmente ao se considerar apenas os termos até a primeira ordem em obtemos a equação
que rege o sistema estudado

3Sdh Cy, dh
°r dr r dd

=  5
n0

«00
ti +  2 (cv -  tjr) Uy> +  2 crur +  [C  -  -  ) r  -  h (4.30)

A equação (4.30) é uma equação íntegro-diferencial que envolve os momentos adimensio- 
nais t i , u r ,iiy,  e r da função de distribuição. Todos estes momentos estão relacionados com a 
perturbação h como será demonstrado a seguir.

O momento adimensional ti é obtido substituindo-se no momento dimensional n (3.39), a 
expressão para a densidade numérica em função da quantidade adimensional ti (4.6) no lado 
esquerdo da igualdade e a expressão para a função de distribuição (4.12) no lado direito, além 
de transformarmos o elemento dimensional dv para o elemento adimensional dc:

nQ
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Substituindo a função Maxwelliana em equilíbrio pela expressão (4.13) é possível simplificarmos 
a densidade numérica em equilíbrio n0 resultando

An
M R i)  J  ~  n3/ 2

Tendo-se que

. 1 + *; í̂b) = ;W e’tpCc,í)
. An 

1 T  h
n o (R i)

dc.

J  exp(—C 2) dc =  7t3//2, 

resulta para o momento adimensional d a expressão:

d =  ^ j.J exp (-C *2) hdc. (4.31)

Quanto aos momentos adimensionais ur e uv, primeiramente escreveremos a expressão para 
a velocidade u' (3.40) em termos de suas componentes (r,ip)

ü'r =  -  í v rf  iv , (4.32)
n J

<  =  1  /  vvf  dv. (4.33)

Por primeiro tomamos a equação (4.32) e substituímos as expressões (4.7) e (4 .1 2 )

a -1 An UrPo - J W \  =  — (-----1 a í  f ° CrP õ 4 f l  +  d c -n0(Ri) no(i +  ^-An_) J  \  n0{R i))

Substituindo /o pela equação (4.13) obtém-se aproximadamente 

An
ur

n0(Ri) 

Utilizando o fato de que

j  j) Í5Ã /  *  -p(-c2) (l + ĥ k ) dc■

j  cr exp(—C 2) dc =  0, (4-34)

a expressão acima toma a forma

“' á t i  “  t1 - ^  / c"eM~c2)ĥ r y dc'
que desprezando termos quadráticos em resulta

ur =  J cr exp ( - C 2) hdc. (4.35)

O mesmo procedimento acima é aplicado para a velocidade tangencial uv

( “ ^ r  +  =  ln í  f c^  d c -
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Pode-se multiplicar toda a equação por /?o e utilizar a equação (3.39) no termo tor com o 
objetivo de inserí-lo na integral que aparece no lado direito da igualdade

1 f  1 f
-u,r J  fdv +  =  -  J  dc, ou

Ar? \ ç
U«M R r) =  n J {c« - “ r ) f K d c -

Utilizando a expressão (4.6) para a densidade numérica n, a expressão (4 .1 2 ) para a função de 
distribuição /  e a expressão (4.13) para a função de distribuição Maxwelliana em equilíbrio /o, 
obtém-se que

An (  „ An
“ » r n r r  *  11 -  ^  /  (■=» -  exP( - c 2) ( i  +  dc.rió(Ri) \  n0(R 1

Assim utilizando uma equação semelhante à (4.34) para a velocidade adimensional cv tem-se

uv =  J  (cy, — cor) exp ( - C 2) h dc. (4.36)

Por fim, para o momento adimensional r, substitui -se na equação (3.41) a expressão para 
a temperatura T (4.9) do lado esquerdo da igualdade e as expressões (4.6), (4.12), (4.13) do 
lado direito

*  ( 1  -  -TH Í  \ ° 2 exP (-C 2) { 1 +n0(Ri) V n0(R i))  n3/2 J 3 \  n0(R i)/

An
1 +  T-

n0(R

e com o auxílio da equação (4.31) resulta

T - T o

õ ” (‘ “ { l + ^ í \ c2eM- c2)h7 ^ ) ic]

T =
To(An/n0(i?i)) (4-37)

Assim t?,ur,u v e r são definidos respectivamente por (4.33), (4.35), (4.36) e (4.37). Deve-se 
notar que no volume que contém o gás rarefeito a temperatura pode variar mesmo os cilindros 
estando a uma mesma temperatura To-

Agora que todos os momentos adimensionais estão representados, o próximo passo para 
resolvermos a equação (4.30) é determinarmos as condições de contorno na fronteira, isto é, a 
forma da perturbação h na superfície do cilindro interior e na superfície do cilindro exterior. 
Deve-se notar que as partículas que deixam a superfície do cilindro interior tem velocidade cr 
dirigida para fora desta superfície em direção a superfície exterior, ou seja, cr >  0 , enquanto que
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para as partículas que deixam o cilindro exterior a velocidade cr é direcionada para dentro no 
sentido da superfície do cilindro interior, ou seja, cr <  0. Para o cilindro exterior a perturbação 
é nula por termos a perturbação agindo apenas no cilindro interior.

Recordando que temos a perturbação apenas na densidade do cilindro interior (r' =  Ri), 
ou seja, a temperatura da superfície Tw é igual a temperatura de equilíbrio To, é possível 
determinar o valor da perturbação h no cilindro interior trabalhando com a função Maxwelliana 
da superfície, f w:

ftu -
/ m

2irkTo

3/ 2
exp

mV2

2kT0
(  nw-  n0{R i)\ (  m \ 3/ 2

= n° ( 1+ n„W) J Í 2 r t t J  eXP
mV2l
2kT0

que será igualada a equação (4.12), isto é 

(  nw-  no{R\)\ (  m 3 / 2
exp

mV2

2kT0
/o 1 +  h

An
n0(R1) /n0{R i)

Substituindo /o pela expressão (4.13) e comparando os termos de ambos os lados da igualdade 
obtemos que a perturbação da densidade no cilindro interior será igual a 1 .

Portanto, resumidamente temos que a condição da fronteira para a perturbação h tem a 
forma:

h =  1 para cr >  0 e r =  Ri/Ro, (4.38)

h =  0 para cr <  0 e r =  1 . (4.39)

A equação (4.30) é função das componentes da velocidade adimensional c =  (cr,cv,c2).
Como a solução independe da coordenada z, para eliminar a variável cz da equação (4.30) duas
funções são introduzidas:

4> =  —7= / exp (~c2z)hdcz, (4.40)
\/7T J —00

y/n
(4.41)

Portanto para escrevermos a equação (4.30) em função de (f> e ip devemos multiplicá-la pelo
fator ^ e depois integrá-la em todo o intervalo, ou seja,

d
- d r  v £ £ > - ^ )  ■ Cfre fcU+> (- 4 H

=  6—  ( ~^= í  exp(-c^) +  2(cv -  cor) í  —= í  exp(-c^)
noo { \y /n  J - 0 0  )  \y /n  J-co  j

+2crur ( ^ =  J  ^  exp(—c2) dc^j + t ( ^ =  (c2 -  ^) exp (-c2) d c^

+ t  (c2r +  (cv -  u r f  -  l )  J *  ex p (-c2) dcz ĵ -  - J=  j  ^  exp (-c2) hdcz| . (4.42)
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Utilizando as seguintes integrais
1 r +oo 1 r+oo  1

- =  / exp(—c2) dcz =  1, - =  / (c2 -  - )e x p (-c 2)c!cz =  0, (4.43)
Y  7T J - o o  Y7T 7 - c o  Z

a equação (4.42) se transforma em

dcf) cv d<t> n0 j  r 2 2 i
C r- x------------- ã j  =   < » +  cr +  (cv - u r )  - 1  r<9r r o9 n00 [ l r v  ̂ J

+2 (cv -  ur) uv +  2crur -  (f) .̂ (4.44)

Seguindo o mesmo procedimento, multiplicamos a equação (4.30) pelo fator e~c*(c2z — |) 
e integramos a equação resultante em relação a dcz\

T r  { ^ C {cl -  ( ^ / _ +“ (c] -  i)exp(-«í)A <fc,)

= ^  {* ( t ?  f - j t  ~ exp(_c*) dc’) +2(c" ■ wr) ( 7 ? r y  ■ exp(_c’) ic')

+2 CrUr (c2 -  ^) exp( —c2) dc^j +  T (cl -  \ ) ( cl -  ^ ) exP { ~ cl)d c}j

+ r  (c2 +  (cv -  u r)2) ^  (c2 -  ^) exp(-c2) -  ~^= (c\ -  ^) exp(-c2) hdcz j  .

(4.45)
A integral

^  /.r exp(_c*) ( 4  - d (cj ■ d ^ =5
junto com o resultado obtido na equação (4.43) transformam a equação (4.45) em:

* £ - - 7 i í  =  f - ( r - * ) -  (4-46)dr r o9 n0o \2 /

Assim, resumidamente, transformamos a equação (4.30) em um sistema de equações para 
<J) e tp que são (4.44) e (4.46).

Os momentos da função de distribuição d, uv, ur e r dados pelas equações (4.31), (4.35), 
(4.36) e (4.37) são facilmente expressos em função de 4> e ip. Com o auxílio da equação (4.14) 
temos que:

l  r+o o  r+o o  r+oo
d =  —  exp[—cr]dcr / exp[—(c<p — cur) ] dc<p / exp[—cz] h dc2,

7T 2 J —oo J  — oo J —oo

e desta forma podemos expressar o momento adimensional d em função da variável <f> definida 
em (4.40) como

1 r+ o o  r+o o  r oi
d =  — I / exp —cr — (cv — u>r) <f> dcrdcv. (4-47)

7T J —oo J —oo
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A partir deste ponto por simplicidade iremos omitir os limites de integração (—0 0 , + 0 0 ).
0  mesmo procedimento pode ser utilizado para os momentos adimensionais ur e uv, encon­

trando assim
cr exp —c2r — (cv — u r)2 (j)dcrdcv,

uu

Ur~  7T / /
= — J  J  (cv — ur) exp — <?r — (cv — u r)2 <p dcrdcv.

(4.48)

(4.49)

Entretanto o momento adimensional r aparecerá em função das variáveis <p e xp dadas pelas 
definições (4.40) e (4.41), como é demonstrado abaixo com o auxílio da equação (4.14)

” h de*= “ 5/2 /  /  \  (cr +  (c<p -  wr)2) +  Qcl -  l )  exp[—c? -  (cv -  u r)2] dcr dcv j  exp[-c*

=  J j  (c2 +  (CV -  u r)2 -  i) eXP [-Cr -  (CV -  u r)2] dcr dc* j  exp[~c2] h dcz 

J  J  exp[—Cr -  (cv -  u r)2] dcr dcv J  (c2z -  ^  exp[-c^] h dcz.
3tt3/ 2

Tendo como resultado 
2

= ãk /  f  {[cr + (c* ~ wr ) 2 -  ^ + e x p  [_c2  _  ^ ~  ury dcrdcv. (4.50)

Portanto as equações (4.47), (4.48), (4.49) e (4.50) representam os momentos adimensionais 
d,ur,uv e r em função das variáveis cp e xp. Para podermos resolver 0 sistema de equações 
(4.44), (4.46) é necessário determinarmos as condições de contorno para cp e xp.

Com o uso das condições de contorno para a perturbação h dadas por (4.38), (4.39), obtém- 
se facilmente, com base nas integrais (4.43) que:

<f> — 1 , xp =  0 para cr >  0

<£ =  0 , xp =  0 para cr <  0

r =  R1/R 0 ,

r — 1 .

(4.51)

(4.52)

4.3.3 Método de Solução

O objetivo agora é resolver as equações íntegro-diferenciais (4.44), (4.46)-(4.50) com as condições 
de contorno (4.51), (4.52) que por sua vez podem ser reduzidas a um sistema de equações inte­
grais para os momentos da função de distribuição. Entretanto, este método requer um grande 
tempo computacional, especialmente para grandes valores do parâmetro de rarefação 5, que é o 
inverso do número de Knudsen Kn. Este é um dos motivos pelos quais deve-se usar o método 
das velocidades discretas. [29, 30]

O método das velocidades discretas consiste em introduzir uma grade regular no espaço 
tridimensional das variáveis r,cp e 9 e resolver o sistema de equações para <p e xp.

Introduz-se para a grade regular
d  \  E l

rk =  rk-i +  Ar, 1 <  k <  Nr, r0 =  t t ,  Ar - —- 1—, (4.53)
lio Wr
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Cpi -  Cpi-i +  Acp, 2 <  i <  Nc, cPl =  ^Acp, Acp =  (4.54)

e+ =  0+_1 +  Ad+ , 1 <  n <  Ng , =  0 , A0 + : = Ã f ’ (4‘55)

í - = C i  +  A r ,  l < n < y v e-, 6»o=0,  A r = p ,  (4.56)

onde Nr,N c,Ng~ e /V0~ representam o número de pontos relacionados à coordenada radial, à 
velocidade e ao ângulo 6. A notação 9+ e 9~ indica a varredura do ângulo 9 no sentido anti- 
horário dentro do intervalo de 0 <  9+ <  n e a varredura do ângulo 9 no sentido horário dentro 
do mesmo intervalo 0 <  9~ <  ir. Co denota uma velocidade inicial numérica. Se representarmos 
as funções cf) e ip como

4>tin = <£(»**, c*,#*) = - j=  J  exp(-c2z)h(rk,cPt,cz,9±)dcz,

tâin =  ^(r,Cp,9) =  ^ J  exP (~c*) ( 4  ~  h(r,cp,cz,9)dcz. 

as equações (4.44) e (4.46) são escritas como

Q - iz ^ k in  k —c,i ,n CpiS6Tl9 k in  & k , i ,n —l  % ^ 0  j  q
Cp, cos 9 ^    =F —  =  ° —  1 ^v eAr rk A9± n00 (

+ rk 4 , cos~ +  (cp.senSí  - v r t )2 -  l] + 2 (c„,sen«í -w r t )uVk + 2 (cK cos 0 *)>.iri -  | ,

(4.57)
^ ± ^ k i n  '^ k —c,i,n Cp̂  S e i l0 n ^ k in  k,i,n—l £ ^ 0  j ±  ^  A

cos 6*  — í ã ; —  T — --------- m —  =  ^  I r *  “  )  ’ (4-58)
onde e =  sign(cos^) é a função sinal, urk, uVk e rk são as aproximações para 9(rk), 
ur(rk), uv{rk) e r (rk), respectivamente. Os valores de e ij)kin no primeiro (k =  0 ) e no 
último ponto (k =  Nr) são conhecidos pois correspondem aos valores dados nas condições de 
contorno (4.51)-(4.52).

Para a primeira iteração as funções ú(r), ur(r), uv(r) e r(r) são assumidas conhecidas. 
Quando as equações (4.57)-(4.58) são resolvidas para qualquer valor de cPi e 9„ obtendo 4>kin 
e então novas quantidades de 'dk)urk,u ípk e Tk são calculadas de acordo com as definições
(4.31), (4.35)-(4.37).

A fórmula quadrática para o desvio da densidade é

1 Nc ( K  Nê  \

f .  = - E  E  w L * L  + E  o t f e  .
1= 1  \ n =0  n =0  I

Wkin =  A„ exp [-cj. cos2 -  {cPisen9± -  u rk)2\ cPi Acp A 9± ,
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Figura 4.3: Relação geométrica entre 90 e R IN T  e a representação gráfica da função de dis­
tribuição /

com A*  assumindo valores segundo a regra do trapézio para a integração

n =  0 ou Njf1,
0 <  n <  Njj1

A quadratura para os outros momentos apresenta forma análoga. Depois as equações (4.57)-
(4.58) são resolvidas com os novos valores de êk, urk,u Vk e rk- O processo é repetido até o alcance 
da convergência, isto é, até que a diferença relativa entre os momentos calculados entre duas 
iterações sucessivas for menor do que a precisão desejada.

Uma característica típica do fluxo de um gás rarefeito ao redor de um corpo convexo é a 
descontinuidade da função de distribuição. Na análise da Figura 4.3 percebe-se que a função de 
distribuição para 9 <  9q é função da perturbação h do cilindro interior, e para 9 >  9q ê função 
da perturbação h do cilindro exterior, entretanto no ponto 9 =  9q a função de distribuição 
apresenta um salto. Como foi demonstrado por Sugimoto e Sone [23] o método das velocidades 
discretas deve ser modificado para funções de distribuição descontínuas. Serri esta modificação 
é impossível reduzir significativamente o erro numérico usando uma diferença ordinária, mesmo 
se a grade de incrementos for considerada muito pequena. Então o método foi adaptado de 
forma que nos pontos de descontinuidade dois valores da função de distribuição são calculados 
integrando-se as equações (4.44) e (4.46) ao longo das características: uma característica começa 
no cilindro interior para calcular o primeiro valor, enquanto a outra característica começa no 
cilindro exterior para se calcular o segundo valor da função de distribuição. Usa-se estes val­
ores para calcular a função de distribuição na grade de pontos próximos à descontinuidade: 
o primeiro valor é usado para o ponto que está entre o cilindro interior e a descontinuidade, 
enquanto o segundo valor é usado para o ponto que está entre o cilindro exterior e a descon­
tinuidade. Logo os pontos de descontinuidade serão calculados pela relação entre o ângulo 9q e 
o raio do cilindro interior Ri, que é, uma função contínua expressa por 90 =  arcsen^ ^ ^ .
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Traçaremos uma malha para R IN T e 6q tendo dois problemas a considerar na determinação 
destes pontos:

i) Dada a posição R IN T devemos calcular Oq. Neste caso a posição das linhas horizontais 
são conhecidas e desejamos a posição das linhas verticais.

ii) Dado o ângulo 0o devemos achar a posição RIN T. Agora a posição das linhas verticais 
são conhecidas e deseja-se obter a posição das linhas horizontais.

No final deste processo obtemos todos os pares de pontos (Oo, RIN T) em que ocorre a 
descontinuidade da função de distribuição, tornando a senóide completamente determinada.

Para se resolver as equações (4.57)-(4.58) testes numéricos são feitos para a razão dos raios 
de Ri/Ro=0,5 e para valores de 6 de 0 ,0 1  a 40. Cinco valores da velocidade angular u> são 
considerados: 0; 0,25; 0,5; 0,75; e 1 . Observa-se que em w =  1 a velocidade da superfície 
do cilindro exterior é igual a velocidade molecular máxima provável, a qual tem a ordem da 
velocidade do som. Como na prática esta velocidade é dificilmente alcançada, não há sentido 
em considerar valores de co maiores do que 1 .

Para estimar a precisão numérica das quantidades calculadas alguns testes foram feitos para 
Í=0,1; 1; 10; 20 e 40 com u — 0 e 1 e dobrando o valor numérico dos parâmetros. O primeiro 
passo é o cálculo dos parâmetros para se definir a grade. Como a fração das partículas que 
tenham velocidade reduzida maior do que cinco é muito pequena, adotamos cq =  5. Escolhe- 
se um determinado valor para 5 e outro para u. Deve-se observar que para =  0 temos 
Nq =  Ng =  Ng pois a função de distribuição é simétrica em relação ao ângulo 0 e para cu ^  0 

tem-se Ng~ > N^ pois a função de distribuição é anti-simétrica. Inicia-se a procura da grade 
com valores razoáveis para os parâmetros, por exemplo, (Nr, Nc, Ng)—(100, 20, 40) para w=0 
e (Nr, Nc, N f, A^~)=(100, 20, 40,20) para u> =  1 . Conserva-se então os valores para Nr e Nc 
e altera-se Ng para Ng =  80,120,320, etc ou Ng~,Nf =  80,40; 160,80; 320,160; etc até se 
atingir a convergência nos valores para ur e uv. Então com o valor encontrado para Ng ou 
Ng~, Ng , faz-se o mesmo procedimento para Nc cujos valores poderão ser Nc =  40,80,160,320, 
etc. Após se achar o valor de Nc aplica-se o mesmo procedimento para Nr, com Nr =  200,400, 
etc. Portanto determina-se a grade através da convergência desejada. Escolheu-se a variação 
do tipo Nusaci0 =  2Nanterior para qualquer parâmetro com o objetivo de poder se observar uma 
maior variação nos resultados. Uma análise destes resultados numéricos mostra que os valores 
de ur e uv se alteram dentro de 0,5% para 5 <  10 e dentro de 1% para ó >  20. Utilizou-se um 
critério a mais de precisão, isto é, a verificação da conservação da lei de massa (nourr=const). 
A análise dos resultados numéricos mostram que para cu=l a distorção desta lei não excede 1% 
para qualquer S. A distorção da conservação da lei de massa para cu < 1  é essencialmente menor 
do que para w =  1 . Então, pode-se considerar que o erro numérico das quantidades ur e é 
menor do que 1%.

A grade encontrada é de uma forma esquemática para cu=0 e u — 1 , respectivamente:

•  £ =  0,1 {Nr,N c,Ng) =  (200,40,40) e {Nr, Nc, N f , N^) =  (100,20,40,20),

59



Tabela 4.1: Velocidade Radial ur na posição (r =  0,75) vs 5 e tu
ur

5 tu =  0 tu =  0,25 tu =  0,5 tu =  0,75 tu =  1
0 ,01 0,1881 0,1844 0,1739 0,1578 0,1376
0,04 0,1883 0,1846 0,1740 0,1578 0,1375
0,1 0,1886 0,1848 0,1741 0,1577 0,1374
0 ,2 0,1890 0,1852 0,1743 0,1576 0,1370
0,4 0,1899 0,1859 0,1745 0,1573 0,1363
0 ,8 0,1914 0,1870 0,1748 0,1567 0,1349
1,0 0,1921 0,1875 0,1749 0,1563 0,1341
2 ,0 0,1959 0,1906 0,1762 0,1553 0,1315
4,0 0,1995 0,1931 0,1754 0,1510 0,1248
8 ,0 0,2030 0,1949 0,1723 0,1431 0,1141
10 0,2040 0,1950 0,1704 0,1396 0,1097
20 0,2067 0,1930 0,1604 0,1239 0,09248
40 0,2078 0,1871 0,1434 0 ,1 0 2 2 0,07188

•  5 = 1 , 0  {Nr, Nc, Ne) =  (200,40,40) e (Nr,N c,N f ,N f )  =  { 100,20,80,40),

•  5 =  10 (Nr,N c,N e) =  (400,40,40) e (Nr,N c,N f ,N f )  =  (200,40,320,160),

•  5 =  20 (Nr,N c, Ne) =  (200,80,40) e (Nr,N e,N f ,N f )  =  (400,40,320,160),

•  5 =  40 (Nr,N c,N e) =  (100,160,40) e {N r,N e,N f ,N f )  =  (400,40,320,160).

Como a distorção da precisão é essencialmente menor para valores de 5 e tu menores do que 
os determinados, temos que as grades acima podem se estender para outros valores de tu, isto 
é 0,25; 0 ,5 e 0 , 75. O mesmo pode ser aplicado para o parâmetro 5. A grade encontrada para 
5 =  0 ,1  se estende para outros valores menores do que este, como por exemplo, 5 =  0 , 0 1 ; 0,04; 
a grade para 5 =  10 se estende para 5 =  0 , 2 ; 0 ,4; 0 ,8  e a grade para 5 =  10 é a mesma do que 
para 5 =  2 ,0 ; 4 ,0 ; 8 , 0 .

4.3.4 Resultados e Discussões

Na Tabela 4.1 os valores adimensionais da velocidade radial ur relacionada com a velocidade 
radial dimensional através de (4.7), são apresentados como função do inverso do número de 
Knudsen 5 e da velocidade angular tu. Podemos ver que para qualquer 5 o valor de ur essen­
cialmente decresce quando a velocidade angular tu cresce.

Na Tabela 4.2 os valores da velocidade tangencial adimensional uv relacionada com a dimen­
sional (4 .8 ) são dados como função de 5 e tu. Como para tu =  0 tem-se que uv =  0 , este valor 
de tu é omitido. Pode-se ver que para grandes valores de 5 a dependência de uv na velocidade 
angular tu não é monótona.
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Tabela 4.2: Velocidade Tangencial uv na posição (r =  0,75) vs 5 e cu 
_________________—uv

8 cu =  0,25 cu =  0 ,5 cu =  0,75 cu =  1
0 ,01 0,02908 0,05403 0,07167 0,08051
0,04 0,02961 0,05497 0,07288 0,08182
0,1 0,03061 0,05678 0,07521 0,08433
0 ,2 0,03218 0,05963 0,07888 0,08826
0,4 0,03497 0,06467 0,08532 0,09516
0 ,8 0 03977 0,07326 0,09614 0,1066
1,0 0,04194 0,07709 0,1009 0,11150
2 ,0 0,05167 0,09413 0,1216 0,13240
4,0 0,06792 0,1218 0,1539 0,1638
8 ,0 0,09465 0,1656 0,2026 0,2089
10 0,1066 0,1845 0,2228 0,2269
20 0,1628 0,2679 0,3054 0,2960
40 0,2627 0,3986 0,4179 0,3801

Na Figura 4.4 mostra-se o perfil da velocidade tangencial uv no intervalo entre os dois 
cilindros. Veremos adiante que para amplos valores de 8 o aspecto do perfil é semelhante ao da 
solução hidrodinâmica e que para pequenos valores de 6, permanece praticamente constante.
Notemos que para todos os valores de 5 e cu a velocidade tangencial é negativa. Este resultado 
é devido à ação da força de Coriolis.

Na Figura 4.5 o desvio da densidade i? definida por (4.6) é dada em função da distância radial 
adimensional r. Percebemos que o desvio da densidade não é monotonicamente decrescente com 
r. Isto pode ser explicado pelo fato de que dois fatores afetam a densidade perto do cilindro 
exterior: (i) a força centrífuga, que aumenta a densidade, (ii) e a condensação do gás, que 
diminui a densidade. Numa distância não muito longe do cilindro exterior o primeiro fator 
predomina porém perto desta superfície o segundo fator prevalece. Pode-se observar que existe 
um salto da densidade nas superfícies dos cilindros. Este salto é um fenômeno usual em um gás 
rarefeito. Adiante se verá que para grandes valores de 6 (próximos do regime hidrodinâmico) o 
salto da densidade é menor.

Na Figura 4.6 o desvio da temperatura r  definido por (4.8) é apresentado. A variação da 
temperatura no volume do gás com a temperatura constante nas superfícies das fronteiras é 
uma característica peculiar do fluxo de um gás rarefeito. De qualquer modo, esta variação é 
usualmente pequena. Para o fluxo isotérmico de Couette sem a evaporação e condensação na 
superfície, a variação da temperatura não excede 0,02 [16]. No problema em questão, ambos os 
cilindros estão a uma mesma temperatura To mas a variação de temperatura no intervalo entre 
os cilindros é significante e alcança o valor de 0 ,1 2 . Assim, a evaporação e a condensação do 
gás na superfície, aumenta mais ainda a variação da temperatura no volume do gás. O mesmo 
resultado foi obtido por Sone [34] et al. para a evaporação e condensação do gás rarefeito entre
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duas placas paralelas. 

4.4 Gás em Rotação com Perturbações na Pressão, na 
Velocidade Angular e na Temperatura 

4.4.1 Modelo de Shakov 

Nesta seção, com base na equação cinética, investigaremos o fluxo de um gás rarefeito contido 

entre dois cilindros coaxiais apresentando evaporação e condensação nas suas superfícies assu­

mindo que o equilíbrio é perturbado ao mesmo tempo por pequenos desvios no equilíbrio da 

pressão, da velocidade angular e da temperatura. 
Assumindo as mesmas condições iniciais para o modelo BGK descrito na seção anterior, 

ou seja, ambos os cilindros rodam inicialmente com uma velocidade angular 0 0 e estão a uma 

mesma temperatura T0 , tem-se que o número de partículas evaporadas e condensadas para cada 

um dos cilindros é igual. Assim, a função de distribuição das partículas do gás é Maxwelliana 

e dada pela equação ( 4.13) com o número de partículas n 0 dada pela equação ( 4.5). 

Portanto, é considerado a situação em que o estado de equilíbrio é fracamente perturbado 

em função de três fatores: 
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(i) As partículas evaporam do cilindro exterior com a pressão de equilíbrio Po(Ro) enquanto 
que a pressão das partículas evaporadas do cilindro interior P\ difere ligeiramente da pressão 
de equilíbrio da superfície , isto é,

Pí =  +  AP, - A A  «  1 , (4.59)
ro{ríx)

onde a pressão das partículas evaporadas do cilindro exterior é a pressão de equilíbrio Po{r') =  
nQ(r')kTo)

(ii) 0  cilindro exterior roda com a velocidade angular de equilíbrio fio enquanto que a 
velocidade angular do cilindro interior fli difere ligeiramente da velocidade angular fio, isto é,

Íli = fl0 + Afl, /?0i?i|Afl| <  1. (4.60)

Assume-se que a diferença das velocidades superficiais dos dois cilindros é pequena quando
comparada com a velocidade do som.

(iii) A temperatura do cilindro exterior é a temperatura de equilíbrio To, enquanto que a 
temperatura do cilindro interior T\ difere ligeiramente da temperatura de equilíbrio To, isto é,

Ti =  To +  AT, «  1 . (4.61)
-to

Novamente a perturbação ocorre apenas no cilindro interior, e como na seção anterior, não 
perdemos a generalidade do problema, porque o fluxo de gás causado pela diferença de pressão 
AP, pela diferença de velocidade Afl e pela diferença de temperatura AT no cilindro interior 
é o mesmo que aquele causado pela diferença de pressão —AP, pela diferença de velocidade 
—Afl e pela diferença de temperatura —AT no cilindro exterior.

O objetivo desta seção será a determinação dos campos da densidade, da temperatura, da 
velocidade, do vetor fluxo de calor e do tensor tensão como função dos mesmos parâmetros 
anteriores: o parâmetro de rarefação í e a  velocidade angular u dados pelas equações (4.26) e 
(4.15), respectivamente.

Consideraremos juntamente a transferência de massa, momento linear e energia que fornece 
corretamente o número de Prandtl. Lembrando-se que o modelo BGK é satisfatoriamente 
aplicado apenas para fluxos de gases isotérmicos como já  foi discutido na seção 3.5, usaremos 
o modelo ”S” para este nosso caso. de fluxo de gás rarefeito não-isotérmico devido ao fato 
deste último modelo fornecer resultados numéricos satisfatórios para uma grande variação do 
parâmetro de rarefação 5.

Aplicando-se o modelo ” S” na equação de Boltzmann (3.4) obtemos em coordenadas cilíndri­
cas a equação (3.45). Por estarmos tratando de um fluxo estacionário cuja solução independe 
das coordenadas z \  e  <p' e v z = 0 ,  a equação (3.45) transforma-se em:

d f  _  v rVv  d f

Vr d r '  r '  d v r r '  d v v
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=  - { / m
p l

- / ( < • »  , (4.62)

onde /jvf é a função Maxwelliana local dada pela equação (3.32), fi ê a viscosidade de cisa- 
lhamento relacionada com o livre caminho médio Aoo através de (4.25) que corresponde, como 
anteriormente, a viscosidade para um potencial de esferas rígidas e V  representa a velocidade 
peculiar.

A densidade do número de partículas n, a velocidade do gás u', a temperatura T, o vetor 
fluxo de calor q' que fazem parte da Eq.(4.62) estão relacionados com a função de distribuição 
através das expressões (3.39), (3.40), (3.41) e (3.21), respectivamente.

Assume-se que na superfície dos cilindros a condensação é completa, isto é, as superfícies 
condensam todas as moléculas incidentes. A função de distribuição das moléculas evaporadas 
do cilindro interior (r' =  R\) tem a seguinte forma:

/
Pi / m \ 3/ 2 [ m [ur "b (vv ~  (^o +  AO) R i)2 +

=  W 1 \ 2M \ )  6 X P | 2M )
(4.63)

enquanto que a função de distribuição das moléculas evaporadas do cilindro exterior será dada 
por:

_  Po_ í  m \ 3/ 2
/

771
kT0 \2irkT0J  6XP 1 2kT0

Linearizando a função de distribuição próximo a função Maxwelliana /o definida por

Vr +  (VV ~  QoRo)2 +  V (4.64)

m \  3/2 | m
/o(r', v) =  n0(r') ( ) exp

v2r +  (vy -  ü 0r ' ) 2 +  v\
.2irkTo) r ) 2kTo

supomos que a função de distribuição é da forma

/  =  /o [i +  h(p)X P +  h ^ X a  +  h ^ X r

onde:

(4.65)

AP =  PqR i AÜ, X T =
A T

(4.66)

(4.67)
Po(Pi)’ Tb’

representam forças termodinâmicas. Ainda, podemos escrever a equação (4.66) de uma forma 
simplificada como

f  =  fo a  =  P, Í2, T, (4.68)1 +  J ^ h ^ X a ,
a

onde representa a função de perturbação e de acordo com (4.59), (4.60) e (4.61) resulta:

\Xa \ «  1. (4-69)
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Substituindo a função de distribuição linearizada (4 .6 6 ) nas definições dos campos (3 .3 9 )-
(3.41) obtém-se as seguintes formas linearizadas em função das forças termodinâmicas:

P{r') =  n0{r')kTo

u. (r') =  &-i

u, ,(r') =  Oor +  /3q

1 +  £ > ^ X q
oc

T(r-) =  To

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

onde P =  nkT e u\.a\  u ^ \  tC) representam quantidades adimensionais.
Para obter a relação entre o vetor fluxo de calor dimensional q;(r') e o vetor fluxo de calor 

adimensional q(r), substituímos no lado direito da equação (3.21) as expressões (4.68), (4.13), 
(4.29) para as grandezas função de distribuição local / ,  função de distribuição em equilíbrio /o 
e velocidade do gás V  resultando

q,(r/) =  T  /  n° ( 2^ ^ )  ' eXp(-C<2) 1 +  ^  hía)x<* ^0  6 (c -  u) (c2 -  2 c • u +  u2) dc 

=  n00kT0 —  - \ -  f exp ( - C 2) 1 +  Y\hSa)X a (c -  u) (c2 -  2 c • u +  u2) dc.
n0o 7TJ/2  J L a J

Considerando que todas as integrais do tipo /(função ímpar)(função par) exp(—C 2) dc são 
iguais a zero e que cc2 =  (C +  u)(C'2 + 2 C-u-t-u2) contribui apenas com C2C para a perturbação 
h pois as demais integrais são nulas, obtemos em termos da pressão Pqo =: nookTo:

q'(r') =  PooPo 1 Y1
n0 1 

_n0o 7f3/2

Podemos reescrever (4.74) como:

/ ( c2- Cu- exp(—C 2) h ^  dc (4.74)

-1q'(r') = PooDõ1 E  í  j l !  )  X ° = Poofc
a  \  J

com representando as quantidades adimensionais

i — r,(p (4.75)

n0 1
/  ( c '2 - f ) c- exp ( - c '2) hi° )dc' (4.76)

(4.77)
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Um outro campo que desejamos determinar é o campo do tensor viscoso. A equação (3.20) 
que define o tensor viscoso poderá ser escrita em relação as suas únicas duas componentes não 
nulas, <t'v e (t'vv. Portanto aplicando-se ( i ,j)  =  (r, p) na equação (3.20)

m
— n0 ,

2 \2irkT0
m

=  -m  j  (uP -  u')(tv -  u'v)fd v

21  p p  (c. -  Ç  uí°'xfj (c v -  Ç  uf;>xa'

De uma forma simples temos

<tL  =  2 Pr00

exp(—C 2) dc.

onde a quantidade adimensional cr^ representa

(«) -
n0 1

3/2 f  crCv exp ( - C 2) h ^ d c . 
noo 7T ' J \ /

E para i — j  — a equação (3.20) transforma-se primeiramente em

® ~  PScp̂ p TYi J  {ŷ p u^){y^ f  dv

1 + Y . h{a)Xa

_  D #t,u 
— M X )------n00

Então novamente

onde

=  P  - m  j  p Q 5 (̂ cv -  u r  -  fo

l +  Ç ^ ) - 2 Í / c í [ l  +  Ç ^  

=  2Poo

dc

exp(—C 2) dc

rv(«)

Assim podemos representar o tensor viscoso de uma forma genérica por

2 Pr00

em que também representa uma quantidade adimensional.«j

(4.78)

(4.79)

(4.80)

O próximo procedimento é escrever a equação (4.62) na forma adimensional. O lado es­
querdo desta equação já  foi transformado em detalhes na seção anterior resultando a equação 
(4.24) que adaptada ao problema atual será representada por

d f  . ü2 d f  vrvv d f
r' dvr 
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R'Ol̂ O o/ dr dO
y\.a .

Logo a equação (4.62) aparecerá como

RoPoP ( f ME dM“> cv
dr r dO x a =

P I / o 1 + í (4.82)

De uma maneira semelhante à descrita na seção anterior

com o uso das expressões (4.70) e (4.25) para a pressão e a viscosidade de cisalhamento, res­
pectivamente. A razão entre (3.32) e (4.65) resulta

Í2L ~  exp [- (C 2 -  2 cr E .  4 a)Xa -  2CV Eq ula)X a) ( f ) '
fo n00 \ T J

L  /^ZoA5/2 

Po \ T J

exp (—C 2)

1 + 2 c. •£ u ';< x u + 2 C r Y, u ÿ x *  + c2Y -'"X-,
1 + Y ^ x A  1 -  E r '» > X „

nos fornecendo como resultado

1 +  2cr X] u ^ X a +  2CV £  u ^ X a +  C 2J 2  T(a)X a

^  «  1 +  Ç  [„(«) +  2 Cpti<<*> +  2 +  ( c 2 -  I )  t » X *.

Agora trabalhando com o termo p ^^q7 • V  ((3qV2 — | ) j  substituiremos (4.75) para o vetor 
fluxo de calor q/, V  =  v — u' para a velocidade do gás e as relações (4.71), (4.72) para as 
componentes (r, ip) da velocidade u'

8/̂ 0 p \  Y í  cr ~  Yla u ^ X a \ j n 2

00 V  V 4a) ) * ’ \ C V -  E« «£*>*«
C - l

4 n0 
15 n00 ( i  +  ( i  +  E  ( « í ° ^  +  «ir’c ») ( c 2 - f )  X„.

Logo, efetuando as multiplicações possíveis e desprezando os termos de ordem superior a um 
em relação a X a resulta

8 /V  ,
15nm \ 2) 15 n0o q

Assim a equação (4.82) ficará primeiramente igual a



+ ( c 2 -  | )  rW bf„

e continuando a desprezar os termos a partir de segunda ordem em X a além de considerar 
independentes as quantidades X a (a  =  P,Q.,T), obtemos três equações independentes, cuja 
forma genérica é dada por

dh{a
Õr

dh
=  5—  { vW +  2C><a) +  2cM a) + { C 2 - ' Í )  r (or)dO noo

(4.83)

Aqui 9 — arctan(c¥,/cr) e a simetria axial foi levada em consideração.
A equação (4.83) é uma equação íntegro-diferencial que envolve os momentos adimensionais 

u(“)j u(a)} u0*)? r^a\  ql“) e qjf) da função de distribuição. Todos estes momentos estão relaciona­
dos com a perturbação O procedimento para se obter os momentos v̂ a\  û a\  u ^ \  é
semelhante ao feito na seção anterior, permitindo escrever

“ ) =  ^ Ã 3 / c 2 e x p ( - C 2) M “><íc,

=  ^ / c''ezp { - ° 2) hi° ) i c ’ 

f 1 =  A - /  C „ e x p ( - C 2)  A'“ ><íc,

= i k  /  (sc2 - 0 exp (~c2) dc’

u

u

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

em que qp> e q)£> são dados pelas expressões (4.76) e (4.77).
Agora que todos os momentos adimensionais estão representados o próximo passo para 

resolvermos a equação (4.83) é determinarmos as condições de contorno nas fronteiras, isto 
é, na superfície do cilindro interior e na superfície do cilindro exterior, para a perturbação 

Deve-se notar que ao se considerar a superfície do cilindro interior, cr >  0 enquanto que 
no cilindro exterior cr <  0. Para o cilindro exterior a perturbação é nula devido ao fato da 
perturbação agir apenas no cilindro interior.

Recordando que temos a perturbação da pressão, da velocidade angular e da temperatura 
no cilindro interior, a função de distribuição na superfície do cilindro interior, f w, com u„ =  
(Í20 +  XÜ)Ri ev resulta em

t _  Pw (  m \ 3/ 2 í mV2
J  w  — ---------------- *kTw \ 2 irkTu

Po(l + Pw-Po
Po )

exp

3 /2

2 kTw

m m
kT0{l +  1^ )  \27rfcr0 (l +  2 ^ )  T0y

exp
2kT0 (l +
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(1  A P W  A T \ f  m \ 3/2 / .3 AT
~  n° ( +  Po )  V T o ) \2nkTo) (  “  2 ~TÕ

-\-{vy — ÇloRi “■ i?iAÍ7)2 -f*

x (1 +  2C(p0oRiAÜ) ( l  +  C 2^ P j  exp ( - C 2)

1 +  7 r  +  2 C „ ,m 1a í j  +  ( c 2 -  5 )  ^

Se igualarmos a equação acima com (4.66) e fizermos uso da expressão (4.13) para / 0, obtemos 
o valor para a perturbação ĥ aK

Então as condições de fronteira para a perturbação fiO*) tem a forma:

h(p) =  1} h{ci) =  2CV, hW =  ( c 2 -  0  , para cr >  0 e r =  R J R q, (4.88)

h ^  =  0, =  0, h ^  =  0, para cr <  0, r =  1 . (4.89)

Novamente podemos definir duas funções cf>  ̂ e pois queremos eliminar a dependência 
de cz da equação (4.83)

1 /*+°°
<f>& =  - =  / exp(—c2) dcz, (4.90)

\/ 7T J —co

v>(" ) =  A  exp(-c2) ( í í  -  i )  /i'” ' ic „ (4.91)

De forma semelhante à demonstrada na seção anterior podemos obter a equação (4.83) em
_ c2

termos das variáveis <f>  ̂ e bastando multiplicá-la primeiramente pelo fator ^j=- e depois 
integrá-la em todo o intervalo, obtendo a equação para <f>(a\  isto é,

C ° P -  -  =  í —  {«<"> +  2£><,“> +  2cru<“ > +  (c2 +  Cl -  2 )t <” >
Or r ov n0o L

(# > C . +  q < ? K )  [<? +  -  2] -  V>W}  • (4.92)

Seguindo o mesmo procedimento, multiplicando a equação (4.83) pelo fator ^  e-c*(c3 — |)  e 
integrando-a em relação a dcz obtém-se a equação para dada por

dr
n

de K-OO
±r<” > +  (?<“>cr +  ql°>Cv) -  ^  • (4-93)L2 15 n0o

As condições da fronteira para as funções <j>  ̂ e ú>^ são facilmente obtidas bastando usar as 
expressões (4.88), (4.89) para a perturbação nas expressões (4.90), (4.91), resultando

^ )  =  1, <f>W =  2 C v , =  (c2 +  C 2 -  2) e ,^ >  =  *<»> =  0, 4>m  =  \ ,

para cr >  0 e r =  R\/Ro, (4.94)

<̂ (p) =  =  0 e /ip ^  =  =  =: 0 para cr <  0 e r =  1. (4.95)
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Os momentos da função de distribuição que aparecem nas equações (4.92) e (4 .9 3 ) são 
facilmente expressos em função de 0 (“) e ,̂(a)

v(c (4.96)

4C

{a) = ~  f  /  exP ( ~ cr -  Cl )  4>{a) dcr dcv ,

ra) =  ~  J  J  °r eXP (“ Cr “  C?) 0 (a) dcrdcv, (4.97)
lv '‘1 =  “ / /c.exp ( - C 2 - Cj) 0(q) dcrdcv, (4.98)

r(Q) =  è  /  /  í(c* + ^  ~ ^ ( a ) + ^ (i exp ( ~ c* -  dcrdc* ' í4- " )  

? 'a) =  l l  l C r l ( Cr - C Í -  2) ^ (a) +  ^ (Q)] 6XP ( ~ Cr ~  C Í )  dC^  (4-100)

qía) =  U  J c v [(c2r - C l - 2 )  00) +  0 (-)] exp ( - C 2 -  C l) dcv, (4.101)

arv ~  ~ ~  f  /  CrCv e x p (-c 2 -  C j) <f){a] dcr dcv, (4.102)

S  =  £ (u(a) +  r<a)) ~  ~  / /  0 ? exp (_ cr -  C 2) 0 (o)dcrdcv. (4.103)

u),

2_
3tt

cr' w
Como antes, iremos usar o método das velocidades discretas para a determinação das 

soluções das equações (4.92) e (4.93). A questão da descontinuidade da função de distribuição, 
como na seção anterior, também será considerada.

4.4.2 M étodo de Solução

A grade regular a ser introduzida é a mesma estabelecida pelas equações (4.53)-(4.56). Usan­
do para as funções 4 ^ ^  e î kin̂  a mesma representação dada pelas equações (4.90) e (4.91) 
podemos escrever as equações (4.92) e (4.93) como:

„± &  -  4 - 5 ,»  _  cPis e <  4 2 *  -  f « 0  í  <„)
% « • « .  — s ; —  T —  ã p —  =

+ 2 íc„isen«J -  w r t ) u ^  +  2cri cos H fx Á Í  +  ( 4  cos"J +  ('-'p.senSí  “  " r t ) 2 -  2)t£")

+  0 ^ ( ' 3 ! “ ,Cp, cos<Ç +  q !fJc Plse n D *)  [<£ cos2 0 j +  (c^senflj -  iort ) 2 -  2 ] -  4 2 *  j . (4.104)

C-  c“ « »  7Tr T —  Ã P  =  nõõ( 2

+  A ~ t ó r >cw cosSí  +  1mcr iseneí )  “  V lji * } .  (4.105)15 n0o J

onde uj^, e são as aproximações para u ^ (r *) , u(a)(rfc), u ^ ( r k),
T(a\rk), qla\rk) e ç^ (rk ), respectivamente. Novamente os valores de 4>ki!t e no primeiro
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(k — 0) e no último ponto (k =  Nr) correspondem aos valores dados nas condições de contorno
(4.94)-(4.95) e portanto conhecidos.

Os pontos da descontinuidade da função de distribuição (9q, R IN T ) são obtidos pelo mesmo
processo descrito na seção anterior como também o procedimento para se determinar a grade
para os parâmetros, isto é, por critérios de convergência e verificação das leis de conservação
de massa, momento linear e energia descritas adiante.

Os cálculos para este modelo foram feitos para a razão de /?i//?o=0 ,5  e para o parâmetro
de rarefação ô variando de 0,01 a 50 com cinco valores da velocidade angular lo =  0; 0,25; 0,5;
0,75 e 1 . Para se estimar a precisão numérica testes foram feitos para 5 =  0,1; 1 ; 10; 20; 40 e
50 com lo = 1 e com dupla precisão nos parâmetros.

Como um critério adicional de precisão foi utilizado a verificação das leis de conservação de
massa, momento linear e energia que serão deduzidas a seguir.

Para um sistema estacionário a equação da continuidade (2.31) para campos que só depen-
/ /

dem da coordenada radial se reduz a ê r =  0 , que integrada nos fornece na forma adimen- 
sional:

nou^r =  const. (4.106)

Da mesma maneira a equação de balanço de momento linear na direção Lp' (2.33) passa a ser 
escrita como:

(  , dv! u'ru' \  1 d n ,

O primeiro termo do lado esquerdo da equação acima é quadrático nos desvios, portanto pode 
ser desprezado:

u'u' 1 d , „  , x d
~  =  0 ou ^ 5  [r'2<7̂  ~  0 u'rrH ]  =  °> (4-107)

se usarmos a condição (4.106) na forma dimensional e desprezando novamente termos quadráticos 
A integração da equação acima em função de quantidades adimensionais é:

A < * )  , .  0a \ )  _  u  u \ ) r

noo
r2 =  const.

Quanto ao balanço de energia (2.35) temos que esta equação se reduz a

, de . 1 d , 1 d , ,
eu' d ?  =  - 7 d ? (rq r )- p ? d ? { r a '-)-

O termo çu'r§p é de segunda ordem, assim com P =  nokTo resulta

0 =  - l W tr)- kT0? ^ í  +  kT0r ' u ^ .

Notando que da equação (4.106)
d n 0r 'u 'r _  

d r '
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e que
dn° _  9 o 2t*'/?2Qrt ~  Zn0ll0r p Q,

como calculado anteriormente obtemos que

d
o =  --^p(r'qr) +  kTo(n0r'v!r)2Çllr' fô. (4.108)

A integração da equação (4.108) apresenta sua forma adimensional como:

(a) n 0  < a ) ( \2t r ------ UKr\u>r) const.>j,yq w r'2
noo

Resumidamente, as leis de conservação de massa, momento linear e energia utilizadas no 
programa como um critério adicional de precisão são expressas por

uqu^ t =  const, (a) «0  (a )
V r J  ~  U  Ur

n 00
r2 =  const,

(a) n 0 (a)/ n2] ,q). ’  u) ’ (ur) r — const.
noo

A análise baseada nos testes numéricos e nas leis de conservação mostram que o erro 
numérico não excede 1 %.

4.4.3 Relações de Reciprocidade de Onsager - Casimir

Em 1931 Onsager [38] estabeleceu a relação de reciprocidade entre os coeficientes de trans­
porte descrevendo fenomenológicamente leis de processos irreversíveis. Mais tarde Casimir [39] 
generalizou estas relações de reciprocidade para um grande número de fenômenos irreversíveis. 
Esta questão de não-equilíbrio termodinâmico é muito importante e descrita em muitos livros 
[57, 58, 59] e uma descrição bem detalhada é apresentada na monografia de Groot e Mazur [57].

A forma genérica para um fluxo termodinâmico qualquer J,- quando o estado de equilíbrio 
é fracamente perturbado, pode ser representada por

J i =  Y / AijX J , (* =  1,2, ...AT) (4.109)
j

onde Xj são forças termodinâmicas caracterizadas, por exemplo, pelo gradiente de temperatura, 
pressão, velocidade, etc, que mantem o sistema fora de equilíbrio. N é igual ao número de forças 
e fluxos que estamos considerando e A,-j representam os coeficientes de transporte. Existem 
forças termodinâmicas que mudam de sinal com relação a inversão temporal, por exemplo 
a velocidade, embora tenham outras que permanecem com o mesmo sinal como o gradiente 
de temperatura. Segundo a teoria termodinâmica dos processos irreversíveis a produção de 
entropia é uma quantidade positiva definida dada por

a  =  j^ J iX i .  (4.110)
i=l
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Com base na equação (4.109) podemos escrever a produção de entropia como

N  N

=  E  E  k i X i X i ,
i=l j = 1

resultando que a matriz dos coeficientes de transporte é positiva definida. Os elementos da 
diagonal principal da matriz dos coeficientes de transporte estão relacionados aos efeitos diretos 
enquanto que os outros fora da diagonal principal com os efeitos cruzados. Sendo válida a 
equação (4.110), então os coeficientes de transporte satisfazem as relações de reciprocidade de 
Onságer-Casimir, isto é,

A  i j  — i A j t ,

onde o sinal ”+ ” é adotado quando as forças termodinâmicas X{ e Xj apresentarem a mesma
paridade em relação a reversibilidade do tempo, e o sinal negativo quando as forças apre­
sentarem paridades diferentes.

As relações entre os coeficientes de transporte são úteis pois diminuem o número de coefi­
cientes a se determinar. Ainda estas relações podem ser usadas como um critério de controle 
de precisão para problemas que envolvem vários fluxos e forças termodinâmicas.

Em um sistema que se encontra em rotação, a velocidade angular também muda de sinal 
com relação à inversão do tempo e a relação entre os coeficientes de transporte é dada por:

A,-j(f2) =  ±A tj ( —Cl) =  £i£jAji(—fà), (4.111)

onde £j é a paridade da força termodinâmica X j com relação à inversão temporal.
No caso em estudo os fluxos termodinâmicos são Jp , J q e Jp e estes se referem às forças 

termodinâmicas Xp (variação na pressão), X q (variação na velocidade angular) e Xp (variação 
na temperatura). As equações que expressam os fluxos termodinâmicos em relação às forças 
termodinâmicas são dadas por:

J p =  AppXp +  A pnXa +  A ptX ti

Ja  =  AçipXp +  AçiqX q +  A ütX t ,

Jp  =  A TpXp +  A tüX çi +  A ppXp. (4.112)

Segundo as relações de reciprocidade de Onsager-Casimir (4.111) os coeficientes de trans­
porte são escritos como

A n p ( O )  =  —Apa(—Q), A pp(Cl) =  A p p ( —fi), A n r ( f l )  =  —A m ( —Í2), (4.113)

onde as seguintes convenções foram adotadas ep =  + l ,  en =  — 1 e ex =  +1.
Sharipov [32] mostrou que os fluxos termodinâmicos Jp , J q e Jp  e os campos u'r, a'Ttp e q'r 

no cilindro interior estão relacionados através de

Jp  =  ‘I tcR iUqu'
r '= R ,
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Ja  =  -Air R i— a' 
m * r ' = R x

r 1—R\

Comparando as expressões (4.112) com (4.114) e com o uso de (4.71) para ií'r, (4.80) para 
cr'v, (4.75) para q'r, e Pqo =  n00kTo obtemos as expressões para os coeficientes de transporte

(4.114)

A pQ =  27tRíPq 1n0u<a)

A na =  -An Rxp^noocrl* 

Ara =  2irR1Põln0o éa)

(4.115)
r ’ = R i

(4.116)
r '= R t

(4.117)

onde a  assume os índices P, íl e T.
Usando as relações (4.113) em (4.115)-(4.117) resulta que no ponto r' =  Pi devemos ter

2 P o o < )(ft) =  -Po(i2i)«ín)(íí), Pooq{rP)(tt) =  Po(RiW P(ü), 2 a il\ü )  =  -<?<n)(íí),
(4.118)

onde foram utilizadas as relações

4 a \ ü )  =  -u<n)(-fi), u P {íl)  = u<T>(-íí), 

+qW {ü) =  -q ía)( -n ) , é P\ í l )  =  é p\ - n ) ,  

v l V i f y  =  -crj.l\-Çl), <7{r P ) ( t t )  =  - c r ^ - H ) ,

conforme o artigo [32].
Os efeitos cruzados apresentam as seguintes interpretações físicas:

a) O campo crffl descreve a transferência de momento entre os cilindros causada pela 
diferença de pressão AP. Este campo é acoplado com o fluxo de massa radial de­
vido à diferença da velocidade angular AÍ7. Como a velocidade radial é uma função 
da velocidade angular lo, conclui -se que para cilindros em repouso (u> =  0), cr̂  =  0 e 
u(fi) =  o, isto é, estes campos existem apenas em sistemas em rotação.

b) O campo qj.p1 descreve o fluxo de calor radial causado pela diferença de pressão AP. 
Este campo esta relacionado com o fluxo de massa radial uqu^  devido a diferença de 
temperatura A T. Este campo existe também no estado de repouso.

c) O campo crUl descreve a transferência de momento entre os cilindros devido a diferença 
de temperatura AT. Este campo é acoplado com o fluxo de calor radial q ^  devido a 
diferença de velocidade Af2. Como q(a) é uma função de lo, estes dois campos existem 
apenas em sistemas em rotação. Deve-se notar que um fenômeno análogo existe nos gases

75



Tabela 4.3: Valores de A (elementos fora da diagonal principal)
A PT______A tp Apn A çip Apn A nr

0,01 0 -0,1409 -0,1409 0 0 0 0
0,5 -0,1281 -0,1281 0,0001263 0,0001263 -0,0001186 -0,0001183
1 -0,09463 -0,09463 0,0001456 0,0001457 -0,0001138 -0,0001136

0,1 0 -0,1399 -0,1399 0 0 0 0
0,5 -0,1277 -0,1272 0,001268 0,001268 -0,001171 -0,001172
1 -0,09392 -0,09392 0,001454 0,001456 -0,001119 -0,001122

1 0 -0,1291 -0,1291 0 0 0 0
0,5 -0,1174 -0,1174 0,01226 0,01128 -0,009533 -0,009567
1 -0,08739 -0,08744 0,01352 0,01354 -0,009329 -0,009370

4 0 -0,09904 -0,09906 0 0 0 0
0,5 -0,09340 -0,09340 0,03950 0,03980 -0,02023 -0,02026
1 -0,07376 -0,07375 0,04060 0,04092 -0,02276 -0,02286

10 0 -0,06568 -0,06376 0 0 0 0
0,5 -0,06738 -0,06742 0,06525 0,06584 -0,02075 -0,02072
1 -0,06008 -0,06010 -0,06440 -0,06502 -0,02961 -0,02970

40 0 -0,02374 -0,02405 0 0 0 0
0,5 -0,03054 -0,03088 0,07724 0,07893 -0,01194 -0,01177
1 -0,03362 -0,03377 0,06815 0,06963 -0,02427 -0,02421

poliatômicos na presença de campo magnético. Scott and Sturner [60] mostraram que 
existe um torque num gás poliatômico confinado entre dois cilindros se eles estiverem a 
temperaturas diferentes, isto é, neste caso o campo c r surge devido à combinação do 
campo magnético externo e do gradiente de temperatura.

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 os coeficientes cinéticos adimensionais

A -  A
Ztt r í iT ioo

são dados para diferentes valores de 8 e u =  1. Uma análise dos resultados numéricos mostra 
que os coeficientes de transporte referentes aos efeitos cruzados satisfazem as relações de re­
ciprocidade dentro da precisão numérica.

4.4.4 Resultados e Discussões
a) Fluxo devido à D iferença de Pressão

Na Tabela 4.5 os valores da velocidade, do fluxo de calor e do tensor tensão devido a diferença 
de pressão no ponto intermediário (r=0,75) entre os cilindros é apresentado. As conclusões 
são: i) A velocidade radial u ^  e a componente radial do fluxo de calor são afetados 
significativamente pela rotação ; ii) A velocidade tangencial é negativa, isto é, o gás roda 
com uma velocidade angular menor do que a dos cilindros. Esta é uma consequência da ação
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Tabela 4.4: Valores de A (elementos da diagonal principal)
A

8 u A p p Xt t Aíííí
0,01 0 0,2822 0,6341 0,5639

0,5 0,2565 0,5765 0,5126
1 0,1894 0,4259 0,3786

0,1 0 0,2831 0,6282 0,5609
0,5 0,2569 0,5718 0,5100
1 0,1890 0,427 0,3768

1 0 0,2901 0,5725 0,5305
0,5 0,2591 0,5276 0,4837
1 0,1847 0,4023 0,3603

4 0 0,3019 0,4393 0,4354
0,5 0,2590 0,4188 0,4084
1 0,1704 0,3454 0,3108

10 0 0,3091 0,2984 0,3063
0,5 0,2516 0,2939 0,3077
1 0,1498 0,2664 0,2700

40 0 0,3122 0,1129 0,1160
0,5 0,2108 0,1147 0,1426
1 0,09886 0,1174 0,1550

da força de Coriolis; iii) A componente tangencial do fluxo de calor q ^  e o tensor tensão 
decrescem para grandes valores de 8 ; iv) 0  tensor tensão aumenta com o aumento de 5. 
Para a situação em que o sistema se encontra em repouso u>=0, nós temos que q ^  e
são nulos. Os valores de e presentes na Tabela 4.5 são comparáveis com os contidos 
nas Tabelas 4.1 e 4.2.

b) Fluxo devido à D iferença de Velocidade Angular

Na Tabela 4.6 são apresentados os resultados para os campos causados pela diferença na veloci­
dade angular. Uma análise dos resultados mostra que a velocidade tangencial u(p) é fracamente 
afetada pela rotação para pequenos valores de 8 , enquanto para grandes valores de 8 a veloci­
dade depende significativamente do valor da velocidade angular. Nota-se que troca 
de sinal com o aumento de 8 . Os campos ujp), qjP\ q ^  e crfffl são nulos para tu=0.

c) Fluxo devido à D iferença de T em peratura

Na Tabela 4.7 constam os resultados para os campos causados pela diferença de temperatura. 
De acordo com os resultados desta tabela, concluímos que q ^  e decrescem com o aumento 
de u> e 8, enquanto que aumenta com o valor de lo. A velocidade tangencial é  positiva, 
isto é, o gás roda mais rápido do que os cilindros. Se compararmos os valores de q ^  e q ^  com
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aqueles obtidos em [13], concluímos que o fluxo de calor é fracamente afetado pela evaporação 
e a condensação. Também se observa que para cu=0 os valores das quantidades u^J\ e 
são iguais a zero.
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Tabela 4.5: Velocidade, vetor fluxo de calor e tensor tensão devido à diferença de pressão no
ponto intermediário (r =  0, 75) vs 5 e l o .

5 LO u P «<r> é p ) q ( p ) (j(p)v v
0,01 0 0,1881 0 -0,0939 0 0 -0,0373

0,25 0,1844 -0,0291 -0,0885 0,0283 0,0179 -0,0401
0,5 0,1739 -0,0541 -0,0720 0,0479 0,0356 -0,0475
0,75 0,1578 -0,0717 -0,0490 0,0535 0,0472 -0,0562

1 0,1376 -0,0806 -0,0236 0,0450 0,0526 -0,0624

1 0 0,1934 0 -0,0861 0 0 -0,0578
0,25 0,1887 -0,0431 -0,0804 0,0308 0,0180 -0,0608
0,5 0,1757 -0,0788 -0,0648 0,0521 0,0333 -0,0683
0,75 0,1566 -0,1025 -0,0430 0,0585 0,0437 -0,0767

1 0,1342 -0,1127 -0,0198 0,0500 0,0483 -0,0816

10 0 0,2061 0 -0,0438 0 0 -0,1271
0,25 0,1961 -0,1099 -0,0405 0,0135 0,0115 -0,1280
0,5 0,1706 -0,1894 -0,0318 0,0225 0,0204 -0,1296
0,75 0,1390 -0,2275 -0,0205 0,0254 0,0256 -0,1295

1 0,1088 -0,2311 -0,0089 0,0232 0,0559 -0,1253

20 0 0,2078 0 -0,0277 0 0 -0,1446
0,25 0,1938 -0,1654 -0,0252 0,0075 0,0093 -0,1458
0,5 0,1606 -0,2721 -0,0190 0,0121 0,0157 -0,1480
0,75 0,1238 -0,3097 -0,0118 0,0132 0,0186 -0,1478

1 0,0924 -0,3008 -0,0050 0,0119 0,0189 -0,1426

40 0 0,2081 0 -0,0158 0 0 -0,1551
0,25 0,1871 -0,2659 -0,0137 0,0037 0,0079 -0,1583
0,5 0,1430 -0,4039 -0,0094 0,0055 0,0121 -0,1638
0,75 0,1018 -0,4239 -0,0052 0,0056 0,0130 -0,1657

1 0,0718 -0,3876 -0,0018 0,0049 0,0120 -0,1613

50 0 0,2081 0 -0,0130 0 0 -0,1573
0,25 0,1839 -0,3123 -0,0109 0,0028 0,0076 -0,1615
0,5 0,1355 -0,4585 -0,0071 0,0041 0,0112 -0,1686
0,75 0,0936 -0,4662 -0,0037 0,0041 0,0116 -0,1713

1 0,0647 -0,4173 -0,0011 0,0035 0,0106 -0,1671
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Tabela 4.6: Velocidade, vetor fluxo de calor e tensor tensão devido à diferença na velocidade
angular no ponto intermediário (r =  0, 75) vs 8 e to.

6 ui u(n) qW 9(ft) <T&)
0,01 0 0 0,1112 0 0 -0,1253 0

0,25 0,00005 0,1112 -0,00005 -0,00009 -0,1224 0,0276
0,5 0,0001 0,1107 -0,00007 0,0010 -0,1139 0,0528

0,75 0,0001 0,1084 -0,00007 0,0050 -0,1007 0,0731
1 0,0001 0,1031 -0,00004 0,0127 -0,0841 0,0854

1 0 0 0,1414 0 0 -0,1179 0
0,25 0,0048 0,1398 -0,0037 -0,0078 -0,1147 0,0295
0,5 0,0076 0,1351 -0,0058 0,0027 -0,1059 0,0556

0,75 0,0100 0,1278 -0,0055 0,0048 -0,0924 0,0753
1 0,0099 0,1179 -0,0034 0,0136 -0,0763 0,0866

10 0 0 0,2772 0 0 -0,0681 0
0,25 0,0268 0,2595 -0,0067 -0,0006 -0,0656 0,0099
0,5 0,0446 0,2153 -0,0104 0,0055 -0,0592 0,0182

0,75 0,0507 0,1655 -0,00998 0,0123 -0,0508 0,0244
1 0,0472 0,1249 -0,0333 0,0170 -0,0419 0,0291

20 0 0 0,3220 0 0 -0,0443 0
0,25 0,0329 0,2926 -0,0047 0,0011 -0,0423 -0,0003
0,5 0,0532 0,2230 -0,0070 0,0046 -0,0377 -0,0018

0,75 0,0588 0,1527 -0,0066 0,0082 -0,0323 -0,00397
1 0,0543 0,1024 -0,0040 0,0107 -0,0272 -0,0049

40 0 0 0,3490 0 0 -0,0258 0
0,25 0,0354 0,2992 -0,0027 0,0008 -0,0241 -0,0069
0,5 0,0359 0,1944 -0,0037 0,0024 -0,0207 -0,0162

0,75 0,0559 0,1053 -0,0032 0,0038 -0,0176 -0,0265
1 0,0506 0,0525 -0,0016 0,0048 -0,0151 -0,0345

50 0 0 0,3213 0 0,0003 -0,0223 0
0,25 0,0339 0,2922 -0,00197 0,00064 -0,0203 -0,0085
0,5 0,0519 0,1774 -0,00284 0,00182 -0,0166 -0,01961

0,75 0,0531 0,0854 -0,0022 0,0028 -0,0138 -0,03198
1 0,0478 0,0342 -0,0009 0,0035 -0,0118 -0,0419
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Tabela 4.7: Velocidade, vetor fluxo de calor e tensor tensão devido à diferença de temperatura
no ponto intermediário (r =  0, 75) vs S e u>.

s u 4 T)r V ç<T) q(T) MT)
0,01 0 -0,0939 0 0,4227 0 0 0,0001

0,25 -0,0922 0,0290 0,4111 -0,0713 -0,0096 0,0038
0,5 -0,0869 0,0530 0,3777 -0,1262 -0,0178 0,0134
0,75 -0,0788 0,0685 0,3266 -0,1537 -0,0236 0,0249

1 -0,0682 0,0743 0,2642 -0,1521 -0,0263 0,0340

1 0 -0,0861 0 0,3817 0 0 0,0083
0,25 -0,0844 0,0357 0,3725 -0,0659 -0,0075 0,0112
0,5 -0,0796 0,0652 0,3456 -0,1175 -0,0142 0,0186
0,75 -0,0724 0,0843 0,3034 -0,1466 -0,0193 0,0279

1 -0,0635 0,0915 0,2500 -0,1497 -0,0222 0,0357

10 0 -0,0438 0 0,1989 0 0 0,0064
0,25 -0,0445 0,0305 0,1975 -0,0152 -0,0022 0,0069
0,5 -0,0457 0,0613 0,1924 -0,0299 -0,0048 0,0083
0,75 -0,0458 0,0897 0,1822 -0,0432 -0,0075 0,0109

1 -0,0437 0,1106 0,1651 -0,0534 -0,0.101 0,0147

20 0 -0,0278 0 0,1288 0 0 0,0026
0,25 -0,0292 0,0275 0,1285 -0,0057 -0,0013 0,0031
0,5 -0,0320 0,059 0,1269 -0,0115 -0,0028 0,0047

0,75 -0,0342 0,0923 0,1232 -0,0172 -0,0047 0,0075
1 -0,0344 0,1204 0,1160 -0,0225 -0,0066 0,0114

40 0 -0,0160 0 0,0753 0 0 0,0007
0,25 -0,0177 0,0265 0,0750 -0,0017 -0,0007 0,0014
0,5 -0,020 0,0618 0,0749 -0,0036 -0,0016 0,0036
0,75 -0,0234 0,1014 0,0729 -0,0055 -0,0028 0,0075

1 -0,0245 0,1368 0,0712 -0,0075 -0,0040 0,0126

50 0 -0,0129 0 0,0613 0 0 0,0006
0,25 -0,0146 0,276 0,0613 -0,0012 -0,0005 0,0013
0,5 -0,0177 0,0649 0,0612 -0,0024 -0,0013 0,0037

0,75 -0,0201 0,1066 0,0605 -0,0038 -0,0023 0,0081
1 -0,0213 0,1442 0,0590 -0,0051 -0,0033 0,0137
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Capítulo 5 

Solução H idrodinâm ica

5.1 Introdução

0  problema a ser resolvido neste capítulo considera o mesmo sistema do capítulo anterior, isto 
é, um gás confinado entre dois cilindros coaxiais com raios i?0 e Ri (Ro >  Ri)- 0  sistema será 
resolvido com base nas equações da mecânica do contínuo obtendo a solução hidrodinâmica 
correspondente. À solução hidrodinâmica encontrada serão aplicadas condições de contorno 
apropriadas.

No regime cinético o parâmetro de rarefação S pode assumir valores muito pequenos en­
quanto que no regime hidrodinâmico este mesmo parâmetro poderá assumir valores muito 
grandes. Portanto o objetivo é poder comparar através da variação do parâmetro de rarefação 
5 o comportamento dos campos da pressão, da velocidade e da temperatura, no limite do regime 
cinético para o regime hidrodinâmico, para alguns valores da velocidade angular.

Inicialmente consideraremos o caso do gás em rotação com uma única força termodinâmica 
agindo no sistema, a perturbação na densidade, para depois analisarmos o caso de três forças 
termodinâmicas agindo juntamente no sistema, ou seja, as perturbações na pressão, na veloci­
dade angular e na temperatura. Devemos lembrar que a solução em equilíbrio dada pela seção
4.2 é única e válida também para este regime. Todas as soluções encontradas são estáveis pois 
estamos tratando de problemas lineares.

5.2 G ás em R otação  com P erturbação  na D ensidade

No regime hidrodinâmico o problema de um gás em rotação com perturbação na densidade 
pode ser resolvido com base nas equações estacionárias da continuidade e de Navier-Stokes
[61]. Consideraremos o sistema com simetria axial contendo um gás compressível cuja solução 
independe da coordenada z. Diante destas considerações a equação da continuidade (2.31) e as 
equações de Navier-Stokes (2.36)-(2.37), para o estado estacionário com campos dependentes 
somente da coordenada radial r' podem ser escritas em coordenadas cilíndricas como:
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a) equação da continuidade

Í ^ 7 ( f ”X )  =  0,

b) equação de Navier-Stokes (componente r') 

,du'r
nm

dr'
I A  (r'dS
r' dr' l Ôr'

u'

(5.1)

(5.2)

c) equação de Navier-Stokes (componente ç?')

nm
t du'v u'ru'v

u'~ ã 7  +  ~ 7 ~ A* I A  A A I
r' dr' l dr'

(5.3)

onde as relações P =  nkTo e g =  nm foram usadas e \x é a viscosidade de cisalhamento. Nas 
equações acima u'r e u'v são, respectivamente, as componentes radial e azimutal da velocidade do 
gás. As equações (5.1)-(5.3) apresentam três quantidades desconhecidas (u(.,u^,,n). A maneira 
que iremos proceder para achar a solução do sistema será inicialmente obter da equação (5.1) a 
solução para u'r{r'), utilizar esta solução na equação (5.2) obtendo assim a solução para u^(r') 
e então aplicar ambas à equação (5.3) obtendo assim a solução para a densidade do número de 
partículas n(r').

As condições para a linearização das equações (5.1 )-(5.3) são dadas abaixo:

n(r') =  n0(r') +  n(r'), 

u'r =  ã r(r'), e =  ü 0r' +  Mv(r'), (5.4)

com n(r'), ür(r/) e uv{r') representando os desvios dimensionais da densidade e das velocidades 
radial e tangencial. Em todas as passagens das equações a seguir não serão considerados os 
termos com ordens superiores a um em relação aos desvios.

Integrando a equação (5.1) teremos facilmente:

nu'rr' constante ou no(r')ítr(r/)r' =  D* =  constante, (5.5)

que representa a solução para o desvio da velocidade radial, ür(r').
Usando as condições para linearização (5.4), a equação (5.2) transforma-se em

2ur(r/)0o =
2n0(r/)fcT0/3o

1 d (  ,düv(r'yr
üv(r')

dr' dr'
(5.6)

Portanto com o uso de (5.5) na equação acima encontramos a seguinte equação diferencial

4D*rto(3okT0 d (  ,d ü v {r ’ ) \  ü ^ r ')
— r -----  ------

dr' dr'
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A equação anterior é resolvida com facilidade de forma que a solução para o desvio da velocidade 
tangencial, será igual a

uL(r') =  —  +  B^r + 2D*tif3$kTo r ln r, (5.7)

onde B\ e B 2 são constantes de integração. As condições de contorno para o desvio da velocidade 
tangencial, ü^(rf), nos cilindros exterior e interior são respectivamente

<̂,0(7 0̂) — <̂̂ >(77i) — 0.

Aplicando estas condições de contorno em (5.7) determina-se as constantes Bi e B 2 . Então a 
solução dimensional para o desvio dimensional da velocidade tangencial ã¥,(r') fica conhecida 
a menos da constante Dx:

~ ( /\ 2.D*í7o/3q£:To ,uv(r ) =  -------------- r R\ í, 3 )  f 3  3
3 ~ R j  \  n r J  (r'2 J  fio

(5.8)

O procedimento seguinte é utilizar a equação (5.2) para se obter h{r'). Substituindo (5.4) e 
(5.5) em (5.2) vem:

-  (Q0r' +  2{loüpÇr'))
1

2 n0(r')/3$

liD4

1
n(r')
n0(r')j

dn0(r')
1 + n(r') n

3 (2n0(r')kT0)fâ
1 d d

no(r')r

J r T  
n0(r'),

(5.9)
r1 dr' \  dr' \no(r')r'J  ̂

Estão presentes na equação (5.9) as derivadas dn°r\r  ̂ e ( n0(r')r') )  cu-Íos va ôres com
o uso da expressão (4.5) para ^ ( r ') ,  são:

=  2íío$) r’no(r’),

1 d
— -7— r +r1 dr'  ̂ dr' \no(r')r'J J  ü/" u«o(^0 n0(r')r '3

Substituindo (5.8), (5.10) e (5.11) em (5.9), ao se isolar o termo £p ( —p j ) resulta:

(5.10)

(5.11)

d (  n(r') \  8 D*ttlflokT0 , —-------------- r
dr' A

R\ (, Ro\ (R l  ^  , rr
Rl -  Ri V n RJ  Vr'2 j  Ro. +

16 r'
3 kT0 n§(r')’ 

(5.12)
Integrando a equação acima, todas as integrais em relação a coordenada radial dimensional r' 
envolvidas na equação (5.12) são de solução direta sendo que a integral do último termo assume 
o valor

/ nl{r')
dr' =

1 1
4nifânl{r>Y
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Então como resultado obtemos:

n W *ttlfàkT 0

n0(r')

nr2 " j 2 J 2 J 2

A ;  ( ln  I )  ln  r ' -  y  ) +  T ln  r ' -  T  -  T ,n

4/iZ)*í7o/5o 1
y

+  L (5.13)kT0 nl(r') 
onde L representa uma constante de integração.

A condição de contorno para o cilindro exterior é de que n(R0) =  0, pois não existe per­
turbação da densidade neste cilindro, que aplicada a equação (5.13) nos fornece a constante de 
integração L igual a:

L =
SDMlfôkTp

A
Rj (, Ro 

Rq-  R\ V n füi
Rq ln Ro —R Ï Rl

+  3 kTo n20{Roy { ' J

Então a solução dimensional para o desvio da densidade está determinada a menos da 
constante D*

n 8 D M 2ofâkT0R20

n0(r') A
Rl f, Ro 

Rl -  Rl \  Ri

J  2

+  2 Rl V Ro

a ’1 ( r
+ n  Rl

+
1 1

(5.15)
3 kT0 \n 20(Ro) « 0(r') J  ’

No cilindro interior a perturbação na densidade será representada por n(i?i) =  n 1. Então para 
a condição de contorno no cilindro interior, (5.15) transforma-se em:

n 1 8D*ftl/3lkT0Rl
n0{Ri) A

R-l (\ Ro
Rl -  R.2 \  Ri - a - H S -

4 . I M  ( \ n
2 Rl {  Ro

+ 1- (l - &R l,
1 1, 4 y D M l f â ______________

+  3 kTo \nl(Ro) nl(R i) y
(5.16)

Simplificando a equação acima é possível escrever a constante D* como:

niD. =
n0(Jíi)fig

\8P*RlkTo (  - R 2 f  Ro\ 2 1 /  RV
\ R l - R l  \  R i)  + 4 l 1 R lA

1 1 -1

3kT o\n l(R o) n20(R i))  J ‘ ( 5 ‘17)
Ficam assim determinadas as soluções dimensionais para n(r') e ü ^ r 1), como também para 

ür(r') através da equação (5.5).
O objetivo agora é transformar estas soluções dimensionais para soluções adimensionais. 

Para isto serão utilizadas as expressões (4.26) para o parâmetro de rarefação 5, (4.25) para
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a viscosidade de cisalhamento fj, e (4.15) para a velocidade angular adimensional w. Ainda 
utilizaremos que

n i ü r(r') =  ur(r')l3Q 1 *v (r/) =  M r')A
«1

'no(i?!)’ “rv ' no(RiY “VV' 7 "VV' no( î)’
com ür e üv representando os desvios adimensionais da densidade e das velocidades radial e 
tangencial. Deve-se notar que rii «  n0(Ri).

Assim, de uma maneira simplificada, podemos apresentar as soluções adimensionais na 
forma abaixo:

lnr ~ \ { r 2 -  l)
R l - R \  \R i 

+  i r j ln r + j ( i - r 2) +  - t

ur (r) =

4 v J  6 Í 2

D n0 o

oo noo
«o(r ).

8Sui2r no(r)

uv(r) =
D

onde:

D =

4cj

o 2  p 2  d 2

ln r + a?
Æg-Æ? Vi?!

l n ( ^  r l - 1

(5.18)

(5.19)

(5.20)

4i?g Rl -  R\
i I ^ 0
1r 1 r ;

noo n,oo
[ng(i2o) ng(i?i)J

-i

com r =  r' / Rq.
Então as equações (5.18)-(5.20) representam a solução hidrodinâmica para o desvio da 

densidade e da velocidade.

5.2.1 Resultados e Discussões

Ao se analisar as soluções acima duas observações devem ser feitas:
(i) A velocidade tangencial uv é negativa, isto é, o gás contido entre os dois cilindros roda 

mais devagar que os próprios cilindros. Este resultado é uma conseqüência da ação da força de 
Coriolis.

(ii) Se u> —> 0 ambos ur e uv tendem para o infinito. Esta singularidade significa que, 
quando os cilindros estão em repouso, não existe solução linear no regime hidrodinâmico. Se 
quizermos eliminar a singularidade devemos modificar as condições de contorno, o que será feito 
na seção a seguir. A diferença entre as soluções hidrodinâmica e cinética fica mais visível quando 
representamos graficamente a velocidade radial ur para u>=l, Figura 5.1, onde utilizou-se os 
dados da Tabela 4.1 para o regime cinético e os valores da solução hidrodinâmica (5.19). Como 
a solução cinética é uma solução exata, ajustaremos a curva contida na Figura 5.1 alterando as 
condições de contorno [62, 63] das equações hidrodinâmicas.

Assim, com as condições de contorno usadas, a diferença entre a solução numérica da equação 
cinética e a obtida da equação de Navier-Stokes é significativamente grande. Para valores 
menores da velocidade angular, isto é, w <  1, a diferença é ainda maior.
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Figura 5.1: Velocidade radial Ur versus ó para w = 1: linha sólida - solução hidrodinâmica; 
linha tracejada - solução cinética. 

5.3 Gás em Rotação com Perturbações na Pressão, na 
Velocidade Angular e na Temperatura 

Iremos resolver o problema do gás com perturbações na pressão, na velocidade angular e na 

temperatura com base nas equações da continuidade (2.31), de Navier-Stokes (2.36)-(2.37) e 

da energia (2.39) . Levando-se em conta a simetria axial do problema e o fato da solução não 

depender da coordenada z os campos da pressão P(r'), das velocidades u~(r' ), u~ (r') e da 

temperatura T(r' ) em coordenadas cilíndricas para um gás em regime estacionário são dados 

por: 

a) equação da continuidade 

1 a (P , ') r' 8r' T r ur = O, (5 .21) 

b) equação de Navier-Stokes (componente r') 

(5.22) 

c) equação de Navier-Stokes (componente c.p' ) 

( 
, au~ u~u~ ) 1 a [ ,3 a ( u~ )] 12 ur 8r' + -:;:;- = r '2 811 µr 811 --:;:;- ' 

(5.23) 
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d) equação da energia

3 k ,d T  1 d ( ,  dT 
2 m QUrd r '~

=  A
1 d{r'u'r)

dr' _ 4 4 ^ < i  +  4 ^  +rn dr1 r /2
„ /_ !  KC?r' I r' (5.24)

Nas equações acima a densidade de massa g é dada pela equação térmica de estado P =  kgT/m. 
A equação da continuidade (2.31)

1 d
r

pode ser escrita como

l A r  ' /\ _  (  , d e \  _  _ l (  /^ ü \
r ' d r ' ^ Ur  ̂ g \ Urd r') n K / w ) ’dr')  n \  r dr 

que pode ser utilizada para transformar a equação (5.24) em

5, .d T  1 d (  . d T \ , dP
2 knu' - ã ? - 7 d ? V Kd ? ) - u' d ?

(5.25)

1 d{r'u'r)
dr'

u' d(r'u' ) u'2 
4-£  ~ . + 4 ^ r  +r /2 ^ r / r»/2 <9r' V

(5.26)

As equações (5.21)-(5.23), (5.26) representam um sistema de quatro equações diferenciais 
acopladas aos campos u'r(r'), u'v(r'), P{r') e T{r') e o objetivo é a determinação destes campos 
para apropriadas condições de contorno.

De início a equação (5.21) através do uso das formas linearizadas (4.70)-(4.73) será escrita 
na forma abaixo

1 d_(Po
r dr \To

em que r =  r '/ Rq e utilizando Pq =  n^kTo teremos

a)) =  0, a  =  P ,n ,T

d\n(rur) dlnno(r')
dr dr ’

onde a solução adimensional da equação diferencial acima pode ser escrita como

í \ D{a)
ui (r)r =  v õ " 00-

(5.27)

(5.28)

D(cd representa uma constante a ser determinada adiante de acordo com as condições de con­
torno a serem adotadas para cada caso de perturbação a ser tratada.
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Agora o próximo procedimento é para se determinar as formas adimensionais das equações 
(5.23) e (5.26). Substitui-se nestas equações as formas linearizadas para P(r'), u'r(r'), u'v(r') e 
T(r') dadas por (4.70)-(4.73), respectivamente. Usando ainda que

Pm
r =  r'/Ro, Q = kT

e a expressão (4.25) para a viscosidade de cisalhamento yu, resultam as seguintes formas adi­
mensionais para as equações (5.23) e (5.26), respectivamente

'1 d (u ^ {r)r)] 4n0(r) (ad_
dr

d
dr

r dr 

d r ^ (r ) '

u:
™00

*)(r)u>8 ,

dr
16n0(r) , v 2 2 r= ------- — ula)(r)r^^S,

1 5 n 0 0  r  V  ;

(5.29)

(5.30)

onde foram desprezados os termos com ordem superior a um em X a .
Como pode-se observar, as equações (5.29) e (5.30) apresentam como incógnitas as quanti­

dades e r^a\  respectivamente. Suas soluções são obtidas de forma simples pois uj.a^(r) é 
dada pela solução (5.28) com no(r) representada pela equação (4.5). Sendo assim, uJfó e no(r) 
são funções conhecidas de r, permitindo obter as seguintes soluções para u ^ (r )  e rlal(r)

u(a ) (r) =  28uD ^ ( r lnr  — B ^ r  + BÍa)'

T(«)(r ) =  — D ^ u2S (C[a) lnr +  CÍa) -  r2) , 
15 v J

(5.31)

(5.32)

onde B[a\  B[a\  C[a) e C ^ } são constantes de integração a serem determinadas.
Para se obter a solução de u^°0(r), novamente iremos utilizar as formas linearizadas (4.70)- 

(4.73) que substituídas em (5.22) resultam

dv(a\ r )
dr

+  2ru)2r ^ ( r )  =  4 u u ^ \r )  +
16n,oo-u(<*:\r ) i (5.33)
3n0(r)

Como u^^r), tt£*l(r), r^^(r) e n0(r) são funções conhecidas de r pelas equações (5.28), (5.31), 
(5.32) e (4.5) respectivamente, podemos integrar a equação (5.33) e obter a solução para o 
desvio da pressão t4°)(r) dada por

B<a>, (a \ r )  =  U u 2D{a) 9 #(r )  b - r 2 +  B ia) lnr- +  (r4 -  2C[a)r2 -  2C[a)g(r))2

+L(Q
4 n20 /?<«>

60

2Lü
3 ng(r) 8

onde também é uma constante de integração e

g(r) =  r2 ln r — r2/ 2 .

(5.34)

89



u
Portanto, o sistema fechado de equações diferenciais (5.21 )-(5.23), (5.26) para os campos ula\  

T(a) e v(a) tiveram suas soluções obtidas através de integrações simples e são apresentadas 
pelas equações (5.28), (5.31), (5.32) e (5.34).

Com a determinação dos campos da velocidade, da temperatura e da pressão dados pelas 
expressões acima é possível determinarmos o vetor fluxo de calor e o tensor viscoso. 0  vetor 
fluxo de calor está relacionado com o gradiente da temperatura através da lei de Fourier expressa 
por (3.27) e o tensor viscoso, crfj está relacionado com as componentes da velocidade através 
da equação (3.26).

Ao se considerar o fato de que a temperatura é uma função apenas da coordenada radial, 
assim como a velocidade radial e a velocidade tangencial, temos que as únicas componentes 
não nulas do vetor fluxo de calor e do tensor tensão são qr, a 'rr, o' , a'ríp e a'zz. 1 Assim, com o 
uso das equações (4.75) e (4.80) os campos do vetor fluxo de calor e do tensor tensão não nulos 
serão representados através das forças termodinâmicas X a por:

Çr =  Tbo/30-i

CTij — 2PoO h J  =  r ,< p ,

(5.35)

(5.36)

(«) «com q)r' e cr. representando quantidades adimensionais quanto ao desvio do fluxo de calor 
radial e das componentes do tensor tensão.

Substituindo na equação (2.28) as fórmulas referentes a expressão (4.26) para o parâmetro 
de rarefação 5, a equação (4.73) para a temperatura T (r') e a expressão (5.35) para o fluxo de 
calor qr, teremos que o fluxo de calor radial adimensional será dado por

,(« )  =
8 ^ '  (5'37) 

que é função do desvio da temperatura. Então, substituindo a solução (5.32), referente ao desvio 
da temperatura r (“1 na equação anterior, podemos obter o fluxo de calor radial adimensional 
em termos da posição r e da velocidade angular adimensional lo, ou seja

qM =  ~ ^ D (a)io2 ( c í a ) i  -  2 r )  . (5.38)

O mesmo procedimento acima é adotado para obtermos as expressões gerais das compo­
nentes do tensor tensão. Então, para a componente a'rr, igualamos as expressões (2.22) e (5.36) 
obtendo

A
2 u'r 4 Ôu'r
3 r7 +  3ÔT7

=  2P<00 E < # ,* o
- a

Utilizaremos agora a expressão (4.71) para a velocidade radial ufr e com o objetivo de simplificar
1 /o

o resultado, usaremos ainda as definições Poo =  nookTo, f30 =  (m /2kT0) , r' -  rRo e a
1Como no capítulo anterior, não iremos analisar a componente do tensor tensão <j 'zz .
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expressão (4.25) para a viscosidade de cisalhamento fx. Portanto, a forma obtida resultante é 
dada por:

r(a) — I 2 du)“ )
3 dr

1 ^ 1  
3 r

Na expressão acima podemos ainda utilizar a solução (5.28) para o desvio da velocidade 
radial ti)“) obtendo a expressão geral para a componente <r)“) do tensor tensão em termos da 
posição r, da distribuição da densidade no(r) e dos parâmetros principais, isto é, da velocidade 
angular adimensional w e do parâmetro de rarefação 5,

«00 (3 +  4cu2)
3 5r2 nQ(r) ^  ' 5̂'39)

Quanto a componente do tensor tensão 0 $ ,  igualando as expressões (2.23) e (5.36) tem-se

4 ui 2 du'
=  2P(oo E3 r' 3 dr'

e através das mesmas substituições do caso anterior obtém-se

cr(a) =  -
2 u)“)
3 r

1 du)“) 
3 dr

Do mesmo modo, substituindo a expressão (5.28) para ti)“) na expressão anterior, podemos
reescrever como2

a («) =  \  D(a)  n °°
3 6r2 no(r)

(l -  2cu2r) . (5.40)

Agora, finalmente, iremos calcular a última componente não nula do tensor tensão, cr)“)
que é função apenas da velocidade tangencial. O procedimento é o mesmo que antes. Iguala-se 
a equação (2.25) com a equação (5.36), depois substitui-se pela equação (4.72) e por fim 
utiliza-se as expressões para /x, S e r' citadas anteriormente. O resultado obtido será

<rW =rup 26
duktt>

dr
u(ot)

(5.41)

A componente cr)“) do tensor tensão apresenta uma dependência com a velocidade tangencial 
na qual podemos utilizar a expressão (5.31) para u£*) a fim de obter <r)“) em função da posição 
r  e da velocidade angular adimensional lo. Portanto

d(“) '
cr)“) =  D(a)u  í 1 -  2 - 4rip (5.42)

Então ç)“), cr)“), cd“) e <r)“) ficarão determinados após calcularmos as constantes B[a\  C)Q* 
e Z)(“) para cada caso de perturbação a ser tratado.

2Devido a condição de que cr,j tem traço nulo devemos ter que <JZZ =  —(errr +  <xw ).
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Todas as considerações feitas até agora são válidas para o valor da velocidade angular não 
nula. Portanto para se determinar os campos uj“), e v para u =  0 vamos tomar este
valor da velocidade angular nas equações gerais (5.29), (5.30), (5.33) tendo como resultado um 
novo sistema de equações lineares descrito abaixo

d_
dr

d_
dr

1 du\?\r)r
dr

dr(a\ r )
dr

d v ^ (r)
dr

=  0,

=  0 ,

=  0,

(5.43)

(5.44)

(5.45)

que pode ser resolvido através de integração simples resultando nas seguintes soluções gerais

u(a )(r) =  E ^ r  + E.(cü) (5.46)

r W(r) =  Ffa) lnr +  F2(a), (5.47)

v(Q)(r) =  G{a\  (5.48)

onde E[a\  E[a\  F[a\  F^a) e G(a) são constantes de integração. A solução para com base 
em (5.28) será

/}(“)
(a )  u oul ’r =  — r r noo,

«o(r)
na qual resulta

n(°0
wra)(r’) = (5.49)

pois segundo a equação (4.5) limw_4.o =  1- Usa-se a constante ao invés de a fim 
de denotarmos a situação em que u> =  0.

Novamente é possível determinar o fluxo de calor radial e as componentes do tensor tensão 
usando as soluções para o desvio da temperatura, desvio da velocidade tangencial e radial. Com 
(5.46) e (5.47) determina-se as expressões para qj.a) e crfy quando u> =  0,

,(«) -

lr ~  8 6 1 r ’
1 p (a) 

a G) =  i£ l_ _
r<P X ~2

(5.50)

(5.51)

Deve-se observar que para o caso uj =  0 a velocidade radial é dada pela expressão (5.49) 
de forma que as componentes do tensor tensão e que apresentam dependência apenas 
quanto a velocidade radial, transformam-se em

cr (“ ) =  - D ^  —  rr "0  £r2 > (5.52)
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4 2  =  (5.53)

0  objetivo agora é a determinação das constantes de integração B[a\  B 2 * \  C[a\
L â\  E[a\  E^*\ F fa\  F2 * \  G â\  assim como e D ^ \  para que a solução do sistema 
fique determinada. Lembremos que a perturbação é assumida apenas no cilindro interior, isto 
significa que as posições das fronteiras são os pontos r =  l e r = h .

5.3.1 Saltos nas Condições de Contorno

0  salto nas condições de contorno que correspondem a perturbação da pressão para o cilindro 
interior são:

a) no cilindro exterior, em r—1

(P) _ (P) a2 n°° dr^  9f*3_̂ oo_du^_ 04  n0o (p)
V aiUr $ no(l) dr 6 n0(l) dr 5 no(l)Ur ’

(P) (P) a 6 noo dr(p) a? tíqo d u P  a 8 n00 (p)} =  a 5u{r } --------------------- y ?'v '
5 n0(l) dr S n0(l) dr 5 n0( 1)

t (P) -  n 00 ( d U ' P  _  U' P
U'f 8 n0(l) \  dr

b) no cilindro interior, em r =  Ri/Ro

?,(p ) =  l _ o -  ,/(p ) 4- 02 n °° dr(P) 4. g Q3 npo _  o 4 n00 {P)
1 r 8 noiRJRo) dr 8 u^ R ^ R q) dr 8 n0(/?i/12o) r ’

ÍP) _  (P) a& n °° ^r(P) o " 7 n °° durP) o " 8 n °° (P)
r -  o 5« r +  s no(i?i/jRo) dr +  8 n0(Ri/Ro) dr 8 n0{R1/R 0f r

=  <5-54)

onde as constantes o t- com i =  1, ...9 são as mesmas apresentadas pelas fórmulas (3.63)-(3.65), 
cujas interpretações físicas e valores se encontram descritos no final da seção 3.6.

A perturbação na velocidade angular para o cilindro interior tem os saltos nas condições de 
contorno dadas por:

a) no cilindro exterior, na posição r =  1

(« )  -  (f i) _  q 2 n 00 c M n ) _  0:3 n0Q dujn) _  a 4 n 00 (n)

a iur  ̂ n0(l) dr 5 re0(l) dr 8 n0(l) r ’

(n) _  q 6 »00 o a 7 n 00 d u ^  o?8 n00 (n)
a 5ur £ n0(l) dr 8 n0(l) dr 8 n0(l) r ’

u _  a 9 n00 /  duf ] _(«) _
*  8 n0(l) V dr
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b) no cilindro interior, na posição r =  Ri/Ro

V(Q) _  _ a  u(n) +  q 2 rapo drW a 3 n00 duj^ _  a 4 n00 (n)
5 noiRJRo) dr 8 no(Ri/Ro) dr 8 n o iR ^ R o f"

-fft) _  (si) , Qe n00 <Mn> oo;7 n00 oa 8 n00 m)
5 r ^  <5 no(Ri/Rq) dr 8 noiRi/Ro) dr 8 M R i / R o f '

0  salto nas condições de contorno para a perturbação da temperatura referentes ao cilindro 
interior são:

a) no cilindro exterior em r =  1

(T) _  (T) *^2 n oo d r ( T ) ct9 n 0o du^F^ a 4 noo (x)

1 r 8 n 0 ( l )  dr 8 n0(l) dr 8 n0(\ ) Ur

( T )   (T) n oo d r ^  otf noo du^F^ a 8 n oo (x)

5 r 8 n0( 1) dr 8 no(l) dr 8 no(l)Ur ’

(T) _  a 9 n 00 ( dvSJ) uJ,T) ^
U *  ~  8 n0(l) {  dr r )  ’

b) no cilindro interior em r =  Ri/Ro

drW _ o:3 n00 duíT)(T)   (71) <̂ 2 ^00 &T 0 <̂ 3 ™00 ClUr 0 <2 4 ^00 (T)
u - - a xu r + y n o ^ |  dr TnoiR i/R Õ ) dr T n 0(R1/R 0) Ur ’

(7 ) _  - (x) <*6 n00 d r ^  0«7 noo na 8 n0o (x)
r — i — a 5ur + Y n 0(Ri/Ro) dr 8 n0(/2i/i2o) dr 8 n0(R1/R 0)Ur ’

, (T )
<S no(Ri/Ro) \  dr r J  ’ (5.56)

5.3.2 Resultados e Discussões

Com base nas condições de contorno para a perturbação na pressão, na velocidade angular e 
na temperatura descritas na seção anterior, torna-se possível a determinação das constantes 
de integração B[a\  C[a\  e lM \ para a  =  P,Cl,T, presentes respectivamente nas
equações (5.31), (5.32) e (5.34), além de também ser possível a determinação da constante 
presente em (5.28). Para se obter as expressões destas constantes em função do parâmetro 
de rarefação 8 e da velocidade angular adimensional w, utilizou-se o programa de computação 
algébrica Maple. Como as expressões obtidas para estas constantes são muito extensas não 
iremos escrevê-las nesta seção. No apêndice B os valores numéricos para estas constantes são 
dados para u =  1 e í  =  50,100. Estão assim determinadas as soluções para os campos da
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pressão, da velocidade angular e da temperatura, assim como para o vetor fluxo de calor e para 
o tensor tensão, no regime hidrodinâmico em função dos parâmetros principais 5 e u. A partir 
destas soluções obteremos os gráficos de u}a\  q}.a  ̂ e c rva r i ando  os valores do parâmetro de 
rarefação S e da velocidade angular u>.

Estas mesmas condições de contorno (5.54)-(5.56) podem ser aplicadas às equações (5.46)- 
(5.49) determinando as constantes E[a\  E 2 * \  E ^ ,  F ^ ,  e Dq^ para o caso em que a 
velocidade angular é nula. Novamente as expressões destas constantes foram obtidas através 
do programa de computação algébrica Maple. Suas expressões, em função do parâmetro de 
rarefação 5 são mais simples mas não iremos escrevê-las neste trabalho.

Portanto, as soluções para os campos da pressão, da velocidade angular, da temperatura, 
do vetor fluxo de calor e do tensor tensão, para o caso em que u =  0 estão determinados em 
função do parâmetro S.

Unindo os resultados do regime hidrodinâmico dos campos da velocidade, do vetor fluxo de 
calor e do tensor tensão com os resultados do regime cinético, presentes nas Tabelas 4.5, 4.6 e 
4.7 será possível traçar gráficos contendo estes dois regimes com a finalidade de se verificar o 
ajuste entre estas duas soluções. Esta análise será descrita a seguir.

a) Fluxo devido à D iferença de Pressão

Nas Figuras 5.2 a 5.4 foram representadas graficamente as soluções cinética e hidrodinâmica 
dos campos u}p\  q}p  ̂ e cr}p) como funções do parâmetro de rarefação 5 para diferentes valores 
da velocidade angular u. Podemos notar que existe uma excelente concordância entre estas 
soluções para e q}p) para baixos valores da velocidade angular. A diferença das soluções 
cinética e hidrodinâmica para o campo cr}p) se deve ao fato do efeito cruzado ser pequeno em 
comparação com os efeitos diretos.

b) Fluxo devido à D iferença de Velocidade Angular

As soluções cinética e hidrodinâmica para os campos u j^ , q}n  ̂e a}^} estão plotados nas Figuras 
5.5 a 5.7 como função do parâmetro de rarefação 5 e da velocidade angular u. Existe aqui uma 
boa concordância das soluções pára o campo crffl, e a diferença entre as soluções para os campos 
u(p) e q}Q) novamente se deve ao fato de ambos representarem campos de efeitos cruzados, os 
quais são usualmente pequenos quando comparados com os campos de efeitos diretos.

c) Fluxo devido à D iferença de Tem peratura

Os campos u}T), q}T) e a }^  cujas soluções cinética e hidrodinâmica estão plotadas nas Figuras 
5.8-5.10 como funções do parâmetro de rarefação ó e da velocidade angular u>. Existe boa 
concordância destas soluções para os campos c}p  ̂ e q}T .̂ Deve-se notar que para altos valores 
do parâmetro de rarefação o fluxo de calor q}T  ̂ independe da velocidade angular u e todas as 
curvas para diferentes valores de w coincidem. O campo corresponde tambem a um efeito
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Figura 5.2: Velocidade radial u~P) como função de o para diferentes valores de w em r = O, 75 
linhas sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5.3: Fluxo de calor radial qVl como função de o para diferentes valores de w em r = O, 75 
linhas sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5.4: Tensor tensão O"~~) versus o para diferentes valores de w na posição r = O, 75 linhas 
sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5.5: Velocidade radial u~n) versus o para diferentes valores de w na posição r O, 75 
linhas sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5.6: Fluxo de calor radial q~n) versus ó para diferentes valores de w na posição r = O, 75 
linhas sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5. 7: Tensor tensão O"~~) versus ó para diferentes valores de w na posição r = O, 75 linhas 
sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5.8: Velocidade radial u~T) versus o para diferentes valores de w na posição r = O, 75 
linhas sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 

cruzado (vide ( 4.118)) mas aqui a concordância entre estas soluções é melhor do que nos dois 

casos anteriores. 
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Figura 5.9: Fluxo de calor radial qF) versus ó para diferentes valores de w na posição r = O, 75 
linhas sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Figura 5.10: Tensor tensão a-~~ ) versus ó para diferentes valores de w na posição r = O, 75 linhas 
sólidas - solução hidrodinâmica; linhas tracejadas - solução cinética. 
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Capítulo 6 

Conclusões

Para o problema de um gás confinado entre dois cilindros coaxiais que giram com uma velocidade 
angular constante foram tratados dois casos de perturbação sobre o sistema. No primeiro 
caso tratou-se de perturbar o sistema inicialmente em equilíbrio, através de uma única força 
termodinâmica, o desvio da densidade. 0  segundo caso considerado envolveu o mesmo sistema 
em equilíbrio sendo perturbado por três forças termodinâmicas ao mesmo tempo, ou seja, a 
pressão, a velocidade angular e a temperatura. Todas estas perturbações ocorreram somente 
no cilindro interior. Em ambos os casos o sistema foi fracamente perturbado e considerou-se 
a evaporação e a condensação nas superfícies dos cilindros. Os campos desejados, pressão, 
velocidade, temperatura, vetor fluxo de calor e tensor tensão foram calculados tanto para o 
regime cinético quanto para o regime hidrodinâmico em função de dois parâmetros principais: 
o parâmetro de rarefação 8 e a velocidade angular adimensional tu. 0  regime cinético foi 
solucionado através da solução numérica da equação de Boltzmann com o uso de dois modelos 
(BGK e Shakov) enquanto que o regime hidrodinâmico apresenta suas equações baseadas na 
mecânica do contínuo com soluções algébricas. A comparação entre as soluções destes dois 
regimes para os campos desejados está presente em gráficos anteriores. Foi feita também uma 
análise termodinâmica das relações de reciprocidade de Onsager-Casimir. A relação entre os 
coeficientes cruzados serviu como um critério de precisão na solução numérica da equação de 
Boltzmann.

Para a perturbação na densidade obteve-se o perfil da velocidade radial e tangencial como 
funções de 8 e tu, em que para todos os valores destes parâmetros, a velocidade tangencial é 
negativa. Este resultado é devido a força de Coriolis. E ainda verificou-se que para grandes 
valores de 8 a dependência de uv na velocidade angular tu não é monótona. Quanto ao perfil 
de ur observa-se que para qualquer 8 o valor deste campo descresce essencialmente quando a 
velocidade angular tu cresce. Concluiu-se que quando a velocidade angular tende a zero, tanto 
ur quanto tendem a infinito. Inicialmente pensou-se que esta singularidade significava que, 
quando os cilindros estivessem em repouso, não existiria solução linear no regime hidrodinâmico, 
ou seja, os termos não-lineares da equação de Navier-Stokes deveriam ser levados em conta para
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Figura 6.1: Velocidade radial Ur versus ó para w = 1 na pos1çao r = O, 75: linhas sólidas­
soluções hidrodinâmicas: linha azul - solução hidrodinâmica sem salto, linha vermelha- solução 
hidrodinâmica com salto; linha tracejada - solução cinética 

algum valor de /j,,n/n0 (R1 ). Porém, verificamos na análise do segundo caso que para melhorar 

os resultados da solução hidrodinâmica e eliminar esta singularidade, deveríamos modificar as 

condições de contorno, ou seja, considerar a condição de salto nas fronteiras. Isto é evidenciado 

na Figura 6.1 que representa a variação do parâmetro ó para o desvio da velocidade radial Ur 

quando a velocidade angular é igual a um. Nesta figura constam as soluções do regime cinético 

e do regime hidrodinâmico. Para o regime hidrodinâmico ainda estão presentes a curva sem 

se considerar salto e a curva com a condição de salto nas condições de contorno. Portanto, a 

influência dos saltos na solução hidrodinâmica fica demostrada e o quanto esta consideração 

melhora a concordância entre as curvas cinética e hidrodinâmica. 

Para a perturbação na pressão, na velocidade e na temperatura todos os campos obtidos são 

dados em funções dos parâmetros ó e w e calculados para os regimes cinético e hidrodinâmico. 

Então para o fluxo devido a diferença da pressão obtemos graficamente uma excelente con­

cordância entre as soluções cinética e hidrodinâmica para os campos u~P) e q~P) quando con­

sideramos baixos valores da velocidade angular. Para o fluxo devido a diferença da velocidade 

angular, existe boa concordância das soluções para o campo a~~) enquanto que a diferença entre 

as soluções para os campos u~n) e q~n) se devem ao fato de ambos representarem campos de 

efeitos cruzados, pois os campos dos efeitos cruzados são usualmente pequenos em comparação 
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com os campos dos efeitos diretos e para o fluxo devido a diferença de temperatura, os campos 
e QÍT\  apresentam boa concordância entre as soluções cinética e hidrodinâmica sendo que 

para altos valores de S, independe da velocidade angular u> e todas as curvas coincidem. 
Embora ujjU represente um efeito cruzado, sua concordância é melhor do que os outros efeitos 
cruzados.

Um resumo dos principais resultados inéditos contidos nesta tese são [21, 40]:
i) solução numérica das equações cinéticas (modelos BGK e Shakov) através do método 

das velocidades discretas considerando a descontinuidade da função de distribuição para um 
gás rarefeito em rotação com evaporação e condensação nas superfícies que o delimitam nos 
intervalos amplos de S e w;

ii) soluções analíticas das equações hidrodinâmicas correspondentes levando em consideração 
saltos nas condições de contorno.

Uma extensão desta linha de pesquisa para trabalhos futuros seria:
i) Ao se analisar a concordância entre as soluções cinética e hidrodinâmica presentes nas 

figuras dos capítulos anteriores, observa-se que existe ainda uma certa discrepância no limite 
destes regimes para determinados campos, por exemplo, para q(nK Portanto o interesse é 
ajustar a curva da solução hidrodinâmica, na qual o salto é considerado, à curva da solução 
cinética através do uso das equações de Burnett. Assim seria possível analisar esta influência 
à solução hidrodinâmica se considerarmos para este regime equações constitutivas do tipo de 
Burnett, as quais envolvem derivadas segundas, isto é, temos equações diferenciais parciais de 
terceira ordem. Entretanto, para esta situação teremos que considerar as condições de salto 
na fronteira, onde ocorre evaporação e condensação, até a ordem de para que a ordem das 
equações constitutivas do tipo de Burnett sejam compatíveis com a ordem de S presentes nas 
condições de contorno com saltos.

ii) Considerar outros fenômenos de transporte em sistema de rotação substituindo o gás 
único por uma mistura. Mais concretamente, considerar dois cilindros coaxiais a uma mesma 
temperatura que giram com uma mesma velocidade constante. Na mistura binária contida 
entre os cilindros, a evaporação e a condensação será considerada apenas para um dos gases. 
A força termodinâmica que perturbará o equilíbrio estará relacionada com um gradiente de 
concentração dos gases. Espera-se que além dos fluxos radiais de calor e de difusão, os fluxos 
tangenciais também devam aparecer. Neste caso um dos objetivos seria calcular o fluxo de di­
fusão tangencial e mostrar que o princípio de indiferença ao referencial da mecânica do contínuo 
também é violado no caso de uma mistura.
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Apêndice A

Program a

Apresenta-se abaixo o programa utilizado no modelo BGK.

C PROGRAM rd.f
C
C Calculation of cylindrical linear Couette flow 
C in a rotating system 
C BGK-model
C Discontinuity is regarded 
C Temperature is const 
C
C The length scale is the radius of the external cylinder 
C
C Iput data
C DEL - rarefaction parameter
C R1 - radius of the internal cylinder
C OM - angular velocity
C NR - number of points with respect to radial variable
C NT - number of points with respect to angle variable
C NC - mber of points with respect to speed
C CO - interval of the speed
C NDIS if 1 the discontinuity is taken, if 0 it is not 
C

implicit double precision (a-h,o-z)
REAL*8 NEQ,NUO,NU,NUWO,NUW1,NUWOO,NUW10,NEQD
DIMENSION JK(201,2),PXY(201),U0(201),NEQ(201),NU0(201),PYY(201), 
*HF(201),H P (201),C(50),T O(201)
COMMON RO (201) ,ROB(201) ,U(201) ,T(201) ,NU(201) ,NEQD(201) ,CP,
*NUW0,NUW1,R1,OM,DR,NR,NJ 
OPEN(9,FILE='r',STATUS='new')
OPEN(11,FILE='SAVE',STATUS='NEW')

C
C definition of the input data
C

PI=ACOS(-1.D0)
E=1.D—5 
NDIS=1
IF (NDIS.EQ.0) WRITE(9,*)
IF(NDIS.EQ.1) WRITE(9,*)
MAX=5 
Rl=0.5D0 
OM=l.DO 
DEL=1.DO 
NR=50 
NT1=40 
NT2=20 
NC=20 
C0=5.DO
DR=(1.D0-R1)/NR 
DO 20 1=1,NC

'WITHOUT DISCONTINUITY' 
'WITH DISCONTINUITY'
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oo
o 

oo
o 

oo
o 

oo
o

20 C(I)=I*C0/NC 
DO 1 K=1,NR+1

RO(K)=(1.DO-DR*(K-l))
IF(ABS(OM).GT.l.E-5) THEN
NEQ(K)=(1.D0-R1*R1)*OM*OM*EXP((OM*RO(K))**2)/ 

* (EXP(OM**2)-EXP((0M*R1)**2))
ELSE

NEQ(K)=1.
END IF
NEQD(K)=DEL*NEQ(K)
ROB (K) =1 .DO/RO (K)
First approximaion
NU(K)=0.DO 
T(K)=0.DO 
U(K)=0.DO 

1 CONTINUE 
NUW0=0.DO 
NUW1=0.DO 
IT=0
IF (NDIS.EQ.O) GO TO 89 
DO K=1,NR

THET0=ASIN(Rl*ROB(K))
DT=PI/(2.D0*NT1)
DO J=NTl+2,2*NT1+1

IF((2*NTl+l-J)*DT.LT.THETO) GO TO 82 
END DO 

82 JK (K, 1) =J
DT=PI/(2.D0*NT2)
DO J=NT2+2,2*NT2+1

IF((2*NT2+1-J)*DT.LT.THETO) GO TO 84 
END DO 

84 JK (K, 2) =J
END DO 

89 CONTINUE
Beginning of iterations

6 CONTINUE 
IT=IT+1
DO 11 K=1,NR+1

NU(K)=NU(K)*NEQD(K)
U(K)=2.D0*U(K)*NEQD(K)
T (K) =T (K) *NEQD (K)
NUO(K)=0.DO 
U0(K)=0.DO 
TO(K)=0.DO 
PXY(K)=0.DO 
PYY(K)=0.DO 

11 CONTINUE
NUW00=0.D0
NUW10=0.D0

calculation of boundary values
NUO(NR+1)=0.5D0*NUW1 
NUO(1)=0.5D0*NUW0 
U0(NR+1)=0.5D0
PXY(1)=0.5D0 *NUW0 *NEQ(1)*OM/SQRT(PI)
PXY(NR+1)=-0.5/SQRT(PI)*NEQ(NR+1)*(1.+NUWl*OM*Rl)

Cycle with respect to the speed
DO 2 1=1,NC 

CP=C(I)



o 
o 
o 

n
a
n Cycle with respect to the angle

DO 2 NJ=1,2 
NT=NT1
IF(NJ.EQ.2) NT=NT2 
DT=PI/(2.D0*NT)
W10=CP*C0*DT*4.DO/(NC*PI*3.D0)
IF (1/2.EQ.1/2.) W10=0.5D0*W10 
DO 13 K=1,NR+1 

HP(K)=0.DO 
13 HF(K)=0.DO

DO 2 J=1,NT*2+1
CX=CP*COS(DT*(J-l))
CY=CP*SIN(DT*(J-l))
AW=1.DO
IF(J.EQ.1.OR.J.EQ.NT*2+1) AW=0.5D0 
W1=AW*W10*EXP(-CX*CX)
DD2=CY/DT
FI3=CX/DR
IF(NJ.EQ.2) CY=-CY
IF(J.GT.NT+1) GO TO 12
FI=NUW 0
PSI=0.DO
IF(J.LT.NT+1) GO TO 25 
FFF=FI*W1*EXP(-(CY-OM)**2)*0.5D0 
NUO(1)=NU0(1)+FFF 
UO (1)=U0(1)+FFF*(CY-OM)
TO(1)=T0(1)+2.D0/3.D0*FFF*((CY-OM)* (CY-OM)-1.DO)

25 HF(1)=FI
HP(1)=PSI

Cycle with respect to the radial coordinate
DO 3 K=2,NR+1

CPV2=CX*CX+(CY-OM*RO(K))*(CY-OM*RO(K))
FI=((NU(K)+ (CPV2-1.DO)*T(K)+ (CY-OM*RO(K))*U(K)) +

* FI3*FI+(ROB(K)*DD2)*HF(K))/(NEQD(K)+FI3+R0B(K)*DD2)
PSI= (0 . 5D0*T (K) +FI3*PSI+ (ROB (K) *DD2) *HP (K) )

* / (NEQD(K)+FI3+ROB(K)*DD2)
HF(K)=FI
HP(K)=PSI
FFF=FI*(W1*EXP(-(CY-OM*RO(K))**2))
FFPS=PSI*(W1*EXP(-(CY-OM*RO(K))**2))
NUO(K)=NU0(K)+FFF
U O (K)=U0(K)+FFF*(CY-OM*RO(K))
TO(K)=T0(K)+2.D0/3.D0*(FFF*(CPV2-1.D0)+FFPS)
PXY(K)=PXY(K)+FFF*CY*CX*NEQ(K)
PYY(K)=PYY(K)+FFF*(CY-OM*RO(K))*(CY-OM*RO(K))*NEQ(K)

3 CONTINUE
IF(J.EQ.NT+1) THEN
NUO(NR+1)=NU0(NR+1)-0.5*FFF
UO(NR+1)=U0(NR+1)-0.5*FFF*(CY-0M*R1)
TO(NR+1)=T0(NR+1)-1./3.*(FFF*(CPV2-1.DO)+FFPS)
PXY(NR+1)=PXY(NR+1)-0.5*FFF*CY*CX*NEQ(NR+1)
PYY(NR+1)=PYY(NR+1)-0.5*FFF*(CY-0M*R1)* (CY-OM*Rl)*NEQ(NR+1) 

END IF
NUW10=NUW10+2.D0*SQRT(PI)*FFF*CX 
GO TO 2

12 IF(J.EQ.2*NT+1.OR.NDIS.EQ.0) GO TO 65 
RINT=R1/SIN(PI-DT*(J-l))
IF(RINT.GT.1.DO) GO TO 65 
DO K=NR,1,-1

IF(RO(K).GT.RINT) GO TO 73 
END DO 

73 KJ=K



FI=NUWl+2.*(CY-0M*R1)
PSI=0.DO

DO 7 K=NR,1,-1
IF(K.EQ.KJ.AND.RINT.LT.1..AND.DEL*RINT.LT.1.0001.

AND.NDIS.EQ.l) THEN 
CALL HTHETA(PI-DT*(J-l),KJ,RINT, FI)
FI3=CX/(RO(K)-RINT)

END IF
IF(J .EQ.JK(K,NJ).AND.DEL*RO(K).LT.1.0001.

AND.NDIS.EQ.l) THEN 
CALL HRO(K,FEXT,FINT,THETA)
DD2=CY/(THETA+DT*(J-l)-PI)
IF(NJ.EQ.2) DD2=-DD2 
HF2=HF(K)
HF(K)=FINT 

END IF
CPV2=CX*CX+(CY-OM*RO(K))*(CY-OM*RO(K))
FI=((NU(K)+T(K)* (CPV2-1.DO)+ (CY-OM*RO(K))*U(K))

-FI3*FI+(ROB(K)*DD2)*HF(K))/(NEQD(K)-FI3+ROB(K)*DD2) 
PSI=(0.5D0*T(K)-FI3*PSI+

(ROB(K)*DD2)*HP(K))/(NEQD(K)-FI3+ROB(K)*DD2)
HF (K)=FI 
HP(K)=PSI
IF(K.EQ.KJ.AND.DEL*RO(K).LT.1.0001.

AND.NDIS.EQ.l) FI3=CX/DR 
IF(J.EQ.JK(K,NJ).AND.DEL*RO(K).LT.1.0001.

AND.NDIS.EQ.l) THEN 
DD2=CY/DT
IF (NJ.EQ.2) DD2=-DD2
W11=AW*W10*(THETA+DT*(J-l)-PI)/DT
W12=AW*W10-W11
CY2=CP*ROB(K)*R1
CY4=CP*SIN(DT*(J-2))
IF(NJ.EQ.2) THEN 

CY2=-CY2 
CY4=-CY4 

END IF
CX2=-CP*COS(THETA)
CX4=CP*COS(DT*(J-2))
FFF1=FI* 0.5D0*(W11+AW*W10)*EXP(-CX*CX-(CY-OM*RO(K))**2) 
FFF2=FINT*0.5D0*W11*(EXP(-CX2*CX2-(CY2-OM*RO(K))**2)) 
FFF3=FEXT*0.5D0*W12*(EXP(-CX2*CX2-(CY2-OM*RO(K))**2)) 
FFF4=-HF2*0.5D0*W11*EXP(-CX4*CX4-(CY4-OM*RO(K))**2)
NU0(K)=NU0(K)+FFF1+FFF2+FFF3+FFF4
UO(K)=U0(K)+FFF1*(CY-OM*RO(K))+(FFF2+FFF3)*

(CY2—OM*RO(K))+FFF4*(CY4-OM*RO(K))
PXY(K)=PXY(K)+ (FFFl*CY*CX+(FFF2+FFF3)*CY2*CX2 

+FFF4*CY4*CX4)*NEQ(K)
PYY(K)=PYY(K)+ (FFF1*(CY-OM*RO(K))**2+(FFF2+FFF3)*

(CY2-OM*RO(K))**2+FFF4*(CY4-OM*RO(K))**2)*NEQ(K)
ELSE

FFF=FI*(W1*EXP(-(CY-OM*RO(K))**2))
FFPS=PSI*(W1*EXP(-(CY-OM*RO(K))**2))
NUO(K)=NU0(K)+FFF
UO(K)=U0(K)+FFF*(CY-OM*RO(K))
TO(K)=T0(K)+2.DO/3.DO*(FFF*(CPV2-1.DO)+FFPS)
PXY(K)=PXY(K)+FFF*CY*CX*NEQ(K)
PYY(K)=PYY(K)+FFF*(CY-OM*RO(K))*(CY-OM*RO(K))*NEQ(K)

END IF 
CONTINUE
IF(J.EQ.JK(1,NJ).AND.DEL.LT.1.0001.AND.NDIS.EQ.l) THEN

NUW00=NUW00-2.*SQRT(PI)* (FFF1*CX+(FFF2+FFF3)*CX2+FFF4*CX4) 
ELSE

NUW00=NUW00-2.*SQRT(PI)*FI*W1*CX*EXP(-(CY-OM)**2)
END IF 

CONTINUE



o 
o 

o 
o 

o

AAAA=(NEQ(1)*NUO(1)+NEQ(NR+1)*NUO(NR+1)*R1)*DR/3.DO 
DO K=2,NR,2

AAAA=AAAA+4.*NEQ(K)*NU0(K)*RO(K)*DR/3.
END DO
DO K=3,NR-1,2

AAAA=AAAA+2.*NEQ(K)*NU0(K)*RO(K)*DR/3.
END DO
DO 33 K=1,NR+1 

33 NUO(K)=NU0(K)-2.*AAAA/(NEQ(K)*(1.-R1*R1))
NUW00=NUW00-2.*AAAA/(NEQ(1)*(1.-R1*R1))
NUW10=NUW10-2.*AAAA/(NEQ(NR+1)*(1.-R1*R1))
AE=0.DO
DO 15 K=1,NR+1

AEA=ABS((U(K)-2.D0*U0(K)*NEQD(K))/(2.D0*U0(K)*NEQD(K))} 
15 IF(AE.LT.AEA) AE=AEA

DO 4 K=1,NR+1 
N U (K)=NU0(K)
T (K) =0 

4 U(K)=U0(K)
NUW0=NUW00 
NUW1=NUW10 
PXY1=PXY(1)
PXY2=PXY(NR+1)*R1*R1 
WRITE(*,35) IT, PXY1, PXY2,AE,aaaa 

35 FORMAT(2X,14,4(2X,E14.7))
WRITE(11,*) U,NU,T,NUWO,NUW1,IT 
REWIND 11 
IF(AE.GT.E .AND.IT.LT.MAX) GO TO 6

Printing the results
WRITE(9,19) DEL,OM,NR,NT1,NT2,NC,CO,MAX,IT 
WRITE(9, 17)
PMAX=0.
PMIN=1.E10 
DO 16 K=1,NR+1

ROO=(1.-DR*(K—1))
PXYR=PXY(K)*ROO*ROO

IF(ABS(PXYR).GT.PMAX) PMAX=ABS(PXYR)
IF(ABS(PXYR).LT.PMIN) PMIN=ABS(PXYR)

PYY(K)=PYY(K)-0.5*NU(K)
16 WRITE(9,10) ROO,U(K),NU(K),PXYR,PYY(K)

WRITE(9, 30) NUWO,NUW1,AAAA,PXY(NR/2 + 1)
VARP=(PMAX-PMIN)/PMIN 
WRITE(9,50) VARP

9898 continue
10 FORMAT(IX,FIO.6,4(1X,E14.7))
17 FORMAT(6X,'RO', 10X,' U',13X,'NU',13X,'PXYR',13X,'PYY')
19 FORMAT(1OX, ' Linear cylindrical Couette flow'//10X,

* "//4X,
* 'DEL=',F7.3,3X,' OM=',F7.3/
* 3X,'NR=',14,3X,'NT1=',14,3X,'NT2=',14,3X,'NC=',14,3X,
* 'C0=',F6.2//4X,'MAX=', 16, 4X, 'IT=', 15, 4X/)

30 FORMAT(/2X,'NUW0=',E14.7,4X,'NUW1=',E14.7,4X,
* 'AAAA=',E14.7/IX,4X,E14.7/70(1H-))

50 FORMAT(10X,'VARP=',E14.7)
STOP
END
SUBROUTINE HRO(Kl,FEXT,FINT,THETA)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z)
REAL*8 NUW0,NUW1,NEQD,NU
COMMON R O (201),ROB(201),U (201),T (201),NU(201),NEQD(201),CP, 
*NUW0,NUW1,R1,OM,DR,NR,NJ



R0(K1) is supplied 
Calculation of THETA
Calculation of FEXT (from outer cylinder) and 
FINT(from inner cylinde)
THETA=ASIN(R1/R0(Kl))
FEXT=NUW0
IF (NJ.EQ.2) GO TO 1 
DO K=2,NR+1

DS=SQRT(RO(K-l)*RO(K-l)-R1*R1)-SQRT(RO(K)*R0(K)-R1*R1) 
FEXT=(DS*(NU(K)+ (CP*R1*R0B(K)-OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
END DO
FINT=NUWl+2.*(CP—OM*Rl)
DO K=NR,K1,-1

DS=SQRT (RO (K) *RO (K) -Rl*Rl)-SQRT (RO (K+l) *RO (K+l) -R1*R1) 
FEXT=(DS*(NU(K)+ (CP*Rl*ROB(K)-OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
FINT=(DS*(NU(K)+ (CP*Rl*ROB(K)-OM*RO(K))*U(K))+CP*FINT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
END DO 
RETURN 
CONTINUE 
DO K=2,NR+1

DS=SQRT(RO(K-l)*RO(K-l)-R1*R1)-SQRT(RO(K)*RO(K)-R1*R1) 
FEXT=(DS*(NU(K)- (CP*Rl*ROB(K)+OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
END DO
FINT=NUW1—2.*(CP+OM*Rl )
DO K=NR, Kl, -1

DS=SQRT (RO (K) *RO (K) -R1*R1) -SQRT (RO (K+l) *RO (K+l) -R1*R1) 
FEXT=(DS*(NU(K)- (CP*Rl*ROB(K)+OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
FINT=(DS*(NU(K)- (CP*Rl*ROB(K)+OM*RO(K))*U(K))+CP*FINT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
END DO 
RETURN 
END

SUBROUTINE HTHETA(THETA,KJ, RINT, FEXT)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z)
REAL*8 NUWO,NUW1,NEQD,NU,NUINT
COMMON R O (201), ROB (201),U(201),T (201),NU(201),NEQD(201),CP, 
*NUW0,NUW1,R1,OM,DR,NR,NJ
THETA is supplied 
Calculation of FEXT
FEXT=NUW0
NUINT=NU(KJ)- (RO (KJ)-RINT)* (NU(KJ)-NU(KJ+1))/DR 
UINT=U(KJ)- (RO(KJ)-RINT)* (U(KJ)-U(KJ+1))/DR 
TINT=T(KJ)- (RO(KJ)-RINT)* (T(KJ)-T(KJ+1) ) /DR 
IF(NJ.EQ.2) GO TO 1 
DO K=2,NR+1

DS=SQRT (RO (K-l) *RO (K-l) -R1*R1) -SQRT (RO (K) *RO (K) -R1*R1) 
FEXT=(DS*(NU(K)+ (CP*Rl*ROB(K)-OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT)

* / (NEQD(K)*DS+CP)
END DO
IF(KJ.EQ.NR) GO TO 2 
DO K=NR,KJ+1,-1

DS=SQRT(RO(K)*RO (K)-R1*R1)-SQRT(RO(K+l)*RO(K+l)-Rl*Rl) 
FEXT=(DS*(NU(K) + (CP*Rl*ROB(K)-OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT)

* / (NEQD(K)*DS+CP)
END DO
DS=RINT*COS(THETA)-SQRT(RO(KJ+1)*RO(KJ+1)-R1*R1)



FEXT=(DS*(NUINT+(CP*R1*R0B(K)-OM*RO(K))*UINT)+CP*FEXT)
/ (NEQD(K)*DS+CP)

RETURN 
CONTINUE 
DO K=2,NR+1

DS=SQRT(RO(K—1 ) * R O ( K - l ) - R l * R l ) - S Q R T ( R O ( K ) * R O ( K ) - R 1 * R 1 )  
F E X T = (D S * (N U (K )- (CP*Rl*R O B (K )+O M *RO (K)) * U ( K ) ) +CP*FEXT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
END DO
IF(KJ.EQ.NR) GO TO 3 
DO K=NR,KJ+1,-1

DS=SQRT (RO (K) *RO (K) -R1*R1) -SQRT (RO (K+l) *RO (K+l) -R1*R1) 
FEXT=(DS*(NU(K)- (CP*Rl*ROB(K)+OM*RO(K))*U(K))+CP*FEXT) 

/ (NEQD(K)*DS+CP)
END DO
DS=RINT*COS(THETA)-SQRT(RO(KJ+1)*RO(KJ+l)-R1*R1)
FEXT=(DS*(NUINT-(CP*Rl*ROB(K)+OM*RO(K))*UINT)+CP*FEXT)

/ (NEQD(K)*DS+CP)
RETURN
END



Apêndice B  

Constantes de Integração

Tabela B .l: P f, Pf, C f, C f, La e P a 

<5 =  50

com a  =  P, 0 , T para w =  1 vs 5. 

5 =  100

P f

C f
C f

P p

P f

P f
C f
C f

Dn

B Ï
B l

C Ï

C Ï
LT

Dt

0,23527

0,22405

1.23719

1.05534 

0,36989 

0,04437

0,39740

0,39305

1.23719

1.05534 

0,45096 

0,03516

0,23527

0,22405

7,20502

0,82210

0,25932

-0,01551

0,23289

0,22735

1.16167 

1,02866 

0,36686 

0,02922

0,36185

0,35898

1.16167 

1,02866 

0,43095 

0,02387

0,23289

0,22735

6,46464

0,92503

0,27355

-0.00941
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